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Introducción

Realmente la teoŕıa sobre los conjuntos convexos no es tan vieja como
otras teoŕıas, esta fue desarrollada principalmente por el famoso matemático
aleman Herman Minkowski a finales del siglo XIX. Él investigó muchas
propiedades sobre estos conjuntos tan especiales para después introducir con-
ceptos tales como: envolvente af́ın, funciones convexas, hiperplano soporte,
funcionales lineales sobre un conjunto convexo, entre otras.

Es cierto que las matemáticas son importantes por si mismas, pero lo son
más cuando se tiene una aplicación a la vida práctica, esto no lo logró com-
pletamente Minkowski y fue por eso que algunos matemáticos no le dieron
mucha importancia a sus aportaciones. Sin embargo, después de muchos años
nos damos cuenta de que esos conceptos tan abstractos en un principio, ahora
son muy importantes en muchas áreas de aplicación como: la Economı́a, la
Optimización, la Programación Lineal, la Computación, entre otras.

Muchas ramas de las matemáticas han surgido por querer resolver un
problema práctico, cosa que no sucedió con la ”Geometŕıa de conjuntos con-
vexos”, pero hoy no podŕıamos hablar de Convexidad sin mencionar los ele-
gantes resultados que se han ido obteniendo. Hablemos de la teoŕıa llamada
Programación lineal que les permitió a varios matemáticos ganarse muchos
premios importantes, y es que para resolver un problema de Programación
lineal lo que tenemos que hacer es encontrar la solución óptima a un conjunto
finito de restricciones lineales; y resulta que el conjunto donde hay que buscar
la solución es un conjunto convexo, que podŕıa parecer que no es importante
pero la verdad es que ofrece muchas ventajas propias de la geometŕıa de este
tipo de conjuntos.

Ahora podemos hablar de la llamada Geometŕıa Combinatoria, que se
llama aśı en parte porque lo que se quiere hacer es hallar el máximo o mı́nimo
de alguna propiedad sobre una colección de objetos geométricos o anaĺıticos.
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Un problema famoso es encontrar dentro de todas las figuras con peŕımetro
dado a la que tenga la mayor área posible, este se resolvió primero para
algunas clases de figuras y despues se generalizó, encontrando que el ćırculo
es la figura que tiene la propiedad deseada. Mas tarde se supo que en general,
la esfera de dimensión n es el objeto con mayor volumen dentro de todos los
objetos con superficie dada. Este problema puede ser de mucha utilidad en
problemas tan sencillos como los relacionados con las propiedades de terrenos,
cercas, pozos, etc.

También podemos mencionar otros resultados en Geometŕıa Combinato-
ria como los debidos a los matemáticos Helly, Radon, Caratheodory, etc. los
cuales se tratarán en detalle en el presente trabajo. Estos resultados pueden
parecer muy sencillos, tal vez lo sean; pero lo que śı es seguro es que son
muy importantes y tienen aplicaciones muy variadas tanto prácticas como
teóricas.

La teoŕıa de la H-convexidad es todav́ıa mas nueva que la Convexidad
misma. En esta teoŕıa se definirán unos conjuntos especiales H, un funcional
md H sobre estos conjuntos y una métrica especial; eso nos permitirá definir
unos nuevos conjuntos llamados conjuntos H-convexos, que en particular son
convexos. Además este funcional y esta métrica nos permitirán generalizar al-
gunos teoremas clásicos en un concepto de H-convexidad (Teorema de Helly,
teorema de Jung). En general, la teoŕıa de H-convexidad permite construir
conjuntos de una interesante forma y estudiar sus propiedades pero de una
manera geométrica diferente a la común.

En el primer caṕıtulo se abordarán algunos conceptos básicos de la teoŕıa
de los conjuntos convexos. Comenzaremos definiendo lo que es un conjunto
convexo y a lo largo del caṕıtulo trataremos de caracterizar a estos conjun-
tos mediante otros objetos (hiperplanos, caras, puntos extremos) y además
averiguaremos algunas propiedades geométricas y anaĺıticas de importan-
cia. Como un ejemplo básico de conjunto convexo estudiaremos algunas
propiedades de los llamados n-simplejos.

En el segundo caṕıtulo serán abordados detalladamente los famosos teo-
remas de Helly, Radon, Carathéodory y Jung. Estudiaremos a groso modo
como se relacionan entre śı y daremos algunos ejemplos pertinentes que los
ilustren de buena manera.

En el caṕıtulo 3 se dará una introducción a la teoŕıa de H-convexidad.
Dentro de este caṕıtulo definiremos al funcional md que será un concepto im-
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portant́ısimo en esta teoŕıa, además presentaremos a los llamados conjuntos
unilaterales y no-unilaterales los cuales nos permitirán construir un conjunto
H-convexo, entre otros objetos. También daremos varios teoremas y ejemplos
suficientes que nos ayuden a entender estos ingeniosos y novedosos conceptos.

Por último en el cuarto y mas importante caṕıtulo se desarrollará de una
manera muy detallada la versión H-convexa del teorema de Jung. En este
caṕıtulo es definida una nueva ”métrica”que nos sorprenderá por la forma
que toman las bolas resultantes y la manera de calcular el diámetro de un
conjunto.

A lo largo de la tesis nos permitimos marcar como proposiciones a aque-
llos problemas propuestos por la bibliograf́ıa consultada y que nos fueron
requeridos para dar una demostración o un ejemplo mas detallado.
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Caṕıtulo 1

Elementos de Convexidad

¿Qué es un conjunto convexo?, ¿Qué propiedades geométricas y topológi-
cas posee?; estas, entre otras preguntas, trataremos de responder en este
primer caṕıtulo.

Trataremos también un ejemplo muy particular de los conjuntos convexos,
nos referimos al llamado n-simplejo, veremos la importancia de este conjunto
especial y estudiaremos algunas de sus propiedades, pues este conjunto nos
será de gran utilidad en caṕıtulos siguientes.

1.1. Preliminares

Trabajaremos en Rn, cuyos elementos son de la forma x = (x1, · · · , xn),
con x1, · · · , xn ∈ R. Dados x = (x1, x2, · · · , xn) y y = (y1, y2, · · · , yn), se
define el producto interno de x con y como 〈x, y〉 = x1y1 + · · · + xnyn y
la norma euclideana de x como ‖x‖2 = 〈x, x〉. Dotaremos a Rn con la
topoloǵıa euclideana τ de Rn definida como sigue:

Un subconjunto M de Rn pertenece a la topoloǵıa τ si para cada a ∈ M
existe r > 0 tal que la bola abierta B(a, r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ < r} ⊂ M .

Un punto x ∈ Rn se dice que es un punto interior de un conjunto
M ⊂ Rn, si existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ M . El conjunto de todos los
puntos interiores de el conjunto M es llamado el interior de M y se denota
por int M . Un conjunto M ⊂ Rn es abierto si coincide con su interior. Un
punto x ∈ Rn es un punto ĺımite del conjunto M ⊂ Rn, si cada bola abierta
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centrada en x contiene por lo menos un punto de M distinto de x. La unión
de M y el conjunto de todos sus puntos ĺımites es llamada la cerradura de
M y se denota por cl M . Un conjunto M ⊂ Rn es cerrado si coincide con
su cerradura. Es cierto que M es abierto si y sólo si Rn \M es cerrado. El
conjunto cl M \ int M es llamado frontera de M , denotado por bd M .

Sean x, y ∈ Rn y λ ∈ R, definimos x + y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)
y λy = (λy1, · · · , λyn). Con estas operaciones, Rn es un espacio vectorial
y llamaremos a sus elementos vectores . Diremos que el vector x ∈ Rn es
combinación lineal de los vectores x1, x2, · · · , xm ∈ Rn si x = λ1x1 +
λ2x2 + · · ·+ λmxm para algunos escalares λ1, λ2, · · · , λm ∈ R.

Si
m∑

i=1

λi = 1, x es combinación af́ın de x1, x2, · · · , xm y si además

λ1, λ2, · · · , λm son no negativos, entonces diremos que x es combinación
convexa de x1, x2, · · · , xm. Los vectores x1, x2, · · · , xm son af́ınmente in-
dependientes si ninguno de ellos es combinación af́ın de los otros; esto es,
si

m∑
i=1

λixi = 0 con λi ∈ R y
m∑

i=1

λi = 0

implica que λi = 0 para todo i = 1, 2, · · · ,m.

Diremos que los vectores x1, x2, · · · , xm ∈ Rn son linealmente inde-
pendientes si dada λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λmxm = 0 se tiene que λi = 0 para
todo i = 1, 2, · · · ,m. En base a esto podemos decir que x1, x2, · · · , xm son
af́ınmente independientes si x2 − x1, x3 − x1, · · · , xm − x1 son linealmente
independientes.

Un hiperplano en Rn se define como:

H = {x ∈ Rn | 〈x, η〉 = α} con η ∈ Rn \ {0} y α ∈ R

es decir, es un plano de dimensión n−1 con normal η que acota a los semies-
pacios cerrados

H− = {x ∈ Rn | 〈x, η〉 ≤ α}

H+ = {x ∈ Rn | 〈x, η〉 ≥ α}.
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Definimos para M, K ⊂ Rn, M + K = {m + k | m ∈ M, k ∈ K}. Para
x, y ∈ Rn, la distancia entre x e y se define d(x, y) = ‖x − y‖, y para
M ⊂ Rn, d(M, x) = ı́nf{‖x − y‖ | y ∈ M}. Si M 6= ∅ podemos definir el
diámetro de M como diam M = sup{‖x − y‖ | x, y ∈ M}; en virtud de
lo anterior, diremos que un conjunto es acotado si su diámetro es finito y
no-acotado en caso contrario. El espacio Rn dotado de la distancia definida
anteriormente es un espacio métrico.

1.2. Conjuntos convexos

Dados dos puntos x, y ∈ Rn, [x, y] denotará el segmento de ĺınea con
puntos extremos x y y; esto es,

[x, y] = {z | z = λx + (1− λ)y, 0 ≤ λ ≤ 1}.

Definición 1.1 Un conjunto M ⊂ Rn es convexo si dados x, y ∈ M , el
segmento [x, y] está totalmente contenido en M .(Ver figura 1.1).

Ejemplo 1.1 Son conjuntos convexos:

1. ∅, Rn.

2. H, H−, H+.

3. La bola abierta B(x, r) y la bola cerrada B(x, r).

4. Poligonos regulares, ćırculos, ĺıneas.
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Figura 1.1:
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Es claro que dentro de los conjuntos convexos los hay acotados y no
acotados; dentro de los primeros podemos mencionar a los segmentos de
ĺınea, al ćırculo, a los poĺıgonos, a las bolas abiertas y cerradas y en el otro
caso encontramos a los semiplanos, a los rayos, a los semiespacios abiertos y
cerrados, etc. Además, observemos que un conjunto convexo no tiene porque
ser abierto o cerrado, pues por ejemplo [x, y) a pesar de que no es abierto ni
cerrado es un conjunto convexo.

El siguiente teorema da una forma de construir mas conjuntos convexos.

Teorema 1.1 Consideremos una familia de conjuntos convexos {Mα}α∈I en
Rn, donde I es un conjunto de ı́ndices. Entonces M =

⋂
α∈I Mα es un con-

junto convexo(posiblemente vaćıo).

Demostración.

Dados x, y ∈ M se tiene que x, y están en Mα para todo α ∈ I. Como
cada Mα es convexo, el segmento [x, y] está totalmente contenido en él. Por
tanto [x, y] ⊂ ⋂

α∈I

Mα = M , luego M es convexo.

Aśı, si tenemos un conjunto M ⊂ Rn arbitrario y consideramos la inter-
sección de todos los conjuntos convexos que lo contienen obtendremos lo que
se llama casco convexo de M , denotado por conv M ; en virtud del teo-
rema anterior, es claro que éste conjunto es convexo. Es cierto también que
conv M es el mı́nimo conjunto convexo que contiene a M .(Ver figura 1.2).
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Figura 1.2:

Hemos visto que un semiespacio cerrado es un conjunto convexo; por
el teorema anterior la intersección de una familia arbitraria de semiespacios
cerrados es un conjunto convexo y cerrado. Si intersectamos una familia finita
de semiespacios cerrados y el conjunto resultante es acotado y no vaćıo,
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entonces será llamado Politopo convexo; por el teorema de Heine-Borel,
este conjunto es compacto. En general se llamará Politopo al casco convexo
de un conjunto finito de puntos; i.e., conv{x0, x1, · · · , xn} es un Politopo.(Ver
figura 1.3).
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Figura 1.3:

Definición 1.2 Diremos que M ⊂ Rn es un cuerpo convexo si es un
conjunto convexo cerrado con puntos interiores. En particular si un politopo
es un cuerpo convexo, entonces será llamado politopo convexo sólido.

Definición 1.3 Sea λ 6= 0, a ∈ Rn; se dice que la función hλ,a(x) = a +
λ(x− a) es la Homotecia centrada en a y con coeficiente λ.

En otras palabras la Homotecia manda el punto x ∈ Rn a a + λ(x− a) ∈
Rn. Por otro lado si M es convexo y tomamos a ∈ M , 0 ≤ λ ≤ 1, se sigue
que hλ,a(x) = a + λ(x− a) = λx + (1− λ)a ∈ M para toda x ∈ M ; es decir
hλ,a(M) ⊆ M .

Teorema 1.2 Sea M ⊂ Rn un cuerpo convexo y a ∈ int M . Entonces para
cada b ∈ int M , [a, b] está formado por puntos interiores de M .

Demostración.

Como a es un punto interior de M existe r > 0 tal que B(a, r) ⊂ M . Sea
x0 ∈ [a, b], x0 = λa + (1− λ)b para alguna 0 < λ ≤ 1; tomando la homotecia
centrada en b y coeficiente λ se tiene hλ,b(a) = b+λ(a−b) = λa+(1−λ)b = x0,
luego x0 ∈ hλ,b(B(a, r)).(Ver figura 1.4).

Sea x ∈ B(a, r), se cumple que hλ,b(x)−hλ,b(a) = hλ,b(x)−x0 = λ(x−a),
mas aún, ‖hλ,b(x) − x0‖ = ‖λ(x − a)‖ = λ‖x − a‖ < λr, en consecuencia
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hλ,b(x) ∈ B(x0, λr); i.e., hλ,b(B(a, r)) ⊆ B(x0, λr). Por otro lado, sea x ∈
B(x0, λr), luego ‖x − x0‖ < λr y ‖x−x0

λ
‖ < r; sustituyendo x0 y reduciendo

términos obtenemos ‖(x−b
λ

+ b) − a‖ < r; y = x−b
λ

+ b está en B(a, r) y
hλ,b(y) = x. Aśı x ∈ hλ,b(B(a, r)) y en consecuencia B(x0, λr) ⊆ hλ,b(B(a, r)).
Por tanto hλ,b(B(a, r)) = B(x0, λr); esto es, hλ,b(B(a, r)) es una bola con
centro en x0 y radio λr.

Además, dado y ∈ hb,λ(B(a, r)), y = b+λ(x−b) = λx+(1−λ)b, entonces
y ∈ M pues x, b ∈ M y en consecuencia hb,λ(B(a, r)) ⊂ M . Luego x0 es un
punto interior de M .
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Figura 1.4:

Proposición 1.1 Un punto c ∈ Rn pertenece al casco convexo de un conjun-
to F ⊂ Rn si y sólo si existen puntos a1, a2, · · · , am ∈ F (no necesariamente

distintos) y números reales no negativos λ1, · · · , λm que cumplen
m∑

i=1

λi = 1

y satisfacen c =
m∑

i=1

λiai.

Demostración.

⇒) Definamos M = {x ∈ Rn|x =
m∑

i=0

λiai con λi ≥ 0, ai ∈ F y
m∑

i=0

λi = 1}.
Dados x, y ∈ M ,

x =
m∑

i=0

λiai con λi ≥ 0 y
m∑

i=0

λi = 1, y =
r∑

i=0

αibi con αi ≥ 0 y
r∑

i=0

αi = 1

veamos que [x, y] ⊂ M . Sea z ∈ [x, y], z = βx+(1−β)y para algún 0 ≤ β ≤ 1;
esto es,
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z = β(λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λmam) + (1− β)(α1b1 + α2b2 + · · ·+ αrbr)

mas aún,

z = (βλ1)a1 + · · ·+ (βλm)am + ((1− β)α1)b1 + · · ·+ ((1− β)αr)br ∈ M

pues es claro que todos los escalares son no negativos y βλ1 + · · · + βλm +
(1− β)α1 + · · ·+ (1− β)αr = 1. Por tanto M es convexo.

Claramente F ⊂ M y como M es convexo se tiene conv F ⊂ conv M =
M (por teorema 1.3). Por tanto, si x ∈ conv F entonces x ∈ M ; luego la
conclusión se cumple.

⇐) Ahora existen puntos a1, a2, · · · , am ∈ F y λ1, λ2, . . . , λm > 0 tales

que c=
m∑

i=1

λiai y
m∑

i=1

λi=1. Supongamos que c /∈ conv F , entonces por definición

de casco convexo existe G conjunto convexo tal que F ⊂ G y c /∈ G. Como
a1, a2, . . . , am ∈ G pues F ⊂ G y G es convexo, se cumple que

b1 = λ1

λ1+λ2
a1 + λ2

λ1+λ2
a2 = λ1a1+λ2a2

λ1+λ2
∈ G,

también como b1, a3 ∈ G,

b2 = λ1+λ2

λ1+λ2+λ3
b1 + λ3

λ1+λ2+λ3
a3 = λ1a1+λ2a2+λ3a3

λ1+λ2+λ3
∈ G

de esta forma encontramos que

bm−1 = λ1a1+λ2a2+···+λmam

λ1+λ2+···+λm
∈ G

lo cual es una contradicción pues bm−1 = c. Luego c ∈ conv F .

En base a el teorema anterior, podremos decir entonces que el casco con-
vexo de M es el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos
de M .

Teorema 1.3 Para M,K ⊂ Rn se cumple:

1. Si M,K son convexos, entonces M + K es convexo.

2. Si M es convexo y c ∈ R, entonces cM es convexo.
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3. Si M es convexo y c ∈ Rn, entonces la traslación M + c es convexo.

4. M ⊂ conv M .

5. conv M = M siempre que M sea convexo.

6. conv(M + K)=conv M + conv K.

7. Si M ⊂ K, entonces se cumple que conv M ⊂ conv K.

Demostración.

1. Sean x, y ∈ M + K, luego x = a1 + b1, y = a2 + b2 para algunos
a1, a2 ∈ M y b1, b2 ∈ K. Por ser M, K convexos se tiene que los puntos
λa1 + (1 − λ)a2 ∈ M , λb1 + (1 − λ)b2 ∈ K para cada λ ∈ [0, 1].
Ahora tenemos que λx + (1 − λ)y = λ(a1 + b1) + (1 − λ)(a2 + b2) =
(λa1 +(1−λ)a2)+ (λb1 +(1−λ)b2) ∈ M +K para todo λ ∈ [0, 1]. Por
lo tanto M + K es convexo.

2. Sean x, y ∈ cM , luego x = ca, y = cb para algunos a, b ∈ M . Como M
es convexo, se tiene λa + (1 − λ)b ∈ M para cada λ ∈ [0, 1]. Ahora,
λx + (1 − λ)y = λca + (1 − λ)cb = c(λa + (1 − λ)b) ∈ cM . Por tanto
cM es convexo.

3. Tomemos x, y ∈ M + c, de aqúı x = a + c, y = b + c para algunos
a, b ∈ M . Por la convexidad de M se tiene λa + (1 − λ)b ∈ M para
cualquier λ ∈ [0, 1]; mas aún, λx+(1−λ)y = λ(a+c)+(1−λ)(b+c) =
(λa + (1− λ)b) + c ∈ M + c. En consecuencia M + c es convexo.

4. Por definición.

5. Es claro, pues conv M es el mı́nimo conjunto convexo que contiene a
M y en este caso M es convexo, aśı conv M ⊂ M , por (4) se sigue
M = conv M .

6. Sea x ∈ conv(M +K), por (Proposición 1.1) x =
m∑

i=1

λi(ai+bi), ai ∈ M ,

bi ∈ K y
m∑

i=1

λi=1, luego x =
m∑

i=1

λiai +
m∑

i=1

λibi, de aqúı x ∈ conv M +

conv K.



1.2. Conjuntos convexos 9

Ahora, sea x ∈ conv M + conv K, por (proposición 1.1), x =
∑
i

λiai +
∑
j

βjbj, donde ai ∈ M , bj ∈ K,
∑
i

λi = 1 y
∑
j

βj = 1, luego x =
∑
i

∑
j

βjλiai +
∑
j

∑
i

λiβjbj, asociando se obtiene x =
∑
i

∑
j

λiβj(ai + bj)

con
∑
i

∑
j

λiβj = 1. Por lo tanto x ∈ conv(M + K).

7. Primero consideremos el caso en que K es un conjunto convexo. Por
definición conv M =

⋂
Kα, donde Kα es un conjunto convexo y M ⊂

Kα para todo α. Es claro que
⋂

Kα ⊂ K porque K es un conjunto
convexo que contiene a M . Por (5) se tiene que K = conv K, luego
conv M ⊂ conv K.

Si K no es un conjunto convexo, K ⊂ conv K. En particular M ⊂
conv K y como sabemos conv K es un conjunto convexo, entonces pro-
cediendo como el anterior caso se obtiene que conv M ⊂ conv K.

Ya hemos visto que no todos los conjuntos convexos son cuerpos convexos
y es por esta razón que si consideramos un conjunto convexo M ⊂ Rn que no
es un cuerpo convexo en Rn, entonces podemos determinar su envolvente
af́ın , denotada por L = aff M ; es decir, podremos encontrar el plano de
menor dimensión que contiene al conjunto M , lo cual significa que M es un
cuerpo convexo respecto a L y la dimensión de M es igual a la dimensión
de aff M . Por convención dim ∅ = −1. De manera equivalente se tiene que

L = aff M = {
m∑

i=0

λixi|xi ∈ M,
m∑

i=0

λi = 1}.(Ver figura 1.5).
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Figura 1.5:
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Definición 1.4 Un punto x ∈ M es un punto en el interior relativo del
conjunto M con respecto a L=aff M si existe una bola abierta en L centrada
en x que esté totalmente contenida en M . El conjunto de puntos interiores
o interior relativo de M se denotará por rint M .(Ver figura 1.5).

Teorema 1.4 Para M ⊂ Rn convexo los conjuntos int M , cl M y rint M son
convexos.

Demostración.

Si int M = ∅, entonces la afirmación se tiene. En caso contrario, para
a, b ∈ int M se tiene que [a, b] ⊂ int M como lo dicta el teorema 1.2.

Para nuestra segunda afirmación tomemos a, b ∈ cl M ; luego existen suce-
siones {ai}∞i=0, {bi}∞i=0 en M las cuales convergen a a y b respectivamente.
Para 0 ≤ λ ≤ 1 tomemos ci = λai + (1 − λ)bi para i = 1, 2, · · · ,∞; es
claro que {ci}∞i=0 está en M pues M es convexo. Tomando ĺımites obtenemos
c = λa + (1− λ)b, luego c está en cl M , pues es ĺımite de puntos de M . Por
tanto la afirmación se tiene.

En el caso de la tercera afirmación se tiene que proceder como en la
primera afirmación pero trabajando no en Rn sino en L = aff M y cambiando
interior por interior relativo en el teorema 1.2.

Es evidente que si M ⊂ Rn es un cuerpo convexo en Rn, entonces rint M =
int M ; mas aún, si aff M = Rn se sigue también que rint M = int M .

1.3. Hiperplanos

Recordemos que un hiperplano se define como H = {y ∈ Rn | 〈y, η〉 = α},
donde η es un vector normal. Observamos que H = L + y0, donde L es
un subespacio vectorial y y0 es un vector constante por donde pasa H. En
efecto sea L = {x ∈ Rn | 〈x, η〉 = 0} y tomemos y, z ∈ L y β ∈ R, luego
se tiene y + βz y (−y) ∈ L, entonces L es un subespacio vectorial. Sea
ahora y ∈ H, luego 〈y, η〉 = α y como supusimos que y0 ∈ H se tiene
〈y0, η〉 = α, aśı 〈y − y0, η〉 = 0 y por esto se tiene que y − y0 = x ∈ L, luego
y = x+ y0 ∈ L+ y0; por otro lado tomemos x ∈ L, luego 〈x, η〉 = 0 y además
〈y0, η〉 = α, asi 〈x+y0, η〉 = α, luego x+y0 ∈ H. Por tanto H = L+y0. Cabe
notar que solo existe un hiperplano que pasa por y0 y que es perpendicular
a η.
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Lema 1.1 Sea M un conjunto convexo no vaćıo y cerrado en Rn. Para cada
x ∈ Rn existe un único x′ ∈ M tal que ‖x− x′‖ = ı́nf

y∈M
‖x− y‖.

Demostración.

Sea x ∈ Rn, luego existe algún número real positivo r de manera que
B(x, r)

⋂
M 6= ∅ es un conjunto no vaćıo. Este último conjunto es compacto,

mas aún, la función continua y 7−→ ‖x − y‖ alcanza su mı́nimo en dicho
conjunto. Por tanto el punto x′ existe.

Supóngase que existe x′′ ∈ M tal que x′′ 6= x′ y ‖x− x′′‖ = ı́nf
y∈M

‖x− y‖,
de esto tenemos que ‖x− x′‖ = ‖x− x′′‖, luego se tiene que el triángulo con
vértices en x, x′ y x′′ es isósceles. Como M es convexo y los puntos x′ y x′′

están en M , entonces el punto medio m = 1
2
(x′ + x′′) de x′ y x′′ está en M ;

pues es parte de el segmento de ĺınea que une a x′ con x′′. Se sabe que la
longitud de la hipotenusa del triángulo con vértices en x,x′ y m es mayor que
cualquiera de sus catetos, aśı

‖x−m‖ < ı́nf
y∈M

‖x− y‖ = ‖x− x′‖,

lo cual es una contradicción. Por tanto x′′ = x′.(Ver figura 1.6).

m

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

x’ x’’

x

M

�
�
�
�

��
��
��
��

�
�
�
�

��
��
��
������

����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����
����

Figura 1.6:

Por el lema anterior la siguiente función está bien definida.

Definición 1.5 La función PM : Rn → M definida como PM(x) = x′ es
llamada la función del punto mas cercano relativo a M .
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La función PM tiene las siguientes propiedades:

Lema 1.2 .

1. PM(x) = x si y sólo si x ∈ M .

2. PM es suprayectiva.

Demostración.

⇒) Sea x ∈ Rn, si PM(x) = x, entonces 0 = ‖x− x‖ = ı́nf
y∈M

‖x− y‖; esto

es, 0 = d(x, M). Como la distancia de un conjunto compacto a un conjunto
cerrado es siempre positiva, entonces x ∈ M , pues M es cerrado y {x} es
compacto.

⇐) Como x ∈ M se tiene que ı́nf
y∈M

‖x − y‖ = 0, luego del hecho que

‖x− x′‖ = ı́nf
y∈M

‖x− y‖ = 0 tenemos x = x′.

La segunda parte se tiene por el lema 1.1.

Definición 1.6 Un hiperplano H ⊂ Rn se dirá que es un hiperplano so-
porte de un conjunto convexo cerrado M ⊂ Rn en un punto x ∈ bd M si
x ∈ H y M está contenido en uno de los semiespacios cerrados con respecto a
H. A el semiespacio P en el que se encuentra contenido el conjunto M se le
llama semiespacio soporte (respecto de H). Diremos que η es la normal
exterior en el punto x de P y de H.(Ver figura 1.7).
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Lema 1.3 Sea ∅ 6= M ⊂ Rn cerrado y convexo. Para cada x ∈ Rn \ M el
hiperplano H que contiene a x′ := PM(x) y es perpendicular al segmento
de ĺınea que une a x con x′ es un hiperplano soporte de M , descrito por
H = {y ∈ Rn|〈y, η〉 = 1} con η := x−x′

〈x′,x−x′〉 .

Demostración.

Se cumple η := x−x′
〈x′,x−x′〉 es el vector normal del hiperplano definido como

H = {y ∈ Rn|〈y, η〉 = 1}; entonces cualquier múltiplo de η es perpendicular
al mismo, en particular x − x′. Además, tenemos 〈x′, η〉 = 〈x′, x−x′

〈x′,x−x′〉〉 =
1

〈x′,x−x′〉〈x′, x − x′〉 = 1, se sigue x′ ∈ H. También se tiene 〈x − x′, x −
x′〉 = 〈x, x − x′〉 − 〈x′, x − x′〉 > 0 y 〈x, x − x′〉 > 〈x′, x − x′〉, equiva-
lentemente 1

〈x′,x−x′〉〈x, x − x′〉 > 1
〈x′,x−x′〉〈x′, x − x′〉, de lo cual se obtiene

〈x, η〉 > 〈x, x−x′
〈x′,x−x′〉〉 = 1, aśı x ∈ H+.

Ahora, supóngase que H no es un hiperplano soporte de M . Supongamos
que existe y ∈ M

⋂
(H+ \ H) con x 6= y y tomemos el plano E genera-

do por x,x′ y y; el segmento de ĺınea [y, x′] en el plano contiene un pun-
to z ∈ M (por convexidad) en el interior de E de modo que ‖x − z‖ <
‖x − x′‖,(contradicción)!. Por tanto H es un hiperplano soporte en x′.(Ver
figura 1.8).
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Figura 1.8:

Lema 1.4 Sea M ⊂ Rn un conjunto convexo cerrado y sea x ∈ Rn \M . Si
y está en el rayo que sale de x′ y pasa por x entonces x′ = y′.

Demostración.

Supongamos primero el caso en que y ∈ [x′, x] y x′ 6= y′. Luego
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ı́nf
y∈M

‖x− y‖ = ‖x− x′‖ = ‖y− x′‖+ ‖x− y‖ > ‖x− y‖+ ‖y− y′‖ ≥ ‖x− y′‖

lo cual no puede suceder porque y′ ∈ M , esto implica una contradicción(ver
lado izquierdo de la figura 1.9).

El otro caso que se puede dar es cuando x ∈ [x′, y]. Si x′ 6= y′ tomemos
el segmento de recta paralelo a [y, y′] que pasa por x y que intersecta al
segmento [x′, y′] en un punto x0 6= x′ (como muestra el lado derecho de la
figura 1.9), de esta manera los triángulos formados están en un mismo plano,
tienen un vértice en común en x′ y son semejantes; por tanto se sigue

‖x− x0‖ = ‖x− x′‖ ‖y−y′‖
‖y−x′‖ .

Como ‖y − y′‖ < ‖y − x′‖; por ser y′ el punto mas cercano a y y x′ ∈ M ,

entonces 1 > ‖y−y′‖
‖y−x′‖ ; mas aún, ‖x − x′‖ > ‖y−y′‖

‖y−x′‖‖x − x′‖ = ‖x − x0‖. Por

tanto ‖x− x0‖ < ‖x− x′‖, (contradicción); pues x′ es el punto mas cercano
a x.
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Figura 1.9:

Proposición 1.2 Sean M ⊂ Rn un cuerpo convexo y a ∈ bd M , entonces
η es una normal exterior de M en a si y sólo si 〈η, x − a〉 ≤ 0 para todo
x ∈ M .

Demostración.

⇒) Supongamos que η es una normal exterior de M en a, luego existe
un hiperplano H = {x ∈ Rn|〈x, η〉 = α} a través de a. Como M ⊂ H− se
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cumple que 〈x, η〉 ≤ α para todo x en M ; además como a ∈ H se tiene que
〈a, η〉 = α; mas aún, de la expresión 〈x, η〉 ≤ α obtenemos 〈x, η〉 − α ≤ 0, en
consecuencia 〈x, η〉 − 〈a, η〉 ≤ 0. Luego 〈η, x− a〉 ≤ 0.

⇐) Por otro lado, para a ∈ bd M supongamos que 〈η, x − a〉 ≤ 0 para
todo x ∈ M . Entonces 〈η, x〉 ≤ 〈η, a〉 para todo x ∈ M . Definiendo α = 〈η, a〉
se tiene que H = {x ∈ Rn|〈x, η〉 = α} es un hiperplano a través de a con
normal exterior η. Es claro que M ⊂ H− y H

⋂
M 6= ∅, pues a ∈ H y a ∈ M

porque M es cerrado. Luego η es una normal exterior de M en a.

Teorema 1.5 Sea M ⊂ Rn un cuerpo convexo, entonces a través de cada
punto de la frontera de M hay un hiperplano soporte de M .

Demostración.

Sean a ∈ bd M y c ∈ int M . Sea η el rayo con punto extremo en a y que
cumple que c /∈ η. Sea {ai}∞i=0 una sucesión de puntos de η que converge a
a. Para k ∈ N, denotamos por qk al punto en M que está mas cerca de ak(se
asegura que qk existe por el lema 1.1). Por el lema 1.3 existe un hiperplano Hk

a través de qk que tiene como normal exterior al segmento [ak, qk], entonces
existe el semiespacio soporte Pk con normal exterior ak − qk; luego, por la
proposición anterior, 〈ak− qk, x− qk〉 ≤ 0 para cada x ∈ M . Si renombramos
a 1
‖ak−qk‖(ak − qk) = ηk, tenemos que 〈ηk, x− qk〉 ≤ 0.
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Figura 1.10:

Suponiendo que la sucesión {ηi}∞i=0 converge a un vector unitario p = η
‖η‖

y tomando x ∈ M arbitrario se tiene
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〈p, x− a〉 = 〈ηk, x− qk〉+ 〈p− ηk, x− qk〉 − 〈p, a− qk〉;

observamos que el primer término es no-positivo, y si hacemos a k tender a
infinito los demás términos son despreciables pues ĺım

k→∞
qk = a y ĺım

k→∞
ηk = p.

Entonces 〈η, x−a〉 ≤ 0 para cada x ∈ M , pues p = η
‖η‖ . Aśı, por la proposición

anterior se tiene que η es una normal exterior en el punto a. Por tanto el
hiperplano en a que es ortogonal a η es un hiperplano soporte de M .

En los siguientes resultados se observa que los conjuntos convexos se
pueden caracterizar mediante los semiespacios y los hiperplanos; en particu-
lar estos objetos geométricos ayudarán a decidir si un conjunto es convexo.

Teorema 1.6 Un conjunto convexo cerrado M ⊂ Rn es la intersección de
sus semiespacios soporte.

Demostración.

Como el conjunto es convexo y cerrado, se tiene por el Teorema anterior
que en cada punto frontera hay un hiperplano soporte y por ende existe un
semiespacio soporte. Claramente M ⊂ ⋂

Hα = F , donde Hα es un semies-
pacio soporte.

Ahora sea x ∈ F \ M , entonces x′ = pM(x) 6= x pues pM(x) ∈ M , en
particular pM(x) ∈ bd M porque M es cerrado. Por el lema 1.3 se tiene
que existe un hiperplano soporte P en pM(x) el cual es perpendicular al
segmento [x, pM(x)]; luego, el semiespacio soporte P− no contiene a x. Pero
se cumple que F ⊂ P−, aśı x /∈ P− implica que x /∈ F ,(contradicción). Luego
F = M .(Ver figura 1.11).
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Pensemos en un cuadrado en R2, este es un conjunto convexo que tiene
una cantidad infinita de semiplanos soporte pero 4 de estos son suficientes
para describirlo como su intersección. También es fácil convencerse de que
cualquier politopo se puede representar como la intersección de un número
finito de semiespacios soporte.

Teorema 1.7 Sea M ⊂ Rn un conjunto cerrado con interior no vaćıo y tal
que a través de cada punto de la frontera de M hay un hiperplano soporte
H, entonces M es convexo.

Demostración.

Supongamos que M no es convexo, entonces para algunos x, y ∈ M
existe z ∈ [x, y] tal que z /∈ M . Como int M 6= ∅ tomemos w ∈ int M
de manera que {x, y, w} sean af́ınmente independientes, es claro que existe
a ∈ bd M

⋂
[z, w). Luego por hipótesis existe un hiperplano soporte H en a

de M y claramente w /∈ H pues w ∈ int M . De aqúı se observa que x, y, w no
están del mismo lado, lo cual es una contradicción pues H es un hiperplano
soporte. Luego, la conclusión se cumple.(Ver figura 1.12).
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Figura 1.12:

1.4. Simplejos

Sean x0, x1, · · · , xr puntos en Rn, diremos que estos puntos están en posi-
ción general si el conjunto de vectores {x1 − x0, x2 − x0, · · · , xr − x0} es
linealmente independiente.
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Notemos que si n = 1, entonces {x0, x1} están en posición general en R
siempre que x0 6= x1. Si n = 2 entonces, {x0, x1, x2} están en posición general
si no son colineales en R2 y cuatro vectores {x0, x1, x2, x3} en R3 se dice que
están en posición general si no son coplanares.

Dados x0, x1, · · · , xn, n+1 puntos de Rn en posición general; los vectores
x1 − x0, x2 − x0, · · · , xn − x0 son linealmente independientes y por lo tanto
podemos considerarlos como una base para Rn; de aqúı que todo x ∈ Rn

puede ser escrito de manera única como

x = x0 + y = x0 + λ1(x1 − x0) + λ2(x2 − x0) + · · ·+ λn(xn − x0),

para algunos escalares λ1, λ2, · · · , λn. Haciendo λ0= 1 − λ1 − λ2 − · · · − λn

tendremos que

x = λ0x0 + λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn, con
n∑

i=0

λi = 1.

Definición 1.7 A los números λ0, λ1, · · · , λn se les llama coordenadas
baricéntricas del punto x con respecto a los puntos x0, x1, · · · , xn.

Definición 1.8 El conjunto T formado por los puntos x ∈ Rn con coorde-
nadas baricéntricas no negativas con respecto a los puntos x0, x1, · · · , xn se
llama n-simplejo con vértices x0, · · · , xn y se denota por T = [x0, x1, · · · , xn].
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Teorema 1.8 T = [x0, x1, · · · , xn] es un conjunto convexo.

Demostración.

Sean x, y ∈ T , luego x =
n∑

i=0

λixi y y =
n∑

i=0

µixi; donde λi, µi ≥ 0; i =

0, 1, · · · , n y
n∑

i=1

λi = 1,
n∑

i=1

µi = 1.

Tenemos que demostrar que [x, y] ⊂ T . Sea z ∈ [x, y],

z = αx + βy con α, β ≥ 0 y α + β = 1.

Sustituyendo obtenemos:

z = α(λ0x0 + λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn) + β(µ0x0 + µ1x1 + µ2x2 + · · ·+ µnxn)

= (αλ0 + βµ0)x0 + (αλ1 + βµ1)x1 + · · ·+ (αλn + βµn)xn,
donde

n∑
i=1

(αλi + βµi) = α
n∑

i=1

λi + β
n∑

i=1

µi = α ∗ 1 + β ∗ 1 = 1.

Luego z ∈ T ; por tanto T es convexo.

Para i = 1, 2, · · · , n + 1, sea ei el punto en Rn+1 que tiene cero en todas
sus componentes excepto en su i-ésima componente que tiene 1. Es claro
que e1, e2, · · · , en+1 son af́ınmente independientes, entonces el n-simplejo
estándar es definido como

[e1, · · · , en+1] = {λ1e1 + · · ·+ λn+1en+1|
n+1∑
i=1

λi = 1} = {λ ∈ Rn+1|
n+1∑
i=1

λi = 1}

y lo denotamos por ∆n.

Lema 1.5 ∆n es un conjunto compacto.

Demostración. Sea {λm}∞m=0 una sucesión de puntos en ∆n que converge

a λ∗. Pongamos λm = (λ1(m), λ2(m), · · · , λn+1(m)), con
n+1∑
i=1

λi(m) = 1 y

λ∗ = (λ∗1, · · · , λ∗n+1); aśı, dado ε > 0 existe N ∈ N tal que ‖λm − λ∗‖ < ε
n+1
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para cada m ≥ N , luego |λi(m) − λ∗i | ≤ ‖λm − λ∗‖ < ε
n+1

, lo que significa
que la sucesión {λi(m)}∞m=1 converge a λ∗i para i = 1, 2, · · · , n + 1. Aśı para

m ≥ N tenemos que |1−
n+1∑
i=1

λ∗i | = |
n+1∑
i=1

λi(m)−
n+1∑
i=1

λ∗i | = |
n+1∑
i=1

(λi(m)−λ∗i )| ≤
n+1∑
i=1

|λi(m)− λ∗i | <
n+1∑
i=1

ε
n+1

= ε. Por tanto λ∗ ∈ ∆n; mas aún, ∆n es cerrado.

Sea ahora λ ∈ ∆n, ‖λ‖2 =
n∑

i=0

λ2
i , del hecho que 0 ≤ λi ≤ 1 para cada

i = 0, 1, · · · , n se tiene λ2
i ≤ λi, luego

n∑
i=0

λ2
i ≤

n∑
i=0

λi = 1. Por tanto ∆n es

acotado.

Aśı ∆n es compacto; por el teorema de Heine-Borel.

Observemos en la figura 1.14 que ∆1 es la ĺınea que une a e1 con e2,
mientras que ∆2 es el triángulo cuyos vértices son e1, e2, e3.
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Figura 1.14:

Definición 1.9 El baricentro de T = [x0, x1, · · · , xn], se define como

b = 1
n+1

(x0 + x1 + · · ·+ xn).

Teorema 1.9 El baricentro es un punto interior de T .

Demostración.
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Sea r > 0 de manera que la bola B(0, r) esté totalmente contenida en el
pareleṕıpedo P definido por |a1| ≤ 1

n(n+1)
, |a2| ≤ 1

n(n+1)
, · · · , |an| ≤ 1

n(n+1)
,

aśı a = (a1, a2, · · · , an) ∈ B(0, r) si sus coordenadas satisfacen las desigual-
dades anteriores.

El conjunto b+B(0, r) = {b+a|a ∈ B(0, r)} es una bola con centro en b y
radio r. En efecto sea y ∈ b+B(0, r), entonces y = b+a y ‖y−b‖ = ‖a‖ < r,
luego y ∈ B(b, r). Por otro lado para y ∈ B(b, r), ‖y− b‖ < r, lo que significa
que a = y − b ∈ B(0, r); mas aún, y = b + a ∈ b + B(0, r).

Como sabemos que x1 − x0, x2 − x0, · · · , xn − x0 son una base, entonces
cada punto y ∈ B(b, r) se puede escribir como

y = b + (x1 − x0)a1 + (x2 − x0)a2 + · · ·+ (xn − x0)an

= 1
n+1

(x0 + x1 + · · ·+ xn) + (x1 − x0)a1 + (x2 − x0)a2 + · · ·+ (xn − x0)an.

= ( 1
n+1

− a1 − a2 − · · · − an)x0 + ( 1
n+1

+ a1)x1 + ( 1
n+1

+ a2)x2 + · · ·+
( 1

n+1
+ an)xn

para algún a = (a1, a2, · · · , an) ∈ B(0, r).

Se cumple que |ai| ≤ 1
n(n+1)

, entonces − 1
n(n+1)

≤ ai ≤ 1
n(n+1)

y equivalen-

temente 1
n(n+1)

≥ −ai ≥ − 1
n(n+1)

; mas aún, 1
n(n+1)

−ai ≥ 0 para i = 1, 2, · · · , n

y 1
(n+1)

−
n∑

i=1

ai ≥ 0. Además la suma de las coordenadas de y es igual a uno.

Por tanto y ∈ T , en consecuencia tenemos que B(b, r) ⊂ T ; esto es, b es un
punto interior de T .

Para x ∈ T , x =
n∑

i=0

λixi con
n∑

i=0

λi = 1 y λi ≥ 0 tenemos que:

‖x−b‖ = ‖
n∑

i=0

λixi−
n∑

i=0

1
n+1

xi‖ ≤
n∑

i=0

| (λi− 1
n+1

) | ‖xi‖ ≤ K
n∑

i=0

| λi− 1
n+1

|≤

K(
n∑

i=0

λi +
n∑

i=0

1
n+1

) = K(1 + 1) = 2K, con K ≥ máx{‖xi‖ | i = 0, 1, · · · , n},

por tanto

T ⊆ B(b, 2K)

lo cual significa que el n-simplejo es un conjunto acotado.
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Teorema 1.10 T = [x0, x1, · · · , xn] es el menor conjunto convexo que con-
tiene a x0, x1, · · · , xn.

Demostración.

Supongamos que existe un conjunto convexo M que contiene a x0, x1, · · · , xn.
Sea x ∈ T , x = λ0x0 + λ1x1 + · · · + λnxn, donde λ0, λ1, · · · , λk > 0 y
λk+1, · · · , λn = 0. Luego

b1 = λ0

λ0+λ1
x0 + λ1

λ0+λ1
x1 = λ0x0+λ1x1

λ0+λ1

pertenece a M pues b1 es una combinación convexa de x0, x1 ∈ M . También

b2 = λ0

λ0+λ1+λ2
x0 + λ1

λ0+λ1+λ2
x1 + λ2

λ0+λ1+λ2
x2 =λ0x0+λ1x1+λ2x2

λ0+λ1+λ2

está en M por la misma razón. De manera inductiva encontramos que

bk = λ0x0+λ1x1+···+λkxk

λ0+λ1+···+λk

pertenece a M .

Como λ0 + λ1 + · · ·+ λk = λ0 + λ1 + · · ·+ λn = 1, se cumple que

bk = λ0x0 + λ1x1 + · · ·+ λkxk + · · ·+ λnxn = x

y por tanto x ∈ M ; luego T ⊂ M . Como la prueba se hizo para un conjun-
to convexo M arbitrario, entonces concluimos que T es el menor de todos
aquellos que contienen a x0, x1, · · · , xn.

Teorema 1.11 T = [x0, x1, · · · , xn] es homeomorfo a ∆n.

Demostración.

Sea f : ∆n 7−→ T definida por f(λ) =
n∑

i=0

λixi, para λ = (λ0, λ1, · · · , λn).

Probemos que f es una función biyectiva y continua.

Sean λ 6= α ∈ ∆n. Supongamos que f(λ) = f(α), luego
n∑

i=0

λixi =
n∑

i=0

αixi,

despejando λ0 y α0 tenemos−(
n∑

i=1

λi)x0+· · ·+λnxn = −(
n∑

i=1

αi)x0+· · ·+αnxn,

aśı λ1(x1 − x0) + · · · + λn(xn − x0) = α1(x1 − x0) + · · · + αn(xn − x0), mas
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aún (λ1 − α1)(x1 − x0) + (λ2 − α2)(x2 − x0) + · · ·+ (λn − αn)(xn − x0) = 0.
Como λi − αi 6= 0 para algunos i ∈ {0, 1, · · · , n}, entonces los vectores
x1 − x0, x2 − x0, · · · , xn − x0 son linealmente dependientes, lo cual es una
contradicción. Por tanto f(λ) 6= f(α), aśı f es inyectiva. Es evidente que f
es suprayectiva porque cada x ∈ T es una combinación convexa, por tanto a
cada x ∈ T le corresponden escalares no negativos cuya suma es igual a 1.
Luego f es biyectiva.

Claramente la función f es la restricción de una transformación lineal, y
es por esto que f es una función continua. Como ∆n es un conjunto compacto,
T es Hausdorff(por ser subconjunto de un espacio métrico) y f es continua
y biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

El baricentro b es un punto interior del n-simplejo T y T es un conjunto
convexo cerrado; pues ∆n lo es; luego T es un cuerpo convexo.

1.5. Caras

Sea T = [x0, x1, · · · , xn] un n-simplejo, el conjunto Tk = {x ∈ T | λk = 0}
es llamado la cara opuesta del vértice xk.

Lo que estamos haciendo para determinar las caras es eliminar un vértice
del n-simplejo y considerar todas las combinaciones convexas de los puntos
restantes; los vectores que quedan al quitar el k-ésimo vértice están en Rn−1

y siguen estando en posición general porque x0, x1, · · · , xn lo están. Luego,
por definición Tk = [x0, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn] es un (n-1)-simplejo.

El proceso anterior se debe seguir haciendo de la misma forma si se quieren
encontrar las caras de dimensión 0, 1, · · · , n − 2 ; donde los vértices son las
caras de dimensión 0. En la figura 1.15 se muestra un 2-simplejo, donde
T0, T1, T2 son las caras de dimensión 1 y x0, x1, x2 son las caras de dimensión
0. Cabe señalar que cada cara de T está contenida en T , pues T es cerrado.

Teorema 1.12 Sea T = [x0, x1, · · · , xn] un n-simplejo, T tiene 2n+1 − 2
caras de las dimensiones 0, 1, 2, · · · , n− 1.

Demostración.

Para esta demostración sólo basta observar que T tiene tantas caras como
subconjuntos tiene el conjunto potencia de {x0, x1, · · · , xn} a excepción del
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conjunto total y del conjunto vaćıo; i.e., las caras de dimensión 0 son todos
los conjuntos con un punto, las caras de dimensión 2 son todos los conjuntos
con dos puntos y aśı sucesivamente. Como sabemos, el conjunto potencia de
un conjunto con n+1 puntos tiene 2n+1 subconjuntos; pero, si a este número
le quitamos el conjunto vaćıo y el total; los cuales no son caras, obtenemos
el número 2n+1 − 2, siendo éste último número la cantidad de caras de un
n-simplejo.
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Figura 1.15:

Sean S1, S2, · · · , Sk, k semiespacios cerrados y Γ1, Γ2, · · · , Γk sus fronteras
correspondientes. Sea M = S1

⋂
S2

⋂ · · ·⋂ Sk un politopo convexo con pun-
tos interiores, el conjunto Ci = S1

⋂
S2

⋂ · · ·⋂ Si−1

⋂
Γi

⋂
Si+1 · · ·

⋂
Sk es

llamado cara principal de M; de aqúı tenemos que M tiene k caras princi-
pales. En la figura 1.16 se ilustra para el caso en que se tengan 4 semiespacios
cerrados en R2, en este caso una cara principal de M es el segmento que une
los puntos x1 y x4, y las otras caras son los intervalos [x1, x2], [x2, x3], [x3, x4].
También observamos que la frontera de M es la unión de las caras principales;
como se verá en el siguiente teorema.
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Figura 1.16:
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Teorema 1.13 Para cada politopo convexo sólido M = S1

⋂
S2

⋂ · · ·⋂ Sk,
su frontera es la unión de sus caras principales; i.e., bd M = C1

⋃
C2

⋃ · · ·⋃ Ck.

Demostración.

⇒)Del hecho que M es cerrado se tiene que cada cara principal está con-
tenida en la frontera de M , luego C1

⋃
C2

⋃ · · ·⋃ Ck ⊂ bd M .

⇐)Sea x ∈ bd M , como x /∈ int M = int S1

⋂
int S2

⋂ · · ·⋂ int Sk se
cumple que existe Si tal que x /∈ int Si; sin pérdida de generalidad pongamos
que x /∈ int S1, entonces x ∈ bd S1, luego x ∈ bd S1

⋂
S2

⋂ · · ·⋂ Sk = C1; es
decir, x pertenece a una cara principal. Aśı, bd M ⊂ C1

⋃
C2

⋃ · · ·⋃ Ck.

En la resolución de un problema de programación lineal nos encontramos
que la región en donde está la posible solución es un conjunto convexo. Cuan-
do la región es acotada el conjunto convexo es un politopo convexo. La solu-
ción a dicho problema se encuentra buscándola en las caras del politopo, mas
aún, se obtiene en los vértices(caras de dimensión cero).

Ya hemos definido el concepto de cara para el n-simplejo y para politopos
convexos con puntos interiores; por tanto, toca el turno considerar ahora a
M ⊂ Rn un cuerpo convexo arbitrario. Sea a un punto frontera de M , por
el teorema 1.5 existe un hiperplano soporte H en ese punto, al conjunto
Fa = M

⋂
H se le llama cara de M . Por ejemplo si consideramos al conjunto

M de la figura 1.17, observamos que la cara de M en el punto a es Fa = [x, y],
mientras que en el punto b se tiene Fb = {b}. Algunas propiedades de las caras
se mencionan a continuación.

1. Si F1 y F2 son dos caras del cuerpo convexo M , entonces F1

⋂
F2 (si

no es vaćıo) también es una cara del cuerpo M .

Sean H1 = {x | 〈x, a1〉 = 0},H2 = {x | 〈x, a2〉 = 0} hiperplanos soporte
de M en a1, a2 respectivamente, F1 = M

⋂
H1 y F2 = M

⋂
H2; sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que M ⊂ H−
1 , M ⊂ H−

2 . Sea
a = a1 + a2; H = H1

⋂
H2 = {x | 〈x, a〉 = 0} es un hiperplano soporte

de M en a y además M ⊂ H−
1

⋂
H−

2 . Por tanto F = F1

⋂
F2 = M

⋂
H

es una cara de M .

2. Si F1, F2 son caras del cuerpo convexo M con F1 ⊂ F2, entonces F1 es
una cara de F2.

Sea H un hiperplano soporte de M tal que F1 = M
⋂

H, claramente
H también es hiperplano soporte de F2. Como se cumple que F1 ⊂ F2
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entonces F1

⋂
H ⊂ F2

⋂
H; pero F1

⋂
H = F1, luego F1 ⊂ F2

⋂
H; por

otro lado F2 ⊂ M por ser F2 cara de M , aśı F2

⋂
H ⊂ M

⋂
H = F1;

de donde F2 = F1

⋂
H. Aśı la conclusión se cumple.

3. Sea Fa una cara del cuerpo convexo M en a, entonces Fa es convexo.

Existe un hiperplano soporte H de M en a tal que Fa = M
⋂

H, lo
cual evidentemente es un conjunto convexo pues H y M lo son.

Si la cara Fa = {a}, entonces el punto a se llama punto extremo del
cuerpo convexo M . Al conjunto de todos los puntos extremos de M lo de-
notaremos por ext M . En la figura 1.17 , el punto b es un ejemplo de punto
extremo.
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Figura 1.17:

Sean M, K ⊂ Rn cuerpos convexos tales que K ⊂ M , evidentemente se
tiene ext K ⊂ ext M y por ende conv ext K ⊂ conv ext M .

Teorema 1.14 Sea M ⊂ Rn un conjunto convexo compacto; M coincide
con el casco convexo de sus puntos extremos; esto es, M = conv ext M .

Demostración.

Para dim M = 1 el teorema es claro, pues en R los únicos conjuntos
convexos compactos son los intervalos cerrados y los únicos puntos extremos
de los intervalos cerrados son los extremos de estos intervalos y el casco
convexo de los extremos de los intervalos es el intervalo mismo.
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Supongamos que la hipótesis es válida para M con dim M < n, probemos
para dim M = n.
⇒) Sea x ∈ M , si x ∈ bd M entonces en vista del teorema 1.5 existe un
hiperplano soporte en ese punto y por tanto podemos encontrar una cara
Fx ⊂ M en ese punto; esta cara es un conjunto convexo y dim Fx < n, por
la hipótesis de inducción se tiene que x ∈ Fx = conv ext Fx ⊂ conv ext M .
En otro caso, tomemos y ∈ ext M y considerando la ĺınea recta que pasa por
x y y, encontramos un punto z ∈ bd M ; por el mismo argumento anterior,
tenemos que z ∈ conv ext M (ver figura 1.18). Por ser M convexo, [y, z] ⊂
M , luego conv ext[y, z] = [y, z] ⊂ conv ext M . Como x ∈ [y, z] y [y, z] ⊂
conv ext M entonces x ∈ conv ext M . Por todo lo anterior, M ⊂ conv ext M .
⇐) La contención contraria se cumple pues ext M ⊂ M , lo cual implica que
conv ext M ⊂ conv M = M .

Por tanto, la conclusión del teorema es cierta.
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Caṕıtulo 2

Teoremas importantes en
Geometŕıa Combinatoria

En el caṕıtulo presente lo que haremos es presentar algunos de los teore-
mas mas ilustrativos e interesantes de la Geometŕıa Combinatoria. Veremos
con detalle las demostraciones de estos y cómo se relacionan entre si. Hasta
este caṕıtulo demostraremos que el casco convexo de un conjunto compacto
es también compacto; pregunta que tal vez haćıa rato que nos estabamos
haciendo. En este caṕıtulo presentaremos el Teorema de Jung, el cual es el
motivo de este trabajo.

2.1. Los Teoremas de Carathéodory, Helly y

Radon

Teorema 2.1 (Carathéodory). Sea M ⊂ Rn, el casco convexo de M es la
unión de todos los cascos convexos de subconjuntos de M que contienen a lo
mas n + 1 elementos.

Demostración.

Sea x ∈ conv M , entonces

x =
k∑

i=1

λixi con xi ∈ M , λi > 0,
k∑

i=1

λi = 1
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para algún k ∈ N, asumimos que k es el mı́nimo entero para el cual se cumple
lo anterior. Supongamos ahora que x1, x2, · · · , xk son af́ınmente dependientes;
luego, existen α1, α2, · · · , αk ∈ R no todos cero tales que

k∑
i=1

αixi=0 y
k∑

i=1

αi = 0.

Por hipótesis todas las λi son positivas; además al menos una αi es positiva,
por esto es que podemos escoger m ≤ k de tal forma que λm

αm
sea positivo y

el mas pequeño. Aśı

x =
k∑

i=1

λixi =
k∑

i=1

(λi − λm

αm
αi)xi,

donde todos los coeficientes son no negativos; pues en el caso de que αi ≤ 0,
(λi − λm

αm
αi) ≥ 0 y si αi > 0 tenemos que λi

αi
≥ λm

αm
, pues λm

αm
es mı́nimo.

Despejando λi obtenemos que λi − λm

αm
αi ≥ 0. Es claro que para i = m,

λm − λm

αm
αm = 0, esto contradice que k es mı́nimo. Aśı x1, x2, · · · , xk son

af́ınmente independientes, lo cual implica que k ≤ n + 1.

El siguiente es un resultado importante que se obtiene fácilmente apli-
cando el teorema de Caratheodory.

Teorema 2.2 Si M ⊂ Rn es un conjunto compacto , entonces conv M es
compacto.

Demostración.

Sea ∆n el conjunto de todos los puntos α := (α0, α1, · · · , αn) ∈ Rn+1 tales

que
n∑

i=0

αi = 1 con αi ≥ 0. A este conjunto ∆n como sabemos se le llama el

n-simplejo estándar, el cual es un conjunto compacto(por el lema 1.5).

Para cada punto x ∈ Mn+1 definimos:

(α,x)=((α0, α1, · · · , αn),(x0, x1, · · · , xn)) ∈ ∆n ×Mn+1

Sea f(α, x) =
n∑

i=0

αixi; la cual es una combinación convexa de x0, · · · , xn.

Como f es continua y ∆n ×Mn+1 es compacto, entonces f(∆n ×Mn+1) es
compacto; el cual no es otra cosa que el conjunto de todas las combinaciones
convexas con a lo mas n + 1 puntos de M . En virtud de el teorema de
Caratheodory tenemos que f(∆n ×Mn+1) = conv M .
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Teorema 2.3 (Radon). Sea M={x1, x2, · · · , xk} ⊂ Rn, y sean M1,M2 una
partición disjunta de M ; esto es, M = M1

⋃
M2 con M1

⋂
M2 = ∅ y M1 6= ∅,

M2 6= ∅. Si k ≥ n+2 entonces la partición puede ser escogida de tal forma
que: convM1

⋂
convM2 6= ∅.

Demostración.

Si k ≥ n + 2, se tiene que x1, x2, · · · , xk son af́ınmente dependientes, de
aqúı que existan λ1, λ2, · · · , λk tales que

k∑
i=1

λixi = 0, con
k∑

i=1

λi = 0 y λi no todas cero.

Asumimos que reenumerando y fijando j de tal forma que 1 ≤ j < k, se
obtiene λi > 0 para i = 1, 2, · · · , j y λi ≤ 0 para i = j + 1, j + 2, · · · , k. Con
λ := λ1 + λ2 + · · ·+ λj = −(λj+1 + λj+2 + · · ·+ λk) > 0 obtenemos que

x :=
j∑

i=1

λi

λ
xi =

k∑
i=j+1

(−λi

λ
)xi.

Definamos M1 = {x1, · · · , xj}, M2 = {xj+1, · · · , xk}, aśı la conclusión se
tiene.

Ejemplo 2.1 Si tomamos el conjunto M = {x1, x2, x3, x4} ⊂ R2, observa-
mos que hay varias formas de cómo escoger a M1 y a M2; en la izquierda
M1 = {x1, x2} y M2 = {x3, x4}, en el centro M1 = {x1, x2, x3} y M2 = {x4}
y por último en la derecha M1 = {x1, x2} y M2 = {x3, x4}.(Ver figura 2.1).
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Teorema 2.4 (Helly). Sean M1,M2, · · · ,Mk conjuntos convexos en Rn. Si
cada n + 1 de los conjuntos M1,M2, · · · ,Mk tienen intersección no vaćıa
entonces M1

⋂
M2

⋂ · · ·⋂ Mk 6= ∅.

Demostración.

Para k < n + 1 no hay nada que probar y para k = n + 1 la afirmación
es trivial. Supongamos que k > n + 1 y que la afirmación es probada para
k − 1 conjuntos convexos. Entonces para i ∈ {1, · · · , k} existe un punto
xi ∈ M1

⋂ · · ·⋂ M̂i

⋂ · · ·⋂ Mk, donde M̂i indica que Mi ha sido eliminado.
Los k ≥ n+2 puntos x1, · · · , xk son af́ınmente dependientes; del Teorema de
Radon podemos inferir que, enumerando, existe un punto

x ∈ conv{x1, · · · , xj}
⋂

conv{xj+1, · · · , xk},

para algún j ∈ {1, · · · , k − 1}. Como x1, · · · , xj ∈ Mj+1, . . . ,Mk tenemos

x ∈ conv{x1, · · · , xj} ⊂ Mj+1

⋂ · · ·⋂ Mk,

de la misma manera para xj+1, · · · , xk ∈ M1, · · · ,Mj se tiene

x ∈ conv{xj+1, · · · , xk} ⊂ M1

⋂ · · ·⋂ Mj.

Luego x ∈
k⋂

i=1

Mi

Sea T un n-simplejo y sean C0, C1, · · · , Cn sus caras principales. Las caras
son conjuntos convexos y en este caso la intersección de cada n caras es no
vaćıa, pero la intersección de todas las caras es el conjunto vaćıo. Esto ilustra
que en el teorema de Helly no se puede disminuir el número n + 1.

1C

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������

�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������

��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������

��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������������������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

C3

C2

T

C3C2

C1

C4

T

Figura 2.2:



2.1. Los Teoremas de Carathéodory, Helly y Radon 32

Es preciso señalar que las demostraciones que se han dado no son ni por
menos únicas, pues entre los tres teoremas anteriores(Carathéodory, Radon,
Helly) las demostraciones se pueden hacer independientes unas de otras o
usando un teorema de los dos restantes para demostrar un tercero.

El siguiente teorema se ocupará para demostrar una versión mas débil del
teorema de Helly, pero no se dará la demostración en vista de que no ilustra
nada referente a nuestro tema tratado. Ver [10].

Teorema 2.5 Dada {Mα}α∈A una familia infinita de conjuntos compactos
en Rn. Si cada subfamilia finita tiene intersección no vaćıa entonces la in-
tersección de todos los conjuntos de la familia {Mα}α∈A es no vaćıa.

En el siguiente teorema se muestra que para cambiar el Teorema de Helly
en un contexto más general se tiene que añadir una nueva hipótesis a este
teorema para que se cumpla ahora con familias infinitas de conjuntos con-
vexos.

Teorema 2.6 Sea {Mα}α∈A una familia infinita de conjuntos convexos com-
pactos en Rn. Si cada n+1 de los conjuntos Mα tienen intersección no vaćıa
entonces la intersección de todos los conjuntos de esta familia es no vaćıa;
esto es,

⋂
α∈A

Mα 6= ∅.

Demostración.

Tomemos una familia finita, entonces tenemos dos casos posibles:

1. Si dicha familia tiene q > n + 1 elementos, entonces por el teorema de
Helly deducimos que su intersección es distinta del conjunto vaćıo.

2. Por el contrario, si la familia solo tiene q ≤ n+1 elementos, entonces le
añadimos n+2−q elementos. En virtud del teorema de Helly concluimos
que la intersección de esta nueva familia es no vaćıa.

Ahora tenemos que cualquier familia finita tiene intersección no vaćıa, como
los conjuntos son compactos entonces se concluye que la intersección de todos
los conjuntos de la familia infinita es no vaćıa(por teorema anterior).
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Ejemplo 2.2 Sea e ∈ Rn un vector unitario. Para cada k ∈ N definimos
Mk = {x|〈e, x〉 ≥ k}. Sabemos que cada conjunto Mk es un conjunto convexo
y cerrado porque este conjunto define un semiespacio cerrado. Observemos
que M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ · · · ⊇, entonces si tomamos una familia finita sabemos
de antemano que la intersección de ésta es el conjunto con sub́ındice más
grande; sin embargo la intersección de toda la familia es vaćıa porque los
números naturales no tienen un máximo. En este ejemplo nos damos cuenta
de que en el teorema anterior no es posible quitar la hipótesis de que los
conjuntos deben ser compactos.

2.2. Teorema de Jung

Ahora presentaremos el teorema de Jung en su forma original; esto es, en
su versión para conjuntos acotados en un espacio métrico. Lo estudiaremos
muy a detalle porque las demostraciones que se presentan aqúı son muy
ilustrativas para poder demostrar(cuando llegue el momento) la forma mas
general de dicho teorema; pues en parte es la finalidad de este trabajo.

Teorema 2.7 Sean M ⊂ Rn y r > 0. Si para cada n+1 puntos de M existe
una bola cerrada de radio r la cual los contiene, entonces existe una bola
cerrada de radio r que contiene al conjunto M.

Demostración.

Consideremos la familia B de todas las bolas cerradas de radio r centradas
en un punto x ∈ M . Dados x1, x2, · · · , xn+1 puntos arbitrarios en M , B(c, r)
es la bola que los contiene; entonces d(c, xi) ≤ r para i = 1, 2, · · · , n + 1.
De aqúı obtenemos c ∈ B(xi, r) para todo i. Aśı, cada n + 1 de las bolas de
la familia B tienen un punto en común. Sabemos que las bolas cerradas son
conjuntos compactos convexos, por un teorema anterior se tiene que todas
las bolas de la familia B tienen un punto a en común; i.e, d(x, a) ≤ r para
cada x ∈ M .(Ver figura 2.3).

Teorema 2.8 Sea T ⊂ Rn un n-simplejo de diámetro d, entonces existe una

bola cerrada de radio no mayor a
√

n
2(n+1)

d que contiene a T .

Demostración.
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Consideremos que el n-simplejo es regular; esto es, todas las caras de
dimensión 1 tienen la misma longitud d y el ángulo entre dos vértices cua-
lesquiera es la constante θ. Sean x0, x1, · · · , xn los vértices de T y supongamos
que la bola que circunscribe a T tiene radio r y que está centrada en el origen;
de esto, x0 + x1 + · · · + xn = 0 y ‖xi‖ = r para cada i = 0, 1, · · · , n. Sabe-
mos que para cualesquiera i 6= j, 〈xi, xj〉 = ‖xi‖‖xj‖ cos θ = r2 cos θ. Luego
0 = 〈x0 + x1 + · · ·+ xn, x0 + x1 + · · ·+ xn〉 = (n + 1)r2 + n(n + 1)r2 cos θ, de
lo cual obtenemos cos θ = − 1

n
. Formemos un triángulo isósceles con vértices

en xi, xj, 0 y lados de longitud r y d; por la ley de los cosenos se tiene que
d2 = 2r2 − 2r2 cos θ. Sustituyendo se obtiene d2 = 2r2(1 + 1

n
) = 2r2 n+1

n
y

despejando tenemos r =
√

n
2(n+1)

d.

En caso que el simplejo T no sea regular no se presenta la demostración
debido a la complejidad de ésta. Ver [1]
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Figura 2.3:

Teorema 2.9 (Jung). Sea M ⊂ Rn un conjunto de diámetro d, entonces

existe una bola cerrada de radio
√

n
2(n+1)

d que contiene a M .

Demostración.

Por teorema 2.8, cada n + 1 puntos de M ⊂ Rn están contenidos en una

bola cerrada de radio r=
√

n
2(n+1)

d; pues si los n + 1 puntos no son vértices

de un n-simplejo, entonces podemos considerar otro n-simplejo en donde los
puntos estén contenidos . De aqúı, si aplicamos el teorema 2.7, tenemos que
existe una bola cerrada de radio r que contiene al conjunto M .



Caṕıtulo 3

H-Convexidad

En este caṕıtulo vamos a introducir la noción de vectores mı́nimamente
dependientes, para aśı definir el funcional md que será de vital importancia
en el desarrollo de la teoŕıa de la H-convexidad. Análogo a la teoŕıa de Con-
vexidad, definiremos a los conjuntos H-convexos y trataremos de encontrar
algunas de sus propiedades. Incluiremos varios ejemplos de cómo determinar
el funcional md de algunos conjuntos especiales que ya conocemos.

3.1. Conjuntos unilaterales

Definición 3.1 Los vectores no-cero x0, x1, · · · , xm ∈ Rn se llaman mı́ni-
mamente dependientes si son vértices de un m-simplejo que contiene al
origen en su interior relativo.

En la figura 3.1 observamos que x0, x1, x2 son mı́nimamente dependientes.
En particular x1, x2 son mı́nimamente dependientes si y sólo si tienen direc-
ciones opuestas; i.e., si 0 está en el interior relativo de el segmento que une
a x1 con x2.

Definición 3.2 Los vectores no-cero x0, x1, · · · , xm ∈ Rn son positiva-
mente dependientes si existen escalares positivos λ0, λ1, · · · , λm ∈ R tales
que λ0x0 + λ1x1 + · · ·+ λmxm = 0.
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Figura 3.1:

Teorema 3.1 Decimos que los vectores x0, x1, · · · , xm ∈ Rn son mı́nima-
mente dependientes si y sólo si son positivamente dependientes y x1, · · · , xm

son linealmente independientes.

Demostración.

⇒) Como x0, x1, · · · , xm son mı́nimamente dependientes, entonces son
vértices de un m-simplejo T para el cual se cumple que 0 ∈ rint T . Como
0 ∈ rint T ,

0 = λ0x0 + λ1x1 + · · ·+ λmxm

con λi > 0 para i = 1, 2, · · · ,m y
m∑

i=0

λi = 1. Luego x0, x1, · · · , xm son

positivamente dependientes.

Supongamos ahora que x1, x2, · · · , xm son linealmente dependientes, en-
tonces existe un subespacio L de dimensión m − 1 que contiene a estos m
vectores. Como λ0 > 0, tenemos

x0 = −( 1
λ0

)(λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λmxm)

y de esta relación se obtiene que x0 ∈ L porque L es un subespacio. Luego
x0, x1, · · · , xm ∈ L, lo que contradice que T sea un m-simplejo. Por tanto
x0, x1, · · · , xm son linealmente independientes.

⇐) Para el rećıproco, tenemos que x0, x1, · · · , xm son positivamente de-
pendientes; esto es, existen escalares positivos con suma igual a 1 tales que:
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0 = λ0x0 + λ1x1 + · · ·+ λmxm (*).

Supongamos que x0, x1, · · · , xm no están en posición general, luego existe un
plano L de dimensión r < m que contiene a x0, x1, · · · , xm. De esta forma
existen escalares α1, α2, · · · , αm tales que α1 + α2 + · · ·+ αm = 1 y :

x0 = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm.

Sustituyendo en (*) tenemos:

0 = λ0(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm) + λ1x1 + · · ·+ λmxm

y agrupando se obtiene

0 = (λ0α1 + λ1)x1 + (λ0α2 + λ2)x2 + · · ·+ (λ0αm + λm)xm.

Esta última expresión es una combinación lineal no trivial igualada a cero de
vectores linealmente independientes; pues la suma de los escalares es positi-
va(contradicción)!. Por tanto x0, x1, · · · , xm están en posición general; esto
es, son vértices de un m-simplejo T . Además de la expresión (*) se tiene
0 ∈ rint T . Por tanto x0, x1, · · · , xm son mı́nimamente dependientes.

Definición 3.3 Sea H ⊂ Rn\{0}. Se dice que H es un conjunto unilateral
si existe un semiespacio cerrado P con frontera Γ a través del origen tal que
H ⊂ P .(Ver figura 3.2).
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Figura 3.2:
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Teorema 3.2 Un conjunto H ⊂ Rn \ {0} es unilateral si y sólo si el origen
no pertenece al interior del casco convexo de H.

Demostración.

⇒) Supongamos que H es un conjunto unilateral, entonces existe un
semiespacio cerrado P con frontera Γ a través del origen y H ⊂ P , luego
conv H ⊂ conv P = P ; mas aún, int conv H ⊂ int P . Como 0 /∈ int P , se
concluye 0 /∈ int conv H.

⇐) Por otro lado, como 0 /∈ int conv H, entonces es claro que los conjuntos
{0} y conv H pueden ser separados por un hiperplano Γ que pasa por el
origen. Ahora consideremos el semiespacio cerrado P que tiene por frontera
a Γ y es tal que H ⊂ P . Aśı H es unilateral.(Ver figura 3.3).
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Figura 3.3:

De forma equivalente, H es unilateral si y sólo si existe un vector r 6= 0
tal que 〈r, h〉 ≤ 0 para cada h ∈ H. Si un conjunto H no es unilateral,
diremos que es un conjunto no-unilateral.

Definición 3.4 F = {x ∈ Rn | x =
m∑

i=0

λixi, λi > 0,
m∑

i=0

λi = 1} es el interior

del casco convexo del conjunto {x0, x1, · · · , xm} ⊂ Rn.

Sea {e1, e2, · · · , en} la base canónica de Rn. Claramente el conjunto H
formado por estos vectores es unilateral, pues no podemos encontrar una
combinación convexa(con escalares positivos) de elementos de H cuyo resul-
tado sea cero; es decir, 0 /∈ int conv H.
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En cambio el conjunto H = {e1, e2, · · · , en,−e1,−e2, · · · ,−en} si es no-
unilateral; pues 0 = 1

4
e1 + 1

4
(−e1) + 1

4
e2 + 1

4
(−e2), lo cual quiere decir que

0 ∈ int conv H.

Proposición 3.1 Si el conjunto H = {x0, x1, · · · , xn} es no-unilateral, en-
tonces los vectores x0, x1, · · · , xn son mı́nimamente dependientes.

Demostración.

Observemos que F = {x ∈ Rn | x =
n∑

i=0

λixi, λi > 0,
n∑

i=0

λi = 1} es

el interior del casco convexo de H. Como H es no unilateral se tiene que
0 ∈ int conv H = F , luego 0 = λ0x0 + λ1x1 + · · · + λnxn para algunos
escalares positivos λ0, λ1, · · · , λn. Por tanto x0, x1, · · · , xn son positivamente
dependientes.

Ahora supongamos que x1, x2, . . . , xn son linealmente dependientes, luego
se tiene que x1, x2, · · · , xn están contenidos en un subespacio de dimensión
n − 1; esto es, están contenidos en un hiperplano P que pasa por el origen.
Ahora tomemos el semiespacio S con frontera P , pero de manera tal que
contenga al vector x0. Claramente H ⊂ S y 0 ∈ bd S = P , esto implica
una contradicción porque H es no-unilateral. Por tanto x1, x2, · · · , xn son
linealmente independientes.

En resumen se tiene que x0, x1, · · · , xn son positivamente dependientes y
x1, x2, · · · , xn son linealmente independientes, aśı x0, x1, · · · , xn son mı́nima-
mente dependientes por teorema 3.1.

Proposición 3.2 H ⊂ Sn−1 = {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1} es un conjunto unilateral
si y sólo si H está contenido en una semiesfera cerrada de Sn−1.

Demostración.

⇒) Primero supongamos que H es unilateral, luego existe un semiespacio
cerrado P con frontera a través del origen y es tal que H ⊂ P . Definamos
Sc = P

⋂
Sn−1, este conjunto es una semiesfera cerrada y es tal que H ⊂ Sc

pues H = H
⋂
Sn−1 ⊂ P

⋂
Sn−1 = Sc.

⇐) Ahora, supongamos que H está contenido en una semiesfera cerrada
de Sn−1. Sea P un semiespacio cerrado con frontera a través del origen y
Sc = Sn−1

⋂
P una semiesfera cerrada de Sn−1. Como H ⊂ Sc y Sc ⊂ P ,

entonces H ⊂ P . De esto último y del hecho que 0 ∈ bd P , se concluye que
H es unilateral.
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Proposición 3.3 Sea M ⊂ Rn un politopo convexo sólido con el origen en
su interior y H = {v1, v2, · · · , vk} el conjunto de sus vértices. Entonces H es
no-unilateral.

Demostración.

Sabemos que antemano que el conjunto M es igual al casco convexo de
sus vértices; esto es, M = conv{v1, v2, · · · , vk}. Por hipótesis 0 ∈ int M , luego
0 ∈ int conv{v1, v2, · · · , vk}. Por tanto H es no-unilateral.

Proposición 3.4 Sea M ⊂ Rn un politopo convexo sólido y H = {h1, · · · , hk}
el conjunto de sus normales unitarias exteriores a sus caras principales. En-
tonces H es no-unilateral.

Demostración.

Consideremos para cada normal h ∈ H el semiespacio soporte Ph. Por
teorema 1.6 se tiene que

M =
⋂

h∈H

Ph =
⋂

h∈H

{x ∈ Rn | 〈x− αh, h〉 ≤ 0}.

Supongamos que H es unilateral; esto es, existe 0 6= a ∈ Rn tal que 〈a, h〉 ≤ 0
para cada h ∈ H. Ahora tenemos que

〈ca− αh, h〉 = c〈a, h〉 − 〈αh, h〉 ≤ 0 para cada h ∈ H y c > 0;

pues si existe h ∈ H tal que c〈a, h〉 − 〈αh, h〉 > 0, entonces c〈a, h〉 > 〈αh, h〉
y si hacemos tender a c hacia infinito se tiene que −∞ > 〈αh, h〉, lo cual es
imposible. Aśı, ca ∈ M para cada c > 0. Por tanto M es no acotado, lo cual
es una contradicción. Luego H es no-unilateral.

Teorema 3.3 Sea H ⊂ Rn \{0} un conjunto no-unilateral, entonces existen
un entero m ≥ 1 y vectores x0, x1 · · · , xm ∈ H los cuales son mı́nimamente
dependientes.

Demostración.

Como H es no-unilateral entonces por el teorema 3.2 se tiene que 0 ∈
int conv H. Luego se tiene que existen puntos x0, x1 · · · , xm ∈ H tales que 0
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está en el m-simplejo T = [x0, x1 · · · , xm] con vértices x0, x1 · · · , xm. Pode-
mos suponer que 0 ∈ rint T , pues en caso contrario solo bastaŕıa considerar
a una cara de T . Como 0 /∈ H, m ≥ 1. Aśı, de la definición 3.1 se deriva que
x0, x1, · · · , xm son mı́nimamente dependientes.

Teorema 3.4 Sea H ⊂ Rn \ {0} un conjunto arbitrario no- unilateral, en-
tonces existe un subconjunto finito H ′ ⊂ H el cual también es no-unilateral.

Demostración.

Como H es no-unilateral, 0 ∈ int conv H. Sea T un n-simplejo con vértices
x0, x1 · · · , xn tal que 0 ∈ int T y T ⊂ conv H. Como xi ∈ conv H entonces
existe un conjunto finito Hi ⊂ H tal que xi ∈ conv Hi para i = 0, 1, · · · , n.
Haciendo H ′ = H0

⋃
H1 · · ·

⋃
Hn obtenemos un conjunto finito tal que xi ∈

conv H ′ para cada i = 0, · · · , n; de aqúı que T ⊂ conv H ′. Como 0 ∈ int T se
tiene que 0 ∈ int conv H ′ y aśı H ′ es no unilateral.

3.2. El funcional md

Ahora definiremos el funcional md, este funcional es uno de las herramien-
tas mas importantes en la teoŕıa que se está desarrollando. Con la ayuda de
este funcional abordaremos el teorema de Jung dentro de el contexto de la
teoŕıa de H-convexidad.

Definición 3.5 Sea H ⊂ Rn \ {0} un conjunto no-unilateral. El máximo
entero m tal que existen m+1 vectores mı́nimamente dependientes en H es
denotado por md H. Observemos que md H ≥ 1 en consecuencia del teorema
3.3.

Proposición 3.5 Sea H ⊂ Rn \ {0} un conjunto no-unilateral. Si H1 ⊂ H,
entonces md H1 ≤ md H.

Demostración.

Supongamos que m′ = md H1 > md H = m. Luego existen algunos
vectores a0, a1, · · · , am′ ∈ H1 los cuales son mı́nimamente dependientes; mas
aún, a0, a1, · · · , am′ son mı́nimamente dependientes en H, lo cual es una
contradicción pues m era el máximo. Por tanto md H1 ≤ md H.
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Proposición 3.6 Si H ⊂ Sn−1 es no-unilateral, entonces md H ≤ n.

Demostración.

Como H es no unilateral existen a0, a1, · · · , am vectores mı́nimamente de-
pendientes, donde m = md H. Por el teorema 3.1 sabemos que a1, a2, · · · , am

son linealmente independientes. Supongamos que m = md H > n, esto sig-
nifica que se tienen al menos (n+1)+1 vectores mı́nimamente dependientes
y por ende n + 1 de estos son linealmente independientes (contradiccion)!.
Por tanto md H ≤ n.

Proposición 3.7 Sea H ⊂ Rn \ {0} un conjunto infinito no-unilateral, en-
tonces existe un subconjunto finito H ′ ⊂ H el cual es también no-unilateral
y satisface que md H ′ = md H.

Demostración.

Tenemos que H es un conjunto no-unilateral con m = md H, luego se
tiene que existen a0, a1, · · · , am vectores mı́nimamente dependientes en H.
Por teorema 3.4 tenemos que existe un conjunto finito H1 ⊂ H el cual es
no-unilateral. Definamos H ′ = H1

⋃{a0, a1, · · · , am}. Es claro que H ′ es no
unilateral y finito, pues H1 lo es. Por un lado tenemos que H ′ ⊂ H implica
md H ′ ≤ md H = m, mientras que por otro lado se tiene que md H ′ ≥ m.
Por tanto, md H ′ = md H.

Proposición 3.8 Si H = Sn−1, entonces md H = n.

Demostración.

Consideremos un n-simplejo T = [a0, a1, · · · , an] ⊂ conv H de manera
que 0 ∈ int conv T y a0, a1, · · · , an ∈ H. Como a0, a1, · · · , an son los vértices
de un n-simplejo T que contiene a el 0 en su interior, entonces a0, a1, · · · , an

son mı́nimamente dependientes y H ′ = {a0, a1, · · · , an} es un conjunto no-
unilateral. Aśı, por definición se tiene que md H ′ = n. De la condición H ′ ⊂ H
tenemos que md H ′ ≤ md H y por la proposición 3.6, md H ≤ n. Luego
n ≤ md H ≤ n implica md H = n.

Proposición 3.9 Sea M ⊂ Rn un n-simplejo y H el conjunto de las nor-
males unitarias exteriores de sus caras principales. Entonces md H = n.
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Demostración.

Como M tiene n+1 caras principales, denotemos por H = {p0, p1, · · · , pn}
al conjunto de las normales unitarias a estas caras principales. Como un n-
simplejo es un caso muy particular de un politopo convexo sólido, entonces
por la proposición 3.4 se tiene que H es no-unilateral. Aśı, por la proposición
3.1 se tiene que p0, p1, · · · , pn son n + 1 vectores mı́nimamente dependientes.
Por tanto md H = n.

Hemos visto que el conjunto H = {e1, e2, · · · , en,−e1,−e2, · · · ,−en} es
no-unilateral, y es por ésta razón que podemos calcular md H en la siguiente.

Proposición 3.10 Sea H = {e1, · · · , en,−e1, · · · ,−en}, con {e1, e2, · · · , en}
una base ortonormal de Rn. Entonces md H = 1.

Demostración.

Para n = 2 tenemos que H = {e1, e2,−e1,−e2}, luego H ⊂ R2 implica
que md H ≤ 2. Supongamos que md H = 2; i.e., a lo mas 3 vectores de H
son mı́nimamente dependientes, por el teorema 3.1 estos vectores son posi-
tivamente dependientes, pongamos sin pérdida de generalidad a e1, e2,−e1.
Luego,

0 = α1e1 + α2e2 − α3e1, con αi > 0 para i = 1, 2, 3;

mas aún,

0 = 〈e2, α1e1 + α2e2 − α3e1〉 = α2‖e2‖2 = α2.

Aśı α2 = 0, lo cual es una contradicción. Por tanto md H = 1.

Ahora de forma general supongamos que m = md H ≥ 2. Luego existen
a lo mas m + 1 vectores de H los cuales son mı́nimamente dependientes. Por
teorema 3.1, estos m+1 vectores son positivamente dependientes y m de ellos
son linealmente independientes; de la segunda condición se deduce que a lo
mas podemos considerar un vector ek con su simétrico dentro de los m + 1
escogidos, pues de lo contrario se tendŕıan menos de m vectores linealmente
independientes.; mientras que de la primera condición se tiene que:

0 =
∑
i∈I

αiei,con αi > 0 para cada i ∈ I y |I| = m + 1,
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de aqúı,

0 = 〈ej,
∑
i∈I

αiei〉 = αj‖ej‖2 = αj,j 6= k.

Aśı αk = 0, lo cual implica una contradicción. Por tanto md H = 1.

La proposición anterior dice que si consideramos un paralelotopo P ⊂
Rn que no es mas que la intersección de 2n semiespacios con normales
unitarias e1, e2, · · · , en,−e1,−e2, · · · ,−en respectivamente, entonces se tiene
md H = 1 para H = {e1, e2, · · · , en,−e1,−e2, · · · ,−en}.

Teorema 3.5 Si H ⊂ Rn \ {0} es un conjunto estrictamente unilateral,
entonces md H = 0.

Demostración.

Como H es estrictamente unilateral, existe 0 6= r ∈ Rn tal que 〈r, h〉 < 0
para cada h ∈ H. Luego, para cualquier combinación positiva h = λ0h0 +
λ1h1 + · · ·+ λkhk de algunos vectores h0, h1, · · · , hk ∈ H se tiene 〈r, h〉 < 0.
De aqúı se tiene h = λ0h0 +λ1h1 + · · ·+λkhk 6= 0 para cualquier combinación
positiva. Aśı h0, h1 · · · , hk no son positivamente dependientes, esto implica
que no son mı́nimamente dependientes (por el teorema 3.1). En consecuencia,
no se pueden encontrar vectores mı́nimamente dependientes en H. Por tanto
md H = 0.

3.3. Conjuntos H-convexos

Definición 3.6 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral. Decimos que un
semiespacio cerrado P ⊂ Rnes un conjunto H-convexo si su normal exterior
unitaria η pertenece a H.(Ver figura 3.4).

Sabemos que si tenemos un semiespacio con normal η, entonces cualquier
traslación de este semiespacio tiene la misma normal. En base a lo anterior
se observa que si el semiespacio cerrado P con normal η es un conjunto
H-convexo, entonces cualquier traslación de P también es un conjunto H-
convexo.
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Figura 3.4:

Definición 3.7 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral. Decimos que M ⊂
Rn es un conjunto H-convexo si puede ser representado como la intersec-
ción de una familia de semiespacios H-convexos. Particularmente, si M es
un conjunto H-convexo sólido diremos que M es un cuerpo H-convexo.(Ver
figura 3.5)..
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Figura 3.5:

Proposición 3.11 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no vaćıo y no-unilateral. Si
M ⊂ Rn es H-convexo, entonces cada traslación de M es H-convexo también.
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Demostración.

Tenemos que M =
⋂

η∈H Pη, donde Pη es un semiespacio cerrado H-
convexo. Sabemos que la traslación Sη = Pη + c es un semiespacio cerrado
H-convexo para cada η ∈ H, aśı M + c =

⋂
η∈H Sη. Por tanto M + c es un

conjunto H-convexo.

Si M es un conjunto H-convexo, entonces M es convexo; pues en par-
ticular es intersección de conjuntos convexos. La afirmación contraria no es
cierta pues si η /∈ H ⊂ Sn−1, entonces el semiespacio {x ∈ Rn | 〈x, η〉 ≤ λ}
no es H-convexo; por tanto la equivalencia se da cuando H = Sn−1. Tam-
bién podemos decir que cada conjunto H-convexo M es cerrado porque cada
semiespacio H-convexo es cerrado; mas aún, si M es un conjunto acotado
entonces éste será un conjunto compacto.

Ejemplo 3.1 Sea M ⊂ Rn un politopo convexo sólido y H el conjunto de
todas las normales exteriores unitarias de sus caras principales. El conjunto
H es no-unilateral por la proposición 3.4 y M es un cuerpo H-convexo; pues
para cada η ∈ H tenemos a Pη un semiespacio cerrado soporte de M con
normal exterior unitaria η. Aśı Pη es un semiespacio H-convexo. De aqúı,
M es la intersección de todos los semiespacios Pη, lo cual por definición de-
termina a un conjunto H-convexo. En este caso particular podemos observar
que M es la intersección de una familia finita de semiespacios H-convexos.

Teorema 3.6 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral y {Mα} una familia
de conjuntos H-convexos. La intersección de dicha familia es un conjunto
H-convexo.

Demostración.

Por la definición sabemos que cada conjunto Mα puede ser representado
como la intersección de una familia de semiespacios H-convexos; esto es,
Mα =

⋂
β Pαβ

. Luego
⋂

α Mα =
⋂

α(
⋂

β Pαβ
). Aśı

⋂
α Mα es un conjunto

H-convexo pues es intersección de semiespacios H-convexos.

Proposición 3.12 Si H = {h1, h2, · · · , hk} es no-unilateral, entonces la in-
tersección de todos los semiespacios cerrados H-convexos es un conjunto com-
pacto H-convexo.
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Demostración.

Sea M =
⋂

h∈H

Ph la intersección de todos los semiespacios H-convexos,

donde Ph = {x ∈ Rn|〈x − αh, h〉 ≤ 0}. Como los semiespacios son cerrados,
entonces la intersección es cerrada, luego M es cerrado.

Supongamos que M es no-acotado. Luego existe a ∈ Rn tal que ca ∈ M
para cada c > 0; esto es,

〈ca− αh, h〉 ≤ 0 para cada h ∈ H y c > 0.

Si suponemos que 〈a, h′〉 > 0 para algún h′ ∈ H, entonces existe c0 > 0 tal
que c0〈a, h′〉 − 〈αh′ , h

′〉 > 0, lo cual contradice a la condición anterior. Por
tanto 〈a, h〉 ≤ 0 para cada h ∈ H, lo cual es una contradicción pues H es
no-unilateral. Aśı, M es acotado.

Por teorema de Heine-Borel, M es compacto.

Proposición 3.13 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral, entonces {0}
es un conjunto H-convexo .

Demostración.

Consideremos un conjunto no-unilateral H y traslademos todos los semies-
pacios cerrados H-convexos de forma tal que su frontera pase por el origen
(las traslaciones son conjuntos H-convexos también). Veamos que {0} =⋂

η∈H Pη; claramente 0 ∈ ⋂
η∈H Pη porque todos los semiespacios pasan por

el origen; ahora tomamos 0 6= x ∈ ⋂
η∈H Pη, luego 〈x, η〉 ≤ 0 para cada

η ∈ H(contradicción) pues H es no-unilateral. Aśı {0} =
⋂

η∈H Pη. Por tanto
{0} es un conjunto H-convexo.



Caṕıtulo 4

Teoremas en H-Convexidad

En este caṕıtulo presentaremos varias versiones H-convexas de nuestro ya
conocido teorema de Jung. Para realizar nuestra meta tenemos que apren-
der a construir las llamadas H-bolas y a calcular H-distancias con la nueva
métrica que introduciremos. Recordemos que el teorema de Jung para es-
pacios métricos involucraba básicamente tres parámetros: bolas, diámetro,
radio; y ahora lo que tenemos que hacer es determinar algo análogo a esos
parámetros pero desde el punto de vista de la teoŕıa de H-convexidad.

4.1. H-distancia y H-diámetro

Presentamos el siguiente teorema el cual es la versión H-convexa de el
teorema de Helly que ha sido estudiado anteriormente. Este teorema nos
será de gran ayuda para la demostración de el teorema de Jung, lo cual es
nuestra meta. No presentamos una demostración por la complejidad de esta.
Ver [1].

Teorema 4.1 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral. Sean M1, · · · ,Mp ∈
Rn conjuntos H-convexos, con p ≥ md H + 2. Si cada md H + 1 de estos
conjuntos tienen intersección no vaćıa, entonces M1

⋂
M2

⋂ · · ·⋂ Mp 6= ∅.

Sean H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral y B(q, r) ⊂ Rn una bola Eu-
clideana con radio r y centro en q. Consideremos todos los semiespacios H-
convexos que contienen a B(q, r) y denotemos por BH(q, r) su intersección.
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Es claro que BH(q, r) es un conjunto H-convexo y será llamado H-bola con
radio r y centro en q. Como H es un conjunto no-unilateral; entonces por
la proposición 3.12, la H-bola es un conjunto compacto. Sea ahora M ⊂ Rn;
la mı́nima H-bola que contiene a M se llama la H-bola circunscrita a M .
En la figura de abajo tenemos H = {e1, e2,−e1,−e2} el cual es un conjunto
no-unilateral, y la H-bola correspondiente a B(q, r) es un cuadrado.

q
2h4

3

h1

P

P

P

42

1

Pr

3h

h

Figura 4.1:

Definición 4.1 Sean H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral y a, b ∈ Rn. La
H-distancia del punto a al punto b es el mı́nimo número positivo r tal
que la H-bola con radio r y centro en el punto a contiene a b, y denotada por
dH(a, b).

La forma en que se calcula la H-distancia de a a b puede ser la siguiente:

1. Dibujar la bola Euclideana centrada en a y de radio r > 0.

2. Dibujar todos los semiespacios H-convexos, pero de manera que la fron-
tera de cada uno de ellos sea tangente a la anterior bola Euclidena.

3. Si b está en el interior de la intersección de los semiespacios dibu-
jados en (2), entonces aumentar r e ir a (1).

Si b está en el exterior de la intersección, reducir r e ir a (1)

4. La H-distancia de a a b es r.
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Si H no es simétrico con respecto al origen, entonces dH(a, b) 6= dH(b, a);
es decir, H define un espacio con una métrica no simétrica. En la figura 4.2
se observa este hecho; pues en la figura de la izquierda cada normal tiene su
simétrico y por esto la distancia del punto a al punto b es la misma; mientras
que en la derecha no.
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Figura 4.2:

Definición 4.2 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral y M ⊂ Rn un
conjunto compacto. El H-diámetro d de M es el supremo de el conjunto
{dH(a, b)|a, b ∈ M} y será denotado por diamH(M).

En el caso que H = Sn−1 se tiene que la H-bola, la H-distancia y el
H-diámetro coinciden con la bola Euclideana, la distancia Euclideana y el
diámetro en el sentido normal, respectivamente.

Cabe senãlar que la proposición que se presenta a continuación es un re-
sultado muy importante; ya que será la principal herramienta para demostrar
los teoremas importantes de este caṕıtulo.

Proposición 4.1 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral. Si a ∈ BH(b, r)
entonces b ∈ B−H(a, r).

Demostración.

Tenemos que BH(b, r) =
⋂

h∈H Ph,αh
, donde Ph,αh

es un semiespacio H-
convexo; mas aún, Ph,αh

es un semiespacio soporte de B(b, r) en el punto αh,
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aśı, Ph,αh
= {x ∈ Rn|〈x− αh, h〉 ≤ 0} y ‖αh − b‖ = r, pues αh ∈ bd B(b, r).

Tenemos que a ∈ BH(b, r), entonces 〈a−αh, h〉 ≤ 0 para cada h ∈ H. Ahora
0 ≥ 〈a − αh, h〉 = 〈αh − a,−h〉 = 〈b − (b − αh + a),−h〉 = 〈b − βh,−h〉,
y ‖βh − a‖ = ‖b − αh‖ = r. Por lo tanto b ∈ P−h,βh

para cada h ∈ H y
‖βh−a‖ = r; es decir, P−h,βh

es un semiespacio (−H)-convexo y semiespacio
soporte de B(a, r) en el punto βh. Luego b ∈ B−H(a, r).(Ver figura 4.3)
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Figura 4.3:

4.2. El H-Teorema de Jung

Recordemos el teorema de Jung(teorema 2.9), en este teorema podemos
considerar dos parámetros que son el diámetro del conjunto y el radio de la
bola Euclideana en la cual está contenido. Ahora que ya hemos estudiado un
poco acerca de H-convexidad, haremos la generalización de dicho teorema.
Para esto tenemos que considerar los siguientes casos:

Caso: Diámetro Euclideano y Bola Euclideana.

Caso: Diámetro Euclideano y H-Bola.

Caso: H-diámetro y Bola Euclideana.

Caso: H-diámetro y H-bola.

Observemos que el primer caso ya fue presentado en el teorema 2.9.
Veamos los otros.
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Teorema 4.2 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no unilateral. Cada conjunto de

diámetro Euclideano d está contenido en una H-bola de radio r ≤
√

md H
2(md H+1)

d.

(Caso: Diámetro Euclideano, H-bola)

Demostración.

Sea m = md H. Tomemos x0, x1, · · · , xm, m+1 puntos de M ; estos puntos
pueden ser localizados en un plano Euclideano de dimensión m, luego como
su diámetro es menor o igual a d, por teorema clásico de Jung los m+1 puntos

están contenidos en una bola Euclideana de radio rm =
√

m
2(m+1)

d; mas aún,

estos puntos están contenidos en una H-bola de radio rm, pues la H-bola
contiene a la bola Euclideana. Supongamos que la H-bola encontrada ante-
riormente tiene centro en algún punto c, luego por la proposición 4.1 como
xi ∈ BH(c, rm) entonces c ∈ B−H(xi, rm) para cada xi, con i = 0, 1, · · · ,m.
Por tanto se tiene que la intersección de estas m+ 1 (−H)-bolas es no vaćıa.
Ahora consideremos a B como la familia de todas las (−H)-bolas centradas
en puntos de M y de radio rm, luego como hemos visto ya, cada m+1 (−H)-
bolas de B tiene intersección no vaćıa, luego por teorema de Helly versión
H-convexa tenemos que todas las (−H)-bolas de radio rm y centradas en
puntos de M tienen un punto en común q; esto es, q ∈ ⋂

x∈M B−H(x, rm).
Otra vez utilizando la proposición 4.1 se tiene que x ∈ BH(q, rm) para cada

x ∈ M . Luego M está contenido en una H-bola de radio rm =
√

m
2(m+1)

d.

Ejemplo 4.1

1. Tomemos H = {e1, e2, · · · , en,−e1,−e2, · · · ,−en}, donde {e1, · · · , en}
es una base ortonormal. Claramente todos los conjuntos H-convexos
coinciden con un paralelotopo cuyas aristas son paralelas a los vectores
e1, e2, · · · , en. En vista de la proposición 3.10 se tiene que md H = 1
para cada n ∈ N. Luego, por Teorema anterior, si M ⊂ Rn es de
diámetro d, entonces M está contenido en una H-bola de radio d/2;
esto es, en un cubo de dimensión n con aristas de longitud d pues la
H-bola es intersección de 2n semiespacios H-convexos los cuales vienen
en pares, y es por esto que la figura correspondiente es un cubo.(Ver
figura 4.4).
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Figura 4.4:

2. Sea H = {−e1,
1√
2
(e1+e2),

1√
2
(e1−e2)} donde e1, e2 es una base ortonor-

mal de R2. Claramente md H = 2, pues estos tres puntos son vértices de
un 2-simplejo el cual contiene al 0 en su interior. Ahora, si M ⊂ Rn

es un conjunto de diámetro d, entonces por el teorema anterior M
está contenido en una H-bola de radio d√

3
.

Veamos que este número no es exacto. Sea U ⊂ R2 un ćırculo de ra-
dio r = 1√

3
d centrado en q y UH la correspondiente H-bola de radio

r; esto es, el triángulo que circunscribe a U y que tiene como nor-
males exteriores unitarias a los elementos de H. En la figura de abajo
se puede observar que los puntos a = q − re1, b = q + r√

2
(e1 + e2),

c = q + r√
2
(e1 − e2) están en la frontera de UH y se tiene:

‖a− b‖ = ‖ − re1 − r√
2
(e1 + e2)‖ = r√

2
‖ − e1(1 +

√
2)− e2‖

= r√
2
‖(−(1 +

√
2),−1)‖ = r√

2

√
(1 +

√
2)2 + 1

= r√
2

√
4 + 2

√
2 = r

√
2 +

√
2

= d + 2h, donde h ≈ 0,058r;

y esta última igualdad se tiene aplicando el método de Newton con
punto inicial x(0) =

√
3 al polinomio x2 − (2 +

√
2) = 0.

Del hecho que el conjunto M tenga diámetro d y que la distancia entre
a y b sea mayor que d, se tiene que existe una bola euclideana centrada
en a o b y de radio h, y es tal que no contiene puntos de M . Por tanto,
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si tomamos en cuenta que b satisface lo anterior, podemos desplazar el
semiespacio con normal 1√

2
(e1 + e2) en dirección opuesta a esta normal

en una cantidad positiva, y en consecuencia tenemos que el conjunto M
esta contenido en una H-bola de radio menor que d√

3
. Por tanto para

cada M ⊂ R2 el estimado en el teorema anterior puede ser disminuido;
esto es, el estimado en el teorema anterior no es exacto. (Ver figura
4.5).
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Figura 4.5:

Proposición 4.2 Para cada a, b ∈ Rn se tiene dH(a, b) ≤ d(a, b). Mas aún,
se tiene dH(a, b) = d(a, b) ⇔ b−a

‖b−a‖ ∈ H.

Demostración.

Sean a, b ∈ Rn. Tomemos δ = dH(a, b), por definición δ es el radio mı́nimo
de la H-bola UH centrada en a que contiene a b. Sabemos que b está localizado
en la frontera de la H-bola UH y que U ⊂ UH como observamos anterior-
mente; es decir, b ∈ bd UH y b está fuera de U(posiblemente en su frontera).
De esta manera se tiene, dH(a, b) ≤ d(a, b).

Veamos ahora que dH(a, b) = d(a, b) ⇔ b−a
‖b−a‖ ∈ H.

⇒) Supongamos que dH(a, b) = d(a, b) = r. Luego se tiene que b está en la
frontera de la H-bola centrada en a y de radio r y del hecho que d(a, b) = r se
observa que b también está en la frontera de la bola Euclidiana centrada en
a y de radio r. En base a resultados geométricos tenemos que el hiperplano
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que pasa por b es únicamente perpendicular al vector radio; es decir, el vector
b−a es la normal del semiespacio que tiene como frontera a dicho hiperplano.
Como el semiespacio que pasa por b es H-convexo por ser parte de la H-bola,
tenemos que b−a

‖b−a‖ ∈ H.

⇐) Dados a, b ∈ Rn, supongamos que b−a
‖b−a‖ ∈ H. Sea r = dH(a, b), entonces

b ∈ bd BH(a, r). Como b−a
‖b−a‖ ∈ H, tenemos que b−a

‖b−a‖ es normal al semiespacio
H-convexo que pasa por b. Ahora, tracemos la bola euclideana de radio s =
‖b − a‖ centrada en a; luego, esta bola tiene como tangente al semiespacio
H-convexo en el punto b, aśı b ∈ bd BH(a, s); es decir, dH(a, b) = d(a, b).

Teorema 4.3 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no-unilateral. Sea UH la H-bola
con centro en 0 y radio 1, denotemos por mH la distancia máxima d(0, x)
sobre todos los puntos x ∈ UH . Cada M ⊂ Rn acotado con H-diámetro d

está contenido en una bola Euclideana de radio r ≤
√

n
2(n+1)

mHd.

(Caso:H-diámetro, bola Euclideana)

Demostración.

Sean a, b ∈ Rn. De la relación δ = dH(a, b), tenemos la H-bola UH centra-
da en a y de radio δ. Sea s(x) = 1

δ
(x− a) la homotecia con coeficiente 1

δ
que

manda el punto a al 0. Si aplicamos la homotecia s al conjunto UH , obtenemos
precisamente UH , pues s solo es una traslación hacia el 0 multiplicada por
una constante. Del hecho que b ∈ bd UH se tiene que s(b) ∈ bdUH . Luego,
de la hipótesis se tiene que d(0, s(b)) ≤ mH ; mas aún, d(0, 1

δ
(b− a)) ≤ mH y

por tanto 1
δ
d(a, b) ≤ mH . Luego, d(a,b)

mH
≤ δ = dH(a, b). Se tiene diamHM =

sup{dH(a, b)|a, b ∈ Rn} = d, entonces d(a, b) ≤ mHdH(a, b) ≤ mHd para
cada a, b ∈ Rn, mas aún, diam M ≤ mHd. Como M ⊂ Rn, se tiene por Teo-
rema clásico de Jung que M está contenido en una bola euclideana de radio

menor o igual a
√

n
2(n+1)

mHd.

Ejemplo 4.2 Tomemos S = {x ∈ Rn : ‖x‖ = mH}. Supongamos que
S

⋂
UH contiene n + 1 puntos; los cuales son vértices de un n-simplejo regu-

lar M . Si diamHM = d, entonces diamM ≤ mHd; mas aún, como M es un
n-simplejo de diámetro menor o igual que mHd, entonces M está contenido

en una bola de radio menor o igual que
√

n
2(n+1)

mHd (por Teorema 2.9).

Consideremos un triángulo equilátero P ⊂ R2. Tomemos H como el con-
junto de las normales unitarias a los lados de P . En este caso UH es un
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triángulo equilátero y mediante cálculos geométricos obtenemos que mH = 2.
Ahora tenemos que M = S1

⋂
UH es un 2-simplejo regular y coindide con

UH. El H-diametro de M coincide con la altura de el triángulo M , que es
igual a 3; pues sin pérdida de generalidad tomemos los vértices a y b y trace-
mos la bola euclideana centrada en a y radio igual a 3, observamos que esta
bola es tangente a el semiespacio H-convexo Π en el punto medio de este
(pues el triángulo es equilátero) y además Π contiene al punto b lo cual sig-
nifica que la H-distancia del punto a a b es 3. Por el teorema anterior se
tiene que M está contenido en una bola euclideana de radio menor o igual
a ( 1√

3
)(2)(3) = 2

√
3. Aunque geométricamente se observa que M está con-

tenido en una bola euclideana de radio 2, el cual es mas exacto que la cota
que da el teorema. (Ver figura 4.6).

h1
h2

h3

mH
ba M

c

r

Π

Figura 4.6:

Teorema 4.4 Sea H ⊂ Sn−1 un conjunto no unilateral. Cada conjunto aco-
tado M ⊂ Rn con H-diámetro d está contenido en una H-bola de radio
r ≤ md H

md H+1
d.(Caso:H-diámetro, H-bola)

Demostración.

Sea m = md H. Tomemos a0, a1, · · · , am ∈ M . Del hecho que M tiene
H-diámetro d, tenemos que dH(ak, a0) ≤ d; mas aún, a0 está contenido en la
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H-bola centrada en ak y radio d, para cada k = 1, · · · ,m. Por la proposición
4.1, tenemos que a0, a1, · · · , am está en la (−H)-bola con centro en a0 y
radio d. Sabemos que todo conjunto H-convexo es convexo; en particular, la
(−H)-bola es un conjunto convexo, y en consecuencia la combinación convexa
p = 1

m
(a1 + a2 + · · · + am) está contenida en la (−H)-bola centrada en

a0 y radio d. Haciendo c = 1
m+1

a0 + m
m+1

a1+···+am

m
= 1

m+1
(a0 + · · · + am),

tenemos que c está en la (−H)-bola centrada en a0 y de radio m
m+1

d; pues
sólo estamos disminuyendo la longuitud del vector p al multiplicarlo por m

m+1
,

lo que significa que el radio de la (-H)-bola también lo estamos multiplicando
por la misma cantidad.

De la forma anterior, obtenemos que c está en la (−H)-bola centrada en
ak y de radio m

m+1
d, para cada k = 1, · · · ,m. Por tanto, cada m + 1 (−H)-

bolas tienen un punto en común. Ahora, si consideramos a B como la familia
de las (−H)-bolas centradas en puntos de M y radio m

m+1
d, se tiene que cada

m + 1 conjuntos de ésta familia tienen intersección no vaćıa; mas aún, por
Teorema de Helly versión H-convexa, la familia B tiene un punto en común
q; esto es, q ∈ ⋂

x∈M

B−H(x, m
m+1

d). Por tanto, por la proposición 4.1 se tiene

que x ∈ BH(q, m
m+1

d) para cada x ∈ M . Por tanto M está contenido en una
H-bola de radio m

m+1
d.

Ejemplo 4.3 Sea T ⊂ R2 el 2-simplejo que inscribe la bola euclideana cen-
trada en 0 y radio 1. Tomemos a H como el conjunto de las normales exte-
riores unitarias a sus caras principales; por la proposición 3.9, md H = 2.
Claramente T es la H-bola de radio 1 y centro 0. Ahora, tomemos a M co-
mo el 2-simplejo simétrico de T con respecto al origen. Mediante cálculos
geométricos se tiene que M tiene H-diámetro igual a 3; pues las aristas de
M tiene H-distancia igual a 3.(Ver figura 4.7).
Para calcular la H-distancia se empieza trazando la bola euclideana centrada
en un extremo de una arista de M y radio igual a la altura de M , luego se
observa que esta bola es tangente al semiespacio H-convexo que contiene al
otro extremo de la misma arista, y por eso la H-distancia entre los extremos
de los vértices es igual a la altura de M que es igual a 3. Luego por el teo-
rema anterior M esta contenido en una H-bola de radio 2. Éste estimado
es exacto, pues geométricamente se tiene que M está contenido en una bola
euclideana de radio 2 y la bola euclideana hereda el radio a la H-bola.
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h 2
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Figura 4.7:

Ejemplo 4.4 Sea P 2 ⊂ R2 un hexágono regular, el cual circunscribe a la
bola euclideana unitaria centrada en cero. Consideremos a H ⊂ S1 como el
conjunto de normales unitarias a sus caras principales. Tracemos el triángulo
regular T que se forma al unir los puntos medios de los lados no adyacentes
de P 2. Mediante calculos geométricos sabemos que la altura de dicho triángu-
lo es igual a 3

2
.

Para calcular el H-diámetro de T solo tenemos que fijarnos en la H-
distancia que hay entre dos vértices cualesquiera; pues es la mayor distancia
euclideana que hay entre dos puntos cualesquiera de T . Para calcular la H-
distancia entre los dos vértices tomamos una bola euclideana centrada en el
punto a y hacemos crecer su radio, luego observaremos que cuando la bola
alcanza un radio igual a la altura del triángulo entonces esta bola euclidena
es tangente en el punto t al semiespacio H-convexo que contiene a b; es decir
la H-bola centrada en a y de radio 3

2
contiene a b, lo que por definición

quiere decir que la H-distancia entre dos vértices es igual a 3
2
. Si tomamos

a h1, h3, h5 ∈ H observamos que son vértices de un 2-simplejo, luego por
la proposición 3.9 se tiene que md H = 2. De la figura 4.7 tenemos que el
triángulo T esta contenido en la H-bola centrada en 0 y de radio 1; pues
aśı fue construido T . El teorema anterior nos dice que T esta contenido en
una H-bola de radio md H

md H+1
diamH = ( 2

2+1
)(3

2
) = 1. Por tanto el estimado de
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el teorema es exacto. (Ver figura 4.8).
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Figura 4.8:



Conclusiones

Análogo a la teoŕıa de la Convexidad, para este trabajo tuvimos que
definir los conjuntos H-convexos y de alguna manera equiparlos con una
métrica(H-distancia), lo que trajo consigo definir el H-diámetro. También se
tuvo que ver la forma de construir objetos análogos a las ya conocidas bolas
Euclideanas; en este caso resultaron las llamadas H-bolas, que curiosamente
no se construyen a partir de la métrica. Una cosa que fue muy importante
para este trabajo fue el funcional md. Este funcional en cierta forma nos
da una ”medida”del conjunto H, luego si queremos encontrar la H-bola que
circunscribe un conjunto M o encontrar el H-diámetro de M , debemos de
considerar a este funcional de alguna manera.

Realmente el tema tratado en este trabajo es muy bonito, pero para en-
tenderlo se tiene que entrenar mucho el pensamiento para que nos permita
imaginar estos conjuntos porque algunos pueden ser un poco raros. Algunos
de los conjuntos vistos ya son conocidos, pero lo que no conoćıamos era esta
nueva forma de definirlos y las propiedades que ellos presentan al ser atacados
desde un punto de vista diferente. Esta teoŕıa depende mucho del conjunto H
definido a priori; es por esto que para cada conjunto H, las H-bolas pueden
ser muy variadas y es esta la razón por la que a veces resulta complicado cal-
cular la H-distancia. El hecho de que la métrica no sea simétrica complica su
cálculo y todav́ıa mas complicado es calcular el H-diámetro de un conjunto,
mas con un poco de paciencia e imaginación se llega a buen término.

Por último quisiera agregar que esto que presentamos no es todo, hay
demasiadas cosas que se han hecho en H-convexidad, pero todo está inspirado
en la fabulosa teoŕıa de la Convexidad. Cabe hacer notar que ahora ya hay
una rama de las matemáticas llamada Análisis Convexo, y creo que esto nos
da una idea de que tan importante es el concepto de convexidad.



Bibliograf́ıa

[1] Vladimir Boltyanski, Horst Martini and Petru Soltan, Excursions
into Combinatorial Geometry, Springer Verlang, Berĺın. 1934.
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