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Prefacio

Kanu ko ini.
(Que muy grande sea su alma).

Alocucion mixteca

Hablando un tanto informalmente, podemos decir que la caracterizacién de un
objeto matematico A es de la forma “A es el Unico objeto con la propiedad P”,
donde P generalmente es una hermosa propiedad que se puede verificar facilmente.
O, si no se puede verificar facilmente, al menos justifica el estudio del objeto A,
porque algunas manipulaciones que podemos hacer con él son 1tiles.

Los problemas de caracterizacion suelen ser muy interesantes y dificiles. En
el caso del andlisis funcional esto aplica particularmente bien. La exposicion que
sigue versa principalmente sobre una caracterizaciéon importante de los espacios
de Hilbert y algunos preliminares necesarios para comprenderla. Me refiero al Teo-
rema de Espacios Complementarios, que fue una conjetura durante gran parte del
siglo XX hasta que Joram Lindenstrauss y Lior Tzafriri consiguieron demostrarlo
en 1971.

La estructura del trabajo es la siguiente. Empezamos por fijar notacién y
definir algunas cuestiones bésicas en el Capitulo 1. Ahi demostramos una carac-
terizacion de espacios de Banach que son de Hilbert para motivar el problema de
los espacios complementarios. Luego haremos una observacion geométrica que nos
conduce (de forma un tanto inesperada) a la desigualdad de la media aritmética
y geométrica (MA/MG).

En el Capitulo 2 se estudia con cierto detalle la medida de Haar. Sobre ella
desarrollaremos algunos resultados de concentracion respecto a funciones lipschit-
zianas sobre la esfera n-dimensional. Para todo eso se utilizan varias desigualdades
que tienen el mismo sabor que el de la MA/MG. Al final también discutimos la
concentracion para almartagas.

Durante el Capitulo 3 hacemos un interludio e incursionamos en las aplicacio-
nes de la concentracion en la teoria de codigos.

Retomamos el tema original en el Capitulo 4, con los preambulos para com-
prender la demostracién del Teorema de Espacios Complementarios. Aqui destaca
el teorema de Aryeh Dvoretzky, que examinamos detenidamente. La demostracion
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de este resultado es toda una aventura, y sus consecuencias permean profundamen-
te el andlisis funcional, al grado de considerarsele el primer resultado del llamado
analisis local de espacios normados.

A continuacién, en el Capitulo 5, se expone lo concerniente a las demostraciones
de los resultados de Joichi y Davis, Dean y Singer que también se requieren para
demostrar el Teorema de Espacios Complementarios.

Concluimos en el Capitulo 6 con la demostracion del resultado principal que
motiva esta tesis, con una previa discusion de la relacién que tiene el problema de
espacios complementarios con la mejor aproximacion en espacios de Hilbert.

Se incluyen cuatro apéndices. Los tres primeros contienen los resultados y de-
finiciones de teoria de la medida, probabilidad y analisis funcional que completan
y facilitan la comprension del resto de la obra. El dltimo trata sobre un resultado
combinatorio que se requiere en el Capitulo 2.

Aunque he tratado, tanto como me ha sido posible, hacer el texto autoconte-
nido, es necesario pedirle al lector que tenga algunos conocimientos basicos sobre
los espacios de Hilbert y de Banach. Como referencias en este sentido, recomiendo
a [JamT74], [KETH], [FGIT], [Day73|] y [Yos80]. También se requieren conceptos de
la teorfa de la medida. Para estos temas, consiltense |[GF02] o [Rud79].

Este escrito es, en gran medida, producto de mi estancia profesional en el Cen-
tro de Investigacion en Matematicas durante los meses de julio y agosto de 2004,
bajo la supervisién de la M. en C. Helga Fetter Nathansky. Mis agradecimientos
expresos van para ella por su incisivo énfasis en el rigor y sus ingeniosas suge-
rencias, el inmenso apoyo que me brindé durante mi estancia en el CIMAT, y la
paciente revisiéon bajo su agudo criterio de lo que escribi.

Aprovecho aqui también para agradecer a la M. en C. Luz del Carmen Alvarez
Marin por ser mi directora de tesis, sus valiosas sugerencias, su paciencia para
ayudarme a pulir y completar esta tesis y senalarme una gran cantidad de errores
e imprecisiones. Mas ain, por ensenarme muchos habitos que un buen matematico
debe tener. Tampoco puedo dejar de mostrar mi gratitud al M. en C. Adolfo
Maceda Méndez por sus magnificas clases y ejercicios (que me mantuvieron mas
de una noche en vela); sus acertadas observaciones sin duda han contribuido a
mejorar enormemente este escrito. Agradezco asimismo al M. en C. José Margarito
Hernandez Morales y al Dr. Guillermo Arturo Lancho Romero sus numerosas
correcciones y comentarios.

Octavio Alberto Agustin Aquino,
Oazxaca de Judrez, Oaxaca,
9 de agosto de 2006.
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Capitulo 1

Introduccién

Un viaje de mil kilémetros empieza
por el primer paso.

Lao Tsé

En este capitulo presentaré algunos de los resultados y definiciones pertinen-
tes para la comprension del texto. Empezaremos por ver qué es lo que vamos a
caracterizar. Entendemos por K ya sea al cuerpo de los reales o al de los complejos.

1.1. Algunas definiciones

Definicién 1.1. Un espacio normado es un espacio vectorial X sobre K que posee
una norma ||-|| : X — K. Si X también es completo, entonces se dird que es un
espacio de Banach.

Un caso particular de los espacios de Banach es el que tiene mayor interés para
nosotros.

Definicién 1.2. Un espacio vectorial X es un espacio de producto interior si en
él esta definido un producto interior (-,-) : X x X — K.

Escolio 1.1. Cualquier espacio X de producto interior tiene una norma inducida

por
2]l = v/ (z, z).

Definicién 1.3. Si X es un espacio de producto interior que es completo respecto

a la norma inducida por su producto interior, entonces se dice que es un espacio
de Hilbert.



2 Capitulo 1. Introduccién

Precisamente aqui empieza lo interesante de nuestra discusion. Es obvio que
todo espacio de Hilbert es también de Banach pero, ;bajo qué condiciones po-
demos asegurar que un espacio de Banach es también de Hilbert? Dicho de otra
forma, queremos saber los requerimientos que debe satisfacer un espacio de Ba-
nach para que podamos definir un producto interior en él, de modo que su norma
esté inducida por dicho producto. Esto es precisamente de lo que trata este escrito:
caracterizar a los espacios de Banach que también son de Hilbert.

1.2. Paralelogramo y polarizacion

Hay una caracterizaciéon muy sencilla que quiero incluir en esta introduccion,
por la belleza que posee. Necesitamos algunos resultados preliminares. En lo su-
cesivo, y a menos que se indique otra cosa, H denotara un espacio de Hilbert.

Lema 1.1 (Ley del paralelogramo). Para cualesquiera x,y € H se satisface
2 2 2 2
lz +yll” + llz = ylI” =2 (= + [ly[I) - (1.1)
Demostracion. Por un lado,

le+yl” = (@+y,z+y) (1.2)
= (z,2)+ (v,y) + (y,z) + (v, )
= lz)* + 2R(z,y) + vl

y por otro
lz —ylI* = (z-y,z—y) (1.3)
= ll® = 2R(z,y) + [lyll*.
Sumando ([1.2)) y (1.3) obtenemos la identidad deseada. O

Se escribe la norma de H en términos de su producto interior. ;Podremos
hacerlo al revés, y escribir al producto interior en términos de la norma? Respon-
demos con el siguiente lema para el caso en el que K = C.

Lema 1.2 (Identidad de polarizacién). Si z,y € H, entonces

(w,9) = 7 (le +ylI* = e —ylI* +ille + iy —illz —iy]). (1.4)

A



1.2. Paralelogramo y polarizacién 3

Demostracion. Por una parte tenemos que,

lz+yl? =z -yl = (@+yz+y)—(z—yz—y)
= 2(v,y) —2(y,z)
= 2|(@.) +(@.y)]

= 4R(z,y),
y por otra,
o+ iyl o = iyl* = (2 +iyz+iy) - (z iy, z — iy)
= 4¥(z,y).
Luego
1
%@w)zzﬂm+yw—ﬂf—mm
¢ 1
. 2 . 2
S(,y) = 7 (lr + iyl = e = iy[") -
Puesto que (z,y) = R(z,y) +iS(z, y), se sigue la ecuacion ([1.4)). O

Veamos que si H es un espacio normado real, entonces a través de la parte
real de la expresion (1.4) podemos definir un producto interior en H.

Lema 1.3. Sea H un espacio normado real cuya norma satisface la ley del para-
lelogramo. Definase, para cualquier x,y € H,

(@ =7 (lz +yl* = e = yll).

A

Entonces se satisfacen las siguientes propiedades.
1. (ax,y) = a(z,y):.

2. (‘/E + y;Z)l = (I’,Z)l + (yvz)l-

3. (xay>1 = (y7x)1-

4o (z.a)n = |||
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Demostracion. Las dos ultimas son claras a partir de la definicién. Consideremos
que

2 2 2 2
(I + 21" = llz = 217 + lly + 2017 = lly = 2I) ,

| =

(z,2)1+ (y,2)1 =

y que, segun la ley del paralelogramo, esto equivale a

11
(@4 2k = |5 o+ 204 o= ol?)|

Haciendo las manipulaciones pertinentes obtenemos

Tr+y

3[Rl o).
(2,21 + (0,2 = %( x;yﬂ«”?_

4
2
Z )
= 2<x+y,2) s
2 1

y podemos escoger y = 0; esto nos conduciria a (z, z); = 2 (g, z)l, lo cual implica
que

x4+
et k=2 (T55) = @rnan,
1

y se satisface el segundo inciso. Por lo tanto
2z, y)1 = (@ + 2,9 = (z,y)1 + (z,9)1 = 2(z, )1
Suponiendo que se cumpla
((n =Dz, y) = (n = 1)(z, 9)s,
con n € N, entonces, usando el segundo inciso,

(TL{L‘,y)l = ((TL— 1)$,y)1+(l‘,y)1 (15)

lo que concluye el argumento inductivo que prueba que la primera propiedad es
valida para a € N. Ademas,

n 1
(:L‘7y)1 = <—I,y> =n <_x7y) ;
n 1 n 1
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luego la primera propiedad se cumple para todo racional por (1.5)). De la desigual-
dad

llex +yll = (1B + yll| < [l(a = B)zl| = |a = 5] |||
se tiene que ||ax + y|| es continua en «. La densidad de los racionales en R nos
garantiza ahora que para todo a@ € R existe una sucesién de racionales {a,}5°,
tales que lim,, .. o, = . Se sigue que

(az,y) = (lim amc,y) = lim a,(z,y)1 = a(z,y);. O
n— o0 1 n— o0
Teorema 1.1. En un espacio de Banach H la norma satisface la ley del parale-
logramo si, y solo si, H es un espacio de Hilbert.

Demostracion. La suficiencia es obvia. Probemos la necesidad. Definamos en H
para cualesquiera x,y € H

(l’,y)g = (l‘,y)l + Z($,Zy)1

Por lo demostrado en el lema, para que tal operacién sea un producto interior
sélo falta demostrar que (x,y)s = (y,x)s y que (ix,y)s = i(z,y)2. Atendamos
primero al hecho de que

L 1 .
(iz,iy)1 = Z(||m+ly||2—||m—ly||)
1 2 2
= Z(HeryH — |z —yl%)
= (x,9h

Ahora bien,
(z,iy) = (—iiz,iy)y = (—iz,y)1 = —(iz,y)1 = —(y, iz)1,

y por lo tanto

(x7y>2 = (I,y)1+i($,iy>1
= (y,2)1 —i(y,iz)
- (y>$)2~

Finalmente,

(iz,y)y = (iz,yh + i(iz,iy)
= (iz, —uy)l +i(z,y)
= (z,—iy) +i(z, yh
= —($,Z?/)1+l($7y)1
= i(z,y)s,

que, junto con lo ya demostrado, implica que H es un espacio con producto in-
terior. ]
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Existen espacios de Banach que no son de Hilbert. Consideremos al espacio
l de las sucesiones reales acotadas bajo la norma del supremo. Sean

r=(1,0,1,0,...), y=(0,1,0,1,...),

entonces
r+y=(1,1,1,1,...), z—y=(1,—-1,1,—-1,...)

y asi
2]l =1, fyll=1, lz+yl=1 I[o-yl=1

A través de un calculo, nos damos cuenta de que no se cumple la ley del
paralelogramo,

Iz + yll* + llz — yll* = 2 # 2(/|=[* + lly]I*) = 4.

Por lo tanto, segtn el Teorema [I.1] /. es de Banach pero no de Hilbert.

1.3. Una interpretacion geométrica

Quiero concluir este breve capitulo con una observacion sobre la identidad de
polarizacion.

Definicién 1.4. Sean V' y W espacios vectoriales sobre C, y f : V xV — W
una funcién tal que para cada zg,yo € V los operadores f,,(x) = f(zo,2) v
fyo(x) = f(z,y0) son lineal y lineal conjugado, respectivamente. Entonces se dice

que f es una forma sesquilineal sobre V. Si f(z,y) = f(y,x), se dice que la forma
sesquilineal es hermitica o autoadjunta.

Recuérdese que todo cuerpo es un espacio vectorial sobre cualquier subcampo
de si mismo. Pongamos que V' es un espacio con producto interior. Si en la defi-
nicion anterior tomamos W = C, vemos precisamente que el producto interior es
una forma sesquilineal; hermitica, ademas.

Definicién 1.5. Con la notacion de la definiciéon anterior, un mapeo ) : V — W
es una forma cuadrética si existe una forma sesquilineal hermitica f tal que

Qr = f(:zc,x)

Obsérvese que, en un espacio de Hilbert, el cuadrado de la norma es una
forma cuadratica. Ahora bien, si nos dan un mapeo @) : V. — W entre los espacios
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vectoriales V' 'y W, y sabemos que es una forma cuadratica, podemos recuperar
la forma sesquilineal hermitica que lo engendrd, pues

Qlr+y) = flx+y,x+y)
flr,z+y)+ fly, 2z +y)

[z, z) + f(z,y) + fy.2) + f(y,9)
= Qr+2Rf(z,y) + Qy,

y
Qr +iy) = flz+iy,x+1y)
= flz,z+iy) + f(y,x +1y)
f(x, ) + f(x,iy) + f(iy, =) + f(iy,iy)
= Qz) —if(z,y) +if(y,x) + f(y,y)
Qz +23f(z,y) + Qy,
de donde

Qr +y) + Qx +1iy) — 2Qv — 2Qy = 2f(x,y).

Es facil ver también, cambiando y por —y en los calculos anteriores, que se
satisface la siguiente identidad de polarizacién para formas cuadraticas,

4f(x,y) = Qx+y) — Qlr —y) +1i[Q(x +1iy) — Q(x —iy)].

Ahora bien, la caracterizacién de espacios con producto interior que acabamos
de ver nos indica cuando podemos decir que el cuadrado de una norma en un
espacio normado es una forma cuadratica, y esto ocurre precisamente cuando
satisface la identidad de polarizacién. Veamos un ejemplo en R?. La funcién

[z y) =y, (1.6)

es claramente una forma bilineal hermitica. Observamos que el polinomio

Qz) = f(z,2) =2

es una forma cuadratica. La identidad de polarizacién nos revela algo sumamente
sorprendente,

ry =7 (o4~ (- 9)?]. (1.7

Consideremos a las funciones

01(z,9) = (“y)Z (18)

2
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we = ("5) (19)

Las curvas definidas por g;(z,y) =0y g2(z,y) = 0 son las rectas
r+y=0, z—y=0, (1.10)

que son perpendiculares entre si. Regresemos nuestra atenciéon a f(x,y) = xy, con
las curvas definidas por f(z,y) = k. Tenemos las hipérbolas

xy =k (1.11)

y, curiosamente, las rectas son los ejes de las hipérbolas . Entonces
hemos expresado un paraboloide hiperbdlico como la suma de dos cilindros
paraboloidales y , cuyas curvas de nivel son perpendiculares entre si, es
decir, van sobre dos direcciones perpendiculares de polarizacion. De ahi el nombre
de la identidad: nos permite conocer tal descomposicién.

1.3.1. La desigualdad MA /MG

En lo que sigue haremos uso de un resultado muy socorrido por Cauchy: la de-
sigualdad de la media aritmética y geométrica, que abreviaremos como MA/MG.

Recordemos que para un conjunto finito A = {ay},_, de nimeros reales, su
media aritmética es

1 n
Mo (4) = — > a,
k=1

y su media geométrica (siempre que A consista solamente en nimeros reales no
negativos) es

M, (A) = (Hak> -

Teorema 1.2 (Desigualdad MA/MG). Sea A = {ay},_, un conjunto de nimeros
reales no negativos. Entonces

M,(A) < Mo (A).

Demostracion. A partir de es facil concluir que, de dos pares de reales con
igual suma, el par que posee el mayor producto es aquél cuyos elementos presentan
la menor diferencia. Si todos los elementos de A son iguales, el teorema es trivial,
lo mismo que si n = 1. Supongamos, pues, que A tiene dos o mas elementos no
todos iguales. Necesariamente existen elementos a;,a; € A tales que a; > M,
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y a; < M,. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i = 1y j = 2.
Formamos el conjunto A’ tomando @} = M,, ay = a; + az — M, y @} = a; para
J > 2 (si aplica el caso). Entonces

/ /

ay —a, = 2M, — (a1 + as)
al—ag—Q(al—M)

S ay; — G2,
de donde se concluye que
n n n
ap < 1_[a§C = MaHa;.
k=1 k=1 k=2

Como el conjunto A es finito, después de definir un conjunto A’ continuando
este proceso de manera analoga, debemos terminar en que

Finalmente,
1
M, = (H ak> < M,. O
k=1
En particular, tomando a € R positivo, m menor que n y definiendo

a sik<m,
ap = . )
1 sik>m,

se tiene que

n n

%Sma—l—(n—m) ma—l—(l—m).
n

a

Puesto que las funciones f(z) = a” y g(z) = za + (1 — x) son continuas, se
sigue de la densidad de los racionales en los reales que para todo 5 € [0,1] se
satisface

a’ < Ba+1-p. (1.12)
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Escolio 1.2. Sean 3,0 € R tales que 8+ 6 = 1. Para cualesquiera z,y € R no

negativos se satisface
2Py < B + oy.

Si x o y son nulos, el resultado es trivial. Por lo tanto supongamos que tanto
y como x no son cero. Claramente % > 0, y segun la desigualdad (|1.12])

B
ORTOREEEH
Y ) Y

y multiplicando por y obtenemos el resultado.



Capitulo 2

Concentrando la medida

[El fenémeno de concentracién] ...
condujo a un nuevo, probabilisti-
co, entendimiento de la estructura
de los cuerpos convexos en altas di-
mensiones.

Keith Ball, [Bal97]

El sorpresivo hecho de que la mayor parte de la “masa” de la esfera n-dimen-
sional esté aglutinada alrededor de su ecuador es conocido como “fenémeno de la
concentracion de la medida”. Fue bautizado asi por Vitali Milman al descubrir
una nueva demostracién del Teorema de Dvoretzky que discutiremos mas adelante.
Esta singular propiedad tiene muchas aplicaciones y es de particular relevancia en
la teoria local de espacios normados. El tratamiento aqui sera siguiendo en gran

medida a [Sch].

Notacién 2.1. Denotaremos por S" ! a la esfera unitaria de R", es decir

St ={z eR":|z|,=1}.

2.1. Medida de Haar

Recordemos lo que significa la accion de un grupo sobre un conjunto. Sea X
un conjunto y G un grupo, con e el neutro del grupo. Una accién izquierda de
G sobre X es un mapeo * : G x X — X tal que ex = z y (g192) () = g1 (92)
para toda x € X y g1, g2 € G. De manera totalmente andloga se define una accion
derecha, utilizando en tal caso un mapeo de la forma % : X x G — X.

Consideremos un espacio métrico compacto (M, p), y el espacio vectorial de
todas las funciones reales continuas en M, C'(M). Una accién isométrica sobre M

11



12 Capitulo 2. Concentrando la medida

es una accion con la propiedad de que para todo t, s € M se tiene

p(gt, gs) = p(t, s).

Definicién 2.1. Una medida de Haar sobre M es una medida u : ¥ — [0,00)
(donde ¥ es una o-algebra que contiene a todos los subconjuntos de Borel de M)
con las siguientes condiciones.

1. Esta normalizada, es decir, p (M) = 1.

2. Es invariante bajo la accién de un grupo G, es decir, u(gS) = p(S) para
todoge Gy S €.

Para cada f € C'(M) definimos el funcional

E(f) = /M £ (2) du(2).

El funcional E es lineal y acotado en C'(M), y de la forma en que lo hemos
definido se desprende que, si xg es la funcion caracteristica del conjunto S € X

Blxys) — /M Yos () du(x)
_ /M vs(gz) du(gz)
_ /M vs(@) du(x) = B(xs),

en particular, E(xy) = E(1) = 1.
Recordemos que la accién de un grupo G sobre un conjunto M es transitiva si
para cualesquiera ¢, s € M existe g € G tal que gt = s.
Para una t € M fija, el conjunto de los elementos de G para los cuales t es un
punto fijo
Gy={ge€G:gt=1},

es un subgrupo de G, y se dice que es un subgrupo de isotropia.

Definicién 2.2. Si la accién (izquierda o derecha) isométrica de un grupo G
sobre un espacio métrico compacto M es transitiva, entonces se dice que M es un
espacio homogéneo de G.

Si M es un espacio homogéneo de G'y G, es el grupo de isotropia de algin t €
M, podemos establecer una correspondencia biyectiva entre M y G/G,. En efecto,
identificando a cada s € M con la clase de equivalencia gG; de g de tal forma que
gt = s se tiene la relacion requerida. Si g1t = sy got = s, entonces g1t = got, lo
que implica que ¢1G; = ¢g2Gy, v la sobreyectividad de la correspondencia se sigue
del hecho de que G actia transitivamente.
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Ejemplo 2.1. Sea (-,-) un producto interior en R", y para z € R"™ hagamos
|z| = \/(z,2). Sea G = O (n), el grupo ortogonal en (R",(-,-)), conformado por
todos los operadores lineales en R™ que preservan el producto interior; esto es,

(x,y) = (Lx, Ly), L€ O(n).

Podemos identificar a cada elemento de L € O (n) con una matriz de vectores
ortogonales, a saber, su representacién matricial

[L]y=( Lex --- Len),

donde 8 = {ex}}_, es una base ortogonal de R" respecto a (-,). Sea M = S"" 1y
¢ : 0(n) — S™! definida a través de

gp(Lel Len):Lel.

Es claro que cada t € S"! puede identificarse con un elemento de O(n —
1), pues el subconjunto de O(n) cuya representacién matricial tiene su primer
rengléon y su primera columna fijas es un subgrupo de O(n) isomorfo a O(n — 1).
Precisamente este subgrupo es el grupo isotrépico de t. Por lo tanto,

S = O(n)/O(n — 1).

Teorema 2.1. Sea M un espacio homogéneo de G tanto por la accion izquierda
como por la derecha. Existe una medida reqular p en los subconjuntos de Borel de
M que es invariante bajo la accion de los miembros de G, es decir, se cumple la
ecuacion u(A) = u(gA) para todo subconjunto boreliano A C M. Alternativamen-
te, para todo g € G y todo f € C(M) se tiene

/f ) dp(t) /fgtdu

Demostracion. Para cada f € C' (M) y g € G sean

Ly (f) (x) = flgz),

Ry (f)(x) = f(xg),

L(f) = mixf(z),
v(f) = minf(z),
v(f) = T()—~(f),

L(f) = {ZaiLgif:neN,giEG,ai>0,Zai:1 cCC(M),

i=1 i=1

R(f) = {iaiRgif:neN,gieG,ai >O,iai:1} CC(M).

i=1 =1
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Denotamos por L (f) a la cerradura de £ (f) en C' (M ). Observamos que para
hed

L(Lnf)=L(f)-
El operador Lj, es continuo en virtud de la accién isométrica de GG. Por lo tanto
L(Lnf)=L(f),

y ademads los elementos de £ (f) son funciones no negativas siempre que f es no
negativa. Afirmamos que el conjunto L (f) es compacto. Atendemos al hecho de

que
<Y Lo flloe =Y ailflle = 1/l
o =1

i=1

En otras palabras, £ (f) es un subconjunto acotado de C' (M). Veamos que la

familia £ (f) es equicontinua. Sea € > 0. Como f tiene un dominio compacto, es

uniformemente continua. Por lo tanto, existe § > 0 tal que, siempre que p (z,y) <

J, entonces |f (z) — f (y)| < e. Ahora bien p (g, gy) < ¢ para cualquier g € G, de
donde

Zal (Lg. f) (z Zal (Lg. f) (y

n

Z aing'f

=1

< Za [(Lg. f) () = (L. f) ()]

< Za2|f gi [ (9:v)]

n

< Zaie:e.

=1

Por el teorema de Arzela-Ascoli, se sigue que £ (f) es un subconjunto compacto
de C'(M). Procedamos a probar que la funcién I' (f) es continua. Supongamos que
I f — gl < e Existe zo tal que

L(f) = f(w0),
y ademds f (x0) — g (v0) < [|f — gl <€, luego
L(f)=f(z0) <g(wo) +e<T(g9)+e,

es decir

y analogamente
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porloque |[I'(g) — ' (f)] < €,y I' es continua. Eso basta para ver que v es continua,
pues por la misma razén que I' es continua también v lo es, y la suma de funciones
continuas es continua. Por lo tanto, v alcanza un minimo en f, € m O bien
v(fs) =0y f« es una funcién constante, o bien v (f.) # 0y T' (f.) > v (f«). Lo
ultimo no puede ser. En tal caso, I' (f.) > v (fs), y entonces el conjunto

F:{xeM:f*> F(f*)—gv(f*)}

es no vacio (por la propiedad de los valores intermedios) y abierto. Sea g € G
arbitrario. El conjunto
gF ={gx :z € F}

también es abierto, por lo cual la familia de conjuntos abiertos {gF'} ., es una
cubierta de M, dada la transitividad de la acciéon de G. De la compacidad de M
se deduce que existe una familia finita {g;F'},_, que cubre a M. Hagamos

=S LS @)

Esta funcién pertenece a £ (f), y ademas I <f ) < T (fs). Sea z € M; existe
1 <k <ntal que x € gF". Por lo tanto, g, 2 € F, y por la definicién de F se

tiene que
I (f) +7(f)

f. (o) > DT

y de aqui que

]?*(:C) = _f* gkT) Zngf*

z;ék

ik

> ST+ (1 - %) 2 (f.)
1

> V(f*)*'%v (f+) -

Como esto es valido para todo = € M, se sigue que y (f*> >y (fe)+ ﬁv (fe)-
Esto nos conduce a una contradiccion, pues

o(£) = v (7)=~(7)
< I'(f) —v(fi) =
< T'(f) =7 (fo) =

1
%U (f*)
(%

(f*) )
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y asi f. no puede ser de variacién minima. Luego v (f.) = 0 y f. es constan-
te. Reemplazando adecuadamente en el razonamiento anterior a R (f) y la accién
derecha, obtenemos que existe una f, € W constante. Demostremos a continua-
cién que R (f)NL (f) contiene exactamente un elemento. Sean fi, f, cualesquiera
funciones constantes en R (f) N L(f). Sea e >0y u,w € L(f) de modo que

u €
* = * 7,L S_
Ifo—ule = | g of|| <5

VAN
|

1wl = (£ =S bl
=1

En particular, para cada 1 < j <n,

€
sup |f. — Z aif (gih;o)| < 3.
por lo cual
Fo= D0 aibif (gibye)| = Zb fo- Zzazb f (gihy)
j=1 i=1 Jj=1 i=1

< Sl
€
< bi— =
< Z i3
j=1
De forma completamente andloga para R (f) deducimos que

FL=Y 0 abif (g:hyz)

=1 i=1

Z a;f (gih;z)

€
S_a
2

y por la desigualdad del tridngulo se sigue que |f, — f.| < e. Por lo tanto, f. = f.
Sea E (f) = f.(x). Vemos que esta funcion satisface

ENI < [l
E@1) =
E(\f) = XE

E(Lyf)

E(Ryf)
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Resta probar que es lineal. Sean fi, fo € C'(M). Tomemos u € L (f;) de modo

que
- Z CLiLgifl (x)
=1

para todo x € M. Denotemos por ¢ = > " a;Lg, fo. Como ¢ € L (f2), entonces
L(p) C L(f2), asi que L(¢) C L(f2) y E(p) = E(f2). Escojamos w € L (¢) de

modo que
L
i=1 00

E(f)—ul=|E < (2.1)

DO | ™

€
< -

1B (f2) - wll., = ;

Por la definicion de ¢,

- Zzazb Lglh f2

=1 i=1

= biln, Y aily f2 (x)
j=1 i=1

=) " biLy, ¢ (x)| <
j=1

DN

Tomando h;x en lugar de = en (2.1)), obtenemos que

N aibiLgy, fi (x)

=1 i=1

1) =Y b Y aiLy fi (hw)
j=1 =1

Y aiLy, fi (hy)

=1

2
j=1
<>,

IA
INgE
&
b o
I

o |

<
I
—

Por la desigualdad del triangulo

FE (fl) — E(fg) - Zzazb] fl + f2 gzhfjx)

j=1 i=1

<e.
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ycomo >0, S0 aibiLg, L (fi + f2) € L(fi + f2), sesigue que E (f1)+E (f2) €
L (fi1 + f2). Por la unicidad de la funcién constante, podemos deducir que

E(fi)+E(f) =E(fi+f).

Este funcional F es tinico. Sea otro funcional E’ € C' (M) que satisfaga E’ (1) =
ly E'(f) = E'(L,f) para todo f € C'(M) y g € G. Por la linealidad E' (¢) =
E'(f) para todo ¢ € L(f). Por la continuidad, E' (¢) = E’(f) para todo ¢ €
L (f). En particular, como ¢ = E(f) € L(f), se sigue que

E(f)=E(E(f)=E(f).

Usando este funcional y el Teorema obtenemos el resultado, pues M es
compacto. [

La demostracion anterior va por la via larga. Podemos dar otra que es més
corta y elegante, atribuida por Milman y Schechtman a W. Maak. El observador
sagaz notara que ambas consisten en construir un funcional lineal que encaje en
las hipétesis del Teorema [A.2]

Otra demostracion. Para cada € > 0 sea N, C M una e-red minimal en M, es
decir,

U B(t,e) =M

tEN,

y ne = |N¢| (la cardinalidad de N,) es minima entre todos los conjuntos con dicha
propiedad. Aqui,
B(t,e) ={s € M :p(t,s) <e€}.

Definimos los funcionales

Ri(f) = - S suplf(0): ¢ € Bt.0)),

teNs

Ai() = - 3 int{f(1): ¢ € B(t.0)):

teNs

Por construccién:

As(f) < As(f). [As(f) = As(f) < e (2.2)

Si e; — 0, existe una sucesion d; tal que para todo i se satisface (2.2). Dado
que las sucesiones {As,(f)} v {As,(f)} son acotadas, existe una subsucesion iy, tal
que {Kgik< f)} converge a su limite inferior, y por (2.2) dicho limite es igual al
limite superior de {A; (f)}.
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Por lo tanto, dados los funcionales

As(f)=—>_ f(®),

n
J tENg

se tiene que As, (f) converge a un limite que denotaremos como A(f). Queda
asi definido un funcional lineal positivo sobre C'(M) con A(1) = 1. Por el Teorema
[A.2] este funcional induce una tinica medida de probabilidad de Borel regular p.

A continuacion queremos mostrar que el funcional A esta univocamente deter-
minado, esto es, si A! estd definido usando e-redes minimales diferentes, entonces
se tiene que

A(f) = A(S).

Si N! es otra e-red minimal en M, afirmamos que existe un mapeo biyectivo
¢ : N.— N! con p(t,o(t)) < 2¢ para todo t € N.. Sea K C N, y para cadat € K
definamos

Sy ={s € N!:B(t,e) N B(s,e) # 0}.
Haciendo
L=|JS ={seN :B(s,e)N(UekBl(te)) # 0},
teK
tenemos que |L| > | K|, pues de lo contrario L U (N, \ K) es una e-red con menos
de |N| elementos. El Teorema nos dice que en tal situacién existe un mapeo
inyectivo
¢: N, — N/,

tal p(t) € S; para todo t € N,. Esto se traduce en que B(t,e) N B(p(t),€) # 0 o,
lo que es lo mismo, p(t, p(t)) < 2¢, pues si s estd en B (t,€) N B(p(t), €), entonces

p(t, (1)) < pl(t,s) + p(s, (1)) < 2.
Se sigue que, si AL se define usando N! en una manera analoga a la de A,
entonces
[A(f) — |<—Z|f p(t))] < w(2e€),
€ teN.
donde
w(e) = sup {|f(t) = f(s)]}

p(s,t)ge
es el médulo de continuidad de f. Por lo tanto, lim. o AL(f) existe y es igual a
A(f). Resta probar que p es invariante bajo G. Sea g € G'y sea N/ = (gt),p. -
Entonces N/ es una e-red minimal (pues ¢ actia isométricamente sobre N,) y

A(fg) =tim - 3= rlgt) =tim - 37 ()

tENe gteN’

= lim AL (f) = A(f). m
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El siguiente teorema seria redundante, de no ser por la expresién que obte-
nemos al final que relaciona dos medidas regulares e invariantes sobre un mismo
espacio.

Teorema 2.2. Si (M, p) es un espacio métrico compacto y es espacio homogéneo
del grupo G, entonces la medida del Teorema|2. 1| es uinica, salvo por una constante.

Demostracion. Definimos una semimétrica en GG por

d(g, h) = sup p(gt, ht). (2.3)
teM
En efecto, si g = h, entonces p(gt, ht) = 0 para todo ¢t € M, luego d(g,g) = 0.
Que d(g,h) = d(h, g) es claro a partir de las propiedades de p, y la desigualdad
del triangulo es consecuencia de

p(gt, ht) < p(gt, kt) + p(kt, ht) < d(g, k) + d(k, ).

Identificando a los elementos cuya distancia entre si es nula, tenemos un grupo
H que todavia actiia isométricamente sobre M y sobre si mismo, ya sea por la
izquierda o por la derecha. En efecto, si tomamos [u] = [v] y [z] = [y], entonces
xt = yt para todo t € M, y ademés

d(uzx,vy) = sup p(uxt,vyt) = sup p(us,vs) < sup p(us,vs) =0,
teM s=xteM seM
lo que significa que [uz] = [vy] y que la operacién de grupo esta bien definida.
Afirmamos que H es compacto. En efecto, considerando la cubierta

C={Bu(lgl,r) : lg] € H}

definimos el conjunto de abiertos en M

D= { L Bu(gt,r) - Ballg).7) € c} .

teM

Supongamos que D no es una cubierta de M y que por eso existe s € M
tal que p(s,gt) > r para todo g € G y todo t € M. Consideremos a un ¢ fijo.
Por la transitividad de la accién de G en M existe h € G tal que s = ht, luego
p(ht, gt) > r, lo que implica que d(h, g) = sup,e); p(hs, gs) > r, y por lo tanto [h]
no estd incluido en ninguno de los elementos de C, lo cual es contradictorio. En
consecuencia, D es una cubierta de M.

Dada la compacidad de M, existe una subcubierta finita

D/ = { U Bp(glt,T), N U Bp(gntvr)}

teM teM
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de D. Supongamos que existe [h] € H tal que d([h], [g;]) > r paratodoi=1,...,n
Entonces para todo t € M y 1 < i < n se cumple que p(ht,g;t) > r. Pero
esto contradice el hecho de que D’ es una cubierta abierta de M. Por lo tanto
= {Bu([gi],r)} es una subcubierta finita de C y se se sigue que H es compacto.
Sean p en M y v en H medidas invariantes bajo la accién de G. Entonces,

para todo f € C(M
//fgtdu Hdv(g //fgtdv Jaju(t)

Por la transitividad de H en M y la invariancia de v, la integral interior de la
derecha depende de f pero no de ¢. Llamémosla 7( f). Entonces

v(D)u(f) =v(f)u). (2.4)
Ahora, si i’ es otra medida invariante en M entonces
p(f)p' (1) = p'(F)p(1). 0

Escolio 2.1. Si dotamos a O(n) con la distancia (2.3), por el Teorema se
tiene que M = (O(n),d) es un espacio métrico compacto. Sobre M actia O(n)
isométrica y transitivamente. De acuerdo con el teorema de Haar, existe una
unica medida normalizada de probabilidad v sobre O (n) que es invariante bajo
la multiplicacion.

Sea A C 5" ! un conjunto medible segin la medida de Haar. Por la ecuacién

).
A) — adp = AUz UeO): Uz e A}).
u) = [ xadi= [ xaUa) o = vV € 0 Ur e 4y)

Escolio 2.2. Introduciremos ahora otra medida de probabilidad sobre S"~! como
sigue. Sea A C S"! y consideremos el conjunto

A={azr:r€ A ac|0,1]}.
que llamaremos cono levantado sobre A. Definamos
VA

A= B

donde p es la medida de Lebesgue. Evidentemente, siempre que A sea medible, A
serd también medible y v A estard bien definida. Adicionalmente, v(A) = v(gA)
para todo g € O(n). Por el Ejemplo y el Teorema tenemos que v es de
hecho la medida de Haar sobre S"! inducida por la accién de O(n), pues

pA _ pBy

gt = =
) pB:  pBj
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2.2. La desigualdad de Brunn-Minkowski

La desigualdad MA /MG tiene un paralelo muy interesante para los volime-
nes en R™: la desigualdad de Brunn-Minkowski. Llegaremos a ella a través de la
desigualdad de Prékopa-Leindler y en algunas partes utilizaremos, precisamen-
te, la desigualdad MA/MG. Hagamos un poco de calentamiento con la versién
unidimensional de la desigualdad de Brunn-Minkowski.

Lema 2.1. Sean A, B dos conjuntos medibles no vacios en R, donde p es la
medida de Lebesgque. Entonces

p(A+ B) > pA+ pB,

o0, equivalentemente,

Vol(A + B) > VolA + VolB.

Demostracion. Si pA = oo, en virtud de que A +b C A+ B para b € B, se
tiene que u(A+ B) = oo y la desigualdad es trivial. Supongamos en consecuencia
que pA < 0oy uB < 00. Sea € > 0. Como u es una medida regular, entonces
existen conjuntos A’ y B’ compactos tales que u(A")+¢/2 < u(A) y u(B')+¢€/2 <
u(B). Ademads, u es invariante bajo traslaciones, asi que es posible considerar que
A'N(—o0,e] = A"y B'N[—¢,00) = B’. Més atin, podemos suponer que 0 € ANB.
Entonces, por ser A= A"+0y B'= B’ +0,

AUB cA+B CA+B.
También A’ N B’ C [—e¢, €, asi que pu (A’ N B’) < 2. Por lo tanto:

WA+ B) > pu(A'+B') > p(AUB)
= p(A) + u(B") — (A’ B
=puA+uB — u(A'NB') —¢
Z ,LLA + ,uB - 367

y haciendo tender € a cero obtenemos el resultado. O

Teorema 2.3 (Prékopa-Leindler). Sean f,g,m : R* — [0,00) tres funciones
integrables no negativas que satisfacen, para alguna 0 < A < 1 y toda x,y € R" la
desigualdad

mAz+1=XNy) > f)* gy (2.5)

for= (L) (L)

Entonces
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Demostracion. Probemos el resultado para n = 1. Sean f,g,m : R — [0,00) que
satisfacen (2.5)). Supongamos inclusive que f(x),g(z) > 0 para todo x € R. Por

el teorema de Fubini,
/ f= / X{(z,t):0<t<f(z)} dp

= /R ( / X{ (@0t f(2)} dﬂf) dt
- [t r =) a 2.6)
Los conjuntos
A={reR:|f@| =00} v B={zeR:|g)=oo)

son de medida cero al ser f y g integrables, asi que podemos redefinir f y g en
Ay B (respectivamente) de modo que valgan 1, sin alterar el valor las integrales.
Entonces f y g estan acotadas y por lo tanto podemos normalizarlas de modo que
sup f(x) = sup g(x) = 1. De este modo los conjuntos

{o:fx)>t} v {y:9(y) >t}

son no vacios para cada 0 <t < 1. Sean x,y € Ry t € [0,1] tales que f(z) >ty
g(y) > t. Entonces se cumple que

mAx + (1 =N y) >t
De aqui que, por la desigualdad MA /MG,

{z:m(z) 2t} 2 Ma: flz) 2t} + (1= A){y: 9(y) = t}.
Aplicando el Lema [2.1] obtenemos

i({zm(z) > 1)
> p(Ma: f(z) 2t + (1= {y:g(y) = t})
> ({z: fle) 2t + A =N pu({y:gly) = 1}).
De aqui se desprende que la desigualdad es valida para n = 1, utilizando la
expresion y la desigualdad MA/MG.
Procedemos ahora por induccién. Supongamos que el resultado es valido para

n. Consideremos las tres funciones integrables reales no negativas f, g, m : R** —
[0,00) que satisfacen (2.5)) para alguna 0 < A < 1. Fijemos x¢, yo € R y hagamos

20 = )\l’g + (1 — )\) Yo- (27)
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Definanse nuevas funciones f,, gy,, Mz, : R — [0, 00) fijando la primera coor-
denada de las originales:

fwo(x) = f(x07x>7
9w(y) = 9(Yo,y),
m.,(z) = m(z,2).

Como las nuevas funciones satisfacen las hipétesis del teorema, por la hipdtesis
de induccién se tiene que

(L) (L)

Noétese que la ecuacion anterior se verifica para cada xg, yo, 2o que satisfacen
la relacién (2.7)). Definimos ahora las funciones

flu) = Rnfu(x)dx,
i) = [ lo)dn

m(u) = anu(x)d:c.

Ya demostramos que cada una de estas funciones satisface la desigualdad del
teorema para el caso unidimensional. Aplicando nuevamente el Lema [2.1], tenemos

Jour = fm
= () () = (L) (L)

lo que completa la induccion. Il
Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4 (Desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean A, B conjuntos medibles
en R™. Entonces

3=

Vol (A + B)" > Vol (A)" + Vol (B)
0, equivalentemente, para toda \ € (0,1)

Vol (AA + (1 — \) B) > Vol (A)* Vol (B)' ™.
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Demostracion. Sean m, f y g las funciones caracteristicas de A\A+ (1 —A\) B, Ay
B, respectivamente. Si x estd en A y y estd en B, entonces A\x + (1 — \) y estd en
AA+ (1 — X) B pero no necesariamente en A o B. De aqui que m, f y g satisfagan
las condiciones del Teorema [2.3] y puesto que

Vol(AMA+(1—-)N)B) = m

R

- (/n f)A (/n9>1A=V01(A)AVOI(B)1,\

se sigue el resultado deseado. Sélo falta probar la equivalencia de las desigualdades
propuestas. La primera implica a la segunda, pues

Vol(M + (1= A)B)" > Vol (M)" + Vol ((1 — \) B)»
> AVol(A)" + (1 — ) Vol (B)~
> Vol (A)" Vol (B) ™,

esto 1ltimo por la desigualdad MA/MG.

Finalmente, veamos que la segunda implica la primera. Si cualesquiera de los
dos volimenes de la desigualdad es nulo, no hay nada que demostrar. Por lo tanto,
supongamos que Vol (A) y Vol (B) son positivos. Haciendo

\ Vol (A)~
Vol (A)# + Vol (B)

9

3=

tenemos que

3=

Vol (A + B) _ v01< A+ B >
(Vol (A)* + Vol (B) )" Vol (A)" + Vol (B)#
= Vol (A—A ; +(1—A)—B )
Vol (A)= Vol (A)=

A A 5 (1-))
Vol [ —5— ) +Vvol | ———
Vol (A)= Vol (A)=

>
> 1,
y resulta la equivalencia de las desigualdades. O]

Definicién 2.3. Sea A C S"!. Definimos el e-engrosamiento de A como
Ac={ze S d(z,A) <e},
donde d (z,y) = ||z — y||, es la métrica euclidiana y d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}.
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Obsérvese que el complemento del e-engrosamiento de A es
c={zxe S :d(z,A)>¢€}.

Antes de pasar al resultado siguiente, haremos una observacién ttil sobre los
conjuntos convexos. Sean «, 3 € R positivos y A un conjunto convexo. Por un
lado, es evidente que

(a+ B)A C aA + BA.

Por otro lado, si u € aA + A entonces

u = aa + fa, ay,a; € A,

u:(a—l—ﬁ)( ¢ +b )

+ a
a+ 0 ! a+ 3 2

Dada la convexidad de A, se hace manifiesto que u € (a+3)Ay que aA+FA C
(v + B)A. Asi,

por lo cual

(a+ B)A = aA + [A.

Disponiendo de todo lo anterior, podemos ya obtener el resultado del que
derivaran los principales hechos de concentracién que emplearemos.

Teorema 2.5 (Gromov y Milman). Existen constantes 0 < ¢,C < oo tales que
para cualquier n entero positivo, A C S™ medible y pu la medida de Haar en
S"=1 se cumple
p(A) < ——
¢ p(A)
Demostracion (Ball, Arias y Villa). Sean Ay y Ay un subconjunto de BY, la bola
euclidiana unitaria n- dimensional, tales que

exp (—C’(—:Zn) :

d(A;,As) = Inf d(z,y) >e

r€AL,YEA2

Para cada x € A; y y € Ay tenemos:

x+y2 i 2 2
2 4~

2

Tty
2

r—y
2

2 2
_ ||%‘||2-2F||y\|2 <1

2 2

donde la igualdad es consecuencia del Lema|[l.1} Por lo tanto,

1
2\ 2
9 4

r+y
2
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es decir,
A+ Ay

2

donde § = 1—(1—%)% > %. Tomemos A; y As, los conos levantados sobre Ay y As,
respectivamente. Afirmamos quesiZ € A; yy € A, entonces (T+7)/2 € (1—8)B2.
En efecto, T = ax y ¥y = [y para algunos x € A, y € By 0 < o, <1,y sin
pérdida alguna de generalidad, podemos suponer que a > >0y f/a =~y < 1.
Entonces

f+§_ax+5y_a(x+’yy)
2 o\ 2

C(1-0)B?

n

T+

=a (v%ﬂ/ +(1 —v)g) = ay (Ty> + ol —7)%

y por lo tanto

r+y

cay(1—8)B2+a(l—7)(1-0)B2=a(l —0)B2C (1-46)B>

segun las observaciones precedentes. De aqui que
3L+ 342 C (1-0)B;
y por consiguiente
Vol (14 + 14,) < (1—6)"Vol(B?).

La aplicacion de la desigualdad de Brunn-Minkowksi nos revela que

Vol (YA, + $45) > Vo2 (4;) Vo2 (4y),

y asi
A 2 _ S\2n —2né —ne2/4
JAy — VOIA; <(- 6)2nVol(§n) _ (1—-9) < <© |
Vol(B2) VolA4, A, 1A pA
asi que tomando Ay = A, Ay = AS, C = }1 y ¢ = 1 tenemos el resultado. n

2.3. La desigualdad de Lévy

La siguiente desigualdad es precisamente la que nos da cuenta del fenémeno
de concentracién de la medida alrededor de una mediana. La nocién de mediana
puede consultarse en el Apéndice B.
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Teorema 2.6 (Lévy). Sea f : S™' — R una funcién no negativa de Lipschitz
con constante L, es decir, para toda x yy en S"! se cumple

[f(2) = FW)l < Lz —yll,.

Ezisten constantes 0 < ¢, C' < oo tales que para toda f : S~ ! — R de Lipschitz
y todo t > 0 se cumple

il 1)~ M1 > th < comp (551,

donde M es una mediana de f.

Demostracion. Supongamos que L = 1. Denotemos A = {x: f(z) < M}. Sea
x tal que d(x,A) < t. Entonces, para todo € existe y € A tal que d(z,y) <
d(z,A)+e<t+e Como f es de Lipschitz,

f(@) = fy) <t+e,

entonces
flo)<t+e+fly) <t+e+ M

es decir,
flx) <t+ M.

Extraemos como conclusiéon que
Ay CH{x: f(z) — M <t}

0, lo que es lo mismo

A D {x: f(x) — M > t}.

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema tenemos

pz: fla) =M >t}) < p (A7)
1 t*n
=@ P (_E)

- 2 t’n
—exp | ——— ).
- P 4

Si z es tal que f(x) < M —t < M, entonces © € A C A;. Por consiguiente

p{a: fx) =M< —t}) < p(A)

< 1 tn
= (A TP\ T 6
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Tomando ¢ = % obtenemos

p 1 (@) = M| > 1} < cexp (—%”) |

En caso de que L # 1, tenemos

A e (i) :

Para poder extender a la esperanza respecto a la medida p el teorema anterior,
requerimos de una desigualdad que implica (muy elegantemente) a la MA/MG.

Lema 2.2 (Jensen). Sea pu una medida positiva sobre una o-dlgebra M en un
conjunto 0, tal que p(Q) = 1. Si f es una funcidn real en L'(pn), a < f(z) < b
para todo x € Q) y ¢ es convexa en (a,b), entonces

¢(/Qfdu) < [@ond

Demostracion. Hagamos t = fod,u, lo que asegura que a < t < b. Si (3 es el
supremo de los cocientes del primer miembro de la desigualdad

o(t) — (s)  ¢(u) — 6(t)

t—s - u—t

con a < s < t, entonces  no supera a ninguno de los cocientes del segundo
miembro de la desigualdad para cualquier ¢ € (¢,b). Deducimos que

¢(s) = o(t) +B-(s—1t), (a<s<b),
y, por lo tanto,
o(f(z)) —o(t) — B(f(z) —1) = 0 (2.8)
para todo x € €2. Como ¢ es continua, ¢ o f es medible. Si integramos ambos

miembros de ([2.8]) respecto a i, tenemos la conclusién del teorema, en virtud de
la eleccién de t y la hipdtesis p(2) = 1. O

Escolio 2.3. Si a Q = {t;}, (n entero positivo) lo dotamos con la medida

A
M(A):u7 AcCQ
n

y siempre que
p(at) > |ale(t),

podemos concluir que

Zcb >¢<Zf )
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Teorema 2.7 (Lévy). Existen constantes 0 < ¢, C' < oo tales que para todo t > 0
y toda funcion de Lipschitz f : S — R no negativa con constante L se cumple
que

il s 100 = B(DI> ) < comn (-1,

Demostracion. Como en el teorema anterior, podemos suponer que L = 1. Deno-
temos por X i la medida producto en S"~ ! x S"71. Sea

A={(z,y) € " x S" N1 [ f(x) = M|+ |f(y) — M| >t}

B:{xES"_1:|f(x)—M|>%}.

Se satisface
AC(BxS"Hu(S" ! xB)

y podemos deducir que

px p{(,y) € 8" SUT | (x) = fy)] >t}
< pux p(A) < px p(B xS 4 x p(S"TH % B)

n—1 t / t2n
=2uix €S :|f(9c)—M|>§ < 2¢ exp 16 )

donde M es una mediana de f. Con el teorema de Fubini estimamos la esperanza

de exp(N[f(z) — E(f)]):

E,Byexp (X |f (2) = f (y)I°) = /OOO 2\texp (X*t) pox pf{|f (z) — f (y)| > t}dt

< 4\ /000 t exp [tQ ()\2 - %)} dt.

Eligiendo A = /35 y observando que

/0 t exp (—/\t2) dt = ﬁ/o exp (—u) du = TR
obtenemos
E Eyexp (N |f (z) — f (y)]°) < 2.

Como ¢(t) = exp(t?) es una funcién convexa, la desigualdad de Jensen nos
indica que

2¢ > E,Eyexp (\|f(x) — f(y))
> Eyexp (N |f (z) — E(f)]°) = E [exp (M| f () = E()]")] -
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Combinando los resultados anteriores con la desigualdad de Chebyshev obte-
nemos

plz:|f (x) = E(f)| >t} = u{x L e @-BAIP S e%tQ}
Eexp (%|f (x) — E(f)])
exp (#51?)

n
< 2o (—g5t)
< 2c¢ exp %

que es lo que queriamos probar. O

2.4. Almartagas

Por ultimo, discutiremos el fenémeno de concentracién para almartagas. Apli-
caremos esto al andlisis de los algoritmos por pase de mensajes, empleados con
cierta clase de cédigos lineales.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, G una subo-édlgebra de F y f €
LY(Q2, F, P). Entonces

M(A):/Afdp, Aeg

define una medida sobre G que es absolutamente continua con respecto a P|g.
Segun el Teorema , existe una tnica h € L*(Q, F, P) tal que

/Ath:/AfdP

para toda A € G. Llamamos a esta h la esperanza condicional de f respecto a G
y lo denotaremos como h = E(f|G).

Definicién 2.4. Dada una sucesién
FCFHKC...CF

de o-algebras, una sucesién fi, fo, ... de funciones f; € L'(€, F;, P) es una alméar-
taga respecto a {F;}52, si

E(filFi1) = fisr, 1=2,3,....

Demostraremos ahora una de las desigualdades basicas de la teoria de almarta-
gas.
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Teorema 2.8 (Azuma y Hoeffding). Sea Xy, X1, ..., una almdrtaga respecto a
{Fi}ee tal que para cada i > 1

| X — Xica] <,

donde ; puede depender de . Entonces, paran > 1 y para o > 0,

a’n
P(|X, — Xo| > av/n) < 2exp (_T> .
2Zi:1 'Yz‘2

Mas ain, si E(X) = X, para algin n > 1,

P(E(X) — Xo| > av/i) < 2exp (—25—”7) |

Demostracion. Normalizando si es necesario, podemos suponer que y; < 1. Con-
sideremos la funcién

f(x) := exp(yz)

donde v > 0 y la linea ¢(x) intersecta a f(z) en los dos puntos (—1,e77) y (1,¢e7).
Como f(z) es convexa, tenemos

flz) <c(z), zel-1,1].
También necesitamos la desigualdad
cosh(z) < e*/?, z€R,
que se deduce directamente de sus expansiones de Taylor. Sea Y; = X; — X, 4
para i > 1. Observamos que la condicién |X; — X;_1| se transforma en |Y;| < 1.
Mas atun
E(Yi|Fi1) = B(Xi = X, 1|Fir) = B(Xi|Fi1) = Xi 1 =0,
y asi
E(f(Y)|Fi-1) < E(c(Y3)|Fioa)

— ¢(B(Y|Fier)) = e(0) = cosh(y) < exp (”5) .

Notemos que X,,— X, = > | i y claramente todas esas variables son medibles



2.4. Almértagas 33

respecto a Fy. En consecuencia,
£, 30 = £ (s (+30%) ) = 2 T 00
i=1

—E Hf(Y ]—"0> (E(n
()
<E (1} f(Yi)> exp (%2) < exp (%72) -

Se sigue de la desigualdad de Chebyshev que

)

P(X, — Xo > a/n) = P(f(X, — Xo) flav/n))
E(f(X, — X))
- fla

2
9 o
< exp ( ) exp ) = exp (—7) )

donde elegimos v = «/y/n. De manera totalmente andloga probamos que

P(X, — Xo < —a/n) < exp(—a?/2),
y juntando todo tenemos el resultado. O]

Como fue observado por G. Pisier en [Pis83], sin mucha dificultad y con mucho
ingenio podemos extender el Teorema al resultado que sigue.

Teorema 2.9 (Pisier). Bajo las hipdtesis del Teorema (2.8, y definiendo

Rax}irllpoe = méx af

donde {a}r_, es un reacomodo decreciente de {||a;||}r_,, tenemos

=1

P(|X, — Xo| > avn) < 2exp (— exp5||a\||/ﬁ ) :
Yill1,00

donde & es una constante absoluta.
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Demostracion. Normalizando si fuera necesario, podemos suponer que

H{lI7lloo Yozt 1,00 = 1

Ahora escojamos una permutacién 7 de {1,...,n} tal que

Entonces, paran > k > 1

—_

Dado un entero N < n, tenemos:

< —,
n%mu_k
P( de
1

N
221nN+1)§P< 221nN>—|—P<
pero

N N N 1
z%w»ﬁzﬂ%®M§§:E§ﬂﬁw
1 1 1

y de aqui que el primer término del lado derecho de la desigualdad (2.9)) es 0.
Ahora, por el Teorema [2.8]

- 1
P E Vel > 2In N + 1 §2exp<— — >
( 1 ) 43 v e 1%
N
<2 —— .
Sit > 1, hagamos

()]

N. En consecuencia,

D d

N+1

> 1> . (2.9)

de modo que 1 < N <exp (5) <

P(|Xn = Xo| 2 t) =P < > 215)
k=1
SP(Z% 221nN+1>
k=1

< 2exp(—N/4)

sexp <_$> |
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Por otro lado, sit < 1,

t—1
2 exp (—%) > 2exp(—1/8) > 1,

y la desigualdad es trivialmente cierta en este caso. O]



Capitulo 3

Una aplicacion a la teoria de codigos

Aseverar que un codigo tiene una
propiedad especifica es casi siempre
una tarea dificil. Por otro lado, mu-
chas veces es facil mostrar que la
mayoria de cédigos, en un ensam-
ble elegido apropiadamente, poseen
una propiedad.

T. Richardson y R. Urbanke,
IRU06]

Este capitulo es un interludio donde aplicaremos cuestiones de concentracion
a la teoria de cédigos. Empezaremos por motivar e introducir brevemente las
generalidades de la teoria y después nos enfocaremos en los codigos lineales de baja
densidad. Finalmente, demostraremos un teorema que nos dice cémo se comporta
“respecto al promedio” un algoritmo de decodificacion sobre este tipo de codigos.

3.1. Cuestiones basicas

Supongamos que dos agentes, un emisor y un receptor desean comunicarse.
Acuerdan utilizar un cierto conjunto finito de simbolos ¥ con el cual codifican
sus mensajes. Puesto que los mensajes pueden ser muy largos, también deciden
descomponerlos en paquetes o bloques de longitud n.

En un mundo ideal, los dos agentes tendran a su disposicién un medio de
transmision perfecto, donde todo lo enviado por el emisor es recibido de forma fiel
por el receptor. Sin embargo, en el mundo real, es poco probable que la transmision
sea perfecta y algunos simbolos del mensaje llegardn alterados, o inclusive seran
reemplazados por ruido. Ante esta situacion, el receptor deseard contar con algin

36
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mecanismo que le permita recuperar toda o parte de la informacion perdida a
partir de lo que ha recibido.

Esta situacion, cuyo estudio ha estado estimulado por las telecomunicaciones
modernas, en lo concerniente a la naturaleza de los mensajes se captura matemati-
camente a través de la teoria de codigos.

Definicién 3.1. Sea ¥ un alfabeto de cardinalidad ¢q. Un cédigo C' es un sub-
conjunto de X" para algun entero positivo n. A cada elemento del codigo C' le
llamaremos palabra.

En X" se puede introducir una distancia muy natural denominada métrica de
Hamming, y que denotaremos por A. Definimos a A como

Az,y) = Hai #yi 1 1 <i < n},
es decir, el nimero de coordenadas en las cuales difieren x y y. Con esta métrica
podemos definir la minima distancia de un cédigo a través de
A(C):= min A(x,y).
(€)= min Alzy)

Hay cuatro parametros asociados a un codigo C'.

= El tamano del bloque, n, donde C' C ",

» Longitud del mensaje, k = log, |C'|. Conviene observar que, a pesar de que
se envien n simbolos, sélo k contienen al mensaje.

» La distancia minima d = A(C).
» El tamano del alfabeto, ¢ = |X|.

Es bastante bueno conseguir un cédigo C' con un valor grande de d. ; Por qué?
Veamos lo que defini6 Hamming al respecto.

Definicién 3.2. El coédigo C' es e-detector de errores si, bajo la garantia de que
no ocurren mas de e errores durante las transmision, es posible detectar si han
ocurrido errores o no, y e es el mayor entero con esta propiedad. El cédigo C'
es t-corrector de errores si, siempre que no ocurran mas de ¢ errores durante la
transmision, es siempre posible determinar cuales son los errores y corregirlos, y
t es el mayor entero con esta propiedad.

Teorema 3.1. Un codigo C con distancia minima d puede corregir hasta L%J
errores y detectar hasta d — 1 errores.

Demostracion. Si el cédigo es capaz de detectar e errores no puede ser que dos
palabras disten en e o menos, pues entonces una palabra correcta y una con e
errores serian indistinguibles. Por lo tanto d > e, asi que e es a lo mas d — 1.
Por otro lado, para corregir ¢ errores es necesario que las bolas de radio ¢ no se
intersecten, asi que d > 2t, y entonces d — 1 > 2¢; luego ¢t < Ld%lj ]
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3.1.1. Cdbdigos lineales

Los c6digos lineales se obtienen cuando el alfabeto ¥ es, de hecho, un campo
finito IF, para algin ¢. Lo mas interesante es que podemos elegir el cédigo C' como
un subespacio de [y, y en este caso decimos que el codigo es lineal.

Notacion 3.1. A un codigo lineal con longitud de bloque n y longitud de mensaje
k lo denotaremos como C|n, k.

Siendo asi, podemos aprovechar la rica teoria algebraica disponible para es-
pacios vectoriales y obtener propiedades ttiles de los codigos lineales. Por sim-
plicidad, consideraremos sélo cédigos para los cuales ¢ = 2, y que llamaremos
binarios.

Digamos, de manera especifica, que C' es un subespacio k-dimensional de F}
sobre [Fy. Podemos encontrar una base B = {g; f;ol para C'. Tenemos que para
todo ¢ € C existen uy,...,u,_1 € Fy tales que

k—1
Cc= § U;gi,
i=0
o, de forma mas sucinta,
c = uG,

donde GG es una matriz de tamano k X n cuyas filas son los vectores g;. A G
se le denomina matriz generadora del cédigo C. El espacio nulo C*+ de C' es un
subespacio (n — k)-dimensional que consiste en todos los vectores x tales que

xGT = 0.

Consideremos ahora una base {h;}"=F~! de C*. Para ¢ € C se cumple que
ch? = 0 para todo 4, que se resume en la expresién

cHT =0,

donde H es una matriz es una matriz de tamafno (n — k) x n cuyas filas son los
vectores {h;}. A H se le llama matriz de verificacion de paridad de C.

Definicién 3.3. Un cddigo de verificacion de paridad de baja densidad es un
codigo C|n, k| cuya matriz de verificacién de paridad tiene O(n) entradas no nulas.

Abreviamos los codigos anterioremente definidos como cédigos VPBD. Fue-
ron introducidos por Gallager en 1961, y pasaron desapercibidos a pesar de sus
excelentes propiedades.
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3.2. El canal binario con pérdida

El canal binario con pérdida (CBP) es quizd el modelo de canal de comu-
nicacién mas simple no trivial, y fue introducido como ejemplo excesivamente
simplificado por Elias en 1954. No obstante, la aparicién de la internet ha hecho
retomar a este modelo como algo factible en la realidad.

En el canal binario se transmiten solamente dos simbolos: 0 y 1. Si el emisor
transmite al tiempo t el simbolo x;, con probabilidad 1 — € el receptor recibe x;
y con probabilidad e se pierde; esto se representa con el simbolo 7. Ademas, la
probabilidad de pérdida es independiente del tiempo t. Dicho de otra forma, el
canal no tiene memoria, lo cual se expresa como

P(xy =7?x) =€, t >t

A un canal binario con probabilidad de pérdida € lo denotaremos como CBP(¢).

3.2.1. Transmision usando cédigos lineales

Consideremos un cédigo binario lineal C'[n, k] definido en términos de su matriz
de verificacién de paridad H. Supongamos que el transmisor escoge de forma
uniformemente aleatoria una palabra X de C' y que la transmision se realiza
sobre el CBP(¢€). Sea Y la palabra recibida con elementos en el alfabeto extendido
{0,1,?7}, £ C [n] := {1,...,n} el conjunto de indices de pérdidas y € = [n] \ .
En otras palabras, i € £ si, y sélo si, Y; =7.

Consideremos ahora un decodificador de bloque con una regla de méaxima
probabilidad a posteriori (MAP), es decir

~MAP

ip™ (y) =arg max Pxy (z|y).
xre

Escribamos la ecuacién Hz? = 0 de la forma

T T _
que, dado que trabajamos sobre Fy, es equivalente a
T _ gy T
T . T
Desde luego, s* := Hzug
debemos considerar la ecuacion ng% = s’ Puesto que, por hipétesis, la palabra
transmitida es una palabra valida, sabemos que esta ecuacion tiene al menos una
solucién, lo cual quiere decir que el rango de Hg es a lo més |£]. Cuando se

cumple la igualdad, el decodificador MAP puede hallar exactamente una solucién

es conocido por el receptor, lo que nos indica que
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a la ecuacién y la decodificacién queda univocamente determinada. En otro caso,
hay miultiples soluciones igualmente probables en virtud de la eleccién de X. Sea

XMAP () = {z € C: Hex}l = HE?J%JE — ?J%}7

entonces
~MAP _ VS XMAP(y)v |XMAP(y)| = 1a
Tt (y) = , g
pérdida, en otro caso.

Esto quiere decir que cuando podemos decodificar de manera univoca una
palabra recibida, bastard resolver un sistema de ecuaciones. Usando la reduccion
gaussiana y una sustitucién hacia atrds, podemos lograrlo en O(n?) iteraciones. Sin
embargo, usando cédigos VPBD, existen algoritmos de decodificacién que corren
casi siempre en tiempo O(n), aprovechando precisamente el hecho de que las pocas
entradas no nulas de la matriz de verificacion de paridad muy probablemente
eliminen en gran parte o totalmente la necesidad de hacer la reduccién gaussiana.

3.3. Grafos de Tanner

A cada cddigo binario C' podemos asociarle un grafo bipartito denominado
grafo de Tanner de la siguiente manera. Sea H la matriz de verificaciéon de paridad
de C, y supongamos que es de tamano m X n. Diremos entonces que el grafo de
Tanner tendra n vértices de variable y m vértices de verificacion, y un vértice de
verificacion 4 estard conectado a un vértice j de variable si, y sélo si, H;; = 1, lo
que significa que la variable j participa de la i-ésima restriccién de verificacion de
paridad.

Cabe observar que para un cédigo dado existe mas de un grafo de Tanner
asociado, de la misma manera que existen varias bases para C*. A pesar de que
todos estos grafos representan al mismo codigo, no son equivalentes desde el punto
de vista del decodificador por paso de mensajes que veremos después.

Para el caso de los cédigos VPBD, los grafos de Tanner asociados tienen po-
cas aristas. Esto se hace patente para ciertos casos particulares que definimos a
continuacion.

Definicién 3.4. Un cédigo VPBD (I, r)-regular es tal que, para su grafo de Tanner
asociado, cada vértice de variable es de grado [ y cada vértice de verificacién es
de grado 7.

El nimero de aristas del grafo de Tanner asociado a un cédigo VPDB (I, 7)-
regular es In, donde n es la longitud del cédigo. Conforme n crece, el niimero
de aristas (o entradas no nulas de la matriz de verificacién de paridad) crece
linealmente respecto a n.
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La situacion se vuelve mas ventajosa cuando examinamos el caso general.
Consideremos a un cédigo VPBD de longitud n tal que el nimero de vértices
de variables de grado i es A;, de tal suerte que > . A; = n. De la misma forma,
denotando el nimero de vértices de verificacion de grado ¢ como P;, tenemos que
Y. Pi =n7, donde r = m/n es la razén de disenio del cédigo y ¥ =1 — r. Puesto
que el conteo de aristas debe coincidir,

Sin-Yin
Definimos también los polinomios

lméx Tméx

Ax) = ZAixi, P(x) = Z P’

donde A; = 0, pues los c6digos con estas caracteristicas tienen buenas propiedades.
De estas definiciones se siguen inmediatamente las siguientes relaciones
P(1
A(l)=n, PQ)=nF, rA,P)=1- Q, A(1) = P'(1).
A(1)
Llamamos a A y P las distribuciones de grados de variable y de verificacién,
respectivamente. También consideraremos las distribuciones normalizadas de gra-

do
A=) _ D)

L(z) := AL’ (x) = P

Definicién 3.5. Dado un par de distribuciones de grado (A, P), definimos el
ensamble de grafos bipartitos VPBD(A, P) de la siguiente manera. Cada grafo
en VPBD(A, P) tiene A(1) vértices de variable y P(1) vértices de verificacion, A;
vértices de variable y P; vértices de verificacién de grado i. Un vértice de grado ¢
tiene ¢ enchufes de los cuales i aristas emanan, de modo que hay A’(7) = P’'(i) en
cada lado. Etiquetemos los enchufes de cada lado con el conjunto

[A(D)] :={1,...,N (i)}

de alguna manera arbitraria pero fija. Sea ¢ una permutacién de [A’(7)]. Asociemos
a o un grafo bipartito conectando el i-ésimo enchufe en el lado de las variables con
el o(i)-ésimo enchufe en el lado de la verificacién. Dejando a o correr sobre todo
Sar(1y genera un conjunto de grafos bipartitos, que junto con una distribucién de
probabilidad uniforme sobre los mismos, constituye el ensamble VPBD(A, P).

Escolio 3.1. Para cada elemento en el conjunto subyacente en VPBD(A, P) po-
demos asociarle un cédigo considerando la matriz de verificacién de paridad H
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que tiene un 1 en la entrada i, j-ésima si, y sélo si, el i-ésimo vértice de verificacién
esta conectado con la j-ésimo vértice de variable un nimero impar de vértices. Por
esta razon, indistintamente consideraremos que VPBD(A, P) estd conformado de
codigos o grafos bipartitos, ain cuando la distribucion de probabilidad resultante
en el caso de los cddigos no es uniforme.

Para terminar, esta seccién, cambiaremos de perspectiva respecto al ntimero
de vértices por el niimero de aristas. Definimos los polinomios

a._ N@)  L(z) _ i1, Pllx) _ R(z)
M) = Z” =n - oy s ;Pﬂ C P R

y se verifica facilmente que \; es la fraccién de aristas conectadas a vértices de va-
riables de grado i y p; es la fraccion de aristas conectadas a vértices de verificacion
de grado i. Evidentemente, tanto el par (A, P) como la tripla (n, A, p) conllevan
la misma informacién. Por eso, al conjunto VPBD(A, P) lo denotaremos también
como VPBD(n, A, p).

3.4. Decodificaciéon por paso de mensajes

Como habiamos mencionado, cuando la matriz de verificacién de paridad es
de baja densidad, existe un algoritmo que casi siempre corre en tiempo lineal
y decodifica correctamente un mesaje Y recibido en caso de presentar algunos
simbolos perdidos al transmitir sobre el CBP(¢). Este algoritmo se conoce como
decodificador por paso de mensajes.

El algoritmo procede por varias rondas de paso de mensajes. Primero, se envian
los mensajes de los vértices de verificacién a los vértices de variable a lo largo de
todas las aristas. Estos mensajes se procesan a continuacion en los vértices de
variable y se reenvian a los vértices de verificacién. Esto constituye una ronda
de paso de mensajes. La propiedad caracteristica de este algoritmo es que los
mensajes emanados de un vértice particular a lo largo de diferentes aristas pueden
ser diferentes.

Los mensajes se toman del conjunto {0,1,7}, donde 7 significa pérdida, como
hemos acordado. Asimismo indica una variable cuyo valor ain no ha sido deter-
minado.

Dado un vértice de variable v, sea E(v) el conjunto de las aristas que emanan
de él. De la misma forma definimos E(¢) para un vértice de verificacién ¢. Decimos
que un mensaje o valor recibido que no sea un pérdida como conocido, y denotamos
al mensaje de entrada enviado por la arista e como m;(e), y a los de salida como
ms(e).
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Definicién 3.6. Decimos que un vértice de variable es conocido si su valor recibido
es conocido o si tiene al menos mensaje de entrada que es conocido. Decimos que
un vértice de verificacién es conocido si a lo mas uno de sus mensajes de entrada
es conocido.

Algoritmo 3.1 (Decodificacién por paso de mensajes). Dada una palabra Y
recibida por el CBP y el grafo de Tanner T asociado al cédigo C', decodifica la
palabra original X.

1: Hacer todos los mensajes de vértices de verificacién a vértices de variable
iguales a 7.

2: repetir

3:  para todo c € T de verificacién hacer

4 para todo e € E(c) hacer

5: si df € E(c) \ e,m;(f) =7 entonces

6: me(e) « 7.

7 si no

8 mo(€) = - e pene M)

9: fin si

10: fin para

11: fin para

12:  para todo v € T' de variable hacer

13: para todo e € E(v) hacer

14: siY,=?AVfeEWw))\em(f)="entonces
15: me(e) « 7.

16: si no

17: me(e) «— Y,.

18: fin si

19: fin para

20: fin para
21: hasta que no haya més mensajes que enviar.

Si al término del algoritmo anterior todos los vértices de variable son conocidos,
tenemos éxito y la palabra original es recuperada. Puede verse que el algoritmo
visita cada arista a lo mas dos veces, asi que corre en tiempo lineal sobre la longitud
del mensaje.

Teorema 3.2. Sea T el grafo de Tanner que representa a un codigo lineal bi-
nario C. Supongamos que C se usa para transmitir sobre el CBP(¢) y que el
decodificador realiza una decodificacion por paso de mensajes en T. Denotemos
por PBY(T e, 0, x) la probabilidad condicional de pérdida después de la (-ésima
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iteracion, suponiendo que x € C' fue enviado. Entonces

PBP(T ¢, 0, ) Z PBP(T e,0,2") := PB"(T ¢, 0),

z'eC

ICI

esto es, PBY(T e, (,x) es independiente de la palabra transmitida.

Demostracion. Obsérvese que el mensaje a lo largo de la arista e es ya sea pérdida
o es igual al valor de la entrada asociada. Consideremos el paso de mensajes
suponiendo que dos palabras distintas, digamos x y 2/, fueron transmitidas pero
que ha ocurrido el mismo patrén de pérdida ha ocurrido. Veamos el mensaje de
verificacién a variable enviado durante la /-ésima iteracion a lo largo del vértice e
que esta conectado con el i-ésimo vértice de variable. Procedemos por induccion.
En la primera iteracién todos los mensajes son de pérdida, asi que es trivialmente
cierto el aserto. Examinemos un mensaje subsecuente de verificacion a variable a
lo largo de la arista e que esta conectado al vértice de verificacion c. Este mensaje
es pérdida si, y sélo si, cualquiera de los mensajes de variable a verificacion a lo
largo de los ejes E(c) \ e son de pérdida. En otro caso, el mensaje es la suma de
todos los mensajes entrantes a lo largo de las aristas FE(c) \ e. Pero al ser = y z’
palabras codigo validas y en virtud de las restricciones, esta suma es igual a x; y
x;, respectivamente. Un argumento analogo comprueba el paso inductivo para los
mensajes a vértices de variable. O

Sea Z el nimero de mensajes de pérdida de variables a verificacién entre las
nl mensajes de pérdida, pasados durante la ¢-ésima iteracion para un (7', R) € Q.
Aqui G es un grafo del ensamble VPBD(n, 2!, 2"71), R es una entrada particular
al decodificador y € es un espacio de probabilidad. Sea =; para 0 < i < (I + 1)n
una sucesion de relaciones de equivalencia en ) ordenadas por refinamiento, esto
es,

(G/,R/) =; (G//, R//) (Gl R/) (G// R”)

Estas clases de equivalencia estan definidas por igualdades parciales. Para ser
mas precisos: supongase que se exponen las [n aristas del grafo una a la vez, es
decir, en el paso i € [nl] exponemos al enchufe 7(i) de un vértice de verificacién
que esta conectado con el i-ésimo vértice de variable. De modo similar definimos
en los siguientes n pasos se exponen n valores recibidos, uno a la vez. Tenemos
que (G', R') =; (G", R") si, y sélo si, la informacién revelada durante los primeros
1 pasos es la misma para ambos pares. Denotemos por h el nimero de pasos en
este procedimiento de exposicién, notando que h = (I + 1)n

A continuacién, definamos Zy, 71, ..., Z, por

Zi(G, R) := E(Z(G', R)|(G', R) =i (G, R)).
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Por construccién, {Z;}, es una almértaga. Procederemos a encontrar las
cotas ; de modo que

Zis1(GyR) — Zi(G R)| <, i=0,....h—1, (3.1)

tratando de que dependan de l, r y £, pero no de n.

Consigamos la expresion (3.1)) para i € [nl], esto es, los pasos donde exponemos
a las aristas. Recordemos que 7r( ) = j significa que el enchufe del i-ésimo vértice
de variable esté conectado al enchufe del j-ésimo vértice de verificacién. Sea G(G, 7)
el conjunto de grafos en el ensamble VPBD(n, 2!, 2"~1) tal que las primeras i
aristas son iguales a las aristas de G. Tenemos

G(G,i) = {G": (G, R) = (G, R)}.

Sea G;(G, 1) el subconjunto de G(G, i) que consiste en aquellos grafos para los
cuales (i + 1) = j. Entonces

i) = Ugj(c;,i).

Segun lo anterior,

Zi(G.R) = E(Z(G', R)|G € (G(G, i)
=) E(Z(G',R)|G € G;(G,i))P(G' € G;(G,1)|G' € G(G,1)) (3.2)

J€[nd]
Afirmamos que si j y k son tales que
P(G' € G;(G,))|G" € G(G,i)) #0 v P(G" € Gu(G,)|G" € G(G, 1)) #0
entonces
|E(Z(G', R)|G' € G;(G,1)) — E(Z(G', R)|G' € Gi(G,1))| < 8(Ir)". (3.3)

Para probar este aserto, definimos un mapeo ¢, : G;(G,7) — Gi(G, i) como
sigue. Sea 7 la permutacién que define la asignacién de aristas para un grafo dado
H € G;(G,i) y sea i = 7 (k). Definimos la permutacién 7' como una idéntica a
7, salvo por el hecho de que 7'(i + 1) = k y 7'(i') = j. Sea H' el grafo que resulta
de esta operacion. Observemos que H' € G, (G, 1) y que ¢y j es una biyeccién que
conserva probabilidades. Veremos ahora que, para un H y R fijos

|Z(H,R) — Z(¢;4(H), R)| < 8(Ir)" (3.4)

y de aqui deduciremos nuestra afirmacion inicial.
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Para este fin, notemos primero que el mensaje enviado por una arista dada
durante la /-ésima iteraciéon es sélo una funcion del grafo sobre el cual se trabaja y
la informacion que se tiene hasta ese momento, que llamaremos Cj. Por lo tanto,
un mensaje se ve afectado por un intercambio de extremos de dos aristas si al
menos una de estas aristas pertenece a C,. Tenemos C; tiene a lo sumo 2(Ir)*
aristas distintas y, por simetrfa, una arista puede ser parte de a lo mas 2(Ir)*
grafos de esta naturaleza. Se sigue que a lo mas 8(Ir)¢ grafos pueden ser afectados
por el intercambio de extremos de aristas, lo que prueba la desigualdad .

Ahora cualquier par Z(H,R) v Z(¢;,(H), R) tienen una diferencia acotada
por 8(Ir)¢ y, puesto que para cualquier variable aleatoria |[E(W)| < E(|W]), se
sigue el aserto .

Segun la definicién, Z;11(G, R) = E(Z(G',R')|G" € G;(G,1)) para algin j €
U;, donde ¥; C [nl] denota el conjunto de enchufes desocupados en el lado de los
vértices de verificacion después de revelar ¢ aristas de GG. Por lo tanto

|ZH_1(G, R) - ZZ(G, R)| S gIéé\IlX |E(Z(G,,R,)|G/ S Q](G,z)) - ZZ(G, R)|
< mix |[B(Z(G', R)|G' € G;(G.1) — B(Z(G', R)|G' € Gi(G. )]

< 8(Ir)",

donde usamos la expresion . Esto demuestra que podemos tomar 7; = 8(Ir)*
para i € [nl] en (3.1).

Para la revelacién de valores, el argumento es esencialmente el mismo, excepto
que al no considerarse cuatro posibles combinaciones de intercambios de extremos
de vértices basta considerar la cota 2(Ir)’ dada por la simetria. Queda probado
as{ que podemos hacer v; = 2(Ir)* parai € {nl+1,...,(n+ 1)} en (B.1).

La desigualdad conjuntamente con el Teorema , arroja inmediatamente
este resultado.

Teorema 3.3. Sea G elegido aleatoriamente de VPBD(n, A, p) para ser usado en
la transmision por el CBP(€) y supongamos que el decodificador realiza ¢ iteracio-
nes del Algoritmo |3.1. Entonces, para 0 > 0, se satisface la desigualdad

52n?
P12 = B(Z)] > on) < 2exp ( 128[(1 + 1)n + 1](zq~)%) |
Este teorema nos habla del desempenio del decodificador por paso de men-
sajes usando como pardmetro la media de los cédigos en VPBD(n, A, p), que es
arquetipico del paradigma de decodificacion iterativa. En la practica da muy bue-
nos resultados, y el Teorema[3.3]da “apoyo moral” a este paradigma, pues necesita
valores muy grandes de n para caer por debajo de 1 y decirnos algo 1til sobre la de-
codificacién. Si se puede refinar lo suficiente la cota , entonces puede aplicarse
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el Teorema para obtener una cota potencialmente mas 1util. Esto, no obstante,
no es tan sencillo pues exige replantear profundamente el andlisis anteriormente
hecho a la decodificacién por paso de mensajes.



Capitulo 4

El Teorema de Dvoretzky

Se tenia la idea de que los espacios
de dimensién grande eran modeli-
zados por los espacios de dimension
infinita. El teorema de Dvoretzky
di6 la confirmacién concluyente de
que este hecho era rotundamente
falso.

Jesius Bastero Eleizalde, [BEOQ]

Una bola es parte esencial del jue-
go.

Johan Cruijff

Es momento de enunciar (y demostrar) el teorema de Dvoretzky. Nos to-
mara todo el capitulo asi que procederemos con calma.

4.1. Cuerpos convexos y seminormas

Veamos una generalizacién del concepto de norma, que nos ayudara a replan-
tear el teorema de Dvoretzky para facilitar su demostracion. Con X denotaremos
a un espacio vectorial real.

Definicién 4.1. Una funcién p : X — R es una seminorma si:
1. Es subaditiva, es decir, para todo x,y € X se cumple
p(z +y) < plz) + p(y). (4.1)

48
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2. Satisface, para o € R,
plazx) = || p(x). (4.2)

Obsérvese que toda norma es una seminorma pero no reciprocamente. Por
ejemplo, en cualquier espacio vectorial X podemos definir la seminorma trivial

p(z) =0 para toda = € X,

que obviamente satisface (4.1]) y (4.2)), pero no cumple que p(z) = 0 si, y sdlo si,
r=0.

Proposicién 4.1. Una seminorma p en X satisface
p(0) = 0, (4.3)
plx—y) = |p(x) —py)l,
en particular, p(x) > 0.
Demostracion. Por (4.2)
p(0) = p(0z) = Op(z) = 0.
Noétese que p(—z) = |—1| p(z) = p(x). De la desigualdad (4.1)) se tiene
p(x) = plz —y+y) < plz —y) +py),
e intercambiando x e y obtenemos
py) < ply — ) + p(z) = plz —y) + p(2),
y de aqui que
—plz —y) < plx) = ply) < plz —y),
lo que implica (4.4)). O
Teorema 4.1. Sea p una seminorma en X, y ¢ > 0. Entonces el conjunto
K={re X :p(x)<c}
disfruta de las siguientes propiedades.
1. El elemento 0 pertenece a K.

2. El conjunto K es convezxo: siz,y € K y\ € [0,1] entonces \x+(1-\)y € K.

3. El conjunto K es equilibrado: si x € K y |\ < 1, entonces \x € K. En
particular, K es simétrico.
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4. El conjunto K es absorbente: para cualquier x € X existe A > 0 tal que
T eK.
)

5. Se cumple
; L
p(x) = inf {)\c. ) EK}‘

A>0

Demostracion. La primera afirmacion es clara a partir de (4.3). Supéngase que
|A| < 1. La tercera y cuarta son consecuencia de

p(Ar) =Ml p(z) < [Ae<ec

) (m) <e

El segundo aserto se debe a que

p Az + (1= Ay) p(Ar) +p((1=Ny)

<
< Ad+(1-Ne=c

Finalmente, tenemos que ¥ € K si, y sdlo si, p (f) < ¢, y esto ultimo si, y sélo
si, p(z) < Ac. Por lo tanto p(z) es cota inferior del conjunto {Ac: % € K, A > 0}.
Pongamos

ﬁ:z;’\r;%{)\cziel(}.

Entonces p(x) < . Sea € > 0. Escogiendo

Aezp(af)Jre’

por lo tanto A.c € {)\c: 1€ K}, y

obtenemos

B<Ac=p(x)+e

0, lo que es lo mismo, § < p(x), y juntando las dos desigualdades obtenemos lo
deseado. O

Definicién 4.2. Sea K C X. El funcional

pK(x):inf{/\:ieK}

A>0

se llama el funcional de Minkowski del conjunto K.
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El funcional de Minkowski es sumamente importante: si K es un conjunto
apropiado, entonces su comportamiento es bastante familiar.

Teorema 4.2. El funcional de Minkowski px : X — R sobre un conjunto K
convexo, absorbente y equilibrado de X es una seminorma.

Demostracion. Escribimos p en lugar de pg, por simplicidad. Como K es absor-
bente, el conjunto {)\ >0:3€ K} es no vacio, pues existe a > 0 tal que

1
—x e K
«

para cualquier x € X. El conjunto, ademas, estd acotado inferiormente por 0.
Por lo tanto p(x) estd bien definido. Sean z,y € X y € > 0. Por la definicién del
funcional de Minkowski deben existir A\;, Ay > 0 tales que

A < p(z)+e€
y
A2 < ply) +e
que satisfacen
1 1
€ K.
N

Por la convexidad de K se tiene que

VRN N\ 1
—+ € K.
(A1+)\2) M ()\1+)\2) X

T+y
A1+A2

Se cumple ahora que € K. Nuevamente, por la definicién del funcional

de Minkowski,
plx+y) < A+ X < p(x) + p(y) + 2,

lo que arroja la desigualdad del triangulo al tender € a cero. Sea a € R. Como K
es equilibrado entonces
-1 1
—T = —x) € K,
Y
lo que implica que p(—x) < A1 < p(x) + €, es decir, p(—

z) < p(zx), lo cual es
vélido para toda z € K. En particular, p(—(—z)) = p(z) < p

(—x), por lo que
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p(—x) = p(z). Ahora bien, para cada o > 0, si y = o, entonces

plaz) = ply) = inf {1: L e K}
:ﬁﬁpﬁ%eK}

A>0
ax
—  inf {A:—-ek}
A=a\ >0 A
x
- 'f{X:—eK}
a1)\1’1>0 @ /\/
x
— amf {N:JeK] -
" € ) = oot
ya que si @ > 0 entonces |a| = . Si @ < 0 entonces a = — |a| y

plax) = p(—|alz) = p(la|z) = |al p(z).
Por 1ltimo, como O0x = 0 y para todo A > 0 se cumple que A0 = 0, entonces

p(0z) = ;\r;%{)\ A€ R} =0=0p(z),

por lo que se cumple la propiedad (4.2)). ]

Para una seminorma p en X, el conjunto K = {z : p(x) < 1} es convexo,
equilibrado y absorbente. Si p fuese ademés una norma, K tiene las mismas pro-
piedades. ; Tendra otras? En este caso, si x # 0, se tiene que p(x) # 0, es decir

x
x :inf{)\:—GK}>O.
PK( ) A>0 A
Traduccion: para cada z € X no nulo existe un 0 < C, < oo tal que, si kz € K,
entonces k < C,. Supongamos ahora que p es una seminorma y que, si z € X es
distinto de cero, existe 0 < C, < oo tal que kx € K implica que k£ < C. Puesto
que % > CL > (), entonces CL es una cota inferior para {)\ s K}, y de aqui se
desprende que
1
r) > — >0.
pi(z) > o
Helo ahi: ahora p es una norma. Resumimos estas observaciones en el siguiente
teorema.

Teorema 4.3. Sea K un subconjunto de X. El funcional de Minkowski px es
una norma en X si, y solo si, K es convero, equilibrado, absorbente y tiene la
propiedad

(Vxe X,z #0)(3C,,0< Cp <o0) (k>0,kr e K=k <(C,). (4.5)
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Definicién 4.3. Sea Y C X. El ntcleo de Y se define como el conjunto
NY)={yeY:(Vze X)(Fe>0)(t|] <e=y+treY)}

Definicién 4.4. Un subconjunto K C R" es un cuerpo convexo si es convexo y
de ntcleo no vacio.

Proposicién 4.2. Un subconjunto K C X es un cuerpo convero cuyo nicleo
contiene al cero si, y solo si, K es convexo, equilibrado y absorbente. En particular,
el funcional de Minkowski px es una seminorma si, y solo si, K es un cuerpo
convezo con 0 € N(K).

Demostracion. Demostremos la parte directa. Ya tenemos que K es convexo, y la
absorbencia es consecuencia inmediata de la pertenencia de 0 al nucleo de K. Si
x € K, se satisface que tz € K para todo ¢ tal que |t| < ¢, pues 0 € N(K). Dado
que z € K, € > 1, asi que en particular tx € X siempre que |t| < 1.

Examinemos ahora la veracidad de la afirmacion reciproca. Como K es absor-
bente, para todo x € X existe A > 0 tal que ¥ € K. En particular, 0 = % € K.
Ademds, dado que K es equilibrado, —{ € K. La convexidad de K asegura

1

que para cualquier ¢ tal que |[t| < { se cumple que tr € K. Esto prueba que

0 € N(K). O

Ejemplo 4.1. Consideremos a la familia de espacios vectoriales normados £, sobre
R, que son justamente R™ dotados con la norma

1
n P
ol - (z w)
=1

2]l = mdx fai]

paral <p< ooy

Entonces las bolas unitarias de ﬁg:

n __ n .
Bp_{xeR.nﬂug1}
son ejemplos de cuerpos convexos simétricos. En general, la bola unitaria cerrada
de una norma en R™ es un cuerpo convexo simétrico.

Proposicién 4.3. Sean K y L dos subconjuntos de X tales que px y pr son
sus respectivos funcionales de Minkowski y ademds son normas de X. Entonces
K C L si, y sdlo si, para toda x se cumple pg(x) > pr(x).
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Necesidad. Para todo € > 0 existe A tal que

1
Xl’ngL

pr(z) <\ < pg(x) +e.

Haciendo tender € a cero obtenemos el resultado. O

Suficiencia. Sea x € X tal que px(z) < 1. Supongamos que z ¢ K. Si Ay > 0 es
tal que /\iow € K entonces, claramente, \g # 1. Si ocurriera que A\g < 1, como K es
equilibrado, se tendria que 3\\—31’ =z € K, lo cual es una contradiccién. Entonces
Ao > 1. Luego pg(x) > 1, lo que implica que pg(x) = 1. Se deduce que para cada
1>e>Oexiste>\>0talque%xEKy

A<1+e,

y cOmo 1%6 < 1, al ser K equilibrado, se tiene que 1%6:6 = ﬁ%x ceKy

Puesto que K es convexo,

1;906[(.
1 €

e T

€K,

lo cual nuevamente es contradictorio. Se concluye que pg(x) < 1 implica que
x € K. Por otra parte, si x € K, entonces

pK(CE) <1,
luego x € K si, y sélo si, pg(x) < 1. Es més, si © € K, se satisface
pr(z) < pr(r) <1,

y se sigue que x € L. ]

4.2. El enunciado y algunas observaciones

Teorema 4.4 (Dvoretzky, 1960). Para cada € > 0 existe una constante c(e) > 0
tal que para cada n € N y cada cuerpo convero simétrico K C R"™ existe un
subespacio V- C R™ tal que:

1. Se satisface dimV = k, donde k > clogn.

2. El conjunto V N K es “e-euclidiano”, lo que significa que existe v > 0 tal
que ) .
VAar(l+e 2By cVNKcCcVnr(l+e:2B;.
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Antes de dar la demostracién (que es bastante larga), veamos algunos ejemplos
que ilustran el teorema.

Ejemplo 4.2. Consideremos como cuerpo simétrico convexo a la bola unitaria en
(. (el cubo n-dimensional), la cual es lejana a la bola euclidiana. Es facil ver que
la razén de radios de bolas acotadas y acotantes para tal cubo es /n, es decir,

By C BY C v/nBj.

Escolio 4.1. De acuerdo al teorema de Dvoretzky, podemos encontrar un subes-
pacio de R™ de dimensién proporcional a logn en el cual la razén de bolas acotadas
y acotantes para un cuerpo simétrico y convexo sea exactamente 1 + €.

Escolio 4.2. La constante ¢ de la formulacién del Teorema depende de la
calidad de la aproximacién e. Se sabe que existen constantes ¢; y ¢, tales que

6162 <c< ey

log <

Claramente, existe un gran espacio entre las cotas inferiores y superiores y la
dependencia exacta es todavia un importante problema abierto.

La caracterizacion de las normas de un espacio vectorial nos permite plantear
el Teorema [4.4] en la siguiente forma equivalente.

Teorema 4.5. Para cada € > 0 existe una constante c(e) > 0 tal que para cada
n € N y cada norma ||| en R™, existe un subespacio V-C R™ tal que:

1. Se satisface AimV =k, donde k > clogn.
2. Existe 0 < M < oo tal que para todo x € V' se cumple
_1 1
M1 +e) 2 lzlly < [lzfl < (L +€)2 Mz,
es decir, las normas ||-||, y ||-|| son equivalentes en V' salvo por e, donde ||-||,
es la norma euclideana.

4.3. Demostracion del Teorema de Dvoretzky

Lema 4.1. Para cada 0 < € < 1 eziste una e-red N de S™ ' de cardinalidad no
mayor que (1 + %)n
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Demostracion. Denotemos por By a la bola unitaria euclidiana de R™. Sea N =
{x;};", un subconjunto maximal de S™! tal que para toda =,y € N se cumple que
|z — y|l, > €. La maximalidad de N implica que es una e-red en S"~!. Supongamos
que N no fuera una e-red. Entonces existe u € S™! tal que para todo x € N,
|z — ul|, > €. Pero entonces Ny = {z;};-, U{u} es tal que para todo z,y € Ny se
cumple que ||z —y||, > €, y ademds N C Ny, lo cual contradice la maximalidad
de n.

Los elementos de {B (x4, g)}zl son disjuntos entre si y tal conjunto esta com-

pletamente contenido en (1 + g) By. Por un lado

w(Us(eg)) - S (n(ed)
— mVol (B (:v g))
= mVol <§B (x, 1))
= m (%)n\/ol (Bs),

pero

Vol (UB (:c %)) < Vol ((1 + %) BQ> ,

m§<1j/€2/2)n:(1+§>n. O

Lema 4.2. Supdngase que V' es un espacio de Banach dimensionalmente finito
dotado con las normas |-| y ||| que satisface

de donde

(1—=0) <|lzf <(1+9)

para cada x € N, donde N es una 6-red en B = {x : |x| = 1} para algin 0 <
0 < 1. Entonces, para cada v € V
1-36 < 146
1-9¢ —1-9

Demostracion. Sea x € B y témese x1 € N tal que |x — 21| < J. Luego escéjase
x9 € N tal que

r — T <5

— X2 9

|z — a1

y obtenemos
T—x; — v — 31| 25| <6 |1 — 11| < 6%
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Repitiendo este procedimiento de aproximacién podemos obtener una sucesion
infinita {x;} y nimeros reales 0 < ¢; < 4" tal que para cada n

n
i=1

Por lo tanto, Y., 0;x; converge a x tanto en (V,|-|) como en (V,|-||), pues
cualesquiera dos normas en un espacio de Banach dimensionalmente finito son
equivalentes (ver el Teorema [4.9). Més atin

i=1
< D6
i=1
1496

< (1+0)) 6 <
=1

<o,

[zl < sup
n

Para la cota superior, sea € Bj| y escdjase y € N tal que [z —y| < 0.
Entonces

[zl = lly+2—yl
>yl = [lz =yl
146
> 18— _
2 1-0— =l —yl
146
> 1-0—0——
> 6~
_ 85— 2 _§5_452 _
L l-0-04 00 _1-30
= 1—6 1-0

Escolio 4.3. Sea € > 0. Si

5 < vVi+e—1
“3V/1+e—-1
entonces se cumple que
1 1—-35 1+0
< y <
V1+e 1—-6 1—6

Teorema 4.6. Para cada € > 0 existe una constante c(e¢) > 0 tal que para cada
n € N y cada norma ||-|| en R", eziste un subespacio V-C R™ tal que:

1+ e

1. Se satisface dimV =k, donde k = |c (%)2 n|.
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2. Para cada x €'V
1 1
(L 4e) 2 flzfly < flefl < (T +€)2 [l (4.6)
donden = [4. ||| du yb es la constante mds pequena tal que ||z|| < b|z]|,.

Demostracion. Sea Viy C R™ un subespacio de dimension k. Escribimos

Sk—l — Sn—l N ‘/0
y consideramos a N una dé-red de S*~! de cardinalidad a lo més (%)k, con d < 1,
la cual sabemos que existe por el Lema [4.1, Fijemos x¢o € N y consideremos las
funciones

s 57— R
y
F:0n)—R
definida esta tltima a través de F' (U) = ||Uzo||. Primero: ndtese que b es una

constante de Lipschitz de ||-||:
[zl = Nyl < [lz = yll < bllz = ylla-
Segundo: por el Escolio [2.1
v{UeOn): |F(U)-E,(F)|>t}=pl{ees" "z = B 1D >t}
y segtn la ecuacion ([2.4]),
1= Bl-=[ el = [ F@) )
Sn—1 O(n)
= E,(F).

Podemos ahora aplicar el Teorema [2.7]

Ct’n
I/{UEO(n):\]\Ux0\|—n\>t}§cexp(— B ),

y haciendo t = dn,

v{U €O (n):||Uxo|| —n| > dn} < cexp
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Esto puede repetirse para cada x € N, lo que implica que

_ S 2
v{U €O (n):||Uz||—n|>on} < cexp|—Cn (%) |N|
- 2
< cexp |—-Cn (%) + kln %] .

Existe una constante 7' tal que

In(c) + kIn (;) < Tkn (%) ,

asi que podemos elegir el entero k de modo que

C6? <n>2 ok C6? <77>2
- n = =) n|.
Tln % b Tln % b
Con este k podemos asegurar con probabilidad positiva que existe U € O(n)
que satisface para todo r € N

(1=0)n <|Uz| < (1+6)n.

Por lo tanto, de acuerdo al Lema 4.2, para todo z € 1}

1—30 1446
-7 < < |-
(3=5) el < 10l < (153 Nl

y eligiendo 9 segtn el Escolio obtenemos que se satisface la desigualdad (4.6)).
El subespacio buscado es V = UVj}. O

Podemos usar este teorema para calcular el valor k para los espacios £}, con
1 < p < 0o. Antes necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 4.4. Sea f : "' — R una funcién integrable y f(t) = ||t||of (m)

Se satisface )
o J(E) du(t)
f(@)du(t) = fR—d,
sn-1 Jin I ]l2 ()
donde p es la medida de Haar sobre S"! y v es la medida sobre R™ con densidad
exp(—7 Y4, £2).

Demostracion. Se tiene que [g, f(t) dv(t) es invariante bajo la accién de O(n), y
por la unicidad de la medida de Haar sobre S™~! se sigue que

[iowo = [ el () w0 [ oo,

212 §n-1

que basta trasponer para obtener lo requerido. Il
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Por lo desigualdad de Jensen,

n p n
(Z |5L’z'|> <D fml,
i=1

=1

lo que implica que ||z||; < ||z||, para p > 1; adicionalmente, tenemos que

n
lzly = > lail”
i=1

n
< D l-lnl
i=1
2-p p
n 5 2 n 2
< (se) " (Sw)
i=1 i=1
2-p
= nz |lzfl3,
para p > 1, luego
1.1
]l < me™2 fla]l, -

Ahora tenemos que evaluar 1. Sea z = (g1, . .., g,) € R™ un vector de variables
gaussianas independientes. Sea T = iy tomando f(t) = [[t]|, en la Proposicién
4.4 nos devuelve la identidad

E |||
Bz, =
P Bl

Para acotar esta ultima cantidad, usamos primeramente la desigualdad

B(X1al) < (X Blal)" < (X (Blalr)” = kol

donde k es una constante (lo cual sabemos por el Escolio [B.1)) y segundamente

(E (> |gi|p)’l’)p > B(Y lol) = K(p)n

donde K (p) = E(|g:|?) es una constante. Ambas desigualdades resultan de aplicar
de la desigualdad de Jensen. Por lo tanto

1_1
n=E, |7, = e 5.

Finalmente tenemos

ASAIN]

. ¢y (e)nr  sip>2,
cp(e)n  sip=1.
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pues

4.3.1. Elipsoides y el lema de Dvoretzky y Rogers

Para completar la demostracién del teorema de Dvoretzky, sélo nos falta es-
timar E y b. En lugar de probar el resultado para la bola euclidiana, lo haremos
para un elipsoide. Veremos que sera facil intercambiarlos después.

Definicién 4.5. Sea {z;}_, C R™ un conjunto linealmente independiente. Un
elipsoide £ € R" es el conjunto

&= {Zn:aimi:zn:a? < 1}.

=1 i=1

ea {e;}" | la base canénica de R"™. Definimos un automorfismo 7" de R" a
S 1J4=1
través de

Te’i = Ty,

que satisface
T(By) =E.

Un elipsoide induce un producto interior

(,y)e = (T_lx,T_ly) )

Lema 4.3 (Dvoretzky y Rogers). Sea ||| alguna norma en R™ y denotemos su
bola unitaria por K. Sea & el unico elipsoide de mdximo volumen inscrito en K
(Lema y sea || la norma inducida por €. Entonces existe {x;};_, € IE (la
frontera de £) ortonormal con respecto al producto interior (-,-). de modo tal que
hay una constante universal § que satisface

, — 1
5<1J )gnxiug
n

Demostracion. Seleccionemos primero un punto arbitrario x; € 0€ de norma
;. . . —1
méxima. Ciertamente, ||| = |z1] = 1. Supongamos que hemos escogido {z\}_,

para toda 1 < i < n.
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que son ortonormales con respecto a £. Escdjase z; de norma méxima entre los
j—1 . . ..
x € 0 que son ortogonales a {zy};,_;. Nuestro elipsoide original es

Definamos un nuevo elipsoide que esta deformado apropiadamente

E {Zaﬂ,zg+zb_2 < 1}.
=1 =1 =7

Supongamos que Y. a;z; € €. Entonces, para cada z € gen {.iEk}Z:j N o&
tenemos que
]| < ;]

pues de lo contrario se contradice la eleccién de z;, que es el vector de nor-
. . . . P i—1
ma mdaxima perpendicular a los x; con 1 < ¢ < j. Més atn, Y /-, a;z; € af y

Z?:j a;x; € bE, por lo tanto

IA
B

j—1
> aii
=1

Zaz‘xi < lzllo,

y de aqui que

< + < a+ | b

n j—l n
E a;T; E Q;T; E Q;T;
i=1 i=1 i=j

Los volimenes de € y & satisfacen Vol (£) = /76" Vol (). Si a+ ||z;]| b <
1, entonces £ C K. En virtud de que &€ es el elipsoide de volumen méaximo ins-
crito en K concluimos que para todo a,b,j tales que a + ||z;]|b < 1, entonces
a’~ 1" =i+ < 1. Sustituyendo b = ﬁx’]‘ﬁ y a = L1 se sigue que para cada j > 2

j—1

,7 SEPNEES -

ol z a7 1 -a) = (22) 7 (1o ) 2 (1-20) o
n n n

Teorema 4.7. Para cada € > 0 eziste una constante absoluta ¢ (€) tal que si ||-||
es alguna norma de R™ entonces existe un subespacio V- C R™ y un elipsoide £
que satisface lo siguiente.
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1. Se cumple que dimV =k, con k > c(€) logn.
2. Para cada x €V :

_1 1
(T+e)72 lzfle < llzl < (T +€)2 [l -

Demostracion. Sea £ un elipsoide de maximo volumen inscrito en K = Bj y
T un automorfismo lineal de R” tal que T (BY) = . Denotemos H = T~ (K).
Entonces la bola euclidiana Bj es el elipsoide de maximo volumen inscrito en H.
Por lo tanto basta probar el teorema para la norma ||-|| ;.

Por el Lema existe un conjunto ortogonal de vectores {z;};_ , C S" !,
ademads existe una constante 0" que para todo 1 <i < bJ satisface

lill = 8"

Por lo tanto, por la ley del paralelogramo y la ortogonalidad de {x;}}_, respecto

al-llg

el au= [
Snfl n—1
/Sn 1 2 (
2/ méx{
Sn—l
n—2
Z/ méx{
Sn—l

Z a;T;
- [ mw{me}m>&/ max {lai]} du.
S

n
g a;T;

H
n—1

E A;T; — Apln

=1

i :||an37n||H} dp
H

H/ H

y ||an—1$n—1||H ) ||anxn||H} dlU“

H
n—1

H

i=1
n—1 1<1<L— Sn—1 <Z<L2

Por lo tanto, la udltima integral es exactamente la esperanza del vector con
las coordenadas distribuidas normal e independientemente, normalizada segin la
norma, en fo:

/ max {|a;|} da = Em Xi<i<| 2| {lg:}
n—1 1<i<n (ZZ lgl)E
EmaX1<z<LnJ {|gll}

E(Z 191)
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Para acotar el denominador, obsérvese que por la concavidad de la funcién raiz
y la desigualdad de Jensen

E(ZQ?) §<Ezgf> = V.

Ahora utilizamos las propiedades de la distribucién normal para obtener
—¢2
P (|lg:| >t) > cexp <T)

para alguna constante ¢ > 0. Hagamos m = \_gj y

m

P(méx|g| >t) = 1-[[P (gl <t)
i=1

- 1—H(1—P(|gi|>t))

i=1

()

Sustituyendo ¢ = /2 1og m obtenemos

P (mix|gi| > v/2logm) > 1— (1= )" > 1—exp(—0) > C,

m

para alguna constante absoluta C'. Ahora aplicamos la desigualdad de Chebyshev
para terminar la estimacién

E méLXJ {lg:l} > /2logmP <méx|gi\ > \/210gm> > C+/logn.
1<i<| 2

Ahora tenemos la desigualdad

logn
1= [ lally oz Cyf 5%
Sn—1 n

Para completar la demostracién, haciendo b = 1 (porque By C H) en el
Teorema tenemos que existe un subespacio V' C R” de dimensién no menor
que C'logn que satisface para cada z € V'

_1 1
(L4672 lzfly < flelly < (T +e)2 [zl

El elipsoide buscado es simplemente & = T'(BY). O
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Usando la Proposicién 4.3 podemos hacer el siguiente replanteamiento.

Teorema 4.8. Para cada € > 0 existe una constante absoluta c(€) tal que para
cualquier cuerpo convexo simétrico de R™ existe un subespacio V- C R"™ y un
elipsoide € que satisface lo siguiente.

1. Se cumple que dimV =k, con k > c¢(€)logn.
2. Una seccion de K en' V' es “casi” un elipsoide

(1+€) 2ENVCKNVC(1+e2ENV.

La siguiente proposicién nos conducird directamente al Teorema [4.4] también
por la Proposicion [4.3]

Definicién 4.6. Sea H un espacio con producto interior y M un subconjunto de
H. Definimos
M*+={yec H:(z,y)=0VYr e M}.

Proposicién 4.5. Sea £ un elipsoide en R*. Entonces existe un subespacio W C
RF de dimensién m = L%J y 0 <r <oo tal que

r(BsnW)=&EnW.

Demostracion. Primero encontraremos m vectores que son ortogonales con res-

pecto al producto interno usual (-, ) y tam4bién respecto al producto (-, ), inducido
por €. Sea E algtin subespacio de R", denotaremos por £+ su complemento or-
togonal con respecto a (-,-) y por Ez su complemento ortogonal con respecto al
producto (-, ).

Escojamos algin v; € R™ tal que [jv1]], = 1. Nétese que la dimensién del
subespacio
)" N (gen {or});
es al menos n — 2, pues cada (gen {"01})l tiene dimensién n — 1. Por lo tanto,
podemos elegir un vector vy que satisface |[vs]|, = 1y es ortogonal v; con respecto
a ambos productos interiores. Podemos repetir este proceso L%J veces para obtener

5]

un conjunto de vectores {v;} %’ que es ortogonal respecto a ambos productos. A
k

partir de esta familia vamos a construir otra de LZJ elementos todos de la misma
longitud y ortogonal respecto a ambos productos.

Ordenamos los vectores respecto a las normas

(gen {v1}

ville > flvallg > -+ >

Lzl >0



66 Capitulo 4. El Teorema de Dvoretzky

y escogemos algin numero a tal que

> q >
FELES TN

o)
Ahora para cada 1 <17 < \_ﬂ escogemos 0 < \; < 1 de tal suerte que

2

NellollE + (=20 [Jop o] < 0

£
y construimos una sucesion de L%J vectores
U; = \/ )\ivi —+ \V/ 1-— )\ZULkJ e
§ —1

De la construccion es facil calcular que la nueva familia es ortogonal respecto
a ambos productos. Mas ain

2
Juilla = A lloilly + (1 — M) UL%J—Z'H , 1
y
2
2 2 2
willz = N ||vsl|e + (1 — ;) ||v =a”.
sl = Xl + (=20 o
- 4]
Haciendo W = gen {u;} % v
( 1
5] 4] L5 \°
ByNnW = Zaiui : Zaiui = a? <1
i=1 i=1 i=1
\
/ 1
4] 5] 5\ °
= a;u; a;u;l|l =a a? <a
i=1 i=1 i=1
L £
= aENW,
y vemos que tomando r = % se obtiene el resultado. O]

4.4. Una observacion final

Hemos hecho todo un argiiende de la demostraciéon del Teorema de Dvoretzky;
sin embargo, todavia hay que enunciar una forma equivalente (ahora si, es la
ultima) que necesitaremos.
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Definicién 4.7. Sean F y F' espacios de Banach. Si E'y F' son isomorfos, defini-
mos su distancia de Banach-Mazur como

d(B,F) =f {||T|| |77},

donde el infimo recorre todos los isomorfismos 7" : £ — F. Si E y F no son
isomorfos, hacemos d (E, F') = co.

Escolio 4.4. La distancia de Banach-Mazur satisface una desigualdad del triangu-
lo multiplicativa, es decir, si E es isomorfo a F', y F' es isomorfo a GG, tenemos

d(E,G)<d(E,F)d(F,G).
Notese que
L= |1 = [T o 7| < T |7 (4.7)
por lo cual d (E, F) > 1.

Hemos hablado profusamente de los espacios de Banach. Sin embargo, resulta
que todos los espacios de Banach de dimension n son esencialmente idénticos.

Teorema 4.9. 5i X es un espacio vectorial de dimension n, entonces cualesquiera
dos normas en X son equivalentes.

n

Demostracidn. Sea |-| cualquier norma en X y sea {¢;};_, una base de Hamel para

1=

X. Sea {e;}_, la base canénica K". Si para z = " | a;e; definimos

n

Z a;&;

i=1

|z, =

n Y

es claro que |-|, define una norma en K", y por ello podemos reducir la demostra-
cién del teorema considerar solamente a K".
. n / .
Consideremos entonces a K" con la norma usual ||-|| y sea |-|" cualquier otra
norma en K”. Procederemos por induccién sobre n. Para n = 1, tomando

, 1
M, = max{]el|/,|e—|,},
1

se cumple que |e;|" < My, por lo que si x = aje;
|5L“|’ = |01€1|/
= aul les]” <as] My = ||| M,y
e igualmente |e;|" < M%, y obtenemos |z|" > M% ||z||. Supongamos que la afirmacién
es verdadera para todo m < n. Sea

J:{X:(j17-~'7jm+l):jiENalgjlg"'gjerlgn}v
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entonces para cualquier (ji, ..., j,) el espacio generado por {e;,};" | es cerrado en
la norma |-|', por que es cerrado en la norma ||-||. Sea ahora
m—+1
v = {5 e e i)
i=1
y consideremos las r = 1,...,m funcionales Pj(:() . Y) — K" dadas por
m—+1
i=1

Es claro que

nic P;:O =gen{e;}, C YW,

iFEr
y este subespacio es cerrado. Por lo tanto Pj(:‘) es continua (ver [FG97, pp. 81-82])

parar =1,...,m+ 1. Por un lado, si x = Z::{l aej,
m—+1 m—+1
lall = || > (P2) esf| < S|P o) < K la
i=1 i=1

donde

m+1
i=1

Este nimero existe porque J es un conjunto finito. Por otro lado tenemos

1 1
) m—+1 ) m+1 ) 2 m—+1 o
|z Do laillen < [ D lail > (lesl)

N

<
=1 =1 =1
1 1
m—+1 2 n ) 2
2
i (zw) (zuej/)) e
=1 =1

1
donde Kj = (fo:l (Jes, ')2) *_ de manera que si M, = méx {Ky, K5} entonces

Mo 2l < Jol" < Mo ||| =
n

Corolario 4.1. Sea (X, ||-||y) un espacio normado de dimension n, y sea {&};_,
una base de Hamel de X. Entonces, si {e;};_, es la base candnica de K", el

operador T" dado por
: (z 5) Y

i=1 =1
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es un isomorfismo. Es decir, todos los espacios de Banach de dimension n son
isomorfos entre si, y a K" en particular.

Escolio 4.5. Haremos una manipulacién de las desigualdades establecidas por el
Teorema : para cada x € V y cada isomorfismo T : (5 — V|

IT|| < (1+€¢)2M

y usando (4.7)
1

177l < (14927
luego [|T[[|T"[l2 < (1 +¢).

Teorema 4.10. Para cada € > 0 y cada natural k, hay un nimero n(e, k) con la
siguiente propiedad: existe un espacio de Banach Y de dimension por lo menos
n(e, k) que contiene un subespacio X de dimensién k que satisface d(X, (5) < 1+e.

Demostracion. Sea € > 0y c(e) la constante del Teorema Hagamos
TL(€7 k) = LeXp(kJ - C<€>>J7

y sea Y = R" con una norma arbitraria || - ||. Ahora existe un subespacio X de Y’
de dimensién k tal que

_1 1
M1+ e)7> flzfly, < flefl < (14 €)2 Mzl

para alguna constante 0 < M < oco. Que d(X,¢5) < 1+ € es consecuencia del
Escolio 4.8 O

A la luz de estos hechos y teniendo en cuenta los Teoremas y4.10, podemos
dar otra equivalencia (jla tltimal) del teorema estrella de este capitulo.

Teorema 4.11 (Dvoretzky, 1961). Sea X un espacio de Banach dimensional-
mente infinito. Entonces, para cada enteron y cada € > 0 existe un subespacio n-
dimensional C de X tal que

d(C,03) <1+e.



Capitulo 5

Los Teoremas de Joichi y
Davis-Dean-Singer

La estructura del espacio de Hil-
bert es bien conocida, en parte por-
que cada subespacio estd comple-
mentado.

W. Davis, D. Dean y I. Singer,
[DDS68]

Pienso que con el capitulo anterior ya llevamos la mitad del camino. Los si-
guientes resultados son un poco mas sencillos, y es inmediata su conexion con el
problema de los espacios complementarios. A decir verdad, no he dicho todavia
de qué se trata ese problema. Pronto lo veremos.

5.1. El Teorema de Joichi

En esta seccién seguiremos al articulo original [Joi66].

5.1.1. Redes y semirreticulos

Definicién 5.1. Un conjunto A parcialmente ordenado (es decir, que tiene una
relaciéon < reflexiva, antisimétrica y transitiva) se denomina conjunto dirigido si
para cualesquiera «, § € A existe un v € A tal que o < vy 3 < . Tal elemento
~ se denomina cota superior.

Ejemplo 5.1. Para cualquier conjunto X, su conjunto potencia estd parcialmente
ordenado bajo la relacién de inclusién. Ademads, es un conjunto dirigido, pues para
cualquier A, B C X, el conjunto AU B pertenece al conjunto potenciay AUB D A
y AUB D B.

70
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Sea A un conjunto dirigido y «, 3,7 € A. Sea v una cota superior de a y 3. Si
para cualquier otra cota superior 7 de a 'y (3 se satisface v < 7/, entonces se dice
que 7 es el supremo de a y 3, y se denota v =« V 3.

Definicién 5.2. Un conjunto dirigido donde todo par de elementos tiene un su-
premo es un semirreticulo.

Ejemplo 5.2. El conjunto dirigido del ejemplo anterior también es un semirreticu-
lo, pues si C' es otro conjunto tal que A C C'y B C C, entonces AUB C C.

Definicién 5.3. Sea X un conjunto. Una red en X es un subconjunto {xq},.4
X indizado por un conjunto parcialmente ordenado A. Si (X,d) es un espacio
métrico se dice que la red converge a a € X si para toda € > 0 existe un oy € A
tal que oy < a implica que

d(za,a) <,

esto lo denotamos como lim 4 z, = a. Diremos que una red es de Cauchy si para
cada € > 0 existe un oy € A tal que ag > «, 3 trae como consecuencia que

d(ze,xp) < €.

5.1.2. El Teorema de Hahn-Banach

Es dificil exagerar la importancia de cierto resultado del andlisis funcional:
el teorema de extension de Hahn-Banach. Sobre todo cuando resulta de utilidad
para nuestro objetivo.

Teorema 5.1 (Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial real y p (z) una funcion
de valores reales definida en X y que satisface las siguientes condiciones

pl+y) < p)+py) (5.1)
plax) = ap(x)

para x,y € X y « real no negativa. Sea M un subespacio vectorial de X y fo
un funcional lineal de valores reales definido en M. Supongamos que fo satisface
fo(x) < p(x) para x € M. Entonces existe un funcional lineal de valores reales F
definido en X que satisface lo siguiente.

1. Eatiende a f, es decir, F (x) = fo (x) para todo x € M.

2. Cumple la desigualdad F (x) < p(x) sobre X.
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Demostracion. Supongamos primero que X esta generado por M y otro elemento
xog & M, esto es,
X={z=m+ary:meMacR}.

La representacion de cada x € X como x = m + axg es Unica. De no ser asi, y
T =mi+ Qg = Mo + QX

entonces xry = % € M, lo cual es contradictorio. Se sigue que, para todo

nimero real ¢, si
F(z)=F (m+ azxy) = fo(m) + ac,

entonces F' es un funcional sobre X que extiende a fy, pues si x € M, entonces
a = 0. Tenemos que escoger ¢ de tal modo que F'(z) < p(x), es decir

Jo(m) 4+ ac < p(m+ ax).

Tal condicion es equivalente a otras dos:

p(2) v < pos™) a0
(0] «

fo (ﬂ) —c < p(—x0+ﬂ),a<0.
— —

Para satisfacer dichas condiciones, debemos escoger ¢ tal que
fo(m') —p(m' —xp) < e <p(m" + x9) — fo (M")
para toda m/,m” € M. Tal eleccién de c es posible, pues

fom)+ fo(m") = fo(m' +m") <p(m +m")
p(m' —xo+m" + x0)

p(m' —xo) +p(m" + x0),

IA A

lo que quiere decir que

fo(m') —p(m' —z0) < p(m” +20) — fo (mM").
El nimero ¢ debe elegirse entonces en el intervalo
sup {fo (m') —p(m’ —xo)}, inf {p(m" +x) — fo (m")}
m'eM m"eM

Consideremos ahora a la familia de todas las extensiones reales g de fj, para
las cuales se cumple g () < p(x) en el dominio de g. Podemos dotar a esta
familia de un orden parcial definiendo h > g si, y sélo si, h extiende a g. Por el
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lema de Zorn existe una extension lineal maximal F' para la cual la desigualdad
F (z) < p(z) se satisface en todo el dominio de F'. De hecho, el dominio de F' es
X. De lo contrario existiria, por lo demostrado previamente, una extension H de
F propia que satisface la desigualdad H (x) < p(x) en el todo el dominio de H,
lo que contradice la eleccion de F. O

Corolario 5.1. Dado un funcional p(x) definido sobre un espacio vectorial real
X que satisface (5.1)) y (5.2), existe un funcional lineal f definido sobre X tal que

—p(—z) < f(z) <p(z).
Demostracion. Témese cualquier punto xg € X y definase
M ={z:z=azx),acR}.
El conjunto M es un subespacio, pues si x y y pertenecen a M, entonces

e+ By = oo+ faxg
= (ya+ pa)xy € M.

Héagase fo (axg) = ap(xg). Entonces fy es un funcional real lineal definido
sobre M, pues

Jo(Biz + Bay) = fo(Branzo + facrao)
= fo((Braq + Bac) 0)
= (Bro1 + Bacr2) p (o)
= piaap (wo) + Bacvap (20)
= Bufo (@) + Bafo ().

Se tiene asi que ap (z¢) = p (azg) sia >0y
ap (zo) < —ap (=) = p (ax)

para a < 0, pues
0=p(0) <p(zo) +p(—x0).

Por lo tanto, existe un funcional f definido sobre X tal que f(z) = fo(x)
sobre M y f (x) < p(x) sobre X. Puesto que

—f (@) =f(=2) <p(=2),

obtenemos el funcional deseado. O
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Recordemos que el dual de un espacio vectorial X sobre un campo K es el
conjunto de todas las transformaciones lineales de X en K, y se denota por X*.
Si X es normado, sélo se consideran en el dual a las transformaciones continuas.
El siguiente teorema, cuya demostracién recuerda a la del teorema de existencia

de la medida de Haar, aparece en [Roy63].

Teorema 5.2 (Woodbury). Bajo las hipdtesis del Teorema sea G un semi-
grupo conmutativo de operadores lineales sobre X tales que para cada g € G y
para todo © € X se tiene p (gz) < p(x). Supdngase también que fy es invariante
bajo la accion de G, es decir, fo(gx) = fo(x). Entonces existe una extension F de
fo que satisface la conclusion del Teoremal[5.1)y que ademds también es invariante

bajo la accion del grupo.

Demostracion. Sea ¢ un funcional sobre X definido a través de

1 n
—  if  {- )
q (.’L’) nEN,{i}?}?:leG { np (; ! x) }

Claramente, ¢ (z) < p(z) vy ¢ (ax) = ag (z) para o > 0. Para cualquier z,y €

X y € >0, escojamos ¢; y h; de modo que

Entonces
1 n m
q(r+y) < —p< gih'(Hy))
< % [p (Zglzhﬂs) +p (Zgzzh]y)]
=1 j=1 =1 j=1
1 " 1 “
< ﬁp (; gif) + Ep (; hj?J)

< q(z)+qy) +e

y la arbitrariedad de € permite concluir que ¢ (z +y) < q () +q (y). Parax € M,
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se cumple

[\

| —

b
R
I'M:

Q

&
~—

< q(z)+ 5,

de donde fy(z) < g(x). Podemos ahora aplicar el Teorema |5.1| para obtener una
extension F' de fp de modo que F () < g(z) < p(x). Resta probar que F' es
invariante ante la accion de G. Puesto que

q(z—gz) < %p(Zgi(x—gx))

<

D (:zc o gn+1$)

<

SI—3 |+

[p(z) +p(—2)],

haciendo tender n — oo, vemos que ¢ (x — gz) < 0. De
F(z) = F(gz) = F(z — gz) < q(z — gz) <0,

se sigue que F' (z) < F' (gz). Aplicando esto a —z, obtenemos que F'(x) = F(gx).
[

Teorema 5.3 (Banach). Sea S un semirreticulo, y B (S) el espacio de las fun-
ciones reales acotadas definidas sobre S con la norma supremo. Entonces B (S)
es un espacio de Banach con

(f+9) (@) = f(z)+g(2)
(Af)(z) = Af(x),

para todo escalar \ y x € S. Ademds, podemos definir un funcional lineal acotado
O en B(S) que satisface la condicion

sup inf f(5) < ®(f («)) < inf sup f(3),

aces Ba a€S gy

y P (f) (o) =limyes f (o) si este dltimo limite eziste.
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Demostracion. Es claro que B (S) es un espacio vectorial. El espacio B (S) es un
espacio de Banach con la norma supremo. Para verlo, sea {f;};~, una sucesién de
Cauchy en B (S). Esto significa que para cada e > 0 existe N tal quesim >n > N
entonces

|fm (x)_fn (33)| < Hfm_fnnoo <e (5'3)

para todo x € S. Luego las sucesiones { f;(z)};-, son sucesiones reales de Cauchy
para cada z € S, y por lo tanto convergen a f (z).

Cada f; estd acotada. Es decir, existe M; > 0 tal que |f; (x)| < M;. Segin la
continuidad del valor absoluto y la desigualdad , para todo x € S vale decir

|[f (@) < e+ M,

luego f es acotada. Como S es un conjunto dirigido, cada f € B(S) es una red
en R.
Sea A = inf,cg sup{f(5) : 6 = a}. Para cada ¢ > 0 existe o tal que

A—e<sup{f(B): 0= ap} <A +e
Mas aun, si a > «q,
A= <sup{f(B): 0+ a} <sup{f(B) : § = ap} < A+e.
que significa precisamente que

lsl’erglsup{f( ): B >=a}=\=f Supf(ﬁ)

€S gy o

Sabiendo esto podemos definir

p(f) = inf sup f (3). (5.4)
a€es B-a
Claramente p asi definido satisface (5.1)) y (5.2). Por lo tanto, por el Corolario

| existe un funcional F' definido sobre B (S) tal que
—p(=f) <) <p(f)

en B (S), pues es evidente que —p (—f) = sup,eginfseq f(5). ]

El subconjunto K (S) de B (S) que consta de las funciones que son redes con-
vergentes es cerrado en B(S). Sea {f;};-, una sucesién convergente de elementos
de K (S). Probemos que f = lim; ., f; es una red convergente.

Sea a; = lim,eg fi(a). Parae > Oexisten N € Ny ag € Stalquesim >n > N
se cumple

[ (2) = fu (2)] <

wlm
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para todo x € S. Escojamos, pues, m > n > N y sea [ > oy tal que

|fi (B) —ai| <

€ .
§7 =1m,n,

entonces

|an = am| < lan = fu(B) + | fn(B) = fn(B)] + | fm(B) — am| <€

Habiendo comprobado que {a;}3°; es una sucesion de Cauchy, tenemos que
converge a un numero a. Para € > 0 arbitrario, existe N de modo que simultanea-
mente

€ €
1f = flloo < 3 Y lay —al < 3

Elijamos «q de tal suerte que para todo 3 > g se satisface

INORYNESS

como consecuencia obtenemos la desigualdad

[F(8) —al < [f(B) = In(B) + [/n(B) — an| + an —a <,

que es equivalente a

h’gg fla) =a.
Para f € K (S), sea
6(f) =i f:

asi, ¢ es un funcional lineal acotado en K(.5).
Para cada s € S, sea L el operador lineal en B (S) definido a través de

(Lsf) (1) = f (s V).

Vemos lo siguiente.

1. El conjunto {L, : s € S} es un semigrupo conmutativo. En efecto, si s,u € S
entonces

(LoLuf) () =
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2. La imagen bajo Lg de un elemento en K (S) es de nuevo un elemento de
K (S). Supongamos que f € K (S) es una red convergente. Entonces para
todo € > 0 existe xy € S tal que si x > xy, entonces

If (@) —o(f)l <e

En particular, s Vx > x > x, luego

(Lf) (2) =0 (F)] < e,

lo que implica que L,f converge también.

3. Se satisface ¢ (Lsf) = ¢ (f) para cada s € Sy f € K(S), lo cual es

consecuencia del punto anterior.

4. Se cumple p (L, f) = p(f). Para verlo, definamos
F(f,s) =sup{f(t) : t = s};

claramente

F(Lyf,sVu)=F(f,sVu).

Sea 1 = limg F'(f,s). Dado ¢ > 0 existe sy tal que si s = sy entonces
| — F(f,s)| < e. En particular s Vu = s, asi que [ — F(f,s Vu)| <e¢, de
donde se sigue el aserto.

Por los Teoremas y [5.3] existe una extension ® de ¢ a B(S) con las si-
guientes propiedades.

1. El funcional ® es invariante bajo la accién de Ly, es decir, ® (L, f) = @ (f).

2. Ademas, considerando el funcional p definido por (5.4) y haciendo ¢ (f) =
—p(=f) < @(f), entonces ¢ (f) < @ (f) < p(f) para cada f € B (5).

Teorema 5.4 (Joichi, 1965). Un espacio de Banach X es un espacio de Hilbert
si, y solamente si, existe una constante k > 1 tal que para cada subespacio di-
mensionalmente finito M de X existe un mapeo lineal Tyy de M en un espacio de
Hilbert H tal que (1) |z| < |Tyz| < k|z| para cada x € M.

Demostracion. La necesidad es consecuencia del hecho de que M también es un
espacio de Hilbert y la funcién identidad sobre M satisfaria la conclusion del
teorema. Probemos entonces la suficiencia. Sea S el conjunto de los subespacios
dimensionalmente finitos de X ordenados por inclusién como subespacio vectorial.
Entonces S es un semirreticulo donde

MVN =M+ N,
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en el sentido de la suma vectorial, para M, N € S. Por lo tanto, segin la discusion
anterior, existe un funcional ® en B (S)" que satisface las tres condiciones antes
mencionadas.

Para x € X, definase f, en B (S) a través de

|Tyx| size M,

fx(M):{o siz ¢ M.

Ahora, hagamos
1
o 1
n(x) =@ (f2)]*
vamos a probar que n es una norma procedente de un producto interior en X

equivalente a la norma original.
Es claro que n es no negativa. Ademas

n(ax) = |<I>(§x)‘%
= o @ (f2)
= lal]@ (f)]

1
| 2
1
2

= lafn (z),

para todo escalar a. También

n (e =@ () {; Z(fa = (timsups fz) - (k J])?.

. 2
(f2) = (minfs f,)" > (3 ]2]),
por lo que

1

plel<n(@) < klel. (5.5)

De aqui se deduce facilmente que n (z) = 0 si, y sélo si, x = 0. Esto comprueba

que si n es una norma, es equivalente a la original. Falta probar que n satisface la
desigualdad del tridangulo. Para tal efecto, demostraremos primero que n satisface
(1.1, la ley del paraleogramo. Eso, de paso, mostrard que n debe venir de un

producto interior. Para =,y € X, sea N = gen{x,y}. Entonces, para cualquier
subespacio tal que M = N, tenemos

2[f2(M)+ f; (M)] = 2 [|TM$|2 + |TM:U|2}
= [Tya — Taryl* + |Tyx + Tagyl®
ify (M> + f§+y (M) )

donde la segunda igualdad es consecuencia de que Th; (M) es un subespacio de
un espacio de Hilbert, donde la norma satisface ([1.1)). Aplicando ® a la identidad
obtenida, resulta

2[n(@)’+n®)?] =n@—y)’+n(=+y)’,
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que no es otra cosa que decir que n satisface (L.1]).

Para concluir la prueba, observamos que n es el funcional de Minkowski de B =
{z :n(z) <1}. Como n(—z) = n(—1z) =|-1|n(x) = n(z), B es equilibrada.
Es absorbente, porque para cualquier z € X distinto de 0 (el 0 esté contenido en
Bporn(0)=0n(zx)=0<1),

1 1
— < —k =1
”(kW) S Ftl =t

L2 € B. Sélo falta probar que B es convexo para comprobar

k|
que n es una norma. Tenemos que n es continua, segin la desigualdad ({5.5)).
Supongamos que x,y € X son tales que n(x) = 1y n(y) = 1 pero existe un
escalar a € (0,1) tal que

lo que significa que

n(ar+(1—a)z)> 1.
Entonces, por la continuidad de n, existen escalares oy y as tal que
0§061<Oé<042§1,

se cumple n(oz+ (1 —a;)x) > 1 para ¢ = 1,2 y siempre que 8 € (o, )
entonces

n(Br+ (1—3)) > 1.

Sea
v, =+ (1—-—w)x

para ¢ = 1,2. Por la ley del paralelogramo,

4 = 2[n(x1)" +n(xa)’]

= n(r + x2)2 +n(r — x2)2

1 2
> n(x+ x2)2 =4n ((§> (x1 + x2)>
> 4,

lo que es imposible, luego B es convexa y n es una norma. Il

5.2. El Teorema de Davis-Dean-Singer

En esta seccion sabremos que significa que dos subespacios de un espacio de
Banach sean complementarios.
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5.2.1. Subespacios de codimension finita

Lema 5.1. Cada subespacio unidimensional X de un espacio de Banach Y es
cerrado en 'Y .

Demostracion. Sea {To}aca una red en X tal que existe z € Y para el cual
limy z, = x. Entonces {x,} es una red de Cauchy en X. Si z # 0 estd en X,
el mapeo uniformemente continuo ¢ — ¢z entre X y R lleva a {z,} a la red de
Cauchy {t,} € R. Como R es completo, {t,} converge a algin limite ¢. Entonces

tz=limt,,z =llmz, =z
A 6% A « )

por lo que x € X. Il

Corolario 5.2. Sean Y wun espacio de Banach y X un subespacio cerrado del
mismo. Sea Z un subespacio unidimensional tal que ZNX = {0} ysea W = X+Z.
Entonces

1. El espacio W es cerrado en'Y .

2. 8510 +# z € Z, la correspondencia natural (x,r) <> x + 1z entre X xR y W
es un homeomorfismo.

Demostracion. En W definamos f a través de

fw)=f(x+rz)=r

donde r € Ry y € X. Entonces f es lineal y f~1(0) = X, el cual es cerrado en W
pues es cerrado en Y. Tenemos que f es continua, luego para w = y + rx se tiene
que y y r son funciones continuas de z. Por lo tanto, la funcién F' definida por
F(y+rz) = (y,r) es continua de W sobre X xR. La continuidad de las operaciones
vectoriales asegura que F~! es continua. Por lo tanto I es un homeomorfismo.

Si {wataca €s una red en Wy limaw, = w € Y, entonces wy, = Yo + ra,
Yo € X, asi que

W — Wg = (Yo — Yp) + (ra —rg)x — 0.

Por la continuidad de f, r, —r3 — 0, y al ser R completo se sigue que existe
r tal que limy r, = r. Entonces limy rox = rz, y lim, y, = w — rx. Pero X es
cerrado, asi que y = w—rx € X, luego w = y+rx € W, por lo que W es cerrado
en Y. O]

Teorema 5.5. 5@ X y Z son subespacios de un espacio de Banach'Y tal que X es
cerrado y Z es de dimension finita, entonces X + Z es cerrado en Y. Si también
X NZ = {0}, entonces X + Z tiene la topologia de X x Z; es decir, cualquier
1somorfismo algebraico entre estos espacios es bicontinuo.
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Demostracion. El teorema para el caso en que dim Z =1 es el corolario anterior.
Para dim Z = n+ 1, sabemos que Z tiene un subespacio n dimensional Z’. Por la
hipétesis de induccién resultan las conclusiones del teorema para X y Z’. Aplica-
mos el corolario anterior sobre X + Z" y gen{zy} (donde zy ¢ Z’) para terminar
la demostraciéon por induccion. O

Proposiciéon 5.1. Supongamos que X es un subespacio de un espacio vectorial
Y. Son equivalentes lo siguientes enunciados.

1. Se cumple dimY/X =n < cc.

2. Se satisface Y = X @ Z donde Z es un subespacio de Y de dimension n.

Demostracion. Supongamos que dimY/X = n y U = Y/X. Entonces existe un
base para U de la forma

B:{Zl—l-X,...,Zn—l—X}.

Sean Z = gen{z}" ,, y € Y arbitrario y u + X su clase de equivalencia en
Y/X. Claramente, y = u + = para algin x € X y v € Z. Al tomar w € Z N X,
podemos escoger escalares {;}7; tales que w = Y "' | a;z; = x para algin z € X.
Es valido escribir

Zazzz—i—X (Zazz>+X—x+X—0+X

de donde dedummos que «; = 0 para todo 1 <14 < n (por ser B una base), y con
ello que w = 0. En resumen, Y = X & Z y Z es un espacio vectorial n dimensional.

Reciprocamente, supongamos que Y = X @ Z con Z un subespacio de Y de
dimensién n. Sea C = {z;}, una base para Z. Demostraremos que {z; + X},
es una base para Y/X. Para cualquier y € Y, existen x € X y 2z € Z de modo
que y = + z. Entonces y € z+ X, y ademds z = ) " | a;%;, por lo que

24+ X = <Zn:aizi> +X:zn:ai(zi—|—X).
i=1 i=1

El conjunto B = {z; + X} | es una base, pues si

Zal (z; + X) = (Zalzz>+X—O

entonces y ., a;z; = x para algin z € X. Dada la hipdtesis de suma directa, x =
0. Por ser C una base, a; = 0 para 1 < ¢ < n. Siendo B un subconjunto generador y
linealmente independiente de Y/ X, es una base, y por lo tanto dimY/X =n. O

Definicién 5.4. Sea Y un espacio vectorial. Si X es un subespacio de Y que
satisface cualquiera de las dos equivalencias de la Proposicién se dice que es
de codimensioén finita n.
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5.2.2. Constantes de expansion y de proyeccion

Definicién 5.5. Un operador lineal P sobre un espacio vectorial V' es una pro-
yeccién si P? = P.

Proposicion 5.2. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach X.
Existe un subespacio cerrado Z tal que X =Y + Z si, y solo si, existe una
proyeccion acotada P de X sobre Y .

Demostracion. Demostremos la necesidad. Puesto que cada x € X se puede es-
cribir de modo tnico como x = y+ z paray € Y y z € Z, podemos definir
Pz = P(y + z) = y. Claramente P? = P y ademds Pz = ( para todo z € Z. Sea
(2, Px,) C X x X una sucesién convergente a (x,y). Como Y es cerrado, y € Y.
Ya que P es una proyeccién, Py = y. Méas atun, (I — P)x,, = z,, — Px, € Z para
cada n, pues P(I — P)x, = Px, — P*z,, = 0. Pero z,, — Pz, — x —y, y dado que
Z es cerrado, x —y € Z. Por lo tanto P(x —y) = 0, y de aqui que Px = Py =y,
luego la grafica de P es cerrada. Por el Teorema se sigue que P es continua,
y por el Escolio es acotada.

Reciprocamente, si existe una proyeccion acotada de P sobre X, entonces es
continua segin el Escolio [C.I] También I — P es una proyeccién continua, pues

(I-P?=I-2P+P*=1-2P+P=1-P.
Puesto que Py = y para todo y € Y, entonces Y C nic(l — P). Sea Z =

nic(/ — P). Cualquier y € X N Z satisface y = Py = 0, luego X NY = {0}.
Ademas, para cualquier x € X

r=Px+ (I - P)x.

Por estas razones X = Y 4 Z. Dado que cualquier punto en un espacio de
Banach es cerrado y P es continua, Z = P~(0) es cerrado. ]

Definicién 5.6. Para cualquier espacio métrico X definimos su constante de
expansién F(X) como el infimo de los nimeros p con la siguiente propiedad: para
cualquier familia { B(x, pa) taca C X de bolas cerradas que se intersectan a pares,
se cumple que

() B(za, ipa) # 0.

acA

La constante de expansiéon para el caso de espacios de Minkowski fue estudiada

primeramente por Griinbaum en su tesis doctoral.

Definicién 5.7. Para cualquier espacio normado X la n-constante de proyeccién
pn(X) es el infimo de los nimeros p con la siguiente propiedad: si Y es un espacio
normado que contiene a X como subespacio de codimensién n (esto es,

Y =X & gen{z i,
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con z, ¢ X paracada 1 <k < ny {z}}_, es linealmente independiente) entonces
existe una proyecciéon P :Y — X tal que | P| < p.

Escolio 5.1. Sean X y Y son espacios de Banach. Si X es cerrado y de codimen-
sion finita n en Y, por el Teorema |5.2] existe una proyecciéon de P : Y — X que
es acotada. En tal caso, p,(X) < oc.

Teorema 5.6 (Griinbaum, 1959). Para cualquier espacio de Banach X, se cumple
que E(X) = p1(X).

Demostracion. Sea
Y = X @ gen{yo}

con yo ¢ X. Dada cualquier familia { B(x,, po)} de bolas cerradas que se intersec-
tan a pares, definiremos una norma tal que X sea un subespacio cerrado de Y y
que para cualquier proyeccion continua P :Y — X tengamos

() Bl | Pllpa) # 0. (5.6)

a€cA

Si inf p, = 0, cualquier norma sobre Y establece . En efecto, si pg = 0
para algin § € A, entonces x5 € B(Z,, pa) para todo o € A. Por otro lado, si
para alguna sucesién de indices «,, tenemos que lim p,, = 0, entonces {x,,} es
una sucesion de Cauchy. Como X es completo existe zy = lim,,_. 74, ; ahora para
cualesquiera a € A y € > 0 existe n tal que p,, < €/2 v ||za, — 2ol < €/2, lo que
implica que

26 = zoll < l[ta = Za, | + 120, — zoll < pa+e€
que junto con la arbitrariedad del ¢ demuestran que xy € B(z,,ps) para toda

ae A
Si inf p, > 0, entonces definamos

o Ta + Yo
(e pa
v K = {Ya}taca. Sea S la bola unitaria en X y T la cerradura (en la topologia
producto Y = X x R) de la envolvente convexa del conjunto SUK U (—K) C Y.
El conjunto 7" es equilibrado, pues 0 =1-0+0-y, € Ty, por ser T convexo y
—KCT,siyeTyl|t|]<lty=(1—-1t)0+tyecT.
A fin de demostrar que T es absorbente, sea en particular y = ry,. Como

(1/r)y = yo, basta considerar el caso para yy. Tomemos a € A arbitrario. Por un
lado, si —x, € S,

1  Pa 4 1
1+pay0—1+paya 1+ pa

(_xa> € Ta
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y por otro, S1 —Zq §é Sa ”xaHS > 17 y

1 Do 1
Yo = Yo T+
[Zalls(1 + pa) [zalls(1+ pa) [Zal[s(1 + pa)

(—xq) €T.

En todos los casos, existe A tal que %y € T. En general, sea y = = + ryy. Por
ser T' equilibrado, sin perder generalidad podemos suponer que r > 0. Existen \,
v A tales que (1/A;)x € Sy (1/A\)(ryy) € T. Haciendo A = méx(\,, A.), resulta

que
1

r
= xr —|—

AN+ D) T+ DT T A+

Siendo T un cuerpo convexo, el funcional de Minkowski asociado al mismo es

una norma. Mostraremos que la interseccion de un segmento que conecta a un

punto de K con otro de —K y X estd en S, lo que implicard que X es subespacio
de Y. Un simple calculo revela que

Yo €T.

To —Ip
[ya,—y]ﬂXI—:u,
o Pa + Pp
y ademas
lulls = To —Zp|l _ |[Ta =Ty + Ty —Tp Spa—kpg:l’
pa_'_pﬁ S pa+p6 S pa+pﬁ

pues hemos supuesto que las bolas se intersectan a pares, lo que implica que u € S.
Ahora sea P : Y — X una proyeccién continua y zg = —P(yp). Entonces

P(ya) = P (

l‘a‘i‘yo) _ To — X
Pa Pa

y en consecuencia

Ta — o

= 1P lr < 1P[ll[yallr < ([Pl
T

(e}

para todo o € A. Entonces zg € B(x,, || P||rpa) para cada «, lo que implica
y establece que F(X) < p(X).

Para concluir la prueba, sea Y cualquier espacio de Banach que tenga a X
como minimo subespacio, y sea yo € Y \ X. La desigualdad del tridngulo implica
que

Bx(z, |z — yoll) N Bx (2, [|2" — woll) # 0

para cualesquiera x, 2" € X. Sea p = E(X). Se cumple que (),.y Bx(x, pl|z —
yol|) # 0, asi que tomaremos cualquier punto zy de dicha interseccién. Entonces
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|z — xo|| < pl|lx — yol| para cualquier x € X. Definimos la proyeccién P:Y — X
a través de

Naturalmente, podemos suponer que A # 0 y entonces, por la definicion de z
1P (2 4+ Ayo) || = Il + Axoll = AlI5E — 2ol < Aull5F = woll = wllz + Aol

o lo que es lo mismo, ||Pz|| < pl|lz||, lo que implica que [|P|| < uy que pi(X) <

E(X). m
Proposicién 5.3. Se cumple que E(X) < 2 para cualquier espacio de Banach X .

Demostracion. Sea B(q, pa),e 4 Una familia de bolas cuya interseccion a pares no
es vacia. Mientras demostrabamos el Teorema vimos que si inf p, = 0 entonces

Naca B(Tas pa) # 0.
Supongamos entonces que inf p, = pg > 0. Dado € > 0, sea § € A tal que
p3 < (14 €)po. En virtud de la secuencia de desigualdades

|20 — 28] < pa+ps < pa+ (14 €)po < (2+ €)pa

para cualquier o € A se cumple que

xﬁem xa72+€pa)
acA

de donde se sigue la proposicion. Il
Corolario 5.3. Para todo espacio de Banach'Y, se satisface que p,(Y) < 2"

Demostracion. El resultado es valido para n = 1 segin la Proposicién y el
Teorema Supongamos que sigue siendo verdadero para n = k. Sea X un
subespacio de codimensién k& + 1 en Y. Entonces X’ = X @ z con z ¢ X es un
espacio de codimensién k en Y y a su vez X es de codimensién 1 en X'. Por la
hipétesis de induccién, py(Y) < 2% asi que existen proyecciones P : Y — X'y
P’ X’ — X continuas. Se sigue que P'P : Y — X es una proyeccién continua y

IP'P|| < PP < 2%2 = 2",
lo que completa la induccion. Il

Definicién 5.8. Dos subespacios M y N cerrados de un espacio de Banach B tales
que M+ N esdensoen By MNN = {0} se dicen complementarios si B = M @& N.
Si, dado un subespacio cerrado M de B, existe otro subespacio cerrado N tal que
M y N son complementarios, decimos que M estéd complementado.
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Escolio 5.2. Por el Teoremal[5.2) M y N son complementarios si, y sélo si, M es
cerrado y existe una proyeccion acotada P : B — M.

Definicién 5.9. Sea F un espacio de Banach y X un subespacio cerrado del
mismo. Definimos la constante de proyeccién A (X)

A(X) = 1inf {||P]| : P es una proyeccién de E sobre X'}
y A(X) = 0o si X no estd complementado en E.
Definimos también
Af (X) =sup{A(F) : F es un subespacio dimensionalmente finito de X} .

Lema 5.2. Si E es suma directa de dos subespacios G yY , G es dimensionalmente
finito y Ag (Y') es finito, entonces Ay (E) es finito.

Demostracion. Si Z es un subespacio cerrado de E, Z C X y se cumple que
dim X/Z = N < o0,

entonces existe una proyeccién Q. de X sobre Z con norma no mayor a 2V +¢ para
todo € > 0. Por lo tanto, si P: EF — X es una proyeccion cualquiera, entonces

QoP . FE— 7
y

MNZ) <29\ (X)),
pues

MZ) < NIQP < QPN < (2% +€) 1P
es decir AZ)
<||P

S <y,

y de aqui que A (X) > ;}S—i Entonces A (Z) < (2 +€) A(X), y la arbitrariedad

de € implica lo afirmado. Por estas razones existe una proyeccion P, : E — Y tal
que ||P.|| < 24mG& 4 ¢,
Sea F' un subespacio de F dimensionalmente finito arbitrario tal que

FCF :=(-P)(E)®P(F).

Como dim P, (F') < dim F' < oo, existe una proyeccion @) de Y sobre P. (F)
con

QI < Ar (Y) + ¢,
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por lo cual
(I —P)+QoP.
es una proyeccion de E sobre F’. De aqui que
AF) < lU=-F)+QoF|
< I+ 1Pl + 1@ o Pell
< 1429mG (14 A (Y)),
y como dim F’'/F < dim G, entonces
A(F) <28mG 1 429G (14 X (V)] < oo,
luego A\ (F) < oo. O

Teorema 5.7 (Davis, Dean y Singer, 1968). Sea E un espacio de Banach tal que
Af (F) = oo. Entonces E tiene un subespacio no complementado, F. El subespacio
F tiene descomposicion de Schauder en subespacios dimensionalmente finitos.

Demostracion. Sea E; un subespacio de E dimensionalmente finito con A (E;) >
1. Escéjanse

{f117 Jfél} C ET
todos unitarios (es decir, ”leH = 1 para cada j), y sean {g;};*
de Hahn-Banach de los {fll, cee %1 }, escogidas de modo que

Lﬂ gj_l ([_1’ 1})

esté completamente contenido en la bola de radio 2 en E;. Sea

m:{hg%m}

entonces Fy NY; = {0} y la proyeccién natural de E; @ Y) sobre E; tiene norma
no mayor que 2. Por el Lema [5.2] podemos escoger el subespacio Fy C Y tal
que dim Ey < oo y A(E;) < oo. Como antes, hallamos {g;};2, ., en E* tal que
lgill =1y

; C " extensiones

N E;

n2

[ﬂ gj_l ([_17 1])

esta completamente contenido en la bola de radio 2 en E; & E5. Hacemos

n:{ﬁgﬂm}

NE, @ E,
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y se observa que Y, C Y7, y la dimension del complemento de Y5 en Y] es no mayor
que ny. Continuando este proceso, obtenemos {E,} y {Y,} tales A(E,) > n,
Y,11 C Y, y la proyeccion natural de £1 &--- @ E, @Y, sobre E; & --- @ E, tiene
norma no mayor que 2.

Ahora definimos

F = éEn = {Zen cep, € En,Zen converge en E} )
i=1

Puede verse que F' es un subespacio de F y tiene descomposicién de Schauder
{E,}. Sea P, la proyeccién natural de F' sobre E; & --- @& E,,. Entonces si P es
una proyeccion de E sobre F' tenemos que

(I—-P,1)P,P
es una proyeccién de E sobre E,, y como

(I = Por) PP [Po Pl + [| Py PP

<
< 2||P[[+2-2[|P] = 6P,

se sigue que A (E,) < 6||P|| lo cual no puede ser, a menos que F' no sea comple-
mentado. O

Con este intrincado teorema terminamos este capitulo y nos vamos directo a
nuestro destino.



Capitulo 6

El Teorema de Espacios Complementarios

[El Teorema de Espacios Comple-
mentarios| ... ha sido conjeturado
por mucho tiempo por varios auto-
res. La prueba que damos aqui es
sorprendentemente simple.

J. Lindenstrauss y L. Tzafriri,
[LT71]

Ha tomado tanto trabajo arribar a este punto que el lector debe estar supo-
niendo que lo que se va a demostrar a continuacion debe valer mucho la pena.
Quiza si, quiza no. La verdad es que uno piensa que un enunciado tan sencillo y
facil de entender debiera ser igualmente facil de demostrar. Pues no, y las paginas
anteriores son testimonio de ello.

Aun no podemos llegar. Primero presentamos una propiedad muy importante
de los espacios con producto interior.

6.1. Mejor aproximaciéon en espacios de Hilbert

Teorema 6.1. Todo subconjunto E no wvacio, convexo y cerrado de un espacio
con producto interior H contiene un unico elemento de norma minima.

Demostracion. Sea § = inf {||z|| : x € E'}. Aplicando la ley del paralelogramo a
%x y %y obtenemos

L ) S IR S
ool |52 = el + 5 1

90
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T4y

. 2
Como F es convexo, =% € I, se tiene que ||L;w“ > 0% y entonces

2 2 2 rT+y
o= oI =2 el + 2 1ol — 4| 252

2
H <olefP 420yl -4 (6.1)

[e'S)
n=1

Por la definicién de § existe una sucesion {y,} -, C E tal que

nlinolo HynH =9,
y de la desigualdad ((6.1)) inferimos que

Y — Yl < 21 lynll® + 2 [Jym)* — 462,

Al pasar al limite vemos que {y,, }.-, es de Cauchy. Como E es cerrado, existe
xo € E tal que lim,, o ¥, = xo, y por la continuidad de la norma concluimos que

5= 1im gl = [l
Siy € FE es tal que |ly|| =4, por tenemos
lzo = y|I* <0,
y de aqui que xy = yp. O]

Lema 6.1. Sea H un espacio de Hilbert, y sea M un subconjunto de H. Entonces
M+~ es cerrado.

Demostracion. Definimos para x € H
vt ={yeH: (z,y)=0}.
Sean y, z € +, y A un escalar. Entonces

(z,y + A2) = (z,9) + A (z,2) =0,

luego x* es un subespacio de H. Sea {y,} ., una sucesién convergente en > y

sea y = lim,,_,~ Yn. Puesto que el producto interior es continuo, se sigue que
)

0= lm (z,y,) = (z,9),

n—oo

L

y de aqui que z— es cerrado. Finalmente, como

M=«
xeM

y la interseccién arbitraria de cerrados es cerrada, M+ es cerrado. O]
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Teorema 6.2. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces
existen proyecciones P de H sobre M y Q de H sobre M~ tales que para toda
x € H,

r = Pr+Qux,

2 2 2
=" = [[Pz]]” + [|Qx],
|o — Pzl = inf{|lz—yl:yecM}.
Ademds, si
2 =1+ X9

con 1 € M y xy € M+, entonces v1 = P y 15 = Q.

Demostracion. Sea x € H. Entonces v+ M = {x +y : y € M} es un subconjunto
cerrado, convexo de H. Sea z = QQx el Unico elemento de norma minima en este
conjunto, el cual sabemos que existe por el Teorema 6.1, Definamos

Pr=x—-—Qr=x—z.
Como Qx € x + M, se tiene que Px € M, y por definiciéon

2] = [|Qz| = |z — Px|
= Wf{llz -y :ye M}.

Sea y € M con ||y|| =1 y a un escalar. Entonces
z—ay=x—(Pz—ay)ex+ M

y por esto
2 2
(z,2) = 21" < llz —ayl]” = (z —ay, 2 — ) .

Por lo tanto
0 S —a(y,z) _a('z?y) + |Oé|2,

y eligiendo a = (z,y) obtenemos
0< |zl = 1Y+ 1z = -1y,

de donde se sigue que (z,y) = 0. Sea ahora y € M arbitrario no nulo. Entonces

0= (2ﬁ> :H;_H(Z’y)’

lo que implica que (z,y) =0y que

Qr=z¢€ M*.
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Como Pz 1 Qu, es claro que
lz]* = | P|l* + Qx|
Supongamos ahora que x = x1 +x9 con x1 € M y x5 € M+, Entonces
Pr—ax, =12y — Qr € M N M*+ = {0},

es decir, x1 = Px y x5 = Qx. Probaremos ahora que P y () son transformaciones
lineales. Sean x,y € H y «, 8 escalares. Tenemos

xr = Pr+Qu
y = Py+Qy
ar+ By = P(az+By)+Q (ax+ By),

lo que nos permite escribir

ar + By = aPzr+ aQx + BPy+ BQy
P(az + By) + Q (az + By),

de donde

P(az + fy) — aPx — fPy = Q (az + By) — aQz — BQy,

y como este elemento nuevamente pertenece tanto a M como a M*, se sigue que

P(ar+pBy) = aPx+ Py,
Q(ar+By) = aQr+ BQy,

lo que significa que Py @ son lineales. n

6.2. Espacios complementarios

Escolio 6.1. En todo espacio de Hilbert H cada subespacio cerrado M esta com-
plementado. Esto es, M=+ es tal que M + M+ es denso en H, M N M+ = {0}, y
la conclusién del Teorema indica que H = M & M*.

Redoble de tambores: ha llegado el momento de enunciar y probar el Teorema
de Espacios Complementarios.

Teorema 6.3 (De los espacios complementarios). Todo espacio de Banach X en

el cual cada subespacio cerrado estd complementado es isomorfo a un espacio de
Hilbert.
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Demostracion (Lindenstrauss y Tzafriri, 1970). Supondremos que X es un espa-
cio dimensionalmente infinito, pues el caso finito es consecuencia del Corolario [4.1
y el Teorema . Sea k = Af(X), la constante cuya existencia estd garantizada
por el Teorema 5.7} Considérese un subespacio dimensionalmente finito B de X y
sea

a=d(B,l3),

donde dim B = n. Sea ) una proyeccién de X sobre B con ||Q| < k. Por el
Teorema existe un subespacio C' dimensionalmente finito de (I — Q)X tal
que (tomando € = 1),

d(C,ty) <2. (6.2)

Se sigue que
d(B,C) < 2,

y por lo tanto existe un 7" operador de B sobre C' tal que

Il

! < |7z < o]
(0%

para todo « € B. Sea P una proyeccion tal que || P|| < k de X sobre el subespacio
D={z+uTz:x € B},
donde i = 26k%. Por construccién, para todo x € B,
PTr =xy+ uTxy, x9€ B.
Si 1 € B satisface también PTx = x1 + uT'zq, entonces
To = QPTx = x4,
y por lo tanto, el operador V' = Q PT esta bien definido y cumple con
Pl'ye =Vx+ puTVe.
Ahora bien,

IVl |QPTx||

QUL T]
k|| Tx| .

IA A IA

Mas aun, nétese que para cada x € B tenemos
Pr = P(x+ ulx)— uPTzx

= x4+ puTe—puVe+uTVe)
= (@—pVa)+p(Te—pTVa),
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y por lo tanto
I-Q)Pr=pTz—pITVz).

Combinando todo lo anterior tenemos

I~ @Q Pzl = plT (- puvo)
> ol —uval
> = (lell - u[[Vel)
!
> = (lall - uk? | Ta])

Usando ([6.2) podemos hallar un operador U de C sobre £ tal que

Iyl

L < oyl < Iyl

paratodoy € C. Sea Tel operador de B sobre el espacio de Hilbert 2n-dimensional
05 @ 0 definido a través de

Ty — (UT:U U(I—Q)Pm).

27 4k?
Entonces, por un lado

WOIHITI el TOT = QUL ]

T H <
H o= 2 e
|z | k(k+1)
<
< 5 g el < el
y por otro
=~ . JIUTz]| U - Q) Pz
o] = e { I I
Tz [[(I - Q) Px||
- max{ FETE

[Tl w :
> i {2 I (- k2 )}

Distinguimos entre dos casos. Si k127 ||Tz|| > ||x|| entonces

[Tzf} [l

4 T K129

G E
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En el caso contrario de que k%27 HTa:H < ||z||, dado que pu = 29k? tenemos

oa 466
|Tal| = oz (el = K2° 7]

W 2
> el = = el

2 1
HTJ:H > ||x||m1n( k429>

esto es, T" es un isomorfismo de B sobre £;. Como « es minima, se sigue inmedia-
tamente que o < k2%, Estas son las hipétesis del Teorema , el cual garantiza
que X es isomorfo a un espacio de Hilbert. Il

En ambos casos

Obtenemos como corolario la maravillosa caracterizacién que queria probar
con este trabajo.

Corolario 6.1. En todo espacio de Banach X cada subespacio cerrado estd com-
plementado si, y solo si, X es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Ejemplo 6.1. Sea ¢y el subespacio de /., que consta de todas las sucesiones
convergentes a 0. Como puede verse en [Jam74], ¢y es un subespacio cerrado de
{+ que no esta complementado. Luego £, no sélo no es un espacio de Hilbert: no
es isomorfo a ningun espacio de Hilbert.

Cerremos con broche de oro dando un ejemplo de subespacios de un espacio
de Banach B cuya interseccién es {0}, su suma es densa en B, pero no suman
directamente a B.

Ejemplo 6.2. Sean H un espacio de Hilbert con una base numerable y {¢,} =
una base ortonormal en H. Si paran =0,1,2,..., a, = ¢opn, by = o, + n+r1¢2”+1’
X es la cerradura del espacio vectorial gen{a,},-, generado por {a,},—,y Y es
la cerradura de gen {b,} .

1. Se cumple que X NY = {0}.

2. Se satisface que X +Y es denso en H pero no es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea v € X NY. Entonces, por ser {¢,} -, una base ortonormal y
(o] o0
u € gen{ay}, oNgen{b,},

u = Z ;P
= Zﬁz (Z+1 21 i2¢2i+1)
= Z s 1ﬁz¢2z Z ¢2z+17
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lo que implica que

S i+1 — G
0= i~ b i :
> (-t e 1
=0 =0
de donde (; = 0, dada la representacién tnica del 0 en la base ortonormal, y de

aqui que a; = 0. Luego u = 0.
Para cualquier v € H y € > 0, existe M tal que

2¢2i+17

S o) da =Y (6(2n) — (n+1)6(2n + 1)) das

n+1

+3 (n+1)o(2n+1) (@n T

n=0

¢2n+1> e X+Y,

asi que definiendo

M
ra =Y (0(2n) = (n+1)0(2n + 1)) ¢an,
n;o 1
Ym = ;(n +1)0 (2n + 1) <¢2n + n—_H¢2n+1>

se tiene que
v —(zm +yum)| <€

luego X + Y es denso en H. Sin embargo, la serie

[e.o]

> (n+ 1)o(2n + 1)¢a,

n=0

no convergera para el elemento v = ZZOZO m¢2k+1 € H. Luego X + Y no es
cerrado. Il



Conclusiones

...Las matematicas puras son, en su
totalidad, distintivamente mas 1ti-
les que las aplicadas... pues lo mas
util por sobre todas las cosas es la
técnica, y la técnica matemaética se
ensena, principalmente, a través de
las matematicas puras.

G. H. Hardy

Con este trabajo se di6 una exposicion lo méas clara y completa posible de
la teoria local de espacios de Banach requerida para demostrar el Teorema de
Espacios Complementarios. El principal éxito es la unificacion de la notacién y un
desarrollo coherente y pleno de los resultados.

Un aspecto fundamental de esta teoria es la concentracién de la medida, que
en este caso se presentd para la medida de Haar. En este sentido, como puede
verse en [Pis89], se han desarrollado resultados de concentracién para otro tipo de
medidas. De hecho, usando medidas gaussianas es posible obtener una demostra-
cién alternativa del Teorema de Espacios Complementarios, aunque preferi hacerlo
empleando la medida de Haar por tener una sabor geométrico mas claro, y que
por ende resulta mas intuitivo.

La necesidad de este tipo de exposiciones queda patente con la aplicacion rea-
lizada a la teoria de codigos. Los Teoremas y ya estaba en la literatura
bastante tiempo antes de que se empezaran a aplicar los resultados de concentra-
cién a la teoria de cédigos y de algoritmos (véase [RUOI]). Sin embargo, una falta
de comunicacién entre los especialistas dedicados al fenémeno de concentracién
y aquéllos dedicados a la teoria de cédigos impiden que resultados, considerados
puramente abstractos, encuentren aplicaciones de gran valor.

Como trabajo futuro, se puede revisar el analisis del algoritmo de paso de
mensajes para poder aplicar el Teorema[2.9] También que es deseable que las cotas
involucradas en los Teoremas y no dependan exponencialmente del nimero
de iteraciones, pues tal comportamiento compensa en demasia la concentracion
exponencial observada.
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Apéndice A

Teoria de la medida

En este apéndice se definen conceptos y se enuncian (sin demostracion) teore-
mas concernientes a la teoria de la medida necesarios para completar el texto.

Definicién A.1. Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto X se deno-
mina o-algebra en X si tiene las siguientes propiedades.

1. El conjunto X estd en M.
2. Si A € M, entonces [xA € M.
3. SiA=U,_, An, vy A, € M paran=1,2,..., entonces A € M.

Al par (X, M) se le denomina espacio medible, y cualquier A € M se dice
que es un conjunto medible. Una funcién f : X — Y donde (Y, 7) es un espacio
topolégico se dice medible si

f7(B) e M
para todo B € 7.

Teorema A.1. Si F es una coleccion cualquiera de subconjuntos de X, existe una
o-algebra minima M* en X tal que F C M*. Esta M* se denomina o-dlgebra
generada por F.

Sea X un espacio topoldgico. Por el Teorema[A 1] existe una o-dlgebra minima
B en X tal que todo conjunto abierto de X pertenece a B. Los elementos de B se
denominan conjuntos de Borel de X.

Definicién A.2. Sea (X, M) un espacio medible. Una medida positiva u es una
funcion
p: M — [0, 00]

que satisface lo siguiente.

1. Para algin A € M, p(A) < oo.
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2. Para todo conjunto de indices I numerable y {A, },e; una familia de conjun-
tos disjunta, se tiene la identidad

(VYIS s

el el

A la tripleta (X, M, u) se le denomina espacio de medida. Si p(X) = 1, entonces
la medida se dice que es de probabilidad, y lo mismo se dice del espacio medible
subyacente.

El siguiente resultado es de gran importancia para el analisis funcional y es uno
de los llamados “de representacion” debidos a Riesz. La demostracion se encuentra
en [Rud79].

Teorema A.2 (Riesz, 1909). Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto
y sea A un funcional lineal positivo sobre el conjunto de funciones continuas sobre
X con soporte compacto, C.(X). Entonces existe una o-dlgebra M en X que
contiene a todos los conjuntos de Borel de X, y existe una unica medida positiva
 sobre M que satisface lo siguiente.

1. Para toda f € C.(X) tenemos que Af = [, fdp.
2. Para todo compacto K C X se tiene que pu(K) < oo.

3. Para todo E € M tenemos

w(E) =if{u(V): ECV,V abierto}.

4. La relacion
w(E) =sup{u(K): K C V, K compacto}.

se verifica para todo conjunto abierto E, y para todo E € M con u(E) < oo.
5. SiEeM, ACE yu(E)=0, entonces A € M.

Definicién A.3. Una medida de Borel sobre X (donde X es un espacio de Haus-
dorff localmente compacto) es una medida p definida sobre la o-dlgebra de todos
los conjunto de Borel. Un conjunto de Borel se dice regular exterior o interior,
respectivamente, si F posee la propiedad [3] o [4] del Teorema [A.2] Si todos los con-
juntos de Borel de X son a la vez regulares interiores y exteriores, entonces p se
dice regular.

Para las cuestiones de almartagas necesitamos la nocion de medida compleja,
continuidad absoluta de una medida y el Teorema de Radon y Nikodym. Este
ultimo aparece demostrado en [Rud79).
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Definicién A.4. Sea M una o-algebra en un conjunto X. Una medida compleja
1 sobre M es una funcién compleja @ M — C tal que

p(E) = ZM(EZ% EeM

para toda particion numerable {E;}2, de E.

Definicién A.5. Sea p una medida positiva sobre una o-algebra M, y sea A una
medida compleja o positiva sobre M. Decimos que \ es absolutamente continua
respecto a u si p(E) = 0 implica que A(E) = 0 para todo E € M.

Teorema A.3 (Radon y Nikodym). Sean p y A\ medidas positivas acotadas sobre
una o-dlgebra M sobre el conjunto X. Si A es absolutamente continua respecto a
w, existe una dnica h € L'(u) tal que

A:/hm% Ee M.
E

Finalmente, enunciamos un resultado que requeriremos en el siguiente apéndi-
ce. Su demostracion se encuentra en [GF02].

Teorema A.4 (De convergencia dominada). Sea X un espacio de medida, y
D, f1, f2,. .. funciones medibles tales que [, ® < oo y |fa| < @ para cada n.
St f, — f en casi todas partes, entonces f es integrable y

Ifm ﬁ:/ﬁ



Apéndice B
Probabilidad

Introducimos algunas desigualdades y definiciones relativas a la probabilidad,
en términos de la teoria de la medida.

Definicién B.1. Cualquier funciéon medible X : € — R sobre un espacio de
probabilidad (2, M, P) se denomina variable aleatoria.

Muchas veces consideraremos a 2 como un subconjunto de R. De hecho, asi lo
haremos en lo sucesivo.

Definicién B.2. Para cualquier variable aleatoria no negativa X definimos su
esperanza o valor esperado como

E(X)= /OOOP(X > s)ds.

Escolio B.1. En particular, si X tiene una distribuciéon normal con media 0 y
varianza 1, esto es

entonces

E(X)—/Oo (X > s)ds

() e
() e
—\/;/0 exp (—3) ds—2\/§,

102

es decir, F(X) < 0.
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Es facil obtener el siguiente hecho de la definicién de esperanza y las propie-
dades de la probabilidad.

Teorema B.1 (Markov). Para cualquier variable aleatoria X no negativa y cual-

quier t > 0, se satisface

P(X >t) < EX)

t
Demostracion. Sea A = {w : X(w) < t} y B = {w : X(w) > t}. Claramente
ANB =0y AU B = Q. Entonces
E(X)=E(xa- X +x5-X)

E(xa-X)+ E(xs - X)

E(xp - X) > tE(xp) = tP(X > 1),

lo cual es equivalente al aserto. Il
Corolario B.1 (Chebyshev). Sea X cualquier variable aleatoria no negativa y ¢
una funcion estrictamente creciente no negativa. Entonces, sit > 0,

P(X > 1t) = P(¢(X) = ¢(t)) < o

En particular, para todo t > 0,

E(X - E(X)P?) _ Var(X)
t2 2

P(X - EX)[=1) <

Demostracion. Como la variable aleatoria Y = |X — E(X)| es no negativa y la
transformacion ¢(z) = x? es estrictamente creciente y positiva para z > 0, el
segundo aserto se sigue inmediatamente. O

Para las siguientes proposiciones, u es la medida de Haar sobre S™! f :
S~ — R es una funcién continua y definimos la funcién ¢ : R — R a través de

(1) = p({z - flx) < 13).

Proposicion B.1. La funcion 1 es no decreciente, continua por la derecha, y
tiene limites por la 1zquierda.

Demostracion. Siu < t, entonces {z : f(x) <u} C {z: f(z) <t}. En consecuen-
cia,

U(u) = p{z: f(2) <u}) < p({z: flz) <t}) = o).
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Sea {t;}°, una sucesién que converge a t, tal que t; > t para todo i > 0.
Tomemos € > 0y z € S" 1. Si f(x) > t,sea d < f(x) —¢; existe N tal quen > N
implica que t, —t < f(z) —t, y esto a su vez que ¢, < f(z). Si f(z) < t, para
todo n > 0 se cumple que f(z) < t,. En suma, |f,(z) — f(z)| < e. Resulta asi que
la sucesion de funciones

9n(T) = X{u:f ()<t} (T)
converge casi en todas partes a g(z) = X{u:f(u<t} (). Por el Teorema [A.4]

v = [ lim gu)du=lim [ gufe)dn= lim it

n—1 N—00 n—oo Sn,1

lo que significa que v es continua por la derecha.

Ahora sea {t;}°, una sucesién que converge a t, pero con t; < t para todo
i > 0. Por un lado, si f(z) > t entonces f(z) >t > t; para todo i > 0. Por otro, si
f(x) <t ,sead <t— f(x). Existe N tal que n > N implica que t —t,, <t — f(x),
lo que es precisamente f(x) < t,,. Nuevamente las funciones g, convergen en casi
todas partes a la funcién h(z) = X{u:f(u)<t} Y

vl i=pllu @ <) = [ i gu(@yau= [ ha)d

gn—1 N—00

= lim gn(z) dp = Hm (t,).
n—00 [on-1 n— oo
Se cumple asi que los limites por la izquierda existen. Il

Proposicién B.2. Existe un numero M tal que

1 1
ple: F@) <MY < s oy ple: f0) 2 M) > 2,
y que diremos que es una mediana de f.

Demostracion. Sean A = {z : ¢(x) > 1/2} y B = {z : ¢(z—) < 1/2}. Afirmamos
que los ntimeros my = inf A y m,, = inf B son finitos. En efecto, S"~! es compacto
bajo la métrica euclidea y en consecuencia la funcién f es acotada. Sea 0 < C' < 0o
una cota para f; la desigualdad —C' < f(z) < C se satisface para todo x, de modo
que (C) =1y ¥(—C) = 0. Dada la monotonia de ¢, —C < z para todo z € A
y x < C para todo x € B.

Para cualquier y < my, tenemos que ¥(y—) < ¢(y) < 1/2, lo que implica que
m,, > my. Por lo tanto el intervalo [my, m,| es no vacio. Cualquier M € (my,, m,)
es una mediana de f, pues

1 1

L=9(M=)=p({z: flz) 2M}) 25 v (M) =u({z: flz) < M}) = 5.
Por la continuidad por la derecha de 1, incluso my es una mediana. En todo
caso, f siempre tiene una mediana. Il



Apéndice C

Suplemento de analisis funcional

Conviene definir a los espacios L” y £,,.

Definicién C.1. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Si 0 < p < oo y f una
funcién compleja medible sobre X, hacemos

1/p
£l = (/X |f|pdu)

y definimos a LP(X, M, i) como el conjunto de todas las f para las que

£l < oo
A || f]|, se le llama la norma en L? de f.

Definicién C.2. Definimos a ¢, como el espacio vectorial de todas las suce-
siones {Zq}aca C K tales que Y 4 ]zal? < 00, dotado con la norma |z| =
(Puca \xa]p)l/p. Si |A| = n € N, denotamos a £, como £}

En R™ cualquier conjunto cerrado y acotado es compacto. Un criterio analogo

en andlisis funcional es el teorema de Arzela y Ascoli. Una demostracion se puede
encontrar en [Yos80).

Teorema C.1 (Arzela y Ascoli). Sea S un espacio métrico compacto, y C(S) el
espacio de Banach de todas las funciones reales o complejas x(s) normadas por

]| = sup |z(s)]-

seS

Entonces una sucesion {x,(s)}e>, C C(S) es relativamente compacta en C(S)
si se satisfacen las siguentes condiciones.

1. La sucesion {z,(s)}22, C C(S) es equiacotada, esto es,

sup sup |z, (s)| < oo
n>1 seS
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2. La sucesion {x,(s)}22, C C(S) es equicontinua (en n),

lim  sup  |zu(s") — z,(s")| = 0.
6—0 n>1,d(s',s")<§

Otro resultado que aparecié sutilmente es la existencia de cierto elipsoide. Lo
que sigue esta basado en las notas de R. Howard, [How97]. Veamos un lema previo
para la demostracién.

Lema C.1. Sea £ un elipsoide en R™ de modo que & = ABS+b con A € My, (R)
y b e R™. Entonces puede elegirse A como definida positiva.

Demostracion. Cualquier matriz no singular A puede escribirse como A = PU
donde P es definida positiva y U es ortogonal (usando la descomposicién en valores
singulares). Para toda matriz ortogonal U tenemos que UBY = B, por lo que
podemos reemplazar a A por P. O

Recordemos que si A es invertible
Vol(AK) = | det(A)]| - Vol(K),
lo cual se obtiene de la formula de integracién bajo un cambio de base.

Teorema C.2 (John). Cada cuerpo convero K C R"™ contiene un inico elipsoide
de mdximo volumen.

Demostracion. Sea N = n?+n. El conjunto de pares (A, b) donde A es una matriz
den xnybcR"es RY. Sea

L={(Ab) eRY: AB} +bC K}.

El conjunto L es cerrado bajo la norma euclidiana. Por lo tanto es compacto
en RY. Ademsds, la funcién f(A,b) = |det A| es continua (dada la continuidad
de las operaciones aritméticas en R), por lo que existe (A, by) que maximiza el
valor de f. Este valor no puede ser 0, pues (kI,0) € £ para un nimero positivo k
suficientemente pequeno, al ser K de interior no vacio. Por lo tanto A es invertible,
y de aqui que AgBY + by sea un elipsoide del maximo volumen posible.

Para probar la unicidad, consideremos ahora el conjunto de todas las matrices
definidas positivas de n x n, P,, y sea K = P,, x R". Tomemos

L={(Ab)eK:AB} +bC K}.

Por el Lema cada elipsoide contenido en K es de la forma ABJ + b para
algunos (A4,0) € K. Como K es convexo y una combinacién lineal de matrices
definidas positivas sigue siendo definida positiva, entonces £ es convexo también.
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Sean & = A1BY + by y & = Ay By + by de maximo volumen contenidos en K. Se
cumple que det A; = det A;. Ademas tenemos que

1
53 = 5(51 + 53) C K.

por ser £ convexo, y € = 3(A1 4+ Ag) BY + 5(by + bs).
Denotemos por V' el volumen de la bola BY. Por el Teorema [2.4]
1 1
(Al —+ Ag))"/) "= VOl((‘:g);
> Vol(1&)7 + Vol (1&,)x
1
1
= (Idet(Ay)[V)™

(] det(

1
2

3=

pero la maximalidad de & y & implican que |det A3| = |det A;| = |det A3
donde Az = %(Al + Ay). De aqui que Az = A} = Ay. Ahora, si by # by, entonces
la envolvente convexa de & y & contendria al elipsoide &3, pero tendria mayor
volumen, lo cual es contradictorio. Esto concluye la demostracion. O]

Los siguientes resultados y definiciones hablan sobre propiedades de continui-
dad de transformaciones lineales entre espacios normados.

Teorema C.3. Sean X y Y espacios normados y'T : X — Y una transformacion
lineal. Los siguientes asertos son equivalentes.

1. La transformacion T es continua.

2. Existe una constante C' > 0 tal que | Tx| < C||z|| para toda xz € X.

Definicién C.3. Sean X y Y espacios normadosy 7" : X — Y una transformacién
lineal. Definimos la norma de 7' como

1T = ind{C": | Tz]| < Cllz]|, > € C} = sup [[T].

|zl <1

Si ||Tz|| no estd acotado por arriba para ||z|| < 1, definimos ||T']] = co. En
caso contrario, decimos que 1" esta acotada.

Escolio C.1. Por el Teorema|[C.3| una transformacién lineal es acotada si, y sélo
si, es continua.

Teorema C.4 (De la grafica cerrada). Si X y Y son espacios de Banach y T :
X — Y es una funcion lineal cuya grifica

{(z,Tx) e X xY :z € X}

es cerrada en X XY (con la topologia producto), entonces T es continua.



Apéndice D
El Teorema de Hall

El siguiente hecho combinatorio tiene diversas aplicaciones en la teoria de
grafos y optimizacién. El enunciado y la demostracion que damos esta basada en
la que aparece en [Bal95].

Teorema D.1 (P. Hall). Sea M un conjunto y S = {S;}; un conjunto de
subconguntos finitos de M. Existe una funcion inyectiva ¢ : {1,...,n} — M con
o(i) € S; si, y solo si, se cumple

U s

keJ

> |J] (D.1)

para todo J C {1,...,n}.

Demostracion. Si existe ¢ con las condiciones requeridas, entonces

o(J) C U Sk,

lo que implica que |J| = |¢(J)| < |Uye; Sk|- Para probar el reciproco, eliminemos
sendos elementos de los miembros de S hasta quedar con U = {Uy}}_;, de manera
tal que si eliminamos un elemento mas, para algin J C {1,...,n} ya no se
satisface . Ningtin U; puede quedar vacio, pues en tal caso para J = {i} se
tiene |U;| =0 > |J| = 1, lo cual es imposible.

Afirmamos que, de hecho, U, = {u} para 1 < k < n, quedando definida una
funcién biyectiva ¢(Sy) = ug. Supongamos, por el contrario, que U tiene por lo
menos dos elementos x y y. Dada la construccién de U, si removemos de U; a x
0 a y ya no se satisfara . Por lo tanto, existen dos conjuntos de indices P y
@ tales que los conjuntos

X:(Ul\{x}w(UUi) y Y:<U1\{y}>u<UUi),

iepP i€eQ
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cumplen con | X| < |P|y |Y] < |Q|. Por un lado, usando el principio de inclusién
y exclusion,

IXUY|+ | XNY|=|X|+|Y]|<|P|+]Q],

mientras que, por otro,
XUY:U1U<U UZ-> y Xny= (J U
i€ PUQ iePNQ

La ecuacién (D.1) aplicada a 7" ={U; :i € {1}UPUQ} yaT"={U;:i €
PN @} nos indica que

[UT| = [XUY|>1+[PUQ| v |UT'|=|XNY|=[PNQ,

lo cual, conjuntamente con el principio de inclusion y exclusion, conduce a la
desigualdad

(XUY[+[XNY|>1+[PUQ[+[PNQ|=1+[P|+]|Q]>[P|+]Q],

lo cual es contradictorio y establece el teorema. Il
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