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Capitulo 1

Introduccion

La estadistica se ocupa fundamentalmente del anélisis de datos que presentan
variabilidad con el fin de comprender el mecanismo que los genera, o para ayu-
dar en un proceso especifico de toma de decisiones. En cualquiera de los casos
existe una componente de incertidumbre involucrada, por lo cual el estadistico se
ocupa en reducir lo més posible esa componente, asi como también en describirla
en forma apropiada. Ademsds, la probabilidad es el tinico lenguaje posible para
describir una légica que trata con todos los niveles de incertidumbre y no sélo
con los extremos de verdad o falsedad.

Se supone que toda forma de incertidumbre debe describirse por medio de
modelos de probabilidad. En el caso de la estadistica bayesiana se considera al
pardametro, sobre el cudl se desea inferir, como un evento incierto. Entonces,
como nuestro conocimiento no es preciso y esta sujeto a incertidumbre, se puede
describir mediante una distribucién de probabilidad, lo que hace que el pardmetro
tenga el cardcter de aleatorio.

Las situaciones de toma de decisiones se abordan de manera natural en este
enfoque a través de la introduccién de una funcién de utilidad, la cual esta basada
en una medida de probabilidad, y se maximiza la utilidad esperada.

En la estadistica bayesiana se utiliza el teorema de Bayes (publicacién pds-
tuma de Thomas Bayes en 1763), combinando la informacién a priori con la
informacién de los datos (funcién de verosimilitud), produciendo una descripcién
conjunta de la incertidumbre sobre los valores de los pardmetros de la funcién
de verosimilitud a través de la distribucién a posteriori. Y de ésta es de donde
se derivan los estimadores (cuya interpretacion difiere radicalmente de la inter-
pretacién proporcionada por la inferencia cldsica).

Esta teorfa estd firmemente basada en fundamentos matematicos y una metodo-
logfa coherente con la que es posible incorporar informacién relevante.

La estadistica bayesiana constituye una alternativa a la estadistica cldsica, en
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la resolucién de los problemas tipicos estadisticos que son: estimacién, contraste
de hipdtesis y prediccion. Ademads, los métodos bayesianos pueden ser aplicados
a problemas que han sido inaccesibles a la teorfa frecuentista clésica.

Ejemplo 1.1. Dada la interpretacion clésica de la probabilidad, si un experimen-
to aleatorio puede producir N resultados igualmente verosimiles y mutuamente
excluyentes y si N4 de estos resultados tienen una caracteristica A entonces

_Na
N

pero jqué pasa si IV no es finito? Digamos que el espacio muestral sea el conjunto
de los niimeros naturales y A el conjunto de los mimeros naturales pares. ;Qué
probabilidad se le debe asignar a cada uno de los nimeros pares si todos deben
tener la misma probabilidad?

P (A)

En una prueba de hipétesis puede haber diferencia entre el verdadero valor
del pardmetro y la hipétesis nula. De la misma forma una diferencia que no es
estadisticamente significativa puede sin embargo ser importante, como se observa
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. ([2]) El efecto de una droga es medido por X ~ N (6,9). La
hipétesis nula es que § < 0. Una muestra de 9 observaciones resulta que x = 1.
Esto no es significativo para una muestra de una cola (se dice que un valor
observado del estadistico de prueba es significativo si la hipétesis nula es rechazada
al ni-vel especificado de significancia) con un nivel de significacién de v = 0.05. Y
es significativo con un nivel de significacién de @ = 0.16 (dado que o = 0.16 es el
valor p, que representa el nivel de significacién mds bajo al cual el valor observado
del estadistico de prueba es significativo). Esto es moderadamente convincente,
pues si en realidad 1 estuviera muy cercano a 0, se podria estar interesado en el
medicamento. Pero la diferencia entre 0 y 1 es en realidad significativa. Asi, si se
tuviera que hacer una decisién basada tnicamente en los datos, se podria decidir
probablemente que el medicamento fue efectivo.

Las ventajas principales del enfoque bayesiano son su generalidad y coheren-
cia, pues todos los problemas de inferencia se resuelven con los principios del
célculo de probabilidades y teoria de decisién. Ademds, posee una capacidad de
incorporar informacién a priori adicional que se tenga del parametro, a la muestra.

Esta tdltima también es una desventaja, pues algunos investigadores rechazan
que la informacién inicial se incluya en un proceso de inferencia cientifica. Pero es-
ta situacion se puede evitar estableciendo una distribucién a priori no informativa
o de referencia, la cual se introduce cuando no se posee mucha informacién previa
acerca del problema. A un problema especifico se le puede asignar cualquier tipo



de distribucién a priori, ya que finalmente al actualizar la informacién a prio-
ri que se tenga acerca del pardmetro, mediante el teorema de Bayes y obtener
la distribucién a posteriori del pardmetro, es con esta con las que se hacen las
inferencias del mismo.

El objetivo de esta tesis es revisar y analizar algunos métodos de integracién
Monte Carlo y algunos métodos de simulacién Monte Carlo via cadenas de Markov,
mostrando para ello una serie de ejemplos para cada uno de los métodos aqui es-
tudiados, estos ejemplos fueron realizados en el lenguaje R. Asf como también, se
mostrard un ejemplo con datos reales y se implementardn algunos de los métodos
estudiados.

Los métodos de integracion y simulaciéon Monte Carlo surgen porque cuando se
realiza el célculo de la distribucién a posteriori muchas veces éste resulta muy cos-
toso, ya que regularmente esta distribucién no tiene una forma cerrada. El costo se
centra en el cédlculo de ciertas integrales que no pueden resolverse analiticamente
y por lo tanto se necesita contar con métodos eficientes que permitan resolver
integrales en varias dimensiones. Entonces, gracias al avance computacional se
pueden utilizar diversos algoritmos estadisticos para aproximar las integrales que
surgen del andlisis bayesiano y asi poder hacer inferencias del pardametro ain
cuando no se conozca exactamente la distribucion.

La estructura de la tesis es la siguiente.

En el capitulo 2 se presentan los conceptos bésicos de la estadistica bayesiana,
los cuales se necesitan para abordar los temas que se presentan a lo largo de la
tesis.

En el capitulo 3 se presentan métodos asintéticos para obtener aproxima-
ciones analiticas de la distribucién a posteriori con el propdsito de utilizarla en
los siguientes capitulos.

En el capitulo 4 se revisardn algunos métodos de integracion Monte Carlo
para aproximar algunos valores de interés, tal como el valor esperado, la varianza,
etc. Dentro de los métodos directos de integracion Monte Carlo se analizarén el
método directo y el método de composicién, dentro de los métodos indirectos de
integracién Monte Carlo se estudiaran los métodos de muestreo por importancia
y muestreo de aceptacion-rechazo.

En el capitulo 5, se analizardn algunos de los métodos de simulacién Monte
Carlo via cadenas de Markov para aproximar las diferentes distribuciones a poste-
riori. Los métodos que se abordaran en este capitulo son los métodos de Metropolis-
Hastings y el muestreo de Gibbs, los cuales son los de mayor resonancia en la ac-
tividad estadistica, asf como en diversas dreas del conocimiento. En éste capitulo
también se analizd la convergencia de estos métodos.
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Los métodos de Monte Carlo se basan en la siguiente observacion. La integral

/h(@)d@z/g(@)w(@)d@,

se puede escribir como el valor esperado de la funcién g (#) respecto a la densidad
de probabilidad 7 (6) , esto es,

E.(g(6)) = / 1 (6) db.

Asi, si se simula un nimero grande 01, 0,, ... ,0, de variables aleatorias de la
densidad 7 (6), entonces,

/ h(0)do ~ % > 00,

Lo anterior se conoce como integracién Monte Carlo.
Si se supone que la densidad p (6) o 7 (@), entonces

[a@m@ra= [ 40 (28 ) a8 =0 [s0) (7).

Esto forma la base para el método de muestreo por importancia, donde

[o@mom= 1500 (55,

y las 6; se generan de la distribucién dada por p (0) .

Por otro lado, el método de muestreo de aceptacién-rechazo, es un método
muy comin y del que se han hecho numerosas versiones y combinaciones con otros
métodos (Ripley, 1987 [20]; Devroye, 1986 [9]). En lugar de aproximar = (6), se
intenta simularla.

Recientemente, los métodos de simulacién Monte Carlo mediante cadenas de
Markov, permiten la resolucién de problemas que hasta entonces no eran analiti-
camente tratables, y que precisaban distintas aproximaciones numéricas para las
integrales implicadas.

Los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov son titiles para simular
muestras de distribuciones multivariadas. Se basan en la generacién de una cadena
de Markov cuya distribucién de equilibrio es g (€) , donde 6 es multidimensional.
Se corre esta cadena por un tiempo suficientemente largo; entonces los valores
simulados pueden ser utilizados para estimar algunas caracteristicas de g (8) que
sean de interés.




Estos métodos permiten muestrear la distribucién a posteriori del pardmetro
de interés, siempre y cuando se conozca su forma analitica, salvo por una cons-
tante de normalizacién. Para este efecto se construye una cadena de Markov cuya
distribucién estacionaria es precisamente la distribucién a posteriori.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones y algunos comentarios.

En el apéndice A se presenta un ejemplo real aplicando algunos de los méto-
dos analizados, tomando datos reales de accidentes aéreos fatales de los paises
miembros de la Organizacién de Aviacién Civil Internacional, los cuales fueron
obtenidos de la publicacién técnica No. 152 de la secretaria de comunicaciones
y Transportes e Instituto Mexicano del Transporte [21]. Con estos datos se im-
plementardn tanto los métodos directos de integracion Monte Carlo, como los
métodos de simulacién Monte Carlo via cadenas de Markov.
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Capitulo 2

Conceptos basicos de la
estadistica bayesiana

La estadistica bayesiana puede verse como un problema de decisién estadistico.
Su estructura, en un ambiente de incertidumbre, estd compuesto por un espacio
D de acciones, una o—algebra & de subconjuntos de un conjunto ©, y un conjunto
C de consecuencias posibles [3].

El espacio D de acciones debe definirse de manera que sea exhaustivo y sus
elementos mutuamente excluyentes. Los elementos de la o —&lgebra £ son eventos
relevantes al problema de decisién, y el conjunto C de consecuencias posibles
describe las consecuencias de elegir una accién del conjunto D, cuando ocurre un
evento en &.

Para cuantificar las preferencias del estadistico entre las distintas consecuen-
cias, se considera una funcién de utilidad, donde la solucién éptima del problema
de decision consiste en elegir aquella acciéon en D que la maximice.

En la estadistica bayesiana el pardmetro de una cierta distribucion tiene el
cardcter de aleatorio. La inferencia de los posibles valores del pardmetro, se ob-
tiene aplicando el cdlculo de probabilidades (teorema de Bayes).

Estos céalculos se fundamentan en la informacién previa que posea el inves-
tigador, la cual puede cuantificarse mediante una distribucién de probabilidad,
denominada distribucién a priori.

La informacioén de los datos se cuantifican en la funcién de verosimilitud,
la cual se define como:

£ (xio) =TT £ (w:l6)

Considerando la distribucién a priori y la distribucién de los datos (funcién
de verosimilitud) se aplica el teorema de Bayes, mediante el cual se obtiene la

7



8 Capitulo 2. Conceptos bdsicos de la estadistica bayesiana

distribucién a posteriori del pardmetro de interés, y de esta distribucién es de
donde se derivan los estimadores.

Las ventajas principales de la teorfa bayesiana son su generalidad y coherencia,
pues todos los problemas de inferencia se resuelven utilizando elementos de la
teorfa de decisién y los principios del cédlculo de probabilidades.

La estadistica bayesiana tiene una fundamentaciéon axiomética en los llamados
axiomas de coherencia, con el fin de tener un comportamiento coherente en el mo-
mento de tomar decisiones en un ambiente de incertidumbre. Estos axiomas son
itiles en la construccién formal de las definiciones de probabilidad. Los axiomas
de coherencia se describen a continuacion [16].

2.1. Axiomas de coherencia

En la estadistica, un investigador expresa sus preferencias entre las distintas
opciones que se le presentan, entendemos por opcién una situacién en la que se
obtiene la consecuencia ¢; € C si sucede la accién A; € D, la consecuencia ¢y € C
si sucede la accién A, € D,. .., la consecuencia ¢, € C si sucede la accién A, € D.
Esto se denota por

| = {C1A17 CQAQ, ceey CkAk} 5

donde [ denota el conjunto de opciones posibles.

Para poder expresar tales preferencias, se define la relaciéon de orden entre las
opciones, es decir,

i) l; > lo si se prefiere la opcion I a la opcién ls.

ii) I3 > Iy si la opcién [; resulta mds o igualmente preferible a la opcion Iy y

iii) I; ~ Iy si las opciones [; y [y son igualmente preferibles.

De manera andloga se interpreta [y < ly y I; < .

Asi, se presentan los axiomas de coherencia que se utilizan para hacer una
eleccién racional entre opciones alternativas.

Axioma 2.1. (Comparabilidad) Para cada par de opciones ly y la, es cierta una
y sélo una de las siguientes relaciones: 1y > la, 11 < ly 01y ~ ly. Ademds existen
dos consecuencias c* y ¢, tales que ¢, < c* y para toda ¢ € C sucede ¢, < c < c*
(donde ¢* denota la consecuencia suprema y ¢, denota la consecuencia infima,).

Axioma 2.2. (Transitividad) Sily > ls yly > I3, entonces l; > l3. Andlogamente,
sily ~ly yly ~ 3, entonces Iy ~ 3 y sily <ly yly <l3, entonces [y < 3.

Axioma 2.3. (Sustitucion y Dominancia) Si l; > ly cuando sucede A yly > Iy
cuando sucede A¢, entonces l; > lo. De igual manera, si ly ~ lo cuando sucede A
y l1 ~ ly cuando sucede A°, entonces Iy ~ ls.
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Axioma 2.4. (Suceso de referencia, experimento auziliar) FEl decisor puede
imaginar un procedimiento para generar un punto aleatorio z en el cuadrado
unitario contenido en R?, esto es, un punto z = (x,y) en I =[0,1] x [0,1] tal que
para cualquier par de regiones Ry, Ry de I el suceso {z € Ry} le resulta menos
verosimil que el suceso {z € Ry} si y sdlo si, el drea de Ry es menor que la de

Rs.

Axioma 2.5. (Azioma de la medida precisa de preferencia): Para toda opcion l;
eziste una region R contenida en I tal que l; ~ [g.

Estos axiomas dan sustento a la teorfa de la decisién, y son una respuesta
natural a la intencién de tener un comportamiento coherente en el momento de
tomar decisiones en un ambiente de incertidumbre, pues hay que cuantificar los
eventos inciertos y las consecuencias, con el fin de determinar una decisién que
resulte 6ptima para el investigador.

2.2. Probabilidad subjetiva

La teorfa bayesiana se basa en la interpretacion personal de la probabilidad
(probabilidad subjetiva), es decir, la probabilidad que una persona asigna a uno
de los posibles resultados de un proceso; representa su propio juicio sobre la
verosimilitud del problema, el cual se basa en la opinién e informacién de la
persona acerca del proceso.

Si los juicios de una persona sobre la verosimilitud relativa a ciertas combina-
ciones de resultados satisfacen ciertas condiciones de consistencia, se puede decir
que sus probabilidades subjetivas se determinan de manera tnica.

Un elemento importante en la inferencia bayesiana es la informacién a priori
que se tenga acerca del pardmetro de interés, la cual no involucra informacién
muestral. Asi, se cuantifica el conocimiento inicial que el investigador tiene sobre
el evento aleatorio que esta estudiando, en una distribucién denotada por 7 (0) .
Esta distribucién recibe el nombre de distribucién a priori.

2.3. Informacién a priori

Existen diversas maneras de cuantificar la informacién a priori, asigndndole
una distribucién a priori al pardmetro. Sobre la clasificacién de las distribuciones
a priori, se trata de dos tipos de clasificacién: Por un lado estédn las conjugadas y
no conjugadas, y por otro estdn las informativas y no informativas.

De estas posibilidades se analizaran las siguientes:

i) Distribucién a priori conjugada.
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ii) Distribucién a priori no informativa.

2.3.1. Distribucién a priori conjugada

En general, dada una funcién de verosimilitud f(x | @) y una distribucién
a priori 7 (@), calcular integrales como m (z) = [ f (x| 0)m(0)dO no es ficil,
por lo que se necesita escoger a 7 (0) de tal manera que facilite la tratabilidad
de la integral. Ademas, el teorema de Bayes se puede expresar como 7 (6|x) o
f(x|0)m(0)y asi se puede garantizar que tanto 7 (8 | x) como 7 (8) pertenecen
a la misma familia general de funciones matematicas, siempre y cuando se escoja
a 7 (@) con la misma estructura que f (x| 8).

Es por ello, que se habla de una familia a priori que asegura la tratabilidad y
facil interpretacién de esa integral, lo cual motiva a la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea la clase F de funciones de densidad f (x| 0), una clase
p de distribuciones a priori se dice que es una familia conjugada para F si
7 (0 | x) estd en la clase de p, para toda f € F ym € .

Frecuentemente para una clase de densidades F, una familia conjugada puede
ser determinada examinando la funcién de verosimilitud f (x | €). Entonces la
familia conjugada puede ser escogida como la clase de distribuciones con la misma
estructura funcional. A esta clase de familia de conjugada se le conoce con el
nombre de distribucién a priori conjugada natural.

Ejemplo 2.1. ([2]) Sea X = (Xi,...,X,,) una muestra aleatoria independiente
idénticamente distribuidas (i.i.d.) con distribucién de Poisson. Entonces

es decir,
0% exp (—0)
|

1-

f(x]0) = , 0>0,

- [P

=1

oc gnxt1)-1 exp (—nf).

Aqui F es la clase de todas las densidades. Obsérvese que la funcién de verosimili-
tud de tales densidades se parece a una densidad gamma.

/BCM

Ga(@\a,ﬁ):m

0 texp (—0).
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Dado que el dominio de la densidad gamma es # > 0, una posible familia de
distribuciones a priori es la clase de distribuciones gamma. Se asume que 6 ~
Ga (a, B) y se observa que

RO1%) @ fx|0)70) = T

526077 +2) exp (— (n + 8) )
T (a) 117, [z]

6~ exp (—56)

oc 0+ ) T exp {— (n + B) 0} .

El factor que envuelve a 6 en esta ultima expresiéon es claramente reconocida
como una distribucién Ga (ni° +a,n+ 5) , la cual puede ser 7 (6 | x), entonces,
la distribucién a posteriori es una distribucién gamma. Por lo tanto, se tiene
que la clase de distribuciones gamma es verdaderamente una familia conjugada
(natural) de F.

2.3.2. Distribucién a priori no informativa

Cuando no se dispone de informacién a priori, o ésta es minima, se usa una
distribucién a priori no informativa, la cual nos da poca, o casi nula, informacién
acerca del pardmetro 6. Dentro de las no informativas hay tres tipos: la uniforme
basada en el principio de la razon insuficiente, la de Jeffreys y la de referencia.

Por ejemplo, cuando en una prueba de hipotesis entre dos hipdtesis simples
la distribucién a priori le asigna una probabilidad de % a cada una de las dos
hipétesis, tenemos una distribucién a priori no informativa. El siguiente es un
ejemplo més complejo.

Ejemplo 2.2. ([2]) Supongase que el pardmetro de interés es la media de una
distribucién normal 6, entonces el espacio paramétrico es © = (—00,00). Si se
desea una distribucién a priori no informativa, es razonable dar igual peso a todos
los posibles valores de . Desafortunadamente, si se elige a

7(0) =c>0, (2.1)

7 tiene masa infinita (es decir, [ (0)df = c0) y es una distribucién impropia.
No obstante con 7 se puede trabajar satisfactoriamente, pues la distribucién a
posteriori si es una distribucién propia. La eleccién de ¢ no es importante, pues
tipicamente en este tipo de problemas para distribuciones a priori no informativas
se escoge a 7 (0) = 1. Esta distribucién es llamada la distribucién uniforme
en R, y fue introducida por Laplace en 1812.
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En problemas més generales, se han hecho algunas propuestas para determinar
distribuciones a priori no informativas. El método méas usado es el de Jeffreys
(1961), quien propuso

=

7w (0) o [I(6)] (2.2)

como una distribucién a priori no informativa (llamada asi, distribucién a priori
no informativa de Jeffreys), donde I (0) es la informacién esperada de Fisher,

dada por:
9*log f (x| 9)}
00* ’

Ejemplo 2.3. Sea la funcién de densidad X | § ~ N (z | §,0?%) con o conocido.
Entonces, para calcular la distribucién a priori no informativa por el método de
Jeffreys se tiene que:

log f (z|6,0%) = log _ 217m exp{(_%) (x;9)2}]
_\/2170} + log exp{_% ($;9)2}]

_ _104@}_;(%9)2.

g

1(9):—159[

= log

Luego

dlog f (x| 0,0%) 1 [z—0
a0 o ’

o o
Calculando la segunda parcial
&?log f (x| 0,02 1
06* o?’

log f (x| 0,02 1 1
06° i )

Entonces la distribucién a priori no informativa de Jeffreys para este ejemplo es:

asi

1(0) = —Egl

Otra distribucién a priori no informativa de mucha importancia es la dis-
tribucién a priori de referencia (77 (6;)) [1], la cual es una generalizacién de
la distribucién a priori de Jeffreys distinguiendo entre los pardmetros de ruido y
los de interés (ver Bernardo, 1979. [4]).
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2.4. Distribucién a posteriori

El andlisis bayesiano combina la informacién a priori (7 (0)) y la informacién
muestral (f (x| @)) en lo que se llama la distribucién a posteriori de 8 dado x,
que es la base de todas las decisiones e inferencias acerca del pardmetro.

Definicién 2.2. Dada la funcion de verosimilitud f (x| @) y una densidad a
priori 7 (0) se puede definir, mediante el teorema de Bayes, la distribucion a
posteriort de @ dado x. Es la distribucion condicional de @ dado x denotada por
(0 | x) y cuya expresion es:
f(x]0)m(6)
(0 | x) = , (2.3)
Jf(x|0)m(6)de

la cual da una vision completa de la creencia final de 6. Cabe hacer notar que 6
y X tienen densidad conjunta

h(x,0) = f(x]0)m(0)

y X tiene densidad marginal

m(x):/f(x\H)W(O)dez/h(x,e)d&

Ast, si m(x) # 0, entonces

™0 | x) =

La distribucion a posteriori combina la creencia a priori para 6, con la infor-
macion de @ contenida en una muestra X, para dar una composicion final de la
creencia acerca de 6. Es decir, la informacion a priori refleja nuestra creencia
de 0 antes de la experimentacion, y (0 | x) refleja nuestra creencia acerca de 0
después de la experimentacion.

Ejemplo 2.4. ([2]) Supéngase que X ~ N (x| 6,0?), donde 6 es desconocido,
pero o2 es conocido. Sea 0 ~ N (0 | u, 7?) donde p y 72 son conocidos. Entonces

h(z,0) = 7(0)f(z]0,0%)
_ J%Texp{_% [e;ur} ;ﬂo_exp{_% her}

- 27T1(T7' P {_% [(9 ;QM) * = ;20) ] }
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para encontrar m (z) , definimos

_1 1_02+7'2
,0—54—;— 7202

Y completando cuadrados tenemos:

(9—/w)2+(f6—9)2 0® (0 —p)* +7° (¢ — 0)°

2 o2 252
o? (6% — 20p + pi?) + 7% (2% — 226 + 6?)
- 252
2 2 2.2, 2.2
_ ezp_%(a u2+27 ) | (oo j;x)
20 20
_ e, 29(02 +72) (?p+122) (02 +72) (0?u? + 722?)
= Up 2,2 o2 1 12 1252 o2 1 12
_ 2, 2(9,0(0—2/“ + 721) N (0?2 + 222)
02+ 12 o2+ 712
2
S P (o?u+7%x) (0% + 721)
o2 + 72 (02 +72)2
N (0212 + 1222) B (0% + 723:)2
p 02 + 72 p (02 +12)2
_ 9 (% + 721) 2 N (0% +72) [o?u? + 7222
- f (02 +712) T202 02+ 712

(e +71%)  (o%u+ 7'236)2
202 (024 7'2)(02 + 72)

_ {9 (Pu+7 :z:)] o’p? + 7% (0Pt 22)?
-7 02 + 72) 7202 202(02 + 72)
_ [9 ) (o~ 7233)} ’

02 + 7'2 (1202)

o?p? + 1222) (02 + 12) — o*p? — 202 ure — Th2?
T202%(02 4 72)

_ p{e_ﬂ (ﬂ+£)r

(e2+712) \12 o2

o u? + 0?1202 4+ 0?72 — o*p? — 20t — 12

T202%(02 4 72)

_|_
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_ e 1 (ﬁ N ﬁ) 2 N 2022% + 20y — 20T
72 o2 T202%(0% 4 72)
720%(2? — 2ux + p?)
T20%(02 + 72)

72

De aqui que la densidad conjunta es:

h(z,0) = 7(0)f(x]6,0%
= SRS ER et

y la densidad marginal es:

m(z) = /_Zh(x,@)d@z2W17_U/exp{—%p{9—%(%+%)r}><

—~

(
IR SRR S )
- \2rpro P12 (02 +72) [’

es decir, es una distribucion N (u, (02 + 72)).

Entonces la distribucién a posteriori (dado que m (z) # 0) queda expresada
como:
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1 1 1 NE (p—=)*
2mor OXP {_§p 0— (-7{‘_2 + ﬁ) } exp T 2(c2+72)
(Ol o?) = @f) o | { }

Lowl o2 (45+5)] ]

es decir, es una distribucion N (p (z),p~!), donde

,u(x):1<u+x).

P T2 o2

es una funcién que depende de x.

Un ejemplo concreto es la situacion cuando se les realiza una prueba de in-
teligencia a ninos. Se asume que los resultados de la prueba siguen una dis-
tribucién N (#,100) , donde 6 es el verdadero coeficiente intelectual de los nifios
medido por esta prueba. Supdngase que 6 sigue una distribucién N (100,225).
Usando el resultado del ejemplo 2.4, se tiene que la distribuciéon marginal de X es
N (p, (0 + 72)) = N (100, 325) . Entonces la distribucién a posteriori de 6 dado
x sigue una distribucién N (u (x), p~!), donde

o472 1004225 325 13

P~ 202 T 100(225) 22500 900
entonces
pl= 91—030 — 69.23,
y
p(z) = %? (;%g + 1—30) = 4001—2933, 10 (115) = 110.38.

Entonces, si la calificacién de un nino en la prueba es 115, su verdadero coeficiente
intelectual 6 tiene una distribucién a posteriori N (110.38,69.23) .

Ejemplo 2.5. ([10]) En la siguiente tabla aparece el nimero de accidentes fatales
y muertos en accidentes aéreos regulares durante un ano a lo largo de un perfodo
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de 10 anos.
Anos | Accidentes fatales | Pasajeros muertos
1976 24 734
1977 25 516
1978 31 754
1979 31 877
1980 22 814
1981 21 362
1982 26 764
1983 20 809
1984 16 223
1985 22 1066

Supoéngase que el nimero de accidentes fatales cada ano es independiente al
de otros anos, con una distribuciéon de Poisson.

X;~ Pn(z;|0),

entonces '
F | 0) = exp(0) . 00

7.

Se considera una distribucién a priori conjugada para 6, es decir,

0~Ga(d|a,p),
entonces N
7 (0) = %ea—l exp (—B8), 6> 0.

Por los resultados del ejemplo 2.1, la distribucién a posteriori para 8 dado x es:
Olx~Ga(d|nx+a,n+p).

Otro ejemplo del cédlculo de la distribucién a posteriori es utilizando la dis-
tribucién a priori no informativa de Jeffreys (2.2) obtenida en el ejemplo 2.3. Se
le asigna esta distribucién a priori cuando no se quiere introducir mucha subje-
tividad al problema que se esta estudiando. A este problema se le puede asignar
cualquier tipo de distribucién a priori, ya que al actualizar la informacién a priori
que se tenga del pardmetro, mediante el teorema de Bayes, se obtiene la distribu-
cién a posteriori del pardmetro, y con esta distribucién es con la que se hacer las
inferencias acerca del pardmetro.



18 Capitulo 2. Conceptos bdsicos de la estadistica bayesiana

Ejemplo 2.6. Sea X ~ N (z | §,0?%), donde 6 es desconocido, pero o2 es cono-

cido. Sea 7 () la distribucién a priori no informativa de Jeffreys obtenida en el
ejemplo 2.3.
Entonces la densidad conjunta es

h(2,0) =7 (0) f (x| 0,07 zé\/;_ﬂaexp{—l [”3‘9} }

[\]

y la densidad marginal es

m(:c)z/_ih(x,@)d@z%/_: ;ﬂaexp{—% [xger}:é

Por lo tanto la distribucién a posteriori queda expresada como:

2072
o h@e rAen{-3[=Y" 1[0— 272
70|z, 0%) = = T exp :
m(x) = V2ro
es decir,
Olz, 0% ~ N (0 | z,0%)

2.5. Inferencia bayesiana

Los problemas de inferencia concernientes a @ pueden ser ficilmente tratados
usando el anélisis bayesiano. La idea es que a partir de la distribucion a posterio-
ri, se supone que contamos con toda la informacién disponible acerca de 6 (la
informacién a priori y muestral). Las inferencias acerca de 6 pueden considerarse
sélo de las caracteristicas de esta distribucién.

2.5.1. Estimacién
Estimaciéon puntual

La estimacién puntual es la inferencia mdas simple usada de la distribucién
a posteriori. Para estimar @, varias técnicas clasicas pueden ser aplicadas a la
distribucién a posteriori. La técnica mds comun es la estimacién de méxima
verosimilitud, que escoge al estimador de 8 como el valor 8 que maximiza la
funcién de verosimilitud. El andlogo de estimacién bayesiana de @ se define como
a continuacion se describe.
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Definicién 2.3. La probabilidad mdrima generalizada estimada de @ es la moda
mds grande, 0, de (0| x) (es decir, el valor 0 con el que se mazimiza 7 (0 ]x),
considerada como una funcion de 6).

Ejemplo 2.7. (continuacién del ejemplo 2.4) Sean la funcién de verosimilitud y
la distribucién a priori usadas en ese ejemplo, la densidad a posteriori obtenida
fue N (1 (z),p~!). Dado que una densidad normal alcanza su valor méximo en
la media, entonces la probabilidad médxima generalizada estimada de 6 es:

o2 T2z

+ .
024712 g24 72

0=p(w)=
Ejemplo 2.8. ([2]) Supdéngase que
f(@]0) = exp(=(z = 0))L(9,00) ()

1
0= ey
entonces la distribucién a posteriori queda como:
hix,0)  f(x]6)7(6)
m (z) m (z)
exp (— (z = 0)) Lp.o0) (7)
m(z)m- (14 6%)

@ |z) =

Para encontrar 0 que maximiza la cantidad, nétese que:
i) si & < 0, entonces [y o) (x) =0y 7 (0 | ) =0.
i1) si 0 < x, tenemos que:

) = _%_%[ffé}
_ [exp (—x)] [exp 6 (1+ 62) - exp9(20)]
@] | 1)
_ Jexp(—x)] -expé’(l — 20+ 6°)
@) | qrey
_ [exp (—x) ] -exp9(9—1)2
L m@) T ]| (1+6%)°

Dado que esta derivada es siempre positiva, 7 (6 | ) se incrementa para 6 < .
De aqui 7 (0 | ) se maximiza cuando § = z, que es la probabilidad méxima
generalizada de 6.
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Otras estimaciones bayesianas de @ incluyen la media y la mediana de 7 (0 | x) .
La media, mediana y moda son relativamente féciles de calcular cuando las dis-
tribuciones a priori y a posteriori son de una familia conjugada de distribuciones.

Cuando se presenta una estimacion estadistica, usualmente se necesita indicar
la precision de la estimacién. La medida bayesiana de la precisiéon de un estimador
(en una dimensi6n) es el error cuadrético medio a posteriori de la estimacion, el
cual se define a continuacion.

Definicién 2.4. El error cuadrdtico medio (ECM) de un estimador 6 del pardmetro
0 es la funcion definida por:
~ 2
Eroin) l(a ~9) } .

Para propésitos de célculo, es ttil notar que

Ero1x) {(3_ 0)2] = Brom {(5_ Han(o) T Fn(ol) Q) 2}

= B [(5 - Nw(mx))z}

+2E91x) [(8 — Mﬂ(e\x)) (“ﬂ(9\x) N 9)]
+Ex(9)x) [(NF(GIX) —0) 2]
- (5 - UW(OX))2 B0 [(9 N M”(e‘x)f]

o~

2
= (5 — ILLW(Q‘X)) + VG,’I“W(9|X). (24)

~ 2
Obsérvese de (2.4) que la media a posteriori, P (o)x) Minimiza Frg)x) {(5 — 9) }

(sobre todo 3\), y de aqui 0 es el estimador con menor error estdndar. También

A 2
tenemos que \/ Ero1x) {(5 — 6’) } es el error estdndar.

Ejemplo 2.9. (continuacién del ejemplo 2.4) Es claro que la varianza a posteriori
es:

o272
Varﬂ(g‘x) =p = PO g

Asi, en el ejemplo de la prueba de inteligencia, el nino con = = 115 puede reportar
que tiene una estimacién del coeficiente intelectual de 1.y, (115) = 110.39. Note
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que, la estimacion 0 =ux =115 puede tener un error estdndar (con respecto a
7 (0)|x)) de (usando 2.4):

\/ Er o) [(3 - ‘9) 1 = \/ Varxglz) + (Mww\x) -3)

1
= [69.23 + (110.39 — 115)*]® = 1/90.48 = 9.49.

La estimacién bayesiana de un vector 8 = (61, 0,, ..., Op)t es mas sencilla. La
probabilidad méxima generalizada estimada (la moda a posteriori) es un esti-
mador razonable, aunque hay problemas de existencia y unicidad que son més
probables de encontrar en el caso multivariado. La media a posteriori

t
1
Hro)x) = (:u7r(01|x)> ---’Mi(ep\x)) = Exrolx) 6]

es un estimador bayesiano y su precisién puede ser descrita por la matriz de
covarianzas a posteriori

Vit = Exto) | (8 = Hroy) (6 =t

El error estandar del estimador 47 ., de 0; puede ser , / ;fei‘x) donde Vi, ., es
el elemento (,7) de Vi(gjx).-
El andlogo de (2.4), para la estimacién general § de 0 es

E{(E-@ﬂ = E{(E—O) (3—9)1

. N\t
= Vaeom + (Mn(a\x) - 5) (Nw(e\x) B 5)

~ 2
por lo que la media a posteriori minimiza F {(6 — 0) } .

Otra forma de inferir es mediante un intervalo de confianza para 6. El anédlogo
bayesiano de un intervalo de confianza es llamado conjunto creible, que se define
a continuacion:

Conjuntos creibles

Definicién 2.5. Un conjunto creible de 100 (1 — o) % para 0 es un subconjunto
C de © tal que
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Jom(0]%x)d0 caso continuo

l—-a<P(C|x)= / dF™ (9) =
c > m(0|x) caso discreto
6eC

Puesto que la distribucién a posteriori es una distribucién de probabilidad
de 0, uno puede hablar del significado (usando subjetividad) de la probabilidad
de que 0 esté en C'. Esto estd en contraste con los procedimientos de confianza
cldsicos que son interpretados en términos de probabilidad de cobertura (la proba-
bilidad de que la variable aleatoria X sea tal que el conjunto de confianza C'(X)
contenga a 0).

Al elegir un conjunto creible para 6, se desea intentar minimizar su tamano.
Para hacer esto, se pueden incluir en el conjunto solo aquellos puntos con la
densidad a posteriori mas grande, es decir, los valores "mas probables" de 6.

Definicién 2.6. El conjunto creible de mdazima densidad a posteriori (MDP) a
un nivel de confianza de 100(1 — a)) %, es el subconjunto C de O, de la forma

C={0€0:71(0|x)>K(x)},
donde K («) es la constante mas grande tal que
P(C|x)>1-a.

Ejemplo 2.10. (continuacién del ejemplo 2.4) Dado que la densidad a posteriori
de 0 dado x es N (u(x),p~t) = N (110.39,69.23), que es unimodal y simétrica
respecto a y (x) , el conjunto creible de maxima densidad a un nivel de confianza
de 100 (1 — a) % esta dado por

C= (u () = zgp”

donde z, es el a-percentil de la distribucién N (0,1). Si queremos un nivel de
significacién del 95 %, a = 0.05, entonces ze = 20025 = 1.96.

C = (110.39— 1.96 (M) ,110.39 + 1.96 (\/69—23))
— (94.0819,126.6981) .

=

_1
() + 2gp 2),

Los conjuntos creibles bayesianos son usualmente mucho més féciles de calcu-
lar que los intervalos de confianza clédsicos, principalmente en situaciones donde
un estadistico suficiente no existe.

Cuando 6 es multivariado el uso de la aproximacién normal para la distribu-
cién a posteriori es valioso, pues los célculos se vuelven dificiles de otra manera.
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2.5.2. Constraste de hipdétesis

En una prueba de hipétesis cldsica, la hipdtesis nula Hy : 6 € Oq y la hipdéteis
alternativa H; : 6 € ©; estdn especificadas. Un procedimiento de la prueba
es evaluar en términos de probabilidades los errores de tipo I y tipo II. Estas
probabilidades de los errores representan la posibilidad de que una muestra sea
observada en el proceso de prueba y sea aceptada la hipdtesis.

En el andlisis bayesiano, decidir entre Hy y H; es conceptualmente mas facil.
Sélo se calculan las probabilidades a posteriori g = P (Og|x) y oy = P (O1]x) y
se decide entre Hy y H; respectivamente. La ventaja conceptual es que ag y oy
son probabilidades actuales (subjetivas) de la hipétesis en base a los datos y la
opinién a priori.

Aunque las probabilidades a posteriori de las hipdtesis son las medidas pri-
marias bayesianas en problemas de hipétesis, los siguientes conceptos relacionados
son de interés. Aqui usaremos 7y y m; para denotar las probabilidades a priori de
Oy y ©1 respectivamente.

Definicién 2.7. La razon g—(l’ es llamada la razon a posteriorit de probabilidades
de Hy contra Hy, y % es llamada la razon a priori de probabilidades. La cantidad

B razoén a posteriori de probabilidades — ag/oy  agm

razén a priori de probabilidades To/T1 Q1T
es llamada el factor de Bayes a favor de ©.

El interés en el factor de Bayes es que algunas veces puede ser interpretado
como “la razén de Hy contra H; dada por los datos”. Esta interpretacién es
claramente vilida cuando las hipétesis son simples, esto es, cuando O = {0y} y

©, = {6:}. Entonces

an — mo.f(x]60) v — w1 f(x]61)
07 mof(x[0o)+m1f(x[01)7 1 T mof(x[00)+m1f(x]01)

ag _ mof(x60) B — m _ J(x|00)
a w1 f(x]601) y T oaimo f(x[01) -

En otras palabras, B es la razén de verosimilitud de Hy contra H;, que es
comunmente vista como la probabilidad dada por los datos de Hy contra Hj.

En general, B depende de la distribucién a priori que se asigne. Para explicar
esta dependencia, es conveniente escribir la distribucién a priori como

- To4go (9) si 0 e @0
W(e)_{mgl(ﬁ) sz’@G@l ’



24 Capitulo 2. Conceptos bdsicos de la estadistica bayesiana

donde gg y g1 son densidades propias que describen como la masa a priori se
extiende sobre las dos hipétesis. Con esta representacion se escribe

ap  Jo, AT (0)  [o, £ (x]0) modF (8) fm () w0 [o, f ( |9) dF% ()

o1 fo AFTOR () T [y (x|0) mdFe (0) /m (x)  m [y f(x]0) dF (6)

de aqui
f@ (x|0) dF (0)

Jo, f (x0) dFo (0)

que es la razén de verosimilitud (a inclinarse por gy y ¢1) de ©¢ contra 6;. Lo
que implica que gg y g1 no pueden ser interpretadas como una medida del soporte
relativo para la hipétesis proporcionando solamente datos.

Sin embargo, B puede ser relativamente insesgado para elecciones razonables
de go v g1, y entonces tal interpretacion es razonable.

Ahora, se explicard en que consiste la prueba unilateral y la prueba de una
hipétesis nula puntual, senalando los aspectos generales de las pruebas bayesianas
y comparando los enfoques clédsicos y bayesianos.

B =

Prueba unilateral

Una prueba de hipétesis unilateral ocurre cuando

Hy @ 6 < 0,

Hy : 0>40,,
6

Hy : 0> 0,,

Hy : 0<§6,.

Esta prueba no tiene una caracteristica especial. El interés estd en que en el
contraste clasico el uso del valor—p, tiene una justificacién bayesiana. Considérese
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Cuando X ~ N (0,0?) y 6 tiene una distribucién a priori no
informativa (2.1) 7 (6) = 1. Se tiene

h(z,0) == (0) f (z]0,0°) = f (z|0,0?)

o0 _p\2
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entonces

7T((9|£C,0-2) — hngaé;;e)) — \/2;7@}(13 (—%) .

Es decir, la distribucién a posteriori de 6 dado z tiene una distribucién N (z, 0?) .
Considérese ahora la situacién

Ho : (9§¢90,
Hy : 0>0,.

Entonces

a0 = P (Olz) = P (6 < fo|z) = (90 _x) ’

o

donde @ es la funcion de distribucién de una normal estdndar.

El clasico valor — p contra Hj es la probabilidad, cuando 6 = 6, de observar
un X “mds extremo” que el dato x actual. Aqui el valor — p puede ser

valor—p:P(XZ:c)zl—(I)(x_eo).
o

Por la simetria de la distribucién normal, se sigue que ag es igual al valor — p
contra Hj.

Contraste de hipétesis nula puntual

Es muy comiin en la estadistica cldsica plantear hipétesis de la forma

H() : 9:(90,
Hl : 9#00

Tal prueba de hipdtesis nula puntual es interesante, particularmente porque el
enfoque bayesiano contiene algunas caracteristicas originales, pero principalmente
porque las respuestas bayesianas difieren radicalmente de las respuestas clésicas.

Se deben hacer algunos comentarios acerca de este tipo de hipétesis. Primero,
son comtnmente realizadas en situaciones inapropiadas. En realidad, nunca se da
el caso que se considere la posibilidad que # = 6, exactamente. Mds razonable
serfa la hipdtesis nula § € ©¢g = (0y — b, 6y + b) , donde b > 0 es alguna constante
elegida tal que todo € en © pueda considerarse indistinguible de 6.
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Hay algunos problemas de decisién que conducirdn a intervalos de este tipo
pero con b grande. Tales problemas raramente serdn bien aproximados por una
prueba de hipdtesis nula puntual.

Dado que uno debe contrastar Hy : 6 € (6y — b,0 + b) , necesitamos conocer
cuando es adecuada la aproximacién de Hy por Hy : 0 = 0. Desde la perspectiva
bayesiana la aproximacién es razonable si la probabilidad a posteriori de Hy estd
cerca de la igualdad en ambos contrastes. Otra condicién es que la funcién de
probabilidad observada sea aproximadamente constante en (g — b,0y + b) .

Ejemplo 2.12. ([2]) Sea Xi, ..., X, una muestra observada con una distribucién
N (6,0?), donde o2 es conocido. La funcién de verosimilitud observada es entonces

proporcional a N (:7:, %2) de 0. Esto puede ser constante en (0y — b, 0y + b) , donde

b es pequeno comparado a % Por ejemplo, cuando es una prueba clésica z =

z—0 [ C s ) )
M es mas grande que 1, la funcién de verosimilitud varfa no més de 5% en

(6o —b,0p+b) sib<(0.024) 271-%=. Cuando z = 2, 0 = 1 y n = 25, esto impone

N
la cota b < 0.0024. Note que el limite en b puede depender de |z — 6|, més que
de =.

Jn

Para realizar un contraste bayesiano de la hipétesis nula puntual Hy : 6 =
Ay, no se puede usar una distribucién a priori continua. Pues la distribucién a
priori y la distribucién a posteriori dardn una probabilidad de cero en 3. Una
aproximacién razonable es dar a 6y una probabilidad positiva 7, y a 8 # 6y la
densidad 7 ¢; (f) donde my = 1 — 7y y ¢1 es propia. Se puede pensar a my como
la masa que se le asignarfa a la hipdtesis Hy : 0 € (6p — b,0y + b) .

La densidad marginal de X es

m(X)Z/f(XIQ)dF”(Q)=f(X|90)7To+(1—7ro)m1(X),
donde
my (X) = x| 0)dF9 (0
() /{eﬁo}f( | 6)dF (0)

es la densidad marginal de X con respecto a ¢;. De aqui la probabilidad a poste-
riori de 6 = 6, es

f(X|90)7To: f (x| 6o) mo
m (x) f (x| 00) T+ (1 —mo)my (x)

7T(90|X) =

1—m m(x)

mo  f(x|06)

= |1+
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Note que esto es ag, y que a; = 1 — ay es la probabilidad a posteriori de H;. Asi
la razén a posteriori de probabilidades es
Qo _ 7 (0o | x) :@f(XWO)
(03] 1—7T<¢90|X) 1 ml(x)
y el factor de Bayes de H, contra H; es
QT f (x| 0o)

B — _
Q1T my (x)

2.5.3. Inferencia predictiva

Cuando se intenta predecir una variable aleatoria Z ~ g (z | @) basada en las
observaciones de X ~ f (x| 8). Podemos asumir que X y Z son independientes
y que g es una densidad.

La idea de la inferencia predictiva bayesiana es que, dado que 7 (0 | x) es la
distribucién de @ (creencia a posteriori), entonces g (z | @) w (6 | x) es la distribu-
cién conjunta de z y @ dado x, e integrando sobre todo el espacio paramétrico 0
obtenemos la distribucién de z dado x.

Definicién 2.8. La densidad predictiva a posteriori de Z dado X, cuando la
distribucion a priori de 0 es w, es definida por

P(z|x>=/@g<z|e)dF”“‘"x)(e):/@g(ﬂ0>w<0|x>d0.

Ejemplo 2.13. Para calcular una distribucién predictiva a posteriori usando
una distribucién a priori no informativa de Jeffreys (2.2) en el ejemplo de los
accidentes fatales. Tenemos dado que

exp (—0) 6"

f(zi]0)=

Y

tomando el logaritmo obtenemos
log (f (i | 0)) = =0 + x;log (0) — log (x:!),
calculando la parcial con respecto de 6

9 (log (f (x:]90)) _ T
a6 -ty

& (log (f (x:]0) =

06> e




28 Capitulo 2. Conceptos bdsicos de la estadistica bayesiana

La matriz de informacion de Fisher sera

]w):_E{—@}:ﬁx@) 6 1

92

y por lo tanto
m(0) x 073,

La distribuciéon a posteriori se calcula como:

0" exp (—nb)

x|0)= ,
f(x10) T o]
glrx+)—1 exp (—nf) 1
f (X ‘ 9) Q (9) - H?:l [le] 0
B pirxtz)-1 exp (—nb)
N I, [!]

donde la distribucién marginal es

m(x) — /f(x|t9)7rt9d9

= 1 nX+1
= F(nx+ 2) /Fn( ) plrx+z)-1 exp (—nd) db

' 1 [xd!] n(nX+3) (ni + %)
_ F (nx + )
[

1 ] (nx+

Asi, la distribucién a posteriori queda como

g = L1070



2.5. Inferencia bayesiana 29

0.2

0.1

Figura 2.1: Distribucion predictiva a posteriori del ejemplo 2.13.

Luego la distribucién predictiva a posteriori es:
m(z¥|x) = /f (x*|0) 7 (0|x) db
x* (n§+%) _
= /exp(—é’) i [LQ("’”E)l exp(—n@)] df

! | T (nX + )

|0 Feme) e
w0 (0K +3) (14 )= +o2) J T (27 +nX + 3)
Q(z*+n§+%)*1 exp (_ (1 I n)) 20

(n)("%+3) I (a* + %+ 1)
T (’I’Li + %) (1 + n)(z*JrniJr%)a

1

Bl = X e o (nx+%)§n+1>'
n (n)
En la figura 2.1 se muestra la distribucién predictiva a posteriori para este
ejemplo (ver apéndice A2.1).
En la tabla 2.1 se presentan los célculos de los momentos de la distribucién
predictiva a posteriori (ver apéndice A2.1), asi como un intervalo creible al 95 %

donde
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de confianza.

Esperanza | 23.850
Varianza | 26.235
Intervalo | (14,34)

Tabla2.1. Momentos e intervalos creibles

de la distribucién predictiva a posteriori.

En el siguiente capitulo analizaremos las aproximaciones asintéticas: aproxi-
macién normal y método de Laplace.



Capitulo 3

Aproximaciones asintéticas

La solucién al problema de integrar el denominador de (2.3) involucra usar
métodos asintoticos para obtener aproximaciones analiticas de la densidad a pos-
teriori. El resultado més simple es usar una aproximacién normal a la distribucién
a posteriori, que es esencialmente una versiéon bayesiana del teorema del limite
central. Una técnica asintética més complicada es el método de Laplace (Tierney
y Kadane, 1986. [25]), que permite obtener mé&s precisién en las aproximaciones
asimétricas a posteriori.

3.1. Aproximacién normal

Cuando el niimero de datos es bastante grande, la verosimilitud es bastante
alta, y pequenos cambios en la distribucién a priori podria tener efectos en el
resultado de la distribucion a posteriori. El siguiente teorema muestra que la
distribucién a posteriori puede ser aproximadamente normal.

Teorema 3.1. Supdngase que Xi,..., X, "= f; (; ] 0), y entonces f (x| 0) =

[1 fi (x: | 0). Supdngase que la distribucion a priori w(0) y f (x| @) son positi-
i=1

vas y dos veces diferenciable cerca de gﬂ, la moda a posterior: de 6, asumiendo
que existe. Entonces bajo condiciones adecuadas de reqularidad, la distribucion
a posteriori m (0 | xX) para n grande puede ser aprorimada por una distribucion
normal teniendo media igual a la moda a posteriori, y matriz de covarianza igual
a menos la inversa Hessiana (sequnda derivada) del logaritmo a posteriori eva-
luado en la moda. Esta matriz es denotada como [I™ (x)]". Dado que ésta es la
generalizacion de la matriz de informacion de Fisher para 0, se tiene que

T log(f (x| 6)7 (6))

15 ) == 30,00, o

31



32 Capitulo 3. Aproximaciones asintéticas

Demostracion. Se probard para el caso unidimensional. Escribiendo

L(0) =log f (x| 0) 7 (0)

y usando la expansién de Taylor para [ (f) tenemos

m(@|x) o f(x[0)m(0) = exp(log(f(x|8)m(0))) =exp(l(0))

Q

N\ 2
exp |1 (5) n %z 0) |, (9 _ 5) N aa_;l O] (0 —29)

= e [1(8) - 5170 (¢-7)’
x N (@”, I (x)]_l) . (3.1)

O

Ejemplo 3.1. ([5]) Supéngase que 16 consumidores han sido seleccionados para
comparar dos tipos de comida en base al sabor, una comida es méds cara que la
otra. Después de someterlos a la prueba, los consumidores dan sus opiniones. El
resultado es que 13 de los 16 consumidores prefieren la comida maés cara.
Supéngase que 6 es la probabilidad de que un consumidor prefiera la comida
mas cara.
Sea

v — 1  siel consumidor i prefiere la comida mas cara
! 0 en otro caso.

Las decisiones de los consumidores son independientes y 6 es constante sobre
los consumidores, entonces sus decisiones forman una secuencia de pruebas de
Bernoulli.

Definiendo

16
Yoy
i=1
entonces la funcién de probabilidad es
X |0~ Bi(16,0),

esto es, la distribucién muestral para x es

reo = (1) a-oe
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Como se tomé una sola muestra, la distribucién de probabilidad es también la
funcién de verosimilitud. Para seleccionar la distribucién a priori, observando a
la verosimilitud como una funcién de 6, se ve que la distribucién beta ofrece una
familia conjugada, pues su funcién de densidad es

I'(a+ )
m(0) = ————%¢
=TT E)
Ahora, la distribucién a posteriori para 6 es facil de calcular como:
m(0]z) o f(z]|0)m(0)
o 9:p+a71 (1 . 9)16—3{:-}—5—1

x Be(zx+a,16 —z+pf).

0ot (1—0)"".

Si se toma a un elemento de la familia Beta con pardmetros o = = 1 se obtiene
una distribucién a apriori uniforme. Asi, se tiene

f(z]0)m(0)oc o (1-0)"",
entonces
1(0) =log f(z|0)m(0) =xlogld+ (n—x)log(l—0).
Tomando la derivada de [ ()

e igualdndola a cero se obtiene

z(l—=60)—0(n—2x) = 0,
rx—af —0n+20 = 0,
0="2
n
La segunda derivada es

D21 (0) r (n—x)

00> 0 (1-0)%
Ahora, evaludndola en el estimador se tiene que
91 (0) | . (n-z)  wn® (n-uo
N N N
n? n? n
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ffffff Aproximacion a posteriori
A posteriori exacta

Densidad a posteriori

Figura 3.1: Distribucion a posteriori exacta y aproximacion para el ejemplo 3.1.

Entonces

—1 R R —1
n n —nf +nd

I I )
9(1-9) n

Por lo tanto la aproximacién a la distribucién a posteriori es

~
3
&
I
I
) 3
+

7(0|z)~= N 5)@

n

Luego, la distribucién exacta a posteriori para este caso es Beta (14,4) y la aproxi-

macion a la a posteriori es N (@, 0<1_0)) donde 0 = }—2. En el apéndice A3.1 se

n

presenta el cédigo de esta aproximacién y en la figura 3.1 se muestra la aproxi-
macioén.

La estimacion de 7 (0 | x) puede ser pobre si la verdadera distribucién a pos-
teriori difiere significativamente de una normal. En tal caso se puede obtener
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mas exactitud en los estimadores a posteriori sin mucho esfuerzo en términos de
derivadas de alto orden o transformaciones complicadas, con una técnica conocida
como Método de Laplace. Esto se explicard a continuacion.

3.2. Meétodo de Laplace

Supdngase que f es una funcién suave y positiva de 0, y h es una funcién suave
de 6 donde —h tiene un tinico méximo #. Tomando 6 univariado por simplicidad,
se desea aproximar

g / £ () exp (—nh (6)) do.

Usando la expansion en serie de Taylor para f y h cerca de 0 ose btiene
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— N 1
y como el término final adentro de la integral es proporcional a N <9 , <nh’ ! (6’)) )

= o (- (8)) 1 3) [ oo L ((iég)] i

entonces
S . 1 (@
I ~ exp (—nh (9)) f (‘9) nhfw (1 + of Eb\; Var (9))

donde Var (0) = [nh” (/0\)}1 =0 (4).

Definicién 3.1. Se dice que f = O (g) cuando x — oo si y sélo si existe un xg

y M tal que
f@
9 (z)

para x > xg.
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En general para @ m—dimensional se tiene que

o)

donde
T=1(8) (%) 13 Few (- (3) 52
> =[]

(@), -

la matriz Hessiana de h evaluada en .

Ahora, se desea calcular la esperanza a posteriori de una funcién g (), donde
—nh (0) =log[f (x| ) 7 (0)]. Entonces

_ Jg(8)exp(—nh(0))deo
Bl = o (Cnh (0)) a6

(3.3)

Aplicando el método de Laplace (3.2) para el numerador (f = g) y denominador
(f = 1) se obtiene

By — ° () (&=)% 115 exp (—nn (8) ) [1+ 01 ()]
(=) 15 12 exp (—nn (8)) [1+05 (2)]
N [1+0 -0, (2)+0: (2
-0 () [
R Os (L
- 9(0) _H1+0(2()%)
- 4(9) _1+0<%)}.

Ejemplo 3.2. Considerando el ejemplo 3.1, ahora se quiere aproximar la media
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a posteriori por el método de Laplace, se tiene que

Evon 6] = [ 6(0]2)ds

[0f (x]0)7(0)do
1 (@] 0)(6)do
[6-67(1—0)""do
[6"(1—6)""do

oo

Aqui g (0) = es una aproximacion de primer orden a la media a posteriori

de 6. Esta aplicacién del método de Laplace produce el mismo estimador (con el
mismo orden de precisién) que la aproximacién modal.

Pero si se considera el truco introducido por Tierney y Kadane (1986) [22], el
cual consiste en:

Si g(@) > 0 para todo 6, escribiendo el integrando del numerador de la
ecuacién (3.3) como

exp (log g (0) — nh (0)) = exp (—nh* (0)),

y usando el método de Laplace (3.2) con f = 1 en ambos numerador y denomi-
nador, el resultado es

Elg(6)) = 'é'lf é:Z:{%; o))

donde 8" es méximo de —h* y 3% = [D2h* (8*)] ", similar a la definicién de 0y
> . Esta aplicacién del método de Laplace prueba una aproximacion de segundo
orden a la media a posteriori de ¢ (0).

Para modelos multiparamétricos en 8 (digamos, de dimensién mayor que 10)
los métodos de Laplace podrian raramente ser precisos, y los cédlculos numéri-
cos de la matriz Hessiana asociada podrian ser dificiles. Por esta razén, se han
incrementado los métodos iterativos, especialmente los que involucran muestreo
Monte Carlo, para cédlculos a posteriori. Estos métodos tipicamente involucran
largas corridas, pero son més generales, dan una informacién més completa y son
més faciles de programar. De estos métodos se hablard en el siguiente capitulo.




Capitulo 4

Métodos de Integraciéon Monte
Carlo

4.1. Preliminares

La idea bédsica del método de Monte Carlo consiste en escribir la integral
requerida como el valor esperado de alguna funcién con respecto a alguna dis-
tribuciéon de probabilidad. Esto sugiere una solucién estadistica al problema de
integracion.

En la base de la generacién de variables aleatorias estd la generacién de
nimeros pseudoaleatorios que deriva directamente en la generacion de variables
aleatorias uniformes en el intervalo [0,1].

Una de las més comunes aproximaciones para generar niimeros pseudo-aleato-
rios inicia con un valor inicial xg, llamado la semilla, y entonces con cédlculos
recursivos de sucesivos valores x,, n > 1, se tiene

Ty = aTp_1(modm) (4.1)

donde a y m son enteros positivos, y significa que ax,_; es dividida por m y el
restante es tomado como el valor de x,,. Entonces cada z, es 0, 1,... . m —1y
la cantidad 2= (llamado un nimero pseudoaleatorio) es tomada como una apro-
ximacion al valor de una variable aleatoria uniforme en (0,1). La aproximacién
especificada por la ecuacion (4.1) para generar nimeros aleatorios es llamada el
método del multiplicador congruencial.

Otro generador de nimeros pseudo-aleatorios que usan recursién del tipo

Ty = aTp_1 + c¢(modm)

se llama generador congruente mixto (pues involucra una suma y multiplicacién).

39
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Posteriormente, estas variables uniformes son de gran utilidad en la generacién
de otras variables aleatorias.

Si se considera una variable aleatoria continua que tiene una distribucion F', el
método méds general es el desarrollado en el teorema de la transformacion integral
de la probabilidad, el cual se enunciard y demostrara a continuacion.

Teorema 4.1. (Transformacion integral de la probabilidad) Sea X una variable
aleatoria con funcion de distribucion F', entonces

a) Si F' es continua entonces F(x) es uniforme en [0, 1].

b) Si F~ (u) = inf{z; F(z) > u} es la inversa generalizada de F y U es
la distribucion unifome en [0,1] entonces F~ (U) ~ F. En consecuencia, para
generar una X ~ F basta generar U ~ U [0,1] y hacer la transformacion x =
F~(u).

Demostracion. a) Tenemos que ver que para todo [a,b] C (0,1) se tiene que
Pla<F(X)<b=b-—a.
Asi, por ser F continua se tiene que F'~! [a, b] es cerrado, y ademds serd intervalo

por ser no decreciente. Es decir F~! [a,b] = [z4, 23], donde F (x,) =ay F (x) =
b. Luego

de donde

por lo tanto
Plr, < X <)<= [a < F(X) <b| = F(xp) =b(x,) =b—a.
b) Para todo u € [0,1] y para todo x € F~ (][0, 1]) la inversa generalizada satisface
F(F () 2 uy P~ (F@) <,

de aqui que

entonces
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Los algoritmos correspondientes a estos métodos son expuestos en el apéndice
A4.1. Una de las aplicaciones de la generacién de niimeros aleatorios fue el calculo
de integrales. Esta aproximacién de integrales es llamada la aproximaciéon Monte
Carlo.

Un aspecto fundamental es saber cudntas iteraciones necesitamos en nuestra
simulacion. Estd claro que, en términos generales, entre més iteraciones se realicen
mejor serd la aproximacion obtenida. Sin embargo, existe un tope a partir del cual
las mejoras que se obtienen en la estimaciéon no compensan el esfuerzo realizado.
En muchos casos la experiencia préctica, el sentido comin o la disponibilidad
de tiempo y recursos nos pueden dar una cota para n. El procedimiento teérico
que se utiliza para el célculo del tamano de muestra (nimero de iteraciones) se
muestra en el apéndice A4.2.

4.2. Motivacién del concepto de integraciéon Monte
Carlo

Sea m : R — R*. Supdéngase que existe M > 0 tal que 0 < 7 () < M para
todo 6 € [a,b], y que se quiere calcular la integral ([14])

A= / . (6) do. (4.2)

El valor de ésta integral no es mas que el drea bajo la curva ¢ de la funcién 7 (6)
paratodo 6 € [a, b] . Esta grafica queda inscrita en el rectangulo R = [a, b] x [0, M] .

Si se define )

k‘(@a(ﬂ):m

IR (97 gp) )

entonces k (0, p) corresponde a la funcién de densidad de una distribucién uni-
forme sobre el rectdngulo R. La integral A puede entonces estimarse simulando
una muestra (61, ;) , ..., (On, py) de k (0, ) y contando cudntos de estos valores
caen bajo la curva ¢ = 7 () . Especificamente, sea

N
Ny = ZIC (0:: ;) ,
i=1

donde C' ={(0,9) e R:a <0 <b,0<¢ <7 ()}. Entonces

- N
Ale(b—a)Wf,
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es un estimador insesgado de A. Para verificar esto, nétese que cada observacion

(0, ;) corresponde a un ensayo de Bernoulli (pues estd o no estd en el conjunto
('), con probabilidad de éxito A/ [M (b — a)], por lo que

E[le] - E{M(b—a)%}

- Mgy

N
WE ;IC (ei,so»]
M@Gb-a) NA
N {M((b—a)}
= A (4.3)

por lo tanto, A; es un estimador insesgado de A. La varianza de éste estimador

Var (//1\1) = K {(A\l — A)?
_ p[@] 2[4
M (b — a) A2

T ey LR
N N

A
= S (M(b—a)—4).

x(6) = %exp (—%9) ,

sea M = 0.1839 tal que 0 < 7 () < 0.1839 para todo 6 € [2,5]. Entonces se
quiere estimar el valor de la integral

51 1

- N
Ay = 0.1839 (3) 100500

Ejemplo 4.1. Sea

que es aproximadamente

donde
N
Nf = ZIC (927 QOZ) ;

=1
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1 1
C = {(e,go) € R=[2,5x(0,0.1839] : 2<0 <50 < o < s exp (—59)}.

Se obtiene como resultado (ver apéndice A4.3) que la aproximacién f/l\l = 0.2859,
mientras que el valor real de la integral es 0.2857.

4.3. Meétodos directos

En problemas de estadistica se tiene la situacion de evaluar:

h(x) = Ex [f (x]0)] Z/f(XW)?T(@ do. (4.4)

Donde 6 ~ 7 (). Uno de los métodos para evaluar la integral (4.4) es el
muestreo directo.

4.3.1. Muestreo directo

La definicién més bésica de integraciéon Monte Carlo consiste en suponer 6 ~
(6 ]| x), y se busca el valor de

1= Elg0) = [9(0)7 (0| x)ds (4.5)

Entonces, se generan posibles variables aleatorias 01, ...,0,, i.i.d. de 7 (0 | x) se
tiene la aproximacién de (4.5) como el promedio muestral:

T=— g0 (4.6)

que converge a E [g (0)] con probabilidad 1, cuando m — +o00, segin la ley fuerte
de los grandes nimeros. Se demostrard la ley débil de los grandes nimeros, lo
mismo que dos teoremas auxiliares que a continuacion se enuncian, y se enunciard
la ley fuerte de los grandes ntiimeros.

Teorema 4.2. (Desigualdad de Markov) Supdngase que X es una variable
aleatoria tal que P (X > 0) = 1. Entonces, para cualquier nimero t > 0

E(X)

P(X>1t)< :
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Demostracion. Supéngase que X tiene una distribucién discreta cuya funcién de
densidad de probabilidad es f. La demostracién para una distribucién continua
o un tipo de distribucién méds general es andloga. Para una distribucién discreta

E(X)=) af(@)=) af(z)+) af(x)

T <t >t

como X puede tomar tnicamente valores no negativos todos los términos de la
suma son no negativos. Luego

E(X)>) af(x)>) tf(z)=tP(X >1).

>t >t

Por tanto
E(X)

t

>P(X>t).
O

Teorema 4.3. (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleatoria para
la cual Var(X) existe. Entonces para cualquier nimero concreto € > 0

< Var (X)

PIX-E(X) |20 <]
Demostracion. Sea Y = [X — E(X)]*. Entonces P(Y >0) = 1y E(Y) =
Var (X). Aplicando a Y la desigualdad de Markov

E(Y) _ Var (X)

PUX-EB(X)|ze)=P (Y2 <25 =

Por lo tanto
< Var (X)

PX-E(X) |22 <~

O

Teorema 4.4. (Ley débil de los grandes nimeros) Supdngase que Xy, ..., Xy,
constituyen una muestra aleatoria cuya media es j y sea X, la media muestral.

Entonces o
P lim X, =u.

n———eaRo
Es decir, la sucesion Xy, ..., X,, de variables aleatorias converge en probabilidad a
I, st para cualquier nimero dado € > 0,

lim P (|X, —p| <e)=1.

n—-—:oo
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Demostracion. Supéngase que la distribucién de donde se ha seleccionado la
muestra aleatoria tiene una media finita ¢ y una varianza finita 2. De la de-
sigualdad de Chebyshev, para cualquier mimero dado ¢ > 0

Var (Y) _ Var(X)

- €2 nez '
_ X
1-P (X, —pl<e) < VL(Q)
ne
X _
LCIEC.O Yl SR
ne
Entonces o
im P (| X, —pl<e) =1,

por lo tanto L
P lim X, = pu.

n—oo

O

Es decir, la media muestral siempre converge en probabilidad a la media de
la distribucion de la que se seleccioné la muestra aleatoria.

Teorema 4.5. (Ley fuerte de los grandes nimeros) Sea Xy, ..., X, una
muestra aleatoria cuya media es p y sea X, la media muestral. Entonces

P(ﬁmfn:@ ~ 1.

n—oo

Es decir la sucesion X1, ..., X,, converge a p con probabilidad 1.

En este caso, 7 (6 | x) es una distribucién a posteriori y v es la media a
posteriori de g (f) . Aqui el célculo de la esperanza a posteriori solo requiere una
muestra de tamano m de la distribucién a posteriori.

Note que, en contraste con los métodos de la seccién anterior, la calidad de la
aproximacién en (4.6) mejora cuando se incrementa m, el tamano de la muestra
Monte Carlo (que nosotros elegimos) y se aproxima a n, el tamano del conjunto
de datos (que esta tipicamente mas alld de nuestro control).

Otro contraste con los métodos asintéticos es que la estructura de (4.6) tam-
bién nos permite evaluar su precisiéon para cualquier m fijo. Dado que 7 es en si
mismo una media muestral de observaciones independientes, se tiene que

Var (7)) = Var (%Zg(&)) = %VGT (Zg(91)>

- %Var (g(0)) = %Vaﬂ“ [9(0)],
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pero Var [g (0)] puede ser estimada por la varianza muestral de los ¢ (6;) valores,

Varlg(®)] = E[(g(0)— ﬁ)ﬂ
~ [@© -37n@)a

LS (g6 -7,

Q

m £

entonces el error estandar estimado de 7 esta dado por

Finalmente, el teorema del limite central implica que 7 + 25¢e (3) proporciona
una aproximacion del 95% de confianza para el intervalo del verdadero valor de
la media a posteriori v. De nuevo, m puede ser elegido tan grande como sea
necesario para proporcionar cualquier nivel de confianza deseado del intervalo.

Ejemplo 4.2. Sea X; ~ N (2;]0,0%), con @ desconocida y o2 conocida, entonces

T~N (f\@, "72) , con distribucién a priori 7 (f) oc 1. Queremos calcular

7 (0]x,0%) o f (x]6,0%) 7 (0),

donde cada X tiene funcién de densidad

f(z:]6,0%) = \/21_7m exp (—2%‘2 (x; — 9)2) .
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Asi,
n 9 B n 1 _L T — 2
Zl;[lf(:ciw,a) = 7,1;[1 5 exp( 202( i—0) )
1 1 « 2
I (_@ ; =) )
1 1 < _ 2
= (27r)%a” exp (—27‘2 2 (z; = %) — (0 — X)) )
— 1 X
(2m)2om
exp <_2%2 [Z (2 =%)" = 2(2; = X)(0 = %) + (0 — iﬂ])
= 1 X h
(2m)zon
exp (—2%2 [Z(l’z ~-%)* - 2(0 - %) Z(l’i —X) +n(0 - §)2D
o exp (—%(f - 9)2) )
luego,

por lo tanto,

La gréfica de la distribucién a posteriori se muestra en la figura 4.1.
Para aproximar E (0 | x) = X, se generan §*, 6%, ....0™ ~ N (0 | X, %2) . Luego

E(0]0%x) :/%(9 | 02,%) df ~ %Zelﬁ
i=1

Con m = 1000, y X; ~ N (z;|6,1). Aplicando el muestreo directo de Monte
Carlo se obtiene (ver apéndice A4.4):

E (8] 0% x) =0.01943,
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-0.05 0.00 0.05 0.10

Figura 4.1: Distribucion a posteriori del ejemplo 4.2.

la media obtenida de manera analitica es
X = 0.01941,
mientras que la varianza es
Var (0| 0®,x) = E (6’2 | 0%, x) — E (6| 02,x)2.
Por muestreo directo se tiene que
1 &Y .
E (6% 0% x) = /9% (6]0%x)do ~— ; (6')* = 0.00137,
entonces
Var (0| 0%,x) = 0.00137 — 0.01943
= 0.00099.

La varianza de la distribucién a posteriori es

0.2

— = 0.001.
n
Asi, el error estandar estimado de E (0| 02,%) es

P~ I —
se (E (6] 0'2,X)> = \/mVar (0] 02,x)
= 0.00099.
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La simulacién Monte Carlo proporciona un ejemplo donde la simulacién es
claramente apropiada. Note que

p=Pla<g®) <b|x}=E{laylg(0)]x},
entonces un estimador de p es simplemente

. mtimero de 0;, € (a,b)
p= m )

que se le asocia una distribucién binomial con error estdndar estimado

S pP(1—-D)
—
4.3.2. Método de composicién

A veces no es posible obtener simulaciones de una distribucién marginal, pero
sf resulta facil hacerlo de una distribucién condicional.
Si f (x| 0) es una densidad facil de simular, para obtener una muestra

X1, X, ’*"N-d-h(x):/f(x|e)w(e)de.

El algoritmo del método de composicion dentro de los métodos directos de Monte
Carlo se describe a continuacion.

Entrada: m nidmero de simulacién deseada.
7 (0) Una distribucién de probabilidad.
f (x]0) Distribucién de probabilidad.
Salida: (X, 6;) Muestra i.i.d. de la densidad conjunta h (x,0) = 7 () f (x|6)
Paso 1.- Para j = 1 hasta m
Generar ¢} ~ ()
Generar X7 ~ f (x|0})
Paso 2.- Salida (X, 6;) para j =1,...,m

Las cantidades X1, ..., X,, son una muestra 7.i.d. de la distribucién marginal

h(x).
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Ejemplo 4.3. Sea una muestra X; w N (x;|0,0%), parai = 1,..,n, con 0 y
o2 desconocidos, y supéngase una distribucién a priori no informativa de Jeffreys
para los pardmetros (ver ejemplo 5) 7 (0,0) = % Se tiene que la distribucién
marginal a posteriori con respecto a 6 es

7 (0]x) = /7T (6,0%x) do? (4.7)

y
7 (0,0%x) =7 (0lo?, x) 7 (0?[x) . (4.8)
Asi, si
f(zi]6,0%) = ! exp L (z; — 0)°
Y 2mo? 202 > 7

entonces la funcién de verosimilitud es

n 1 1
x|6,0%) = ex {—— l‘i—eﬂ
i) = I o |75 (1= 0)
B 1 1 — )
= (2%02)% exp _ 207 2 (x; —0) ]
1 R~ _ —\12
= —exp | ——— T, —X)— (0 —X
Zror)E P 207 2 [( ) — (0 —X)] ]
1
= = X
(2m0?)2

B 1
T 52’
de donde
o’ = l o= —1
T Y N
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luego

f(X‘@,T)OCT%eXp{—% [n(@—if—i—Z(mi—f)Q]}.

1=1

Como
7 (0,7) =T

la distribucién a posteriori esta dada por
m(0,7|x) o< f(x|07)7(0,7T)

x T%T%GXP{—%[ (8—?)2+Z(xi—§)2]}

x TnTlexp{—% [n(@—if—i—Z(mi—if]}.

Ahora la marginal de ¢ tomando un valor fijo de 7 esta dada por
™ _ 1 _
m(0]x,7) ox exp {—7 (6 — X)Q}} X exp {—2—1 (60— x)ﬂ}

1
x N (X,—) .
™

Entonces la distribucién marginal a posteriori de € dado x esta dada por

2
mx,o-w(z“_).
n

Ahora
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52
7 (0% %.0) (%)nTﬂexp{—% (%)g(%—if}
) <a2i"71 o { (ZL e @2) (=) }
) <a2>;“ p{<2i:1(?_}c)><%)}

0'2|XNIG n—1 Z?:l (ml_i)
2 2

Asf la distribucién marginal a posteriori de 02 dado x estd dada por
2 )

Asi (4.7) se puede rescribir como:
7 (0]x) = /7T (0]0%, %) 7 (0|x) do”.

Para este caso, el algoritmo de composicién debe realizarse de la siguiente manera:

Entrada: n nimero de simulacién deseada.
n _%)2 . . ., .
IG (”T’l, M) Distribucién gamma-inversa.

N (x, "—: Distribucién de probabilidad.
Salida: {(8], a?) J=1,... ,n} un conjunto de la densidad conjunta (4.8)
Paso 1.- Para j = 1 hastan
n—1 i (zi—%)°
Generar 0% ~ IG (T> %) .
o

Generar 0; ~ N (X, -
Paso 2.- Salida {(Qj,a?) j=1,....n}.
Las cantidades ¢; son una muestra ¢.7.d. de la distribucién marginal a posteriori
7 (6 | x), con las cuales se pueden hacer los calculos deseados.
Asi, si se quiere estimar la media a posteriori de ¢
(4.9)

E(9|x):/6’7r(6’|x)d0

usando muestreo directo de Monte Carlo, se obtiene una estimacién de (4.9)

M

mediante
~ 1

=1
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Los dos ejemplos anteriores sugieren que, dada una muestra de la distribucién
a posteriori, casi cualquier cantidad de interés puede ser estimada. Pero, ;que
pasa si no se puede muestrear de la distribucién directamente? Este es un viejo
problema que precede el interés de los estadisticos bayesianos por muchos anos,
debido a que hay muchas distribuciones que son dificiles, o casi imposibles de
simular directamente, al no disponer de la representacién de la distribucién en su
forma usual, es necesario implementar otro tipo de simulaciones. A continuacién
se analizaran los métodos indirectos de Monte Carlo.

4.4. Métodos Indirectos

Como resultado al problema de muestrear directamente de la distribucién a
posteriori, hay diversas aproximaciones que uno podria intentar, de las cuales se
analizardn sélo dos:

-Muestreo por importancia.

-Muestreo aceptacién-rechazo.

4.4.1. Muestreo por importancia

Se quiere aproximar la esperanza a posteriori dada por

E(g(6)|x) = /gw)w(mx)de

B f (x| 0)7 (0)
- /g“) [ff<x|e>w<e>de 0

[9(60) f (x| )7 (0) o

[7x |07 @)ds

Donde por conveniencia notacional no se asume ninguna dependencia de la fun-
ci6n de interés g (0) y la funcién de verosimilitud f (x | #) en los datos x. En este
caso el pardmetro # es unidimensional.

Supoéngase que se puede aproximar a la verosimilitud normalizada en términos
de la distribucién a priori, cf (x | #) 7 (), por alguna densidad 7* (6) de la cual
se puede muestrear facilmente.

Se define la funcién de pesos como
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Teniendo asi,

E(g(0)|x) = f9f<9>(u91<9) (Z)Hde
ﬁzg(%)w 0

E(g(0)|x) ~ J=1M | o)
> w(;)

Jj=1

donde 6; ~ 7* (f) . Aqui, 7* (¢) es llamada la funcién importante.

La pregunta ahora es, ;cémo hacer que la funciéon importante se parezca mu-
cho a ¢f (x| #) 7 (A) obteniendo una buena aproximacién en (4.10)7 Para ver
esto, note que si 7* (#) es una buena aproximacién, los pesos podrian ser todos
mds o menos iguales, los cuales deberdn minimizar la varianza del numerador y
denominador (ver Ripley, 1987 [20]). Si, por otro lado, 7* () no es una buena
aproximacién, muchos de los pesos podrian acercarse a cero, y entonces pocos
f;s podrian dominar la suma, produciendo una aproximacién incorrecta. Acon-
tinuacién se define el soporte de una distribucién, esta definicién se necesita en
los temas siguientes.

Definicién 4.1. El soporte de una distribucion es el conjunto cerrado mds pe-
queno cuyo complemento tiene probabilidad cero.

Una de las técnicas més sencillas de reduccién de la varianza del estimador
consiste en elegir una distribucién de muestreo por importancia adecuada. Gene-
ralmente 7 (¢) debe:

a) Ser facil de simular.

b) Tener una forma similar a la de f(x|6)7(0), la funcién que se desea
integrar.

c) Tener las colas més pesadas que f (x | 0) 7 (0) , pues de otra forma la varian-
za del estimador podria llegar a ser muy grande o incluso infinita. Ademds debe
satisfacer que sop (f (0 | x) 7 (0)) C 7* ().

Ejemplo 4.4. Sea X; ~ N (x;|6,1). La funcién de verosimilitud es una dis-
tribucién N (i | 6, %) Y tomando una distribucién a priori 7 (f) o 1, se quiere
aproximar

JOw (0 6)do

E(6]x,0%) = Tw (o) d9
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E (0| x,0%) ~ j:nll—,
Zw(ej

Jj=1

Z 0w (0;)
)

donde los pesos, tomando como funcién importante una distribucién ¢ de Student
con n grados de libertad, son

Ahora aplicando muestreo por importancia con m = 1000 (ver apéndice A4.5) se
obtiene que

E (0] x,0%) = 0.0220,

mientras que la verdadera media es

X = 0.0224.

El siguiente método, sélo requiere del conocimiento de la forma funcional de
la densidad que se quiere aproximar, y una constante multiplicativa. Ademas se
usa una densidad 7* (0) de la que es fécil simular.

4.4.2. Muestreo aceptacién-rechazo

En este método, en lugar de intentar aproximar a la distribucién a posteriori

7 (0] x) = :(

se intenta envolver ésta.

Esto es, supéngase que existe una constante £ > 0 y una densidad suave g () ,
llamada la funcién envoltura, tal que

fx[0)m(0) <kg(0),
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para todo 6. El método de aceptacién-rechazo es:

Entrada: m tamano deseado de la muestra.
g (0) funcién envoltura.
f (x| 0) funcién de verosimilitud.
7 (0) distribucién a priori.
Salida: {0;,i = 1,...,m} variables aleatorias con distribucién 7 (6 | x)
Paso 1.- j = 1.
Paso 2.- Mientrasj < m
Paso 3.- Generar 6" ~ ¢ (0)
Paso 4.- Generar U ~ U (0,1)
Paso 5.- Si kUg (0") < f (x| 0") 7 (07),
aceptar 0; = 0"
Jj=Jj+1
en otro caso
rechazar 0.
Paso 6.- Salida {6;,j =1,...,m}

Los elementos de esta muestra {;,7 = 1,...,m} son variables aleatorias que
se distribuyen con 7 (0 | x) .

Esto permite muestrear indirectamente de m (0 | x) si su forma funcional se
conoce y es fécil obtener una muestra aleatoria de una distribucién que se apro-
xima a ella, g (f). Una sugerencia intuitiva es tomar k tan pequena como sea
posible, para no perder muestras innecesariamente.

Si la distribucién a priori es propia, podriamos utilizarla como funcién pivote,
7 (0) = 7w (0) y como constante k* = sopy f (x|6) .

Ejemplo 4.5. Tomando el ejemplo 3.1, donde la funcién de verosimilitud es una
distribucién Binomial, la distribucién a priori es una distribuciéon Beta. En el
ejemplo 3.1 se toma a un elemento de la familia Beta con pardmetros a = 3 =1,
teniendo asi que

fx|0)m(@) 6 (1—0)""".

Se tiene que encontrar un k£ > 0 y una densidad ¢ () tal que
0 (1—6)"" <kg(9).

Tomando como funcién envoltura la aproximacién normal obtenida en el ejemplo
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3.1 se tiene que la distribucién g () es

g(0) =N @M

n

Para calcular el valor de k que envuelva a f (x | ) 7 (6) se tiene que acotar a

f(x]0)m(6)
g -’

para ello se maximiza el siguiente cociente:

f(x10)7(6) 0ra-0)""

9(9) > exp (_25 . (9_5)2)

n

163 13)°
= 01— exp | (02 411
7 (1=6) eXp<2~3-13<0 16)) (4.11)

13
16°

derivando e igualando a cero se obtiene que 0 = ahora se evalia en (4.11) y
se obtiene que k£ = 0.00044.
Se implementa el método de aceptacién-rechazo para este ejemplo, obteniendo

la aproximacion mostrada en la tabla 4.1 (ver apéndice A4.6):

A posteriori | Aceptacién-rechazo
Media 0.7777 0.7802
Varianza 0.0090 0.0079

Tabla 4.1. Comparacién de la media y varia-

za por aceptacién rechazo.

En la figura 4.2 se muestra en un histograma la aproximacién por el método
aceptacion-rechazo y la distribucion a posteriori exacta con una curva continua.

Cuando el pardmetro @ es un vector los métodos de simulacién Monte Carlo
via cadenas de Markov.son mas faciles de implementar, ademds se obtiene una
simulacion de la distribucién a posteriori y con ella se pueden hacer las estima-
ciones deseadas. De éstos métodos hablaremos en el siguiente capitulo.
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Figura 4.2: Aproximacién a la distribucién a posteriori por el método aceptacién-
rechazo para el ejemplo 4.5.



Capitulo 5

Simulacion Monte Carlo via
Cadenas de Markov

5.1. Preliminares

En la préactica suceden fenémenos que evolucionan con el tiempo, de una
manera aleatoria. Estos son llamados procesos estocdsticos.

Definicién 5.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias
{Xi}er indexada por un conjunto T' que representa el tiempo y para cada tiempo
to € T, Xy, es el estado del proceso en el tiempo ty. A todo el conjunto de estados
posibles se le llama espacio de estados.

Definicién 5.2. Una cadena de Markov es un tipo especial de proceso estocds-
tico, que se describe como sigue. En cualquier instante de tiempo t dado, cuando
el estado actual X; y todos los estados previos X1, ..., X;_1 del proceso son cono-
cidos, las probabilidades de los estados futuros X; (j > t) dependen solamente del
estado actual X; y no dependen de los estados anteriores X1, ..., X;_1. Es decir,
una cadena de Markov es un proceso estocdastico tal que para t = 1,2, ... y para
cualquier sucesion posible de estados x1,xa, ..., T,

PXip=ao | Xi=01, Xo=029,... . Xy =2) = P(Xpp1 =041 | Xy = 2) .

Definicién 5.3. Una cadena de Markov para la cual existe sélo un nimero finito
k de estados posibles {s1,...,sk} = S (S espacio de estados) y en cualquier
instante de tiempo la cadena debe estar en uno de estos k estados, se denomina
cadena de Markov finita.

59
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Definicién 5.4. La probabilidad condicional P (X411 = s;|X; = s;) = pij de que
la cadena de Markov esté en el estado s; en el instante de tiempo t 41 si estd en
el estado s; en el instante de tiempo t se denomina probabilidad de transicion.

Definicién 5.5. Si para una cadena de Markov esta probabilidad de transicion
tiene el mismo valor para todos los instantes de tiempo t (t = 1,2,...), se dice
que la cadena de Markov tiene probabilidades de transicion estacionarias.

Se define
b (1) = P (X, = 5.

como la probabilidad de que la cadena esté en el estado j al tiempo ¢. Y pu (%)
denota el vector fila del espacio de estados de probabilidades al paso t. Se inicia
la cadena por especificaciéon de un vector inicial p (0), frecuentemente todos los
elementos de y (0) son cero excepto un elemento que es 1, correspondiente al inicio
del proceso en un estado particular.

La probabilidad de que la cadena tenga un valor en el estado s; al tiempo (o
paso) t + 1 estd dado por la igualdad de Chapman-Kolmogorov.

Teorema 5.1. (Igualdad de Chapman-Kolmogorov) La suma sobre las proba-
bilidades de estar en un estado particular en el actual paso y la probabilidad de
transicion de que el estado esté en el estado s;, estdn relacionadas por la formula
TeCUrsIvaG,

pi (t+1) = Zpkz‘#k (t).

Demostracion. Para verificar la férmula aplicamos la probabilidad total

p(t+1) = P(Xe = s)
= ZP(Xt—H = 5i| Xy = s1) P (X; = 5p)
k

= Zpkiﬂk (t)

O

Sucesivas iteraciones de la igualdad de Chapman-Kolmogorov describen la
evolucién de la cadena.

Se puede escribir mds compactamente la igualdad de Chapman Kolomogrov
en forma de matriz.
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Definicién 5.6. La matriz de probabilidad de transicion P se define como
la matriz cuyo elemento i,j es p;j, la probabilidad de moverse del estado i al
estado j, (esto implica que las filas suman uno, Zj pij =1).

La igualdad de Chapman-Kolmogorov se reescribe como:

pt+1)=p@)P,

usando la forma de la matriz, se ve como se relaciona la igualdad de Chapman-
Kolmogorov

pt)=pt-1P=(u(t-2)P)P=pu(t—2)P

continuando, se tiene que
fu(t) = p(0)P".
(n)

Definiendo para el n—ésimo paso la probabilidad de transicién p;;” como la proba-
bilidad que el proceso esté en el estado j dado que éste inicié en el estado ¢ hace

7. pasos, esto es,
p@(';l) = P (Xipn = i X = s4)

que es justamente el elemento ¢j—ésimo de P".

La evolucién de una cadena es descrita por sus probabilidades de transicién,
P (X1 = sj| Xy = ;) , 1o cual puede ser un poco complicado, dado que sus proba-
bilidades dependen de tres cantidades ¢, j e i. Cuando las probabilidades no
dependen de t sélo de i y j se tiene la siguiente definicion.

Definicién 5.7. La cadena X es llamada homogénea si
P(Xt+1 = 8j|Xt = Si) =P (X1 = 8j|X0 = Si) .

Definicién 5.8. Una cadena de Markov se dice que es trreducible si existe un

niumero positivo tal que pg”j) > 0 para todo i, j. Fsto es, todos los estados se

comunican con los otros, es decir, uno puede ir de un estado a cualquier otro
estado.

Definicién 5.9. El periodo d (i) del estado i € S es definido por
d (i) =med{n >0:p} >0},

el maximo comin divisor del estado para el cual regresar es posible. Se le llama
al estado i periddico si d (i) > 1, y aperiddico si d (i) = 1. [11].

Definicién 5.10. Una cadena de Markov es aperiddica si¥ 1 € S | 1 es aperiddico.
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Definicién 5.11. Una cadena de Markov alcanza una distribucién estaciona-
ria 7", cuando el vector de probabilidades es, en particular, un estado independien-
temente de la condicion inicial. La distribucion estacionaria satisface

" =71"P.

Las condiciones para una distribucion estacionaria es que la cadena sea trre-
ducible y aperiodica. Una condicion suficiente para una unica distribucion esta-
cionaria es que la cadena de Markov sea reversible, esto es

P(j—k)r; =Pk — j)m,
que es la condicion de reversibilidad.

El rango de aplicacion de las cadenas de Markov es bastante vasto, incluyendo
cualquier sistema dindmico que evoluciona sobre tiempos que involucran incer-
tidumbre. Estos sistemas se aplican en variedad de campos, tal como comuni-
cacion, control automatico, manufactura, economia, asignaciéon de recursos, etc.
Para entender més el concepto de cadena de Markov observe el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1. ([26]) Supdngase que el espacio de estados consta de tres posibi-
lidades: lluvioso, soleado y nublado, y que el clima sigue un proceso de Markov.
Esto es, la probabilidad del clima de manana depende del clima de hoy, y no de
cualquier otro dfa previo. supongase ademds que la probabilidad de transicién
dado que hoy esté lloviendo es:

P (manana lluevalhoy llueve) = 0.5,
P (manana soleadolhoy llueve) = 0.25,
P (manana soleado|hoy llueve) = 0.25.

La primera fila de la matriz de transicién de probabilidad es (0.5, 0.25, 0.25).
supongase que el resto de la matriz de transicion estd dada por

0.5 0.25 0.25
P = 05 0 05 ],
0.25 0.25 0.5

esta cadena de Markov es irreducible, pues todo estado se comunican con los otros
estados.

Si se supone que hoy es soleado. ;Cudl es la probabilidad de que el clima se
encuentre en alguno de los estados dentro de dos dias? ;Y en siete dias? Aqui
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p(0) = (010), entonces

p(2) = p(0)P?
0.4375 0.1875 0.375
= (010)[ 0375 025 0375
0.375 0.1875 0.4375

= (0.375 0.25 0.375)

p(7) = n(O)P

04 0.2 04
— (010)| 04 0.2 04

04 0.2 04
= (0.40.204).

Ahora si se supone que hoy estd lloviendo, entonces 4 (0) = (1 0 0) . La probabili-
dad de que el clima se encuentre en alguno de los estados estd dado por

p(2) = (04375 0.1875 0375 ) y u(7)=(04 02 04 ).

Note que después de un tiempo suficientemente largo el clima esperado es inde-
pendiente del valor inicial. En otras palabras la cadena alcanza una distribucién
estacionaria.

La idea bésica de una cadena de Markov en estado discreto puede generalizarse
para un proceso de Markov en estado continuo, teniendo una probabilidad que
satisface

/P(w,y)dy =1,
y la igualdad de Chapman-Kolomogrov esta dada por

e (y) = /utl (z) P (z,y)dy,

para equilibrar, la distribucién estacionaria satisface

w(y) = /u* (z) P (z,y)dy.

Ahora se analizardn los métodos de simulacion Monte Carlo via cadenas de
Markov.



64 Capitulo 5. Simulacién Monte Carlo via Cadenas de Markov

5.2. Meétodos de simulacion Monte Carlo

Nos enfrentamos a un problema cuando queremos calcular

0/ (x0)
O = T716) 7 (xI6) do

pues el denominador no adopta una forma funcional conocida y la evaluacién
generalmente no es posible de forma analitica. Se hace necesario el tratamien-
to numérico, que se agrava en muchos casos porque la dimensién del espacio
paramétrico es mayor que uno, es decir @ = (0,...,60,).

Si fuera posible generar directamente muestras independientes de 7(0|x) me-
diante algin método aleatorio de simulacién, conducirfa a la obtencién de la
cantidad a posteriori de interés. Pero en muchos casos no es posible simular
directamente de muestras independientes para 7(0|x). Sin embargo, puede ser
factible simular muestras con algin tipo de dependencia, que converjan (bajo
ciertas condiciones de regularidad) a la distribucién de interés 7(6|x).

Nos enfrentamos a un problema al aplicar integracién Monte Carlo para obte-
ner muestras de la misma complejidad que la distribuciéon objetivo. Intentar re-
solver este problema es la raiz de los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov.

En muchos problemas, especialmente de alta dimensién, puede ser un poco
dificil o imposible encontrar una densidad que sea facil de muestrear.

Asi, los métodos basados en simulacién Monte Carlo mediante cadenas de
Markov (MCMC) permiten muestrear la distribucién a posteriori, siempre y cuan-
do se conozca la forma funcional de la distribucién aunque la constante de nor-
malizacién sea desconocida, gracias a la construcién de una cadena de Markov
cuya distribucién estacionaria es precisamente la distribucién a posteriori. A la
distribucién a posteriori se le llama distribucién objetivo.

La clave de la simulacién con cadenas de Markov es crear una cadena de
Markov cuya distribucién estacionaria es 7 (0 | x). Se corre la simulacién un
tiempo suficientemente largo tal que la distribucién generada en la iteracion actual
sea lo suficientemente cerca de la distribucion estacionaria. Una discusién general
de estos métodos puede verse en Smith y Roberts (1993) [22].

Proposicion 5.1. Sea 61,0, ... una cadena de Markov homogénea, irreducible
y aperiddica, con espacio de estados © y distribucion de equilibrio 7 (0 | x). En-
tonces conforme t — oo,
(i) 0, = 0, donde @ ~ 7 (8 | x);
t

(ii) § ;9(90 — E(g(0)]x).
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Un método de similacién Monte Carlo via cadenas de Markov es el algoritmo
de Metropolis-Hastings, el cual se analiza a continuacién.

5.2.1. Algoritmo de Metropolis-Hastings

El algoritmo de Metropolis-Hastings es un método Monte Carlo via cadenas
de Markov que ha sido ampliamente usado en la fisica matemética y restauracion
de images por muchos anos, pero recientemente descubierto por los estadisticos.

El método en su forma mds simple lo publica Metropolis (1953), el cual se
explicard a continuacién. Supoéngase que la verdadera distribucion a posterio-
ri conjunta de un pardametro 6 (posiblemente vector de valores) tiene densidad
(0 | x). Se escoge una funcién auxiliar ¢ (041 | 0:), tal que ¢ (-| 6;) es una
funcién de densidad de probabilidad para toda 6;, ademés es simétrica, es decir:

q(0"160)=q(0]6).

La funcién ¢ es llamada distribucién de densidad propuesta o candidato-generadora.
Entonces, el algoritmo de Metropolis genera una cadena de Markov como sigue:

Entrada: Conocer la forma funcional de 7 (0 | x) .
Dar un valor arbitrario 8y € sop (7 (0 | x)), tal que
7 (6] x) > 0.
T tiempo al cual se alcanza la convergencia.
q (0" | ) distribucién de densidad candidato-generadora.
Salida: (0,6, ...,0y,...) .
Paso 1.- Para t = 0 hasta T’
Paso 2.- Generar una observacién 6" de ¢ (6" | 6,)
Paso 3.- Generar una variable u ~ U (0, 1)
Paso 4.- Dado el punto candidato 8%, calcular

«(0,6;) = min (:((zjt:)), 1)
Paso 5.- Siu <« (0%,60,),
hacer 6,1 = 6",
en caso contrario
hacer 6;,, = 6;.

Paso 6.- Salida (0,04, ...,0y, ...)

Esto genera una cadena de Markov (6g, 01, ..., Oy, ...) , donde la probabilidad de
transicion de 0, a 6,1 depende sélo de 8, y no de 0, ..., 0, 1. Y cuya distribucién
de transicién es

P(0t+1 | Ot) = (9t+1,0t) Q(9t+1 | Ot)-
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La cadena se aproxima a una distribucion estacionaria y las muestras del vector
(0ks1, ..., O1p) son muestras de la densidad objetivo 7 (0 | x) .

Note que la densidad a posteriori conjunta 7 es necesaria sélo en una constante
de proporcionalidad. Dado que en aplicaciones bayesianas

T (0] x)oc f(x]|0)7(0),

una forma que es tipicamente disponible.

Hastings (1970) generaliza el algoritmo de Metropolis usando una funcién
arbitraria de probabilidad de transicién (candidato-generadora) y aceptando la
probabilidad de un punto candidato como

(0" | x)q(6, | 0°)
w<et|x>q<0*|et>’1>’

este es el algoritmo de Metropolis-Hastings. Si la distribucién propuesta es
simétrica, se recupera el algoritmo de Metropolis original.

a(6%,0;) = min (

A continuacién se muestra un ejemplo para aproximar una distribucién a
posteriori por el algoritmo de Metropolis.

Ejemplo 5.2. Supéngase que X; ~ f(z; | 0) parai=1,...,n,0 >0y z; > 0.
Entonces
f(xi|0) =0exp(—bx;).
La funcién de verosimilitud estd dada por
f(x|0)=T]]0exp(—0x;) = 0" exp [—9 (Z 93,)] :
=1 i=1

Se toma una distribucién a priori

T () = Gaa(e\a,ﬁ)

g
= me texp (—f6),

entonces

fx|On(@) = exp[ 0(2:@)] %9‘1 Lexp (—f6),
fFx|0O)nB) x 0TI texp [—9(in+ﬁ>
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dado que
m(0]x)oc f(x]0)7(0),

(0] x) o ") exp [—9 (Z x; + 5)
i=1

Se toma como distribucién candidato-generadora una distribucién uniforme
en (0,100) (esta distribucion es simétrica). Claramente, los valores arriba de 100
tienen una probabilidad, pero se supone, para este caso, que ésta es suficiente-
mente pequena, entonces se puede ignorar.

Se corre el algoritmo:

Entrada. Iniciar con 6y = 1 como valor inicial,

1.- Para t = 1 hasta 500

2. Se genera un valor candidato 6* de la uniforme, la distribucién candidato-
generadora.

3. Se genera una variable U de una distribucién uniforme en (0,1).

4. Dado el punto candidato 6%, se calcula

(00 exp (=07 (L0 i+ 9))
(0 exp [=01 (S, i+ 9)])

a(6%,0,) = min

)

5. Si se cumple que u < « (6%,6,), se hace 6; = 6*. En caso contrario se hace
0, = 0y, y regresar al paso 1.

6. 500 valores de 6.

El resultado de los primeros 500 valores de # son graficados en la figura 5.1,
ver apéndice A5.1.

En la figura 5.1 se observan largos periodos planos (correspondientes a todos
los valores de 6" que son rechazados), tal cadena es llamada mala mezcla.

En contraste con el ejemplo anterior se supone que la distribucién propuesta
es una distribucién 2, y se aplica el algoritmo de Metropolis-Hastings.

Ejemplo 5.3. Supéngase que se usa una distribucién y? como la densidad can-
didato. Si 6 ~ x* (0 | v), entonces

X2(0 ] v) <07 exp (—g) :

ol _
Se tiene que ¢ (92 | 91) =C ((92) 7 exp (—%) . Note que g (92 | 91) no es simétri-
ca, esto es, ¢ (91 | 82) #+ q (92 | 01). Aqui se usa el algoritmo de Metropolis-
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0 100 200 300 400 500

tteraciones

Figura 5.1: Valores de theta obtenidos del ejemplo 5.2 aplicando el algoritmo de
Metropolis.

Hastings, con probabilidad de aceptacion

*

m(O° %) ()T exp (<) |
™ (0| %) (6") 5

T (0" x)q(0:]6")
(0 | x)q (07 ] 0)

a(y,r) = min 1} = min 7
75

exp (—%)

Usando la misma distribucién objetivo del ejemplo anterior,

(0| x) = CH"T )T exp [—9 (Z T; + ﬁ)
=1

se tiene que la probabilidad de rechazo es
(67 exp =" (S, 2+ B)]) (60 exp (%))
(65 exp [0 (Spy i+ 8))) (0)F " exp (-5))

usando la distribucion ji-cuadrada con dos grados de libertad, la cual tiene una
varianza minima y una probabilidad de aceptacién alta. En la figura 5.2 se mues-
tran los 1000 primeros valores de 6 (ver apéndice A5.2).

En la figura 5.2 se observa una serie de tiempo, la cual da la apariencia de
ser un ruido blanco, esto es, el proceso consiste de una sucesién de variables
aleatorias las cuales son independientes e idénticamente distribuidas; asf se dice
que la cadena es una buena mezcla.

a(0*,0;) = min
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Figura 5.2: Valores de theta para el ejemplo 5.3 aplicando el algoritmo de
Metropolis-Hastings.

La idea de una distribucién candidato en el algoritmo Metropolis-Hastings
es muestrear puntos candidatos de la distribucién objetivo, esto es ¢ (0 | ) =
7 (0" | x) para todo 6. Pero como las simulaciones se aplican a problemas que no
se puede muestrear directamente de 7 (6" | x), entonces una buena distribucién
candidato tiene las siguientes propiedades.

e Para cualquier 0, es fdcil muestrear de ¢ (0" | 9) .

e Es facil calcular el cociente

T (0" [x)q(6:|67)
m(0: | x)q (0" | 6;)

e Cada salto va a distancias razonables en el espacio de pardametros.
e Los saltos no son rechazados con frecuencia.
e En el algoritmo de Metropolis-Hastings se debe cumplir que sop (7 (0 | x)) C

U S0 -1 8)).
seson i) p(q(-]0))

Un algoritmo particular con cadenas de Markov que ha sido 1itil en muchos
problemas multidimensionales es el muestreo de Gibbs, el cual se analiza a con-
tinuacion.
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5.2.2. Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs (Geman y Geman, 1984 [11]; Gelfand y Smith, 1990
[12]) es una técnica para generar variables aleatorias de distribuciones marginales
indirectas sin tener que calcular la densidad y que en la mayorfa de los casos
tienen una forma mds sencilla que la de 7 (6 | x). El muestreo de Gibbs estd
basado en propiedades elementales de cadenas de Markov y se considera el més
simple de los métodos de muestreo de cadenas de Markov.

En éste método se supone que el vector de pardmetros @ ha sido dividido en
d componentes, @ = (01,...,04) vy se supone que las distribuciones condicionales
completas {7 (0; | 61441, 0i—1441,0it145- .., 044, %),i=1,...,d} (donde 7 de-
nota una funcién de densidad) estan disponibles (esto significa que las muestras
pueden ser generadas por algin método dando valores aproximados de variables
aleatorias condicionales) para ser muestreadas.

Estas distribuciones condicionales completas inicamente determinan la dis-
tribucién conjunta completa m (6 | x) y de aqui todas las distribuciones marginales
7 (0; | x). Entonces el método basico de muestreo de Gibbs simula una cadena
de Markov en la que 0, se obtiene a partir de 6; de la siguiente manera:

Entrada: Valor inicial arbitrario 8y = (61,0, 020, - -, 0d70)/
T tiempo al cual se alcanza la convergencia.
7(0; | 014415y 0ic1441,0ig1t, .- ., 0as, %) distribuciones
condicionales completas.
Salida: {6,,t =1,2,...}
Paso 1.-Para t =0 hasta T
Paso 2.- Generar 0; 1 = (01441,02441,---,04++1) como sigue:
e Generar 01,11 ~ (01| 024, ...,044,%)
e Generar 0y 41 ~ (02| 01,411,054, ...,04:,%)

e Generar 9d,t+1 ~ T (9d \ ‘91,t+17 ‘92,t+17 e 7‘9d71,t+17 X)
Paso 3.- Salida {0;,t =1,2,...}

Entonces, cada componente de 6 es visitado en orden natural y un ciclo de
este método requiere generar d variables aleatorias. Asi, la sucesién de vectores
{0;,t =1,2,...} es una realizacién de una cadena de Markov cuya distribucién
de transicién estd dada por

d
P <0t+1 ‘ 0t) = H ™ <9i7t+1 | 917t+17 (927t+17 s 79i—17t+17 9i+17t7 ce 79d7t7 X)
i=1
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y tiene distribucién estacionaria 7 (6 | x) .

Lo que se requie para obtener muestras de la distribucién conjunta de (64, . .., 04)
es la capacidad de muestrear de las correspondientes d distribuciones condi-
cionales completas. En el contexto del andlisis bayesiano, la distribucién conjunta
de interés es la distribucién conjunta a posteriori 7 (61, ...,04 | X), 0 quizas una
o mas de las distribuciones marginales a posteriori, 7 (0; | x) .

Para entender mejor el trabajo del muestreo de Gibbs, a continuacién se ex-
plord el caso de dos variables. Iniciando con un par de variables aleatorias (X,Y).

Ejemplo 5.4. ([7]). Para la siguiente distribucién conjunta de X y Y,

Pl (1)@= m0d 0<y<l ()

supongase que interesa calcular alguna caracteristica de la distribucién marginal
f (x) de X. El muestreo de Gibbs permite generar una muestra de esta distribu-
cién marginal como sigue: de (5.1) se tiene (omitiendo toda dependencia en n, a,

y B) que

z |y~ Bi(ny)
y | v~Be(x+a,n—z+pf)

Aplicando el muestreo de Gibbs (tomando a #; = X y 03 =Y') se puede generar
una muestra de Xi,..., X,, de f (x) de la siguiente manera.

Entrada: Valor inicial arbitrario 0o
T simulacién deseada
Bi (n, 92,1«/)
Be (91,15 +a,n— (91715 + 6)
Salida: {(614,024)} t=0,...,T.
Paso 1.- Parat =0 hasta T
Paso 2. Generar 0t+1 = (017t+1, 027,5_;,_1),
o Generar 0,1 ~ Bi(n,0s;)
e Generar 05,1 ~ Be (01441 +a,n— 01441 + )
Paso 3.- Salida {(014,02:)} t =0,...,T.

Se usa esta muestra para estimar cualquier caracteristica deseada. Tomando n =
16, a = 2 y B = 4, asf se tiene una muestra de tamano 500 la cual se obtuvo
al tomar los valores finales del algoritmo de Gibbs con j = 10 iteraciones cada
cadena. En la figura 5.3 se muestran los valores de #; (ver apéndice A5.3).
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Muestreo de Gibbs

o
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Muestra

Figura 5.3: Valores de theta obtenidos del ejemplo 5.4 al aplicarle muestreo de
Gibbs.

En la figura 5.3 se observa que los valores obtenidos para 6, son una muy buena
mezcla, pues presentan un ruido blanco, es decir, son una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

El muestreo de Gibbs en este ejemplo no es necesario, puesto que f (=) puede
ser obtenida analiticamente de (5.1)

@) = /f(m)dy

- Qe

<n) M'a+pB) I'(e+a)l'(n—a+p) "
z)T(a)T(B) I'(a+n+p)
Tz+a+n—x+06) .04 et B—1
/F(:c+oz)F(n—x+ﬁ)y Ay
_ (n) F'a+p) I'(z+a)l'(n—z+p)
~ \a&/T(a)T(B) ['(a+n+p) '
La distribucién beta-binomial, sin embargo, es 1til para ilustrar el proceso. En

la figura 5.4 se muestra el histograma con los datos generados del muestreo de
Gibbs.

El muestreo de Gibbs puede ser indispensable en situaciones donde la dis-
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Histograma de datos generados
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Figura 5.4: Histrograma del ejemplo 5.4 generado por el muestreo de Gibbs.

tribucién conjunta o sus marginales no puedan ser calculadas, lo cual se muestra
a continuacion.

Ejemplo 5.5. ([7]) Supéngase que X y Y tienen distribuciones condicionales que
son distribuciones exponenciales restringidas al intervalo (0, B) , esto es,

f(x]y) xyexp(—yzr), 0<z<B<o0 (5.2)
fly|lz)xzexp(—zy), 0<y<B<oo (5.3)

donde B es una constante positiva conocida (B = 5). La restriccién del intervalo
(0, B) asegura que la marginal f (z) existe. Aunque la forma de esta marginal no
es fécil de calcular, aplicando el muestreo de Gibbs a las condicionales (5.2 y 5.3)
cualquier caracteristica de f (z) puede ser obtenida. En la figura 5.5 se muestra
los valores graficados de § = X (ver apéndice A5.4).

De la misma forma que el ejemplo anterior en la figura 5.5 se observa que los
valores obtenidos son una buena mezcla, pues presentan un ruido blanco, es decir,
una sucesion de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas.

En la figura 5.6 se muestra un histograma de una muestra de tamano 500 de
f (z), obtenida al usar los valores finales de las sucesiones de Gibbs de longitud
15 (ver apéndice Ab.4).

En la figura 5.6 se observa que el histograma obtenido se aproxina a una
funcién exponencial.
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Figura 5.5: Valores de theta obtenidos del ejemplo 5.5 al aplicarle muestreo de
Gibbs.
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Figura 5.6: Histograma de datos usando muestreo de Gibbs con B=5.
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5.2.3. Forma hibrida de los algoritmos

Una buena caracteristica de los algoritmos de Monte Carlo via cadenas de
Markov es que pueden ser combinados en un mismo problema, con el fin de
tomar las ventajas que cada uno ofrece. Un método interesante es el siguiente.

Supéngase que 8 = (01,...,0,), y que todas las distribuciones condicionales
completas son disponibles en forma cerrada excepto

™ (ei,t+1 \ ‘91,t+17 ‘92,t+17 e 7‘9i71,t+17 ‘9i+1,t7 S ‘9d,t7 X) )

quizds porque no hay conjugada en la a priori para 6;. Puesto que el algoritmo de
Metropolis-Hastings no requiere densidades normalizadas de las cuales muestrear,
se puede pensar en correr un muestreo de Gibbs con un subalgoritmo Metropolis
para obtener la muestra necesaria 95” en la iteracion t. Esto es, se puede escoger
una densidad candidato condicional simétrica
o (06007102650, ).

y correr un subalgoritmo Metropolis para T iteraciones, aceptando o rechazando
los candidatos como apropiados. Entonces hacemos ‘9@@ igual al resultado final
de este subalgoritmo, y procedemos con el paso externo de Gibbs. Nétese en-
tonces que esta aproximacion puede ser aplicada a cualquier pardmetro del cual
se desconosca una forma cerrada condicional completa. Esta aproximacion es fre-
cuentemente referida como Metropolis dentro de Gibbs.

Esta mezcla de los dos métodos y los dos métodos en si, son los métodos
Monte Carlo via cadenas de Markov m&ds comunes actualmente en uso, pero hay
una variedad de extensiones y otros algoritmos MCMC que son 1itiles en el anélisis
de ciertos modelos especificos.

5.3. Inferencia

El método bésico de inferencia para los algoritmos iterativos es usar la cole-
ccién de toda la simulacién generada de 7 (6 | x) para resumir la densidad a
posteriori y calcular cuantiles, momentos, y otras cantidades de interés. Para
disminuir el efecto de la distribucién inicial, generalmente se descarta la primera
mitad de cada sucesién y se enfoca la atencién en la segunda mitad, entonces la
inferencia se basa en el supuesto de que las distribuciones de valores simulados
0,, para t suficientemente grande, son cercanos a la distribucién objetivo.

Para verificar si la convergencia ha sido alcanzada se pueden usar k simu-
laciones generadas, con el propésito de tener aproximadamente generaciones in-
dependientes de la distribucién objetivo, aunque aqui se tiene el problema de
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almacenar los célculos. La recomendacién para inferir de la simulacién iterativa
se basa en comparar diferentes sucesiones simuladas, con puntos iniciales ge—
nerados de una distribucién dispersa. Se pueden estimar todos los pardametros de
interés en el modelo y cualquier cuantil de interés o el valor de una observacion
futura.

Si se quiere obtener la estimacion de la varianza de las medias a posteri-
ori obtenidas de las salidas MCMC se procede como sigue: supéngase que para
un pardmetro dado # (unidimensional) se tiene una unica cadena de muestras

N
MCMC, es decir {H(t)} . La estimacién més simple de F (0 | x) estd dada por
t=1

N
~ 1
_ _ )
B(O]x) =0y =7 > 60,

i=1
. ~ N2
Se puede estimar Var (6 N) usando la varianza muestral sj = + Z@]L (6’(t) —0 N)

es decir,
9 N

Var (3x) = 3 = 5=y 2o (9 )

=1

Otra forma de estimar un sélo pardametro con J cadenas es: si para cada
pardmetro 6, se etiqueta la generacién de J sucesiones paralelas de longitud n
como 0;; (i=1,..,n;5=1,....J), y se calculan las varianzas (B) entre y (W)
dentro de cada serie,

J n J
n - = \2 - 1 - 1 -
B = T—1 E (9] - 9) s donde H.j = 5 i_gl 01‘]‘, 0. = 7 ]E_l 0.]‘,

=1

J n

W = %Zs?, donde 7 = nil Z(eij _5_],)2.
=1 i—1

Se puede estimar Var (0 | z), la varianza a posteriori del estimador como

n—1

Var' (0] 1) = W+ 1B,
n

Los algoritmos estudiados en este capitulo son algoritmos iterativos, donde se
requiere muestrear hasta que la convergencia se haya obtenido.
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Figura 5.7: Promedio ergddico del ejemplo 5.6 (Metropolis-Hastings).

5.4. Determinaciéon de la convergencia

Se concluye la presentacién de los algoritmos Monte Carlo via cadenas de
Markov con una discusion de su convergencia.

Cuando se dice que un algoritmo alcanza la convergencia al tiempo 7T, significa
que sus salidas provienen de la verdadera distribucién estacionaria de la cadena
de Markov para toda t > T'.

Si se quiere generar una muestra de tamano N de la distribucién 7 (6 | x),
se corre alguno de los dos algoritmos anteriores para cada uno de los N valores

iniciales 8y, . . ., 8], después de un cierto niimero de iteraciones 7' suficientemente
grande los valores 0¢1p, ceey OJZY pueden considerarse una muestra de la distribucién
final de 6.

Un método basado en la proposicién 5.1 (ii) para determinar en que momento
la cadena alcanza la convergencia es graficar los promedios ergédicos de algunas
funciones de 6 contra el niimero de iteraciones y elegir el valor T" a partir del cual
las graficas se estabilizan.

Ejemplo 5.6. Continuando con el ejemplo 5.3, en la figura 5.7 se observa el
promedio ergddico para los primeros 500 valores de 6, del ejemplo del algoritmo
de Metropolis-Hastings, en la figura se observa que la convergencia atin no se
alcanza en esa iteracion (ver apéndice Ab.5).

Por lo que se vuelve a generar otra cadena con 10000 iteraciones. En la figura
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Figura 5.8: Promedio ergédico con 10000 iteraciones (Metropolis-Hastings)

5.8 se observa el promedio ergdédico y se observa que la convergencia se alcanza
en la iteracion 6500.

Esto es debido a que la funcién candidato generadora que se utiliza en ese
ejemplo no se parece a la funcién objetivo para ese ejemplo.

Otro ejemplo donde la convergencia se alcanza con mayor rapidez es el siguien-
te.

Ejemplo 5.7. Continuando con el ejemplo 5.5, se analiza la convergencia del
método graficando el promedio ergddico de los valores generados para #, donde
se observa en la figura 5.9 que después de 250 iteraciones la convergencia se ha
alcanzado (ver apéndice A5.6).

Es comiin eliminar los primeros valores de la cadena, con el fin de permitir que
la cadena salga de una primera fase de inestabilidad, a este periodo se le llama
periodo de calentamiento.

Otra manera de determinar la convergencia es graficando algunas sucesiones
cortas de diferentes cadenas las cuales inician con puntos dispersos y observar
cuando los puntos convergen a un punto estacionario.

Hay un debate general acerca de una tnica corrida y multiples corridas. Pues
una unica sucesion tiene dificultad para dejar la vecindad de un modelo atractivo
que exhibe aceptable conocimiento sin pensar que éste falla al explorar todo el so-
porte de la distribucién objetivo. Miiltiples sucesiones podrian tener mejor fuerza



5.4. Determinacion de la convergencia 79

24

1.6

14

1.2

0 100 200 300 400 500

iteraciones

Figura 5.9: Promedio ergédico del ejemplo 5.7 (muestreo de Gibbs).

de exploracién, pero dependen altamente de la eleccién de los puntos iniciales,
ademds se pueden tener problemas al almacenar los cdlculos. Como una guia se
sugiere usar ambos tipos de gréficas al explorar la convergencia.

Para muchos problemas préacticos, la dimensién del espacio paramétrico es
alto y no puede ser factible examinar las graficas de todos los pardmetros, en tal
caso se pueden construir gréficas de algunos pardmetros seleccionados.

Para el muestreo de Gibbs la velocidad de convergencia depende de la co-
rrelacion entre los componentes del vector 8 bajo la distribucién final 7 (0 | x),
pues entre mds alta sea la correlacion maés lenta serd la convergencia.

En el apéndice A se muestra un ejemplo real, en el que se implementan algunos
algoritmos de los que aqui se han analizado.
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Capitulo 6

Conclusiones

La estadistica contribuye al desarrollo de técnicas apropiadas para hacer in-
ferencia bajo condiciones de incertidumbre. Por eso, la estadistica bayesiana cons-
tituye una eficiente alternativa al enfoque cldsico, ya que el enfoque bayesiano
proporciona una forma natural de plantear los problemas estadisticos como un
problema de decisién. Ademds, tiene una base axiomética en los llamados axio-
mas de coherencia, dando resultados consistentes entre si. Se debe mencionar que
en esta tesis no se planteé ningin problema estadistico como un problema de
decisién, pues s6lo nos enfocamos a analizar algunos métodos de integracion y
simulaciéon Monte Carlo, vistos desde un enfoque bayesiano.

En la estadistica cldsica sélo se utiliza la informacién muestral, mientras que
en la estadistica bayesiana, ademds de la informaciéon muestral representada en
la funcién de verosimilitud, también se utiliza la informacién que el investigador
tiene acerca del problema, representada ésta en la funcién de distribucién a priori.
Combinando la informacién muestral y la informacién a priori en el teorema de
Bayes se obtiene un conocimiento final de las probabilidades, representado éste
en una distribucién a posteriori.

Al utilizar el teorema de Bayes surgen integrales que muchas veces no pueden
ser calculadas analiticamente, pero gracias al avance computacional se pueden
utilizar diversos algoritmos estadisticos para aproximar las integrales que surgen
en el anédlisis bayesiano.

En esta tesis se han analizado diversos métodos de integraciéon Monte Carlo,
tales como muestreo directo, muestreo por composicién, muestreo por importancia
y muestreo aceptacion-rechazo.

Por otra parte se analizaron dos métodos de simulacién Monte Carlo via cade-
nas de Markov, los cuales son el algoritmo de Metropolis-Hastings y el muestreo
de Gibbs.

Es dificil decidir cual de los métodos aqui analizados es mejor, pues todos son
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muy buenos. Estos se utilizan dependiendo de la informacién que uno requiera
en algin problema en particular.

En cuanto a los métodos de integraciéon Monte Carlo el més utilizado es el
muestreo por importancia, pues en este método no es necesario conocer la dis-
tribucién a posteriori sino que se toma una distribucién pivote la cual aproxima
a la distribucién a posteriori y es de la distribucién pivote de la que se toma una
muestra para calcular los valores deseados.

A diferencia del muestreo directo en el que se necesita conocer la distribu-
cién a posteriori. El método de composicién es 1til cuando no se puede obtener
una muestra de una distribucién marginal, entonces se obtiene la muestra de
distribuciones condicionales y con estas se inplementa el método de composicion.

En el método de aceptacién-rechazo no es necesario conocer la distribucién a
posteriori, solo se necesita conocer la forma funcional de esta distribucién a pos-
teriori, ademads de una constante, la cual se obtiene maximizando un cociente que
involucra a la distribucién a priori, la verosimilitud y la funcién de probabilidad
envolvente. Luego se trata de envolver la forma funcional de la distribucién a pos-
teriori para aplicar el muestreo aceptacién rechazo. Estos métodos regularmente
se utilizan para calcular valores esperados, intervalos creibles y estimaciones pun-
tuales.

Andlogamente, los métodos de simulacién aqui estudiados son buenos, tenien-
do sus ventajas cada uno. El algoritmo de Metropolis-Hastings se utiliza cuan-
do se conoce la forma funcional de la funcién objetivo, en cambio, el muestreo
de Gibbs se utiliza cuando no se conoce la funcién objetivo, pero la distribu-
ciones marginales a posteriori se conocen y son fdciles de muestrear. Aunque
estos métodos pueden llegar a tener un costo computacional muy alto, pues el
almacenamiento de los datos aumenta cuando aumenta la dimensién del espacio
parametrico.

De estos métodos el mds utilizado es el muestreo de Gibbs, pues en este método
se muestrea de distribuciones condicionales, las cuales son féciles de generar. Pero
si no se puede simular alguna distribucién condicional, se utiliza el algoritmo de
Metropolis-Hastings en el paso del muestreo de Gibbs. El muestreo de Gibbs tiene
un amplio uso en problemas practicos y puede ser usado tanto en la estadistica
cldsica como en la estadistica bayesiana.

En la estadistica bayesiana, el muestreo de Gibbs se usa principalmente para la
aproximacién de distribuciones a posteriori, mientras para la estadistica cldsica el
principal uso es para calcular la funcién de verosimilitud y algunas caracteristicas
de los estimadores.

La ventaja del muestreo de Gibbs se observa cuando se incrementa enorme-
mente la dimensién del problema (es decir, aumenta la dimensién del pardmetro

9).
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El principal uso de los métodos de simulacién es aproximar distribuciones a
posteriori, y de ahf hacer inferencias. Sin duda, la mejor opcién en un problema
particular, es combinar varios de éstos métodos, con el fin de obtener una mejor
precisién.

En el ejemplo de datos reales presentado en el apéndice A se decidié utilizar
una distribucién a priori no informativa de Jeffreys, lo cual es vélido, debido a
que las inferencias se realizan con la distribucién a posteriori, la cual obtenemos
al aplicar el teorema de Bayes. Si se hubiera elegido trabajar con una distribucion
a priori conjugada se esperarfan resultados similares a los obtenidos aqui.

Cuando se realiz6 el muestreo directo se obtuvo una buena estimacion a la
media a posteriori. Cuando se implementé el muestreo por importancia, se tomo
como distribucién pivote la aproximacién normal a la distribucién a posteriori,
lo cual arrojé excelentes resultados. Y cuando se realizé el muestreo de Gibbs,
también se obtuvo una buena aproximacién a la distribucién a posteriori, al igual,
la estimacién obtenida a la media a posteriori fue buena, pero aqui el costo
computacional fue mayor, pero la ventaja de implementar el muestreo de Gibbs
se observa cuando la dimensién de pardmetro que se desea estimar aumenta.

La prediccién que se obtuvo del nimero de accidentes aéreos para el ano 1997
es muy buena, pues se utilizé la distibucion predictiva a posteriori y la predicciéon
del niimero de accidentes aéreos para ese ano es 26, cuando en realidad, segin
los datos proporcionados por la Secretarfa de comunicaciones y transportes y el
Instituto Mexicano del transporte fue de 27.
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Apéndice A

Ejemplo con datos reales

La estadistica tiene un sin fin de aplicaciones, tanto en dreas cientificas como
sociales. En este capitulo aplicaremos algunos de los métodos estudiados en esta
tesis a un problema real de accidentes aéreos.

Se presentan datos estadisticos en relacién a la aviacién comercial de servicio
regular, desde el ano 1969 y hasta el ano 1997, obtenida de la publicacién técnica
No. 152 de la Secretaria de Comunicaciones y Transportes e Instituto Mexicano
del Transporte.

El convenio sobre aviacién civil internacional y la seguridad aérea se creé en
1944, cuando los delegados de 52 naciones se reunieron en Chicago para firmar
el Convenio sobre aviacién civil internacional. La Organizacién de Aviacién Ci-
vil Internacional (OACI) ha estado vinculada desde entonces a la historia de la
aviacion. A ella se deben todas las normas técnicas y reglamentos, asi como la
elaboraciéon del marco juridico, que ha permitido el desarrollo ordenado de la
aviacién civil internacional.

En la tabla A.1 se presenta la informacién estadistica de los accidentes en
lineas aéreas comerciales de servicio regular (doméstico e internacional) de los
paises miembros de la OACI.
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Ano | Numero de accidentes | Niimero de pasajeros muertos
1969 33 965
1970 29 700
1971 32 884
1972 41 1209
1973 36 862
1974 29 1299
1975 21 467
1976 20 734
1977 24 516
1978 25 754
1979 31 877
1980 22 814
1981 21 362
1982 26 764
1983 20 809
1984 16 223
1985 22 1066
1986 17 331
1987 24 890
1988 25 699
1989 27 817
1990 22 440
1991 25 510
1992 29 1097
1993 34 936
1994 28 941
1995 26 710
1996 23 1135
1997 27 930

Tabla A.1: Accidentes aéreos internacionales de los paises miembros de la OACI.

Se tomaran los datos de la tabla de los anos 1969 a 1996 para hacer todos
nuestros analisis y se hard una predicciéon para el nimero de accidentes aéreos
para el ano 1997.

En la figura A.1 se muestra un histograma del nimero de accidentes aéreos
fatales (ver apéndice A6.1).
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Figura A.1: Histograma del nimero de accidentes fatales.

Se supone que el nimero de accidentes fatales cada ano es independiente al
de otros anos, con una distribucién de Poisson.

0"
z;!

7.

6> 0.

X; ~ Pn(z; | 0) = exp(—0)

se toma una distribucién a priori no informativa de Jeffreys (2.2), con el fin de no
introducir mucha subjetividad al problema, se le puede asignar ésta distribucion,
pues con la distribucién a posteriori es con la que se hacen las inferencias. Entonces
se tiene que

Fl0) = ew(-0),
log (f (51 0)) = —0-+2:1og (6) — log (x1)
dllog(f (i |0)] . . m
o0 -y
Pllog(f(:10)]
06? 9?’

(SIS

m(0) o« 672.
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Entonces la distribucion conjunta es

_ o [Texp(=0)] 1 0" exp (—nb) 1

=1 oxp (—nb) g3 plx+3)-1 exp (—nb)

N 17, o] T, [

Y

y la distribucién marginal es

m(x) = /f(x|8)7r 0) do

< | T
(nx+ 1)
e 0=

La distribucién a posteriori es
01 LEIOT6)
m (z)
(nx+ ) 9(n§+l)71 0
- T'(nz+1) exp ()

0| x ~Ga <0| (ni%—%),n).

La figura A.2 nos muestra la distribucién a posteriori 7 (6 | x) (ver apéndice
A6.2).

Podemos obtener los momentos de la distribucién a posteriori, y son

(nf—l— %)

B0 -T2y - T

El resultado numérico se muestra en la tabla A.2.

Esperanza 26.01786
Varianza 0.9292092

Intervalo creible | (24.16259,27.94077)
Tabla A.2. Momentos e intevalo creible al 95 %

para la distribucién a posteriori (apéndice A6.3).
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Figura A.2: Distribucién a posteriori.

La distribucién predictiva a posteriori es
m(2*x) = /f (2*10) = (0]) do
_ 0" | (n) (ne+3) (n®x+1)-1
= /exp (—0) oy [F =+ %)9 exp (—n#) | db
M) T (" 4 nx+3)
PR+ D) (14 )
(1_+_n)(x*+ni+%) ( - —+l)_1
O\* TET —(1 do
/F(:z:*—i—ni—i—%) exp (= (1+n))
M) T (" 4 nx+3)
oL (nX + 3) (1 4 )7 +%H3)

1
x¥|x ~Pg (3:* | (ni+ 5) ,M, 1) :

La gréfica de la distribucion predictiva a posteriori se observa en la figura A.3
(ver apéndice 6.4).

En la tabla A.3 se muestra el valor esperado, la varianza y un intervalo creible
al 95 % para la distribucién predictiva a posteriori.




90 Capitulo A. Ejemplo con datos reales

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Figura A.3: Distribucién predictiva a posteriori.

Esperanza 26.01786
Varianza 26.94707
Intervalo creible | (16,37)

Tabla A.3. Momentos de la

distribucién predictiva a posteriori.

El valor esperado de la predictiva a posteriori es una estimacién para el niimero
de accidentes aéreos para el anio 1997, el cual es 26. Cuando en realidad, segin
los datos proporcionados en el reporte técnico de la Secretaria de Comunicaciones
y Transportes y el Instituto Mexicano del Transporte, el nimero de accidentes
aéreos para el ano de 1997 es de 27. Por lo que se puede decir que esta es una
muy buena prediccién.

Si se aplica el muestreo directo para estimar E (6 | x), se genera

01,60%....0" ~7(0]x)=CGa (9\ <n§+%) ,n)

Como

E(9|x):/9w(9\x)d9%%29i,
=1
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entonces, con m = 10000 se obtiene (ver apéndice A6.5):

A posteriori Muestreo directo
Media 26.01786 26.02888
Varianza 0.9292092 0.924308
intervalo creible | (24.16259, 27.94077) | (24.17059, 27.93662)

Tabla A.4. Momentos e intervalo crefble para la estimacion al 95 %.

En la tabla A.4 se observa que la aproximacién es muy buena al igual que el
intervalo creible puesto que la diferencia de los valores obtenidos por el muestreo
directo y los valores reales de la distribucién a posteriori no es significativa.

Si ahora se aplica el muestreo importante para calcular la £ (6 | x) . Se tiene
que conseguir una distribucion pivote de la que sea fécil simular

T (0) = cf (x| 0) 7 (0)
y de ahi utilizar 6; ~ 7* (f) para poder aproximar

_JOrx10)7(6)db
Jfx|0)m(0)do
L ij 0]‘
fw@w@wNM; )
[w®)r (0)dd ~ M ’

E@|x) = /6’7?(6|x)d8

2 w(b))

=1

<

donde
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Si se utiliza como distribucién pivote la aproximacién normal (3.1),

prets)-1 exp (—nb)

7(01%) x fx]0)7(0) =~
L(0) = log|f(x|0)m(0)]
L) = (; T — %) log 6 — nf — log (T, [x;!])
oL(0) (Z?:l Li — %) _
90 0 —n=0
7 - (Z?:1 Li — %)
n
PLE)  (Dhmd)
06> 6* 7
evaluando en el estimador
L (6) | o (X —3) _ (Ciizi—3)n?
o T T ) T (S )
n? "

se tiene que

@) = &

C(CLw—g)

n2

I™(z) =

n

(Z?:l Ti—

3)

i=1 i — %)

n2

Y

entonces la distribucién pivote por aproximacién normal es

)
n

n2

v ((2?_1 ri—3) (Siai- %)) |

Asi, la estimacion de E (6 | x) por muestreo importante se presenta en la tabla

A.5 (ver apéndice 6.6).

A posteriori

Muestreo por importancia

Media

26.01786

26.01279

Varianza

0.9292092

0.9275294

Intervalo creible

(24.16259, 27.94077)

(24.12515,27.90043)

Tabla A.5. Momentos e intervalo creible para la estimacién al 95 %.
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Figura A.4: Promedio ergddico para el pardmetro theta por muestreo de Gibbs.

En la tabla A.5 se observa que la aproximacién es muy buena pues la diferencia
de los valores obtenidos en la estimacién de la distribucion a posteriori y los valores
analiticos de la distribucién a posteriori no es significativa.

Por otro lado, se aplica el muestreo de Gibbs para aproximar a la distribucién
a posteriori. Primero, se corre el algoritmo de Gibbs con una sola cadena de
longitud 10000. Con el fin de observar en qué momento se alcanza la convergencia,
se eliminan los primeros 5000 valores y se quedan 5000 valores. Con estos valores
se grafica el promedio ergédico para el pardametro 6, que se puede ver en la figura
A4 (ver apéndice A6.7).

Mediante ésta gréfica se puede asegurar que la convergencia se alcanza a partir
de la iteracion 2500.

Ahora se toma una muestra de tamano 50 para aproximar a la distribucién a
posteriori, con lo que se obteniene el histograma de la figura A.5 (ver apéndice

A6.8).

En la figura A.5 se puede apreciar que el histograma obtenido con los valores
simulados por el muestreo de Gibbs son una buena aproximacion a la distribucién
a posteriori.

Con esta muestra se puede estimar el valor esperado, la varianza a posteriori y

obtener un intervalo creible para la estimacién de E (6 | x) al 95 % (ver apéndice
A6.9).
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Figura A.5: Aproximacién a la distribucién a posteriori por muestreo de Gibbs.

A posteriori Muestreo de Gibbs
Media 26.01786 26.03613
Varianza 0.9292092 0.915703
Intervalo creible | (24.16259,27.94077) | (24.19954, 27.91502)

Tabla A.6. Momentos e intervalo crefble para la estimacién al 95 %.

En la tabla A.6 se observa que la aproximacién es muy buena dado que la
diferencia de los valores obtenidos en la simulacién y los valores de la distribucién
a posteriori no es significativa. La probabilidad de que el verdadero valor de la
media se encuentre dentro del intervalo crefble es de 0.95, ademés también se
observar que la longitud del intervalo creible es relativamente pequena.



Apéndice B

Notacion

Distribucién binomial con pardmetros 0 <0 <1, n=1,2,...y
r=0,1,...,n.

Distribucién Poisson con pardmetro A >0y z =0, 1, 2,...
Distribucién beta con pardmetros o >0, 6 >0y 0 < x < 1.
Distribucién gamma con pardmetros a > 0, 3 >0y z > 0.
Distribucién exponencial con pardmetro § > 0y x > 0.
Distribucién gamma inversa con pardametros a > 0, 5 >0y x > 0.
Distribucién normal con pardmetros ;€ R, A > 0.

Distribucién Poisson-gamma con pardmetros a > 0, 3 >0y
n=12 ..

Independiente idénticamente distribuida.

Distribucién uniforme en el intervalo (0,1).

Distribucién ¢ de Student con n grados de libertad con pardmetro A > 0
yx € R.
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Apéndice C
Cédigos fuente en R

A2.1
# Momentos e intervalos creibles de la distribucién predictiva con distribucién
a priori no informativa de Jeffreys
mon.aposteriori<-function(x,n)
{
esp<-(sum(x)+(1/2))/( n)
var<-((sum(x)+ (1/2))*(n+1))/(n)"2
return(c(esp,var))
}
x<-c(24,25,31,31,22,21,26,20,16,22)
#1
mon.aposteriori(x,10)
# Intervalo predictivo
gnbinom(0.025,sum(x)+ (1/2),( 10)/(1041))
qnbinom(0.975,sum(x)+ (1/2),( 10)/(10+1))
# Grafica de la predictiva a posteriori
p.aposteriori<-function(xp,x,n)

{
a<-((1/2)4sum(x))*log(n)+lgamma((1/2)+xp+sum(x))
-lgamma(xp+(1/2))-lgamma((1/2)+sum(x))-( (1/2)+xp+sum(x))
*(log(n+1))

} return(exp(a))

x.aposteriori<-seq(0,50, length=100)

x<-c(24,25,31,31,22,21,26,20,16,22)

plot(x.aposteriori, p.aposteriori(x.aposteriori, x,10), xlab=,ylab=, type="1")
A3.1
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#Método de aproximacién normal a la aposteriori
mu.sec_seq(0,1, length=100)

poste dbeta(mu.sec,14,4)
plot(mu.sec,poste,type="1",ylim=c(0,5),xlab=expression(theta),
ylab="Densidad a posteriori")

var_((13/16)*(3/16))/16

aprox__dnorm(mu.sec,(13/16), sqrt(var))
lines(mu.sec,aprox,col=1,lty=2)

legend (0,5, c¢(” Aproximacion a posteriori”,” A posteriori exacta”), col = ¢(1,1),
Ity = ¢(2, 1), pch = ¢(-1, -1))

A4.1

Método congruencial

Iniciar con una semilla arbitraria zg

Iterar
x; = (69069z;_1) (mod 23?)
U; = 27321&'

Generar una distribucién Normal estandar, N (0,1)
El método de Box-Muller (1958) prueba las salidas observadas normal inde-
pendiente para dos variables aleatorias uniformes
1.- Generar Uy, Us.
2.- Tomar
x1 = +/—2log U cos (2wU3) ,
x9 = +/—2log Uj cos (2nUs) ,
Generar una Distribucién Exponencial, exp ()\)
1.- Generar U.
2.- Tomar z = —log (U) /A
Este generador también se usa para la generacién de una distribucién ge-
ométrica Geo(p). Si x ~ Geo(p), P(x=r) = Pr<E<r+1), con E ~
exp (—log (1 — p))
Generar una Distribucién t-Student, T (v,0,1)
Kinderman (1977) prueba una alternativa para la generacién de una variable
aleatoria normal y una variable aleatoria ji-cuadrada.
1.- Generar Uy, Us.
2-SiU; <05, 2=1/(4U; — 1) y v = 272U,
en otro caso, x = 4U; — 3 y v = Us.
3-Siv<l—(z]/2)ov<(l+(x*/v))" """ tomar z;
en otro caso, repetir.
Generar una Distribucién Gamma, G (a, 1)
Los métodos simulados difieren acorde al valor de o (note que el factor escalar
S se asume como 1). Cuando « > 1, se sigue el algoritmo:
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0.- Definimos ¢; = a — 1,¢p = (a - (6%)) Jc1, 03 = %,04 =1l+c3ycs=
1.- Repetir
a> 25
hasta 0 < U; < 1.
2-W =2k
3-SicUi + W +W=t <ecy0c3loglU; —logW + W < 1, tomar ¢, W;
En otro caso, repetir.

Si a es muy grande (« > 50) , es mejor usar una aproximacién normal basada
en el teorema del limite central.

Cuando « < 1, un posible algoritmo es:

1.- Generar Uy y ~ G (a+1,1).

2.- Tomar yUY®

Las distribuciones Beta, Fisher y ji-cuadrada pueden ser simuladas usando
este algoritmo dado que ellas pueden ser derivadas de la distribucién Gamma.

Generar una distribucién Binomial, B (n,p)

Cuando n es razonablemente pequena (n < 30), un algoritmo elemental para
generar n variables aleatorias uniformes y contar éstos almenos p, Knuth (1981)
prueba un algoritmo altermativo.

0.- Definimos k =n, 0 =py x = 0.

1.- Repetir

i =1+ k0]

u~ Be(i,k+1—1)
if9>v,«9:gyk:i—1;
en otro caso,

xz:ﬁ%—i,@zgizgyk:k—i

S

«

hasta k < K.
2.-fori=1,2,... k,
generar U;

ifU;<p,xr=x=x+1.
La constante K puede ser escogida como una funcién de orden n para incre-
mentar la eficiencia del algoritmo.
Generacién de una distribucién Poisson, P()\)
Si A es razonablemente pequena (A < 30), un algoritmo simple para generar
variables uniformes, en relacién con el proceso de Poisson:
0-p=1,N=0,c=exp(—2A)
1.- Repetir
Generar U;
p=pU;, N=N-+1
hasta p < c.
3.-Tomar z = N — 1.
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Para A grande, Atkinson (1979) propone una alternativa mas eficiente.
0.- Definir ¢ = 0,767 — (3,36/\), B =7 (3)\) 7, a = B\, k = logc — \ — log 3.
1.- Repetir
Generar U;
z=lo—log ((1—U1) /U] /B
hasta = > —%.
2.- Generar U,.

3-N=[z+0,5].

4.- Si a — Bz +log {Us/ [1 4 exp (a — Bx)]Q} < k+ Nlog\ —log N!
Tomar N;
en otro caso, repetir.

A4.2

Si no se conoce el valor de la media p, pero se sabe que la desviacién estandar
es 0. Se determinard lo grande que debe ser el tamano muestral para que la
probabilidad de que | X, — x| sea menor que ¢ > 0 (¢ la discrepancia méxima)
sea al menos 1 — a (« la cota superior de la probabilidad de la discrepancia t).

De la desigualdad de Chebyshev aplicado a X,, puesto que E (Yn) =uy

Var (Yn) = "72, para cualquier tamano muestral n

— 0'2
P(Xu—plzt)<—5

puesto que n se debe elegir para que P (| Xn—p |< t) > 1 — « resulta que se

debe elegir n de forma que
o? <
— < .
nt? —

Por tanto se necesita que

0.2

at?

Si ahora tenemos proporciones. Sea p la probabilidad del evento A,y fa = “4

la frecuencia observada de A. Entonces, para cualquier mimero positivo € se tiene

p(1—p) 1
<
nez  ~ 4ne?’

<n.

P(lfa—flze <

donde ¢ es la discrepancia méxima que vamos a permitir y § la cota superior de
la probabilidad de la discrepancia e. Si no se conoce p (lo més comin), el niimero
de simulaciones n viene dado por
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A4.3
#cédigo del ejemplo 4.1
N 100000
x2_ runif(N,2,5)
y2 runif(N,0,0.1839)
2 0.5%exp(-0.5%x2)
c2 0
for (i in 1:N)
{

if (y2[i]<=£2]i])

c2_ c2+1
}
c2
Al 0.1839%3*(c2/N)
A4.4
#Muestreo directo
M=1000
y_rnorm(M)
mu.sec__qnorm(seq(0.001,0.999,len=1000),mean(y), sqrt(1/length(y)))
plot(mu.sec,dnorm(mu.sec,mean(y),sqrt(1/length(y))),type="1",
xlab=expression(theta), ylab=)
mu__rnorm(M,mean(y),sqrt(1/length(y)))
sum_0
for (i in 1:M)

{
}

prom_sum/M

#media simulacién
prom

#media analitica
mean(y)

#muestrear la varianza
summ_ 0

for (i in 1:M)

{
}

promm _summ /M
#varianza simulacién

sum_ sum-muli]

summ__summ-+(muli]) "2
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vvar_promm-(prom) "2
vvar
#varianza analitica
v_1/M
v
F#error estandar estimado
see_sqrt((1/(M-1))*vvar)
see
A4.5
# Muestreo por importancia
N 1000
theta rnorm(N)
xbarra__mean(theta)
varianza_1/N
thetaimpor rt(N,N)
t1 0
t2 0
wl 0O
for (i in 1:N)
{
wl[i]  dnorm(xbarra, thetaimporli], sqrt(varianza))/dt(thetaimpor[i],N)
t2_ wl[i]+t2
t1 _thetaimpor[i]*w1[i]+t1
}
pomedio t1/t2
#simulacion
pomedio
#analitica
xbarra
A4.6
#método de aceptacién-rechazo
var_((13/16)*(3/16))/16
k 0.0004433101
i1
thetar 0
while (i<100)
{
theta rnorm(1,(13/16),sqrt(var))
uu_runif(1,0,1)
if (k*uu*dnorm(theta,(13/16),sqrt(var)) < (theta~13)*((1-theta)"~3) )
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thetar[i] theta
i=i+1
ki
}
mean(thetar)
var(thetar)
hist(thetar,xlab=expression(theta),ylab=""ylim=c(0,6),col="light blue”,
border="dark blue” ,probability=T ,main=""")
mu.sec_seq(0,1, length=100)
poste__dbeta(mu.sec,14,4)
lines(mu.sec,poste,type="1")
A5.1
#Metrépolis
theta 1
alfa 4
beta 5
x_rexp(10)
for (i in 2:500)
{
can_runif(1, 0, 100)
vaunif runif(1, 0, 1)
f ((can”(104alfa-1))*exp(-can*(sum(x)+beta)))
/((theta[i-1]~ (10+alfa-1))*
exp(-theta[i-1]*(sum(x)+beta)))
alpha_min(f, 1)
if (vaunif<=alpha)

{
}

else

{

ki
¥
#grafica
plot(theta, main=, xlab="n", ylab=expression(theta), type="1")
A5.2
#Metropolis-Hastings
theta 1

theta[i] can

theta[i] thetali-1]
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alfa 4

beta 5
x_rexp(10)

for (i in 2:1000)
{

can_ rchisq(1, 2)

vaunif runif(1, 0, 1)

f ((can”(104alfa-1))*exp(-can*(sum(x)+beta))
*(theta[i-1]~ ((can/2)-1))*exp(-thetal[i-1]/2))
/((theta[i-1]~ (10+-alfa-1))*exp(-thetali-1]
*(sum(x)+beta))*(can” ((theta[i-1]/2)-1))
*exp(-can/2))

alpha_min(f, 1)

if (vaunif<=alpha)

{
theta[i] can
}
else
{
theta[i] thetali-1]
}

}

plot(theta, xlab="Iteraciones", ylab=expression(theta), type="1")
A5.3
#Muestreo de Gibbs
re 0
for (j in 1:500)
{
n 16
alfa 2
beta 4
y_runif(1,0,1)
x 0
for (i in 1:10)
{
x[i+1]_rbinom(1, 16, y[i])
yli+1] rbeta(1, x[i+1]+2,16-x[i+1]+4)
}
refj] _x[10]
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plot(re, main="Muestreo de Gibbs", xlab="Muestra", ylab=expression(theta),
type:"l")
hist(re,50, col="light blue", border="dark blue", ylab="Frecuencia",
xlab=expression(theta), main="Histograma de datos generados")
A5.4
#Muestreo de Gibbs con muiltiples cadenas
resul 0
for (j in 1:500)
{
thetal runif(1,0,1)
theta2 runif(1,0,1)
i1
while (i<16)
{
thel rexp(1, theta2[i])
if (thel<b)
{
the2 rexp(1, thel)
if(the2<5)
{
i 141
thetal[i] thel
theta2[i] the2

}

}

resul[j] _thetal[15]
}
plot(resul, main="Muestreo de Gibbs", xlab="muestra",
ylab=expression(theta), type="1")
hist(resul,50, probability=T, col="light blue", border="dark blue",
ylab="Densidad", xlab=expression(theta), main=)
A5.5
#promedio ergédico para el ejemplo de Metropolis-Hastings
vprom_0
for (i in 1:1000)
{

}

plot(vprom, xlab="iteraciones", ylab=expression(theta), type="1")

vprom[i] mean(theta[l:i])
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A5.6
#Graficar el promedio ergédico de la simulacién para theta.del ejemplo de

muestreo de Gibbs

24,

25,

25,

vprom 0
for (i in 1:500)
{

}

plot(vprom, xlab="iteraciones”, ylab=expression(theta), type="1")
A6.1

#Histograma de datos

datos 0

datos<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17,
25, 27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

hist(datos, 6, probability=T, col="light blue”, border="dark blue”,
xlab="Numero de accidentes",

ylab="densidad”, main=* ")

AG6.2

#Gréfica de la distribucién a posteriori

x 0

x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)
theta.seq<-qgamma(seq(0.001,.999,len=1000),(sum(x)+(1/2)),28)
y_dgamma(theta.seq,(sum(x)+(1/2)),28)
plot(theta.seq,y,xlab=expression(theta),ylab= main=,type="1")
A6.3

x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

#media analitica

mediaa_ (sum(x)+(1/2))/28

mediaa

#varianza analitica

varianza_ (sum(x)+(1/2))/(28°2)

varianza

gqgamma(0.025,sum(x)+(1/2),28)

gqgamma(0.975,sum(x)+(1/2),28)

A6.4

# Gréfica de la predictiva a posteriori
p.aposteriori<-function(xp,x,n)

{

vprom[i] mean(resul[l:i])
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a<-((1/2)4sum(x))*log(n)+1lgamma((1/2)+xp+sum(x))
-lgamma(xp+(1/2))-lgamma((1/2)+sum(x))-( (1/2)
+xp+sum(x))*(log(n+1))

return(exp(a))

x.aposteriori<-seq(0,50, length=100)

x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27,22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

plot(x.aposteriori, p.aposteriori(x.aposteriori, x,28), xlab=expression(theta),
ylab=, type="1")

#valor esperado y varianza de la distribucion predictiva a posteriori

1-(nT+1)(B+1)

1-(nz+1)

E(z*]0) = , Var(z*|0) =

espe_ (sum(x)+0.5)/28

espe

vvar_((sum(x)+0.5)*29)/(28°2)

vvar

#Intervalo predictivo

qnbinom(0.025,sum(x)+0.5,28 /29)
qnbinom(0.975,sum(x)+0.5,28 /29)

A6.5

#Calculo de la media a por muestreo directo

m_ 10000

x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

mu_ rgamma(m,(sum(x)+(1/2)),28)

mean(mu)

var(mu)

quantile(mu,0.025)

quantile(mu,0.975)

A6.6

#Calculo de la media a posteriori mediante muestreo importante
x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

n_ 28

mmed_ (sum(x)-0.5)/n

desvva_sqrt((sum(x)-0.5)/(n"2))

theta rnorm(10000,mmed,desvva)

pl_dpois(sum(x),28*theta)

—_—
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p2_1/sqrt(theta)
p3__dnorm(theta,mmed,desvva)

p4_ (p1*p2)/p3
esperanza_sum(theta*p4)/sum(p4)

esperanza

espcuad __sum((theta~2)*p4)/sum(p4)
vvar__espcuad-(esperanza”2)

vvar

#intervalo creible

a_esperanza-1.96*sqrt(vvar)

a

b _esperanza+1.96*sqrt(vvar)

b

A6.7

#Muestreo de Gibbs, periodo de calentamiento
x 0

x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

for (i in 1:10000)

{

}
thetar _theta[5000:10000]

#Graficar el promedio ergédico de la simulacién para theta.
vprom_0
for (i in 1:5000)

{
}

plot(vprom, xlab="iteraciones", ylab=expression(theta), type="1")

A6.8

#muiltiples cadenas

x 0

x<-c(33, 29, 32, 41, 36, 29, 21, 20, 24, 25, 31, 22, 21, 26, 20, 16, 22, 17, 24,
27, 22, 25, 29, 34, 28, 26, 23)

for (j in 1:50)

{

theta[i] rgamma(1,(sum(x)+(1/2)),28)

vprom[i] mean(thetar[1:i])

for (i in 1:2500)
{

theta[i] rgamma(1,(sum(x)+(1/2)),28)
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}
thetar[j] _theta[2500]

}

hist(thetar,50,probability=T,col="light blue”, border="dark blue”,
xlab=expression(theta),ylab=""main=" ")
theta.seq<-qgamma(seq(0.001,.999,len=1000),(sum(x)+(1/2)),28)
y_dgamma(theta.seq,(sum(x)+(1/2)),28)

lines(theta.seq,y)

A6.9

#media y varianza por Muestreo de Gibbs

mean(thetar)

var(thetar)

quantile(thetar,0.025)

quantile(thetar,0.975)
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