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Introduccion.

La optimizacion es la busqueda de la mejor solucién (la éptima) a un problema. La mejor
solucién depende del drea sobre la cual se estd trabajando, puede significar la solucién 6ptima
para minimizar costos, maximizar beneficios, o encontrar la ruta recorrida que sea minima,
toda vez que estos y otros problemas pueden ser planteados de forma numérica, mediante un
modelo de programacién matemadtica. La optimizacién, a su vez, se divide en dos partes muy

importantes: la programacién lineal y la no lineal.

La programacién no lineal viene a significar la coleccién de metodologias asociadas con
cualquier problema de optimizacién donde las relaciones no lineales se presentan en la funcién

objetivo y/o en las restricciones.

La programacién cuadritica es un caso particular de la programacién no lineal, al que se le
pueden aplicar técnicas de programacién no lineal, como pueden ser: de restricciones activas,

gradientes conjugados, estimacién de los multiplicadores de Lagrange, etc.

La programacién cuadritica forma parte esencial de la programacién no lineal debido a la

gran cantidad de dreas en donde se aplica.

Encontrar el punto més alto de una pirdmide puede ser visto como un problema de pro-
gramacién no lineal; se asume que se pueden encontrar ecuaciones de los planos que contienen
los lados y la base de la pirdmide. Entonces, la pirdmide es esencialmente la region factible, es

decir, el conjunto de puntos ubicados dentro del volumen, contenida por esos planos.

Un ejemplo andlogo es encontrar el punto més profundo de un lago. Se puede ver el litoral
como las restricciones, la region factible como la superficie del agua y la funcién objetivo como

la profundidad. Este ejemplo puede ser altamente no lineal.

Hancock (1960) indic6 que “todos los problemas de mecédnica pueden ser reducidos a proble-
mas de mdximos y minimos.” Principios en éptica, fisica cudntica, astronomia, quimica, biologia,

etc., pueden usualmente ser formulados en términos de principios “extremos” (es decir maximo



o minimo), por ejemplo, un camino de la resistencia menor, energia minima, entropia maxima,

etc.

En este trabajo de tesis se instrumenta el “Algoritmo de Espacio Rango para Programacion
Cuadritica”, este algoritmo es un algoritmo primal basado en la estrategia de conjunto activo,

los problemas que se resuelven son del tipo:

min. fl@)=32TQz + T

s.a. ATz >0

La funcién cuadrética f(z) es estrictamente convexa, por lo que la matriz Hessiana Qpqp, €s
definida positiva, A,z es la matriz de restricciones, by, el vector de términos independientes y

¢y, el vector de costos.

Este algoritmo trabaja con un método primal y utiliza la estrategia de conjunto activo
para encontrar la solucién éptima, utilizando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para

determinar si la solucién encontrada puede ser considerada como una solucién éptima.

En 2001 dentro de la Universidad Tecnoldgica de la Mixteca se instrumenté el “Algoritmo de
Espacio Nulo para Programacién Cuadratica”[1], que resuelve el mismo tipo de problemas, se
realizé en Matlab ver. 5.1. Dentro del presente trabajo de tesis se corrieron los mismos problemas
prueba con el algoritmo de espacio nulo, con el objetivo de comparar los resultados de ambos
métodos y asi poder determinar la eficiencia de cada uno de ellos, que por la naturaleza de
los problemas prueba (bien condicionados, mal condicionados, con degeneracién y sin dege-
neracién), es posible que se pueda utilizar alguno de los algoritmos para cada tipo de problema

en particular.

El trabajo estd organizado como sigue: en el capftulo 1 se definen los conceptos bésicos
necesarios para comprender el trabajo realizado, asi como una descripcién de lo que es la

programacién cuadrética.

El capitulo siguiente, 2, contiene los métodos y algoritmos instrumentados: primal, de con-

junto activo y el de espacio rango para programaciéon cuadrética.



En el capitulo 3 se encuentran los resultados obtenidos al realizar las pruebas con el algo-
ritmo de espacio rango para programacion cuadrética, asf como las graficas que muestran estos

resultados para una mejor interpretacion.
Las conclusiones de este trabajo se encuentran en el capitulo 4.

La parte final de este trabajo contiene los apéndices. En el apéndice A se muestra un ejemplo
grafico para ilustrar cémo trabaja el algoritmo, en el B, se presenta el manual de usuario, que

describe el funcionamiento general del sistema (AERPC).

Y finalmente, se presenta la bibliografia consultada durante el desarrollo del presente tra-

bajo.



Capitulo 1

Generalidades.

El objetivo de este trabajo es resolver problemas del tipo:

i =12702 + 'z
min. f(z) = 52" Qo + (L1)

s.a. ATgz > b,

con la funcién cuadrdtica estrictamente convexa, lo que implica que la matriz Hessiana sea
definida positiva. Para poder conocer y comprender lo que busca la programacién cuadritica, es
necesario conocer la definicién y darle una buena interpretacién a los términos que se emplean y
: “ . . .,
que se tomaron en cuenta para implementar el “Algoritmo de Espacio Rango para Programacién

Cuadrética”. Estas definiciones fueron tomadas de [2], [3], [4] y [5].

1.1. Optimizacion con restricciones.

A continuacién se definen los términos utilizados en la solucién del problema del tipo (1.1).



1.1.1. Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad.

Para los métodos utilizados en resolver problemas cuadraticos es necesario definir condi-
ciones suficientes y necesarias, que se deben satisfacer en el punto solucién, para que pueda ser
considerado como un punto de solucién éptimo. La necesidad de estas condiciones nos lleva prin-
cipalmente al estudio de las teorias de Lagrange y de Karush-Khun y Tucker, que caracterizan

las condiciones de un punto éptimo en programacién no lineal.

Multiplicadores de Lagrange. La idea principal en el desarrollo de condiciones
necesarias y suficientes, para los problemas de optimizacién no lineal con restricciones es, el
de transformar estos en problemas sin restricciones y aplicar las condiciones necesarias y sufi-
cientes para los problemas sin restricciones. Una transformacién involucra la introduccién de

una funcién auxiliar, llamada la funcién de Lagrange L(z, A, i), definida como:

L(z, A 1) = f(x) + ATh(z) + pg(x), p > 0,

donde M\ = (A1, A2, oos M) v 17 = (paq, o .., 1tp) son los multiplicadores de Lagrange aso-
ciados con las restricciones de igualdad y desigualdad, respectivamente. Los multiplicadores
A, asociados con las igualdades h(z) = 0 no tienen restricciones de signo, mientras que los

multiplicadores p, asociados con las desigualdades g(x) > 0 deben ser no negativos.

La transformacién a problemas sin restricciones comienza encontrando el punto estacionario

de la funciéon Lagrangiana:

min L(z, A, p) = f(@) + X h(z) + pg(z), p > 0.
z,A,u>0

Los multiplicadores de Lagrange A proveen informacién sobre la sensibilidad de la funcién
objetivo con respecto al vector de perturbacién b al punto éptimo x*, del problema (1.1). La
existencia de los multiplicadores de Lagrange depende de la forma de las restricciones y no

siempre estd garantizada.



Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Las condiciones de primer
orden para que un punto pueda ser considerado un minimo local son también llamadas condi-

ciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

El sistema KKT, fué propuesto por Karush, Kuhn y Tucker, para resolver y establecer
condiciones que permitan determinar si la solucién a la que se llega, al resolver problemas de

programacion cuadratica del tipo (1.1), es la 6ptima.

Supdngase que x* es un punto regular para las restricciones. Entonces, existen un vector A*

y un vector u* € R™ que satisfacen:

Demostracién [3]:

En primer lugar, como p > 0y g(z*) = 0, se observa que (1.3) es equivalente a la formulacién
de que una componente de p puede ser distinta de cero sélo si la restricciéon co— rrespondiente

es activa.

Como z* es un punto minimo relativo en el conjunto de restricciones, también es un minimo
relativo en el subconjunto de ese conjunto definido, igualando las restricciones activas a cero.
Asi, para el problema resultante con restricciones de igualdad, definido en un entorno de z*, hay
multiplicadores de Lagrange. Por tanto, se concluye que (1.2) cumple con p; = 0 si gj(z*) # 0,

y por tanto, también se cumple (1.3).00

1.1.2. Condiciones de segundo orden.

Las condiciones de KKT, si bien es cierto que definen a un buen candidato para ser un

minimo, no garantizan que este pueda serlo debido a que sélo son consideradas como necesarias.



A continuacion se definen las condiciones necesarias y suficientes de segundo orden para asegurar

que el punto encontrado es un mfnimo.
Teorema 4. (Condiciones necesarias de segundo orden).

Supéngase las funciones f, g,h € C? y que z* es un punto regular de (1.1). Si * es un punto
minimo relativo para el problema, entonces existe A € R, u € R™, u > 0 tales que cumplen

(1.2) y (1.3) y la funcion Lagrangiana, determinada por:

L(z*) = f(a*) + X h(z*) + p"g(a*),

es semidefinida positiva en el subespacio tangente de las restricciones que se cumplen en la

igualdad en x*.
Demostracién [3]:

Si z* es un punto minimo relativo del problema (1.1), también es un punto minimo relativo
para el problema con las restricciones de desigualdad que se cumplen en la igualdad tomadas

como restricciones de igualdad.

Se puede formular una inversa del teorema de la condicién necesaria de segundo orden para
obtener un teorema de la condicién suficiente de segundo orden. Por analogfa de la situacién sin
restricciones, se puede esperar que la hipétesis requerida sea que L(x*) sea definida positiva en
el plano tangente M. De hecho, esto es suficiente en la mayorfa de las situaciones. Sin embargo,
si hay restricciones de desigualdad degeneradas (esto es, restricciones de desigualdad activas que
tengan cero como multiplicador de Lagrange asociado), se debe exigir que L(x*) sea definida

positiva en un subespacio mayor que M.[]
Teorema 5. (Condiciones suficientes de segundo orden).

Sean f,g,h € C?. Las condiciones suficientes para que un punto z* que satisfaga las res-
tricciones del problema (1.1) sea un punto minimo relativo estricto del problema, es que exista

A€eR™ e R™, tal que:



Vi(z*) + XVh(z*) + u"Vg(z*) =0
prg(z*) =0
pt >0,

y la matriz Hessiana

L(z*) = f(a*) + M(z*) + pTg(2*) |

sea definida positiva en el subespacio

M' ={y: Vh(z*)y =0,Vg(z*)y = 0 para toda j € J },

donde

J={j:gja*) = 0, 1 > 0}.

Demostracién [3]:

Supéngase que z* no es un punto minimo relativo estricto; sea {yx} una sucesién de puntos
factibles que converge a z* tal que f(yx) < f(z*), y escribase cada yi en la forma y, = z*+ . sg
con |sg| =1, > 0. Se puede suponer que § — 0y s — s*. Se tiene 0 > V f(z*)s*, para cada
i=1,...,m, y resulta

Vhi(x*)s* = 0.
Ademds, para cada restriccién activa g; se tiene g;(yx) — g;j(z*) <0, y por tanto,

Vgj(x*)s* <0.

Si Vg;j(z*)s* = 0 para toda j € J, entonces por el teorema de Taylor, para cada j se tiene

8



2

)
0= hj(yr) = hj(z") + 6, Vh;(z%) s + ?kszv2hj(77j)3k (1.5)
y
52
0> filyr) — f(x¥) = 0,V fi(2")sp + %vazfj(ﬂj)sk, (1.6)

donde cada n; es un punto en el segmento de recta que une z* e yx. Al multiplicar (1.5) por A;

y sumar esto a (1.6), teniendo en cuenta que
V(z*) + AXIVh(z*) =0,
se obtiene
52 1
0> k53 {V2f (o) + X2 2 XiV2hi(m;) s,

lo cual produce una contradiccién cuando k — oc.

Si Vgj(z*)s* < 0 para al menos, una j € J, entonces
0> Vf(z*)s* = =M Vh(z*)s* — uTVg(z*)s* > 0,

lo cual es una contradicciéon.[]

Se observa, sobre todo, que si todas las restricciones de desigualdad tienen multiplicadores de
Lagrange correspondientes estrictamente positivos (sin desigualdades degeneradas), entonces,
el conjunto J incluye todas las desigualdades que se cumplen en la igualdad. En este caso, la
condicién suficiente es que el lagrangiano sea semidefinido positivo en M, el plano tangente de

las restricciones que se cumplen en la igualdad.



1.2. Programacién Cuadratica.

En esta seccién, definiremos lo que es y las caracteristicas de la programacién cuadrética,

ademds de que se describirdn los algoritmos existentes para resolver este tipo de problemas. [6],

(7] y [8].

La importancia de la programacién cuadritica recae en que, como es un caso especial de
la programacién no lineal, se utiliza como una funcién modelo para aproximar funciones no

lineales a través de modelos locales.

La programacién cuadrética trabaja con una clase especial de problemas en el que una
funcién cuadrética de variables de decisién sujeta a restricciones lineales de desigualdad requiere

ser optimizada, en nuestro caso, requiere ser minimizada.

Una funcién cuadratica, en notacién matricial, es una funcién de la forma

f(@) = $aTQa + .

Es de gran importancia identificar o poder definir la caracteristica de la matriz Hessiana,
ya que a partir de ésta podemos determinar ciertas caracteristicas del problema, que nos serdn

utiles para encontrar su solucién.

Existen diferentes tipos de problemas de programacién cuadrética, los cuales se pueden

clasificar en:

Problemas cuadraticos de minimizacién sin restricciones, requieren minimizar la funcién

cuadratica f(z) sobre el espacio completo.

Problemas cuadriticos de minimizacién sujetos a restricciones de igualdad, requieren mi-

nimizar la funcién objetivo f(x) sujeta a restricciones lineales de igualdad Az = b.

Problemas cuadraticos de minimizacién sujetos a restricciones lineales de desigualdad. Re-
quieren minimizar la funcién objetivo f(z) sujeta a restricciones lineales de desigualdad Az > b,

también puede contener restricciones de igualdad.

10



Problemas de optimizacién de redes cuadraticas. Son problemas cuadraticos en los que las

restricciones son restricciones de baja conservacién sobre una red pura o generalizada.

Problemas cuadraticos convexos. Son cualesquiera de los mencionados arriba, en el cual la

funcién objetivo a ser minimizada, f(x) es convexa.

Problemas cuadraticos no convexos. Son cualesquiera de los mencionados arriba, en el cual

la funcién objetivo a ser minimizada, f(x) es no convexa.

Problemas de complementariedad lineal. Son problemas especiales con un sistema de ecua-
ciones en variables no negativas, en el cual las variables estdn formadas en varios pares llamados

pares complementarios.

El “Algoritmo de Espacio Rango para Programacién Cuadratica” aqui implementado, tra-

baja con problemas cuadraticos convexos sujetos a restricciones lineales de desigualdad.

Historicamente, las funciones cuadraticas fueron prominentes porque proveian modelos lo-
cales simples para funciones no lineales generales. Una funcién cuadrética, es la funcién no
lineal m&s simple, y cuando es usada como una aproximacién para una funcién no lineal gene-
ral, esta puede capturar la informacién importante de la curvatura, lo que una aproximacién

lineal no puede.

El uso de aproximaciones cuadrédticas para resolver problemas con funciones no lineales
generales se remonta mucho tiempo atrds. Entre los métodos mds destacados, tenemos al método

de Newton y el método de gradiente conjugado.

Para la programacién cuadritica se pueden encontrar minimos locales, minimos globales,
puntos estacionarios o de KKT, (son los que satisfacen las condiciones de KKT del problema).
En problemas convexos de programacién cuadritica, todo punto KKT o minimo local, es un

minimo global.

La programacién cuadritica tiene aplicaciones muy importantes, por ejemplo, en el drea
financiera, se pueden realizar anilisis, usando modelos de programacién cuadritica para de-

terminar la seleccién de estrategias éptimas de inversién. En los impuestos, la programacién

11



cuadrética juega un papel muy importante en el anilisis de politicas de impuestos. Otra apli-
cacién importante, es en la que los economistas utilizan modelos de equilibrio para analizar
expectativas de cambio en condiciones econémicas, predicciéon de precios, incremento de la in-

flacién, etc. Estos modelos involucran el uso de programacién cuadratica.
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Capitulo 2

Métodos y Algoritmos.

2.1. Meétodos primales.

Por un método primal [2], se entiende un método de bisqueda que opera sobre el problema
original, buscando la solucién éptima directamente en la regién factible. Cada punto que se
genera, mediante un método primal, es factible y el valor de la funcién objetivo decrece en
cada iteracién. Para un problema de n variables y solo m restricciones de igualdad, los métodos

primales operan en el espacio factible, que tiene dimensién n — m.

Las principales ventajas de los métodos primales y que recomiendan su utilizacién, como

procedimientos aplicables a la mayoria de los problemas de programacién no lineal son tres:

1. Como cada punto generado durante el proceso es factible, si el proceso termina antes de
alcanzar la solucidn, el punto en el que se termina es factible y probablemente esté cerca
de la solucién 6ptima del problema original, por lo que puede representar una solucién

aceptable para el problema originado por el programa no lineal.

2. La segunda caracteristica a tomar en cuenta es que, la tasa de convergencia global de

estos métodos suele ser satisfactoria.
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3. Los métodos primales no dependen de una estructura especial del problema, tales como
la convexidad, de ahi que estos métodos sean aplicables a los problemas de programacion

no lineal en general.

Sin embargo, los métodos primales también tienen algunos inconvenientes. Necesitan de un
punto inicial factible, por lo que necesitan un procedimiento de fase I y estdn llenos, en particular
los de restricciones no lineales, de dificultades computacionales originadas por la necesidad de

permanecer dentro de la region factible.

La tasa de convergencia de este tipo de métodos, puede competir con la de cualquier otro

método, y para restricciones lineales, se encuentra entre los métodos més eficientes.

2.2. Meétodo de conjunto activo.

El método de conjunto activo [2] es un método iterativo que trabaja con las restricciones que

son activas en cada iteracién del método. Las restricciones inactivas son simplemente ignoradas.

Considérese el problema con restricciones

min . f(@)=32TQu+ T

s.a. ATz > b

Las condiciones necesarias para este problema son:

Vi(x*) + 3 TVg(a*) =
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en funcién del conjunto de restricciones que se cumplen en la igualdad, estas condiciones se
pueden presentar de forma més sencilla. Se denota por N al conjunto de indices para restric-

ciones que se cumplen en la igualdad. Entonces las restricciones se convierten en:

Vi) +M'Vg(z)=0
gi(x) =0, 1€ N
gi(z) >0, i ¢ N
N >0, ieéN
\i=0, i¢N

si se conociera el conjunto activo, el problema original se podria sustituir por el correspondiente
que tenga solo condiciones de igualdad. Entonces, una solucién correcta implica el que las otras

restricciones se satisfagan y los multiplicadores sean no negativos.

Este tipo de métodos, definen en cada fase o en cada paso de un algoritmo un conjunto de
restricciones activas llamado conjunto de trabajo. El conjunto de trabajo estd compuesto por
el subconjunto de restricciones que son activas en el punto actual y por lo tanto, este punto es
factible para el conjunto de trabajo. A partir del nuevo punto obtenido, el algoritmo comienza
a moverse, dentro de la regién factible, hacia un punto mejor. En este nuevo punto, puede ser
que el conjunto de trabajo cambie, es decir, que se vuelvan activas algunas restricciones en este
punto, por lo que hay que buscar la manera de introducirlas al conjunto de trabajo, o tal vez

sea necesario eliminar una restriccién del conjunto de trabajo.

En cada nuevo punto o en cada fase hay que definir el nuevo conjunto de trabajo. Eviden-

temente, el conjunto de trabajo no necesariamente tiene que coincidir con el conjunto activo.

2.3. Meétodo de espacio rango.

El método de espacio rango [9] es el que se utiliza para resolver problemas del tipo (2.1),
determina el conjunto de trabajo, obtiene la direccién factible, el punto factible de cada iteracién

y los multiplicadores asociados a cada uno de ellos. Este método toma su nombre debido a que,
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durante la solucién del sistema KK'T, se introducen los términos ya conocidos como son el rango
de una matriz y sistema. Este algoritmo trabaja con matrices de rango n, es decir, que todas sus
lineas (filas o columnas) son linealmente independientes y ademads, todos los puntos obtenidos
con este método siguen formando parte del sistema definido por la funcién cuadritica convexa

y se pueden realizar las operaciones bdsicas de producto y adicién.

Este método recibe como entrada un punto factible (x), un conjunto de restricciones (A) y
la matriz Hessiana (Q). Como se trabaja con un método primal de conjunto activo, es necesario
obtener, a partir de (A), el conjunto de restricciones que en el punto inicial () son activas,
llamado conjunto de trabajo (N). Una vez obtenido este conjunto, se calculan los multiplicadores
de Lagrange (\) asociados a este punto, y la direccién de bisqueda (d), hacia donde se deberd
mover el algoritmo para poder encontrar un punto que se acerque més al 6ptimo. Con estos
datos, es posible determinar si el punto factible () cumple con las condiciones de KKT, en
cuyo caso se dard por terminada la bisqueda con el punto actual como el éptimo (z*). Si no se
cumplen estas condiciones, y no existe una direccién hacia donde moverse, es necesario eliminar
la restriccion asociada al multiplicador de Lagrange m&s negativo (paso parcial) y volver a
calcularla y se procede a comprobar si ya se cumplen las condiciones de optimalidad. En el caso
de que exista una direccién de biusqueda, se calcula la longitud de paso («), el nuevo punto
factible (x), se agrega la restriccion mas préxima a ser activa (paso completo) y nuevamente se
comprueba si el punto actual es el éptimo. De esta forma se sigue iterando hasta encontrar el
punto que satisfaga las condiciones K KT, es decir, el 6ptimo (z*). A continuacién se escriben

detalladamente cada uno de los cédlculos para los pasos anteriores.

2.3.1. Ca&lculo de la direccién factible y los multiplicadores de

Lagrange.
En el Algoritmo de Espacio Rango para Programacién Cuadritica, cabe recordar que se

trabaja con un método de conjunto activo, por lo que las restricciones asociadas al subproblema

a resolver son de igualdad, asf el problema tiene la forma:
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min. f(@)=32TQu + T

(2.2)
s.a. NTgz =1b,

donde N es la matriz de restricciones activas. Aplicando las condiciones de optimalidad de

primer orden (condiciones KKT), obtenemos:

Qr+c—(N'NT = o. (2.3)

Resolviendo (2.3) en términos de la solucién éptima z* y del vector de los multiplicadores

de Lagrange \*, tenemos:

_NT * —
@ N (2.4)
N oo || b

Nuevamente se puede reescribir (2.4) de tal forma que facilite su solucién haciendo x* = x+d,
g=Qr+cycd = Nz —b, donde = es una estimacién de la solucién 6ptima. Despejando y

sustituyendo en (2.4) tenemos:

Despejando ¢ para la primera ecuacién de (2.4) tenemos:

—c=Qz* — NT)*. (2.5)

Sustityendo x* y g se obtiene:

Qr*+c—NTX*=0
Qx+d)+c— NTX* =0
Qr+Qd+c— NTX* =0
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Qr+c=—Qd+ NTx*

g=—Qd+ NT)*, (2.6)

Despejando b de la segunda ecuacién de (2.3) y en términos de la solucién 6ptima:

b= Nz*. (2.7)

Sustituyendo z* y c’en (2.7), se obtiene:

b= N(z+d)
b= Nx + Nd
Nx —b=—-Nd

d = —Nd. (2.8)

reescribiendo en notacién matricial tenemos:

Q NT| |-d g
Noo | |x| || 29

Este sistema, denominado sistema KKT, fue propuesto por Karush, Kuhn y Tucker, y es el

que se resuelve para poder encontrar la solucién del problema de programacién cuadrética.

Para resolver el problema de programacién cuadratica (2.2), existen diferentes métodos,
solucién directa, método de espacio nulo, método de espacio rango, método basado en conju-
gancia, etc. Se determiné utilizar el método de espacio rango para resolver el sistema, ya que por

la caracterfstica de la matriz Hessiana QQ de ser definida positiva, la matriz es ficil de invertir.
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A partir del problema de programacién cuadrética (2.2), y sabiendo que @ es definida

positiva, multiplicamos la primera ecuacién del sistema KKT (2.6) por N Q!

NQ ' (-Qd+ NTX\*—g) =0
—NQ'Qd+ NQ'NTX* —NQ 'g=0

—Nd+NQINTX=NQ Yy (2.10)

sustituyendo 2.8 en 2.10:

d+ NQ'NTX =NQ 1y

NQINT X =NQ'g—¢ (2.11)

despejando A de (2.11) y d de (2.6), se obtiene la forma de calcular los multiplicadores de

Lagrange y la direccién factible:

X = (NQ'NTT)H (NQ g — ¢) (2.12)

d=Q " (NTX*—yg) (2.13)

Donde g representa al vector gradiente y estd dado por:
9g=Qd+<c
Como se puede apreciar, se tiene que calcular la inversa de (), pero como es definida positiva,

se tiene la certeza que existe y que se puede llegar a una solucién.
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2.3.2. Calculo de la longitud de paso.

Para obtener el siguiente punto factible del problema, hay que tomar en cuenta que, como
se trata de un problema con restricciones de desigualdad, se puede ubicar fuera de la regién
factible; por lo tanto, es necesario determinar una longitud de paso méxima que nos asegure
que esto no suceda y no viole ninguna de estas restricciones. Asi, dada xj € €2, se puede decir

que un vector dj es una direccién factible en z si existe algtin & > 0 tal que:

Ty = Th—1 + ap_1di_1,

para toda «,0 < a < &, donde « representa la longitud de paso y d la direccién factible.

Para determinar la longitud de paso y conociendo que la funcién objetivo es cuadrética, se
tienen dos opciones. La primera es forzar una longitud de paso igual a la unidad, si se toma este
valor en la siguiente iteracién se obtendra un valor constante para el punto factible encontrado
con relacién a las restricciones de igualdad. En el segundo caso, la longitud de paso debe ser
menor a la unidad, tomando la longitud de la restriccién m&s cercana, con lo cual se debe
integrar esta restriccién al conjunto de trabajo de la siguiente iteracién. El cdlculo para esta

longitud de paso estd dado por:

. b;—al
ap = min {1, : almk}.

T
G,;-Tdk >0 a; di

2.4. Algoritmos instrumentados.

2.4.1. Algoritmo primal de conjunto activo.
En esta seccién se presentan los detalles del algoritmo primal de conjunto activo, instrumen-

tado para resolver problemas del tipo 2.1, se necesita como entrada una solucién factible x, su

conjunto de restricciones A, la matriz hessiana @, el vector de costos ¢ y el vector de términos
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independientes b. Se denota al indice de las restricciones activas como vca, el de restricciones

no activas como vena y el vector gradiente evaluado en en el punto xx como g.

El algoritmo primal de conjunto activo trabaja con un conjunto llamado de trabajo, que
contiene las restricciones que son activas, es un método iterativo, en cada iteracién, obtiene un

punto factible y cambia el conjunto de trabajo.
Paso 1:

Se realiza el cédlculo del indice del conjunto activo vca, el indice del conjunto no activo vena

y el vector gradiente g.
Paso 2:

Se resuelve el sistema KKT usando el algoritmo de espacio rango (seccién 2.4.2), para
obtener el valor de dj (direcciéon de busqueda) y Ag(multiplicadores asociados a la solucién

factible, xy,).
Dependiendo de la naturaleza de dj. se elige:

Si di = 0, continuar con el paso 3.

Si di # 0, ir al paso 5.
Paso 3:

Si con los multiplicadores de Lagrange se comprueba que A; > 0, se termina el algoritmo
con el punto z; como el punto 6ptimo. En caso de que A\ < 0, el algoritmo continia con el

paso 4.
Paso 4:

Se elimina la restriccién del conjunto de trabajo con el A asociado més negativo, se actualizan

las variables relacionadas y se regresa al paso 2.
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Paso 5:

Se calcula la longitud de paso méxima, usando el algoritmo para el cdlculo de la longitud
de paso (seccién 2.4.3), oy no negativa, mas adecuada para asegurar la factibilidad del nuevo

punto.
Paso 6:

Se calcula el punto siguiente xy1, se evalia el vector gradiente g y se actualiza el nimero

de iteracién k.

Tht1 — Tk + agdg.

g +— Q(zr41) +c
k+—k+1.

Paso 7:

Se verifica si existe una restriccién que se vuelva activa. Si no se vuelve activa ninguna

restriccién, se mantiene el conjunto de trabajo actual y se continida con al paso 2.
Si se vuelve activa alguna restriccién se continda con el paso 8.
Paso 8:

Si existe mds de una restriccién nueva, se selecciona el indice de la mds proxima a cumplirse

en la igualdad, se anade a vca y se continia con el paso 2.

2.4.2. Algoritmo de Espacio Rango.

Los pasos que se detallan a continuacién son los empleados para determinar los multipli-
cadores de Lagrange y encontrar la direccién factible, que servirdn para determinar en qué
momento el algoritmo de Espacio Rango para Programacién Cuadrética puede terminar y decir

que se ha encontrado el punto éptimo:
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Pasol:

Se calcula el conjunto de restricciones activas (conjunto de trabajo) a partir de vca. N

denota la matriz de restrcciones activas.
Paso 2:

Se calculan los multiplicadores de Lagrange utilizando el método de Espacio Rango:

A — <NkQ_1N£>71 (NkQ_lgk - Cl) .

Paso 3:
Se calcula la direccién de bisqueda:

dp — Q71 <N£)\k - 9k> :

Paso 4:
Termina el algoritmo, retornando los valores de Ax v dp.
Algoritmo para el cdlculo de la longitud de paso.

A continuacién se describen los pasos para obtener la longitud de paso méxima a través de

la direccién de busqueda:
Paso 1:

Se calcula el conjunto de restricciones y términos independientes fuera del conjunto activo

CNA y CN B respectivamente
Paso 2:

Se calcula la longitud de paso ay:

Qg T, .

k3
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Paso 3:

Se determina la longitud de paso méaxima:

, bi—al
ap — min {1ﬂ}
alek>O

Paso 4:

Termina el algoritmo retornando el valor de oy,

2.4.3. Diagramas de flujo.

INICTIO

k

Calcular NV a
partir de vca

Ay (Nf.-Q_INg )_l(NkQ_lg!r _CT)

d, < Q"(Nfﬁk = gk)

(>

Figura 2-1: Diagrama de flujo del algoritmo de espacio rango.
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| INICIO

Clalcular
CNAyYCNB

i

T

a, «

G(.k'(—l

Figura 2-2: Diagrama de flujo para el cdlculo de la longitud de paso
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INICIO

u

G, A b, o, =0

h 2

Calcular las
indices voa ¥ wona

h 2

Calcular J, v &, (=
e (8] _|Calcular la longitud
i de paso oy,
S1
L 3
o Caloular 34
70 Evaluar oz, 1)
k1ot 1
=l ¥
Elitninar la restriccion
g comn el Ay, asociado mas iSe wuelve
My negativa activa alguna )
4 o -FF)I
restriccion? N
'
FIM

Agregar la restriccidn
trAs proxima a ser
activa

I

Figura 2-3: Diagrama de flujo del método primal de conjunto activo.
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Capitulo 3

Pruebas

Para comprobar el funcionamiento del Algoritmo de Espacio Rango para Programacién
Cuadratica se utilizaron problemas prueba generados con el "generador de problemas prue-
ba para programacién cuadratica"[10]. Este generador produce 2 archivos, en el primero se
encuentra la definicién del problema donde se especifican: el nimero de variables, nimero de
restricciones, matriz hessiana, vector de costos, matriz de restricciones, vector de términos in-
dependientes y un punto inicial factible. En el segundo archivo se encuentra la solucién del
problema conteniendo el punto 6ptimo encontrado y los multiplicadores de Lagrange asociados

a este.

El generador de problemas prueba para programacién cuadritica genera problemas con
las siguientes caracterfisticas: problemas bien condicionados sin degeneracién, problemas bien
condicionados con degeneracién, problemas mal condicionados sin degeneracién y problemas
mal condicionados con degeneracién. La finalidad de probar los cuatro tipos de problemas, es
verificar el funcionamiento del algoritmo con problemas que tengan estas caracteristicas, debido
a que cada uno de ellos presentan un mayor o menor grado de complejidad en su manejo. El
primer tipo de problemas son los que presentan menor grado de complejidad y se espera que

los resultados obtenidos sean los mejores.

El algoritmo de Espacio Rango para Programaciéon Cuadrética se implementé en Matlab
ver. 6.5. Se eligi6 este software debido a que es un software de alto rendimiento para com-

putacién matricial [11], especialmente aquellos con formulaciones matriciales y vectoriales, ya
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que implementarlos en otro lenguaje tomaria demasiado tiempo. Integra cédlculos, visualizacién
y programacién en un entorno facil de usar, donde los problemas y soluciones son expresados
en notacién matemadtica familiar. Esta caracteristica es muy importante para la seleccién del
software de desarrollo, debido a que el manejo de matrices es la herramienta principal para la
implementacién del algoritmo, sobre todo que simplifica la manera de calcular la inversa de una

matriz.

3.1. Resultados.

Las pruebas fueron realizadas en una computadora con procesador intel pentium 4 a 2.8
Ghz, con 256 Kb de memoria ram y sistema operativo Windows XP. Los resultados de las
pruebas se muestran en las siguientes tablas, donde se especifican: el tiempo que consumié6 el
algoritmo para resolver cada uno de los problemas, el error primal y el error dual norma dos.
Las tablas estan divididas en 6 columnas, las primeras tres columnas especifican el nimero de
problema, el nimero de variables y de restricciones, los errores primal y dual norma dos se
encuentran en las columnas cuatro y cinco y el tiempo (en segundos) en la seis. La primera
tabla muestra los resultados obtenidos durante las pruebas a los problemas bien condicionados

y sin degeneracion.

Problema | Variables | Restricciones | Error primal | Error dual | Tiempo
1 10 7 3.04E-14 5.15E-14 0.0160
2 50 30 9.33E-14 1.14E-13 0.0470
3 100 70 2.74E-13 3.16E-13 0.4690
4 150 90 4.73E-13 4.80E-13 1.0460
5 200 100 3.06E-13 2.88E-13 1.8600
6 250 150 1.23E-12 1.13E-12 6.6720
7 300 200 1.06E-12 9.66E-13 22.86
8 800 400 3.28E-12 3.02E-12 | 870.6870
9 1000 500 9.48E-12 7.36E-12 2489.8
10 1200 700 1.06E-10 9.81E-11 8623.5

Cuadro 3.1: Resultados para problemas bien condicionados y sin degeneracion.
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La tabla 3.2 presenta los resultados obtenidos durante las pruebas realizadas a los problemas

bien condicionados con degeneracidn.

Problema | Variables | Restricciones | Error primal | Error dual | Tiempo
1 10 7 2.13E-14 4.26E-14 0.0160
2 50 30 5.68E-14 4.97E-14 0.0630
3 100 70 3.15E-13 3.59E-13 0.4060
4 150 90 5.61E-13 4.92E-13 1.2500
5) 200 100 5.12E-13 4.73E-13 1.7810
6 250 150 1.66E-12 1.47E-12 7.4060
7 300 200 1.27E-12 1.16E-12 | 28.9220
8 800 400 6.88E-12 5.46E-12 | 980.4370
9 1000 500 6.13E-12 5.00E-12 2117.3
10 1200 700 8.38E-11 7.80E-11 7690.7

Cuadro 3.2: Resultados para problemas bien condicionados y con degeneracion.

La tabla 3.3 muestra los resultados obtenidos durante las pruebas realizadas a los problemas

mal condicionados sin degeneracion.

Problema | Variables | Restricciones | Error primal | Error dual | Tiempo
1 10 7 3.96E-12 2.82E-9 0.0150
2 50 30 2.02E-12 5.56E-12 0.0310
3 100 70 2.70E-12 2.27E-11 0.4220
4 150 90 8.53E-13 2.19E-12 0.9840
5 200 100 4.41E-13 1.81E-12 1.7180
6 250 150 8.51E-13 2.06E-12 7.9690
7 300 200 2.10E-12 6.40E-12 | 28.1090
8 800 400 2.46E-11 4.75E-11 1010.6
9 1000 500 5.026E-11 9.33E-11 2536.6
10 1200 700 1.11E-10 1.96E-10 7484.6

Cuadro 3.3: Resultados para problemas mal condicionados y sin degeneracién.

La tabla 3.4 presenta los resultados obtenidos durante las pruebas realizadas a los problemas

mal condicionados con degeneracién.
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Problema | Variables | Restricciones | Error primal | Error dual | Tiempo
1 10 7 9.24E-14 1.35E-12 | 0.0160
2 50 30 1.23E-13 9.15E-13 | 0.0470
3 100 70 9.59E-12 3.33E-10 | 0.4060
4 150 90 1.25E-12 3.70E-12 | 0.9530
5 200 100 3.41E-13 6.28E-13 1.7340
6 250 150 4.51E-12 3.17E-11 6.4530
7 300 200 1.22E-11 5.72E-11 | 25.4380
8 800 400 9.92E-11 2.54E-10 1303.5
9 1000 500 8.34E-10 2.14E-9 9674.3
10 1200 700 6.82E-11 1.18E-10 7883.2

Cuadro 3.4: Resultados para problemas bien condicionados y con degeneracion.

3.2. Graficas.

En esta seccién se presentan las graficas que, ayudan a presentar y comparar de una manera
mds clara los resultados obtenidos. En la primer gréfica se muestran los tiempos consumidos

durante las pruebas realizadas a los problemas bien condicionados y sin degeneracion.

Como se aprecia en la figura (3-1), para problemas pequenios hasta de 300 variables el tiempo
ocupado es pequeno, pero para problemas grandes, a partir de 800, el tiempo ocupado es mucho

mayor, creciendo exponencialmente.

En las figuras (3-2 y 3-3) se muestran los errores primal y dual encontrados para los pro-

blemas bien condicionados y sin degeneracion.
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Figura 3-1: Tiempo ocupado por el algoritmo para resolver problemas bien condicionados y sin
degeneracién.

En estas figuras se puede observar que el error primal y el error dual encontrados no tienen
un comportamiento uniforme, aunque si se puede decir que crece conforme aumentan el nimero
de variables y restricciones, pero de manera general podemos darnos cuenta que los errores

encontrados, sin importar el nimero de variables y restricciones, continia siendo muy pequenio.

La figura 3-4 muestra los resultados del tiempo ocupado por el algoritmo para resolver pro-

blemas bien condicionados y con degeneracién.

En esta figura se puede apreciar que aunque se esperaba que los resultados fueran peores que
para el primer tipo de problemas, el algoritmo utiliza un tiempo muy cercano a los anteriores,

incluso tomando menos tiempo para algunas dimensiones del problema.

Las figuras 3-5 y 3-6 muestran el error primal y dual encontrado para los problemas del tipo

bien condicionado y con degeneracion.

Analizando las figuras, se observa que la solucién obtenida por el algoritmo es una solucién

6ptima; al igual que para los problemas anteriores, los errores se comportan de una manera

31



Grafica del Error Primal

1.20E-10

1.00E-10

8.00E-11

6.00E-11

Error

4.00E-11

2.00E-11

328612

0.00E+00
10-7 50-30 100-70 150-90 200-100 250-150 300-200 800-400  1000-500  1200-700

Dimension (Variables-Restricciones)

Figura 3-2: Error Primal para problemas bien condicionados y sin degeneracion.

Grafica del Error Dual

1.20E-10

1.00E-10

8.00E-11

6.00E-11

Error

4.00E-11

2.00E-11

sasEt4  LMES S16EM3 4R0ETI 2813 LIET2 9o6E1d

0.00E+00
10-7 50-30 100-70 150-90 200-100 250-150 300-200 800-400  1000-500  1200-700

Dimension (Variables-Restricciones)

Figura 3-3: Error Dual para problemas bien condicionados y sin degeneracion.

32



Grafica de Tiempos
9000
8000
7000

6000

o
=]
S
S

Tiempo (segundos)
8
S

3000

2000

1000

125 el 7405 28922

10-7 50-30 100-70 150-90 200-100  250-150 ~ 300-200  800-400  1000-500  1200-700
Dimensién (Variables-Restricciones)

Figura 3-4: Tiempo ocupado por el algoritmo para resolver problemas bien condicionados y con
degeneracion.

estable, pudiendo decir que tanto para dimensiones grandes y pequenas, los puntos encontrados

son 6ptimos.

Para los problemas mal condicionados, el “generador de problemas prueba para progra-
macién cuadratica”, utiliza una variable aleatoria para poder determinar el porcentaje de mal
condicionamiento. Debido a esto, existen algunos problemas de este tipo que presentan varia-

ciones significativas en el cdlculo del tiempo y los errores dual y primal.

El tiempo consumido por el sistema para resolver problemas mal condicionados y sin de-

generacién se muestra en la figura 3-7.

El comportamiento mostrado en la figura 3-7 es andlogo para las graficas de tiempo an-
teriores, el tiempo consumido aumenta exponencialmente con respecto a la dimensién de los
problemas, sin embargo, debido a la naturaleza de los problemas, se observa que el tiempo

utilizado es levemente mayor a las dos figuras anteriores.
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Figura 3-5: Error Primal para problemas bien condicionados y con degeneracién.
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Figura 3-6: Error Dual para problemas bien condicionados y sin degeneracion.
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Figura 3-7: Tiempo ocupado por el algoritmo para resolver problemas mal condicionados y sin
degeneracion.

Para los problemas mal condicionados y sin degeneracién, los errores primal y dual son

mostrados en las figuras 3-8 y 3-9.

En estas figuras se observa que los errores encontrados, al igual que para los problemas
anteriores, es despreciable, por lo que se puede decir que la solucién encontrada es éptima. Sin
embargo, para el problema de 10 variables y 7 restricciones, se ve que el error dual es més grande
incluso que los de mayor dimensién, esto se debe a que el porcentaje de mal condicionamiento
para este problema en particular es més grande que el de los demds. Para problemas de igual
dimensién generados con un porcentaje menor, el error disminuye, por lo que se decidié presentar

el peor de los casos, donde se puede apreciar esta caracteristica.
En la figura 3-10 se observan los tiempos calculados durante las pruebas con problemas mal

condicionados y con degeneracion.

El comportamiento del sistema, con respecto al tiempo, para problemas mal condicionados

y con degeneracién, al igual que los mal condicionados y sin degeneracién, crece de manera
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Figura 3-8: Error Primal para problemas mal condicionados y sin degeneracién.
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Figura 3-9: Error Dual para problemas mal condicionados y sin degeneracién.
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Figura 3-10: Tiempo ocupado por el algoritmo para resolver problemas mal condicionados y
con degeneracion.

exponencial conforme aumenta la dimensién de los problemas. Se observa, ademds, que los
tiempos consumidos son los peores. Para el caso particular del problema de 1000 variables con
500 restricciones, se ve que el tiempo consumido es el mayor; esto se debe a que el porcentaje
de mal condicionamiento es grande y para problemas de la misma dimensién y con porcentaje

menor el tiempo consumido disminuye considerablemente.

Los errores primales y duales de los problemas mal condicionados y con degeneracién se

presentan en las figuras siguientes.

De estas figuras se observa que a pesar de que los errores, al igual que el tiempo, son los
m3&s altos, siguen siendo despreciables. Para los problemas de dimensién 100 variables y 70
restricciones y 1000 variables y 500 restricciones, el porcentaje de mal condicionamiento es mas
grande que para los demds, es por esto que los resultados en el cdlculo del error primal y dual
varfan considerablemente. Para problemas de las mismas dimensiones y con un porcentaje de

mal condicionamiento menor, el error calculado disminuye.
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Figura 3-11: Error Primal para problemas mal condicionados y con degeneracién.
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Figura 3-12: Error Dual para problemas mal condicionados y con degeneracion.
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3.3. AERPC vs NSAQP.

En 2001 dentro de la Universidad Tecnoldgica de la Mixteca se instrumento el “Algoritmo de
Espacio Nulo para Programaciéon Cuadrética”[1] (NSAQP), dicho algoritmo resuelve problemas
del mismo tipo que el “Algoritmo de Espacio Rango para Programacién Cuadrética” (AERPC),
por lo que es necesario compararlos para poder observar el comportamiento de cada uno de
ellos al momento de resolver problemas con las diferentes caracteristicas de condicionamiento y
degeneracion. Las siguientes graficas muestran la comparaciéon de los tiempos consumidos por

los algoritmos AERPC y NSAQP.
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Figura 3-13: Tiempos consumidos para resolver problemas bien condicionados y sin dege-
neracion.

En la figura 3-13 se muestran los tiempos consumidos por los dos algoritmos para resolver
problemas bien condicionados y sin degeneracién. Se observa que los tiempos consumidos para
problemas pequenos (menores a 300 variables) existe poca diferencia entre los dos algoritmos,
sin embargo, para problemas mayores el tiempo se va incrementando y los tiempos del AERPC

son mucho menores que los del NSAQP. Para problemas grandes (mayores a 800 variables),
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el algoritmo NSAQP, en un lapso de 72 horas, no encontré la solucién, por lo que se decidié

finalizar la bisqueda y el dato no aparece en la grifica.
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Figura 3-14: Tiempos consumidos para resolver problemas bien condicionados y con dege-
neracion.

En la figura 3-14 se muestran los tiempos consumidos para resolver problemas bien condi-
cionados y con degeneracién. Para problemas pequenios el tiempo es similar y para problemas
grandes el AERPC se comporta de una mejor manera al consumir los tiempos més bajos. De la
misma forma que para los problemas bien condicionados y sin degeneracién, no se pudo obtener

el tiempo que tarda el NSAQP en resolver este tipo de problemas.

En la figura 3-15 se muestran los tiempos para resolver problemas mal condicionados y sin
degeneracién, donde nuevamente se observa que el AERPC tiene mejores tiempos de respuesta
en problemas grandes. Para problemas mal condicionados y sin degeneracion se observa, nue-
vamente, que el NSAQP, después de 72 horas de biisqueda, no logré encontrar la solucién a los

problemas de este tipo, por lo que el dato no aparece en la gréfica.
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Figura 3-15: Tiempos consumidos para resolver problemas mal condicionados y sin dege-

neracion.

Finalmente, la figura 3-16, para problemas mal condicionados y con degeneracién se presenta

la misma situacién, el AERPC consumié menor tiempo para resolver problemas grandes. La

variacién que presenta en el tiempo de solucién el AERPC para los problemas de 1000 variables,

es debido a el porcentaje de mal condicionamiento del problema; se probaron problemas de igual

dimensién, pero con un porcentaje de mal condicionamiento menor y los valores disminuyen a

medida que disminuye este porcentaje. Ademas, se observa que el NSAQP, al cabo de 72 horas

de bisqueda, no alcanza a encontrar la solucién 6ptima para problemas grandes.
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Figura 3-16: Tiempos consumidos para resolver problemas mal condicionados y con dege-
neracion.
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Capitulo 4

Conclusiones.

Una vez instrumentado el Algoritmo de Espacio Rango para Programacién Cuadrética, y
después de realizar pruebas con problemas bien condicionados, mal condicionados, con dege-
neracién y sin degeneracién, con dimensiones de 10, y hasta 1200 variables y con 7 y hasta 700

restricciones, se llegé a las siguientes conclusiones:

1. El algoritmo de Espacio Rango Para Programacién Cuadratica (AERPC) llegé a la solu-
cién 6ptima en cada problema que fue probado. La dimensién de los errores fue menor
a 1.0 £ — 9, pudiendo ser considerado como un buen cero, por lo tanto, se afirma que el

AERPC llega a la solucién 6ptima de cada uno de los problemas.

2. Los problemas bien condicionados y sin degeneracién presentaron los mejores resultados,

tanto en consumo de tiempo como en error.

3. Los problemas mal condicionados (con y sin degeneracién) presentaron los peores resul-

tados en consumo de tiempo y se obtuvieron los errores més grandes.

4. El tiempo consumido para resolver los diferentes tipos de problemas crece de manera
exponencial, y el error obtenido se mantiene dentro de un rango de valores muy pequeno,

ninguna prueba realizada rebasé la dimensién de error de 1.0 £ — 9.
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10.

Se realizaron pruebas con problemas de hasta 1200 variables y 700 restricciones, obtenien-
do resultados satisfactorios, por lo que se determina que para problemas de hasta éstas

dimensiones, el sistema trabaja eficientemente.

Para las pruebas realizadas con problemas mal condicionados, se varié el mal condi-
cionamiento de las matrices, y se obtuvo que para matrices con niimero de condicionamien-
to mayor a 1.0F 44, el sistema no alcanzé a calcular la solucién. Para matrices con condi-
cionamiento menor, AERPC llega a la solucién, manteniendo las mismas caracteristicas

de tiempo y error que los deméds problemas.

Para problemas menores a 300 variables los dos sistemas (AERPC y NSAQP), se com-
portaron de manera similar, con tiempos de respuesta cercanos y llegando a la solucién

optima.

Para problemas de 300 variables y més, el AERPC present6 mejores tiempos de respuesta

que el NSAQP, llegando los dos sistemas a encontrar la solucién 6ptima.

El NSAQP con problemas de dimensién mayor a 1000 variables no alcanzé a llegar a la

solucién 6ptima.

Se concluye entonces que el AERPC es un algoritmo eficaz, con mejores tiempos de res-
puesta que el NSAQP, calculando la solucién éptima para problemas bien condicionados,
mal condicionados, con degeneracién y sin degeneracién, con la funcién objetivo convexa,
restricciones de desigualdad del tipo mayor o igual y con la matriz Hessiana definida

positiva.
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Apéndice A

Ejemplo grafico.

En este apéndice se presenta la solucién de un problema de programacién cuadrética sujeto a
restricciones lineales de desigualdad, utilizando el algoritmo de espacio rango para programacién

cuadratica.

El problema utilizado es un problema pequeno: solo dos variables de decisién, por lo que su

utilizacién serd solo ilustrativa, ya que este tipo de problemas tiene poca aplicacion.

Dado el siguiente problema:

min.f(z) = 2% + 23 + 1321 + 22
s.a. x1+x9 > —2
T — 229 > —12

—r1,22 > 0.

La representacién matricial de sus componentes es:

1 1 —2
2 0 13 1 -2 —12
Q = ) Cc= ) A= ) b=
0 2 1 -1 0 0
0 1 0
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Gréficamente el problema se ve de la siguiente manera:

El drea sombreada muestra la regién factible del problema, determinada por las restriciones

a las que se encuentra sujeta.

Antes de iniciar con la solucién del problema, es necesario determinar un punto que sea
factible, es decir, que se encuentre dentro del la regién factible. Uno de estos puntos para el

problema es:

Trog =
4.5
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Graficando este punto factible obtenemos:

Tteracién 1:

Se calcula el conjunto activo, las restricciones que evaluadas en el punto factible se cumplen
en la igualdad, obteniendo que tinicamente la restriccién 2 se encuentra dentro de este conjunto,
siendo esta anadida al conjunto de trabajo. Enseguida se evalia el vector gradiente (g(xo)),
se calcula el vector de biusqueda (d;) y los multiplicadores de Lagrage (A1) asociados a las

restricciones:

-4.8
-2.4
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-2.56
A1

Debido a la naturaleza del vector de busqueda (d; # 0), se determina que existe un punto
factible mejor que el que se tiene, moviéndose hacia los puntos con abscisa negativa. Grafica-

mente se ve:

Se calcula la longitud de paso y se obtiene un nuevo valor para x:

a1 =0.4861,
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—5.3333
3.3333

I

La grafica es:

Iteracion 2:

Con el nuevo punto factible hay que verificar si cumple las condiciones de KKT para saber
si es el éptimo, por lo tanto, es necesario calcular el nuevo conjunto activo. Para este punto las

restricciones activas son la 1 y la 2.
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Se calcula la nueva direccién de busqueda (d2) y los multiplicadores de Lagrange asociados

a las restricciones activas (Ag) :

4.1111

-1.7778
2 )

do

oS O O

de acuerdo con el valor calculado para (dz) se determina que el punto factible actual es probable
que sea el 6ptimo, por lo que se verifica que cumpla con las condiciones de KKT, observando

que por ser negativo uno de los multiplicadores, no cumple dichas condiciones y es necesario
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realizar un paso parcial, para eliminar la restriccién que tenga asociado al multiplicador maés

negativo y calcular nuevamente la direccién de buisqueda.

La restriccion a eliminar es la 2, por lo que el conjunto de trabajo queda, dnicamente, con
la restriccién 1 y la direccién de busqueda indica la direccion hacia los positivos en x1 y los

negativos en x2. Graficamente tenemos:

Iteracion 3:

Se calcula la nueva direccion de bisqueda y los nuevos multiplicadores:

A3 =

o O O ot
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1.3333
-1.3333

I
w
I

por la naturaleza del vector de bisqueda, se determina que existe un mejor punto factible, por

lo que se calcula la longitud de paso y el nuevo punto factible:

a9 = 1,
—4
2

To =

Iteracion 4:

Se continda con el célculo de la direccién de bisqueda y los multiplicadores asociados,

obteniendo:

A =

dy =

S O O O O

con la direccién de bisqueda (ds = 0), se verifica que el punto actual cumpla las condiciones
de KKT, siendo los multiplicadores de Lagrange (A4 > 0), se determina, por lo tanto, que el

punto actual es el punto éptimo, quedando la solucién:

)
0
=1,
0
0
. —4
Tr =
2
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Gréficamente la solucién se ve de la siguiente manera:
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Apéndice B

Manual de usuario.

Para iniciar AERPC es necesario iniciar la aplicacién MATLAB, dando doble clic sobre el
icono ﬁ que se encuentra sobre el escritorio o selecciondndolo desde la lista de programas
instalados en la computadora. Este acceso es creado cuando se instala el programa usando el

instalador de MATLAB en el directorio de instalacion.

Una vez iniciado este programa hay que ubicarnos en el directorio de trabajo de AERPC.

Esto lo podemos hacer siguiendo los pasos:

1. Desde la linea de comandos del programa escribir: cd c:\ruta (Ej. cd c:\aerpc), presionar

enter, teclear el nombre del programa (aerpc) y presionar enter.

2. Utilizando el current directory browser de MATLAB, buscar el archivo aerpc.m y abrirlo.

Esta accién abrird la ventana del editor de MATLAB, desde donde se puede visualizar el

c6digo del sistema.

Para ejecutar el programa se puede realizar de tres maneras diferentes, que son las siguientes:

1. Presionar una vez la tecla F5, ubicada en la parte superior del teclado.

2. Dar un clic sobre el icono B que se encuentra en la barra de herramientas del editor

de MATLAB.
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3. Dentro del menid Debug de MATLAB, seleccionar la opcién Run.

Al ejecutar el programa, se abrird la interfaz grafica (figura B-1) y se podrd empezar a

utilizar el sistema. La interfaz contiene los menies Archivo, Teclado y Ayuda.

Archiva  Tedado  Syuda

Figura B-1: Pantalla principal
Dentro del menu Archivo, se pueden abrir archivos que contengan definiciones de problemas
con la especificacién adecuada, resolverlos, guardar los resultados y salir del programa.

El ment Teclado contiene las opciones que permiten crear ejemplos desde el teclado, resolver-
los y mostrar la solucién obtenida. Se recomienda utilizar esta opcién cuando los problemas son

pequenos, por el espacio requerido para desplegar los resultados.

Y por iltimo, el menid Ayuda, que permite obtener acceso a esta drea, donde se encuentra

la informacién sobre el manejo del sistema.
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B.1. Abrir un archivo.

Para abrir un archivo se debe seleccionar la opcién Abrir del meni Archivo como se muestra,
en la figura B-2. Una vez seleccionada esta opcién, se abre un cuadro de didlogo que permite

moverse dentro de las carpetas de Windows y seleccionar el archivo deseado (figura B-3).

Teclads  Ayuda
Resolver Problema
Guardar

34r

Figura B-2: Abrir archivo

Una vez seleccionado el archivo se da un clic en el botén abrir, lo que permite seleccionar
el archivo que va a ser resuelto por el sistema. La ventana se cierra y se leen los datos. En caso
de que el problema se haya cargado correctamente se muestra el cuadro de dialogo de la figura
B-4; si existiera algtn error, en los datos del problema, se muestra un mensaje indicdndolo
(figura B-5), y serd necesario revisar los datos contenidos en el archivo y proceder nuevamente

a cargarlo. Una vez cargado el problema, el siguiente paso es resolverlo.
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Figura B-3: Seleccionar archivo

e El problema =& cargo zatisfactariamente

i

Figura B-4: Problema cargado correctamente
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) BISIES

Q Mo ¢e pudo leer el problemna

]

Figura B-5: Error al leer el archivo

B.2. Resolver el problema.

Una vez que se ha seleccionado el archivo, al escoger la opciéon “Resolver problema” del
menud Archivo, se procede a darle solucién al problema. Al finalizar se muestra el mensaje de
la figura B-6, que indica que se resolvié satisfactoriamente y la solucién encontrada puede ser
almacenada en un archivo. En caso de que surgiera algin error durante el proceso de solucién
del problema serd indicado por el mensaje de la figura B-7, y serd necesario verificar que el
archivo contenga la definicién de un problema que cumpla con las especificaciones necesarias
(ver Apéncide C). Una vez corregido es necesario realizar el procedimiento de seleccién de

archivo, para que se puedan leer los datos.

) SISl

e El problema ha sido reuelo
OE

Figura B-6: Problema resuelto satisfactoriamente.

En caso de intentar resolver un problema que no ha sido cargado aparecerd una ventana

indicando este error (Figura B-8).
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e Mo ¢e pudo rezolver el problema

]

Figura B-7: Error al resolver el problema

=
) BEE|

e Mo ha zeleccionado ningurn archivo
OF |

Figura B-8: Error, falta cargar un problema

En caso de intentar resolver un problema por segunda vez consecutiva, el sistema muestra el
mensaje de error de la figura B-9, indicando que el problema ya ha sido resuelto anteriormente

y lo siguiente es almacenar los resultados en un archivo.

=
) BEE|

e Ezte problema pa fue rezuelto
Ok, |

Figura B-9: Error, el resultado ya esta en memoria
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B.3. Guardar resultado.

Una vez que se ha cargado desde un archivo y resuelto un problema, para poder visualizar
el resultado, es necesario guardarlo en un archivo. Para hacer esto, se debe seleccionar la opcién

“Guardar” del mend Archivo, como se mestra en la figura B-10.

Teclada -ﬂ.}'l.l:'!

Bhbrir
Resolver Problema

-

Figura B-10: Guardar resultado

Con esta opcidn, se abrird el cuadro de didlogo, de la figura B-11, que permite seleccionar
la carpeta donde se guardard el archivo. Se le asigna un nombre y se le agrega (recomendado)
la extensién .m para que pueda visualizarse con el editor de Matlab. El formato con el que lo

guarda estd definido més adelante (Apéndice C).

En caso de no haber resuelto antes un problema, el sistema mostrard el mensaje de error de

la figura B-12. Para poder guardar un resultado, primero hay que resolver un problema cargado
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Tpa [W-fles ) ] Cocolm |

Figura B-11: Seleccionar ruta y nombre del archivo a guardar

desde archivo.

e Mo hayp resultados gue guardar
OF |

Figura B-12: Error, no hay resultados que guardar

61




B.4. Crear problema desde teclado.

Otra forma de cargar problemas para resolverlos es introduciendo cada una de las variables
desde el teclado, la opcién “Leer desde teclado” estd dentro del meni teclado como se muestra
en la figura B-13. Una vez seleccionada esta opcién se mostrardn los cuadros de texto que le
permitirdn introducir cada una de las variables con el formato de matriz y vector de Matlab

(figura B-14).

drchevo RESELEE Ayuda

Leer desde teclado
Mastrar resultada
[mgrimir resukada

Figura B-13: Crear un problema desde teclado

Para resolver el problema, es necesario introducir todos los datos respetando las caracterfs-
ticas de cada variable. Al presionar el botén “Resolver” el sistema intenta resolver el problema

y si encuentra la solucién 6ptima muestra el mensaje de la figura B-15.
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~ |Introduce los datos

Matiiz Hessiana

| 2002
Weclor de coslos

[ {ER]]
Matiiz de restiicciones

| Ny
Vechor de temmings independienics

| 212
Punito imicial

| [-2:0]

Fesoiven Canceda

Figura B-14: Introducir datos desde teclado

e El problema ha sido reuelo
OE |

Figura B-15: Problema resuelto correctamente.
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Una vez resuelto el problema se puede visualizar en la pantalla o imprimir. Si llegara a
faltar algin dato por introducir y se presiona el botén “Resolver” aparece el mensaje de la
figura B-16. Si al intentar resolver el problema aparece el mensaje de la figura B-17, se debera
revisar cada uno de los datos, pues es posible que alguna variable no cumpla las caracteristicas

de los problemas a resolver (Apéndice C).

) SISl ES

e Debe intraducir todos loz datos
]

Figura B-16: Error de datos, falta informacién

e Error al regolver el problema

N

Figura B-17: Error en los datos

Si desea cancelar la operacién, el sistema le informara que ningiin problema fue cargado ni

resuelto, por lo que no se podré imprimir o mostrar los resultados (figura B-18).

B.5. Mostrar resultado.

Después de resolver un problema que fue introducido por el teclado, se puede mostrar el
resultado en la pantalla. La opcién “Mostrar resultado” se encuentra en el ment Teclado (figura

B-19).
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) HEE|

% Mo ge cargo el problemna
OE |

Figura B-18: Operacién cancelada

Brchivo fupuda
Leer dasde beclada
Mostrar resukado
Guardar resultado

Figura B-19: Mostrar resultado

Al seleccionar esta opcién se muestra en pantalla la solucién 6ptima y los multiplicadores de
Lagrange asociados a ésta, encontrados al resolver el problema introducido por teclado (figura
B-20). Dentro de esta vista, se tiene el botén imprimir, que nos permite imprimir la ventana
de resultados. Si se desea imprimir el resultado en formato texto, es necesario guardarlo, como

se muestra en la seccién guardar teclado, abrir el archivo de texto, utilizando algin procesador
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de texto o el editor de Matlab y utilizar las opciones de impresién que ofrece.

Resultados

Solucion optima | [4:2]

Multiplicadores ‘ I5:0]

Cemar Imprimir

Figura B-20: Resultados

B.6. Guardar resultado.
Esta opcién permite guardar el resultado obtenido después de resolver un problema in-

troducido por teclado, la opcién estd disponible en el mend Teclado (figura B-21). Para més

detalles de esta opcién, ver "Guardar resultados"del ment Archivo.

B.7. Salir del programa.

Para finalizar la sesién de trabajo con el sistema AERPC se puede hacer de dos formas:

1. Utilizando el botén cerrar de la ventana principal del sistema (figura B-22).

2. Seleccionando la opcién Salir del mend Archivo (figura B-23).
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Leer desde taclads
Mostrar resukado
Guardar resultads

Figura B-21: Guardar resultado
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Archiva Teclads  Ayuda g

Figura B-22: Cerrar aplicacién
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Figura B-23: Salir desde el mentd
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Apéndice C

Formato de archivo.

El formato que deben de respetar los problemas a ser cargados desde archivo, es el definido
en el “Generador de Problemas Prueba para Programacién Cuadratica” [10] y debe tener un
formato de texto simple. Puede ser generado en el editor de Matlab o en algin procesador de

texto, con la extensién .m:

1. La primer linea debe contener el nimero de variables (n).

2. La siguiente puede contener cualquier valor (ver [10] para mayor informacion).
3. La linea nimero tres debe contener el nimero de restricciones (m).

4. La cuarta linea contiene el nimero de restricciones activas en el punto éptimo.

5. La siguiente linea, la 5, contiene el nimero de restricciones activas simultaneamente en el

punto 6ptimo y en el inicial.
6. La linea 6 contiene las restricciones activas en el punto inicial.

7. La linea 7 debe contener el texto “MATRIZ G”.

8. A partir de la linea 8 los valores de la matriz Hessiana, anotando un nimero por linea y

definiendo fila por fila.

9. En la siguiente linea el texto “VECTOR c¢”.
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10.

11.

12.

13.

14.

A continuacién los valores del vector de costos, anotando un valor por linea.
El texto “MATRIZ A” en la linea siguiente.
Después los valores de esta matriz anotando uno en cada fila y definiendo fila por fila.

A continuacién el texto “VECTOR b”, seguida por sus valores, anotando uno en cada

linea.

Finalmente el texto “PUNTO INICIAL” y a continuacién, en cada linea, sus valores.

Ejemplo: Se enuncia un archivo que define un problema de 2 variables con 2 restricciones.
2

0

2

1

1

1

MATRIZG
2.148950616441588e+-000
5.336629832559923e-001
5.336629832559925e-001
2.218052482717586e+000
VECTOR c
-8.023606446361151e+001
3.879434298496039e+001
MATRIZA
2.413242056528027e-001
3.576752739965297e-001
-1.414137503006851e+-000
-2.600795074410644e+-000
VECTORbD
1.246198635477517e+000
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-6.878002678099955e+-000
PUNTOINICIAL
6.410555012507196e+-000
-8.410518774420162¢-001
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Apéndice D
Conceptos basicos.

Definicién 1 (Conjunto convexo).

Sea Q) € R, decimos que €2 es un conjunto convero siV x1,xs €  se cumple que el segmento

[x1, z2] estd contenido en 2, donde
[z1, z2] = {az1 + (1 — @) z2]a € [0, 1]} .

Ejemplo 1:

M. S P pdg

Conjuntos convexos Conjuntos no convexos

Definicién 2 (Direccion factible).

Dado S C R, xg € S, diremos que d es una direccion factible en xg respecto a S si existe
gg > 0 tal que xo+ed € S,V 0 < e < g9. Denotaremos D(xg) el conjunto de todas las direcciones

factibles en xg.
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Definicién 3 (Funcion convexa).
Sea 2 CR™ convexo, y f : Q — R, diremos que f es conveza si para cualesquiera x1,xs € €2,

a € (0,1) se cumple:

flazy + (1 = a)zz) < af(z1) + (1 — ) f(z2).

Definicién 4 (Funcion estrictamente convexa).

Sea Q@ C R™ convexo, y f : Q — R, diremos que f es estrictamente convexa si para cua-

lesquiera x1,x9 € Q, a0 € (0,1) se cumple:

flaxy + (1 —a)z) < af(z) + (1 — a)f(z2).

Ejemplo 2:

Sean f, g : Q0 — R funciones convexas y 01,02 € R,01 > 0,05 > 0, entonces 01 f + 029 es una

funcién convexa.
En efecto, dados z1,22 € Q,a € (0, 1).

(01f + O29) (a1 + (1 — @)z2) = 01 f(axr + (1 — a)x2) + O29(azr + (1 — a)z2)
< bhfaf(z1) + (1 — ) f(z2)] + 02 [ag(z1) + (1 — a)g(x2)]

= a0 f(x1) + O2g(21)] + (1 — @) [01f (z2) + O29(z9))

=a(b1f + 629)(x1) + (1 — a)(01f + O29)(22).

Definicién 5 (Vector gradiente).

El vector gradiente es el vector que nos indica hacia donde aumenta la funcion, mientras
que la direccion contraria indica hacia donde disminuye, el vector gradiente es un vector cuya

i-ésima componente es la derivada parcial de f(x) con respecto a x; y se denota por:

74



Vi(z)= of(x) Of(=x) Of (x) 8f(z)

Oxy ? Oxz2 *°° Oxy 7" Oxn |

donde cada punto de este vector es ortogonal a las curvas de nivel.

Definicién 6 (Matriz Hessiana).

La matriz Hessiana Qpnun(x),es una matriz que estd determinada por:
_ _&F

evaluada en los i — ésimo y j — ésimo elementos. La matriz Hessiana es definida positiva, si y

solo si la funcién f(x) a la que estd asociada es estrictamente convexa.

Definicién 7 (Solucion factible o punto factible).

Considerando el problema de minimizar f(x) sujeto a x € Q, un punto x € S es una solucion

factible para este problema.

Definicién 8 (Minimo).
Dado f(x) € Q. Si existe f(z*) € Q tal que:
e = flx) = fla"),

entonces f(z*) es llamado el minimo de f(x) € €2, denotado por

fla®) = 250 f(=).
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Definicién 9 (Minimo local).

Dado Q CR", y f:Q — R, diremos que z* € Q es un punto de minimo local de f en Q si

para alguna vecindad V' de x* se cumple que:

f(y) > fz*),VyeVvnQ.

Definicién 10 (Minimo local estricto).

Dado Q CR", y f: Q — R, diremos que x* € Q) es un punto de minimo local estricto de f

en ) si para alguna vecindad V' de x* se cumple que:

fly) > f(z*),YVye VN

Definicién 11 (Minimo global).

Dado x* € Q, diremos que x* es un punto de minimo global de f en Q, si f(z) > f(z*) V

z € Q.

Definicién 12 (Minimo global estricto).

Dado z* € Q, diremos que x* es un punto de minimo global de f en Q, si f(x) > f(z*) V

z € (.

Definicién 13 (Punto regular).

Sea x* € S. Diremos que x* es un punto reqular (o que cumple las condiciones de requ-
laridad) si los gradientes de las restricciones que se cumplen en la igualdad en x* forman un
conjunto de vectores linealmente independientes. Se consideran también puntos regulares los que

no saturan ninguna restriccion, es decir, los puntos interiores del conjunto factible.
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Definicién 14 (Restriccion activa).

Dado un conjunto de restricciones de desigualdad ATx > b, se le denomina restriccion activa

a la i-ésima restriccion a;, que en un punto x factible se cumple en la igualdad, es decir:

T, _
a; v =b;.

D.1. Optimizacién sin restricciones.

Antes de comenzar con la definicién de los términos utilizados para resolver problemas del
tipo (1.1), es necesario conocer los términos utilizados para el caso general, lo que servird para

empezar a adentrarse y conocer mds el problema a resolver.

D.1.1. Condiciones necesarias de optimalidad.
Las condiciones necesarias de optimalidad, son condiciones que deben ser cumplidas para

poder considerar a un punto como un minimo del problema y por lo tanto ser considerado como

solucion.[2], [3] ¥ [4].

Teorema 1. (Condiciones necesarias de primer orden).

Tomemos a f(x) € C' en R para x*. Si #* es un minimo local, entonces:

Vi(z*) =0, (1.2)

los puntos que cumplen con (1.2) son conocidos como puntos estacionarios.
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Teorema 2. (Condiciones necesarias de segundo orden).

Dada f(x) € C? en R" para z*. Si z* es un minimo local, entonces:

1. Vf(@*)=0,y

2. La matriz Hessiana @Q(z*), es semidefinida positiva; esto es y7Q(z*)y > 0, para toda

y € R

D.1.2. Condiciones suficientes de optimalidad.

Las condiciones suficientes de optimalidad son las condiciones que, si se satisfacen en un

punto, garantizan que ese punto sea un minimo. [3], [4], [5] y [6].
Teorema 3. (Condiciones suficientes de optimalidad).

Dada una funcién f(z) € C? en R" para x*. Si

1. Vf(z*)=0,y

2. Q(z*) es semidefinida positiva,

entonces, z* es un minimo local. Si en la condicién (2) Q(z*) es definida positiva, entonces x*

es un minimo local estricto.
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