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Introduccion

El Célculo de Formas Diferenciales, frecuentemente llamado Célculo Diferencial Ex-
terior, representa una herramienta del Andlisis cuyo uso en Matematicas Aplicadas se
ha ido incrementando. Al igual que el Célculo Tensorial, sus origenes se encuentran
en la Geometria Diferencial, en gran parte debido a las investigaciones de E. Cartan
en los comienzos del siglo pasado. Répidamente se reconocié que las ramificaciones de
este tema se extendian mucho mas alld de los terrenos de la Geometria Diferencial, por
consiguiente puede considerarse que pertenece al Anélisis por si mismo.

En los libros de H. Cartan y de H. Flanders, el Calculo Diferencial Exterior es in-
troducido y tratado sin hacer referencia al Calculo Tensorial. Se ha afirmado que el
primero es superior al ultimo, basandose en el hecho de que las Formas Diferenciales
usan en menor grado las vecindades coordenadas que los Tensores.

Pero es, quizas, més realista reconocer que ambas disciplinas son indispensables,
cada una por derecho propio. Existen situaciones en la que una es mas efectiva que la
otra.

Algunos de los éxitos mas significativos se han logrado cuando ambas se usan con-
juntamente, lo cual se puede ver en los trabajos de E. Cartan.

Es con los trabajos de E. Cartan que se establecié que la relacion entre la Geometria
y el Anaélisis es doble: por un lado el Anadlisis se encarga de fundamentar el estudio de
la Geometria, pero por otro, el estudio de la Geometria lleva, de manera natural, al
desarrollo de ciertas herramientas analiticas (tales como la derivada de Lie y el Célculo
de las Formas Diferenciales) y ciertos conceptos (tales como la Variedad diferenciable,
los Haces Fibrados y la identificacién de los vectores con derivadas) que tienen un gran
poder en las aplicaciones del Anélisis.

Debido al desarrollo que esta cercana relacién entre las ideas geométricas y analiticas
ha tenido, la Geomertia Diferencial Moderna ha resultado cada vez mas importante para
la Fisica Teédrica y para un entendimiento mas fundamental de la Fisica. Pero esta revo-
lucién no solo ha afectado a la Teoria Especial y General de la Relatividad, dos teorias
cuyo contenido es mayormente geométrico, también otros campos donde la geometria
involucrada no siempre es la del espacio fisico, sino la de un espacio mas abstracto de
variables: Electromagnetismo, Termodindmica, Teoria de Hamilton, Dindmica de Flui-
dos y Particulas Elementales.

En afios recientes se ha puesto de manifiesto el papel fundamental que los Campos
de Norma juegan en la Fisica, y la posibilidad de describir los Campos de Norma en
términos de Conexiones sobre Haces Fibrados.



El término Transformaciones de Norma fué introducido por Hermann Weyl en 1918
en un intento, geométricamente dificil y alejado de la Fisica, de construir una Teoria
Unificada del Campo Electromagnético y el Campo Gravitacional; los dos, campos de
fuerza de largo alcance.

Actualmente, con un significado diferente dado a la palabra Norma, las Teorias de
Norma permanecen como parte central de las Teorias de Unificacién propuestas para
las cuatro interacciones fundamentales: Gravitacion, Electromagnetismo, Interaccion
Fuerte e Interaccién Débil.

El modelo de Salam-Weinberg es una Teoria Unificada del Electromagnetismo con
las Interacciones Débiles. Es basado en dos conceptos claves: Campos de Norma No-
Abelianos y Rompimiento de Simetria.

Es por lo anterior, y debido a su uso cada vez mas difundido, que este trabajo pre-
tende mostrar, de manera somera, el uso de las Formas Diferenciales en el Célculo de
Curvaturas y Torsion de Superficies, asi como en las Teorias Electromagnéticas y de
Norma (Gauge) en general.

Estructura del trabajo.

En el capitulo 1 se define el producto exterior para formar el espacio de los p-vectores,
v lo aplicamos a conceptos ya conocidos; como el determinante e integracién en R”. En
el espacio de los p-vectores se define un producto interno, utilizando el producto interno
en un espacio vectorial. Posteriormente se define la operacién Estrella de Hodge; con-
cepto necesario para escribir las ecuaciones de Maxwell en este formalismo, asi como
para su aplicacion en el capitulo 5.

En el capitulo 2 vemos la interpretacion geométrica de algunas formas diferenciales.
Ademsds, definimos la derivada exterior y vemos la manera en que se escriben las formas
diferenciales en distintos sistemas de coordenadas; esto en la seccién referente a mapeos.

Mostramos el inverso del Lema de Poincaré, necesario en electromagnetismo para
garantizar la existencia de la 1-forma de conexién A; a ser utilizada en el capitulo 5.

En el capitulo 3, aplicamos los conceptos vistos en los dos capitulos anteriores a la
geometria en espacios euclideanos, para obtener las Ecuaciones de Estructura de Cartan.
Recuperamos también los resultados conocidos en geometria, como: Curvatura Media,
Curvatura Gaussiana de una superficie; asi como el Laplaciano.

En ese mismo capitulo, reescribimos las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de
formas diferenciales; de aqui resulta de manera natural, el teorema de Poynting.

En el capitulo 4, se dan algunos conceptos necesarios para demostrar el Teorema de
Stokes en Variedades Diferenciables.

Finalmente, en el capitulo 5, utilizando conceptos definidos en el apéndice B, ilus-
tramos el concepto Transporte Paralelo y Conexidn; necesarios para interpretar las
Transformaciones de Norma con una matriz de cambio de base, y a la 1-forma de
conexién con la matriz € del capitulo 3.



Capitulo 1

Producto exterior; definiciéon y
propiedades.

1.1 El espacio de los p-vectores.

Definicion 1.1 Sea L un espacio vectorial de dimension n. Para cadap=0,1,2,...,n
CONStruiremos un nuevo espacio vectorial

AL
sobre R, llamado el espacio de los p-vectores sobre L.

Comenzaremos con
0 1
A L=R, /\L=L.

Construyamos ahora el espacio /\2L. Este espacio es el generado por todos los
elementos de la forma

(a A DB), o, € L.

Los elementos de este espacio estdn sujetos a las siguientes condiciones:

l)ana=0
2) aNB=—-FANa
3) (a1a1 + aga) A B = ai(ai1 A B) + az(az A ) linealidad por la izquierda,

donde «, (3, etc., son vectores en L y a, b, etc., son nimeros reales.
Notese que las condiciones 2 y 3 implican la linealidad por la derecha de la operacion A.

Definicion 1.2 A la operacion "A7 se le llamard el producto exterior de o y 3.

Definicion 1.3 Dos vectores a y B son dependientes si existe un numero real ¢ tal que

8= ca.

Proposiciéon 1.1 Si o, 3 son dependientes entonces aw A f = 0.



Demostracion.

Como [ = ca para alguna constante real ¢, se tiene que

aANf=aA (ca)=claNa)=c-0=0.

Supongamos que {o',...,0"} es una base para L. Entonces

a:Zaiai, ﬂ:ijo*j,
anB=0 aic") A biol)=> aibj(o’ Ao?).

como o' Ao’ =07y o' Aol = —o7 Aot la igualdad anterior es equivalente para i < j, a
lo siguiente

alf= Z(aibj — (ljbi)O'i Ao,

1<J
Proposicion 1.2 Los elementos de /\2L de la forma
ot Ao, 1<i<j<n,

forman una base para dicho espacio, y ademds

dz’m/\2L:n(n2_1): (Z)

Definicién 1.4 El espacio \PL (2 < p < n) consiste de todas las sumas de p-vectores,
o vectores de grado p

Za(al AN ap)

los cuales estan sujetos a las siguientes condiciones:

(i) ca Nag A AN (aa+bB) A ... Nay = alaq Ao AN Aay) +b(an A ABA A y),
es decir este producto es lineal en cada variable.

(11) a1 A ... N oy, = 0 si para algin par de indices i # j, o; = o

(111) a1 A\ ... N oy, cambia de signo si dos «; son intercambiados.

De la definicion anterior se deduce que si p = n entonces dim /\nL =1.

Proposicién 1.3 Si7 es una permutacion del conjunto de indices {1,2, ...,p}, entonces
(1) A oo N Qr(p) = (SgnT)1 A Ay,
donde (sgnm) indica el signo de la permutacion .

Si {o!,...,0P} es una base para L y si H = {hy,...,h,} es un conjunto de fndices
ordenados del conjunto {1,..,n}, denotaremos al p-vector oM A A o™ como o, esto
es

ol =M A Ao, 1<p<n.



Proposicién 1.4 El conjunto de los o forman una base para el espacio N\PL, y

P n
dim/\ L = .
/\ ( p >
De esta manera si A estd en APL, entonces

)\:ZCLHUH.
H

Noétese que si p > n, entonces APL = {0}, ya que si A es un elemento en AL
se puede expresar como arriba. Dado que cada término o = ¢ A ... A o™ es un
producto de p > n vectores y dimL = n, existen repeticiones en el conjunto de vectores
{oM,...,0™}, luego por la propiedad (ii) del producto exterior podemos afirmar que

ol =M A Aol =

Por lo tanto

de lo anterior concluimos

1.2 Determinantes.

Sea A un operador de L en si mismo. Definimos una funcién g = g4 de n variables

ga : ﬁLH/\nL,

galaq, ..., an) = Aag A ... A Aay,,

sobre L como sigue:

donde J]" L denota el producto cartesiano. De las propiedades del producto exterior se
sigue que g es una funcion multilineal y alternante. Usando g podemos construir una

funcional lineal f = fy4,
fa: N L—-/A\L
falar Ao Nag) = galag, ..., an) = Aag A ... A Aay,.

Como dim/\"L es uno, entonces fa actua sobre A\"L como la multiplicacién por un
escalar. Denotaremos a este escalar por |A|, de aqui que

Aai A ... NAay, = |Alog A A ag,.



Teorema 1.1 Sea A una matriz de n X n, entonces det(A) = |A|, donde
Aag A ... N Aoy, = |Alag A A ag,.

Demostracion.

Sea {o!,...,0™} una base de L. Supongamos que o; = Y a;;07,{a;;} es una matriz
de n x n. Entonces

A ANTAN 7 Zaljoj/\..../\Zanjaj

1 n
(eilizminail1ai22...ainn)a N...No

lagjlot Ao A o™

donde (€;,iy...i, @iy 1Qin2.--Qj, ) €s €l determinante de la matriz {a;;}, y €;,..i, es el tensor
de Levi-Civita de orden n .
Si tenemos la representacién matricial A de una transformacién lineal con respecto a

una base {o!,...,0™}, se cumple
Ao’ = E ajo’

Ac' A NAG™ = |atlo" A Ao, Al = ).

1.3 Producto Exterior.

El espacio APL de p-vectores ha sido construido mediante un proceso multiplicativo
llamado ”"multiplicacién exterior”.

Definicion 1.5 Sean p un p—vector y v un q—uvector, definimos el producto exterior
de u con v mediante la siguiente transformacion

+
A (AND) < (A'L) - AL
pAv= (a1 AN...Nap) A (BN AP =1t Ao Nap ABL A A By
Teorema 1.2 La operacion A satisface las siguientes propiedades:
1) A es distributiva.

2) AN (uAv)=(AAp)Av, Ley de la asociacion.
3) W AX=(=1)PINA p.

Demostracion.

'Para més informacién ver [4], Pag 14



Sean A en AL, pen ALy v en A°L, donde:
A=ai A ... A ayp, p=p1N...N\Byg, V=9 A ... \7s.

1) La primer propiedad es consecuencia directa del producto exterior definido ante-
riormente.

2) AN(pAY) = (ca N ANop) AN((BLA . ABg) A (Y1 Ao As))
(ar Ao Nap) AN(BI AN o ABg AN A oo As))
041/\.../\Oép/\ﬁl/\.../\ﬁq/\’)/l/\.../\’ys

((aa Ao Nap) AN(BL Ao ABD) A (11 Ao Ays)
= (AAp)Av

3) Por induccién sobre g.
Para ¢ =1,

PAXN = BiA(oa Ao Aay)

= (-D'arABiAas A Ay
(—D2a1 Aag ABL Ao Aay
= (—1D)Poq A...Nay AP
(—1)PA A p.

Supongamos que el resultado se cumple para ¢ = k, y probémoslo para ¢ = k + 1.

AN = (BLABrgr) Ao A Aay)

(Bi A (B2 Ao ABrgr)) A(ar Ao A ay)

Bi A((Ba A oo A Bry1) A A A ayy))
(=180 A (@1 A Aa) A (B2 A coe A By1))
(1) P31 A (a1 A Aap) A (B2 A oo A By)

= (=D)P(=1)P(a1 A Aap) A (BLA . ABy)

= (_1)p(k+1))\ A p.

Por lo tanto u A A = (=1)PINA p.

Ejemplo 1.1

Tomemos a L como el espacio de las diferenciales dz,dy,dz. Denotemos a dz A dy
simplemente como dxdy. Entonces

(Adx + Bdy 4+ Cdz) A (Edx + Fdy + Gdz)

= Adx(Edz + Fdy + Gdz) + Bdy(Edx + Fdy + Gdz) + Cdz(Edx + Fdy + Gdz)
= AFdxdy + AGdxdz + BEdydr + BGdydz + CEdzdz + CFdzdy
(BG — CF)dydz + (CE — AG)dzdx + (AF — BE)dxdy

Lo tdltimo se asemeja con el producto cruz de vectores ordinarios.



Ejemplo 1.2
Supongamos que tenemos las siguientes funciones:

x = z(u,v)

y=y(u,v)
Luego
O(z,y)
A(z,y)dxd :/ Az (u,v), y(u,v 2L dudw.
[ [ Azt = [ [ ooz
donde
Ox Ox
8(:1:73/) % ov
drdy = dudv = dudv.
xdy B, v) udv oy oy udv
ou Ov
Sixz=uy,
ox 0
| Ou Ov .
dxdr = @ 8j dudv = 0,
ou Ov
pues el determinante tiene dos filas iguales.
También se cumple
or o oy oy
ou Ov ou Ov
drdy = dudv = — dudv = —dydzx.
xdy dy Oy udv dr O udv ydzx
Oou Ov ou Ov
Es decir,
dedx = 0
drdy = —dydx

en concordancia con las propiedades del producto exterior.

1.4 Transformaciones Lineales.

Sean M y N dos espacios vectoriales con
dim M = m, dim N = n.

Supongamos que {0, ...,0™} es una base para M y {7!,...,7"} es una base para N.



Sea A es una transformacién lineal

A: M — N.

El mapeo
(a1, ...ap) — Aar A ... A Aoy, pe{l,..,n}

[T~ N\'N.

envia

Este mapeo es una funcién multilineal alternante e induce una transformacion lineal,
AP A, llamada la p-ésima potencia exterior de A.

Na: \N'm— N'N.

(/\pA)(al Ao Nap) = Ao A ... A\ Aoy,

Teorema 1.3 Sean L, M, N tres espacios vectoriales y A, B dos transformaciones li-
neales tales que

A: M — N,
B:L— M,
AB:L — N.
Entonces » » ,
N A4B)=(\ A\ B).
Demostracion.

Si (a1 A ... Aay) estd en APL, entonces

N (AB)(a1 A..hay) = (ABar) A... A (ABay)
= A(Bai) A .. NA(Bay)

= (N A)l(Bar) A... A (Bay)]
= (N AN B A Aay).

Por lo tanto AP(AB) = (A"A)(A'B).

10



Teorema 1.4 Sea A : M — N wuna transformacion lineal. Supongamos que w estd en
A'M y n estd en \"M. Entonces

N A)w An) = (N A)w) A (N A ).

Demostracion.

Basta hacer la demostracién para elementos monomiales. Sea w = a1 A ... A ay,
n =01 A...N\ By Luego

erqA(w/\n) = erqA)(()q/\...Ozp/\ﬂl/\.../\ﬂq)

= Aaj A... A Aap NABLT A A Aﬂq
— (A1 A A Aay) A (ABL A . A ABy)

= (N D) AN 4@

1.5 Espacios con producto interno.

Definicion 1.6 Sea L un espacio vectorial, decimos que L tiene un producto interno
si existe una funcion () : L X L — R la cual satisface lo siguiente

(i) (-,-) es bilineal.

(i) Simetria (o, B) = (8, ).

(iii) No degeneracion. Es decir, si a es tal que (o, 3) = 0 para todo € L, entonces
a=0.

Teorema 1.5 La condicion (i) de la definicion anterior es equivalente a lo siguiente:
Si ol ...,0" es una base de L, entonces

[(a",07)| # 0.
Demostracion.

El determinante de arriba se hace cero solo si existe una solucién no trivial (a1, ..., ay)
para el sistema homogéneo
E ai(c',07) =0

lo anterior es equivalente a:

(Z a;io',0?) = 0.

11



Luego a = Y a;0! satisface que (a, 3) = 0 para todo 8 € L, puesto que si 3 = cjo! +
... + c,o", entonces

S = (Lo Yoo
ch(z al-ai,aj)

= 0.

Luego, por la propiedad (iii) de la definicién a = 0, y como {0’} es una base para L,
entonces
ar =...=ay=0.
Por lo tanto |(a?, 07)| # 0.
[ |
Definicién 1.7 Una base ortonormal de L consiste de una base {o',...,c"} tal que
(O-iv 0]) = ié”a
donde 67 =0 sii #j, 6% = 1.

Si en la definicién anterior hay r signos positivos y s signos negativos, entonces
r4+s=mn,yt=r—s es lasignatura del producto interior.

Definicion 1.8 Sea M un subespacio de L, decimos que el subespacio N de L es el
complemento ortogonal de M si para todo elemento 3 de N, («a, ) =0 para todo
en M.

Teorema 1.6 Todo espacio vectorial L de dimension n con producto interno tiene una
base ortonormal.

Demostracion.

Si dim L > 0, entoces existe un vector 0 # 0 en L tal que (0,0) # 0, pues de lo
contrario (o, a) = 0 para todo «, entonces

0 = (a+B,a+p0)
(o, @) + 2(e, B) + (B, 8)

2(a, B) (1.1)

lo cual implica que («, 3) = 0 para todo «, § en L, y esto implica, por la propiedad de no
degeneraciéon, que o = § = 0 para todo «, 3, contradiciendo que dim L. > 0. Supongamos
ahora que {c',...,0"} es un conjunto maximal de vectores en L que satisfacen

(0, 09) = 5%,

12



Los vectores {o!,...,0"} son linealmente independientes, pues si 3 a;0" = 0 entonces
0= (Z aiot,0’) = Zai(ai,a‘j) = +a;0" = +a;

luego a; = 0 para j = 1,...,r, por lo tanto el conjunto {o!,...,0"} es linealmente inde-
pendiente.

Sea M el espacio generado por {c!,...,0"}, entonces dim M = r < n. Si N es el
complemento ortogonal de M, entonces L = M & N, es decir

L=M+N,
MNN = {0},

ydim N=n—r.

Restringiendo el producto interno de L a N, se tiene que N es un espacio vectorial
con producto interno. En efecto, las propiedades de linealidad y simetria del producto
interno de N se heredan del producto interno de L. Probemos la no degeneracién en N.

Sea 0 un vector en N tal que

(v,8) =0,

para todo v € N. Como N es el complemento ortogonal de M, («, ) = 0 para todo
a € M, de aqui que (v,3) = 0 para todo v € L. Asi = 0, luego N es un espacio
vectorial con producto interno.

Como dim M < n, entonces dim N > 1, luego existe un o en N tal que (a, ) # 0.
Definimos el vector 6" ! = a/|(a, a)|'/2. El conjunto {c!,...,0" 1} satisface

(0, 09) = 5.

En efecto, para i,j =1,...,7 o -
(o",07) = +6Y

o 1

i rly (i _ i
) = O i T a7
y como o' € M, a € N 4
(ot 0™ =0, i=1,...,7
Falta probar que (o" 1, o"1) = £1.
1
@) = Ty @) =+

Asi (0%,07) = +1 para i,j = 1,...,r + 1. Lo que contradice el supuesto de maximalidad
del conjunto {0, ...,0"}, luego dim M = n.
Por lo tanto {o?,...,0"} es una base ortonormal para L.

Teorema 1.7 Sea f un funcional lineal sobre L, entonces existe un inico vector 3 en
L tal que

fla) = (e, 8).

13



Demostracion.

Sea {o!,...,0™} una base ortonomal de L, y tomemos a b; = f(c¢). Definamos a

3= Z j:bjaj = Z(aj,aj)bjaj,

luego
(Uzaﬁ) = Z(O’]’O-])bj(cflag]) =b; = f(gl)v
J
de aqui se obtiene el resultado ya que f es un funcional lineal y (+,-) es no degenerado.

1.5.1 Producto interno de p-vectores.

Definicién 1.9 El producto interno del espacio \'L se define mediante el siguiente
determinante

(A ) = [ (e, Bi)l, (1.2)
donde A =a1 A ... Nay, ft=P1 A ...\ Bp.

Noétese que (1.2) define una funcién escalar sobre APL x APL la cual es lineal en cada
variable. Ademas, (u, A) = (A, 1) ya que el determinante es invariante bajo transposicién
de matrices.

La no degeneracién de (1.2) es mas facil verla calculdndola respecto a una base
ortonormal {c',...,0"} de L, ya que o/, {h; < hy < ... < hp}, forman una base de
AL, y como

(UHvUK) = |(Uhi70kj)’a (1'3)

entonces si H # K, (1.3) es igual a cero debido a que el determinante tiene una fila
(v también una columna) de ceros. En el caso de que H = K todos los elementos se
anulan, excepto los de la diagonal, los cuales son +1. Por lo cual (1.3) es igual a

(o, 6%) = £,
Por lo tanto o es una base ortonormal de APL.
Proposicién 1.5 Si {d!,...,0"} es base ortonormal de L, entonces {c"}, H = {h; <
... < hp} es base ortonormal de \FL.

En el caso de que o0 = o' A... A", o es una base ortonormal de \"L y cumple que

(0,0) = (c*,0Y)...(c" o) = (—1)"D/2 (1.4)
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donde ¢ es la signatura de L.

1.6 El operador estrella de Hodge.

Consideraremos solamente una orientacién fija para el espacio L; es decir, tomaremos
una base de L, y solo consideraremos otras bases que pueden ser expresadas en términos
de esta por una matriz de cambio de base con determinante positivo.

Obsérvese que la orientacién de L va a determinar y definir una base ortonormal o

de \"L.
Construyamos el operador estrella de Hodge. Para ello fijemos A en APL; definimos

la funcional lineal nep n
Ia: /\ L— /\ L,

o= AA

podemos escribir a fy(u)o = A A p.
Por el teorema 1.7 existe un tnico vector A en A" PL tal que fi(a) = (a,xN), 0
bien

AN = (A, pn)o. (1.5)
Definicién 1.10 Definimos el operador estrella (*) de Hodge de la siguiente ma-
nera ) nep
* /\ L— L,
*(A) =« A
El operador de Hodge es lineal debido a la linealidad del producto interno.

Sea {c?,...0™} una base ortonormal de L, A = o' A ... Ao” y K un conjunto de n —p
indices ordenados.
Por (1.5)

AN = (N oB)o (1.6)

el lado izquierdo de la ecuacién anterior es igual a cero excepto cuando K = {p+1,...,n}.
En caso de que esto ocurra se debe satisfacer

A=cloPTPA L A" = o’ (1.7)
donde ¢ es una constante, luego de (1.6) y (1.7)

c=0' A AP NPT LA = AN = (0, 0o,
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asi
de aqui que

Por lo cual

Ahora como A = ¢ donde H = {1, ..., p} entonces

o = (0F o5) oK. (1.8)

A partir de esto ya podemos obtener .\ para cualquier A en APL, ya que \ es combinacién
lineal de o' A ... AoP y *(,-,) es una funcional lineal.

Por el teorema 1.2, o A ol = (=1)P(*=P)gH A 6K Tuego por (1.5) y el mismo razona-
miento que se hizo en (1.7) se tiene que

(—1)PPlg = oK Aot = (oK, oo = (o, 00, con ,off = ol

luego
as{

por lo tanto

Adema&s como () es lineal

(o) = (0", 0™)0™)
— (oK, oF),0F
= (—l)p(”_p)(aK o) (o, oot
= (1) P)(g, )0 (1.9)
= (—1)pnp)+(n=0)/25H (1.10)

donde ¢ es la signatura de L. Las ecuaciones (1.9) y (1.10) se obtienen por (1.4).

Dado que esta construccién se hizo para cualquier elemento de la base de APL y el
mapeo *(-) es lineal, se sigue que, si a es un elemento de APL, entonces

L(a) = (=PRI (=1)/2(

A partir de estos resultados podemos obtener la siguiente

Proposicién 1.6 Si «, 3 son elementos de \PL, entonces

ah B=PFNA = (-1)""02q, 0.
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Demostracion
Sean «, 3 € A\PL

alef = (v B)o
= («Baa)o
= BN«
= (-1 P ang (1.11)
= (-1 P (4,0, B)o
= (=) 2(a, B)o,

la igualdad (1.11) se obtiene por el teorema 1.2.

Ejemplo 1.3

Consideremos el espacio vectorial R? con la métrica ordinaria. Si f y ¢ son funciones
continuas 6 con primeras derivadas parciales, entonces

O o+ Yy + 2.

df@ oy 0z

Por otro lado si ¥ = dz, entonces o = dydz y por (1.8) se tiene

«dr = (dydz,dydz)dydz

(dy,dy) (dy,dz)

dyd
(dz,dy) (dz,dz) v

’ ‘dydz
= dydz,
de manera andloga se demuestra que ,dy = dzdzx y dz = dxdy. Luego

of of of

df = et gy Ayt g
_ of of of
—add+adzd+8dxd

de aqui que

_(0f0g 9fdg Of9yg
de*dg_<8m8x+8y8y+6 9% dydz.
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Capitulo 2

La derivada exterior.

2.1 Formas Diferenciales.

Definicion 2.1 Las 1-formas en un elemento P de R™ son expresiones de la forma

n
E a;dxz;, a; constantes
i=1

Geométricamente, la 1-forma dz en R3 y la 1-forma 3dx + 5dy en R? se muestran en la
figura 2.1 (a) y (b), repectivamente.

Las 1-formas forman un espacio vectorial de dimensién n. Este espacio va a ser
denotado por L = Lp

Definicion 2.2 Las p-formas en P son los elementos de
AL=ALp
es decir, expresiones de la forma

Z aHdmhl...dth, ayg constantes

z Yy

-~ u\

x
(a) (b)
Figura 2.1: (a) La 1-forma dz del espacio R3. (b) La 1-forma 3dz + 5dy.
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: [

(a) (b)
Figura 2.2: (a) La 2-forma dxdy en el espacio R3. (b) La 3-forma dxdydz en el espacio
R3.

En la figura 2.2 (a) y (b) se muestran otros ejemplos de p-formas.

Notese que en la ecuaciéon anterior se omitié la notacidon A, asi que las diferenciales
dx' son multiplicadas por la multiplicacién exterior.

Definicion 2.3 Sea U un dominio en R™. Una p-forma sobre U es obtenida escogiendo
para cada punto P de U una p-forma en el punto, y haciendo esto de manera suave.
Es decir, la p-forma w tiene la representacion

w = E aH(J:l,...,x”)d:cH,
donde las funciones ap(x) son funciones suaves sobre U.

El algebra exterior se aplica en cada punto de U, luego, si w es una p-forma y n es
una ¢-forma, definidas sobre U, entonces w A 1 es una (p + ¢g)-forma sobre U (N6tese
que si p + ¢ > n, entonces w A n = 0).

Si
w:ZadeH, n:ZbKde,

wAn= ZaHbdeHdacK;

entonces

de aqui que los coeficientes de w A 7 son nuevamente, funciones suaves.

Ejemplo 2.1

Sea la 1-forma
w = Pdx + Qdy + Rdz,

el cual podemos identificar con el vector (P, Q, R) € R3.
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2.2 Derivada Exterior.
Definicién 2.4 Denotaremos por ¥P(U) a la totalidad de las p-formas en U.

Con esta notacién, FO(U) es el conjunto de todas las funciones suaves en U.

Construyamos ahora una operacion d que tome una p-forma w y la lleve a una
(p + 1)-forma, a la cual llamaremos derivada exterior y serd denotada por dw.

Teorema 2.1 Eriste un tnico operador d de FP(U) a FPYL(U) que cumple que

a). dlw+mn)=dw+dn.

b). dANAp) =dA\A p+ (1) A dp.
¢). Para cada w, d(dw) = 0.

d). Para cada funcion f

donde deg\ = p, si A es una p — forma.
Demostracién.

Para probar que existe el operador d, definamos a

8aH

—Ldadda
oxJ

dw =

donde w = Z agdz™ y probemos que las propiedades pedidas se satisfacen.
(a). Siw,n € FP(U)

dw+n) = d <Z apde™ + ZaKd:BK>
= (Z 8({; apdridzt + Z ;ﬂdmiaKde>

= dw +dn. (2.1)

(b). Probemos el resultado para monomios, supongamos que A\ = adz’, y = bdx’,
entonces

dAAp) = d(abdzf da®)

= deid:cdeK
83;

b
=D 5 —bda: dafda™ +) aa—idaz’daﬁH da®

= Z (gad:v dx ) (bdz™) 1)(deg) )‘Z (adzt < ob da:ldx ) (2.2)
= (d\) A p+ (1) @DV XA dp.

(2.2) se obtiene porque ‘ ‘
de'dzl = (—=1)4e9N gz g,
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Para el caso general se utiliza lo que se acaba de probar y (a).
(c). Nuevamente probemos el resultado solamente para un monomio, sea w = adz™,
luego

d(dw) — d( %d:&dﬂ)

1 0%a oo

= =Y 2 ———dddda'da"?
5 ; D200 dx? dx'dx
1 d%a oo 0%a oo

- _ i 9.9 0-H G303 H
5 < S2idn] dz'dxr? dx EIE dx’ dz'dx >
1 820, ; . 820, . .

- - t 7.9 3,-H i 9.9 7..H
5 < D2ion] dz'dx? dx 92700 dz'dx? dx >
1 d%a d%a oo

_ = E : _ 7 7 H

) <8xi8xj ozJ 8aci> duv’dw'dz

= 0.

(d). Es claro de la definicién.

Si existiera otro operador d’ que satisface las condiciones requeridas, entonces
d'(d'z"..dz") = 0.

En efecto, hagamos la demostraciéon por induccién sobre p. El caso p = 1 se obtiene de
(c), supongamos que se cumple para p — 1, entonces por (b)

d'[zM(d'z"2 ... d )] = d’xhl...dlmhl’—l—(—1)deg$hlxhld/(d'th...d’xhp)
= d'azM. dz",

luego por (c)
dl(dlxhl ...d/l‘hp) _ d/{d/[ﬂfhl (d,1}h2...d,£€hp)]} = 0.

Ahora si w es una p-forma
w= Z ap (x)dzt
entonces
dw = > d(apdx™) (2.3)
= Z(d’aH)d:rH (2.4)

9 A
= Z GAH 1 da™
oxJ

(2.3) se obtiene de (a), (2.4) por (b) y de lo que se acaba de demostrar ya que d'(d'z") =
0. Por lo cual ((a)-(d)) determina completamente a d'w.
Por lo tanto d = d'.

21



La condicién (c) del teorema anterior también se conoce como el lema de Poincaré.

Ejemplo 2.2

En R3 para una O-forma f se tiene que

_of,  of,  Of
df = G:rdx—i_ 8yaly—l— 8zdz’

luego del ejemplo anterior tenemos

dw = d(Pdx+ Qdy+ Rdz)

0 0 0

= (%dx + 8—ydy + &dz) A (Pdx + Qdy + Rdz)

oP oP 0Q oQ OR OR
= — — — — — —dyd

a9y dydx + 5, dzdxr + o dxdy + 3, dzdy + o dxdz + a9y ydz
_ (OR 0Q oP OR oQ opP
= <8y — 82’) dydz + <5)z 696) dzdx + (837 8y> dxdy

de manera andloga se obtiene que
0A 0B 0C

2.3 Mapeos

Sea U un dominio en R™, V un dominio en R™ y ¢ un mapeo suave de U en V.

¢:U—V.

1

Denotemos también por (x!,...,2™) las coordenadas de R™, por (y!,...,4™) las coor-

denadas de R™ y

yi = yi(‘rlv ey l,m)
entonces un punto con coordenadas x es transformado por ¢ a un punto con coordenadas
y. Las funciones y(x) son suaves.

Definicion 2.5 Sean U un dominio en R™, V un dominio en R"™ y g una funcion con
valores en los reales sobre V. Se define la funcion

¢* : FO(V) — F'(U),
por

P*g=goo.
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Es decir, el siguiente diagrama conmuta

¢
U——YV

¢*g=go¢ g
R

Ahora definamos el mapeo ¢* que lleva las p-formas sobre V a las p-formas de U.
¢" : FP(V) — FP(U)
El caso p = 0 ya se traté arriba, para p = 1, la idea béasica va a ser la substitucion de
dy® por
oyt
J
Z O da’,

es decir, si w = Z ai(y)dy" es una 1-forma sobre V, entonces

oyt
B'w =Y aily(x) 5 5de,

asi obtenemos el nuevo mapeo ¢* : F1(V) — F(U).
Utilizando el mismo método de la secciéon de Transformaciones Lineales del capitulo
anterior, podemos extender este mapeo a productos interiores y asi obtener

¢* :FP(V) — FP(U),
¢*(dy'...dy") = 6" (dy")d" (dy®)...6™ (dy").
Teorema 2.2 El mapeo ¢* cumple con las siguientes propiedades

a) ¢*(w+n)=¢*w+ ™.
b) ¢* (AN p) = (¢"A) A (6" 1)

c) Siw es una p-forma sobre V
d(¢*w) = ¢" (dw).
d) Si¢:U—-V yy:V—W, entonces
(Yo@)" =¢ oy
Demostracion.

(a) Para p =1 se tiene que

P (dy' +dy’) = Z <8i{kdmk + &zkdack)

' oy i
- Z axkdx +Z 3xkdw
= ¢'dy' +¢dy’.
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st v = (85 (D5 + (D) - (2 G

— 6yh1 ay ’L1 ip aykl 8y 7“1 ip
= o gy A+ Y ST S da™

= ¢ dy" + ¢*dy".

o*AAp) = ¢*(dy" Andy™) )
- (Z%w) - (S5 (Z G - (S5 )
= ¢*(dy™) A o™ (dy™)
— (3N A6,

(c) Hagamos esta demostraciéon por induccidn, sea g una 0-forma, entonces

dg—zagdy, ¢'g=go¢=g(y(x)).

luego

%) 5 20 (g) ,
¢"(dg) =Y g(ay(a ))ailda; = @gx(f)dxz = dg*g.

Supongamos que el resultado es cierto para (p — 1)-formas , y sea w una p-forma,
w = gdy® = gdn, donde n = y"dy"...dy" es una (p — 1)-forma. Entonces por el
teorema 2.1,

dn = dy" A (dyh>...dy"v) + (—1)<degyhl)yh1 Ad(dy™...dy") = dy"dyh?...dy"e
Por otro lado
¢'w = ¢"(gdn) = (¢"g)(¢"dn) = (¢7g) A (¢"dn) = (¢"g) A (dd™n).
luego

d(¢*w) = d(¢*g) Ad(¢™n) + (—1)™99 9¢*g A d(dg*n)
= n

do = dgAdny+(=1)%99g Ad(dn) = dg A dn, (2.6)
asi de (2.6), (b), la hipétesis de induccién y (2.5) se tiene que

Prdw = ¢*(dg A dn)

= (¢"dg) A (¢"dn)
(do"g) A (d¢™n)
= d¢*w.
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(d). Hagamos esta demostracién por induccién. Para una 0-forma h sobre W

(Yo @) (W)(z) =

luego (¢ o ¢)*

w una p-forma, w = dzM

(¢ 0 ¢)"w]

Por lo tanto (¢ o ¢)*

= ¢* o1)*. Ahora supongamos el resultado cierto para (p —
.dz

= ¢ o y".

[0 (1o ¢))(x)
h[y((x))]

[ (W))(o(2))
[0*{y"(h)}](2)
[(¢% 0 ™) (h)] ().

1)-formas, sea

o gb)*dzhl...dzhp]
b0 @)z A(¢ o ¢) dz"...dz"]

d[(vp 0 )" 2" A [(¢* 0 9p*)d2"2...dz"7]
d[(¢" 09" )Z A [(¢* 0 p*)dz"2...d2"]
[(¢" 0 9p*)d="1] A [(¢* 0 ¢*)d2"2...d2"7]
(6" 0 ™) (d2"...dz")

[(¢" 09" )w].

Por la propiedad (c) del teorema 2.2 podemos afirmar que la derivada exterior de una
forma diferencial es independiente del cambio de coordenadas.

Ejemplo 2.3

¢* (dy'dy?)

(¢*dy")(¢*dy?)

3@/ y* .
(3 5e) (Za5er)
oyt 0y?
ozt OzJ

1 Oy' oy* Oy oy*\ i
E:(&ﬂ&ﬁ_&ﬂ&ﬂ dr'd

- J
Z@:m ) dmdac

L datda?

Con el teorema 2.2 se tiene que uno puede substituir directamente las expresiones
para las coordenadas z*¥ de W en términos de z* de U, o indirectamente, primero a
través de las coordenadas y° de V, el resultado que se obtiene es el mismo; o lo que es
lo mismo, los siguientes diagramas conmutan.
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U . A% FP(U) ¢ FP(V)
Yoo (0 (o) =" orp* P
W FP(W)

Ejemplo 2.4

Consideremos el mapeo ¢ : R — R? definido por ¢(t) = (x,y) donde z = 2, y = 3. Si
w = xdy es una 1-forma sobre R?, entonces

oy
* o (42 — 4
P w = (t )7815 dt = 3t*dt.

Ahora sea el mapeo ¢ : (z,y) — t = x — y, luego

ot ot
“(dt) = —dz + —dy = dz — d

Supongamos que m < ny ¢ : UCR"™ -V CR"”, ¢*: F/(V) — FP(U). Siw es
una p-forma con p > m, entonces ¢*(w) = 0.

Proposicion 2.1 Sean U, V dominios en R™ y ¢ una funcién uno a uno de U sobre
V tal que ¢ y 1 = ¢! son suaves. Entonces ¢* es un mapeo uno a uno de FP(V) sobre
FP(U) y su inverso es *.

Demostracion.

Por el teorema 2.2 tenemos que
idpr(u) = (idu)" = (Y0 ¢)" = ¢ 07,

y ademas
idpr(vy = (idv)" = (¢ o))" = 9" 0 ¢,

Por lo cual ¢* es uno a uno, sobre y (¢*)~1 = ¢*.

2.4 El inverso del lema de Poincaré.

Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar que si w es una p-forma (p > 1)
y dw = 0, entonces, bajo ciertas condiciones, podemos asegurar la existencia de una
(p — 1)-forma « tal que w = da.
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1

I D
IxU

0ol | ___ N

Rn
Figura 2.3:

El resultado es vélido solamente en dominios que no son muy complicados topoldgi-
camente.

Hagamos la demostracién basdndonos en una construcciéon cilindrica. Sea U un
dominio abierto en R™ y [0, 1] el intervalo cerrado unitario en el eje ¢, como se muestra
en la figura 2.3. El espacio

IxU

es llamado el Espacio Cilindro y consiste de todos los pares (¢,z), donde 0 <t <1y
zeU.

Definamos dos mapeos con los cuales podamos identificar al dominio U con la tapa
v la base del cilindro, llamémosles

jliU—>IXU jl(X>:(1,X),

jo:U—=1IxU Jo(x) = (0,x),

de esta forma
ji : FP(I x U) — FP(U) 1=0,1.

Por ejemplo, para formar j7w con w una forma en I x U, simplemente sustituimos ¢ por
1 en w, y dt por cero.
La operacién
K : FPH(I x U) — FP(U);

es definida sobre las (p + 1)-formas de un solo término por las férmulas
K(a(t,x)dz) = 0,
1
K(a(t,x)dtdz”) = </ a(t,x)dt) dz”,
0

y para una (p+ 1)-forma w en general, se suman los resultados de los términos evaluados
en K.

Proposicién 2.2 Si w es una (p+ 1)-forma en (I x U), entonces

K(dw) + d(Kw) = jiw — jiw. (2.7)
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Demostracion.
Es suficiente probar esto para monomios.
Caso 1. w = a(t,x)dz".

Por definicién Kw = 0, luego dKw = 0, ademas

dw = %dtde + [terminos libres de t],

Kdw — (/0 gadt> det = (a(1,2) — a(0, 2))dz"".

Por otro lado jiw = a(1,x)dz, jiw = a(0,x)dz!, luego
Kdw = (jjw - jjw).
Caso 2. w = a(t,x)dtdz’.

Kdw = K[ aadmldtd:ﬂ}
ox’

= K[ gadtdxldx }

= —ZK[dtdzxd:p}

= -3 </0 dt) da'dz,

dKw = d[(/ola(t,x)dt> dajJ]
— oo [ / (t :z:)dt] dr'dx’!

' da i
= Z(/O wdt)dxdx.

K(dw) + d(Kw) = jiw — jow = 0.

Por lo tanto

Definicién 2.6 Un dominio U es deformable a un punto P (Homotdpico al punto P)
st existe un mapeo

¢:IxU— U,
tal que

¢ ’X) = X?

gb(O,X) = P



Las condiciones de frontera pueden ser interpretadas en términos de los j;
¢oj1 =1, ¢ojo=P.
Ejemplo 2.5

El espacio R" puede ser deformado al origen, ya que la funcién ¢ : I x R™ definida por
¢(t,x) =tz cumple que ¢(1,z) =z y ¢(0,2) = 0.

Para una (p + 1)-forma w sobre un dominio deformable a un punto U se tiene que
jrle*w] = w, Jolo*w] = 0.
Ahora estamos en condiciones de probar el Inverso del Lema de Poincaré.

Teorema 2.3 Sea U un dominio en R™ el cual puede ser deformado a un punto P. Sea
w una (p+ 1) — forma sobre U tal que dw = 0. Entonces eziste una p — forma « sobre
U tal que

w = da.

Demostracion.
Sustituyendo ¢*w en (2.7) ya que ¢*w € FPH(I x U)
Kld(¢"w)] + d[K(¢™w)] = ji (¢"w) — j;(¢"w) = w,
pero d(¢*w) = ¢*(dw) = 0, entonces
w = K[d(¢*w)] + dK(¢"w)] = 0+ dK(¢"w)] = d[K(¢"w)].
Tomando a o = K(¢*w) se tiene lo pedido.

Notese que si § es cualquier otra soluciéon, entonces d = w = da. Sip > 1, entonces
por el inverso del Lema de Poincaré, existe una (p — 1)-forma A tal que o — 3 = d\ .
En otras palabras, dada una solucién «, la solucién general esta expresada como o — dA
donde M\ es arbitrario. En el caso p = 0, a y [ son funciones y como d(a — ) = 0,
entonces o — 3 es constante.

Ejemplo 2.6
Tlustremos el método en el caso de que p = 2, n = 3. Para ello tomemos una 2-forma
w = Adydz + Bdzdx + Cdzdy,

en R3 tal que dw = 0, es decir

0A OB 9C

87584_873/—’_%_0.
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Como R? puede ser deformado al origen, por el teorema 2.3 existe una 1-forma « tal
que w = da, donde o = K¢*w. Ahora

'w = ¢"(Adydz) + ¢*(Bdzdx) + ¢*(Cdxdy)
= Atz ty, tz)d(ty)d(tz) + ...
= A(tx, ty, tz)(tdy + ydt)(tdz + zdt) + ...
= A(tz,ty, tz)(ytdtdz — ztdtdz) + ... + términos libres de dt.

Luego
a = K(¢'w)
1
= </ A(t:c,ty,tz)tdt) (ydz — zdy)
0

1
+ </ B(tx,ty,tz)tdt) (zdx — zdz)
0
1
+ </ C(t:z,ty,tz)tdt) (xdy — ydzx).
0
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Capitulo 3

Aplicaciones a la geometria y
electromagnetismo.

3.1 Sistemas moéviles en R?

En esta seccién consideraremos en cada punto de R3 un sistema ortonormal con
orientacion positiva, e1, es, €3, como se muestra en la figura 3.1, y supondremos que los
campos vectoriales e;, ¢ = 1,2, 3 son funciones suaves.

Sea x un punto de R3, dx es un vector con 1-formas como coeficientes, por ejemplo,
dx = (dz,dy,dz) = dx 1 +dy j +dz k. Expresaremos a dx en términos de ej, ez, y ez en
el punto x, el cual podemos escribir como

dx = o1e1 + 09es + o3€3,
donde o; son 1-formas, ¢ = 1,2,3. En particular se puede escribir
de; = w;1e1 + wises + w;ses, 1=1,2,3. (3.1)

donde w;; son 1-formas.

€1
€3

€9

Figura 3.1:
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Proposicién 3.1 Las I-formas w;; cumplen que
Wik + wg; =0

Demostracion.

Dado que {ei, ez, e3} es una base ortonormal de R?, e;e;, = ;. Por el teorema 2.1
0 = d(e;ex) = (de;)er + e;(dey).

ya que e;er es una constante.
Pero

(dei)er +ei(dey) = (wiier + wiges + wises)ex
+e;(wri1e1 + wiaez + wises)
= Wik + Wk;

asi
0 = wi + w;.

De la proposicién anterior se tiene que en particular w;; = 0.

Definicién 3.1 Sea A = [a;j] una matriz, entonces aplicar d a A es aplicar el operador

d a cada uno de los elementos de A, es decir d(A) = d({a;;}) = {d(asj)}.

Sean
€1

e=| e |, o = (01,09,03), Q = [wy].
€3

luego con esta notacion obtenemos las siguientes ecuaciones
dx = oe, de = Qe, Q+Q=0. (3.2)

que son conocidas como ecuaciones de estructura de Cartan. La iltima igualdad
se obtiene por la proposicién 3.1.

Proposicién 3.2 do = o), dQ = Q2.

Demostracion.

Por el teorema 2.1, d(dx) = 0 y como dx = ce
0 = d(dx) = d(oe) = (do)e — o(de),

asi

0= (do)e —o(Qle) = (do — cQ)e,

ya que de = (le. Dado que los e; son linealmente independientes

do — o) =0,
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o bien do = ¢€. Por otro lado d(de) = 0, asi
0 = d(Qe) = (d)e — Q(de) = (dQ — Q?)e,
por lo cual dQ = Q2.
|

Las ecuaciones de la proposiciéon 3.2 son llamadas condiciones de integrabilidad.

Observacién. La 3-forma o1 A 02 A 03 es el elemento volimen dzdydz en R?, es
decir
o1 Nog Nog =dxdydz

Esto se probard mas adelante.

Ejemplo 3.1

Coordenadas esféricas. Tomemos los vectores eq, e2, €3 en la direccién r, 0, ¢ respectiva-
mente. Dado que
x = (rsin 6 cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos ),

entonces

dx = (sinf cos ¢,sinfsin ¢, cosf)dr
+(r cos B cos ¢, r cos 0 sin ¢, —r sin 0)do
+(—rsinfsin ¢, rsin 6 cos ¢, 0)d¢
= (dr)e; + (rdf)ex + (rsinfde)es,

donde

e; = (sinfcos,sinfsin ¢, cosh),
es = (cosacos,cosfsing, —sinb),
e3 = (—sing,cosg,0).

Y como debe ocurir que dx = oe, entonces
o1 =dr, o9 = rdf, o3 = rsin 0d¢.
Ahora si derivamos las e; tenemos que

de; = (cosfcos@,cosfsing, —sinf)dh + (— sin fsin ¢, sin 0 cos ¢, 0)dep
= eqdf + e3sinOdo,

des = (—sinfcos @, —sinfsin @, — cos #)dl + (— cos §sin ¢, cos 0 cos ¢, 0)do
= (—df)e; + (cosbdp)es.
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Y dado que Q = {w;;} debe de cumplir que 2+ Q" = 0, donde las w;; cumplen (3.1),
entonces

0 do sin 0d¢
Q= —db 0 cos Od¢
—sinfd¢ — cosfde 0

El elemento de volumen es

o1 Nog Aoy = r? sin Odrdfde.

3.2 Relacién entre ortogonalidad y matrices antisimétricas.

Definicion 3.2 Una matriz B es ortogonal si su transpuesta es igual a su inversa,
B' =B~ 0 bien B'B=BB' =1.

Sean (i1, 19, 13) los vectores unitarios en las direcciones x,y, z respectivamente y i =
(i1,12,i3)t. Entonces

e = Z bijij, e = Bi, B = [by], (3.3)

ademas

I =ee' = Bi(i'B") = BI'B' = BB!
por lo cual B es ortogonal.
Proposiciéon 3.3 dxdydz = 01 A oy A 03.

Demostracion.

Se tiene por (3.2) y (3.3)
dx = (dz,dy,dz)i = oce = o Bi,

asi

(dz,dy,dz) = 0B,

dentro de la demostracién del teorema 1.1 se observo
dx Ndy N\ dz = |Bloy A o2 A 03.

Y dado que B!B = I, |B?| =1, o bien |B| = £1, y como estamos con sistemas con
orientacién positiva, |B| = 1. Luego

dx Ndy Ndz = 01 N\ g N\ 03.
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Ahora como e = Bi, entonces de = d(Bi) = (dB)i + B(di) = (dB)B~'e ya que
B(di) = 0. Pero de = (e entonces

Q= (dB)B™.

Teorema 3.1 Si A es una matriz ortogonal con entradas que son funciones de algun
numero de variables, entonces

(dA)A™,

es una matriz antisimétrica de uno-formas.

Demostracion.

Como A es ortogonal se tiene que
AtA=T= AA",
derivando la igualdad anterior
(dA)'A+ A'dA = 0 = (dA) A" + A(dA),
y como A* = A™! se tiene por el lado derecho de la igualdad anterior que
(dA)A™H +dAA™! = A(dA) + dAA =0,

por lo cual
dA(A_l) = —((dA)A_l)t.

asi (dA)A~"! es antisimétrica con entradas que son 1-formas.

Teorema 3.2 Sea A una matriz de funciones definida sobre un dominio U. Suponga-
mos que A es ortogonal en un punto de U y que

dA = AA,

donde A es una matriz antisimétrica de 1-formas. Entonces A es ortogonal sobre todo
U.

Demostracion.

Sea C' = A'A, luego

dC = (dA)'A + A'(dA) = (AA)'A + A'(AA)
(ATAD)A + AY(AA) = (—A'A)A + AT(AA)

= 0,

de aqui que C es una matriz constante sobre U. Como A es ortogonal en un punto
entonces C = I en ese punto, de aqui que C = I en todo U. Por lo tanto A es
ortogonal.

35



3.3 El espacio movil de seis dimensiones.

Consideremos un sistema movil ortonormal, como ya fué descrito en la seccién 3.1
del Capitulo 3, E{, E9, E3 en todos los puntos x € R3, la dimensién de este espacio es
6, pues tenemos 3 grados de libertad al elegir al punto x, dos grados de libertad al elegir
al vector Eq, un grado de libertad para el vector Eq y el vector E3 queda determinado.
Escribamos

y por (3.3) sabemos que
E = Ae,

donde A es una matriz ortogonal variable y e = e(x) es un sistema movil definido.
Entonces por las ecuaciones de estructura de Cartan (3.2)

dx = ce = 0 A"'E,

dE = (dA)e+ Ade

= (dA)e + AQe
[dA + AQ]e

[dA + AQ]A™'E.

Haciendo el siguiente cambio de notacion

G=0cA", Q= (dA)A '+ 4047 (3.4)
Luego
0=d(dx) = d(cA™H)E -ocA ' [dA+ AQ)A~!
= [d(cA™Y) — AT [dA + AQIATYE
= [d6 — 5[dA+ AQ)ATYE = [dF — 6QJE
Entonces _
dé = 5Q.

donde 2 es una matriz que tiene como entradas 1-formas.
De manera analoga

= d(dE) = d(QE) = (dQ)E — QdE = (dQ)E — QQE = [dQ — dQ?|E.
Lo anterior implica _
dQ = Q%
Ademas
dE; = wnE1 + wpEs + wisEs,
y como E; - E;, = 6% entonces, 0 = d(E; - E;,) = dE;Ey + E;dEy, = wii, + wki.

En particular wy; = 0. Luego

Q= [wik]>
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Q- -,

Por lo tanto las ecuaciones de estructura para el sitema movil de 6 dimensiones son

dx = cE
dE=QE 3},
Q4+9'=0

v las condiciones de integrabilidad son

do =5
Q=02 (-

3.4 El Laplaciano, coordenadas ortogonales.

Como
e = Bi, dx = oe = (dz,dy, dz)i,

se tiene que o0 Bi = e = (dx, dy, dz)i, luego 0 B = (dx, dy,dz). Dado que B es ortonor-

mal, {01, 09,03} es una base ortonormal de 1-formas en cada punto.

Sea f una funcién sobre R?, entonces

0 4y gy O

df = 5598 ayaly + gdz,
aplicando el operador estrella de Hodge
xdf = gdydz + 8—falzdac + a—fdacdy,
ox oy 0z

luego
o*f 0 f  0%*f
dxdf = (8%2 + 87y2 + (922> dxdydz = (Af)dzdydz
El laplaciano Af de f es conocido tan pronto como la 3-forma d * df es conocida,
para esto el laplaciano ha sido multiplicado por el elemento de volimen dxdydz.

Expresando a df en términos de o
df = a101 + as09 + azos

luego
xdf = a10203 + ax0301 + azo102

d xdf = (Af)o10203
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Definicién 3.3 Un sistema de coordenadas w,v,w es un dominio de R3 es llamado
ortogonal si los vectores

0x 0x 0x
ou’  Ov T ow
son mutuamente perpendiculares. Es decir, que para algunas funciones apropiadas X, p, v

los vectores
10x 10x 1 ox

= - — 62 = —— e3 =

Aou’ wov’
forman un sistema mdvil ortonormal, es decir, forman un sistema movil que tiene una
base ortonormal.

(s3] —
v Ow

El sistema de la definicién de arriba se puede suponer que tiene orientacién derecha.

Proposicion 3.4 Sea u,v,w un sistema ortonormal de coordenadas en un dominio de
R3, entonces
o1 =Au, o09=updv o3=rvdw

Demostracion.

Se tiene que

Ox + dva—x + dwa—x = (Mdu)e1 + (udv)es + (vdw)es

dx = du ou ov ow

tomando a
o1 =Adu, o09=pdv o03=rvdw

se construye un sistema mévil ortonormal de 1-formas.

Teorema 3.3 Sea u,v,w un sistema ortonormal de coordenadas en un dominio de R?
entonces para cualquier funcion f sobre R3

1 0 [uv 0 (v 0 (Au
Af_,uu)\ [8u</\fu)+8v<,ufv)+8w<l/ fw)]
Demostracion.

Sea f una funcién sobre R3, entonces

df = fudu + fvdv + f'wdw = (fu/)\)Ul + (fv/ﬂ)g2 + (fw/V)US

luego

#df = (fu/No203 + (fo/m)osor + (fu/v)or109
= (pvfu/Ndvdw + (Avf,/p)dwdu + (A fo/v)dudo (3.5)

38



asi

0 0 0
dxdf = %(Iu,yfu/)\)dudvdw + %(Ayfv/u)dudvdw + Em (Apfuw/v)dudvdw
0 /uv o (v a (A
[au (5Fe) * 35 (va> 5w (ny)] ducvduw (36)
y como

d xdf = (Af)oyo903 = MuvA fdudvdw (3.7)

entonces de (3.6) y (3.7) se tiene que el laplaciano es
1 0 (uv o (v o (A
Af=——|—(— u o\ —Jv a |\ T Jw
! MV [8u<)\f)+6v<,uf>+8w(l/f>]

Ejemplo 3.2

Coordenadas esféricas (7,6, ). Recordemos que un punto (z,y, z) € R3 se expresa en
coordenadas esféricas como

xr = rsinfcos¢
= rsinfsin¢

z = rcosf
Del ejemplo 3.1, tenemos que
o1 =dr, o9=rdl, o3=rsinfd¢

Luego por el teorema 3.3, tomando a A =1, u = r, v = rsinf, se tiene que

1 0 (o5 . ,0f 0 (rsinfof 0 r Of
AfTasina[m< Smgar)%e( . (‘39>+8¢(rsin98¢ﬂ

3.5 Superficies.

En esta seccién nos enfocaremos al estudio de una superficie suave X en el espacio
R3. Para lograr este propésito elegiremos un sistema mévil e en cada punto x de X,
de tal manera que el vector eg sea normal a la superficie. Asi, los vectores e; y e;
pertenecen al espacio tangente a la superficie en cada punto.
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Si x pertenece a X, entonces dx existe y pertenece al plano tangente a la superficie
en x. Como e3 es normal a la superficie en X, entonces si dx = o1e] + 0se9 + o3€3,
entonces o3 = 0, luego

dx = o1€e1 + oges.

La matriz  de (3.2), puede ser expresada como

0 @ —w
Q= — T 0 —Ww2
W]  wo 0

Bajo estas condiciones, las ecuaciones de estructura e integrabilidad se reducen a

0 @ —w el wey — wWi€3 deq
de = —w 0 —Ww?9 €9 = —we] — woes = deg
w1 w2 0 €3 wi€1 — waeq de3

0 w  —Ww1
do = ( o1 09 03 ) wy 0 —wsy :( —woy woy; 0 ) = ( doy doo dog )
wi w 0

La 2-forma o109 representa el elemento de area sobre X.
Como e es un sistema ortonormal en el punto x de X, entonces

63'63:1,

de aqui que
0= d(eg . 63) =e3- d(eg) + d(e3) -e3 = 2(83 . d(eg)).

Por lo anterior concluimos que es - d(e3) = 0, luego d(e3) es ortogonal a e3, y puede
ser escrito como una combinacion lineal de e; y es.

d(eg) = wi1€e1 + wo€e9,

donde wq, ws son 1-formas.
Por la proposicién 1.2 sabemos que existe solamente una 2-forma linealmente inde-
. . A2
pendiente en el espacio /\“R, entonces

O:wlwg :K0'10'2. (38)
ademas ojwy — oow; es una 2-forma sobre 3, luego
o1we — 0wy = 2H o1 09. (3.9)

Definicién 3.4 Los nimeros K y H mencionados en (3.8) y (3.9) se definen como la
Curvatura Gaussiana y la Curvatura Media del punto x en 3.

Por las condiciones de integrabilidad, sabemos que se cumple la relacién

o1w1 + oawe = 0,
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como wy y wp pueden ser vistas como combinaciones lineales de o1 y o2

{ w1 =po1 + qo2 } (3.10)

w1 = 801 + 1oy
entonces

0 = o1w1 + o2w9
2

= p012 + qo109 — ro1o9 + 1ro2
= (p—r)o102,
de lo anterior se deduce que g = r.

Teorema 3.4 La curvatura Gaussiana y la Curvatura media pueden ser calculadas me-
diante las siguientes expresiones.

H=(p+r)/2, K =pr—¢,
donde p,q y r son los coeficientes obtenidos en (3.10)

Demostracion.

A partir de (3.10) facilmente podemos ver

Olwy — 09wy = (o101 + 10102 + Poi102 — qo209
= (p+r)oios
= 2Hoi09,

wiws = pqoioy — G2o109 + pro1og + qrogos
= (PT - q2)0102
= Koyo9,

Luego
2H =p -+, K =pr—¢°.

Definicion 3.5 Las curvaturas principales ki, ko de X son los valores caracteristicos

(1)

Proposiciéon 3.5 Sea A la matriz definida arriba, entonces

de la matriz

2H =p+r, K:pr—qQ.
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Demostracion.

Por resultados de Algebra Lineal sabemos que
det(A) = pr — ¢* = kyks,
tr(A) =p+r =k + ko.
Luego
2H = ki + ks =p+r, K =pr—¢,
donde tr(A) indica la traza de la matriz A.

De las condiciones de integrabilidad, dw + wjws = 0, entonces haciendo uso de la
definicién 3.4 tenemos
dw + Kwiwy = 0.

La tdltima relacién nos permite determinar K una vez que se conocen 01,02 y w. A su
vez, las relaciones
do, = wos, doy = —woy

son suficientes para determinar el valor de @ cuando oy y o2 son conocidos.

Cuando efectuemos operaciones vectoriales entre vectores, que tienen como coefi-
cientes 1-formas, debemos de tener cuidado con el orden en que se multiplican las 1-
formas, pues sabemos que el producto exterior no conmuta.

Hagamos, para observar lo anterior, el producto cruz de dos vectores, con diferen-
ciales como coeficientes.

dx x dx = (o1€1 + 02€2) X (01€1 + 02€2)
= 012(e1 x e1)+ 022(e2 X €9) + o102(e1 X €3) + 0901(e2 X e1). (3.11)
Pero 0,2 =0y e; x e, =0 para i = 1,2 y también
o901(ez X e1) = (—o102)(—e1 X e2) = g102(e1 X €3).

Entonces
dx x dx = 2(o102)es.

Luego el elemento vectorial del drea es (0102)es.

Si dx = (dz, zy, dz) entonces
dx x dx = (dz,dy,dz) x (dz,dy,dz) = 2(dydz, dzdz, dxdy),

entonces

(dydz,dzdx,dxdy) = (0102)es.
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3.6 Las ecuaciones de campo de Maxwell.

En esta seccién trabajaremos la Teoria del Campo Electromagnético, usando las
siguientes magnitudes:

E = Campo Eléctrico. H = Campo Magnético.
B = Induccién Magnética. J = Densidad de Corriente Eléctrica
D = Desplazamiento Dieléctrico. p = Densidad de carga.

Definicion 3.6 Las ecuaciones basicas de Mazwell, en forma diferencial son

10B
1. curlE = ~ar (Ley de Induccion de Faraday).
c
47 10D
2. H=— —-— (L A .
curl p J+ - (Ley de Ampere)
3. divD = 4mp (Ley de Gauss).
4. divB =0 (No ezistencia del Monopolo Magnético

6 Ley de Gauss del Magnetismo).

donde c es la velocidad de la luz, curl es el rotacional y div la divergencia de un campo
vectorial.

Pongamos estas ecuaciones en el lenguaje de Formas Diferenciales. Para ello, sea

a = (Bidz! + Eyda? + Esda®)(cdt) + (Bidaz?da® + Bada3dx! + Bsdatdz?)
B = —(Hydx'+ Hodx?® 4+ Hzdx?)(cdt) + (Dydz?dx® + Dodx®dzt + Dsdx'da?)
v = (Jida?dx® + Jodzddx! + Jzdxldz?)dt — pdxtdz?dad

Teorema 3.5 Sean o, 3,7 definidas como arriba, entonces las siguientes relaciones son
equivalentes

a)
da =0, dp + 4my = 0,

b) Las ecuaciones de Mazwell.

Demostracion.

Primeramente tenemos que si

10B
curlE = T (3.12)
entonces
() () (-2 (2 2
922 923 ) I\ 02l ~ 043 Dzl 912 c\at T a T e

de aqui que

0F3 0Es 10B;

9 — oot (3:13)
0By OB, _ 10B
o - oot (3.14)
0B, 0E, _  10B
o 92 T e or (3.15)
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de manera inversa si se cumplen (3.13), (3.14) y (3.15) entonces se puede mostrar (3.12).
Demostremos ahora que (b) implica (a).

da = [a da’de'dt + 2 da®da’ dt + 5 do' de dt+a3d:cd:cdt
OFE 3 1 3 OFE 3 243 aB 1 2 oB 1 23..3

0By 273731 8 3 0B3 351 0Bs 1.2

+ de dz’dx + 5 2 dtdaB dat + 93 =23 deddat da? + 5 —dtdx"dx
B 0B3 0F; 0Fs 1, 92 0F; 0FE3; 0B
= <6t cax2+cax1>dmd:ﬂdt+ 68x3+68x1 5
N <_ 0B,  OF; 6Bl> TR <0131 0By  OBs

> drtdz3dt +

te + ozt + 0z2 + 0z3

17.27.3
C&T?’ 92 5 )d:v dx“dz”,

(3.16)

luego como estamos suponiendo (b) entonces se cumple (3.12) y que divB = 0, asi por
lo demostrado arriba da = 0.
De manera anéloga, de la definicién 3.6 (2. y 3.) se puede demostrar que

dp + 4my = 0.

Supongamos ahora que se cumple (a), luego como da = 0 por (3.16) se tiene (3.13),
(3.14), (3.15) v
0By 0By 0Bs
Ox! + Ox? + ox3
de aqui que se cumple (3.12) y que divB = 0.

De manera anéloga si se cumple que d + 471y = 0 entonces se tiene 2. y 3. de la
definicién 3.6.

=0.

Corolario 3.1 De las ecuaciones de Mazxwell se obtiene la Ecuacion de Continuidad

dp
divd + — =0
wd + N
Demostracién.
Del teorema anterior se tiene que
dg+4ny =0

aplicando d a la ecuacién anterior se tiene que dy = 0 ya que d(df) = 0. Asi

gji dz'da?dz’dt + gi; dz’da’dxtdt + %daz?’dmldﬁdt - %dtdmldﬁdﬁ,

O OJ2 OB Op\ s
<8x1+8x2 83+8>da:dxda:dt—0.
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por lo cual

0
divd + =/ = 0.
) +8t 0
[ |

Del teorema 3.5, da = 0, luego por el Lema de Poincaré, aplicado a una region del
Espacio-Tiempo Homotoépica a un punto, existe una 1-forma A tal que d\ = «.

Introduciendo un vector potencial A y un escalar Ag, se pude escribir
A = Ayda! + Agda® + Asda® + Agcdt

Proposicién 3.6 De la ecuacion d\ = a se tiene que

curlA = B, gradAgy — la—A =E.
c Ot
Demostracion.
Como
d\ = (8$1 8$2> dz dz” + IS 93 dz dzx 5 dz dt
08 dx dt+<8x2 ax?’)dacd 5 dx*dt o dz>dt
ca—d dt + ¢ de dt.

entonces por la definiciéon de « y la ecuacién anterior se tiene que

A (04 040\ (04 0AN\ (04 04
cur - N\ 92 T 08 ozl  0z3 ozl 022
= 1B; + By + kB;
= B.
y también
10A (.0 . 0 AaAO 1/ 0A, .04y ~0A;
gradio = "5 = (a 8:53)_(1 ot o +k8t>

_1 3A0 3A1 i g (040 _0AaN: (040 045\ ¢
- “o2 " ot )1\ T ot

= 1K +JE2+kE2
= E.

Definicion 3.7 En un espacio libre de fuentes J =0 y p =0, luego E=D, H= B.
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En un espacio libre las ecuaciones de Maxwell toman la forma

10B 10H
curl - sl div div mp =0,
47 10D 10E ) )
CUTZH_?J—FEW_EE’ divH = divB = 0.

Definicién 3.8 El producto interno de Lorentz en R* es definido como
(o, B) = ((a1,...,a4), (b1, ...,b4)) = a1by + agbs + aszbs — agby,
donde ¢ es la velocidad de la luz.
Teorema 3.6 Las ecuaciones de Maxwell en un espacio libre son
da =0 dxa=20

Demostracion.

Introduzcamos la métrica Lorentz en el 4-espacio, donde

dat, da?, da?, edt

es una base ortonormal ((dx,dx’) = 6%, (da’, cdt) = 0, (edt, cdt) = —1).

Recordando el operador estrella tenemos que

#(drlde?) = (dadcedt,dxdcdt)dz(cdt)

3 7.3 3
- ’ iizt,’jffs)) ((Zt,’ccccll:)) ‘dxgcdt
= ’ (1) _01 dz?(cdt)
= —da3(cdt)
de manera andloga se demuestra que *(dz?dz') = —dx?(cdt), *(dz’dz3) = —dz'(cdt),

*(dztedt) = da?dx3, x(dalcdt) = daddat, x(dx3cdt) = dxtdz?. Luego
o = (FBida' + Fayda® + Fsdz®)(cdt) + (Hido?dz® + Hodxdz' + Hydw'da?).
B = —(Hydz' + Hayda? + Hzda?)(cdt) + (Brdz?ds® + Fadrida' + Esda'da®) = xa
=0
Por lo tanto del teorema 3.5 se tiene que las ecuaciones de Maxwell es el espacio

libre son
da =0, dxa=0.
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Regresemos a la situacién general y refinando el andlisis por la introduccion de las
1-formas:

wy = Fidat + Eyda? + Esda’

wo = Bidr?da® + Bodxda' + Badatda?
ws = Hydz' + Hydz? + Hsda?

wy = Dydz?da® + Dodxdat + Dsdx'da?
wy = Jidz?da® + Jodxdat + Jydatda?

Estas uno-formas contienen, tinicamente, las diferenciales de variables espaciales.

Definicién 3.9 Sea d' la derivada exterior con respecto a las variables espaciales.

Proposicion 3.7 Las ecuaciones de Maxwell, para las variables espaciales, son

1
d’wl = —*'U‘)Q
C
4 1
d'ws = 1’(05 + —wy
d/’wz =0

d'wy = drpdatda?de?
donde
2(w)—w = Eyda! +
or\w) = wr = £
Demostracion.

Tenemos que

0Fy OF; 0F, OF3 0FE3 0OFs
y _ B 172 B 3,1 B 273
dwr = (83}1 8x2) dr’dz” + (8:32 (3:1:1) deidz + (8:E2 33:3) da”dz

= curlE.

De manera anéloga se obtiene que

d'ws = curlH.
ademaés
0B 0B 0B
Wy = 8—tld:c2dz3 + T:d:n?’dxl + 8—:&&/616[1’2
0B
ot
Analogamente se tiene que

. oD
Wy = —
4 3t ’
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también
B . B . Bs .
dwy = ?)xll dotdr?da® + (?93322 da?dxdzt + gazi’? da3dat da?
= divB da'dz?da®.

asf por el mismo procedimiento se obtiene que d'wy = divD dx'dxz?dz3. Por lo tanto,
sustituyendo las igualdades obtenidas en las ecuaciones de Maxwell tenemos lo buscado.

Ahora, introducimos el vector de Flujo de Energia de Poynting S definido por

C
S = (7) Ex H
47 %
ExH = (Eidz'+ Fydx® + Ezda®) x (Hydz' + Hayda? + Hidz?)
1 j k
— Eldﬂj‘l E2d$2 E3d.%‘3
Hldl‘l H2d$2 Hgd.%’S
= (EyH3 + FE3Hy)dx?da® — (ByHz + EsHy)dx'dx® + (EyHo + EyHy)dz'da?

= wi ANws.
De aqui que, usando la proposicién 3.7, podemos escribir

(%) wy A ws = Sydada® + SedaPdat + Sadatda?. (3.17)
T

Aplicando d’ a la ecuacién anterior

oS oS oS
id’(wl ANws) = T;dl‘ldﬁdm?’ + a—;dwldaﬂd:f) + a—xgdmldedx3
= divS dz'dz?da? (3.18)
pero
id/(wl A ’wg) = i (d’wl ANws —wi N d,’w:),)
sustituyendo el resultado de la proposicion 3.7 en la ecuacién anterior, tenemos que
' (wy Aws) = 13 H_E.J-L1E.D)dlde®? (3.19)
47 P 47 47 '

sustituyendo (3.19) en (3.18) obtenemos el teorema de Poynting

iB-HJrE-JJriE-DerivS:O,
47 4
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Si suponemos ahora que D = kE, B = pH, donde & , la constante dieléctrica y u,
la permeabilidad magnética son constantes en el tiempo. Entonces por el teorema de
Poynting

0 = '"B.HIE-J+ LE.D+divS
47 47
- 4ﬂH.H+E-J+4—E-E+dws
OH, OH, OHs
- 2 g, 22 g9 LR
8< or THrgp T )t
OE, OE, O, ‘
g L E E divS
+87r<18t 26+38t>+w
10

= %o (/@E2+MH2)+E J + divS

de aqui que

—?;;:divS+E-J

donde

1
= — (kE? + yH?
u 87T(H + pH?)

la cual es la Densidad de Energia del Campo Electromagnético. La cantidad E - J es
llamada la actividad termodindmica.
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Capitulo 4

Formas en Variedades y el
teorema de Stokes.

4.1 Formas diferenciales.

Definicién 4.1 Sea M wuna variedad '. Las funciones suaves sobre M también son
llamadas 0-formas. El espacio FO(M) es llamado el espacio de las 0-formas sobre M.

Definamos ahora la 1-forma en un punto P de M. Debemos tener una expresién

g a;dx’, a; constantes.

Para cada sistema de coordenadas locales (z°) valido en una vecindad U de P tal que

las expresiones
g a;dx’, E b;dx®,

o %

Su

ozl

la cual es la regla de transformacion usual de vectores covariantes del cdlculo tensorial.
Se puede ver que esto es consistente con el estudio local de la derivada exterior.

A partir de esto se pueden formar sumas de productos exteriores de 1-formas de P,
para asi poder construir p-formas en P.

en P estan relacionadas por

= a/]7
P

Definicion 4.2 Una p-forma sobre M es una asignacion suave de una p-forma en cada
punto P de M.

Si P € UNV, donde U y V tienen las coordenadas locales (x%) y (y'), respectiva-
mente. Si w es una 1-forma definida en P, entonces sobre la vecindad U, w tiene la
representacion

w = Z ap(x)dzt,

Ver apéndice A
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donde apy son funciones suaves sobre Uy H = {hy,..., hp}.
Sobre V, w se expresa como

w =" br(y)dy",

entonces, la relacién que hay entre los b's y las a’s esta dada por la substitucién de
Yy =y'(x)y

por dy’.
La multiplicaciéon de dos formas sobre M, w A 7 se realiza evaluando un punto en un
punto a la vez.

Definicion 4.3 La derivada exterior de una forma sobre M es definida en cada sistema
de coordenadas locales.

Todas las propiedades que satisface la derivada exterior (ver teorema 2.1 ) en el caso
general se siguen cumpliendo ahora.

Proposicion 4.1 5i M y N son dos variedades y ¢ : M — N es un mapeo suave,
entonces existe un mapeo natural inducido ¢*

¢" : F/(N) — F*(M),
el cual cumple

a) " (w+n) = ¢*w + o™,
b) o* (AN ) = (¢*A) A (¢ p),
¢) d(¢*w) = ¢*(dw).

Demostracion.

La funcién ¢* es definida aplicando la construccién local en un sistema local de
coordenadas.

La proposicién 4.1 se puede expresar por medio del siguiente diagrama conmutativo

*

F?(M) F?(N)
’ \ \ y
(,b*
Fr+1(M) FP+1(IN)

asi podemos llegar por dos caminos de FP(IN) a FP™!1(M) dandonos el mismo resul-
tado.
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Ejemplo 4.1

Sobre la esfera S2. las funciones z,v, z son O-formas suaves. Luego dz,dy,dz son 1-
formas y dxdy, dzdz, dydz, ... son 2-formas. Sobre la vecindad {x > 0} se tiene que

22 = 1—y2— 22
de — —ydy—zdz’
x
—ydy — zd
dzdy = Mdyzfdydz,...
x x

4.2 Simplejo Euclideano.

Definicién 4.4 0-simplejo. Es un solo punto (Pp).

1-simplejo. FEs un segmento cerrado de linea recta. FEsta determinado por un par
de vértices (Py, Py).

2-simplejo. Es un tridngulo cerrado con vértices tomado con algin orden definido.
Estd completamente determinado por el ordenamiento de los vértices (Py, P1, Py).

n-simplejo. Es el casco cerrado convexo (Py, Py, ..., P,) de (n+ 1) puntos indepen-
dientes tomados en un orden definido.

En el caso de un n-simplejo, el conjunto, geométricamente expandido, consiste de
todos los puntos de la forma

P=1tyPy+ ...+ t, Py, t; >0, Y ti=1.

Definicion 4.5 La frontera 0s de un simplejo s es la suma formal de simplejos de una
dimension menor con coeficientes enteros

n

O(Po, Py, ooy Po) = > (=1)/(Po, Pr, .y Py, Pig1, ooy Pr). (4.1)
=0

Con esta definicién tenemos que
Py, 1) = (P1)— (),
O(Py, P1,P) = (P1,P2)— (P, P2) + (Po, P1),
O(Po, Pr, P2, P3) = (P1, P2, P3) — (Po, P2, P3) + (P, Pr, P3) — (Po, 1, P2).
Definicion 4.6 Una n-cadena es la suma formal

c= g a's;,

donde las a* son constantes y las s; son n-simplejos. Su frontera estd definida por

dc = a'(dsy).
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Teorema 4.1 La frontera de la frontera de una n-cadena es cero, es decir 0]0c] = 0,
donde ¢ es una n-cadena.

Demostracion.

Probemos ésto para simplejos

8[0(P0,P1,P2)] = 8(P1,P2) — 8(P0,P2) + 8(P0,P1)
= [(P2) — (P)] = [(P2) — (Po)] + [(P1) — (Po)]
= 0.
0(Po, ..., P3)] = [(Po, P3) — (P1, P3) + (P1, )] — [(P2, P3) — (Po, Ps) + (Po, P»)]
+[(Pr, P3) = (Po, Ps) + (Po, P1)] — [(P1, P2) — (Po, P2) + (Po, 1)
= 0.

De manera andloga, utilizando (4.1), se demuestra que 9[0(Fy, ..., P,,)] = 0.

Teorema 4.2 Dado dos n-simplejos (FPo, ..., P), (Qo, ..., Qn) existe una unica corres-
pondencia lineal entre los dos simplejos, la cual preserva el orden de los vértices.

Demostracion.

Sea @ : (P, ..., P,) — (Qo, ..., Qn) definido por

n n n
@ <Z tkPk:> = Zthk, Ztk =1, tr >0
k=0 k=0 k=0

® es la funcién lineal que cumple con lo pedido.

Definicion 4.7 El n-simplejo estdndar
s" = (Ro, ..., Rn),
es un n-simplejo en R™ tal que
Ry = (0...0), Ry = (010...0), R, = (00...01).

Definicion 4.8 Sea w una n-forma sobre un dominio U de R"™ que incluye al n-simplejo
estdndar s". Se define

/w:/ A(x)dztda?...dz", (4.2)
donde

w=A(z!, ..., 2")da"...dz". (4.3)
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El lado derecho de (4.2) es la integracién ordinaria. Ademds como w es una n-forma,
la representacién (4.3) es unica.

4.3 Cadenas y Fronteras.

Definicién 4.9 Sea M una variedad, un n-simplejo en M, es una triada (s, U, ¢),
donde s™ es un simplejo Euclideano, U es una vecindad n-dimensional de s™ en el
espacio Fuclideano, y ¢ es un mapeo suave inyectivo, ¢ : U — M.

Definicién 4.10 Sean (s™, U, ¢), (t", V1) dos n-simplejos en M. Estos dos simplejos
son iguales st

¢ (Z tkﬂ:) =Y (Z thk) ; te 20, d =1,
k=0 k=0 k=0
donde
Sn = (Po, ...,Pn), tn = (Qo, ...,Qn).

Por notacién ¢™ va a denotar al n-simplejo (s, U, ¢) en M.

Definicién 4.11 Sea o™ es un simplejo representado por (s, U, ¢), entonces las caras
de 0", to,...,ty, son (n — 1)-simplejos Euclideanos , que cumplen

os" = Z +t;.
Por (4.1) se puede decir cuales son esas caras.
Definicion 4.12 Las caras de un simplejo o™ de M son
= (t;, V', 9)

donde ty, ..., t, son las caras de s™. y V; son vecindades de t;.

La frontera de o™ es
6Jn = Z :|:T7;.

Definicion 4.13 Una n-cadena c de M es la suma formal

c= E a;o},

i

donde a; son constantes y o' son n-simplejos en M. Ademds

Jc = Z a;00;".

Denotemos C,(M) al conjunto de todas las n-cadenas sobre M.
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De la definicién de frontera de un simplejo se puede observar que la frontera de una
n-cadena o, es una (n — 1)-cadena, asi

0:C,(M) — C,_1(M), n=12 ..
Proposicion 4.2 Sea ¢ una n-cadena entonces

d(0c) =0

4.4 Integraciéon de formas.

Definicién 4.14 Sea o un p-simplejo, representado en la forma (P, U, @), y w una
p-forma sobre una variedad M, entonces

[om [ m

Como en (4.4) ¢*w es una p-forma podemos usar (4.2) para calcular su integral.

Definicion 4.15 Sea M una variedad de cualquier dimension, w una p-forma sobre M
y ¢ una p — cadena sobre M. Si
C = Z a;0;,

donde a; son constantes y o; son p-simplejos, entonces

/cwzzai/o—iw' (4.5)

Nétese que el lado derecho de (4.5) se puede calcular por (4.4).

Teorema 4.3 (Teorema de Stokes) Sea w una p-forma sobre una variedad M y c

una (p+ 1)-cadena. Entonces
/ w= /dw.
oc c

Demostracion.

Como c¢ es una (p + 1)-cadena, entonces c es la suma de (p + 1)-simplejos con
coeficientes constantes. Por lo cual es suficiente probar

e
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donde o es un (p+1)-simplejo. Sea o un (p+1)-simplejo con representacién (sP+1, U, ¢),
luego por la definicion de integral

Jao=[ o= [ awo.

de aqui que el problema se reduce a un problema del tipo Euclideano.
Sea 7 una p-forma sobre una vecindad U de sP™! en RP*!. Demostremos que

/ n= / dn. (4.6)
Ospt1 gpt1

Dado que 7 es una p-forma, tiene una representacién de la forma
n= ZAi(x)dxl...d:cifldx”l...dpo.

de aqui es suficiente probar (4.6) para el caso monomial.
Sea n = Adz'...dxP, entonces

A
dn = (—1)p$dml...dajp+l.

Recordemos que sP*! consiste de todos los puntos (x!, ..., zP*!) que satisfacen

luego

OA | a
/Sp+1 dn = (_1)p /SP+1 de dxp

EERED!
= (=1)7 / dxt...dxP / 1 aﬂldﬂ“
{2>0, Y7 21<1} 0 OxP

= (=1)" ' 2P, (1 — - ) — Az, ..., 2P zl..daP. (4.
= [ A 0D Ta0) A O e (47)

Analicemos el elemento 9sPT1.
osPtl = (Ro, ...y Rp) + ...

donde 1 = 0 sobre cada una de las otras caras con alguno de los ', ..., 2P constante ahi.

De esta forma
[ o= nat [y
gsptl (R1,sRp41) (B, Rp)

72

Ry
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La cara (R, ..., Rp) es el simplejo estandar dsP, sobre el cual zPH =0, y por esta
razon

—1p+1/ n=-1"+1 Azt ..., 2P, 0)dxt .. .daP,
(R—0,...,Rp) osP

el cual es el segundo término de (4.7).
Luego, haciendo una proyeccién en la direccién de zP*1,

P
/ = / A xl,...,xp,l—in dat...dzP
(Rl,...,Rp+1) (R17"'7RP7R0) 1

P
= (—1)p/ A (ml, vyl 1 — x’) dz’...dxP
(Roy..,Rp) ;
p
= Azt . 2P 1 — ©) dat...dxP, 4.8
/65P (3: x Zm) x*...dx (4.8)

1

el cual es el primer término de (4.7). Por lo tanto la prueba esté terminada.
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Capitulo 5

Teorias de Norma (Gauge).

5.1 Conexiones.

Sea G un grupo de Lie, g su algebra de Lie y V un espacio vectorial de dimension
r, en el cual actiian la representacién del grupo p, y g.!
Por cuestiones de simplicidad, solo trabajaremos con campos de matrices escalares.

Consideremos al campo escalar ® como una 0O-forma con valores en V.
. U—-V,
donde U es un subconjunto abierto de R™.

Definicién 5.1 Una transformacion de Gauge (o de Norma) es una funcion del sub-

conjunto U en el grupo G.
v:U—-G

Transformemos el mapeo ® en ®', mediante la relacién

?'(z) = p(v(2))2(2), (5.1)
donde
p:G— GL(V)

es la representacién de G sobre V, y GL(V) es el grupo de Transformaciones Li-
neales sobre el espacio vectorial V. En lo que resta de este trabajo escribiremos (5.1)
simplemente como

?'(z) = y(z)®(x),
e implicitamente supondremos que una representacion adecuada ha sido elegida.

Nuestro objetivo es estudiar la geometria de la Invariancia de Gauge; es decir, la in-
variancia ante transformaciones del tipo (5.1). Donde v serd tomada como una funcién

Ver apéndice B
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arbitraria suave, ®(x) una transformacién independiente de ®(y), (y # x). Este hecho
puede ser interpretado de la siguiente manera.

Supongamos que tenemos una familia de espacios vectoriales V,, (para cada x en U),
los cuales son isomorfos, pero no idénticos a 'V, tal que los valores de ® en x pertencen
a V.

x — O(x)

Indentificamos a un vector V, con un vector en V, si tienen la misma expansion de
coeficientes con respecto a sus bases. De esta manera, si cambiamos las bases de V,
cambiard ®(z) € V, y por tanto ®'(z) también cambiara.

Definicion 5.2 Sea xg en U y C una curva partiendo de xg, y sea
Q:[0,1] =T,

7= Q(7),

una parametrizacion de C. El transporte paralelo de un vector tangente vg € T, U a lo
largo de C es la familia uniparamétrica de vectores tangentes

vr € Toenu:
cuyas ecuaciones diferenciales determinaremos mas adelante.

Definicion 5.3 Sean z, y en U y C' una curva que empieza en x y termina en y. El
transportador paralelo T'[C], es un elemento de G tal que para todo elemento v € V, que
puede considerarse como un elemento de V,, T'[Clv es identificado como un elemento
de V.

Dado que bajo una transformacion de Norma

v(@) = y(z)v(z) = ' (2),

L[C] - T'[C],

entonces como

se tiene que

i1l
200

~ I~~~
<
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Luego

I'[C] = y(y)TICly ™ (x). (5-2)

Denotaremos al vector tangente a la curva C en el punto Q(7) por Q(7). Definamos
en Q(7) el vector ®(7) € V, que es el resultado de la traslacién paralela de ®(0) a lo
largo de C, entre 0 y 7. Luego, por supuesto, ®(7 + ¢) es el resultado de la traslacién
paralela de C entre 7 y 7 + ¢, y cuando € — 0, podemos considerar el transportador
paralelo como

O(r+e) = O(1)— 6A(Q(T))<I>(T) + 0(e?)
= [I —cA(Q(7))]®(7) + O(£?). (5.3)

~ Aqui A(Q(7)) es la 1-forma A en Q(7) evaluada en la direccién del vector tangente
Q(7) y podria escribirse como A |g(;) (Q(7)). De la ecuacién (5.3) obtenemos una
ecuacion diferencial que describe el transporte paralelo a lo largo de C":

Lb(r) = ~AQ() (7). (5.4

Los teoremas estandares de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias garantizan la
existencia de una tnica solucién para (5.4), una vez que el valor inicial ®(0) es escogido.

De la ecuacién (5.3) podemos ver que el transportador paralelo para porciones in-

finitesimales de C' es I — eA(Q(7)). De esta manera, al sustituir en (5.2) tenemos

I —eA(Q(1)) =4(Q(r + )l — AQ(T))yH(Q(7))- (5:5)

Si desarrollamos en potencias de € se tiene

QT +9) = Q) +2aa(Q(r) + O)

= 7(Q() +edv loe) (Q(7) + O().

Finalmente

A1) = YQMAIQIMN Q) = (dv(Q(M)) Q)
= 1QM)AQ)M)YHQ(T)) +(Q()dyH(Q(7)). (5.6)

Debemos tener cuidado con expresiones como (dv(Q(7)))y~Q(7)), que significa
tomar la derivada exterior de la matriz de funciones 7 (componente a componente),
después evaluar en Q(7) y en la direccién de Q(7), y multiplicar la matriz resultante
por 7~ 1(Q(7)). |
Eligiendo distintas curvas C, puede elegirse que los vectores tangentes Q(7) en (5.6)
coincidan con la totalidad del espacio tangente Tg (- U. De aqui que podamos concluir
que la transformacion de Norma descrita por v actua sobre la conexién A de la siguiente
manera
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A— A =~5Ay 4 ydy L

Si consideramos la porcién de la curva entre 7 = 0 y 7 = 1, la fraccionamos en
N partes, posteriormente hacemos N — o0; considerando ademas que esto significa la
aplicacién sucesiva de la ecuacién (5.3), tenemos la expresion para I'[C]

-t (5
- x4 (@(§))] |- yacon| 20

_. Pe:vp{—/CA} B(0). (5.7)

asi que,

r[C] :Pea:p{—/cA}. (5.8)

La exponencial de camino-ordenado Pexp estd definida por (5.7) y puede escribirse
también como

/0 A A(Q) () AUQ) (1) A((Q) (7). (5.9)

La P significa que se debe tomar en cuenta el orden de las multiplicaciones matri-
ciales A(Q(7;))A(Q(75)), pues en general esta multiplicacién no es conmutativa.

Si G es un grupo abeliano, el orden de los factores en (5.7) y en (5.9) no importa y
Pexp coincide con la funcién exponencial ordinaria.

De (5.5) es facil ver que, bajo transformaciones de Norma, I'[C] se transforma como:

Pexp{— / A’} ZV(Q(l))Pewp{— / A}v‘l@(o))-
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5.2 Curvatura=Intensidad de campo.

Examinemos la dependencia de I'[C], cuando C' cambia, con mas detalle.

Sea C una curva cerrada y S(C) una superficie limitada por C. Usando el teorema
de Stokes podemos escribir, en el caso de la electrodindmica (G=U(1), donde U(1)={l €
C|A = €' con ¢ € R})

rie] = eap{ - [ 4} { /. dA} —en{- [@F). 6w

Esta ecuacién significa que la desviacién de I'[C] de la identidad es determinada por
la integral de la 2-forma, intensidad de campo, F, sobre S(C'). Esta integral no depende
de la superficie S(C) elegida, lo cual se sigue del teorema de Stokes y usando el hecho
de que dF = 0.

Si el grupo G es no-abeliano, el problema es mas complicado debido al camino-
ordenado empleado en la ecuacién (5.8). Nos bastard con la generalizacién no-abeliana
para curvas infinitesimales.

Supongamos que tenemos una curva cerrada C', descrita por la representacion para-
métrica @ : [0,1] — U, y que es de longitud infinitesimal L. Sea S(C) una superficie

infinitesimal (con 4rea de orden L?) limitada por C. Calculemos I'[C] hasta términos
de orden L?

Pexp{—/CA} :I—/O1 drA((Q)(1))
1 T2
+ / drs / dr AQ(m))A(Q(m1)) + O(L?).
0 0

Empleando el teorema de Stokes

/OldTA(Q(T)):/CA:/S(C) dA.

El cual se observa que es un término de orden L?. El siguiente término lo descomponemos
en dos integrales

1 T2 . .
/ drs / A AQr)AQ(n)) = I + 1,
0 0

siendo el integrando de I simétrico y el de I, antisimétrico, bajo intercambio de 7 y
T.

1 T .
Tw=1 / dry / A [AWQ(m) AQ(m)) + AQM)AQ(m)))
0 0
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La integral I, es simple, debido a que, en el integrando, no importa el que las matrices
no conmuten.

1

1
Iy = 4/ dr1dr2[A(Q(m))(Q(72)) + A(Q(12))(Q(1))]
0

= ;{/CA}Q = O(LY).

De esta manera podemos despreciar I; pues es de orden L*. Para calcular I,, introduz-
camos las coordenadas z*, y escribamos

A=A,dx",
i O
Donde A, son matrices cuyas entradas son funciones y Qr = dg—:. Despreciando

términos de orden L* y superiores, tenemos

Iq

/ dry / 071 [A(Q ()0 (72) Ay (Q(r1)) R (1)
1))Q" (1) A (Q(T2))Q”(T2)]
5AH<Q<0>>Av<Q<o>> [ am [ im <1040 () - Q@ )]+ 00)

L4,@0)4,Qu) [ 4™ e - Tar) + o)

0

34(QUO)ALQO)) [ (wda? — a#da) + O(L?)

C

Después de aplicar el teorema de Stokes, se encuentra que

I, = —A (Q(O))/ s, d(zdz" — zdx) + O(L?)

= / A,(Q(0))dz" A Ay (Q(0))dz" + O(L?)

_ —/ ANA+O(L?)
S(C

para obtener finalmente

Pexp{—/A}—I—/ (dA+ ANA)+O(L3
c 5(0)
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comparando esta dltima con (5.10), se define la 2-forma, intensidad de campo (o cur-
vatura) F' como

F=dA+AANA

al igual que A, F' es g-valuada, como lo ilustra la siguiente ecuacion

1
ANA = A A da! Ndx' = §(AMAUd:E“ Ndz' — AyAudat A dx®)
1
= 5[/1“, Apldat A dx?
- Laa
2
Asi que podemos escribir
1 " .
F = §Fw,dx A dzx

6 usando el tensor intensidad de campo ordinario

Fiw = 0uAy — 00 Ay + [Au, Ayl
Finalmente, bajo una transformacién de Norma, F' se transforma de acuerdo a la repre-
sentacién adjunta; es decir, si
A =~yAy 7 4 ydy Tt (5.11)

entonces

F'=dA + ANA =~yFy7!

Notemos el parecido que presenta la ecuacién (5.11) con la ecuacién (3.4), de lo cual
podemos concluir que la transformacion de norma se puede interpretar como un cambio
de base, y Q corresponde a la conexién (también conocida en electromagnetismo como
el potencial 6 campo de norma).
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Conclusiones

Hemos visto que a partir de conceptos del Algebra Lineal como Espacio Vectorial,
Combinacién Lineal, Bases, Dimensién, Transformacion Lineal y Funcionales Lineales;
asi como del manejo de Calculo de varias variables y ademads del conocimiento de con-
ceptos de Topologia, se puede construir la Teoria de las Formas Diferenciales sobre
Variedades.

El empleo de Formas Diferenciales en la Integracién en Varias Variables es sencillo
y surge de manera natural, al cambiar de coordenadas un dominio de integracion, el
Jacobiano de la transformacion.

El manejo de indices, cuando se usan los tensores, es demasiado dificil y se pierde la
interpretacion de éstos; con Formas Diferenciales no ocurre esto.

Las Formas Diferenciales se pueden aplicar a Variedades Diferenciales, en las cuales
no estd definida de manera necesaria una Métrica. La tnica operaciéon que requiere del
uso de Métrica es la operacion Estrella de Hodge.

Las ecuaciones de Maxwell y el Teorema de Stokes en Variedades Diferenciales adop-
tan una forma sencilla cuando se les escribe en términos de Formas Diferenciales.

Su uso, en el Calculo de Curvaturas Media y Gaussiana es sencillo, pero la ventaja
de su uso, sobre métodos tradicionales, se manifiesta més claramente cuando se usa para
Calcular el Tensor de Curvatura en Variedades mas complicadas.

De su aplicacion a las Teorfas de Norma y a los Sistemas Méviles concluimos que
una transformacién de Norma en realidad significa una elecciéon de una base de vectores
distinta. Como en el Algebra Lineal, no cambia el contenido Fisico de una Teoria; se
describe la misma Teoria, solo que visualizada por distintos observadores, cada uno con
su propio sistema de referencia.

Si bien, el manejo del Algebra de Formas Diferenciales es dificil, al principio, esta
dificultad es compensada al percatarnos de la amplitud de aplicaciones que ésta tiene.
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Apéndice A

A.1 Variedades.

Definicion A.1 Sea V un conjunto y n un nimero natural. Un sistema coordenado F
sobre V es un regla que asigna a a cada punto x de V, n nimeros reales x',z2, ..., 2" ,

las 27 son llamadas las coordenadas de x en el sistema F'.

Se podria decir que F' es una funcién entre R® y V. Supongamos que F' es inyectiva
y que dom(F) es abierto.

Si F, G son dos sistemas de coordenadas, entonces F o G~! es una funcién de R” a
R™,

Definicion A.2 Se dice que dos sistemas de coordenadas F', G son compatibles si F' o
G y su inversa G o F~1 son diferenciables.

Definicién A.3 Sea M un espacio topoldgico. Una carta para M es un par (V,F),
donde V es un subconjunto abierto de M y F' como se definié anteriormente. En este
sentido al conjunto V se le conoce como vecindad coordenada.

Definicién A.4 Un atlas es una coleccion de cartas {(V,, F}.)}, tales que las vecin-
dades coordenadas correspondientes cubren a V.

Definicion A.5 Una variedad n-dimensional M es un espacio topolégico para el cual

existe un atlas, tal que sus vecindades coordenadas cubren a M y son homeomorfas a
un dominio de R™.

A.2 Vectores tangentes.

Definicién A.6 Sea M una variedad, denotaremos por FO(M) al espacio de todas las
funciones suaves con valores reales sobre M.
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Definicion A.7 Sea P un punto en una variedad M. Un vector tangente v en P es un

operador
v:F'(M) - R

el cual satisface

a) viaf +bg) = av(f) +bv(g), a,b constantes
b)v(f-9)=g(P)-v(f)+ f(P)-v(g)

El operador v asigna a cada funcién suave f sobre M un ndmero real v(f).

Proposicion A.1 Sea P un punto en una variedad M y sea v un vector tangente,
entonces para cualquier nimero real ¢ y funcion f se tiene

v(c) =0,
v(cf) = co(f).

Demostracion.
Como
v(0) =v(1-0+1-0)=v(0)+ v(0).

se tiene que v(0) = 0. Ademas por el inciso (b) de la definicién A.7, tomandoa f =g =1
v(1) =v(1-1) = g(P)o(1) + f(P)v(1) = v(1) + v(1),

asi v(1) = 0, de manera andloga se demuestra que v(c¢) = 0 para cualquier nimero real
c. Ahora

v(ef) = v(ef +0-g) = v(f) + 0v(g) = ev ().
[ |

Proposicién A.2 Sea (z!,22,...,2") un sistema de coordenadas locales, vdlido en al-

guna vecindad de P. Entonces cada uno de los operadores

0
Ozt

Vi
P

son wvectores tangentes.

Demostracion.

Veamos que se cumplen (a), (b) de la definicién A.7
_ Oaf+bg)| _ Of dg
(&) vi(af +bg) = o’ P ¢ Bz P o ozt

or| ;99

- g@xi I ozt

= avi(f) + bvi(g).
p

() vi(f ) = 2L

= 9(P)vi(f) + f(P)vi(g)-

P
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Teorema A.1 FEl conjunto de todos los vectores tangentes en P forma un espacio vec-
torial, Tp, llamado el espacio tangente de M en P. Ademds los vectores v; forman una
base de este espacio.

Demostracion.

Sea
1

1
yen ) p = (¢, ...c).
Si v es algin vector tangente de P, entonces v(z') = v(z* — ¢!) = a’. Si f es alguna
funcién suave sobre M, podemos expandir a f en su serie de Taylor en términos de
primer orden

(x

_ of
- Ozt

f0) = fle) + Y (a = gile), gi(c)

I

P

entonces
v(f) = () +v (Y@ - gile)
= V() + D@ = )| vig(e) + gi@lpv (Y@ - )
= V(f(e) + (¢ = Iv(gile) + Yogile)] o

.0
= > d I (A1)
o' | p
ya que f(c) es una constante, por la proposiciéon A.1 v(f(c)) = 0. Luego
o,
v = a'—
Z ozt p
con lo cual queda demostrado que {v;} forma una base para el espacio tangente.
[ |
Sean (a',a?, ...,a") las componentes de v respecto a las coordenadas del sistema x.
Si y es otro sistema de coordenadas en Py
-0
v = b'— ,
Z ayz p
i i irq1 n j ayi
entonces por la regla de la cadena b = v(y') = v(y'(z", ...,z")) = Z ajw , la cual
x
P

es llamada la regla de transformacién de componentes de un vector contravariante del
calculo tensorial.

Definicion A.8 Un campo vectorial sobre M consiste de una asignacion suave de
un vector tangente en cada punto de M. En coordenadas locales

v = Z a'(x) aaxi, a'(x) suaves.
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Si P pertenece a la interseccén de dos vecindades coordenadas

D
v=2 V0

Hly(x) = 3l (x) 5L

Definicion A.9 Sean M y N dos variedades. Dado un mapeo suave
F:M—N
definimos el mapeo tangente correspondiente

T,F : T;M — TN

utilizando las coordenadas x',x2, ..., 2" en una vecindad de x € M vy las coordenadas

vt y?, ..., yP en una vecindad de F(z). Con estas coordenadas el mapeo F es representado
por ‘ '
y = FI(zh 2%, "), i=1,2,..p.

y v es representada por
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Apéndice B

Para poder entender la teoria que se ha desarrollado en el capitulo 5, es necesario
estar familiarizado con la teoria de grupos de Lie. Es por esta razén que en este apéndice
damos los conceptos necesarios para entender las Teorias de Norma.

B.1 Grupos de Lie

Definicién B.1 (Grupo de Lie) Un grupo de Lie (real, de dimension finita) es un
conjunto G el cual es, al mismo tiempo, una variedad diferenciable y un grupo, tal que
su estructura de grupo es diferenciable. Esto significa que los mapeos

GxG—a,
(9:9") — 99,

G — G,

g—gt

son diferenciables.

Definicion B.2 Sea G un grupo de Lie, M una variedad. Una representacion de G
sobre M es un mapeo diferenciable

GxM-—M

(9,7) — pgx

tal que para cada elemento g
pg: M — M

es un difeomorfismo de M que satisface

Pe = ZdMa
Pg © Pg" = Pgg’

Es decir, una representacién es un grupo de homomorfismos de G en Diff(M). Fre-
cuentemente la representacion del grupo G es denotada simplemente por p.

Entre las representaciones mas utilizadas para grupos de Lie tenemos las siguientes:
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Definicién B.3 Definimos las traslaciones izquierdas L,

Ly:GxG—G
(g,h) — Lgh := gh

Definicién B.4 Definimos las traslaciones derechas Ry

Ry,:GxG—C(C
(9,h) — Rgh = hg

Definicion B.5 La representacion adjunta de un grupo de Lie G, es una representacion
de G en si mismo, y es definida mediante el automorfismo

GxG—G
(9,h) — ghg™" (B.1)

Definicion B.6 Una representacion p es llamada lineal si la variedad sobre la que ésta
opera es un espacio vectorial V y si todos los difeomorfismos py son transformaciones
lineales.

B.2 Algebras de Lie.

Sea vect(U) el espacio vectorial de dimensién infinita de todos los campos vectoriales
definidos sobre U. Como elementos infinitesimales del grupo continuo de difeomorfismos
de U sobre si mismo Diff(U), vect(U) forma un algebra de Lie. En efecto, podemos
definir la operacién [-, -], de dos campos vectoriales v y w, que en coordenadas se expresan

Z 0 Z 0
— 1 — J

v Z,U@a;i’ v jwamj’
definimos las componentes de [v, w] por

-0 .0 0
.:§ : i Il
v, w]: (U ari Y 8x"> Oxd’

1,J

A esta operacion |-, -] se le denomina bracket de Lie. Esta definicién es independiente
de las coordenadas y tiene las siguientes propiedades:
a) [+, -] es bilineal
b) [-,+] es antisimétrico
[v,w] = —[w, v]

c) Satisface la identidad de Jacobi

[Uv [uv U)H = [[U7 u]? w] + [u7 [U7 w”
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Definicién B.7 Un espacio vectorial (de dimension finita o infinita) dotado con un
producto [,] que satisface las propiedades anteriores se denomina un Algebra de Lie.

Definicion B.8 Sea V un dlgebra de Lie, y sea W subespacio vectorial de V. Si el
bracket de Lie es una operacion cerrada en W, entonces decimos que W es una sub-
dlgebra de Lie.

Definicion B.9 Un campo vectorial A definido sobre un grupo de Lie G es llamado
izquierdo-invariante (6 simplemente invariante) si éste es invariante bajo toda tras-
lacion izquierda:

(ThLg)(A(R)) = A(gh) Vg € G.

La combinacién lineal de campos vectoriales invariantes es un campo invariante,
debido a que T} L4 es un mapeo lineal. También, el bracket de Lie de dos campos vecto-
riales invariantes es un campo vectorial invariante. De aqui que los campos vectoriales
invariantes forman una sub-dlgebra de Lie de vect(G). Denotamos esta sub-algebra por

g.

En efecto, cada campo vectorial invariante es determinado de manera tinica por su
valor A(e) € T.(G); es decir,
A(g) =T.LsA(e).

si d = dim(G) y {Ai(e), ..., Aq(e)} forman una base de T.G, entonces los correspon-
dientes campos vectoriales invariantes Aji,..., Ay son una base de g. Mas aln, estos
campos vectoriales son linealmente independientes en cada g € G.
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