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Introduccion

El mundo se encuentra rodeado de muchas cosas maravillosas que el hombre observa,
tratando de obtener el mayor provecho de ellas y asi, descubrir nuevas ciencias. Las
Mateméticas son una de estas maravillosas ciencias que el ser humano ha creado, a
través de curiosidad, observacién de las cosas que nos rodean, y preguntdndose el
por que de lo que sucede a nuestro alrededor. Por esto y més, las Matematicas son
una herramienta indispensable para la repuesta a muchas interrogantes, aplicdndola
diariamente, en el movimiento de un auto, el vuelo de un avién, los avances médicos,
el comportamiento de un ecosistema, etc.; al igual que sucede en las ciencias Fisicas,
Quimicas, Econémicas, Biol6gicas, Sociales, etc. por mencionar algunas de las tantas

existentes.

Existe mucha teoria matemdtica para llevar a cabo ciertas aplicaciones, como la
Optimizacién, Teoria de Aproximacién, Probabilidad, Ecuaciones Diferenciales, etc.
En particular las Ecuaciones Diferenciales son una herramienta ttil a la realizacién
de ciertos comportamientos en las aplicaciones, ya que éstas llevan intrinseca la idea
de movimiento de cambio instantdneo. Esto nos permite pasar en todo momento, de

los conceptos estrictos, a su geometria, y de ésta a las aplicaciones. Involucrando asi



a los Sistemas Dindmicos.

El uso que en la Biologfa, Ecologfa, Quimica, etc. hacen de los Sistemas Dindmicos
de ecuaciones diferenciales, es fundamental para describir la dindmica de los sistemas
que se analizan. La utilidad de Ecuaciones Diferenciales constituye una forma ade-
cuada de describir la dindmica de un sistema, ya que éste puede ser considerado
variante en el tiempo.

Uno de los precursores de las ecuaciones diferenciales, para crecimiento de pobla-
ciones fue John Graunt. Durante el siglo XVIII, varios escritores discutieron sobre
el comportamiento de la poblacién humana y de muchas especies, sin embargo no
posefan informacién suficiente para dar ciertos resultados.

Por otro lado el término dindmico se refiere a fenémenos que producen pautas
tiempo-cambio, las caracteristicas de la pauta en un tiempo son interrelacionadas con
éstas en otros tiempos. El término es casi sinénimo con tiempo-evolucién o pautas
de cambio. Casitodos los fenémenos observados en nuestros dias o en investigaciones
cientificas tienen importantes aspectos dindmicos. Uno de ellos es la modelacién de
poblaciones.

Por todo lo anterior, se tiene el siguiente objetivo.

Objetivo General

Estudiar algunos conceptos y resultados sobre bifurcacién uni-para-
métrica de Sistemas Dindmicos, aplicar éstos a algunos modelos
de crecimiento de poblaciones gobernados por ecuaciones diferenciales or-
dinarias, haciendo énfasis en el comportamiento del Sistema debido al

parametro de bifurcacién que interviene en el modelo.



Estructura del trabajo.

En el primer capitulo se dd una introduccién a lo que son los sistemas dindmicos,
explicando los principales conceptos que intervienen en este tema. Se formulan ciertos
criterios de estabilidad para los conjuntos invariantes simples (equilibrios y érbitas
periédicas).

Ms4ds adelante se exponen definiciones que son necesarias tales como: equivalencias
topolégicas, y de bifurcaciones de un sistema dindmico, por mencionar algunas. Tam-
bién se d4 la definicién de sistemas dindmicos topolégicamente equivalentes. Estaidea
es usada para definir sistemas estructuralmente estables y bifurcaciones. La clasifi-
cacién topoldgica de puntos de equilibrio genéricos y puntos fijos de sistemas dindmi-
cos, definidos por ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas, es dada por mapeos
iterados y la geometria del esquema fase es estudiada cerca de tales puntos. Un dia-
grama de bifurcacién de un sistema pardmetro-dependiente es introducido como una
particién de éste espacio paramétrico inducido por la equivalencia topoldgica de
esquemas fase correspondientes. También son definidas formas normales topolégicas
para bifurcaciones.

En el segundo capitulo se presentan resultados importantes de bifurcaciones uni-
paramétricas de puntos de equilibrio en sistemas dindmicos tiempo continuo. Dos
bifurcaciones genéricas de codimensién uno, de deformacién y Andronov-Hopf, son
estudiadas en detalle siguiendo la misma idea general. Formulacién de la correspon-
diente forma normal topoldgica y anélisis de bifurcaciones; reduccién de un sistema
genérico pardmetro-dependiente a su forma normal para los términos anteriores de

un cierto orden; y demostracién de que los términos de orden-superior no afectan el



diagrama de bifurcacién local.

En el tercer capitulo se presentan algunas aplicaciones de la teorfa con algunos
modelos de poblaciones, principalmente en una y dos dimensiones.

Por ultimo, en el cuarto capitulo se realiza un enfoque numérico. Ya que en muchos
casos la aplicaciéon de métodos numéricos es una herramienta para atacar el compor-
tamiento del problema real. Los métodos utilizados son: Euler, Euler modificado y

Runge-Kutta.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos: Su Equivalencia

Topolégica, Bifurcacién y Estabilidad

1.1 Sistemas dinamicos

La idea de un sistema dindmico es la formalizacién matematica del concepto cien-
tifico general de un proceso deterministico. El estado pasado y futuro de muchos
estados Fisicos, Quimicos, Biol6gicos, Econémicos, etc., pueden ser predecidos con
una cierta aproximacién conociendo su estado presente y las leyes que gobiernan su
evolucién. El material que se expone en este capitulo, puede encontrarse parcialmente
en [Glendinning], [Hale], [Kuznetsov], [Perko],[Smale].

9
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1.1.1 Espacio estado

Todos los posibles estados de un sistema son caracterizados por los puntos de algin
conjunto X. Este conjunto es llamado el espacio estado del sistema. La especificacién
de un punto z € X no sélo debe ser suficiente para describir la posicién "instantdnea"
del sistema, sino también para determinar su evolucién. A menudo, el espacio estado

es llamado un espacio fase, siguiendo una tradicién de la Mecanica Cldsica.

1.1.2 Tiempo

La evolucién de un sistema dindmico significa un cambio en el estado del sistema
en el tiempo ¢ € T, donde T' es un conjunto de nimeros. Se consideran dos tipos
de sistemas dindmicos: tiempo continuo (real) 7= R, y tiempo discreto (enteros)
T = 7. Sistemas del primer tipo son llamados sistemas dindmicos tiempo-continuo,
mientras que los otros son llamados sistemas dindmicos tiempo-discreto. Los sistemas
de tiempo-discreto aparecen naturalmente en Ecologia y Economifa. En este trabajo

se estudiardn principalmente los sistemas dindmicos tiemp o-continuo.

1.1.3 Operadores evolucién

La componente principal de un sistema dindmico es una ley de evolucién que deter-
mina el estado x; del sistema en el tiempo ¢, proporcionado el estado inicial zy. La
manera general de especificar la evolucién es suponer que para t € T estd dado un

mapeo ! definido en el espacio estado X:
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o X — X, (1.1)

el cual transforma un estado inicial z, € X en algiin estado x; € X en tiempo ¢ :

z = i, (1.2)

El mapeo ¢! es a veces llamado el operador evolucion del sistema dindmico. Este
se puede conocer explicitamente; sin embargo, en algunos casos, estd definido indirec-
tamente y puede ser calculado sélo aproximadamente. En el caso de tiempo-continuo,
la familia {¢'}, . de operadores evolucién es llamada un flujo.

Note que @'z puede no estar definido para todos los pares (x,t) € X x T . Sis-
temas dindmicos con operadores evolucion ¢! definidos para ambos t > 0y ¢t < 0
son llamados invertibles. En tales sistemas el estado inicial z¢ no solo define comple-
tamente el estado futuro del sistema, sino también su comportamiento en el pasado.
Sin embargo, es ttil considerar sistemas dindmicos cuyo comportamiento futuro para
t > 0 estd completamente determinado por su estado inicial xy en t = 0, pero la
historia para ¢t < 0 puede no ser reconstruida claramente. Tales sistemas dindmicos
(no invertibles) son descritos por operadores evolucién definidos solo para ¢t > 0 (i.e.,
parat € Ry o Zy). En el caso de tiempo-continuo, son llamados semiflujos.

El operador evolucién tiene dos propiedades naturales que reflejan el cardcter

deterministico del comportamiento del sistema dindmico. Primero

P =id (1.3)
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Figura 1.1: Operador evolucién

donde id es el mapeo identidad en X, id x = x para todo x € X. La propiedad
(1.3) implica que el sistema no cambia su estado "espontdneamente." La segunda

propiedad del operador evolucién dice

P = plop® (14)

Esto significa que

¢t =l (p°x) (1.5)

para todo x € X y t,s € T , tal que ambos miembros de la ecuaciéon (1.5) son
definidos. Esencialmente la propiedad del estado (1.4) que resulta de la evolucién del
sistema en el curso de t + s unidades de tiempo, empezando en un punto x € X, es lo
mismo como si al sistema se le permite primero cambiar del estado = sobre inicamente
s unidades de tiempo, y después evolucionar sobre las siguientes ¢ unidades de tiempo
resultando el estado ¢ *z (ver figura 1.1). Propiamente, si las leyes que gobiernan el
comportamiento del sistema no hacen cambios en el tiempo, el sistema es " auténomo".

Para sistemas invertibles, el operador evolucién ' satisface la propiedad (1.4)

para t y s ambos negativos y no negativos. En tales sistemas, el operador ¢~ es la
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inversa para ¢!, (¢')™ = p7¢, ya que
o ot = id (1.6)

Un sistema dindmico tiempo-discreto con ¢ entero se especifica completamente con

s6lo un mapeo ( f = ¢!) , llamado "mapeo tiempo-uno". Usando (1.4), obtenemos

PP=plop'=fof=f (1.7)

donde f ? es la segunda iteracién del mapeo f. Similarmente

o= f* (1.8)

para todo k > 0.
Finalmente, para muchos sistemas, @'z es una funcién continua de € X, y
t € R. Aqui, la continuidad estd supuesta para ser definida con respecto a la norma
o métrica correspondiente en X. Es mds, muchos sistemas definidos en R", o en
variedades suaves en R", son tales que p'x es suave como una funcién de (x,t). Tales

sistemas son llamados sistemas dindmicos suaves.

1.1.4 Definicién de un sistema dindmico
Ahora podemos dar una definicién formal de un sistema dindmico.
Definicién 1 Un sistema dindmico es una tripleta {T', X, ¢}, donde T es un

congunto tiempo, X es un espacio estado y ©' : X — X es una familia de operadores

evolucion parametrizados por t € T y cumpliendo las propiedades (1.3) y (1.4).
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1.2 Orbitas y esquemas fase.

. La geometria bésica asociada con sistemas dindmicos {7, X, ¢'} son sus drbitas en

el espacio estado y el plano fase compuesto de estas orbitas.

Definicién 2 Una orbita que empieza en un punto fijo xo es un subconjunto orde-

nado del espacio estado X :

Or(zg) = {T € X :x='ry, para todot € T tal que Y'xy esta deﬁm’do} . (19

Las ¢rbitas son a menudo llamadas trayectorias. Si y, = @'z, para algtn ¢y, el

conjunto Or(zg) y Or(yo) coinciden.

Definicién 3 Un punto o € X es llamado un punto de equilibrio (punto fijo

para el caso discreto) si ptay = xq para todo t € T.

Reservaremos el nombre "punto de equilibrio" para sistemas dindmicos de tiempo-
continuo, mientras que usaremos el término "punto fijo" para objetos correspondientes

a sistemas de tiempo-discreto.

Definicién 4 Un ciclo es una drbita periddica, es decir una drbita Ly sin puntos de
equilibrio, tal que cada punto xo € Lo, satisface ptToxg = Gty con alguin Ty > 0,

para todot € T'.

El T minimo con esta propiedad es llamado el periodo del ciclo Ly. Si un sistema
empieza su evolucién en un punto xp en el ciclo, éste regresard al mismo punto después

de cada Ty unidades de tiempo. El sistema exhibe oscilaciones periddicas. En el
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Lo Lo

{a) L)

Figura 1.2: Orbitas periédicas en (a) tiempo-continuo y (b) tiempo-discreto

caso tiempo-continuo un ciclo L es una curva cerrada en el plano (ver figura 1.2 (a)),

mientras que en el caso discreto es una sucesion de puntos (ver figura 1.2 (b)).

Definicién 5 Un ciclo de un sistema dindmico tiempo-continuo, en una vecindad en

la cual no hay otros ciclos, es llamado un ciclo limite.

Definicién 6 FEl diagrama de fase o esquema fase de un sistema dindmico es

una particion del espacio estado en orbitas.

El esquema fase o diagrama de fase contiene mucha informacién sobre el compor-

tamiento de un sistema dindmico.

1.3 Conjuntos invariantes

El concepto de conjunto Invariante, es usado para sistemas que no tienen puntos
de equilibrio, excepto en que el vector estado tienda a seguir una pauta fija cuando

aumenta el tiempo.
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1.3.1 Definicién y tipos

Para seguir clasificando elementos de un diagrama de fase en particular, posiblemente

estados asintéticos del sistema, se usa la siguiente definicién.

Definicién 7 Un conjunto invariante de un sistema dindmico {T,X o'} es un

subconjunto S C X tal que o € S implique ©'zo € S para todot € T.

Mediante esta definicién 'S C S para todo ¢t € T. Siempre podemos restringir el
operador evolucién ¢! del sistema a su conjunto invariante S y considerar un sistema
dindmico {T,X ,Q/)t}, donde ' : S — S es el mapeo inducido por ¢! en S. Usaremos
el stmbolo ¢! para la restriccién, en lugar de 1%,

Si el espacio estado X estd acotado con una métrica p, podemos considerar conjun-

tos invariantes cerrados en X.

1.3.2 Estabilidad de conjuntos invariantes

Para representar un estado asintéticamente estable de un sistema dindmico, un con-
junto invariante Sy puede ser estable; en otras palabras, éste debe "atraer" érbitas
cercanas. Supongamos que tenemos un sistema dindmico {7",X,¢!} con un espacio

estado métrico completo X. Sea Sy un conjunto invariante cerrado.

Definicién 8 Un conjunto invariante Sy es llamado estable si

(i) para cualquier vecindad suficientemente pequena U D Sy existe una vecindad
V D Sy tal que ¢tz € U para todo x € V y todo t > 0;

(i) existe una vecindad Uy D Sy tal que p'x — Sy para todo x € Uy, cuando

t — +00.
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La propiedad (i) de la definicién es llamada estabilidad seqiin Lyapunov. La

propiedad (ii) es a veces llamada estabilidad asintética. Hay conjuntos invariantes
que son estables segiin Lyapunov pero no asintéticamente estables.

Si 2° es un punto fijo de un sistema dindmico tiempo-discreto suave, de dimensién

finita, entonces condiciones suficientes para su estabilidad pueden ser formuladas en

términos de la matriz Jacobiana evaluada en xg.

Teorema 9 Consideremos un sistema dindmico tiempo-discreto
x— f(x),z € R™, (1.10)

donde f es un mapeo suave. Supongamos que éste tiene un punto fijo .770, es decir
f(@%) = 29 y denotando por A la matriz Jacobiana de f(z) evaluada en 29,
A= f .(2°). Entonces el punto fijo es estable si todos los eigenvalores i, [y, .-, fiy,

de A satisfacen |p;| < 1,1=1,2,....n.

Los eigenvalores de un punto fijo son usualmente llamados multiplicadores.

1.4 Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos

La forma mds comin de definir un sistema dindmico tiempo-continuo es por medio
de ecuaciones diferenciales. Supongamos que el espacio estado de un sistema
es X =R" con coordenadas (1,23, ..., %,). Si el sistema estd definido sobre una
variedad, pueden considerarse como coordenadas locales sobre éste. Muy a menudo

las leyes de evolucién del sistema estdn dadas explicitamente, en términos de la
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velocidad &, como funcién de las coordenadas:
i = fi(r1, 20, 2), 1=1,2,..,n, (1.11)

o en el vector de la forma

b= f(2) (112)

donde la funcién vectorial f : R ® — R™ es supuesto ser suficientemente diferencia-
ble (suave). La ecuacién (1.12) representa un sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias auténomas, (ODEs).

Pocos tipos de ecuaciones diferenciales pueden resolverse analiticamente (en tér-
minos de funciones elementales). No obstante, por suavidades del segundo miembro,

las soluciones son garantizadas a existir de acuerdo con el siguiente teorema [Perko],

[Smale].

Teorema 10 (Existencia, unicidad y dependencia suave). Consideraremos un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

% = f(z), = € R", (1.13)
donde f : R® — R", es suave en una region abierta U C R". Entonces hay una
funcion dnica x = x(t, 20), © : RXR" — R" que es suave en (t, ), y satisface, para
cada xy € U, las siguientes condiciones :

i) x(0,z0) = o ;
ii) Existe un intervalo J = (=04, 0,), donde 015 = 612(x0) > 0, tal que, para todo
te

y(t) = z(t,xy) € U. (1.14)
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Orf) "

Figura 1.3: Orbita y curva solucién

y = fy(). (1.15)

El grado de suavidad de x(t, 29) con respecto a xg en el Teorema 10 es el mismo
que de f en funcién de z. La funcién x = x(t,z), considerada como una funcién
de tiempo t, es llamada una solucidn que empieza en xg. Estan definidos, para cada

xg € U, dos objetivos: una curva solucion

Cr(zg) ={(t,z) :ax = x(t,z),t € J} CR xR" (1.16)

y una drbita , la cual es la proyeccién de Cr(xq) dentro del espacio estado,

Or(zg) ={z:x=x(t,z),t € J} CR" (1.17)

(ver la figura 1.3).

Ahora podemos definir el operador evolucién ¢t : R* — R™ por la férmula

plag = x(t, 7o), (1.18)
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el cual asigna a xy un punto sobre la érbita a través de xy que es pasado t unidades de
tiempo después. Obviamente, {R, R", '} es un sistema dindmico tiempo-continuo.
Este sistema es invertible. Cada operador evolucion ¢! estd definido para z € U y
t € J, donde J depende de 7 y es suave en z. En la préctica, el operador evolucién ¢
correspondiente a un sistema suave de ODEs pueden ser encontradas numéricamente
sobre intervalos de tiempo fijos con una precisién deseada.
Los puntos de equilibrio de un sistema definido por (1.12) son ceros del campo

vectorial dado por su término del lado derecho:

fl@)=0 (1.19)

Claramente, si f(z°) = 0, entonces ¢'zg = 70, para todo ¢ € R. Para notacién mas
corta, cuando nos referimos a puntos de equilibrio, en algunas ocasiones escribiremos
simplemente equilibrios. La estabilidad de un punto de equilibrio puede detectarse sin
solucionar el sistema, como puede ser aplicando funciones de Lyapunov. (Apéndice
A)

En la siguiente seccién veremos algunos métodos eficientes para probar la presencia
de ciclos bajo perturbaciones pequenas del sistema (por ejemplo, por variacién de

pardmetros del cual depende el sistema).

1.5 Mapeos de Poincaré

Hay muchos casos en donde los sistemas dindmicos tiempo-discreto (mapeos) operan
naturalmente en el estudio de sistemas dindmicos tiempo-continuo definidos por ecua-

ciones diferenciales. Llamaremos mapeos de Poincaré alos mapeos que surgen de las
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s S POa Yo

Figura 1.4: Mapeo de Poincaré asociado con un ciclo.

EDOs.

1.5.1 Mapeos de Poincaré y estabilidad de ciclos

Consideremos un sistema dindmico tiempo-continuo definido por

i=f(z), zeR" (1.20)

con f suave. Supongamos que (1.20) tiene una ¢rbita periédica Lo. Tomemos un
punto zg € Ly e introduzcamos una seccién transversal . para el ciclo en este
punto (ver la figura 1.4). La seccién transversal Y es una hipersuperficie suave de
dimensién n — 1, interceptando Ly en un dngulo no cero. Ya que la dimensién de
>~ es uno menos que la dimensién del espacio estado, diremos que la hipersuperficie
>~ es de "codimensién" uno, simbolizado con, codim )~ = 1. Supongamos que )
estd definida cerca del punto xo por el conjunto de nivel-cero de una funcién escalar
g:R" —R, glao) =0,

S = {z €R": g(x) = 0} (1.21)

Un angulo de interseccién no cero ("transversalmente"), es decir, por medio del
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gradiente

Vi) = (e e ) 02

no es ortogonal a Lo en zp esto es,

(Vyg(xo), f(x0)) # O (1.23)

donde (-, -) es el producto escalar estdndar en R™. La eleccién mds simple de > es un
hiperplano ortogonal al ciclo Lo en zp. Una seccién transversal es obviamente dada

por un conjunto de nivel-cero de la funcién lineal

g(z) = (f(20), x — 0). (1.24)

Consideremos ahora 6rbitas de (1.20) cerca del ciclo L. El mismo ciclo es una érbita
que empieza en un punto en Y y regresa a y. en el mismo punto (zo € ). Ya
que la solucién de (1.20) depende suavemente de su punto inicial (Teorema 10), una
érbita que empieza en un punto z € Y suficientemente cerca a rp también regresa a
> en algun punto T € > cerca de z5. Ademds, érbitas cercana también interceptan

> transversalmente. Asf, un mapeo P: ), — ),
x — T = P(z), (1.25)
es construido.

Definicién 11 El mapeo P es llamado un mapeo de Poincaré asociado con el ciclo

Lo.

El mapeo de Poincaré P estd localmente definido, tan suave como el miembro

de la derecha de (1.20), y es invertible cerca de z,. La invertibilidad se



23

sigue de la invertibilidad del sistema dindmico definido por (1.20). El mapeo inverso
P13 — 3 puede ser construido extendiendo la érbita Y transversalmente
hacia atrds en el tiempo, después alcanzando su intersecciéon previa con la seccién
transversal. El punto de interseccién z¢ es un punto fijo del mapeo de Poincaré:
P(xy) = .

Se permite introducir coordenadas locales { = (fl, o, "'757171) en) talque £ =0
corresponde a z . Entonces el mapeo de Poincaré serd caracterizado por un mapeo
localmente definido P : R"™! — R™!, el cual transforma ¢ correspondiente a 2 en
€ correspondiente a 7,

P() = & (1.26)

El origen £ = 0 de R""! es un punto fijo del mapeo P : P(0) = 0. La estabilidad
del ciclo Ly es equivalente a la estabilidad del punto fijo £, = 0 del mapeo de Poincaré.
Asi, el ciclo es estable si todos los eigenvalores (multiplicadores) fiq, fig, .., fh,,_1 de la
matriz Jacobiana (n— 1) X (n — 1) de P,

dP

A=

le=o, (1.27)

son localizadas dentro del circulo unitario || = 1 (ver Teorema 9).
Para los multiplicadores se tiene el siguiente lema, cuya demostracién se encuentra

en [Kuznetsov], [Perko|, [Smale].

Lema 12 Los multiplicadores jiy, flo, ..., th,,_1 de la matriz Jacobiana A del mapeo de
Poincaré P asociado con un ciclo Ly son independientes del punto xg en Lo, la seccion

trasversal > y las coordenadas locales sobre éste.
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De acuerdo al Lema 12 podemos usar cualquier seccién trasversal ) | para calcular
los multiplicadores del ciclo: el resultado serd el mismo.
Denotemos z0(t) una solucién periédica de (1.20), 2°(t + 1) = 29(t), correspon-

diente a un ciclo Lo. Representaremos una solucién de (1.20) en la forma
2(t) = 2°(t) +u(t), (1.28)
donde p(t) es una desviacién de la solucién periédica. Entonces,
() = #(t) — i°(t) = F°(F) + ult) — F°(O) = AWu(®) + O(lu(®)]P).  (1:29)
Truncando el término O([|u(t)||*) resultan en el sistema lineal Ty-periédico
w(t) = A(t)u, ueR", (1.30)
donde A(t) = f.(2°(t)), A(t+ To) = A().

Definicién 13 El sistema (1.30) es llamado la ecuacion variacional alrededor del

ciclo Ly.

Naturalmente, la estabilidad del ciclo depende de las propiedades de la ecuacién

variacional.

Definicién 14 La matriz M(t) tiempo-dependiente es llamada la matriz fundamental

solucion de (1.20) si ésta satisface
M = A(t) M, (1.31)

con la condicion inicial M (0) = I, la matriz identidad n X n.
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Cualquier solucién u(t) para (1.30) satisface
u(Ty) = M(Ty)u(0) (1.32)

La matriz M (T}) es llamada una matriz de monodromia del ciclo Ly. La siguiente
formula de Liouville expresa el determinante de la matriz de monodromia en términos

de la matriz A(t):

To
det M (Tp) = exp {/ trA(t)dt} (1.33)
0
Teorema 15 La matriz de monodromia M (Ty) tiene wvalores propios

17/1’17/1’27"'711’71717 (134)

donde p; son los multiplicadores del mapeo de Poincaré asociado con el ciclo Lo .

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [Kuznetsov], [Perko],

[Smale].

1.6 Equivalencia de Sistemas Dindmicos

En esta seccién se introducen y discuten las ideas fundamentales que se utilizardn en el
siguiente capitulo: equivalencia topolégica de sistemas dindmicos y sus clasificaciones,
bifurcacién, diagramas de bifurcacién, y formas normales topolégicas para bifurca-
ciones. Aqui se tratara sélo con sistemas dinamicos en el espacio estado X = R™.
La comparacién de cualquier objeto estd basada en una relacion de equivalencia,
nos permite definir clases de objetos equivalentes y para el estudio de transiciones

entre estas clases. Asi, tenemos que especificar cuando definimos que dos sistemas



26

Mg

Figura 1.5: Equivalencia topologica.

" o equivalentes. Consideremos dos sis-

dindmicos son "cualitativamente similares
temas dindmicos como equivalentes si sus esquemas fase son "cualitativamente

similares", es decir, si un esquema puede ser obtenido de otro par una transforma-

cién continua (ver la figura 1.5)

Definicién 16 Un sistema dindmico {T ,R™,¢'} es topoldgicamente equivalente a
{T,R",U)‘t} si existe un homeomorfismo h : R" — R™ mapeando drbitas del primer

sistema a drbitas del sequndo sistema, preservando la direccion en el tiempo.
Consideremos dos sistemas tiempo-continuo topolégicamente equivalentes:

z = f(z), veR” (1.35)

y=9(y), yeR" (1.36)

con el miembro de la derecha suave. Sean (ot y 4! los flujos correspondientes.
Supongamos que y = h(z) es un mapeo invertible h: R* — R", el cual es suave

junto con su inversa (h es un difeomorfismo) y tal que, para todo z € R?,

flx) = M~ (x)g(h(z)), (1.37)
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donde
dh(z)

es la matriz Jacobiana de h(z) evaluada en el punto x. Entonces, el sistema (1.35)
es topoldgicamente equivalente al sistema (1.36). Efectivamente, el sistema (1.36) es
obtenido del sistema (1.35) por el cambio suave de coordenadas y = h(z). Asi, h

mapea soluciones de (1.35) en soluciones de (1.36),

h(p'e) = v'h(a), (1.39)

y puede hacer el papel de la regla del homeomorfismo en la definicién 16.

Definicién 17 Dos sistemas (1.35) y (1.36) satisfaciendo (1.87) para algin difeo-

morfismo h son llamados suavemente equivalentes (o difeomdrficos).

Dos sistemas difeomérficos son practicamente idénticos y puede verse como el
mismo sistema escrito usando diferentes coordenadas. Ciclos limite difeomdrficos
tienen los mismos multiplicadores y periodos.

Supongamos que pu = p(x) > 0 es una funcién escalar positiva suave y que el

miembro de la derecha de (1.35) y (1.36) estdn relacionadas por

fz) = w(x)g(z). (1.40)

para todo x € R™.

Definicién 18 Dos sistemas (1.35) y (1.86) satisfaciendo (1.40) para una funcién

positiva suave j son llamados orbitalmente equivalentes.
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Claramente, dos sistema orbitalmente equivalentes pueden ser no-difeomorfos, te-
niendo ciclos que parezcan la misma curva cerrada en el espacio fase pero tienen

periédos diferentes.

Muy a menudo estudiamos sistema dindmicos localmente, es decir, no en todo el

espacio estado R™ si no en algunas regiones U C R™.

Definicién 19 Un sistema dindmico {T,R™,¢'} es llamado localmente topologi-
camente equivalente cerca de un punto de equilibrio xy a un sistema dindmico
{T,R",z/)t} cerca de un equilibrio yo si existe un homeomorfismo h:R"™ — R" tal
que

(i) Es definido en una vecindad pequeria U C R™ de xg;

(i) Satisface yo = h(zo);

(i) Mapea drbitas del primer sistema en U dentro de drbitas del segundo sistema

en V = f(U) C R™, preservando la direccion en el tiempo.

Una combinacién de suavidades y orbitas equivalentes dan una relacién de

equivalencia itil, la cual usaremos frecuentemente mas adelante.

Definicién 20 Dos sistemas (1.35) y (1.36) son llamados suave orbitalmente

equivalentes si (1.86) es suavemente equivalente a un sistema que es orbitalmente

equivalente a (1.35).



29

1.7 Clasificacién topolégica de puntos de equi-
librio genéricos y puntos fijos

En esta seccién estudiaremos la geometria del plano fase cerca de puntos genéricos, es
decir, puntos de equilibrio hiperbdlicos en sistemas dindmicos tiempo-continuo y se

presenta su clasificaciéon topoldgica.

1.7.1 Equilibrio hiperbdlico en sistemas tiempo-continuo

Consideremos un sistema dindmico tiempo-continuo definido por
i =f(x), xzeR" (1.41)

donde f es suave. Sea xy = 0 un punto de equilibrio del sistema y A denota la matriz

Jacobiana 4

4. evaluado en xo. Sean n_, ng, y n4+ el nimero de valores propios de A

(contando multiplicidades) con parte real negativa, cero y positiva respectivamente.

Definicién 21 Un punto de equilibrio es llamado hiperbdlico si ng = 0, esto es,
st no hay eigenvalores sobre el eje imaginario. Un punto de equilibrio hiperbdlico es

llamado punto silla hiperbdlico sin_ni #0.

Ya que una matriz genérica no tiene eigenvalores sobre el eje imaginario (ng = 0),
la hiperbolicidad es una propiedad tipica y un punto de equilibrio en un sistema
genérico es hiperbdlico. Estudiamos la geometria del esquema fase cerca de un punto

de equilibrio hiperbdlico en detalle. Para un punto de equilibrio, introduciremos dos



30

conjuntos invariantes:

Wo(zo) = {19’z — 20,t — 400}, W) = {: ¢’z —> zo,t — —00},
(1.42)

donde ¢' es el flujo asociado con (1.41).

Definicién 22 W*(zg) es llamado el conjunto estable de xqy, mientras W*(xq) es

llamado el conjunto inestable de xy.
Los siguientes teoremas se pueden encontrar en [Kuznetsov].

Teorema 23 (Variedad estable local) Sea xy un punto de equilibrio hiperbdlico
(i.e., ng = 0 ,;n_+ny =n ). Entonces la interseccion de W*(xo) y W"(xo) con
una vecindad suficientemente pequeria de xy contiene sub-variedades suaves W, (o)
y Wi .(zo) de dimension n_ y n., respectivamente.

Ademds, W (xo) (respectivamente Wk (x0)) es tangente en xo a T (respecti-
vamente T"), donde T*® (respectivamente T*) es el correspondiente eigen-espacio

generalizado para la union de todos los eigenvalores de A con ReA < 0 (ReX > 0).

El siguiente teorema da la clasificacién topoldgica del punto de equilibrio hiper-

bélico.

Teorema 24 El esquema fase del sistema (1.41) cerca de dos puntos de equilibrio
hiperbdlicos, xo y 1o, son localmente topoldgicamente equivalentes, si y sélo si, estos
puntos de equilibrios tienen el mismo nimero n— y ny de eigenvalores con Re A < 0

y con Re A > 0, respectivamente.
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A menudo, los puntos de equilibrio z y y son también llamados topolégicamente

equivalentes.
Definicién 25 Nodos y focos son ambos llamados antisillas.

Los puntos estables en dos dimensiones tienen variedades estables bidimen-
sionales y no tienen variedades inestables. Para equilibrios inestables la situacién es la
contraria. Los puntos silla tienen variedades uni-dimensionales estables e inestables,

algunas veces llamadas separatrices.

1.7.2 Ciclos limite hiperbdélicos

Con apoyo de los mapeos de Poincaré, podemos definir los ciclos limite hiperbdlicos
en sistemas tiempo-continuo y describir la topologia de ¢érbitas fase cerca de tales

ciclos. Considérese un sistema dindmico tiempo-continuo
z=f(z), veR" (1.43)

con f suave y supongamos que existe una érbita periddica aislada (ciclo limite) Lo
de (1.43). Sea Y una seccién transversal local al ciclo de dimensién (n — 1)
(codim 3~ = 1) con coordenadas & = (&, ...,&,_1)7. El sistema (1.43) define local-
mente un mapeo P suave invertible (un mapeo de Poincaré) de Y en > a lo largo
de las 6rbitas de (1.43). El punto &, de interseccién de Ly con Y es un punto fijo
del mapeo P, P(£,) =&,.

Generalmente, los puntos fijos £, son hiperbdlicos, entonces existen variedades

invariantes

Wog) = {6 € 3" PHE) — &, k— —oo} (1.44)
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WEg) = {€€ D PHE — & k— +oo} (1.45)

de dimensiones n_ y n4 respectivamente , donde nt son el nimero de eigenvalores
de la mariz Jacobiana de P en &, localizada dentro y fuera del circulo unitario.
Recordando que n_ +n, = n—1y que los eigenvalores son llamados multiplicadores
del ciclo. Las variedades invariantes W*"(£y) son la interseccién con Y. de las

variedades estables e inestables del ciclo:

W5(Lo) = {x : o'z — Lo, t — +o0},

1.46
Wu(Lg) = {x: pla — Lg, t — —o0}, (1.46)

donde ¢t es el flujo correspondiente a (1.43).

Un ciclo limite es llamado hiperbdlico si &y es un punto hiperbdlico del mapeo
de Poincaré. Similarmente, un ciclo hiperbdlico es llamado un ciclo silla si este
tiene ambos multiplicadores dentro y fuera del circulo unitario (i.e., n—ny # 0).
Recordando que el producto de los multiplicadores es siempre positivo; por lo tanto
el mapeo de Poincaré preserva orientaciones en Y . . Esto impone algunas restricciones

sobre la localizacién de los multiplicadores en el plano complejo.

1.8 Bifurcacién y diagramas de bifurcacién

Ahora consideremos un sistema dindmico que depende de pardametros. En el caso

tiempo-continuo se escribird como

T = f(z,a) (1.47)
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donde x € R" y o € R™ representan las variables fase y pardmetros respectivamente.
Considere el esquema fase del sistema. Como los pardmetros varfan, el esquema fase
también varfa. Existen dos posibilidades: El sistema permanece topoldgicamente

equivalente al original o su topologia cambia.

Definicién 26 La presencia de una topologia no equivalente al esquema fase bajo la

variacion de pardmetros serd una bifurcacion.

Asi, una bifurcacién es un cambio del tipo topolégico del sistema cuando sus
pardmetros pasan a través de un valor de bifurcacién (critico).

Las bifurcaciones de ciclos limite que corresponden a bifurcaciones locales de
mapeos de Poincaré asociados, son llamadas bifurcaciones locales de ciclos.

También existen bifurcaciones que no pueden ser detectadas buscando en vecin-
dades pequeflas de puntos de equilibrio (puntos fijos) o ciclos. Estas bifurcaciones
son llamadas globales.

El esquema paramétrico junto con su esquema fase caracteristico constituyen un

diagrama de bifurcacién.

Definicién 27 Un diagrama de bifurcacion del sistema dindmico es una estrati-
ficacion de su espacio paramétrico inducido por la equivalencia topoldgica, junto con

su esquema fase representativo para cada estado.

La bifurcacién de Andronov-Hopf de un punto de equilibrio es caracterizada por
una condicién de bifurcacion, es decir, la presencia de un par de eigenvalores imagi-

narios puros de la matriz Jacobiana evaluada en su equilibrio.

Re )\172 =0 (148)
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Cuando una frontera es cruzada, la bifurcacién ocurre.

Definicién 28 La  codimensidon  de una bifurcacion en el sistema  (1.47)
es la diferencia  entre la  dimension del espacio paramétrico y la dimension

de la correspondiente frontera de bifurcacion.

1.9 Forma normal topolégica para bifurcaciones

Afortunadamente, los diagramas de bifurcacién no son enteramente "caéticos". Con-

sideremos dos sistemas dindmicos.

&= f(zr,a), z€R", acR™ (1.49)

y=9(y.B8), yeR" BeR™ (1.50)

con f y g suaves con el mismo nimero de variables y pardmetros. La siguiente
definicién es parecida a la Definicién 16, con modificaciones necesarias debido a la

dependencia de pardmetros.

Definicién 29 El sistema dindmico (1.49) es topologicamente equivalente a (1.50)
St
(i) Emiste un homeomorfismo del espacio paramétrico P : R™ — R™, 5 = p(«);
(ii) Existe un  homeomorfismo  paramétrico dependiente del espacio fase
hg : R" — R y = h,(z), mapeando drbitas del primer sistema con valores paramétri-
cos « dentro de drbitas del segundo sistema con valores paramétricos 3 = p(«) preser-

vando la direccion en el tiempo.



35

Otra definicién que surge en relacién a (1.47) para comportamientos locales del
sistema, por ejemplo, en vecindades pequenas del origen del espacio estado, para

valores de pardmetros pequenos es:

Definicién 30 Dos sistemas (1.49) y (1.50) son llamados locales topoldgicamente
equivalentes cerca del origen si existe un mapeo (x, ) — (ha(z),p(a)) definido
en una vecindad pequeria de (z,«) = (0,0) en el producto directo R™ x R™ y tal que
i) p: R™ — R™ es un homeomorfismo definido en una vecindad pequenia de
a=0,p(0) =0
it) ha : R" — R™ es un homeomorfismo pardmetro dependiente definido en una
vecindad pequeria Uy de x =0, ho(0) =0 y mapeando drbitas de (1.49) en Uy dentro

de orbitas de (1.50) en ho(Uca), preservando la direccion del tiempo.

Sea el sistema

§=9(¢B0), CERBER oER (1.51)

el cual tiene en 8 = 0 un equilibrio ¢ = 0 satisfaciendo %k condiciones de bifurcacién
determinando una codim k de bifurcacién de este punto de equilibrio. Aqui o es un
vector de los coeficientes 04,7 = 1,2,...,1 del polinomio involucrado en (1.51). En
todos los casos consideraremos que hay un nimero infinito de regiones en el espacio
de coeficientes correspondiente a los diagramas de bifurcacién topoldgicamente no
equivalentes de (1.51). En la situacién mds simple, los coeficientes o; = 1 excepto un
simple o;, = £1. En situaciones mas complejas, algunas componentes de o pueden

tomar valores reales (modulados).
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Junto con el sistema (1.51), consideremos un sistema
= f(z,a), z € R", a € R (1.52)
teniendo en o = 0 un equilibrio x = 0.

Definicién 31 (Forma normal topoldgica) El sistema (1.51) es llamado una
forma normal topoldgica para la bifurcacion, si cualquier sistema genérico (1.52) con
el punto de equilibrio x = 0 satisfaciendo las mismas condiciones de bifurcacion en
a =0, es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen de (1.51) para algin

valor del coeficiente o;.

Naturalmente, tenemos que explicar que significa un sistema genérico. En todos
los casos consideraremos, "genérico" aquel sistema que satisface un mimero finito de

condiciones genéricas. Estas condiciones tendrédn la forma de no igualdad:
N #0, i=1,2,..,s, (1.53)

donde cada N; es alguna funcién (algebraica) de ciertas derivadas parciales de f(z, «)
con respecto a x'y a evaluada en (z, ) = (0,0). Asi, un sistema "tipico" pardmetro-
dependiente satisface estas condiciones. Actualmente, el valor de o esta determinado
por valores de N;,i=1,2, ..., s.

Esto es 1til para distinguir estas condiciones genéricas, las cuales son determinadas
por el sistema en el valor de pardmetro critico @ = 0. Estas condiciones pueden ser
expresadas en términos de derivadas parciales de f(x,0) con respecto a z evaluada en
x =0, y son llamadas condiciones no degenerativas . Todas las otras condiciones, en

la cual las derivadas de f(x, a) con respecto al pardmetro « estdn involucradas, son
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llamadas condiciones de transversalidad. El papel de estos dos tipos de condiciones
es diferente. Las condiciones no degenerativas garantizan que los equilibrios criticos
(singularidades) no son también degenerados (i.e., tipicamente en una clase de equi-
librios satisfacen las condiciones de bifurcacién dadas), mientras que las condiciones
de transversalidad aseguran que los parametros "desarrollan " estas singularidades en

una forma genérica.

Definicién 32 (Sistema inducido) El sistema

y=g9y,B), yeR", pBeR™ (1.54)

se dice ser inductdo por el sistema

&= f(z,a), z€eR", acR™ (1.55)

si g(y,B) = f(y,p(B)), donde p: R™ — R™ es un mapeo continuo.

Note que el mapeo p no es necesariamente un homeomorfismo, entonces este puede

no ser invertible.

Definicién 33 (Deformacion Versal) El sistema (1.51) es una deformacion ver-
sal para la correspondiente bifurcacion local si cualquier sistema (1.52), con el
equilibrio x = 0 satisfaciendo las mismas condiciones de bifurcacion y condiciones no
degenerativas en o = 0, es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen a

un sistema inducido por (1.51) para algunos valores de los coeficientes ;.

Con ésta definicién se concluye el capitulo.
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Capitulo 2

Bifurcaciones uni-paramétricas de
equilibrios en sistemas dinamicos

tiempo-continuo

En este capitulo formularemos condiciones definiendo las bifurcaciones més simples
de equilibrios en sistemas tiempo-continuo n-dimensionales: la bifurcacién de defor-
macién y la de Hopf, misma que se presentard en un ejemplo concreto en el

siguiente capitulo, [Hale], [Kuznetsov], [Perko].

2.1 Condiciones de bifurcacién mas simples.
Considere un sistema tiempo-continuo dependiendo de un pardmetro uni-dimensional:

= f(x,a), veR" a€eR, (2.1)

39
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tal (b}

Figura 2.1: Codimension 1 casos criticos

donde f es suave con respecto a 'y a. Sea x = x un punto de equilibrio hiperbélico
en el sistema para @ = . Se puede variar el pardmetro y controlar el equilibrio.
Es claro que existen, genéricamente, sélo dos formas en las cuales las condiciones de
hiperbolicidad pueden violarse. Cualquier eigenvalor simple tiende a cero y tenemos
A1 = 0 (ver figura 2.1 (a)) , o un par de eigenvalores simples complejos alcanzan el
eje imaginario y tenemos A1 2 = Fiwp, wo > 0 (ver figura 2.1 (b)) para algin valor
del pardmetro.

El resto del capitulo esencialmente serd desarrollado para la prueba de que un
punto de equilibrio no hiperbdlico satisfaciendo una de las condiciones anteriores es
estructuralmente inestable y para el andlisis de las bifurcaciones correspondientes del

esquema fase local bajo la variacién de pardmetros. Veamos las siguientes definiciones.

Definicién 34 La bifurcacion asociada con la presencia de un Ay =0 es llamada una

bifurcacion de deformacion (o tangente).

Esta bifurcacién tiene muchos otros nombres, incluyendo punto limite, bifurcacion

nodo-silla y punto de turing.

Definicién 35 La bifurcacion correspondiente a la presencia de Ao = Fiwg, wo > 0,

es llamada una bifurcacion de Hopf.
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Figura 2.2: Bifurcacién de deformacion.

2.2 La forma normal de la bifurcacién de deforma-
cién

Consideremos el siguiente sistema dindmico uni-dimensional dependiendo de un

pardmetro:

r=a+a2"= f(z,a) (2.2)

En a = 0, este sistema tiene un equilibrio no hiperbélico zo = 0 con A = f,(0,0) = 0.
El comportamiento del sistema para todos los otros valores de o también es claro (ver
figura 2.2). Para a < 0 existen dos equilibrios en el sistema x1,2 = i\/ja , el de la
izquierda es estable, mientras que el de la derecha es inestable. Para a > 0 no hay
equilibrios en el sistema. Mientras que a cruza el cero de valores negativos a positivos,
los dos equilibrios (estable e inestable) "chocan" formando en v = 0 un equilibrio con
A =0, y desaparece. Esta es una bifurcacién de deformacién. El término "colisién" es

apropiado ya que la velocidad de llegada (dia xlyz(a)) del equilibrio tiende a co cuando
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o= ==

Figura 2.3: Bifurcacién de deformacion en el espacio fase paramétrico.

a— 0.
Existen otras formas de presentar esta bifurcacién: trazando un diagrama de
bifurcacién en el producto directo del espacio fase y espacio paramétrico (simplemente,

el plano (z,«)). La ecuacién

F@,a) =0 (2.3)

define una variedad de equilibrio, la cual es simplemente la pardbola o = —z2 (ver
figura 2.3). Fijando algin «, podemos facilmente determinar el nimero de puntos
de equilibrio en el sistema para este valor del pardmetro. La proyeccién del punto
de equilibrio variando dentro del eje paramétrico tiene una singularidad del tipo de
deformacién en (z, ) = (0,0).

El sistema & = o — 2° puede ser considerado en el mismo camino. El analisis
revela dos puntos de equilibrio operando para « > 0.

Ahora adicionemos al sistema (2.2) términos de orden-mayor que pueden depender

suavemente del pardmetro. Sucede que estos términos no cambian cualitativamente el
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comportamiento del sistema cerca del origen & = 0 para valores paramétricos cercanos

a a = 0. Consideraremos el siguiente lema.

Lema 36 El sistema

#=a+ 2?4+ 0(z?) (2.4)

es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen al sistema & = o + 22

La prueba se hace en dos pasos. Basada sobre el hecho de que para sistemas
escalares, un homeomorfismo que mapea equilibrios también mapeard su conexién de

6rbitas. Para detalles de la demostracién ver [Kuznetsov]

2.3 Bifurcacién de deformacién genérica

Mostraremos en dos pasos que el sistema (2.2) (con un posible cambio de signo en el
termino 22) es una forma normal topolégica de un sistema genérico uni-dimensional
teniendo una bifurcacién de deformacion.

Supongamos el sistema
& =f(z,a), z€R a€R (2.5)

con f suave teniendo en o = 0 el equilibrio 2 =0 con A = f;(0,0) = 0. Expandiendo

f(x,a) como serie de Taylor con respecto a z enx =0 :
flz,0) = fola) + fil@)r + fa(a)z?® +O(z?). (2.6)

Satisface dos condiciones:  fo(0) = f(0,0) = 0 (condicién de equilibrio) y

f1(0) = £.(0,0) =0 (condicién de bifurcacién de deformacién).
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La idea principal de los siguientes cdlculos simples es: por cambios invertibles
suaves de las coordenadas y el pardmetro, transformando el sistema (2.5) en la forma
(2.2) anterior e incluyendo los términos de segundo orden. Entonces el Lema 36 puede
aplicarse, haciendo posible dibujar el término de orden mayor. Estas condiciones
especificardn cuales sistemas uni-paramétricos tienen una bifurcacién de deformacién
que puede ser considerada como genérica. Procederemos exactamente en esta forma
analizando la bifurcacién de Hopf después aqui mismo.

Paso 1 (Cambio de coordenadas). Realizar un cambio lineal de coordenadas in-

troduciendo una nueva variable ¢:
E=a+0, 2.7)

donde & = d(a) es una funcién a priori desconocida que serd definida después. La

transformacién de coordenadas inversa es
r=&£—-94., (2.8)
Sustituyendo (2.7) en (2.5) obtenemos
€= = fol@) + fi(@) (€ = 8) + fala)(€ = 8)* + - -~ (2.9)

Por lo tanto,

&= [fola) = fi(@)d + fa(@)d® + O(6%)]

+[f1(@) = 2f2()d + O(0*)] € + [fa(a) + O(0)] € + O(E?).

(2.10)

Supongamos que

f2(0) = %fm(0,0) #0 (2.11)
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Entonces existe una funcién suave 6(a) que elimina el término lineal en la ecuacién
de arriba para todo |a| suficientemente pequeno. Esto es justificado con el teorema
de la funcién implicita (Apéndice B). En verdad, la condicién para que el término

lineal desaparezca es escrito como.
Fla,0) = fi(a) — 2fs(a)d + 6% (e, 8) =0 (2.12)

con alguna funcién suave 1. Tenemos

F(0,0) =0, % l0.0)= —2/2(0) + 2(0)1(0,0) = —2f2(0) # 0 (2.13)
OF _ ffa) - 23(0)5 + 8%/ (0. -
%ﬂwzﬂ@—ﬁmw+@%mm:ﬁ@ (2.15)

lo cual implica (localmente) la existencia y unicidad de una funcién suave § = d(«)
tal que 6(0) = 0y F'(a,d(a)) = 0. Se sigue que expandiendo §(a) en serie de Taylor

_ fi0)
2£2(0)

0(a) a+0(a?) (2.16)

La ecuacién para £ ahora contiene términos no lineales:
¢ = [f3(0)a+ 0(”)] +[£2(0)+ O(@)] € + O(&) (2.17)

Paso 2 (Introduccion de un nuevo parametro). Considerar como un nuevo pardmetro

p = p(a) al término constante de (2.17) (¢-independiente):

1= f(0)a+a%(a) (2.18)
donde ¢ es alguna funcién suave. Tenemos:

a) p(0) =0

b) #(0) = £5(0) = fa(0,0)

(2.19)
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Si suponemos que

fa(0,0) #0 (2.20)
entonces el Teorema de la Funcién Inversa (Apéndice B) implica la existencia y uni-
cidad local de una funcién inversa suave a = a(u) con a(0) = 0. Por lo tanto la

ecuacién (2.17) ahora es
§=p+a(pé+ 0, (2.21)
donde a(p) es una funcién suave con a(0) = f2(0) # 0 debido a la primera suposicién
(2.11).
Paso 3 (Escalamiento lineal). Sea n = |a(u)| € y B = |a(p)| 1 entonces obtenemos
=B+ sn*+ O(7°) (2.22)
donde s = sig a(0) = £1.
Por lo tanto, el siguiente Teorema estd probado.
Teorema 37 Supongamos que un sistema uni-dimensional

i = f(x,a), € R, «a€R, (2.23)

con f suave, tenemos en o= 0 el equilibriox =0, y sea A = f,(0,0) = 0. Asumamos

que las siguientes condiciones son satisfechas:
f22(0,0) #0 (2.24)

fa(0,0) #0 (2.25)
Entonces existen condiciones invertibles y cambios paramétricos transformando el sis-
tema en

=8+ +0). (2.26)
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Usando el Lema 36, podemos eliminar O(5®) y finalmente llegar a que el resultado

general se sigue.

Teorema 38 (Forma normal topoldgica para la Bifurcacion de deforma-

cion). Cualquier sistema genérico escalar uni-paramétrico
i = f(w,0) (2.27)
teniendo en o = 0, un equilibrio © = 0 con A = f,(0,0) = 0, es local topoldgicamente

equivalente cerca del origen a una de las siguientes formas normales

UEET (2.28)

2.4 Forma normal de la Bifurcacién de Hopf

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales dependiendo de un

parametro:

i1 = ax —x2 — z1(23 + 23),

. 2.29
Fo = 21 + awe — zo(2? + 23), (2.29)

Este sistema tiene un punto de equilibrio en ; = x5 = 0 para todo . Tomando sélo

el término lineal y la matriz Jacobiana

a —1
A= (2.30)
1 «
el sistema tiene eigenvalores A\, = a £ i. Introduciendo la variable compleja

P . 2 _ - . . L
2 = a1+ iv2, Z = 11 — iTe, |2|° = 2z = 2% + 23, Esta variable satisface la ecuacién

diferencial

2 =&+ idy = a(ry +i39) + (3 + i79) — (21 + i3) (23 + 23) (2.31)



48

s Xz ¥

Figura 2.4: Bifurcacién supercritica de Hopf.

y podemos por lo tanto reescribir el sistema (2.29) en la siguiente forma compleja:
2= (a+i)z —z|zf (2.32)
Finalmente, usando la representacién z = pe’®, obtenemos

z= pee + pipe’? (2.33)

PEY +ippe’? = pe(a + i — p?) (2.34)
el cual da la forma polar del sistema (2.29)

p=pla—p?
p=1

(2.35)
Bifurcaciones del esquema fase del sistema cuando « pasa a través del cero puede
analizarse facilmente usando la forma polar, ya que la ecuacién para py ¢ en (2.35)
son impares. La primera ecuacion (la cual puede obviamente ser considerada solo para

p > 0) tiene el punto de equilibrio p = 0 para todos los valores de . El equilibrio es

linealmente estable si v < 0, éste queda estable en av = 0 pero no linealmente (entonces
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Figura 2.5: Bifurcacién supercritica de Hopf en el espacio fase paramétrico.

el indice de soluciones convergente a cero no es exponencialmente mas grande); para
a > 0 el equilibrio llega a ser linealmente inestable. Ademads, existe un punto de
equilibrio estable adicional py(a) = v/ para a > 0. La segunda ecuacién describe
una rotacién con velocidad constante. Asi, por superposicién de la idea definida por
las dos ecuaciones de (2.35), obtenemos el siguiente diagrama de bifurcacién para
el sistema original en 2-dimensiones (2.29) (ver figura 2.4). El sistema siempre tiene
un equilibrio en el origen. Este equilibrio es un foco estable para a < 0 y un foco
inestable para « > 0. En el valor del pardmetro critico @« = 0 el equilibrio no es
linealmente estable y topolégicamente equivalente al foco. Algunas veces, éste es
llamado un foco de atraccién débil. Este equilibrio es rodeado para o > 0 por una
6rbita cerrada aislada (ciclo limite), éste es tnico y estable. El ciclo es un circulo de
radio py(a) = /. Todas las érbitas que empiezan fuera o dentro del ciclo excepto
en el origen, tienden al ciclo cuando ¢ — oo. Esta es una bifurcacién de Andronov

Hopf.

Esta bifurcacién puede también representarse en el espacio (x,y,«) que es un
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Figura 2.6: Bifurcacién subcritica de Hopf.

espacio de bifurcacién (ver figura 2.5). Presentando la a-familia de ciclos limite,
forman una superficie paraboloide.

Un sistema que tiene términos no lineales con el signo opuesto

i1 = awy — a9 + 21(22 + 23),

2.36
Ty = w1 + g + a2 + 23), (2:36)

el cual tiene la siguiente forma compleja:
2= (a+i)z+z|2f (2.37)

se analiza de la misma forma (ver figura 2.6 y 2.7).

Conclusiones y Observaciones:

(1) Vimos que existen dos tipos de bifurcaciones de Andronov-Hopf. La bifur-
cacion en el sistema (2.29) es a menudo llamada supercritica por que el ciclo limite
existe para valores positivos del pardmetro a ("después" de la bifurcacién). La bifur-
cacién en el sistema (2.36) es llamada subcritica ya que el ciclo estd presente "antes"

de la bifurcacién.
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Figura 2.7: Bifurcacién subcritica de Hopf en el espacio fase paramétrico.

(2) En ambos casos tenemos una pérdida de estabilidad del equilibrio en o = 0
bajo incremento del pardmetro.

(3) Acerca de la interpretacion de bifurcaciones de Hopf super y sub-critica deben
considerarse con cuidado. Si consideramos v como una variable lenta y le agregamos

al sistema (2.29) la tercera ecuacién

a=¢ (2.38)

con € pequeno pero positivo, entonces la serie de tiempo resultante (x(t), y(t), a(t))
demostrard algunos grados de "intensidad".

(4) Finalmente, consideremos un sistema sin términos lineales:

L= (a+i) (2.39)

Este sistema también tiene una familia de 6rbitas periddicas incrementando la ampli-
tud, pero todas ellas son presentadas en o = 0 cuando el sistema tiene un centro en

el origen (ver figura 2.8). Esto dice que el ciclo limite del paraboloide "degenera" en
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Figura 2.8: "Bifurcacién de Hopf" en un sistema lineal.

el plano a = 0 en el espacio-(z, y, «) en este caso. Estas observaciones hacen natural

la presencia de ciclos limites pequenos en el caso no lineal.

Ahora agregaremos algunos términos de orden mayor al sistema (2.29), y

escribamos éste en forma del vector

()= (52 () e () +oaan (2.40)

donde z = (x1,25)7, |z]|* = 23 + 22,y O(||z||*) pueden depender suavemente de .

Lema 39 El sistema (2.40)es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen

al sistema (2.29)

Por lo tanto, los términos de orden mayor no afectan el comportamiento del sis-

tema.
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2.5 Bifurcacién genérica de Hopf

Ahora podemos decir que cualquier sistema genérico de 2-dimensiones sufriendo una
bifurcacién de Hopf puede ser transformado a la forma (2.40) con una posible
diferencia en el signo del término cibico.

Consideramos un sistema de la forma
7= f(r,0a), v=(v,75)7 €R? a€R, (2.41)

con una funcién f suave, que tiene en & = 0 el punto de equilibrio z = 0 con
eigenvalores A2 = Fiwp, wo > 0. Por el teorema de la funcién implicita, (Apéndice
B) el sistema tiene un tnico equilibrio zo(«) en algunas vecindades del origen para
todo |a| suficientemente pequetio, ya que A = 0 no es un eigenvalor de la matriz
Jacobiana. Podemos realizar un cambio de coordenadas, situando este equilibrio en
el origen. Por lo tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que x = 0 es
el punto de equilibrio del sistema para |a| suficientemente pequenio. Asi, el sistema

puede escribirse como

&= Ala)z+ F(z,a) (2.42)

donde F' es una funcién vectorial suave con componentes Fio teniendo expansiones
_ 1 2
de Taylor en & comenzando con al menos términos cuadrdticos, F' = O(||z|"). La

matriz Jacobiana A(«a) se escribe como:

Ala) = (2.43)
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con funciones suaves de o como sus elementos. Sus eigenvalores son las raices de la

ecuacién caracteristica, la que se reduce a:
det(A(@) = M) = (a(a) = )(d(@) = ) — (c(a)(a)) (2.44)

ad —aX =M +X —ed=0

o simplemente:

N —oA+A =0, (2.45)

donde o =o(a) = ala)+d(a) = tr A(a), y A = Aa) = a(a)d(a) — b(a)c(a)

= det A(«). Entonces,
1 0
Ma(a) = 5 (o(@) £ /o2 (a) — 4A(a)) (2.46)
La condicién de bifurcaciéon de Hopf implica
a(0) =0,A(0) =wg >0 (2.47)
Para |a| pequeio, introduciendo
1 1
o) = éo(a), w(a) = 5 VAA(a) = 02(a) (2.48)
y por lo tanto obtenemos la siguiente representacién para los eigenvalores :

A(a) = Ma), Aa(a) = A(«a) (2.49)

donde

Ma) = p(a) +iw(e), w(0) =0,w(0) =we> 0 (2.50)
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Lema 40 Introduciendo una variable compleja z, el sistema (2.42) puede escribirse

para || suficientemente pequenio como una simple ecuacidn:
z=XMa)z + g(2,%,a) (2.51)
donde g = O(|2|%) es una funcion suave de (2,7, ).

Prueba:

Sea g(a) € C? un eigenvector de A(a) correspondiente a el eigenvalor A(«) :

A@)g(a) = Ma)g(a) (2.52)

Siempre es posible normalizar p con respecto a q :

(p(a), q(e)) =1, (2.53)

donde (-,-) significa el producto escalar estdndar en C? (p,q) == D11 + D2g2.
Cualquier vector © € R? puede representarse exclusivamente para cualquier o pe-
queno como

z =zq(a)+z q(a) (2.54)
para algin z complejo, siempre que los eigenvectores son especificados. Realmente,

tenemos una férmula explicita para determinar z:

2 = (pla),a) (2.55)
Para verificar esta férmula (que resulta de tomar el producto escalar con p de ambos

lados de (2.54)), tenemos que probar que (p(a),q(«)) = 0. Este es el caso, ya que

g = <p, :iA71> = % (ATpq) = % (p,9) (2.56)
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y por lo tanto
A _
(1 - j) () = 0 (257)

Pero A\ # A ya que para todo || suficientemente pequeno tenemos w(a) > 0. Asi, la
unica posibilidad es (p, q) = 0.

La variable compleja z obviamente satisface la ecuacién
2= Na)z + (p(e). F(zq() +% qe). a)) , (2.58)
teniendo la forma requerida (2.51) con
9(2,2,0) = {p(a), F(zq(@) +Z q(a), @) - (2.59)

con esto finaliza la demostracién del Lema 40.
No hay razén para esperar que g sea una funcién analitica de z (i.e., z-independiente).

Escrita g como una serie formal de Taylor en dos variables complejas (z y z):

_ 1 _
9(z,z,0) = Z mgkz(a)zk z, (2.60)
k+1>2
donde
akH
gr(@) = ———— (p(a), Fzq(a) + Z q(@), a)) |-=o, (2.61)
0280z

parak+1>2 k,1=0,1,..

Afirmaciones:

(1) La ecuacién (2.54) impone una relacién lineal entre (x1,z2) y la parte real e
imaginaria de z . De este modo, la introduccién de z puede verse como un cambio
invertible de variables, y = T'(a)x, y tomando z = y; + iy2. Como es visto de

(2.54), las componentes (y;, y») son las coordenadas de z en la eigenbase real de A(«)



57

compuesta por {2Req, —2Img}. En esta base, la matriz A(a) tiene su forma real

canénica (Jordan):

(o) —w(a)
J(@) = T(a)A()T ™ (a) = / (2.62)
w(a)  pla)

(2) Supongamos que en o = 0 la funcién F(z, o) de (2.54) estd representada como
1 1 4
F(2,0) = 5 Bla,2) + 5 Cla,2,2) + O(al"), (2.63)

donde B(z,y) y C(x,y,u) son funciones vector multilineales simétricas de

2,9, u € R?. En coordenadas, tenemos

Bi(z,y) J;l 022%550 le—o Ty, i=1,2 (2.64)
y
Ci(z,y,u) ]gl ngaéiaof le=o Tjypw, ©=1,2. (2.65)
Entonces,
B(zq+72q,2¢+%2q) = 2°B(q,q) + 22 2B(q,q) + 22B(¢,q) (2.66)

donde ¢ = ¢(0),p = p(0), entonces los coeficientes de Taylor gu, k + 1 = 2, de los

términos cuadréticos en g(z,z,0) pueden ser expresados por las formulas

g0 = <p1 B((I7Q)>7 g11 = <p7B(Q7Z])> y g2 = <p7 B(Z]7a)>7 (267)

y de la misma forma calculando C' da

921 = <p7 C(Qﬂ]v@» (268)
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(3) La normalizacién de g es relevante en lo siguiente. Supongamos que ¢ es
normalizado por {(¢,q) = 1. Un vector ¢ = g es también el eigenvector de cualquier
4 € C no cero pero con la normalizacién (g, §) = |y|*. Tomando p = :IY p guardando la
normalizacion relativa intacta: (p,¢) = 1. Es claro que los coeficientes de Taylor gu
calculados usando ¢, p seran diferentes del g;; original. Una representacién multilineal
es

~ T ~ 2
920 = Y920, 911 = VY115 Yoo = ;9027 Go1 = 171" 921 (2.69)

Sin embargo, este cambio puede neutralizarse facilmente por un cambio lineal de
la variable z = :iw, que resulta en la misma ecuacién para w como antes.

Conjuntamente (g, q) = % corresponde a la relacion estdndar z = (p, ) = x1 + iz,

para un sistema que ya tiene la forma real canénica & = J(«)z, donde J estd dada

como antes. En este caso,

q= é (jz) p= CZ) (2.70)

Empezaremos por hacer un cambio de coordenadas (complejas) que simplificaran

(2.51). Primero que todo, removeremos todos los términos cuadréticos.
Lema 41 La ecuacion
s 920 o — |, Jo2-2 3
2= Az +55 2 Fguzz+ S5z +O(|=]"), (2.71)

donde A = ANa) = p(a) + iw(a), p(0) = 0,w(0) = wo > 0, y g;j = gij(c), puede
ser transformada por un cambio inverso que depende del pardmetro de coordenadas
complejas

z=w+ %w? + hypyww + %OZE27 (2.72)
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para todo || suficientemente pequerio, en una ecuacion sin términos cuadrdticos:
. 3
W =Aw +O(lw]’).

La demostracién se puede ver en [Kuznetsov].

Afirmaciones:

(1) La transformacién de coordenadas resultante es polinomial con coeficientes
que son suavemente dependientes en «.

(2) Nétese que las transformaciones cambian los coeficientes de los términos ctibi-
cos de (2.71) (también como los de orden mayor).

Asumamos que tenemos cambiados todos los términos cuadrédticos, permitdmonos

intentar eliminar los términos cibicos también. Esto es, "casi" posible: Existe

s6lo un témino "resistente" como lo muestra el siguiente lema.

Lema 42 La ecuacion

L=+ %3023 + %225 + %12252 + %‘353 +0(]2Y, (2.73)

donde A = MNa) = p(a) + iw(a), p(0) = 0,w(0) = wo > 0, ¥y g; = gi(c), puede
ser transformado por un cambio invertible que depende del pardametro de coordenadas
complejas

z=w+ @ws + @w?ﬂ] + @111@2 + @@3, (2.74)
6 2 2 6
para todo || suficientemente pequeno con sdlo un término cibico:
i = w + cw?w + O (jw]*) (2.75)

donde ¢ = c1(«).
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Demostracion:

La transformacién inversa es

h h h
W=z — 03 T2 2n _ TEE L 02 (2.76)
6 2 6
Por lo tanto,
w :2—%‘9222—%—1(2222—}—22?)—%4(222—}—2 z?z) —E§3722E+--~

=AMz 4+ (% *%ﬂ)zg'* (mjl */\h21*Lhz’“)z22
(5 = A i) 22 (G - ) B 2.77)
= \w+ é (g30 — 2\h3o) w3 + %(g21 — (A= Nhay)w?w
(12— 20w + 2goa + (A — 3N haa)@® + O(w]*)

Asi, haciendo

30
2\

gi12 930
hip = 22 hoy = 220 2.78
DS U A WY (278)

hzo =
podemos anular todos los términos ctibicos en la ecuacién resultante excepto el tér-
mino, w?w, el que trataremos separadamente, las substituciones son validas ya que
todos los denominadores involucrados son no cero para todo |a| suficientemente pe-

queno.

Uno puede también tratar de eliminar el término w?w formalmente poniendo

hy = 22— (2.79)

Esto es posible para a # 0 pequetio, pero el denominador se elimina en o = 0:

A(0) + A(0) = iwo — 1wy = 0. Para obtener una transformacion que es suavemente

dependiente en a, da hy; = 0, que resulta en

o = 9—;1. (2.80)
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Con lo que termina la demostracidn.
Comentario:
El término cibico restante w?w es llamado un término resonante. Notese que

2% en la ecuacién

este coeficiente es el mismo que el coeficiente del término cibico z
original en el Lema 42.

Ahora combinaremos los Lemas 41 y 42

Lema 43 (Forma normal de Poincaré para la Bifurcacion de Hopf) La

ecuacion

. 1 -
z2=Az+ Z 9K #2102 (2.81)
2<k+1<3
donde A = Aa) = p(a) +iw(a), n(0) = 0,w(0) = wy > 0, y g;; = g;;(a), puede

ser transformada por un cambio invertible que depende del pardametro de coordenadas

complejas, dependiendo suavemente del pardmetro,

h h It It h
z= w+%w2+huw@+f;2@2+ %)w3+ %Qwﬂ)2+ %@3, (2.82)

para todo |« suficientemente pequeno, en una ecuacion con sélo el término cibico
resonante:

W = Aw + cw? + O(jwl[*) (2.83)
donde c1 = c1(a).

Demostracion:
Obviamente, una superposicién de las transformaciones definidas en los Lema 41

v 42 hacen el trabajo. Primero la transformacién

z=w+ %011)2 + hyyww + %02@2 (2.84)
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con

hy = 97207 hyy = %7 hop = g (2.85)

definida en el Lema 41. Esto elimina todos los términos cuadrdticos pero también
cambia los coeficientes del término ciibico. Los coeficientes de w?w serdn éﬁm, es
decir, en lugar de % g21. Entonces hacemos la transformacion del Lema 42 que elimina
todos los términos ciibicos excepto el resonante. El coeficiente %Emde este término
sobra. Ya que aparecen términos de orden cuatro y mas, la superposicién sélo afecta
a términos O(|w|*) en (2.83) y pueden ser truncados. Con esto termina la prueba.
Por otra parte, necesitamos unos calculos para obtener el coeficiente ¢; en térmi-
nos de la ecuacién dada (2.81) un nuevo coeficiente %521 del término es w?w después
de la transformacion cuadratica (2.84). Podemos hacer esto calculando de la misma
manera como en el Lema 41 y 42, es decir, invirtiendo (2.84). Desafortunadamente,
ahora tenemos que conocer el mapeo inverso anterior e incluyendo los términos cibi-

cos. Actualmente, sdlo el término cibico "resonante" de la inversa es requerido:

h hoo? 1
w=z— 72022 — h1122 — 732 5’2 + 5(3h11h20 +2 |h11|2 + |h02|2)225 +--- (2.86)

Sin embargo, existe una posibilidad para evitar la inversa explicitamente de (2.85).
Efectivamente, podemos expresar z en términos de w,w en dos formas. Una

forma es sustituir (2.84) en la ecuacién original (2.81). Alternativamente, ya que

conocemos la forma resultante (2.83) para que (2.81) pueda ser transformada, z puede

ser calculada diferenciando (2.84)

2 =1 + hogwi + hu(wﬁ +ww) + hosto (2.87)
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y entonces substituyendo w y su conjugado complejo, usando (2.83). Comparando los
coeficientes del término cuadratico en la expresién obtenida por z dadas las férmulas
para hy, hi1, y hga, mientras equiparando los coeficientes en frente del término w \w|2

nos dice que:

2X+ A ? 2
o= 20911 ( 2+ )+ | g11] + | go2] _ +@.
2 )| A 220+ ) 2

(2.88)

Esta férmula nos da la dependencia de ¢; sobre a si recordamos que A y g;; son
funciones suaves del pardmetro. En el valor de bifurcacién paramétrico o = 0, la
ecuacién previa se reduce a

l 2 1 2 921
N = —2guf - 3 921 2.89
c1 20 <g20911 lg11] 3 |90z ) +5 (2.89)

Ahora queremos transformar la forma normal de Poincaré dentro de la forma normal

estudiada en la seccién previa.

Lema 44 Considere la ecuacion

d
di: = (@) + iw(a))w + er(@)w |w]* + O(jw|Y), (2.90)

donde ;1(0) = 0, y w(0) = wo > 0.

Supongamos 1'(0) # 0 y Re ¢1(0) # 0. Entonces, la ecuacion puede transformarse
por una transformacion lineal de coordenadas pardmetro-dependiente, un cambio de
variable en el tiempo, y una reparametrizacion de tiempo no lineal dentro de una
ecuacion de la forma

du

b (B + i)u+ sulul* + O(|u|*) (2.91)

donde u es una nueva coordenada compleja y 0,5 son el nuevo tiempo y pardmetros,

respectivamente, y s = sign Re ¢,(0) = £1.
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Demostracion:

Paso (1) (cambio de variable lineal en el tiempo). Introduciendo el nuevo tiempo
7 = w(a)t. La direccién del tiempo es preservada ya que w(a) > 0 para todo |«

suficientemente pequeno. Entonces,

% =B +i)w+ di(B)w \w|2 + O(\w|4), (2.92)
donde
f=p(e)= M 4,(5) = 2l26) (2:99

w(a)’

w(a(f))

Podemos considerar 8 como un nuevo pardmetro porque

sO)=0, g0 =22 20 (2.94)

y por lo tanto el Teorema de la Funcién Inversa garantiza la existencia local y suavi-
dades de o como una funcién de 8. Nétese que di es complejo.

Paso (2) (Reparametrizacion de tiempo no lineal) Cambiemos el tiempo
parametrizando a lo largo de las érbitas introduciendo un nuevo tiempo 6 = 6(r, ),
donde

d0 = (1 +e1(B) |w]?)dr (2.95)

con e1 () = Imdi(5). El cambio del tiempo es una transformacién casi idéntica, en
una vecindad pequena del origen. Usando la nueva definicién del tiempo obtenemos

%} = (B +i)w+L(Bw|w* +O(jw|*) (2.96)

donde [1(8) = Redy(B) — Bey (B) es real y

L(0) = Rfo()o) (2.97)
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Paso (3) (Cambio de coordenada lineal). Finalmente, introduciendo una nueva

variable compleja u:

u

w=——— (2.98)

ViGN

lo que es posible debido a que Ree¢;(0) # 0y, asi, [;(0) # 0. La ecuacién entonces

toma la forma requerida:

du L(B)

- B+ )u+ L(3)]

ulul?+ O(ju*) = (B + i)u+sulu)® +O(lu]*),  (2.99)
con s = sign 11(0) = signRe ¢1(0). Con lo que termina la demostracién.

Definicién 45 La funcion real 11(B) es llamada el primer coeficiente de Lya-

punov.

Se sigue de (2.97) que el primer coeficiente de Lyapunov en 5 = 0 puede calcularse

por la férmula

1

l R
10) 211)3

Re(ig20g11 + wog21) (2.100)

Asi, necesitamos solo ciertas derivadas de segundo y tercer orden del miembro derecho
en el punto de bifurcacién para calcular [;(0). Recordemos que los valores de [1(0) no
depende de la normalizacién de los eigenvectores p y ¢, mientras su signo es invariante
bajo el cambio de p, g, obedeciendo la normalizacién relativa (p,q) = 1. Note que la
ecuacién de u con s = —1 escrita en forma real coincide con el sistema (2.40) de la

seccién anterior. Ahora, agreguemos el resultado obtenido en el siguiente teorema.
Teorema 46 Supdngase un sistema bi-dimensional

%f:f(z,a),zeR2,a€R, (2.101)
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con f suave, tiene para todo || suficientemente pequeno el equilibrio x = 0 con
eigenvalores

A o(a) = p(a) £iw(a), (2.102)

donde 11(0) = 0, w(0) = wy > 0. Sean las siguientes condiciones satisfechas:
(i) 11(0) # 0, donde 1y es el primer coeficiente de Lyapunov;

(i) '(0) # 0.
Entonces, existe un cambio invertible de coordenadas y pardmetro, y una

reparametrizacion del tiempo transformando (3.101) en

)= o (1) = () + 0 ). (2.103)

Y2 1 8

Usando el Lema 39, llegamos finalmente al siguiente resultado general.

Teorema 47 (Forma normal topoldgica para la bifurcacion de Hopf) Cualquier

sistema genérico bidimensional uni paramétrico
= f(z,a), (2.104)
teniendo en a = 0 el equilibrio x =0 con eigenvalores
A12(0) = iwg, wo > 0, (2.105)

es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen a una de las siguientes

formas normales:

G =17 T @) =ren(®) e



Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo se estudian algunos ejemplos de modelos de poblaciones, los cuales
se analizan por medio de la teoria desarrollada en los capitulos anteriores.

Un pardmetro puede ser definido como una "constante que varia", en donde, el
comportamiento de lo que se estd analizando puede cambiar dramédticamente. Al-
gunos ejemplos cldsicos de una ecuacién diferencial con un pardmetro, son en primer
lugar la ecuacién:

d%y

s ky, donde k es una constante. (3.1)

Y en segundo, un modelo de una ecuacién diferencial que se puede encontrar en varios

textos ([Blanchard], [Murray], [Perko|, [Smale]), es el modelo de poblacién logistica

%’ =kP (1 - %) (3.2)

donde P esla poblacién, ¢t es el tiempo, k es el indice de crecimiento intrinseco para
poblaciones pequenas y N es la capacidad de cupo. Un sistema similar se trabaja en
la siguiente seccion.

67
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3.1 Un modelo de pesca

Este modelo aparece en [Campbell].
Supongamos el modelo poblacional de una especie de "peces" en particular, en un

lago con una ecuacién logistica

dar =0.25P <1 — B) (3.3)
dt 4

donde P(t) representa la poblacién de peces al tiempo ¢ en un periodo de diez mil
anos, k = 0.25 es el pardmetro que indica el crecimiento intrinseco y N = 4 (esto es
40,000 peces) es la capacidad de cupo del lago. Supongamos que este serd reabierto
para controlar a los pescadores y ver cuantas licencias se pueden poner en circulacién
sin riesgo alguno. Cada licencia permitida en tiempo de un ano. Una modificacién

del modelo el cual toma en cuenta a los pescadores es

P P
S —025P (1 -~ ) —0.002L 4
;=025 < 4) 0.00 (3.4)

donde L es el nimero de licencias puestas en circulacién paralos pescadores y tenemos
asi una ecuacién uni-paramétrica. La pregunta ahora es ;Cudntas licencias pueden
ser permitidas sin riesgo de dejar el lago vacio?. Para responder a esta pregunta,

hacemos primero un andlisis geométrico, como se muestra a continuacién.

3.1.1 Una aproximacién geométrica para el problema
de pesca

El problemas se resuelve fécilmente mediante un andlisis geométrico, basdndose so-

bre el estudio del argumento dP/dt como una funcién de P para varios valores de
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dPidt P
0.2+
0.1
P=4
T T T R F
1 2 3 4
-0.14
=02 4
P=0

Figura 3.1: Grafica de dP/dt contra Py su linea fase asociada.

L. El poder de este andlisis cualitativo es que podemos entender el modelo y prede-
cir el comportamiento de mayor nivel sin tener la solucién a la ecuacién diferencial

explicitamente.

Para L = 0, de (3.4) tenemos dos raices, una en P = 0 y la otra en P = 4
(ver figura 3.1). Estas dos raices representan las soluciones de equilibrio para la
ecuacién diferencial original. En P = 0 no tenemos peces y asi no sucede nada. En
P =4 tenemos estética la capacidad de cupo; el indice de muerte y el de crecimiento
son el mismo. Para poblaciones entre 0 y 4 , dP/dt es positivo como se puede
verificar rdpidamente en (3.4), lo que indica que la poblacién se estd incrementando.
Para poblaciones més grandes que 4, dP/dt es negativo y entonces la poblacién estd

disminuyendo. Asf esto se puede ver en la linea fase. (figura 3.1).

La gréfica de la figura 3.2 muestra la solucién para varios valores de L. Dela cual el
comportamiento cualitativo de la solucién es claro. El miembro derecho de (3.4) tiene
un maximo en 1/4 —0.002L cuando P = 2. Cuando el término 0.002L es més grande

que 1/4, esto es, cuando L es mds grande que 125, la pardbola estd completamente
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dFidt
0.4

N /—\
] /ﬁ\
L=60

04 L=125

L=190

Figura 3.2: Gréfica para varios valores de L del cual el comportamiento cualitativo de la solucién es deducido.

debajo del eje-P entonces dP/dt es siempre negativo. Esto significa que no importa
la poblacién inicial. Si méds de 125 licencias son permitidas la poblacién de peces
morira.

En este parrafo introducimos la idea de una poblacién de umbral a estudiar
que sucede en el equilibrio para valores de L entre 0 y 125 (ver figura 3.2). De la
figura 3.2 vemos que para L entre 0 y 125 hay dos poblaciones en equilibri6 P; < Ps.
Intercepciones de las gréficas con el eje p. El mayor es un sumidero o pozo y el més
pequeno una fuente. Si P(0) es mds grande que P, la poblacién aumenta con un
limite P,. Sin embargo, si P(0) < P; la poblacién disminuye alcanzando el cero en
un tiempo finito. Esto se muestra en la figura 3.3 para el caso L = 60. Asi P, es un
nivel de umbral bajo el cual la poblacién de peces no puede caer si la poblacién no
estd desapareciendo.

Cuando L = 125 las dos poblaciones en equilibrio se colapsan para formar un
simple equilibrio "semi-estado" en P = 2 que es también una poblacién de umbral.

Cudndo la condicién inicial P(0) > 2 entonces la pobalcién decrece con limite 2,
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© =125 dPrct

\
\
//‘

@ =19 st

Figura 3.3: Esquematizacién de la solucién para varios valores de L y su linea fase.

mientras la poblacién inicial bajo 2 se extingue.

Si L > 125 por ejemplo en el caso L = 190 en la figura 3.3 todas las soluciones
tienden a cero a pesar de cualquier condicién inicial P(0). El valor de L = 125 es
un valor de bifurcacién para el pardmetro L en este modelo. Ya que como se observa
inmediatamente, se satisface la definicién 26 del capitulo I y la figura 3.3 se puede

tomar como un esquema fase segun la definicién 27 del mismo capitulo.
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3.2 Sistema de Volterra

Volterra primero propuso un simple modelo para la depredacién de una especie hacia
otra para explicar los niveles de oscilacién de una cierta cantidad de peces en el
Adridtico. Representando a Ni(t) como la poblacién de presas y Na(t) como la del
depredador en un tiempo ¢, entonces el modelo de Volterra es

Nl =aN; — NN,
NQ = *’}/NQJF 6N1N2

(3.5)
donde «, 5,7y § son pardmetros positivos.

Las suposiciones para el modelo son: (i) La presa en ausencia del depredador
crece desacotadamente en una forma Malthusiana; esto es el término aN;y. (ii) El
efecto del depredador es reducir el indice de crecimiento por unidad de la presa por
un término proporcional a la presa y la poblacién del depredador, esto es el término
—BN1N,. (iii) En la ausencia de la presa el depredador presenta un indice de muerte
en un decaimiento exponencial, esto es, —yNs. (iv) La contribucién de la presa
para el indice de crecimiento del depredador es d/N;N,, esto es, proporcional a la
disponibilidad de presas también como el tamano de la poblacién de depredadores.
El modelo (3.5) es conocido como modelo de Lotka-Volterra, ya que estas mismas
ecuaciones fueron derivadas por Lotka al exhibir un comportamiento periédico de una
concentracién quimica.

A continuacién se desarrollan las siguientes tareas para el sistema (3.5).

(a) Reducir el sistema (3.5) a un sistema con un sélo pardmetro, (b) determinar
sus puntos de equilibrio y la regién en la que se encuentran, (c) verificar que las

orbitas del sistema reescalado en el primer cuadrante coinciden con las del sistema
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Hamiltoniano,

=1_7
y
g=70-2)

y encontrar la funcién Hamiltoniana H (Apéndice A). (d) analizar la estabilidad de

(3.6)

los puntos de equilibrio.
.(a) Se reduce el sistema mediante un cambio lineal de variables y tiempo.
Sean x(7) = TN, y(1) = SNQ, T =atyy =2 los cambios de variables y tiempo

respectivamente, entonces derivando tenemos:

=

#(r) = qdds

dt

&1

= F(aNy — BNINQ)i

(3.7)
=3(alz— B2agy),
=z—uzy
() = o
_B 1
=2 (=yNy + N N,)2 (38)
= (=% + 635y)d
=7y(z—1).
por lo tanto se llega a
T=x—Y
. . 3.9
g=ylz—1) (39)

El sistema (3.9) tiene un sélo pardmetro como se deseaba.

(b) Encontrar los puntos de equilibrio del sistema (3.9).

Los puntos de equilibrio del sistema (3.9) son obviamente (z,y) = (0,0)
vy (z,y) = (1,0), obtenidos al igualar cada ecuacion a cero y no es dificil dar una

region en el plano dénde localizarlos.
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(¢) Primero la funcién Hamiltoniana (Apéndice A) del sistema (3.6) es:
H=vyr+y—Inay (3.10)

como se puede verificar tomando las parciales de la funcién para llegar al sistema
Hamiltoniano

. o0H 1
P= = ==—1
dy y

. OH 1

y = —%:—v(g—l)
el cual es efectivamente el sistema (3.6). Ahora, las trayectorias del sistema (3.9)
y las del sistema Hamiltoniano (3.6) coinciden en el primer cuadrante porque estos
producen campos que estdn relacionados por el factor zy lo que se puede verificar
multiplicando los segundos miembros de (3.6) obteniéndose los segundos miembros
de (3.9). Como el producto zy es positivo en este cuadrante, estos campos coinciden
en este cuadrante.

(d) Regresando al sistema (3.9), una linealizacién alrededor de los puntos sin-

gulares determinan el tipo de singularidad y estabilidad. Consideraremos primero
el estado (x,y) = (0,0). Sea z y y perturbaciones pequeiias alrededor de (0,0).

Tomando sélo los términos lineales de (3.9) obtenemos:

%: 1 0 T T
<@) = =A (3.11)
a 0 —v) \v y

los eigenvalores \ estan dados por el polinomio caracteristico de la matriz A que son:
A = 1,2 = —v. Ya que uno de los eigenvalores es A\; > 0, z(7) y y(7) crecen
exponencialmente y entonces x = y = 0 es linealmente inestable. Por otro lado como

A1 >0y Ay <0 esto es un punto silla.
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 (pares)

widepredador) - e

Figura 3.4: Solucisn periodica para la presa y el depredador bajo la condicién inicial x(0)=1.25 y(0)=0.66, con

A=1

Linealizando alrededor del estado x =y =1y conjuntandou =1+, v =1+y

con |z| y |y| pequenos, de (3.9) tenemos:

(5) =4 H A- (0 1\ 312)

YR Oy

con eigenvalores A\ Ay = ii\/Ty. Asf u = v =1 es un centro con una bifurcacién de

Hopf ya que los eigenvalores son imaginarios.

Entonces las soluciones en las cercanfas de los puntos singulares u = v = 1 son
periédicas en 7 con periodo 27/,/7. En este contexto ecol6gico la matriz A de las
ecuaciones lineales (3.11) y (3.12) es lamada matriz comunidad, y sus eigenvalores \

determinan la estabilidad del estado. Su solucién se puede ver en la figura 3.4.
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3.3 Bifurcacién de Hopf en un modelo depredador-

presa

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales

1 =rai(l—mx) —ﬁﬁff
(3.13)
o = —dxro+ ﬁif

El sistema describe la dindmica de un simple ecosistema depredador-presa
[Murray], [Fuznetzov]. Las variables x1 y 2 son cantidades poblacionales presa y
depredador respectivamente, r,¢,d y « son pardmetros caracterizando el compor-
tamiento de la poblacién aislada y sus interacciones. Consideramos a como un
pardmetro de control y supondremos ¢ > d. El sistema (3.13) nos muestra el compor-
tamiento de dos especies, que van a depender de la situacién en que se encuentren cada
una originalmente, entonces suponiendo, similarmente como se hizo en la seccién (3.2),
tenemos que: (i) En ausencia del depredador se tiene un modelo poblacional logistico,
esto es el término de 4y, rzy(1 — x;) donde r es un indice de crecimiento intrinseco.
(ii) Cuando la presa se ausenta, se presenta un indice de muerte del depredador en
el término de &y, —dzy con d > 0. (iii) El efecto del depredador es reducir la presa

y a la vez mantener su existencia para que no sufra un descenso esto es el término

_cxmixo

ey que va a depender del valor que tenga . (iv) Y el de la presa es mantener

al depredador pero sin extinguirse ella, que es lo que indica el término %ﬁf al igual
que en (iii) va a depender del valor de o para ver que tan répido o lento se extinguird

cada especie en cierto periodo de tiempo.

Para simplificar el andlisis, consideremos un sistema polinomial teniendo para
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x, > —a las mismas dérbitas que el sistema original, representado por las ecuaciones
A . (02 2 s o (2 g 2
1 =71z — x2 — x1(x] + 23), &2 = 21 + ree — zo(2] + 23).
Entonces, multiplicando el sistema (3.13) en ambos lados por el término (a + ;)

e introduciendo una nueva variable de tiempo 7 por dt = (o + x1)dr tenemos que:

(a+ z1)in = (a+21) (7"1‘1(1 1) — %1&2)

a+1 (314)
(4 x1)22 =(a+x1) (—d.rg + %&f)
simplificando y quedando &, y @5 dependiendo de 7 obtenemos el sistema
1 =rei(a+z1) (1 —x1) — e
(3.15)
I = —adxs + (¢ — d)z122
Sus equilibrios se encuentran de la siguiente forma
rey (a4 x1) (1 —a1) —cxize =0
(3.16)

—adry + (¢ — d)x12 =0

dividiendo la segunda ecuacién por x, y la primera por x; en (3.16) obtenemos

r(a+z1)(1—a1) —cza =0 (3.17)

—ad + (¢ — d)z1 =0

Asi, se encuentra,

_ ad
T e-d)

(3.18)

Ty

sustituyendo el valor de z; en la primera ecuacién se tiene:

r (a + (Coidd)> (1 - (Coidd)) —zy =0 (3.19)

simplificando obtenemos el valor de x5 que es:

e ] G er) (520
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Entonces el equilibrio no trivial es:

o= (s (-0%) (321

La matriz Jacobiana correspondiente al equilibrio (3.21) esta dada por:

9 O
A(Oé) — &El 612

ofs Of
Or1  Ox2

rla+x)(1—z1) +rei((1 — z1) + (@ +21)) — cxe —cxy

—ad+ (¢ —d)z,y —ad + (¢ —d)xy
(3.22)

evaluada en su equilibrio es:

ard(ct+d (gi _ O/) —acd
(e—d)? \c+d : c—d

Ala) = (3:23)

ar(c—d(14+a
c—d 0

y asi podemos obtener los eigenvalores, para la ecuacién que se tenfa anteriormente:

A = det (A — AI) = % (a(a) +/o2(a) — 4A(a)) (3.24)
luego si se hace
_ola) _trA_ardlct+d) fc—d
M) = = = e \era @ (8.25)
Se tiene que u(ap) = 0 para
c—d
ap = p (3.26)

Ademds, si hacemos w?(a) = (4A(@) — 0%(a)) hay que ver que este término en
w(ag) = 3 (4A(er) — 0*()) es positivo:
wa) = 1(4A(@) - 0?(@)) = (det 4) — 1o%(a)
c-d  c—d

_ (Mar(c—d(1+an) ~1o2(a) (3.27)

o o?cdr(c—d(1+a 1,2
= (c—d)? — 1)
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Figura 3.5: Isoclinas-nulas en la bifurcacién de Hopf

ahora
e=d)? ogp(c—d(1+254))
11]2(0‘0) = Sk (c—d)? e _:11/1’2(0‘0)

c=d
_ red(c—d—d : 4

(e+d)?

_ red(c—d) (c+d)+red? (c—d,
- (ct+d)?

_ réd(c—d,
T (cta)

(3.28)

2, — .. o e e .
ast, w?(ag) = %;)—;i) es positivo, pues desde el inicio supusimos ¢ > d. Por lo

tanto, en a = « el equilibrio £ tiene eigenvalores \; = +iw(y) y toma la forma
de una bifurcacién de Hopf ya que (3.15) es drbitalmente equivalente a (3.13) por
la definicién 18. El equilibrio es estable para o > « pues se tienen raices reales
positivas, e inestable para o < ap pues ahora las raices son reales pero negativas.
Notamos que el valor critico de o corresponde al que pasa de la linea definida por

%2 =0 a través del maximo de las curvas definidas por #; =0 (ver figura 3.5).

Asi, si la linea 42 = 0 estd a la derecha del maximo, el punto es estable, mientras

si esta linea estd a la izquierda el punto es inestable. Aplicando la forma normal del
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teorema para el andlisis de esta bifurcaciéon de Hopf, se checa que las condiciones de
generacidad del Teorema 46 se satisfacen. La condicién de tranversalidad es facil de

ver:

pola) = Gt ( . c«) (3.29)

derivando esta ecuacién con respecto a « tenemos:

,oy_rdlc+d) (c—d ard(c+ d)
Hol@) = 50 a2 <c+ d _“) T 2(c—d)2 (3:30)
evaluando en ag nos queda:
, agrd(c+ d)
11 (o) = —W <0. (3.31)

Ahora para calcular el primer coeficiente de Liapunov fijemos el pardmetro « en su
valor critico « = ay. En a = «aq, el punto de equilibrio no trivial Fy en a = « tiene

las coordenadas:

©_ _%d 0 _ T ([,  aod 339
i - = cfd< c—d (3:32)

simplificando se tiene

©__4d ORI
w2 (c+ d)?

(3.33)

trasladando al origen de coordenadas a este equilibrio por el cambio de variables

(V)

T =1 +§

() (3.34)
T2 = Tgy + §2

Este sistema transforma (3.15) en :

b =ty 2 1€l = AlEE)

& :%j;—)’i)£1+(c—d)flszF2(Epfz)7

(3.35)
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Este sistema se representa como

E= g+ BE6)+ CE66),

(3.36)
donde A = A(wy), v las funciones multilineales B y C' toman sobre los vectores
planares & = (€1,6,)7,n = (1, 72) ", ¥ ¢ = (¢4, ¢5)" los valores

& — c(§amy + o)
B(&,n) = (“* ) ) (3.37)
(¢ = d)(§my + Eomn)
y
—6
ceno = (TTUm), (3.39)
Escrita la matriz A(«p) en la forma
0 __ad
A= ord (3.39)
w?(ct+d) 0
cd

donde w? esta dada por la férmula (3.28). Ahora chequemos que los vectores com-

plejos ¢ y p son eigenvectores propios

o~ (i) (")

—icd (340)
Aq =Aiq
0 *fd @ *ﬁdd(h
w2 C i w2 C
C; 0 q2 C; 4 q2
(3.41)
waq
w(go

=)\q
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. . 2(c+d
QW = *ﬁﬂm 2w = M%)Ch (3.42)
@ = —q, G2 = *Mcﬂdﬁ)(ﬂ
entonces, haciendo ¢; = —cd tenemos que ¢, = iw(c+ d). Ahora para p tenemos:
ATp = Aop
?(ctd) ? (ctd)
0 “ CEd V41 _ - CEd D1
o d
B P2 —ctab2 (3.43)
—iwpy
—wp2
= \p
. w?(ct+d . d
—prw = ch_lp% —paiw = — 3P (3.44)
— o — _ad
P2 = (E+d)iwp17 P2 = (C+d)iwpl
haciendo p; = w(c+d) tenemos que py = %d = —icd. Estos son los vectores complejos
o eigenvectores propios Aq = iwg, ATp = —iwp.

e <7zw(ccd + d))”9 ~ (w(f;dd)) (345)

Para activar la normalizacién necesaria (p, ¢y = 1, hacemos por ejemplo:

"~ <—(d + d)) P WIM) ((fdd)) (3.46)
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Figura 3.6: Bifurcacién de Hopf en el modelo depredador-presa.

La parte mas dura del trabajo estd hecha, ahora simplemente calculemos

g0 = (p,B(g,q))

( P )q(@ﬁq% —Qquqg)
s\ 20— g

1 [=2rd, , i ,
= — |——(c°d”) — 2¢(cd) (—iw(c+ d —— [2cd(—itw(c+d))(c —d
i [ ) = 2 (et )| + 5 e+ ) e )
rded .
= fc+d+zwc(c+d)+cd(cfd)
_ —red® + cd(c — d) (¢ +d) + iwe(c + d)?
- (c+d)
_ —red® + edec+ ?d* — Pd? — ed® + iwe(c + d)?
- (c+4d)
(@ = d? —rd) + iwc(c+ d)?
o= (c+d)
y de la misma forma para
_ red? _ 29
gu = (p. B(¢, ) = vy BT (. C(q,q,9)) = =3rc’d”, (3.47)

y calculando el primer coeficiente de Liapunov mediante la férmula (3.100),

1 .
h(a) = ow? Re(igaogi1 +wg21)

red?

w
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Es claro que () < 0 para todas las combinaciones de los pardmetros fijos. Asf,
las condiciones de no degeneracidad del Teorema 46 se satisfacen. Por lo tanto, un
dnico ciclo limite y estable bifurca desde el equilibrio mediante la bifurcacién de Hopf

para a < g (ver figura 3.6)



Capitulo 4

Enfoque Numérico Para el modelo de

Pesca

Los métodos numéricos se han venido aplicando desde capitulos anteriores en la tesis
con el fin de esquematizar algunos sistemas, tales como (3.4), (3.11) y (2.12) mostrados
en las figuras (3.1), (3.2) y (3.3), los que fueron realizados con el software MATLAB
ver. 6.5 para windows.

En este capitulo se hace un enfoque numérico del modelo de pesca por razones
que se explican a continuacién.

Suponemos que la cantidad de peces es periddica sobre el curso de un afio. Esto

nos lleva a la siguiente ecuacion diferencial:

dP P
dt

& —025P (1- Z) —0.002L (1 + sen2xt) . (4.1)

Esta ecuacién es no lineal, en consecuencia se trata numéricamente, bajo los métodos

numéricos de Euler, Euler modificado y Runge-Kutta de orden cuatro, para ver como
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Figura 4.1: (a) Método de Euler, (b) Método de Euler modificado y (c) Método de Runge-

Kutta, para L=125

cada uno de estos métodos nos aproxima a la solucién con diferente precisién Ya que
la ecuacién es no-auténoma, uno de los algoritmos mds exactos y féciles de programar
es el de Runge-Kutta de cuarto orden [Burden]|[Hubbard], el enfoque se realiza en un
tiempo ¢ de 0 a 16 afos; con diferentes condiciones iniciales, como se puede observar
en la figura 4.1. Comparando las soluciones mostradas en la figura 4.1, vemos que el
método que mejor se aproxima a la solucién es el método de Runge-Kutta, (ver figura
4.2), [Campbell]. No es facil sin embargo ajustarlo "manualmente" de forma que
estemos seguros de que los resultados que obtenemos sean correctos. Asi se llegd a
lo siguiente: Para valores paramétricos pequenos el valor de bifurcacién de L = 125,
se observd, no dos soluciones de equilibrio, sino que parecieron ser dos soluciones
periddicas. Se ven dos soluciones que oscilan alrededor del valor de equilibrio anterior,
con periodo de un afio, como se esperaba de la ecuacién diferencial. Entre las dos
soluciones periddicas, existen soluciones que permiten la solucién periédica baja y

llegan a una superior, salvo que ellas también oscilan arriba y abajo (ver figura 4.3).
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s Euler
— EuMod

Figura 4.2: Solucién a la ecuacién, comparando los tres métodos mencionados, con L=125.

Fuera de la solucion periddica, justo como en las soluciones de la situaciéon auténoma,
"disminuyen". Y la situacién fue muy parecida a la anterior, cualquier poblacién ini-
cial alrededor de un cierto umbral es atraida a un pozo estable y poblaciones iniciales
bajo el umbral eventualmente mueren. Sin embargo todas las soluciones incluyendo
el pozo (o atractor) y la fuente fueron ahora oscilatorias (comparar soluciones en la
figura 4.3).

Conforme el valor de L aumenta, las dos soluciones periédicas se van cerrando y
cerrando juntas y eventualmente colapsdndose, dando un resultado muy parecido al
comportamiento de la bifurcacién anterior de (3.48); es decir una solucién periédica,
poblaciones capaces de llegar a la solucién periddica y poblaciones pequenas que
desaparecen. Aumentando L mas lejos, la solucién periédica desaparece y todas
las soluciones disminuyen en una manera oscilatoria. Situacién que permitié que

sucediera en el caso auténomo, pero ocurrié un comportamiento oscilatorio como



88

o o

& 5;
4¥ "¥
| I — I —

- to L L L L L L
Eo0 8D XKW ® M W B a0 B a0 #® 0

t

Figura 4.4: Soluciones en L=125 con tiempos a escala

faceta adicional.

Se presentan preguntas acerca de esta bifurcacién: ;Cuédndo desaparece la solucién
periédica? ;Se encuentra otra vez en el valor de bifurcacién anterior de L = 125 o
tiene la pesca cambios periédicos?.

Para poder responder a estas preguntas se tuvo que analizar valores de tiempo mas
grandes como el de la figura 4.4. Estos resultados sugieren que el valor de bifurcacién

ocurra en un valor més pequeno que L = 125, ya que no tenemos métodos analiticos
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disponibles de acuerdo con esta situacion.

Se observo que el valor de bifurcacién para (4.1) es todavia L = 125, como muestra
la figura 4.4, derecha, pues la curva solucién para valores meores que L = 125 se
mantendrd positiva, y para valores més grandes que L = 125 la poblacién tenderd
a desaparecer. Es por esto que, L = 125, es el valor de bifircacién, como se venia
sospechando desde antes.

Esta situacién es paralela al mundo real: si la pesca es permitida en exactamente
el valor de bifurcacién la poblacién vive al borde de la catdstrofe. Si una fluctuacién
repentina en la poblacién provoca un incremento pequeno a la poblacién, éste serd
aniquilado salvo la tendencia hacia abajo de todas las soluciones cerca de la tnica
solucién. Pero cualquier fluctuacién (pesca ilegal, una epidemia, reproduccién pobre,
etc.) que empuja la poblacién por debajo de la solucién periddica dd como resultado

una extincion.
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Conclusiones

—Muchas de las ciencias aplicadas en particular las Matemadticas Aplicadas, son una
potente herramienta para modelar de una forma mds aproximada situaciones de la
vida real. Es claro que en estas situaciones no interviene un drea tnica, mas bien
existe una interrelacién de varias de éstas. Ademds las distintas disciplinas no actian

totalmente, sino s6lo algunos temas inherentes a ellas.

En el presente trabajo intervienen principalmente las Ecuaciones Diferenciales, los
Sistemas Dindmicos y en menor medida, pero no menos importante, la Biologia con

el tema de Crecimiento de Poblaciones.
Las conclusiones son las siguientes:

— Se comprendieron algunos aspectos topoldgicos de los sistemas dindmicos entre
los cuales se encuentra la equivalencia topolégica, la forma normal topolégica y condi-
ciones de bifurcacién. Ademsds, se entendieron resultados y conceptos de formas de
bifurcacién uni-paramétricas, principalmente en una y dos dimensiones, tales como

la bifurcacién de deformacién y la bifurcacién de Hopf en sus formas topoldgicas.

—Con base en la teorfa estudiada, se resolvieron ejemplos concretos de sistemas

de crecimiento de poblaciones, 1o que permitié conocer el comportamiento de dichos
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sistemas por medio de un andlisis de bifurcacién con respecto al pardmetro que inter-
viene en el modelo, y en el caso del tercer ejemplo se puede obtener una forma més
simple (forma normal topoldgica) para su andlisis.

— La aplicacién de los métodos numéricos es muy importante en la solucién
aproximada de sistemas cuyas ecuaciones diferenciales no pueden tratarse por métodos
convencionales. Por ello su intervencién en el capitulo 4, pues en la ecuacién ahi
presentada interviene un término intratable por métodos de solucién comunes.

La solucién aproximada que nos proporcionan los métodos numéricos, nos ayudan
a comprender y analizar el comportamiento de lo que estd pasando con este tipo de
ecuaciones, graficando su solucién.

—El objetivo general se cumplio satisfactoriamente, aunque queda claro que existe

mucho por hacer en este tema, sobre todo su aplicacién a sistemas de la vida real.



Apéndice A Algunos resultados de

ecuaciones diferenciales

A.1 Sistema Hamiltoniano
Definicién Un sistema de ecuaciones diferenciales es llamado un sistema Hamil-

toniano si existe una funcion de valor real H(x,y) tal que

& oH
dt — Oy
dy _ OH
dt ~ 9z

para todo x,y. La funcion H es llamada la funcion Hamiltoniana para el sis-
tema.
Notese que H es siempre una cantidad conservada para un sistema. Esto se verifica

siendo (z(t), y(t)) cualquier solucién del sistema. Entonces

OH do  OH dy
Oor dt Oy dt

_ oM (oHY OH (o
9z \ Oy dy ox

=0

S HE. () =

La primera igualdad es la regla de la cadena, y en la segunda se usa el hecho de que
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el sistema es Hamiltoniano y (z(¢), y(¢)) es una solucién para reemplazar dz/dt con
0H/dy y dy/dt con —0H /0.

Entonces, curvas solucién del sistema permanecen a lo largo de las curva de nivel
de H. Exhibir el plano fase para un sistema Hamiltoniano es la mismo que exhibir el
conjunto de nivel de la funcién Hamiltoniana.

Los sistemas Hamiltonianos son tipos especiales de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales en varios sentidos. Como podemos ver, podemos solucionar un sistema Hamil-
toniano en el plano fase en un sentido cualitativo conociendo como es la funcion
Hamiltoniana. Se necesitan graficar las curvas de nivel de H y mostrar las direc-
ciones para determinar el esquema fase. Desafortunadamente los sistemas Hamilto-
nianos son raros. Dado un sistema, podemos ser capaces de determinar si es 0 no un
sistema Hamiltoniano y, si lo es, determinar la funcién Hamiltoniana.

Supongamos un sistema de ecuaciones

dx
Y = f@y
% = g(z,y)

y verificamos si este es Hamiltoniano. Ahora existe una funcién H(x,y) tal que para

todo (z,y),

oH

flay) = 87(%?/)
o

oay) = 5 ()

Si una funcién H existe (y tiene segundas derivadas parciales), entonces

0?H  9°H
0xdy ~ Oydx
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Por lo tanto si el sistema es Hamiltoniano, entonces

Esto es, para checar que un sistema pueda ser Hamiltoniano, calculamos 0f/0x y
0g/dy y checamos si 0f/0x = —0g/Jy si esta condicién no se cumple para todo

(x,y), entonces no es un sistema Hamiltoniano.

A.2 Construccién de funciones Hamiltonianas.

Para el sistema, si se satisface

of _ _9

Ox Ay

entonces el sistema es Hamiltoniano. Esto se verifica construyendo la funcién Hamil-
toniana como sigue: Si tenemos la primera ecuacién del segundo sistema de la pédgina

anterior, integrando en ambos lados con respecto a ¥, tenemos H:
H(z,y) = / [z, y)dy
con una constante de integracion que puede depender de x. Asi, se escribe

H(z,y) = / F gy + o(x)

donde ¢(x) es una funcién de = que serd determinada. Para encontrar ¢, simple-
mente diferenciando H(x,y) con respecto a z e igualando el resultado con —g(z,y).

Encontramos que

% - a%/f(%y)dy +d(2) = —g(z.)
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Esto es,
0
#(a) =—g(e) — . [ ey

integrando el lado derecho con respecto a = entonces se determina ¢(x) y consecuente-

mente el Hamiltoniano H [Blanchard].

A.3 Estabilidad segiin Lyapunov

Teorema (Lyapunov) Sea z°

€ X un punto de equilibrio de & = f(z). Sea
L:U — R wuna funcion continua definida en una vecindad

UcC X de2° suave en U — 2°, tal que

a) L(2°) =0y L(x) > 0 stz # ¥

b)L<0enU—a°

0 es estable. Si ademds

entonces
¢)L<0enU—2a°

0 es asintdticamente estable.

entonces

Definicion Sea 3° € X un punto de equilibrio de & = f(x). Sea L: U — R
una funcion continua definida en una vecindad U C X de a9,

suave en U — 20, tal que satisface a) y b) del teorema anterior, entonces L es
una funcion de Lyapunov para 2°.

Por otro lado, un teorema ma&s préctico que el anterior, el que determina condi-

ciones suficientes para que un punto de equilibrio z0 sea estable es el siguiente teorema

clésico.
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Teorema (Lyapunov) Considere un sistema dindmico definido por
&= f(z), veR"

donde f es suave. Supdngase que éste tiene wun punto de equilibrio z°
(i.e., f(2°) =0), y denotamos por A la matriz Jacobiana de f(z) evaluada en el
punto de equilibrio A = f,(x°). Entonces z° es estable si todos los eigenvalores
A1, A2, oy A, de A satisfacen Re A < 0.

Recordemos que los eigenvalores son raices de la ecuacién caracteristica

det(A — AI) = 0, donde I es la matriz identidad n x n.

A.4 Singularidades en el plano fase
En R? la ecuacién caracterfstica que proporciona det(A — AI) = 0 puede tener
como raices los siguientes casos:

Caso I  Para A\, \y meales y distintos tenemos que:

(a) Si son del mismo signo y Ay < A; < 0, éste es llamado un nodo.
Con Ay < A\; < 0, éste es un nodo estable ya que todas las trayectorias tienden al
origen cuando t — 00. Si A\; > Ay > 0, éste es un nodo inestable.

(b) Si Ay, Ag tienen signos diferentes. Supongamos A1 < 0 < A2 es un
punto silla. Este es siempre inestable

Caso I Para A1, A2 complejos; M\, o = a+if3, 3 # 0.
(a) Si a # 0 se tiene un espiral, el cual es estable si « < 0, e

inestable si a > 0.

(b) Si @ =0, se tiene un centro.
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Figura 4.5: singularidades en el plano fase.

Caso III Para A\ = A2 = X los eigenvalores no son distintos se tiene un foco.

Ver la figura 4.5 para algunos comportamientos en el plano fase.



Apéndice B Algunos resultados de analisis

funcional

Considere un mapeo
(z,y) — F(z,y)
donde
f=R"xR™ —R"
es un mapeo suave definido en una vecindad de (z,y) = (0,0) y tal que F(0,0) = 0.
Sea F,,(0,0) que denota alamatriz con primeras derivadas parciales de F' con respecto

a x evaluadas en (0,0):

IFi(z,y
F.(0,0) = (%) | @)=(00)

Teorema (Teorema de la funcion implicita) Si la matriz F,(0,0) es no sin-
gular, entonces existe una funcion suave definida localmente y = f(x),
f=R"—R"

tal que
F(x, f(x)) = 0
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para toda x en alguna vecindad del origen de R™ . Ademds,

F(x, f(x)) =0

Teorema (Teorema de la funcion inversa) Si la matriz g, (0) es no singular,

entonces existe una funcion suave definida localmente x = f(y),
£2(0) = = [F2(0,0)] " F(0,0).

tal que
9(f(y)) =y

para toda y en alguna vecindad del origen de R™.
Otros casos importantes donde podemos establecer la estabilidad de un punto fijo
de un sistema dindmico tiempo-discreto es proporcionado por el siguiente teorema.
Teorema (Mapeo principal de contraccion) Sea X un espacio métrico con
distancia definida por p. Supongamos que existe un mapeo f : X — X que es

continuo y que satisface, para todo x,y € X,

p(f(x), f(y) < Aplz,y) € X,

con algin 0 < A < 1. Entonces el sistema dindmico tiempo-discreto {Z+7 X, fk}

tiene un punto fijo estable 2° € X . Ademds, f¥(z) — 2°

cuando k — oo,
empezando de cualquier punto v € X.

La prueba de este teorema fundamental puede encontrarse en cualquier texto de

andlisis matemadtico o ecuaciones diferenciales [Rudin].
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