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Introduccion

Hace mas de cincuenta anos que George B. Dantzig disené el Método Sim-
plex [1] para resolver problemas de distribucién 6ptima de pertrechos de guerra,
ademaés de otros problemas de planeacion y coordinacién propios de la accion
militar. Desde entonces esta herramienta ha sido aplicada a la resolucién de
una gran variedad de programas lineales que modelan problemas en muchas de
las dreas inimaginables del quehacer humano. Asimismo, el desarrollo de la
optimizacién lineal y no lineal ha ido de la mano con sus exitosas aplicaciones
en problemas cientificos y tecnoldgicos de todo tipo, por mencionar solo al-
gunos: planeacién de la produccién de bienes y servicios, problemas de control,
modelacién geométrica [11]. Con respecto a este tltimo punto cabe resaltar la
importancia de la aproximacion de funciones para ajustar conjuntos de datos
por medio de funciones facilmente manejables, lo cual ha sido usado para el
diseno asistido por computadora.

Diferentes métodos de optimizacién han sido usados para encontrar el mejor
aproximante [3], no solo polinomial sino en diferentes familias de funciones, y con
diferentes sentidos para el concepto de aproximacién, de acuerdo a la seminorma,
(norma) empleada. Asi por ejemplo, haciendo uso de la programacién lineal
puede encontrarse el mejor aproximante polinomial de grado menor o igual a
un nimero natural predeterminado en el sentido de la seminorma uniforme [13]
en el espacio de las funciones definidas sobre un conjunto discreto de la recta
real. Otro método de optimizacion surgido mas recientemente puede resultar
mas apropiado para este tipo de problemas: la programacién semi-infinita; en
ella se abordan problemas con un nimero infinito, ya sea de restricciones o de
variables, pero no de ambas.

La programacién semi-infinita lineal [8] puede considerarse como una ex-
tension de la programacién lineal tradicional. Sus herramientas se pueden
aplicar al problema especial de la determinaciéon del mejor aproximante poli-
nomial.

En este trabajo se expone el problema de encontrar el mejor aproxi-
mante (polinomio algebraico o generalizado) en norma uniforme a una funcién
continua f definida sobre un subconjunto compacto de RF para k = 1,2,3, y
se describe una metodologia para su solucién. Existen diferentes métodos para
resolver tal problema como la aprozimacién por polinomios de Taylor [2], sin
embargo estos polinomios brindan una buena aproximacién a una funcién sélo
en un punto especifico y en puntos muy cercanos a éste. Otro método para
aproximar funciones es el de interpolacion polinomial, pero tiene el problema
de que puede presentar oscilaciones muy grandes que en la funcién original no
existen [2]. El método de minimos cuadrados es también utilizado para la apro-
ximacion de funciones definidas sobre un conjunto discreto, este método in-
volucra la resolucién de un sistema de ecuaciones que resulta complicado, por
ejemplo cuando la funcién a aproximar tiene forma exponencial [2].

Nosotros utilizamos la optimizacién lineal para resolver el problema de en-
contrar el mejor aproximante, el planteamiento de este problema lo hacemos en



dos formas, una mediante un programa lineal con un nimero finito de restriccio-
nes (Programacién lineal ordinaria) y otra con un nimero infinito de restric-
ciones (Programacién lineal semi-infinita). Ambos programas son resueltos uti-
lizando una implementacion adecuada del Método Simplex.

En el primer capitulo revisamos la teoria de aproximacién uniforme de fun-
ciones por polinomios algebraicos y generalizados tanto para el caso continuo
como para el discreto, estudiamos la forma en la que se caracterizan estos poli-
nomios y se tratan los temas de existencia y unicidad.

El segundo capitulo de este trabajo estda enfocado a la optimizacién lineal,
aqui desarrollamos los dos métodos para la resolucién de programas lineales
(ntmero finito e infinito de restricciones), describimos la teoria del método Sim-
plex y su algoritmo numérico.

En el tercer capitulo hacemos el planteamiento del problema de aproximacién
uniforme como un programa lineal para aplicar los métodos del capitulo II,
demostramos particularmente que el algoritmo de solucién de un programa lineal
semi-infinito para este caso tiene una terminacién finita. Se aproximan varias
funciones obteniendo buenos resultados.

El cuarto capitulo es una aplicacién a la (’)pticau7 utilizamos el método de
aproximacién mediante programacién lineal ordinaria para ajustar una super-
ficie cénica a un conjunto de datos experimentales y conocer los pardametros
geométricos de ésta, para realizar esa tarea fue necesario la bisqueda de una
combinacién de dos funciones aproximadoras adecuadas con las cuales el proble-
ma de aproximacién fue resuelto satisfactoriamente.

Finalmente presentamos las conclusiones derivadas de los cuatro capitulos
del trabajo realizado.



Capitulo 1

Aproximaciéon Uniforme

Este capitulo estd enfocado al estudio del mejor aproximante en la norma
uniforme y a caracterizar el llamado mejor aproximante polinomial y el genera-
lizado. Asi mismo se estudia la aproximacién sobre un conjunto finito de pun-
tos y su relacién con la aproximacién sobre un intervalo. Esto permite abor-
dar los métodos computacionales para obtener el mejor aproximante uniforme,
numéricamente.

1.1 Desarrollo histérico de la Teoria de Aproximacion

El hombre ha establecido leyes cuantitativas las cuales se expresan matematicamente
por medio de funciones, no con absoluta precisién, sino aproximadamente. A
veces también es necesario aproximar funciones por medio de otras funciones.

El problema de determinar una funcién por medio de otras tiene gran im-
portancia tedrica; asi por ejemplo, el desarrollo del andlisis matematico ha im-
pulsado el descubrimiento y estudio de clases muy importantes de funciones que
bajo condiciones conocidas han demostrado ser los medios naturales de aproxi-
mar otras mas o menos arbitrarias. Estas clases resultaron ser, sobre todo, los
polinomios algebraicos y trigonométricos, y también sus distintas generaliza-
ciones. Se ha demostrado que a partir de las propiedades de la funcién que se
desea aproximar es posible estimar, bajo ciertas condiciones, el caricter de su
desviacion respecto de una sucesiéon de funciones aproximadoras.

Un método importante de aproximacién es la férmula de Taylor. Aqui
una funcién que satisface ciertas condiciones se aproxima con otra de la forma
P(z) = ap + a1z + ... + a,2™, llamada polinomio algebraico. Ademds de esta
féormula hay otras de gran importancia practica en la aproximacién de funciones.
Entre ellas estan las distintas formulas de interpolacién, el método de aproxi-
macién en el sentido del cuadrado medio, etc.

Cada uno de los métodos de calculo surgié en su momento y tiene su teoria e
historia caracteristicas. Newton utilizaba ya las férmulas de interpolacion, que
expres6 de un modo muy conveniente para el calculo practico con los llamados
cocientes de diferencias. Pero durante mucho tiempo estos métodos no dieron
lugar a una teoria coherente.

La teoria actual de la aproximacién de funciones emané del trabajo de
Chebichev, quien introdujo el importante concepto de aproximacién 6ptima.

El ulterior desarrollo de la teoria de aproximacién de funciones se vié in-
fluido por un importante descubrimiento matematico, hecho a finales del siglo
XVIII por el matematico aleman Weierstrass, quien demostré con absoluto rigor
la posibilidad de aproximar una funcién continua arbitraria por un polinomio
algebraico con cualquier grado de exactitud.

Las ideas de Chevichev y el teorema de Weierstrass sirvieron de base, a
principios de este siglo para el desarrollo actual de la teoria de la aproximacién.



Hasta Chevichev, los problemas consistian generalmente en la aproximacion
de funciones concretas, mientras que el problema caracteristico del momento
actual es la aproximacién, por polinomios o de otro modo, de clases enteras de
funciones, analiticas, diferenciables, etc.

Ademas de los polinomios algebraicos, otro medio muy importante de aproxi-
macién consiste en los polinomios trigonométricos. Existen distintos métodos
particulares de aproximacién mediante estos polinomios, generalmente rela-
cionados de una forma mas bien simple con los métodos correspondientes de
polinomios algebraicos.



1.2 Aproximacion Polinomial Uniforme

Definicién 1. Sea V un espacio lineal. Llamamos norma a una funcién
definida en V' hacia los nimeros reales no negativos. Esta funcién se escribe |||
y debe satisfacer las siguientes tres propiedades:

Dados w,v € V, A € R.

(i) |lv]l >0  con igualdad siy sélo si v = 0.
(ii) ||l = |A] ||v]| para cualquier escalar . (1.2.1)
(iil) |Jv +w| < ||| + |Jw]] (la desigualdad del tridngulo).

La norma dé una nocién de distanciaen V. Siw,v € V, entonces la distancia
de wawves|v—w.

Teorema 1.1 (Emzistencia del mejor aprozimante) Si V es un espacio lineal
normado y W un subespacio de V de dimension finita, entonces, dado v € V,
existe w* € W tal que

o —w*[| < [lo—wl]
para toda w € W.

Demostracion. Supongamos que W tiene dimensién k y wq, ..., w, €s una
base para W; entonces probaremos que la funcién f : R* — R definida por

f()\l, ey /\k) = ||U — ()\1101 + Aowo + - - - + /\kwk)H (1.2.2)

tiene un minimo sobre R*.
Veamos primero que f es continua.
Por equivalencia de normas, dados \, X € R*

1A= Nlae < A= N,
donde ¢ > 0, y ||| es la norma euclidiana y |-|,,,. €s la norma del maximo.
Sea e > 0, A € R*. Haciendo § = ——< tenemos que para toda A € RF

e flw:ll
i=1

S
max < k ’

2, lwill
i=1

si [N =\ <d, entonces [N — A

es decir



luego

k
3
A= Ml ol + -+ [N = A lww]] < 5—— (Z IIwz-II) =

y como

f) = f] = llo = Njwr + -+ Nwg) | = [lv = (Awr + - - + Xgwy ) |||
< N = Al flwf A+ N = Al lwedl

entonces

IFN) = fN)] <e.

Con esto queda demostrada la continuidad de f.
De igual forma la funcién h : R¥ — R definida por
h(A1, s Ak) = [[(Mw1 + Aowa + - - - + Agwy) ||
es continua.
Considérese la superficie esférica:
S={(A1,.s M) ERF M+ X3+ 2] =1} (1.2.3)

Sabemos que S es cerrada y acotada, por tanto i alcanza su minimo m aqui. Este
valor minimo, m, es positivo. Para ver esto, observemos que si h(A}, ..., A\}) = m,

entonces m > 0. Si m = 0 entonces [[(Ajwi + Ajws + - - - + Ajwg)|| = 0, lo cual
por (1.2.1) implicaria que ANjwi + Ajwe + - - - + Afw,, = 0. Como wy, ..., wk
son linealmente independientes, concluimos que A\j = A5 = --- = A} = 0,

contradiciendo la igualdad en (1.2.3).
Escribiendo 7 = (A2 + A2 + - - -A2)2, se tiene

A A A
h(, o ) =7 ||(Srwn + g + -+ )|
r r r
asi que
h(A1, .oy M) = mr.
Mas aun,
FOL X)) = o= Aqwy + -+ ewe) || > |(Mawy + -+ - 4+ Agws) || — ||v]|
> mr—||v]|.
Pongamos
, 14+p+|v
p=mf ) y a=rerll
AERF m



SiAZ+---+ A2 > d?, entonces f(A1,...,\g) > md—|[v|| = 14p > p, por tanto el
minimo de f sobre R” es igual al minimo de f sobre A = {\? + A3 +-- A7 < d?}.
Como f es una funcién continua de (Aq, ..., Ag), entonces f alcanza su minimo
en AN

Definicién 2. Un elemento w que cumple las condiciones del teorema 1.1 es
llamado mejor aproximante.

Consideremos el espacio vectorial de las funciones continuas sobre un inter-
valo cerrado [a, b] denotado por Cla, b]. Si P,, denota al espacio de polinomios de
grado menor o igual a n, entonces el teorema 1.1 asegura que, dada f € C|a, b,
existe un polinomio p;, € P, tal que

I =pull < WIf =2l para todo p € Py,
donde ||-|| es la norma uniforme sobre el intervalo [a,b], esto es,
= md 1.2.4
lgll = maz g(x)] (1.24)
para cualquier g € Cla, b].
Denotaremos F,(f;[a,b]) = E.(f) = ||f — pi]|l al error cometido al aproxi-
mar f.



1.3 Caracterizacién de los Mejores Aproximantes

Entramos ahora al estudio de las propiedades de los polinomios p}, € P, de
mejor aproximacioén a una funcién continua dada f sobre el intervalo [a, b].

Sea e = f — pX; tenemos |le(z)| = E,(f;][a,b]).

Definicién 3. Un conjunto de k + 1 puntos distintos x, ..., x que satisfacen
a<xg<xy<- - <xp_1 <zl <besllamado un conjunto alternante para la
funcién error f — p,, si

[f () = pu(z)| = If = pall J=0,..k

[f(xj)_l)n(xj)] = _[f<95j+1)—JUn(SUjH)]7 ji=0,.., k=1 (1.3.1)

Teorema 1.2 Sea f € Cla,b]; pX € P, es un mejor aprozimante para f sobre
[a,b] si y sdlo si existe un conjunto alternante para e=f— pk de n+ 2 puntos.

Demostracion. Supongamos que Zg, ..., Tp4+1 forman un conjunto alternante
para f— py.. Se mostrard que p;, es un mejor aproximante. Si no lo es, entonces
existe ¢, € P, tal que

1f = anll <IIf = P2l (1.3.2)

En particular, como g, ..., z,4+1 forman un conjunto alternante, entonces

[f(25) = (@) < I = pull = 1F(zj) = pr(zy)l, G =0,on+1 (1.3.3)

(1.3.3) y (1.3.1) implican que la diferencia

[f () = pn(25)] = [f (25) = gn(z;)] (1.3.4)
alterna de signo cuando j va de 0 an+1. Veamos como sucede esto, supongamos
que para j = 0, f(z;)—p}(x;) > 0, entonces debido a (1.3.3) la diferencia (1.3.4)
es mayor que cero, después para j = 1, f(z;) — p}(z;) < 0 por (1.3.1), y otra
vez por (1.3.3) la diferencia (1.3.4) es menor que cero, esta alternancia se va
presentando hasta j = n 4+ 1. La alternancia de signos se presenta de manera
similar cuando f(z;) — p}(x;) < 0 para j = 0. Ahora bien,

[f(25) = pp(@)] = [f (25) = an(25)] = an(25) — pr ().

Asi que g, — p}, € P, tiene un cero en cada intervalo (z;,z;41), j =0, ...,n, para
un total de n+1 ceros, luego ¢, — p}, debe ser el polinomio cero, lo cual implica
que ¢, = pk. Esto contradice (1.3.2), por lo tanto p es un mejor aproximante.

Reciprocamente supongamos que p}, € P, es un mejor aproximante para f.
Hagamos

10



p=If—pull,
y seleccionemos € > 0 suficientemente pequefio para que |z1 — x2| < € implique

1) — efa)| < 50

para z1, s € [a, b]. Esto es posible por la continuidad uniforme de la funcién de
error e (e es una funcién continua sobre un intervalo cerrado).

Dividamos [a, b] en intervalos cerrados consecutivos de longitud menor o igual
a €. Denotemos por Iy, I, ..., I, a los intervalos en los cuales |e(z)| alcanza
su maximo valor. Como e puede variar a lo mas % p en cualquiera de estos
intervalos, entonces

e(x) > 1p 6 e(x)< —}p7
2 2
en tales intervalos.

Consideremos la sucesién uq, usa, ..., U, formada por valores 1 6 —1 de acuerdo
al signo que presente e sobre los intervalos Iy, I, ..., I,,, por ejemplo, si e toma
el valor —p sobre I; entonces u; = —1.

Debemos demostrar que en ésta sucesién se presentan al menos n+1 cambios
de signo, con lo cual podemos formar un conjunto alternante para e = f — p}
de al menos n + 2 puntos. Haremos esto mostrando que si hubieran menos de
n+ 1 cambios, podriamos encontrar un polinomio para el cual el error es menor
que p.

Siug = ug = ... = u,, sumando una constante apropiada a p;, obtendriamos
una mejor aproximacion, para ver esto supongamos que u; = 1, ¢ = 1,..,m, es
decir, e(z) > —p sobre todo [a, b]; entonces

, M
Jnin, e(x) > —p,

hagamos

M
c=p+2 > 0.

Tomando g, = p + ¢, f(z) — qn(z) = f(x) — pk(x) — c = e(x) — ¢ se tiene

—(p—d)=c—p=M—-c<e@)—c<p—c

por tanto || f — ¢, || = p—c. Lo que significa que g, es mejor que p} al aproximar
f. El caso u; = —1 se establece similarmente.

Agrupemos entonces los intervalos consecutivos Iy, I, ..., I, en grupos donde
el signo de las u;, i = 1,..,m sea el mismo:

Grupo 1 {11, I, ......... Ay} 1¢" signo
Grupo 2 {I;, 41,1, +2,.... 1, } 2% signo
Grupo 3 {Ljy+1,Ljy42,s s Ly} 1°" signol.3.5 (1)

Grupo k‘ {Ijk71+17ljk71+2’ "'?Ijk = Im}

11



Este esquema muestra k — 1 cambios de signo, supongamos entonces que se
presentan menos de n + 1 cambios, es decir

k—1<n+1.

Consideremos los intervalos I;,, I, 11. Estos intervalos son disjuntos pues
para alguno e(x) > %p y para otro e(x) < f%p. Por tanto podemos encontrar
un 1 que cumpla:

s<zy <tparatodosel; ytel; (1.3.6)

De igual manera existen xo, ..., xx_1 tales que

s < wp< t paratodosel;, ytel;,111.3.7 (2)

5 < xp—1 <t paratodose€l; ,yte€l; 1.

Pongamos

q(z) = (a1 —z)(xg —2) - - - (21 — ),

Como k—1<n+1, k—1<nluego g € P,. Las raices del polinomio ¢ son
los valores z;, los cuales no pertenecen a ninguno de los intervalos I, ..., I;,.

Supongamos que la funcién e toma el valor p sobre I, por construccién e
tomard éste valor sobre el grupo 1 de intervalos en (1.3.5), sobre el grupo 2
tomara entonces el valor —p y asi alternadamente. Ahora bien, sobre el primer
grupo de intervalos en (1.3.5) el valor de ¢(z) = (1 — z)(z2 — ) - - - (Tp—1 — )
es positivo, pues en vista de (1.3.6) el valor de todos sus factores es positivo.
Sobre el segundo grupo el valor de ¢ es negativo pues tUnicamente su primer
factor es negativo (debido a (1.3.6)) y los restantes positivos (por (1.3.7)), sobre
el tercero el valor de q es positivo ya que el valor de sus primeros dos factores
es negativo y del resto positivo, asi sucesivamente se presenta la alternancia de
signo en q.

Observamos entonces que las evaluaciones de e y ¢ coinciden en signo sobre
los intervalos I, ..., I,,, cuando e toma el valor —p sobre I;, multiplicando ¢ por
—1 se tiene el mismo resultado.

SeaT =[a,b] — I — Iy — -+ — Iy;
4 o
mdz |e(z)] = p" < p.

Supongamos que ||¢|| = M y que A > 0 se escoge tan pequefio como se
requiera para hacer valida la desigualdad

AM < min(p—p/, g)

12



Mostraremos que p = Aq + p;, € P, aparece como mejor aproximante para
f, en lugar de p}.

Si z € T entonces

() = p(2)] = le(z) — Ag(@)] < le(x)] + Alg(z)| < p"+ AM < p. (1.3.8)

Por otro lado, si ¢ T entonces x € I, para algin j entre 1 y m, aqui e(z) y
Agq(z) tienen el mismo signo, y |e(x)| > & > AM > |Ag(x)|, asi tenemos

[f(2) = p(x)] = le(x) — Aq(@)] = le(z)| = Ag(2)] < p— |Ag(2)| < p

que junto con (1.3.8) implican

If =pll <p=1f-pul,

lo cual es una contradiccion, por lo tanto k — 1 > n + 1, y el teorema estd
demostrado.ll

Teorema 1.3  Si p’ es una mejor aprozimacion a f € Cla,b] en norma
uniforme, f ¢ P,, entonces p, es inico; esto es, si p€ P, yp# pl, |f —pl >

If = pnll -

Demostracion. Supongamos que p € P, es también un mejor aproximante
para f, entonces ||f —p|l = [|f —pL|| = En(f) ¥

=Pt
2

es también un mejor aproximante para f, pues

< S01F = ol +1f = 3l = Ba(s).

P+ D
2

A

B < 5 —al= |7~ Y em s -n)

Sea zy, ..., Tn4+1 un conjunto alternante para f — ¢, entonces para algin entero
l,

f(@;) — qla;) f(xj);P(l"j) N f(%‘)—zpii(%)

= (_1)l+jEn(f)7 j:O,...,n—Fl,

o bien,
Flag) = pleg) + flag) = pi(xg) = 2(=1)"Eu(f),  j=0,.in+1

lo cual implica

Flaj) = pla;) = flz) = pi(a;) = (=1)F En(f) j=0,.,n+1,

13



pues

f(z5) = p(z;)| < En(f)

asi obtenemos
p(x;) = pp(z))

luego

Por lo tanto p}, es tnico.l

14



1.4 Aproximacion sobre un conjunto finito de puntos.

No siempre se puede encontrar el polinomio de mejor aproximacién a una
funcién dada, pero algo que siempre es posible es aproximar al mejor aproximan-
te. El procedimiento a considerar es reemplazar el intervalo I sobre el cual se
aproxima por un conjunto finito de puntos y resolver el problema de aproxi-
macion sobre ese conjunto.

Asi tenemos dos problemas: El primero es encontrar el mejor aproximante
sobre el conjunto finito de puntos y el segundo que éste aproxime al mejor
aproximante sobre I cuando el niimero de puntos crece apropiadamente.

Consideremos un conjunto X,, de puntos z1 < zg < -+ < Ty, todos ellos
distintos, sobre el intervalo /. Llamaremos E,, al conjunto de funciones definidas
sobre x1, xa, ..., Ty, esto es, el espacio m-dimensional de vectores f : (f1, ..., fm);
fj es el valor de f(x) en x =z, j = 1,...,m. La norma uniforme sobre E,, esta
definida por

Il = maz |fi
i=1,....,m

Tomando V = E,,, y W el subespacio de E,, consistente de todos los vectores
p: (p(x1),...,p(xm)), donde p € P,, el Teorema 1.1 nos dice que existe p* € P,
tal que
max | f; —p*(x;)| < max |fi — p(z;)
i=1,....m 1=1,....m
para todo p € P,.
Aligual que E, (f;I)=|f —pil = ngglx |f(z) — pi(x)], denotamos

i=1,...,m

Para cualquier f sobre X,,, si m < n + 1, siempre existe p € P, tal que

p(z;) = f(z;), Jj=1...,m. (1.4.1)

Este p es un polinomio de interpolacion y es un mejor aproximante. Por lo tanto,
supondremos que m > n+2. El mejor aproximante uniforme en P,, para f sobre
X, es caracterizado por un teorema andlogo al teorema 1.2. Enunciamos el
siguiente teorema, su demostracién es la misma que la del teorema 1.2 con X,,
en lugar de [a, b].

Teorema 1.4 p*(X,,) € P, es un mejor aproximante sobre X, para f si y
sdlo si existe un congunto alternante (de puntos de X,,) para f— p}, de n+ 2
puntos.

Igualmente se tiene el andlogo al teorema 1.3.

Teorema 1.5 El mejor aprozimante sobre X ., para f es unico.
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Estudiaremos ahora la relacién entre el mejor aproximante sobre un intervalo
y el mejor aproximante sobre un conjunto de puntos del intervalo.

Consideremos el intervalo I : [—1,1] y supongamos X,,, C I es un conjunto

de m puntos distintos, incluyendo los puntos —1 y 1. Si por ejemplo, X,,, consiste
de puntos equitativamente espaciados en I, es decir, los puntos

14+ —— j=0,...,m—1, 1.4.2
o J=0,...,m ( )

la distancia entre dos puntos consecutivos de (1.4.2), denotada por &, es

5m:‘<—1+m2f>—<—1+2gi))‘:m2_1>0. (1.4.3)

Lema 1.1 Consideremos el intervalo I, X,, C I y 9d,, antes mencionados.

Si p € P, satisface

Ip(x)] <K, z€ Xp, (1.4.4)
y
6
6m<—45—w (1.4.5)
nvn? —1
entonces
K
Ip(z)] < . wel, (1.4.6)
1—7
donde -
_— %5& (1.4.7)

;2 V6 2 6 .
Demostracion. Como 6, < T entonces 47, < TR de aqui

n?(n? —1)

0<r=
=T 6

62, < 1.

Supongamos que ||p|| = |p(¢)| para algin & € I (||p|| = mdayer |p(z)|). Si
& = +1, entonces € € X,,, de (1.4.4) dado z € I,

Ip(z)| < [p(§)] < K,

yecomo 0<7<1, K< %, con lo cual se tiene (1.4.6)

K

, el.
1—71 v

Ip(x)] <

Si—1< €& <1, sea xz; el punto de X,,, mas cercano a £. Entonces

() = &) + (e~ ' (€ + Ty

16



para algtin 17 € I. Pero p’ (&) = 0 pues p(x) tiene un extremo relativo en &; por

tanto )
(&) = —ple) + Dy
luego
x; — &2 4
I = 1] =|-pte + S5 )|
x; =62 4 2,
< Ip(xi)l+( 5 3 P (n)‘ §K+%” P (Tl)’.l.4.8 (3)

Necesitamos ahora una cota para ’ p” (n) ‘, la cual se obtiene de un resultado de

V. Markov!, con k = 2 aplicado al polinomio ¢ = ﬁpa

n?(n? —1)
3

oIl - (1.4.9)

Substituyendo (1.4.9) en (1.4.8) tenemos

0
Ipll < K+ =tn*(n® = 1) [Ipll = K + 7 [lpll,

asi
K

1—7’

Ip(x)] < x eIl

Definicién 4. Sea f definida sobre [a, b], el médulo de continuidad de f sobre
[a,b], w(f;]a,b];0), es definido para § > 0 por

w(f,[a,b],8) = SUI? . |f(z1) — f(x2)].
(o) g6

Lema 1.2 Para p € P,
w(p; I;8) < on? ||p|| (1.4.10)

Demostracion. Si xq,xo € I, por el teorema del valor medio,

’

p(z2) — p(z1) = (¥2 — x1)p (). para algin n € (z1,72)
Por el resultado de Markov! con k = 1 aplicado al polinomio HT}HP tenemos que

‘p/(n)’ <n?|p|l, y entonces,

[p(x2) = p(x1)] < on* [lp]l

n2(n?2-1)---(n?—(k—1)2
Hp®| < ( )

1A3,5m(2k_1) ) cuando P S P’fl y Hp” S 1.
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lo cual implica (1.4.10).H

Teorema 1.6 Si f es una funcion continua sobre I, entonces

IFl + En(f5 1)

1—71

Bulf: 1) = w(f; I; ) — Sut? [ ] < Bu(fi X) < En(£: 1),

(1.4.11)
suponiendo que 0., satisface (1.4.5).

Demostracion. Sea pl el mejor aproximante para f sobre I y ¢ el mejor
aproximante para f sobre X,,. Entonces

Ba(f3 Xn) < méa |1(@) = pi(2)] < miz |(2) = ()| = Bu(f5 D). (1:4.12)

m

Dado z € I, sea ; € X,, un punto de X,, més cercano a x; tenemos
f@) —an(@) = [f(2) — f(@)] + [f (i) — an(@2)] + gy (1) — an(2)],
por tanto
[f(@) = an (@) S w(fi1;0m) + En(f; Xm) + w(@n; 15 6m)- (1.4.13)
Como Ey(f;I) = |If = prll < [I[f —azll, de (1.4.13) obtenemos
En(f; Xm) 2 En(f; 1) = w(f; 1;0m) — w(gn; 15 m)- (1.4.14)

Sélo falta ahora una cota superior para w(q; I; 6y,). Combinando los resul-
tados de los Lemas 1.1 y 1.2 obtenemos

Wi I;0m) < 0mn® 5]l < Smn®(1 = 7) 7" mada |q;,(2)]. (1.4.15)
TEXm

Pero como |f(z) — ¢ (2)| < En(f; Xm) para © € Xy,

maz |q,(z)] = madx |q,(z) - f(2) + f(2)]
< max |f(z) — ()] + mdz [ [(2)]
= Eu(fi Xo) + | fIl € En(f; 1) + || f]] -1.4.16 (4)

Combinando (1.4.15) y (1.4.16):

w(gy; I;6m) < 6mn®(1— 1) HEL(f; ) + || £])- (1.4.17)
Y de (1.4.14) y (1.4.17):
Eu(fX0) 2 B3 1) = wlf31:8,) = 8 | LI EetF0)
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Corolario 1.6.1 Si 6,,, — 0 cuando m — oo, entonces E,(f; Xm) — En(f; 1)
cuando m — oo.

Demostracién. Cuando m — oo, w(f;I;0,) — 0 por la continuidad de f.
Como 7 — 0, de (1.4.11) se obtiene el resultado.l
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1.5 Aproximacion Uniforme por polinomios generalizados

La aproximacién de una funcién por polinomios algebraicos de grado menor

o igual a n puede generalizarse de la siguiente forma; dado p € P,, p tiene la
forma

p(z) =ao+ a1z + - -+ apz”, (1.5.1)

es decir p es una combinacién lineal de las funciones {1, z,x2, ..., x"} . Suponiendo
ahora que tenemos n funciones continuas g1, gs, ---, gn, €n algun intervalo, pode-
mos formar entonces una combinacién lineal de éstas como en (1.5.1)

iqgh (1.5.2)
i=1

La combinacién lineal (1.5.2) es llamada polinomio generalizado.

La existencia del mejor aproximante para una funcién f € V = CJa, b] esta
garantizada por el Teorema 1.1 tomando como subespacio W al subespacio de
V' generado por las funciones ¢1, g2, ..., gn continuas en [a, b]. En lo sucesivo nos
enfocaremos a mostrar la unicidad del mejor aproximante en este caso.

Definicién 5. Sea A un espacio lineal, el conjunto
H(A) = {g:g:ZQifi, fi€A 0; >0, 0; :1}7
i=1 i=1

es llamado cdpsula conveza.

Teorema 1.7 (Teorema de Carathéodory) Sea V un espacio lineal de di-
mension n. Sea A C V. Todo punto de la cdpsula convera de A se puede
expresar como una combinacidon lineal de n+ 1 elementos (6 menos) de A.

Demostracién. Sea g € H(A), entonces

k k
g=> 0ifi, fi€A 6;>0,) 0;=1. (1.5.3)

i=0 =0

Haciendo que k sea el menor nimero para el cual se cumple (1.5.3), se tiene que
0; > 0. Ahora,

k k
D> 0i(fi—g)=> 0:ifi—> big=g—g=0,
1=0 =0

=0

de modo que el conjunto de vectores g; = f; — g, ¢ = 1,..., k, es linealmente
dependiente.
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Supongamos que k > n, entonces {gi,...,gx} es un conjunto linealmente
dependiente. Supongamos fzoaigi = 0, con f:o |a;] # 0. Haciendo g = 0
tenemos que para toda A,

k
> (0i + Aev) gi = 0. (1.5.4)
=0

Si )
)\:mdx{—i:ai#O},

Q;

entonces 6; + Aa; = 0 para alguna j entre 1 y k. Para los demds indices se tiene
0; + Aa; > 0, donde 0y + Mg = 09 > 0. Sustituyendo g; por f; — g en (1.5.4)
obtenemos

k
Z (0 + X)) (fi —g) =0,

es decir,

M»
%
+
>
?

HM»
%
+
>
5

dividiendo por Z?:o (0; + Aa;) se tiene una expresién para g con menos de k
términos, contradiciendo que k era el menor niimero que cumplia (1.5.3), por lo
tanto debemos tener que k < n.

Si k = n, la demostracion estd completa, si k < n, agregando coeficientes
6; = 0 tantas veces como sea necesario en la representacién (1.5.3) de g se tendra
el mismo resultado.l

Corolario 1.7.1 La cdpsula convexa de un subconjunto compacto de un espacio
de dimension n es compacto.

Demostracion. Sea X un subconjunto compacto de un espacio de dimensién
n. Sea {v;} una sucesién en H(X). Por el teorema 1.7, para todo k:

n n
Vi = Zekil‘ki, Ok, > 0, Ze;ﬂ =1, z, € X.

i=0 i=0
Ahora bien, el conjunto {(fy, ...,0,) : 0; > 0,>""" ,6; = 1} es compacto, al igual
que X. Entonces existe una sucesién {k,} tal que los limites lz’mjﬁooekﬂ- =0,
y limj ook, = 7 existen para i = 0,...,n, con z; € X. Se tiene entonces que
la subsucesién {vy, } converge a fzoeixi € H(X), con lo cual demostramos que
H(X) es compacto.ll

Definicién 6. El producto interior de dos vectores x y y es un nimero real
denotado por (x,y) el cual cumple lo siguiente:

(i) (z,z) > 0, con igualdad si y sélo si z =0
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(ii) (z,y) = (y, )
(ili) (2, Ay + pz) = Az, y) + p (2, 2)

En los teoremas 1.8 y 1.9 utilizaremos la norma definida por el producto

interior, ||z| = ¥/(x, ).

Teorema 1.8 Todo subconjunto cerrado y convexo de un espacio euclideano
de dimension finita posee un punto de norma minima.

Demostracion. Sea K un subconjunto cerrado y convexo de un espacio
euclideano de dimensién finita. Sea {z;} C K tal que lim |a;|| = inf ||z| = d.
i—o0 zeK
Por la ley del paralelogramo,
2 2 2 2
i + 2 |1" + lws — 251" = 2 l2alI” + 2 |27,
o bien,

2

1
2 2 2
[z = 25" = 2|al|” + 2|z —4H2($i+xj)

Como K es convexo, 3 (z; + x;) € K, asi que ||3 (2; + z;)| > d luego
s — 1% < 2lal* + 2 || — 4d®. (1.5.5)

Cuando 4,7 tienden a infinito el lado derecho de (1.5.5) tiende a 0, por lo que
{z;} es de Cauchy y converge a un punto x. Como K es cerrado, x € K. Por la

continuidad de la norma, d = lim ||z;|| = \ = ||z .m
1— 00

11— 00
Teorema 1.9 (Teorema sobre desigualdades lineales) Sea U un subconjunto

compacto de R™. El sistema de desigualdades lineales

%

bz o ubz, > 0,0 =1,..,m, u=(u},..,u’) €U, (1.5.6)
es inconsistente si y sélo si 0 € H(U).
Demostracion. Si 0€ H(U), 0= Y. \ul, ut € U, N\ >0, Y \; = 1, entonces
j i=1

=1
para toda z = (z1,...,2,) € R™:

m

m
Z)‘i (ullzl +- 4 u;zn) = Z ()\iuizl 4+ Alu;zn)

i=1
m .
)\iuﬁ> zi+- -+ (Zx\luﬁl> zn = 0.
1 i=1

Esta ecuacién no se cumple si uiz; + - -+ +ul 2z, > 0 para i = 1,...,m. Luego el
sistema (1.5.6) es inconsistente.

<.

m

1=
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Supongamos ahora que 0 ¢ H(U). Por el teorema anterior, existe un punto
z € H(U) de norma minima. Seaw € U C H(U), por convexidad fu+(1—0)z €
H(U) para 0 < 6 < 1; se tiene entonces que

0 < [6u+(1—0)z)—|z1> =16 (u—=2)+z|* - ||z|?
= O llu— =] +260(u—z2) + || - |21
= ¢? ||u—z||2+20 (u—z,2).1.5.7 (5)

Para valores pequeiios de 6, ésta desigualdad implica que (u — z,z) > 0, o bien,
(u,z) > (2,2) > 0y por lo tanto, z es la solucién del sistema.l

Teorema 1.10 Dadas las funciones f,gi1,...,9n» € C[X] (X es un espacio
métrico compacto) y sea v =Y. ¢;g; — [, para que los coeficientes ci, ..., Cp
satzsfagan que ||r]| es minima, es necesario y suficiente que 0 € H(R), donde

= {r(@)z :|r(x)] = |Ir|}, con & = (91 (x),....gn (x)) (||| es la norma uni-
forme definida en (1.2.4)).

Demostracion. Supongamos que ||r]| no es minima. Entonces para algin
n-vector d tenemos que

Z (¢ Zcigi - fH . (1.5.8)
i=1 i=1

Sea Xo ={x € X : |r(z)| = ||r||} . Para € X debido a (1.5.8)

( Zdz%) < r(z)%

Desarrollando el primer término de ésta desigualdad

_2T Zdzgz (Zdzgz> <T )2

y reacomodando los términos,

n 2 n
0< <Z diQi) < 2r(x) Z d;g;
i=1 i=1

de donde obtenemos el sistema de desigualdades lineales que d debe satisfacer:

n

> (r(x)gi(x)di >0, x € Xo. (1.5.9)

i=1

Veamos que R es compacto; primeramente X, es compacto, pues dada una
sucesion convergente s, € Xo, s, — s, se tiene que

Irll = lim il = tim e(sn)] = |r ( tim s.)
n—oo n—0o0

n—oo

= [r(s)],
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asi s € Xy, luego X es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto, por
lo tanto X es compacto.

Ahora bien, h(x) = r(z)Z = (r(z)g1 (), ...,7(x)gn (x)) es una funcién con-
tinua que va de X a R™, como Xy, C X es compacto, entonces h(Xg) = R es
compacto. Por (1.5.9) y por el teorema 1.9, 0 ¢ H(R).

Para el reciproco, supongamos 0 ¢ H(R). Por el teorema 1.9, existe un
n-vector d tal que la desigualdad (1.5.9) se cumple para z € X,. Hagamos

n
€= min r(zx) ;digi(x), (1.5.10)
este minimo es alcanzado en X, ya que éste es compacto, ademdas € > 0 por
(1.5.9). Definamos X; = {z € X : r(z) Y., digi(x) < £}, X1 es compacto y
no contiene puntos de X, observando que cualquier punto de X; arroja un valor
menor que € para la funcién en (1.5.10). La funcién |r(z)| alcanza su méximo
valor E sobre X1 y E < ||r| pues |r(z)| = ||| sélo para puntos de X.
Sea x € X; y supongamos que

rll — &
0<A< —pt— .
12251 digi (@)l
Entonces
n n
i=1 i=1
< E+A Zdigi(x)
i=1
< B+ = E S o) =
”Z@ 1 191 ”

Sea ahora = ¢ X; y supongamos que

I3

n 2"
1225=1 digi(2)||

0< A<

Como z ¢ X;, x cumple
) Z digi(w) >
i=1

luego multiplicando esta desigualdad por 2\,

N ™

e < 2)r(x) z”: d;gi(x)
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Entonces
(T(x) - A Z digi (x)> = ( - 2>\T Z dzgz + )\2 (Z dzgz )
i=1
< r(x)? = e+ N2 (Z d,»gi(x)>

i=1

> digi(x)

i=1

2

IN

>+ A | —e4+ A

2
< rlP A —e+ S da)

i=1

v zgz( )II”
= |l

Asi, hemos demostrado que para algin A > 0, [[r — Y1, Md;gi|| < ||7], luego
Ir|| no es minima.M

Definicién 7. Se dice que el conjunto de funciones {gi,...,g,} satisface la
condicién de Haar sobre X si cada g; € C[X] y todo conjunto de n vectores
de la forma & = (g1 (), ..., gn (z)) es linealmente independiente. Dicho en otra
forma, si para cualquier seleccién de puntos distintos x; € X, i = 1,..,n, el
determinante
g1 (z1) -+ gn(71)

es diferente de cero.

Lema 1.3 Consideremos {g1,...,gn} un conjunto de funciones que satisfacen
la condicion de Haar sobre [a,b]. Sean los puntos a < xg < 1 < -+ < xp < b,
y sean los numeros Ag,..., A\, diferentes de cero. Entonces A \i—1 < 0 para
i=1,..,n, siysdlosi 0 H(A), donde

A={Nt;: 3= (91 (x) ooy gn (25)), 1=1,..,n}.

Demostracion. Todos los determinantes

g1(w1) - gn(m1)
Dlzy,...,xn] = : :
g1 (Tn) o gn(Tn)
con r; < --- < I, tienen el mismo signo. Supongamos que existen x =
(1, ey xp) con ¢1 < -+ < Tp VY = (Y1,.0,Yn) cOn Y1 < --- < Yy, tales

que D [z1,...,2,]) <0< Dy, ..., yn] , entonces para algin A € (0,1),
D [)\Jfl + (1 - >\) Yty - /\xn + (1 - A) yn] = 07
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por la condicién de Haar esto implica que para algun i y para algun j, j # 1,
Az + (1= Ay = Az; + (1= Ny,

es decir,
Aai—zj) =A=1) (v —y;)-

Entonces (z; — x;) y (y; — y;) tienen signos opuestos, lo cual es una contradiccién.
Supongamos que 0 € H(A), entonces Y . 0;\;&; = 0 con 0; > 0; despejando

n
N U
Zo = lz:; 90>\0 Ty,

y resolviendo este sistema por la regla de Cramer,

o,

791>\1 _ D [Il, ey Li—1, L0y Li41, ...,,In]

90)\0 - D[ml,...,xn]

(1.5.11)

Ahora bién,

sgn <_97,A7,) _ (_1)i—1 sgn (D[$0,x2,...,l’n])
oo Dlxy, ..., zy]
(haciendo i—1 intercambios de columna en el determinante, con lo cual se tienen

i — 1 cambios de signo de éste). Pero

sgn (D [xo, x2, ..., x,)) = sgn(D [z1, z2, ..., Tp]),

luego el signo de (M) es positivo, de donde sgn (;g;\i‘)b) = (-1,

D[Ilu“wwn]

es decir, —0; sgn \; = (—1)""1sgn Ao, o bién, sgn \; = (—1)*sgn Ao.

Reciprocamente, supongamos que se cumple esta tltima igualdad, tomemos
un 6y > 0, y definamos 6; a partir de (1.5.11). Tendremos entonces que

zn: GL)\L@ = 0,
=0

dividiendo entre 8; + - - - + 6, se tiene el resultado deseado.l
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Teorema 1.11 (Teorema de alternancia) Sean {g1,...,gn} un conjunto de fun-
ciones que satisfacen la condicion de Haar sobre [a,b], y sea X un subconjunto
cerrado de [a,b]. El polinomio generalizado P =Y., ¢;g; es un mejor aproxi-
mante para f € C[X] si y sdlo si la funcion de error r = f — P tiene al menos
n + 1 alternancias sobre X; esto es,

r(z;) =—r(zi-1) =%|r||, i=1,...n, conxg <1 <+ < Ty, ¥ € X

(Il es la norma uniforme definida en (1.2.4)).
Demostracion. Por el teorema 1.10 ||r|| es minima si y sélo si 0 € R™ estd
en la capsula convexa del conjunto

{r(@)2 : |r(z)[ = I}, con & = (g1 (2) ..., gn (2)) -

Por el teorema 1.7, 0 se puede expresar como una combinacién lineal de n + 1
de estos elementos,

0="> Oir(x:)d;. (1.5.12)
1=0

Ordenando los puntos x;, tenemos a < xg < - -- < x, < b, luego por el lema 1.3,
(1.5.12) se cumple si y sélo si los nimeros 6;7(z;) alternan de signo, es decir,
r(z;) = —r(z;-1) =x|r||,i=1,...,n.0

Teorema 1.12 (Teorema de unicidad) Supongamos que {g1,...,gn} esun con-
Junto de funciones que satisfacen la condicion de Haar sobre [a,b], entonces el
polinomio generalizado P =Y, ¢;g; que mejor aprozima a una funcién con-
tinua f € Cla,b] es dnico.

Demostracion. Supongamos que el polinomio de mejor aproximacion no es
tinico, entonces existen P =>""" , ¢;9; y Q = >, d;g; polinomios generaliza-
dosde mejor aproximacién a f, luego || f — P|| = || f — Q[|; veamos que el poli-
nomio generalizado

P+Q
2
también es de mejor aproximacién,
P 1 1
ir-ri s |r-259) = |ju-p5u-0)
1 1
< SUf=Pl+lf =@l =SUf = Pl+If=Pl)=If - Pl

Por el teorema 1.11, existen puntos xg < 21 < -+ < @, en [a, ] tales que
1 i
flai) = 5(P+@Q)(zi) = (=1)%, donde |e] = [|f — P,

luego

(fGes) = Pla) + 5 (i) = Q) = (~1)'e,

N =
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como ningin sumando en esta igualdad es mayor que % |, entonces

fxi) = P(z;) = f(2:) — Q(zi) = (—1)',

de aqui,
P(x;) = Q(z;), i=0,..,n,
es decir, . .
chgj(xi) = Zdjgj(:vi), i=0,..,n,
j=1 j=1
o bien,

Z (¢j —dj)gj(z;) =0, ¢=0,...,n, donde ¢ —dj, # 0 para alguna 1 < k < n,
j=1

lo que significa que tenemos un conjunto de n vectores:

g1(z1) 91(zn)

gnla1) Gn(n)

linealmente dependientes, contradiciendo la hipétesis de la condicién de Haar
sobre {g1,...,g,} .1
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1.6 Aproximacién por polinomios generalizados sobre
un conjunto finito de puntos.

Cuando deseamos encontrar el mejor aproximante a una funcién f € C|a, b]
podemos discretizar el intervalo tomando un subconjunto finito de puntos Y
n [a,b]. A continuacién, establecemos algunos resultados que muestran que
la aproximacién obtenida sobre Y (bajo cierta condicién) aproxima al mejor
aproximante sobre el intervalo original.

Definicién 8. Sea Y C [a,b], denotamos la densidad de Y por |Y] y la
definimos por la ecuacién

Y| = max mf |z —yl.
z€la,b] ye

Lema 1.4 Sean{gi,...,gn} un conjunto de funciones continuas sobre [a,b],
entonces existe a(d) tal que

1P| < a(d) | Plly, ald) > 1,
para todo polinomio generalizado P =Y"""_, ¢;g;, y para todo Y C |a,b] tal que
Y] < 4,6 >0. (1.6.1)

(1Pl = mézsefan | P@)], | Plly = mdzyey |P(y)])-

Demostracion. La independencia de {g1, ..., g»} puede ser supuesta, pues si
no es linealmente independiente, podemos reemplazar {g1, ..., gn } PO {91, ..., Gk }
linealmente independiente con k < n. Dado un polinomio generalizado cualquie-
raP=3%" ¢g.

Sea 6 el minimo de ||}, c}g;|| sobre el conjunto compacto en R™ definido
por la ecuacién Y, |ci| = 1. 8 > 0, ya que si § = 0, entonces Y, cig; =0
contradiciendo la independencia de {gi, ..., gn}. Como

Zz

0 <

)

=1 ‘Cl |
entonces

=[Pl

n n
0 Z les| < Z Cigi
i=1 =1

Definamos una funcién 2 sobre los nimeros reales positivos:

Q0) = mdzr  maz |g:(x) = gi(v)l

Cuando 6 — 0, g;(z) —g:(y) — 0 porque las funciones g; son uniformemente con-
tinuas, luego Q( ) — O podemos tomar entonces un d suficientemente pequeno
para que Q(d) < 6.
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Sea P = >""" | ¢;g; un polinomio generalizado cualquiera, sea = € [a,b] tal
que |P(z)| es méximo, si para todo y € Y, |x —y| > ¢ entonces para este
x € [a,b] se tiene que infycy |z — y| > 4, contradiciendo (1.6.1), luego podemos
tomar un y € Y tal que |z — y| < 4. Entonces,

0 lel < |P|=|P(z)
i=1

< |P( — P(y)[ + [P(y)]

= N+ |P(y)|
< Z|Ci||9i($)—gi(y)|+||P||y
<

)Y el + 1Py,
i=1

de aqui,

P
Z|CZ| =9 QY)

0(0) ;0 + 1Pl

= [+ g2 1

Haciendo a(d) = 1+ % se tiene el resultado, pues a(d) — 11 cuando
0— 0.1

[Tl

IA

Lema 1.5 Consideremos las funciones f, g1, ..., gn € Cla,b]. Sea Y C [a,b] tal
que |Y| < 6,6 > 0. Para cualquier polinomio generalizado P =Y. | ¢;g;,

If =PIl < IIf = Plly +w(f;a,b];0) + 8P| 2(5),

donde [ es independiente de f y P y w(f;[a,b];d) es el mddulo de continuidad
de f.

Demostracion. Como en el lema anterior, podemos suponer la independencia
lineal de {g1, ..., gn}. De igual manera definamos a 6 como en ese lema, entonces
05" el < I1X0r,cigi || = ||P|| para cualesquiera ¢;. Tomemos cualquier
polinomio generalizado P = " | ¢;g;. Sea x € [a,b] tal que |f(z) — P(z)| es
maximo, de igual forma que en el lema anterior podemos tomar un y € Y tal
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que |z — y| < 4. Entonces,

17 =Pl = 17@)~P@) < |f@) ~ f@) + /) ~ P)| + |P) - P(z)
< w(fs[a,bli0) + I = Plly + 3 lel lgiy) — 9:(a)]
< w(filab8)+ [f — Ply + (Z |> iz losty) - 9s(o)
< N = Ply +olfi [06:6) + 5 |PI0G).

Teorema 1.13 Consideremos las funciones f,gi, ..., gn € C[X], con X = [a,b].
Para cada Y C X sea Py el polinomio generalizado de mejor aproximacion a
[ sobre Y, supongamos que |Y| < 8,6 > 0. Entonces ||f — Py|| — ||f — Px]|
cuando § — 0.

Demostracién. Primero tenemos que ||f — Py|ly < [|f — Px||y pues Py es
el mejor aproximante sobre Y. Luego

If = Pyrlly < IIf = Pxlly < IIf = PxI|-

Por el lema 1.5,

If = Pyll = 1If = Pxll If =Pyl = Ilf = Prlly

w(f;[a,b];6) + B Py|€2(5).1.6.2 (6)

Ahora bien,
1Py lly <Py = flly + /Iy

pero ||Py — f|ly < /|0 — flly , ya que Py es el mejor aproximante sobre Y, luego

1Py lly < 1Py = flly +1flly <10=Flly + £y <201

Por el lema 1.4,
[Pyl < allPylly <2aflfl- (1.6.3)

Combinando (1.6.2) y (1.6.3) tenemos
If = Pyl = IIf = Pxll < w(f;la, b]; 6) + 28a || ]| €2(5),

cuando § — 0 el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero, con lo cual se
tiene el resultado. W
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Teorema 1.14 Supongamos que {g1,...,gn} €s un conjunto de funciones que
satisfacen la condicion de Haar sobre [a,b]. Sea Py el polinomio generalizado de
mejor aproximacion a una funcion continua f. Entonces existe una constante
v > 0 dependiente de f tal que para cualquier polinomio generalizado P,

If =Pl = lf = Poll +~ [l Po = PI|- (1.6.4)

Demostracion. Si||f — Pyl = 0, entonces v = 1 pues | Py — P|| < || f — Pol|+
IP— fll = |If — PJ| - Supongamos ||f — Py|| > 0. Por el teorema 1.11 existen
puntos x, ..., X} y signos oy, ..., o} tales que

f(xi) — Po(zi) = oi || f — Poll;

por el lema 1.3 se tiene también que 0 estd en la cdpsula convexa H(A) donde
A=A{o;Z;: 2, = (g1 () ..., gn (24))}, luego Z?:o O;o;x; =0 con 0; > 0, por la
condicién de Haar, k > n. Sea ) un polinomio generalizado cualquiera, tenemos
que

n

> 0i0:Qx) =
i=0

i=0

0;0; chgj(xi) = Z <Cj Z@'O’igj(ﬂﬁi)) =0.

j=1 i=0

Por la condicién de Haar no todos los nimeros o;Q(z;) son cero. Como todos
los 6; > 0 debemos tener que o0;Q(x;) es positivo para alguna i, por tanto
maz 0;Q(x;) es una funcién positiva de Q). Luego el niimero

0<i<n

= min max o;Q(x;
7T QIR 0<isn Q)

es positivo, v es alcanzado pues es el minimo de una funcién continua sobre un
conjunto compacto.

Sea P un polinomio generalizado cualquiera, si P = Py, entonces (1.6.4) es
obvia. En otro caso hagamos

(Py— P)

Q=2—pr
1Py — Pl

como ||Q|] = 1 existe un indice i tal que 0;Q(x;) > =, es decir o; (Py — P) >
|| Po — PJ . Luego

I =PI = min |f(@) ~ P@)| 2 o0(f - P)(x)

oi(f — Po)(x) + 0i(Py — P)(x;)
o} ||f = Poll + 0i(Py — P)(x:)
If = Poll +~ 1P — P

Y
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Teorema 1.15 Supongamos que {g1,...,gn} es un conjunto de funciones que
satisfacen la condicion de Haar sobre X = [a,b], sea f € C[X]. Si [ tiene
un unico polinomio generalizado Px de mejor aproximacion sobre X, entonces
sus mejores aproximantes Py sobre subconjuntos Y convergen a Px cuando
Y| — 0.

Demostracion. Por el teorema anterior tomando Py = Px y P = Py

If =Pyl = lf = Pxll+vIPx — Prll,

es decir,
[Py — Px|l <y~ (If = Prll = IIf = Px]]),

por el teorema 1.13 el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando
|Y| — 0, con lo cual se tiene el resultado.ll
En los teoremas anteriores a la discretizacion Y se le pide la condicién

maz inf | —y| <d6,0 > 0.
z€la,b] yey

Tomando Y como el conjunto de m puntos

{a+(b_a)‘7, j—O,...,ml},

m—1

b—a

——%, asi, 0 tiende a cero cuando m tiende

tenemos que maz inf |z —y| <=
z€la,b] yey

a infinito.
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Capitulo 2
Optimizacién lineal

En este capitulo presentamos un resumen de algunos resultados béasicos de
la optimizacién lineal con restricciones, desarrollamos dos métodos computa-
cionales para resolver programas lineales, uno cuando la formulacién es como
un programa lineal con un nimero finito de restricciones y otro cuando se trata
el problema con un numero infinito de éstas. Estos métodos incorporan una im-
plementacién del método Simplex en la etapa de optimizacién, asi que también
estudiamos la teoria de este método y describimos la forma en la que se imple-
mento.

2.1 El Problema de Optimizacion Lineal

Definicién 9. Sea M C R un conjunto fijo y f una funcién real definida sobre
M. Buscamos un elemento T en M tal que

f(@) < f(x) para todo x € M.

M es llamado conjunto factible, f funcion objetivo y T es denominado punto
optimo.

Definicién 10. Al ntimero v dado por
v={inf f(z): 2z € M}
se le denomina wvalor del correspondiente problema de optimizacion.

Definicién 11. Un elemento x € M es llamado punto factible.

Si M es el conjunto vacio, es decir no hay puntos factibles, se dice que el
problema es inconsistente y v = oco. Si existen puntos factibles, el problema
es factible o consistente. Si v = —oo, se dice que el problema es no acotado
inferiormente.

Entonces todo problema de minimizaciéon debe estar en uno y sélo uno de
los siguientes tres estados:

IC = Inconsistente; el conjunto factible es vacio y el valor del problema
es o0.
B = Acotado; existen puntos factibles y el valor es finito.
UB = No acotado; hay puntos factibles, la funcién objetivo no es acotada

inferiormente, y el valor es — co

El valor de un problema de maximizacién es —oo en el estado IC, finito en
B,y +o0 en el estado UB.
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Un problema de optimizacién serd llamado problema de optimizacion lineal
(POL) cuando la funcién objetivo sea lineal y el conjunto factible esté definido
mediante restriccion lineales.

En este caso la funcién objetivo tiene la forma

n

T

cy= E CrlYr,
r=1

donde ¢ es un vector fijo en R™. El conjunto de vectores factibles de un (POL)
es definido como una interseccién de semiespacios; sea T un conjunto de indices
dado finito o infinito; con cada t € T asociamos un vector a(t) € R™ y un nimero
real b(¢). El conjunto de vectores factibles de un problema de optimizacién lineal
consiste de todos los vectores y € R™ pertenecientes a todos los semiespacios

{y: a(t)Ty > b(t)}, teT

Definicién 12. Un problema de optimizacion lineal es definido de la siguiente
forma:

Dados: Un vector ¢ = (c1,...,¢,)" € R™, un conjunto de indices (finito o
infinito) no vacio T, una funcién a(t) = (ay (t),...,a, (t))7 que mapea T en R"
y una funcién escalar b(t).

Buscamos un vector y € R™ que resuelva el problema:

(P) Minimizar ¢'y sujeto a las restricciones a(t) 'y > b(t), t € T.  (2.1.1)

Cuando el conjunto T es infinito se tiene un nimero infinito de restricciones
y el problema (P) es llamado Programa Lineal Semi-infinito (PLSI). En el caso
de que T sea finito se tiene un Programa Lineal Ordinario (PLO).
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2.2 Dos métodos computacionales para la resolucion
de Programas Lineales.

2.2.1 Programacién Lineal Ordinaria

Cuando en el Programa Lineal (2.1.1) el conjunto de indices T C RF es un
conjunto finito X,, de puntos se tiene un Programa Lineal Ordinario (PLO)
pues el nimero de restricciones lineales es finito.

El programa lineal a resolver queda de la siguiente forma:
Minimizar ¢y

sa.  a(t;)) y>0bty), t; € Xpm, j=1,...,m (2.2.1.1)

Donde m es el nimero de elementos de X,,.

El programa (2.2.1.1) puede resolverse mediante el método Simplex, el cual
implementamos en Matlab. En la seccién 2.3 se estudia la teoria del método
Simplex; se describe la forma en la que se implementé y los requerimientos
especiales para poder ser aplicado a la resolucién de programas lineales en la
forma (2.2.1.1).

2.2.2 Programacién Lineal Semi-infinita

Cuando en el Programa Lineal (2.1.1) el conjunto de indices T' es infinito
(por ejemplo, en el caso de una variable, un intervalo cerrado tiene infinitos
puntos), se tiene un programa lineal semi-infinito; para resolver este programa
utilizamos un Algoritmo que trabaja discretizando el conjunto 1"y resolviendo el
subproblema resultante de la discretizacién, a continuacién verifica si la solucién
optima del problema discretizado es también solucién del programa original,
cuando esto no ocurre se construye una discretizacion mas fina de T

A continuacién describimos la forma en que hacemos la discretizacién del
conjunto 7.

Definicién. Dado T = [z1, 23], una red del intervalo T es un subconjunto
finito de puntos pertenecientes al intervalo.

Denotamos por T, a una red de T que consiste de r puntos igualmente
espaciados en T, esto es, los puntos

N Tk 20N ST S N
r—1
6 bien,
To — T To —x1)2 xTo—x1)(r—2
T’r: x1, .’171"‘( 2 1),1'1 ( 2 1) ,...,J]]—f—( 2 1)( >7$2
r—1 r—1 r—1
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Una red con k(r — 1) 4+ 1 puntos estd dada por

(g — 1) (xg —x1) (kr —k —1) xg}.

Tho(r— = — .
k(r—1)+1 {33173314- Wr—1) » L1+ W —1)

Definicién 14. Una sucesion expansiva de conjuntos es una sucesion de con-
juntos {X;} = Xo,X1,...,X;, Xj4+1,..., que cumplen Xy C X; C,...,C X; C
Xj+1 C ...

Teorema 2.1 La sucesion de redes {T,,};~, donde r; = k(ri-1 —1) + 1,
1=2,...,conk>2,r >1 es una sucesion expansiva de conjuntos.

Demostracion. Sea n un entero positivo, supongamos z € T, , entonces

(r2 —x1) ] ) )
r=uz1+ — 1 » para alguna j, 0<j < r, — 1, (2.2.2.1)
T —

multiplicando numerador y denominador por k en el segundo sumando de la
igualdad anterior

(2 —x1) kj

Krm—1) ' P alguna j, 0 < j < 7, — 1, (2.2.2.2)

r=2x +

sustituyendo kj por j’ en (2.2.2.2) tenemos

(2 —21)J'
k(r, — 1)

de aqui = € Ty, —1)+1. Hemos demostrado que

T =1+ , para alguna j',0 < j" < k(r, — 1),

TTn C Tk(rn—l)—i-l = Tr7l+17

donde n es un entero positivo cualquiera, luego la sucesién de redes {T;.} es una
sucesién expansiva de conjuntos.ll

Llamamos a
{T,.};2, donder; =k(rioqy —1)+1, i=2,.., (2.2.2.3)

sucesion expansiva de redes.
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Describimos aquf el algoritmo para resolver (2.1.1) cuando T es un intervalo
cerrado [x1, z2):

Algoritmo 2.2.2. Dado el conjunto infinito 7' y dada una tolerancia € > 0,
inicializamos un indice ¢ = n, donde n es el nimero de elementos de la primera
discretizaciéon de T'. Construimos la primera discretizacion T;.

Primera FEtapa:
Resolver el subproblema:

(P,) Minimizar c'y
s.a. a(t) y>b(t), teTy.

Si (P;) es inconsistente parar ((P) es inconsistente).
Si no, calcular una solucién 6ptima de (F;), y*.

Segunda etapa: Verificar la factibilidad de 3 para todo t € T.
Para esto, encontramos s;, el menor de los minimos de la funcién:

o(t) =a(t) y' —b(t), teT.

Si s; > —e parar (yZ es aceptada como solucién éptima).

Si no, incrementar el indice i y regresar a la primera etapa.

Cuando en la segunda etapa se satisface la desigualdad s; > —e la solucién
y" es aceptada como solucién del programa (2.1.1), cabe aclarar que la solucién
y* arrojada por el algoritmo cumple las restricciones:

a(t)"y’' > b(t) —e, teT,

que para tolerancias € muy pequenas nos brindan una solucién casi factible.
En la primera etapa cuando (F;) es inconsistente (No existen puntos factibles)
se tiene que para todo y € R", existe t' € T; tal que

a(t) Ty < b(t) (2.2.2.4)

luego como T; C T, (P) es inconsistente.
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2.3 El Método Simplex

En esta seccién describimos el llamado Método Simplex para resolver progra-
mas lineales ordinarios, comenzamos presentando un tipo particular de problema
de programacion lineal.

Consideremos el siguiente problema

Minimizar c1x1 + CaTg + ... + CpTy,

sujeto a  aij1xy + a12%2 + ... + a1y > by
a21%1 + A22%2 + ... + A2pTy > b

Am1%1 + AmaZ2 + ... + CGmnTn Z bm

T, T, ceey Ty > 0.
En notacién matricial:
Min cx
s.a Az >b
x> 0.
Donde
T
C1 Z1 b1 a1 ai2 Q1n
C2 T2 bo a21 a2z -+ A2n
C = . , X = . s b= . s A=
Cn Tn by Aml Am2 - Omn

El vector c es el vector de costos, cz es la funcion objetivo, x es el vector de
variables de decision y A es la matriz de restricciones. Un vector que satisface las
dos restricciones se llama vector factible o solucion factible. El conjunto de todos
estos vectores es denominado region factible. Se dice que el programa lineal
anterior esta en forma canénica. Cuando todas las restricciones son igualdades
se dice que el programa lineal esta en forma estdndar.

Definicién 15. Un conjunto C C R™ se dice convexo si y sélo si para todo par
de puntos 2/, 2" € C todas las combinaciones x (\) = Az’ 4+ (1 — \) 2”, estdn en
C,con 0 <A< 1.

Definiciéon 16. Se dice que un conjunto C' C R™ es un cono si para todo
x € C y para todo escalar A € RT, el punto Az € C. Un cono que también es
convexo se denomina cono convexo.

El conjunto {z € R": x = Aa, A € R™*" o € R™, > 0} es un cono con-
vexo generado por los vectores columna de la matriz A.

Definicién 17. Un punto z de un conjunto convexo C es un punto extremo

de C' si no hay dos puntos distintos z1 y 3 en C' tales que x = Bz1 + (1 — 8)z2
para algin 5, 0 < 3 < 1.
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Definicién 18. Un hiperplano H en R™ es un conjunto {z € R™ : aTx = ¢},
donde ¢ € Ry a es un vector distinto de cero en R™. Un hiperplano es el conjunto
de soluciones de una ecuacién lineal.

La solucién de un programa lineal, puede presentarse en alguna de las
siguientes formas:

1. Solucion Optima Unica. Veremos que ocurre siempre en un punto extremo
de la regién factible. Para este tipo de solucién la region factible puede ser
acotada o no acotada.

2. Soluciones Optimas Alternativas. No existe un punto tnico para la
solucion, sino que un conjunto de puntos forman la solucién del problema.

3. Solucion Optima no acotada. Se presenta cuando la regién factible no esta
acotada y el hiperplano cx = k (funcién objetivo) se puede mover indefinida-
mente en la direccién —c, intersecando siempre a la region factible.

4. Region Fuactible Vacia. En este caso, no existe solucion para el sistema
de ecuaciones o desigualdades que definen la regién factible y se dice que el
problema es no factible.

Definicién 19. Dado un hiperplano H, llamaremos semiespacios cerrados a
los conjuntos Hy ={x € R":aTx >c}y H- ={x € R": a7z < c}.

Definicién 20. Un politopo es un conjunto formado por la interseccién de un
namero finito de semiespacios cerrados.

El conjunto K = {z € R": Az =b, v > 0} de soluciones factibles de un
programa lineal es un politopo, pues la ecuacién

a;1%1 + @22 + ... + AinTp = by,
es equivalente al sistema de desigualdades

@11 + AiaTo + oo + ATy > by
<

;11 + a;0x + ... + AinTy

Puntos extremos y soluciones basicas factibles.

Definicion 21. Consideremos el sistema

Ax = b
y x 2

)

en donde A es una matriz de m X n y b es un m-vector. Supongamos que
rango(A,b) = rango(A) = m. Después de un posible reordenamiento de las
columnas de A, sea A = [B, N], en donde B es una matriz invertible de m x m
y N es una matriz de m x (n —m). La solucién

=]
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de las ecuaciones Az = b, en donde x5 = B~ 'by 25 = 0 se denomina solucién
basica del sistema, B se denomina matriz bdsica o base y N se llama matriz
no bdsica. Las componentes de xp son llamadas variables bdsicas, y las de x
variables no bdsicas.

Definicion 22. Si una o més de las variables basicas de una solucion bésica
de

Az = 1231 (7)
z > 0,

es cero, la solucién es llamada solucion bdsica degenerada.

Definicién 23. Una solucién bésica de (2.3.1) en la que todos sus componentes
son no negativos se denomina solucion bdsica factible; si algin componente es
cero, la solucién basica factible se dice solucion bdsica factible degenerada.

Teorema 2.2 (Equivalencia entre puntos extremos y soluciones bdsicas) Sean
A € R™*™ yna matriz de rango m y b € R™. Sea P el politopo convezo

P={z€eR":Ax=b, ©>0}.

Un vector x € P es un punto extremo de P si y solo si x es una solucion bdsica
de

Az

X

b
0.

Vv

Es decir, si y solo si los vectores columna de la matriz A asociados a las com-
ponentes positivas de x son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los m primeros
componentes del vector x son positivos y los n —m dltimos cero. Six = [ZT,0T],
Z > 0, y nombramos A las m primeras columnas de A, tenemos que Azr = AT =
b.

Para demostrar que = es una solucién béasica debemos demostrar que los
vectores columna de A son linealmente independientes. Haremos esto por con-
tradicciéon. Supongamos que las columnas de A no son linealmente indepen-
dientes. Entonces existe un vector w # 0 tal que Aw = 0. Luego A (T 4 ew) =
AZ +eAw = AT = by, para un ¢ suficientemente pequefio tal que (T & ew) > 0.

Los puntos
;| T+ew n_ | T—ew

estdn en P. Tenemos entonces que T = %(y’ +y"), que describe a x como una
combinacién convexa de dos vectores distintos en P, por tanto x no puede ser
un punto extremo de P. Hemos probado que si z es un punto extremo entonces
las columnas de la matriz A son linealmente independientes y x es una solucién
bésica.
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Supongamos ahora que = no es un punto extremo de P. Esto significa que x
puede formularse como una combinacién convexa de otros dos puntos en P, por
ejemplo z = Ay’ +(1-N)y", y' # y” y 0 < X < 1. Como todas las componentes de
x,y', y” son no negativas y 0 < A < 1, el resultado inmediato es que las tltimas
n — m componentes de ' y 4 son cero pues lo son las de x, lo mismo sucede
para x —3y’. Ahora bien A(xz —y') = Az — Ay’ = b— b = 0. Luego las columnas
de la matriz A son linealmente dependientes. Demostramos entonces que si las
columnas de A son linealmente independientes x es un punto extremo.l

Corolario 2.2.1 El conjunto P = {x € R™: Ax = b, x > 0} tiene un nimero
finito de puntos extremos.

Demostracion. El ntimero maximo de formas de seleccionar m vectores
bésicos de las n columnas de A es

() = 560 =y

Luego el niimero de puntos extremos es a lo mas (::;).

Consideremos un programa lineal en forma estandar

Min cx
s.a Az =10 (2.3.2)
x > 0.

Una solucién factible que alcanza el valor minimo de la funcién objetivo se
denomina solucion factible éptima. Si esta sélucion es bésica, es una solucion
factible bdsica dptima.

Teorema 2.3 Dado el programa lineal (2.5.2), donde A es una matriz de man
de rango m:

i) Si hay una solucidn factible, hay una solucion factible bdsica.

i1) Si hay una solucidn factible éptima, hay una solucidn factible bdsica
optima.

Este teorema muestra la importancia de las soluciones bdsicas (puntos ex-
tremos) para resolver un problema de programacion lineal, pues establece que
al buscar una solucién 6ptima sélo es necesario tener en cuenta las soluciones
bésicas, ya que en ese tipo de solucién siempre se consigue el valor éptimo.

Basandose en estos resultados tedéricos podemos abordar la descripcién del
Método Simplex. Para resolver un programa lineal en su forma estandar, basta
con estudiar los puntos extremos del conjunto factible (que por el corolario 2.2.1
el nimero de éstos es finito) y buscar aquel en el que la funcién objetivo se hace
minima.

Descripciéon del Método Simplex.
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Con el método simplex se puede deducir la optimalidad de un punto ex-
tremo solucién dado basdndonos en consideraciones locales sin tener que revisar
globalmente todos los puntos extremos.

Consideremos el problema de programacion lineal

(1) Min cx
s.aAr =10
x> 0.

en donde A € R™™ y rango(A) = m. Supongamos que se tiene una solucién

-1
bésica factible < B 0

—1 —1
20 = c( BO b ) = (¢B,cN) ( BO b ) = cpB~'h. (2.3.3)

Denotemos por xp y xn a los vectores de variables basicas y de variables no
bésicas respectivamente. La factibilidad requiere que xp > 0, zxy > 0y b =
Az = Bxp + Nzy. Multiplicando por B~! ésta ecuacién tenemos

) con valor objetivo

xg = B 'b— B 'Nzyx

= B7'b—> B lax;
jeI

= B—ZyJ$J,234 (8)

JjeI

donde I es el conjunto actual de indices de las variables no bésicas, a; es la
j-6ésima columna de Ay y; = B 'a;. De (2.3.3) y (2.3.4) tenemos

zZ = Ccr

= ¢p¥B tCNTN

= ¢ B_lb—ZB_lajxj +ZCj.’17j

JeI jeI
= CBBilb*ZCBBilajl'j+Zle’j
Jjel Jjel
= Zzp— Z (CBB_laj — cj) Z;
jeI
= 20— Z (Zj - Cj) Tj, 2.3.5 (9)
JeI

donde z; = cg B~ 'a; para todo j € I y zo = cg B~ 'b.

Reformulando el problema (1) con estas igualdades obtenemos

43



(2) Min z = zg fZ(zj —¢j)xj
Jjel
s.a Zijj + B =b
jel
2;>20,jelyxp>0.

Sin perder generalidad, suponemos que ninguin renglén de la segunda ecuacién
de (2) > cryjw; +ap = b tiene sélo ceros en las columnas de las variables no
bésicas x;, j € I. En caso contrario, podemos conocer el valor de la variable
bésica en tal renglén, y este rengléon puede eliminarse del problema. Las varia-
bles xp pueden verse como variables de holgura en ésta ecuacién, luego, es
posible reformular (2) en términos de las variables no bésicas de la siguiente
manera

(3) Minz:zo—Z(zj—cj)xj
jEI
s.a Zijj <b
JeI
Zj 20,]6]

El ntimero de variables no bésicas es p = n — m. La representacién (3) en la
que la funcién objetivo z y las variables béasicas han sido resueltas en términos
de las variables no béasicas se denomina representacion de la solucion bdsica en
forma candnica. El resultado esencial se plantea de la siguiente manera:

Criterio de optimalidad

Si (z; —¢j) <0 para todo j € I, la solucién basica factible es dptima.
(2.3.6)

Esto es debido a que si z; — ¢; < 0 para todo j € I, entonces z > 2o para
cualquier solucién factible, y para la solucién bésica factible actual, z = zy, pues
x; = 0 para todo j € I.

Criterio para seleccionar variable de entrada
Consideremos la representacion (2). Si (z; —¢;) < 0 para todo j € I, en-

tonces z; =0, j € I y xp = b es ptimo para (2) como se vié en (2.3.6). Si
no, p — 1 variables no béasicas se mantendran fijas en cero, pues se escoge como
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variable no béasica a incrementar una de aquellas donde zj; — ¢i sea mas grande.
Entonces hagamos x; = 0 para j € I — {k}, de (2) obtenemos

z =20 — (2 — ck)xg (2.3.7)
y - - — T - — -
Tp, by Y1k
B, ba Yok
|- |- - : 2.3.8
B, br Yrk Tk ( )
L me d L 5WL . L ymk J

Criterio para seleccionar variable de salida

Si y; < 0, entonces xp, crece cuando x crece, asi, xpg, continua siendo no
Y i I’ ’ i
negativo.

Si yi > 0, entonces zp, decrece cuando xj, crece. Como se debe satisfacer
la no negatividad, xz; se incrementa hasta el primer punto donde una variable
. _ Y . r
bésica zp, es cero. De (2.3.8) xp, = 0 cuando zj = o, luego, es posible

incrementar xzj; hasta

b, b;
! :Mim’mo{ztyik>0}.
Yrk 1<i<m Yik

T =

Cuando no hay degeneracién b, > 0 y entonces 3, = % > 0. Por (2.3.7) z < 29
pues z — ¢, > 0 y la funcién objetivo mejora estrictamente. Sustituyendo zy
en (2.3.8) obtenemos

B, = b; — yikgr t=1,...,m
Yrk
b,
T = ,2.3.9 (10)
Yrk
Tr; = 0 jel- {k‘}

De (2.3.9) zp, = 0 y se tienen a lo mas m variables positivas. Las colum-
nas linealmente independientes correspondientes en A son ap,,ap,,...,a5,_,,
Ay 4B, 41+ - 0B, - Asi, el punto dado por (2.3.9) es una solucién bésica factible.

Hemos completado una iteracién del método simplex: el proceso de trans-
formacion de una base a una base adyacente. Lo que se hizo fue incrementar el
valor de una variable no bésica xj con zp — ¢; positivo y ajustar las variables
bésicas actuales. La variable zp_ se hace cero, por tanto la variable zj, entra a la
base y xp, sale de la base. El valor de la funcién objetivo decrece estrictamente
y asi las soluciones factibles generadas son distintas; como existe un ndmero
finito de éstas, se termina en un nimero finito de pasos.
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Resumiendo, dadas una solucién bésica factible y una base correspondiente,
entonces es posible mejorar la solucion si zx — ¢, > 0 para alguna variable no
bésica z, , o bien, el proceso se detiene en un punto éptimo si z; — ¢; < 0 para
todas las variables no bésicas. Si zp —cx > 0 y el vector y; contiene por lo
menos una componente positiva, entonces el incremento en xj serd bloqueado
por una de las variables béasicas presentes, que se vuelve cero y sale de la base
(zr entra). Ahora bien, si z;, — ¢ > 0y yr < 0 de (2.3.8) deducimos que zy, se
puede incrementar indefinidamente sin que ninguna de las variables bésicas se
haga negativa. Por tanto, las soluciones x (en donde xp = B~*b— yrx), x5 > 0
y todas las componentes no bésicas son cero) son factibles y su valor objetivo
es z = 2o — (zr — cx)xy el cual tiende a —oco cuando zy, tiende a oco.

Lo anterior lo presentamos ahora como un algoritmo que resuelve el siguiente
problema:

Min cx
s.a Ar=1b
xz > 0.

Algoritmo Simplex

Primera etapa
Encontrar una solucién bésica factible inicial g con base B.

Segunda etapa

1. Resolver el sistema Bxg = b, x5 = B~ 'b=b. Hacer xy =0y 2z = crxp.

2. Resolver wB = cg, w = cgB~'. Para todas las variables no bésicas
calcular z; — ¢; = wa; — ¢;. Sea

Zp —Cp = MAT zj — C;
jerl

donde I es el conjunto actual de indices asociados con las variables no basicas. Si
zr — ¢, < 0, entonces el proceso se detiene, la solucién bésica factible es 6ptima.
En otro caso, continuamos con el paso 3, con x; como variable de entrada.

3. Resolver el sistema By, = ag. Si y; < 0, parar, la solucién es no acotada.
Si yr £ 0 continuar con 4.

4. La variable x, entra a la base. El indice r de la variable zp_, que sale de
la base, se determina de la siguiente forma

b b;
- = Mz’m‘mo{Z Y Yik > 0}
Yrk 1<ism | Yik

Actualizamos B reemplazando ap, por aj, actualizamos el conjunto de
indices I, y se repite el paso 1.
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En cada iteracién de la segunda etapa, se realiza una de las siguientes ac-
ciones:

1. El proceso se detiene con un punto extremo 6ptimo si zx — ¢ > 0.

2. Sizg—cxp >0y yr <0 el proceso termina con una soluciéon no acotada.

3. Se genera una nueva solucién bdsica factible si zx, —cx > 0y y, £ 0.

Si no hay degeneracién, b, > 0 y entonces zp = ;—k > 0, luego la diferencia

entre los valores objetivos de la iteracién anterior y Tos de la iteracién presente
es (2K — ) > 0, es decir, la funcién objetivo decrece estrictamente en cada
iteracién y por tanto las soluciones bésicas generadas son distintas, como hay
un ntumero finito de soluciones bésicas factibles entonces el método se detendré
en un numero finito de pasos con una solucién éptima finita o con una solucién
6ptima no acotada.

El Método de la gran M y la solucion basica inicial

Consideremos el siguiente problema

Min cx
s.a Az >b (2.3.10)
x > 0.

Donde A es una matriz de man, y b es un m-vector.

Para poder aplicar el método simplex a este problema, podemos substraer
un vector de holgura x4 a la restriccién Az > b, obteniendo la restriccién en
forma estdandar: Arz —x, =b, x > 0, s > 0. El nuevo problema tiene la forma

Min 2’
sa Alr' =b (2.3.11)
' > 0.

Donde A’ es igual a la matriz (A, —I) de m x (n +m), o’ = ( ; ) es un
S

vector con n+m entradas y ¢ = (¢,0) donde 0 es un m-vector renglén de ceros.
Es claro que encontrar una solucién éptima z'* para (2.3.11) significa encontrar
una solucién éptima x* para (2.3.10) tomando las primeras n entradas de x'*
como entradas de z*.

Enfoquémonos ahora a la resolucién de (2.3.11); el método simplex puede ser
aplicado aqui, para esto, necesitamos tener una solucion bésica factible inicial.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que b > 0 (Si alguna entrada
b; de b es menor que cero, entonces el i-ésimo renglén del sistema A’z’ = b se
puede multiplicar por —1).

Si A’ contiene una submatriz identidad, entonces de inmediato se obtiene
una solucién bésica factible tomando simplemente B = I, y como b > 0, se
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tiene que zp = B~ = b > 0. En caso contrario recurrimos a las variables
artificiales para obtener una solucién bésica factible inicial.

Introduciendo el vector artificial z, a las restricciones de (2.3.11) tenemos

Az +z, =

2 xe > 0

Asi, la solucién bésica factible inicial estd dada por x, = b, 2’ = 0 y el método
simplex puede ser aplicado.

Sin embargo, debido a que A’z’ = b si y sélo si A’z’ +x, = b, con z, = 0,
es necesario que el vector artificial x, valga cero al finalizar el método simplex,
para lograr esto aplicamos el método de la gran M, que consiste en asignar
coeficientes muy grandes a éstas variables en la funcién objetivo original, a fin
de hacer que su presencia en la base sea muy poco atractiva desde el punto de
vista de querer minimizar la funcién objetivo. Entonces tenemos

Min dx' + Mz,
sa Az +x,=50

'z, > 0.

en donde M es un ntimero positivo muy grande.

La estrategia anterior puede interpretarse como aquella que minimiza x,
con prioridad uno, y entre todas las soluciones 6ptimas alternativas para este
objetivo, la que minimiza el objetivo secundario ¢'z’.

Aunque la solucién inicial z, = b , ' = 0 es factible para las nuevas restric-
ciones, tiene un valor objetivo poco atractivo Mb, por lo tanto el método saca de
la base a las variables artificiales, y después continia hasta encontrar la solucién
optima del problema original.
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Capitulo 3

Optimizaciéon lineal aplicada al problema de aproxi-
macion uniforme.

En este capitulo hacemos el planteamiento del problema de aproximacién
uniforme como un programa lineal para asi aplicar los métodos de solucién
desarrollados en el capitulo anterior. También estudiamos el comportamiento
de los algoritmos mediante unos ejemplos donde aproximamos varias funciones,
comprobando la eficacia de los métodos propuestos.

3.1 Optimizacion Lineal y Aproximacién Uniforme.

En el problema de Aproximacién de funciones, lo que se desea es aproximar
una funcién f por medio de una combinacion lineal de otras funciones vy, va, ..., vy,
facilmente manejables (v, va, ..., v, son llamadas funciones aproximadoras).

Este problema podemos plantearlo en forma de un programa lineal de la
siguiente manera:

Sea T un subconjunto compacto de R¥ y sean v, : T — R, r=1,..,ny

f T — R funciones continuas definidas sobre 7.
El problema de aproximacién uniforme consiste en determinar una combi-

nacion lineal
n
§ YrUp
r=1
que mejor aproxime a f en el sentido de minimizar:

max
teT

S v () — £(2)

Tenemos entonces el problema de aproximacién:

Minimizar mc?rx y = (y1, ...,yn)—r € R".
te

S yeon(t) — £(2)

Que también se formula asi:

(PA) Minimizar y,41
sujeto a | Y- yrvp(t) — f(t)

r=1

Y= W1, Yn) ER" ynt1 ER, tET.

S Yn+1,

La desigualdad que hay en la restriccién de (PA) es equivalente a otras dos
desigualdades. Por tanto el problema de aproximacién (PA) puede reescirbirse
como un programa lineal (P) de la siguiente manera:
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(P) Minimizar y,41

sa Y vy +ynn > f(t), 311 (11)
r=1
_ZUT(t)yT+yn+1 > _f(t)7
r=1

Y= (y17 "'7yn)T ER", ypy1 €R, teT.

Definicién 23. Un PLST de la forma (3.1.1) se dice que es continuo cuando
las funciones v1,...,v, y f son continuas.
Hagamos p = Tc%gc |f(®)| (p existe porque la funcién f es continua y T es
€

compacto).

Nota. El PLSI (3.1.1) es consistente (El conjunto factible tiene al menos
un elemento, (y',y;,41),y' =0€ R", y; 1 =p = TtnaTa: |f(@®)]) vy continuo.
€

Antes de abordar los métodos para la resolucién del programa (3.1.1), es-
tablecemos un teorema que afirma la existencia de una solucién de éste; en rea-
lidad este teorema se cumple debido al teorema 1.1 (seccién 1.2), sin embargo
presentamos una demostracion la cual utiliza conceptos de la programacién
lineal como el de punto factible.

Teorema 3.1 Sea T' subconjunto compacto no vacio de R* y sean v, : T — R,
r=1,..,ny f:T — R funciones continuas definidas sobre T, supongamos
también que las funciones v,., r = 1,...,n son linealmente independientes. En-
tonces existe una solucion dptima del problema de aproximacion (3.1.1).

Demostracion. Definamos una norma en R™ por

n

> on(t)yr

Il = mz
r=1

Veamos que en efecto ||-||,, verifica las propiedades (1.2.1) de la definicién de
norma:
Dados x,y € R", A € R™.

é:lvr(t)yr

n
esto se cumple sélo si > v,.(t)y, = 0, para toda ¢t € T, pero por ser las funciones

RO

r=1

:0,

@ llll, = T&{C > 0. Si ||ly||,, = 0, entonces 7?6&33

r=1
vp, 7 =1, ...,n linealmente independientes debemos tener que y = 0.

Z:l’ur(t))\yr Elvr(t)yr = [A| ”va

() [Agll,, = mdz = [Almdz
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3 n n
Gii) [z + yll, = ma | 300 (8) (@ +90)| = mdz| 32 0n () + S0t <
teT |21 t r=1 r=1
. n n , n
< 7?6%@' < rglvr(t)xr + rzz:lvT(t)yT ) = Ttne%‘“r rzz:lvr(t)xr +
n
e | 30,0 | = el + o],
Por tanto, |||, es una norma.

Tomemos p = TtneaTmU(t)' Cualquier punto factible (y,yn+1) de (3.1.1),

y € R", yp41 € R donde y,41 > p puede ser mejorado por el punto factible
(0,95,41), 0 € R", y;,,1 = p por lo tanto podemos agregar la restriccion
0 < ynt1 < pen (3.1.1) y obtener como resultado un problema equivalente.
Ahora, sea (y,yn+1) un punto factible de este nuevo problema, tenemos para
algint’ € T

lyll, = mdg

n n
> veyr| =D or )y,
r=1 r=1

FE) =S 0 (e + F()

< Yo T ()] < 20

Esto significa que el conjunto factible sobre el que se necesita minimizar es
un subconjunto compacto de R™*! y por lo tanto el minimo del problema es
alcanzado.ll

n

FE) = vt )y

r=1

< +f(#)] <

A

Cuando en el Programa Lineal (3.1.1) el conjunto de fndices T C R¥ es un
conjunto finito X,,, de puntos se tiene un Programa Lineal con un ntmero finito
de restricciones.

El programa lineal a resolver queda de la siguiente forma:

Minimizar yp41

s.aZvT(xj)yr—&—ynH > f(zj), j=1,..,m3.1.2 (12)
r=1

S 0@y Fyne > —f(xg), =1, m.

r=1

y = (ylv "'7y’n)T 6 Rﬂy yn+1 6 R, xi 6 Xm, 'L == ].7 ...,m.

Donde m es el nimero de elementos de X,,.
Aplicamos entonces el método simplex desarrollado en el capitulo II para
resolver el programa lineal (3.1.2).
Consideremos la representacién matricial de este programa lineal.
Min cy (3.1.3)
s.a Ay > b
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Donde _ _ -
vi(z) oo wvp(z) 1 f(z1)
: . : : Y :
_ v (Tm) - Un(Tm) 1 _ Y2 _ f(zm)
A= @) o —e) 1 YT T i |
: : : Yn+1 :
L —vi(@m) 0 —vn(Tm) 1] | —f(@m) |
¢=(0,0,...,1).

Observemos que en (3.1.3) el vector y no estd restringido en su signo, para
eliminar este inconveniente hacemos la transformacién y = y’ — 3" en donde
y >0y y” > 0. A continuacién en el figura 3.1 mostramos un diagrama de
flujo que describe todo el proceso de la resolucién de (3.1.2) mediante el método

simplex.

itbpFU371.875pt383.1875pt0ptFigura 3.1. Diagrama de flujo que describe el
proceso para resolver (3.1.2).Figure
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Cuando en el Programa Lineal (P) el conjunto de indices T es infinito, se
tiene un programa lineal semi-infinito; para resolver éste programa utilizamos
el Algoritmo 2.2.2.

Si T es un intervalo cerrado [z, z2] €l algoritmo toma la forma siguiente:

Algoritmo 3.1. Dado el intervalo T' = [z1, 2] y dada una tolerancia € > 0,
iniciamos un indice ¢ = n, donde n es el niumero de elementos de la primera

discretizacién de T'. Construimos la primera discretizacién T;.

Primera Etapa Dado el subproblema:

(P) Minimizar Yn41

s.a ZUT(t)yr +Ynt1 2 f(t)v teT;

r=1

n
_Zvr(t)yr +Yny1 = —f(t), t€T;.

r=1

Calcular una solucién 6ptima de (P;), y°.

Segunda etapa Verificar la factibilidad de y* para (P).

Para esto, encontramos s;, el menor de los minimos de las funciones:

Zvr(t)yi + y:L+1 - ft),t € T

r=1

= o)y +yhyr + f(D), t € T

r=1

Si s; > —¢ parar (y' es aceptada como solucién 6ptima factible de (P)).

Si no, incrementar el indice i y regresar a la primera etapa.

La terminacién de este algoritmo en un numero finito de iteraciones estéd
garantizada por el teorema 3.2.

Sabemos de la existencia de la solucién para el problema (P), es decir del
mejor aproximante p* = Y "_, v,(t)y; para f sobre T con error y’ ;. En la
primera etapa del algoritmo 3.1 lo que obtenemos explicitamente es el mejor
aproximante p* = S, v.(t)yl para f sobre el subconjunto discretizado Tj.
El teorema 1.15 garantiza que p’ puede estar tan cerca como queramos de p*
haciendo |T;| suficientemente pequefio; luego, como p* estd contenido en una
banda para f de ancho 2y ,;, si seleccionamos una tolerancia € pequena y
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hacemos tender |T}| a cero el aproximante p' puede estar contenido en una
banda para f de ancho 2 (y; i+ 5); esto es lo que se verifica en la segunda
etapa, dependiendo de la tolerancia e escogida el mdximo error y;, ,; cometido
por el aproximante p* no debe exceder a y,,, | + ¢ sobre todo el intervalo T'. La
figura 3.2 muestra geométricamente lo anterior.

itbpFU335.8125pt157.125pt0ptFigura 3.2Figure

Teorema 3.2 Sea T = [r1, 2], sean f y v, r = 1,...,n como en el teorema
3.1, si {T;} es una sucesién expansiva de redes en T, el algoritmo 3.1 tiene una
terminacién finita.

Demostracion. Por el teorema 3.1 sabemos que existe una solucién 6ptima
para el problema (P), denotémosla por y* = (yi,....y;)" € R", y%., € R. El
algoritmo iterativamente calcula una sucesion {y‘} de soluciones 6ptimas para
(F5).

Veamos como es la densidad de T; = {xl + w, ij,...,i—l},
IT;| = mgﬁé’m;ﬂ ;Z’Zf |z —y| < #2=*, luego cuando i — oo, |T;| — 0. Por el
teorema 1.13, ‘

Z.lj’)@oyfzﬂ = Ynt1s (3.1.4)

pues ||f — Py| — |[f = Px|| (aqui Y = Tj, X = [w1,22] y P = 320, yyur(t)).
Por el teorema 1.15 se cumple también que

lim || Py — Px|| = 0. (3.1.5)

n
Tomemos un t arbitrario en T, si g1(y) = > vp(¢)yr + ynt+1 — f(t) entonces

r=1

91 (v') =1 )| = D_veOys +Yhgr — L) = Y e (O)yr =y + f (D)

r=1 r=1

n
= D oe(®) (k= v) + Yhyr — Uit
r=1

n

< D ue®) (W= v |+ Vi — vnl
r=1

< ||PY _PXH + ’yfwl _y:url‘-

Por (3.1.4) y (3.1.5) para todo € > 0, existe un nimero natural ¢ suficientemente
grande tal que ||Py — Px ||+ |y} 1 — y;41| < &. Por lo tanto dado € > 0, existe
un ndmero natural i tal que

|91 (yl) -0 (y*)‘ <e,
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es decir, 4
—<g (V') —91 (y*) <&,
como g1 (y*) > 0,
—e< -+ ()< (y) <et+a),
tenemos entonces que
g1 (y") > —¢ para todo t € T}
esto se cumple también tomando g2(y) = — > i, U (£)yr + yng1 + f(t), lo cual

significa que la condicién de paro s; > —e del algoritmo se cumple para algtn ¢
suficientemente grande, por tanto el algoritmo tiene una terminacién finita.ll
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3.2 Resultados Numéricos

Para ilustrar el funcionamiento de los algoritmos desarrollados, presentamos
varios ejemplos donde se aproxima una funcién dada, senalemos previamente
que el conjunto de funciones aproximadoras que utilizamos en los ejemplos 1
a 3y 7 es el de los polinomios de grado menor o igual que n, en todos los
ejemplos utilizamos el método de la programacién lineal ordinaria y en el ejemplo
7 aplicamos también el de la programacién lineal semi-infinita. Indicamos el
error maximo cometido, el conjunto discretizado sobre el que se aproxima y
mostramos la grafica de la funcién y del mejor aproximante obtenido.

Ejemplo 1.
En este ejemplo aproximamos la funcién f : [-1,1] — R, definida por
f(z) = sen(10z) (medido en radianes), hacemos n = 5, tomamos al conjunto
-1+ % :j=0,..,20 — 1} como discretizacién de intervalo [—1, 1]. El mejor
aproximante de grado menor o igual a n = 5, obtenido es: ps(z) = 0.1198

x — 0.9632 2% + 1.2840 2°. El error méximo es de 0.9847 sobre el conjunto
discretizado y sobre el intervalo es 0.9848.

itbpFU327.25pt129.25pt0.75ptFigura 3.3. Funcién f y su mejor aproximante p
(n=5).Figure

La aproximacién no resulta muy buena, sin embargo podemos mejorarla si
tomamos n = 15, es decir, hacemos crecer el espacio de funciones aproximadoras
a los polinomios de grado menor o igual a 15.

itbpFU326.5pt129.25pt0ptFigura 3.4. Funcién f y su mejor aproximante p
(n=15).Figure

Asf obtenemos pi5(z) = 10z — 166.523 + 829.32° — 1949.527 + 2596.92° —
2090.1z + 971212 — 201.82'5(Redondeando a décimos). El error maximo es de
0.0001 sobre el conjunto discretizado y sobre el intervalo es 0.015.

Ejemplo 2.
Aproximamos la funcién f : [—1,1] — R, definida por f(z) = %,
hacemos n = 5, tomamos al conjunto {71 + 30211 :7=20,..,30— 1} como dis-

cretizacién del intervalo [—1,1]. Obtenemos un aproximante de grado menor o
igual a 5, con error mdzimo = 0.09 sobre el intervalo [—1,1].

itbpFU332.75pt158.75pt0ptFigura 3.5. Funcién f y su mejor aproximante p
(n=5).Figure

Tomando n = 7 el error resulta 0.065. Con n = 15 obtenemos un aproxi-
mante con error maximo igual a 0.00006 sobre el conjunto discretizado y sobre
el intervalo 0.00065. Este tltimo es el que graficamos a continuaciéon. Notamos
con este ejemplo que las aproximaciones mejoran cuando tomamos n mayor al
nimero de minimos y maximos locales de la funcién a aproximar.
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itbpFU332.5625pt158.5pt0ptFigura 3.6. Funcién f y su mejor aproximante p
(n=15).Figure

Ejemplo 3.

La funcién a aproximar es f : [-1,1] — [3,1], definida por f(z) = H%’
con n =4,y el conjunto {—1,—0.75,—-0.5,—-0.25,0,0.25,0.5,0.75,1} como dis-
cretizacién del intervalo [—1,1]. El aproximante obtenido es p(z) = 0.9936 —
0.8367z2 + 0.349z*. El error maximo sobre la discretizacién es 0.0063 y sobre
[—1,1] es 0.009.

itbpFU340.6875pt164.625pt0ptFigura 3.7. Funcién f y su mejor aproximante p
(n=4).Figure

Ejemplo 4.

En este ejemplo aproximamos una funcién de dos variables f : U € R? —
R definida por f(z,y) = e(=2"=") donde U = {(z,y): =1 <,y <1}. Aqui
el conjunto de funciones aproximadoras lo definimos como {1, z,y, vy, T2, y2} .
Para la discretizacién tomamos el conjunto de puntos {(a,a’) : a,a’ € A}, donde
A = {-1,-0.75,-0.5,-0.25,0,0.25,0.5,0.75,1} . El aproximante obtenido es
el polinomio en dos variables p(z,y) = 0.8975 — 0.4323z% — 0.4323y>. Error
mazimo = 0.102 sobre U.

itbpFU324.9375pt175.125pt0ptFigura 3.8. Funcién f y su mejor aproximante

p.Figure
Ejemplo 5.
Aproximamos la funcién de dos variables f : U € R?> — R definida por
1 2 2
flz,y) = — 2@ ) onde U = {(z,y): =1 <,y < 1}. Aqui el conjunto

14+ 3 17%(z2+y2)
de funciones aproximadoras lo definimos también como {1,z, y, zy, 2% y*} . Para
la discretizacién tomamos el conjunto A x A = {(a,d’):a,a’ € A}, donde
A = {-1,-0.75,-0.5,-0.25,0,0.25,0.5,0.75,1} . El aproximante obtenido es
el polinomio en dos variables p(z,y) = —0.0125 + 0.2928z2 + 0.2928y>. Error
maximo = 0.0125 sobre U.

itbpFU313.6875pt144.3125pt0.75ptFigura 3.9. Funcién f y su mejor aproximante
p.Figure
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Ejemplo 6.

Aproximamos la funcién de dos variables f : U € R?> — R definida por
flz,y) = sen(((z —2.5)% + (y — 2.5)%)/2) donde U = {(z,4):0 < z,y <5}.
Aqui el conjunto de funciones aproximadoras es el de los polinomios en dos
variables de grado menor o igual a 4. Para la discretizacion tomamos el conjunto
Ax A={(a,d'):a,a’ € A}, donde A ={0,1,2,3,4,5}.

itbpFU335.8125pt233.625pt0ptFigura 3.10. Funcién f y su mejor aproximante
p.Figure

Para una aproximacion del error tomamos el conjunto C' = {(b,V’) : b,b’ € B},

donde B = {25’%1 :j=0,...,20 — 1} . C consta de 400 puntos distribuidos uni-

formemente en U. La media del error sobre esos puntos resulté 0.07505439713114.

Nota: En el articulo Interpolacion Polinémica en dos variables con Mathe-
matica publicado en internet [15] ésta funcién es aproximada interpolando con
polinomios de Lagrange en dos variables de grado menor o igual a 5, utilizan los
mismos puntos del conjunto A x A, el error que obtienen coincide con el nuestro
hasta las millonésimas.
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Ejemplo 7.

En los ejemplos anteriores dada una funcién f : [a,b] — R, la bisqueda de su
mejor aproximante fué realizada sobre una discretizacién de [a, b], razén por la
cual fueron resueltos mediante el método de la programacion lineal ordinaria. Si
deseamos realizar la busqueda sobre el intervalo original [a,b] debemos aplicar
el método de la programacion lineal semi-infinita.

Es claro que realizar la aproximacién sobre [a.b] debe arrojar un mejor resul-
tado que sobre una discretizacién T' de [a, b], pues dado un mejor aproximante
P para f sobre T, puede existir un punto x € [a,b] no contenido en T tal que
\f =Pl = Tede |f(t) — P(t)| < f(z) — P(z). El siguiente ejemplo nos muestra
cémo la busqueda del mejor aproximante sobre el intervalo original mejora la
aproximacion a la funcion.

a) Sobre una discretizacion.

Deseamos aproximar la funcién f : [—1,1] — R, definida por

10

&)= s (z — 0.47)%

hacemos n = 25, tomamos al conjunto {—1 + % 23 =0,..,51— 1} oMo

discretizacién del intervalo [—1, 1]. Obtenemos un aproximante de grado menor
o igual a n = 25, con error mdzimo = 2.6.

itbpFU343.0625pt228.625pt0ptFigura 3.11. Funcién f y su mejor aproximante p
(Programacién Lineal Ordinaria).Figure

Una aproximaciéon no muy buena para puntos cercanos a -1y 1.
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b) Sobre el intervalo [—1,1].

Hacemos ahora la aproximacién utilizando una sucesién expansiva de redes
de acuerdo a (2.2.2.3) con constante k = 2, 1y = 51, ¢ = 0.001, y aplicamos el
algoritmo 3.1.

itbpFU343.0625pt172.125pt0ptFig. 3.12. Funcién f y su mejor aproximante p
(Programacién Lineal Semi-infinita).Figure

Obtenemos asi, después de 3 iteraciones un aproximante de grado menor o
igual a n = 25, con error maximo = 0.18.
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Capitulo 4

Una aplicacion a la Optica

En este capitulo mostramos una aplicacién de la Aproximacién de Funciones
resuelta con programacion lineal; lo que aproximamos son los pardmetros geomé-
tricos de superficies conicas (de gran importancia en los sistemas Gpticos).
Primeramente mencionamos cual es la representacion matematica de estas su-
perficies, después describimos los requerimientos especiales para poder aplicar
los métodos desarrollados en el capitulo anterior y finalmente se presentan los
resultados obtenidos al evaluar algunas superficies.

4.1 Introduccién

En Optica es de gran importancia desarrollar métodos de prueba para veri-
ficar el buen funcionamiento de los instrumentos, o bién para verificar por ejem-
plo, que las superficies fabricadas en serie mantienen un patrén de parametros
preestablecidos.

Existen métodos épticos que utilizan intrumentos de medicién especiales los
cuales obtienen experimentalmente las coordenadas de cierto niimero de puntos
en la superficie bajo prueba. Lo que se desea obtener es la forma analitica de la
superficie que mejor se ajuste a ellos en el sentido de la norma uniforme.

Los datos obtenidos experimentalmente pueden ser vistos como evaluaciones
de una funcién, la cual se puede aproximar por medio de una combinacion
lineal de otras funciones, éstas iltimas deben ser elegidas apropiadamente de
tal manera que la funcién resulte aproximada por una superficie cénica.

4.2 Superficies conicas

Las secciones cénicas surgen de la interseccién de un plano con un cono circu-
lar recto, variando la posicién del plano se pueden obtener las diversas conicas.
Al rotar una seccién conica alrededor de un eje de simetria, se obtiene una su-
perficie conica. Dichas superficies tienen diversas representaciones matematicas,
nosotros tomaremos la representaciéon més empleada en 6ptica [10]:

cS?
Z= ,
14+ /1 (K +1)c252

(3.2.1)

donde Z es llamada la sagita, S? = 22 + 2, ¢ = %, donde r es el radio de
curvatura y K es la constante de conicidad definida como K = —e?, siendo ¢ la
excentricidad.
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4.3 Calculo de parametros

Para resolver el problema de la obtencion de la forma analitica de una su-
perficie conica que mejor se ajusta a un conjunto de puntos aplicamos la aproxi-
macién de funciones de la siguiente forma:

Dado el conjunto de datos experimentales (z;,y;, ;) ,4 = 1, ..., m, considera-
mos al conjunto de valores z; como evaluaciones de la funcién f : R® — R,
definida por f (x,y, z) = z. Esta funcién es aproximada por medio de una com-
binacién lineal de dos funciones v; : R?* — Ry vy : R? — R, definidas por

2,2 _ 2
U1 (l‘a?hz)—x +y ) UQ(xayaZ)_Z .
Tenemos entonces el problema de aproximacién:

2

S w0 () — £(2)

r=1

y = (y1,y2) € R%.

Minimizar mazx
teT
Formulando este problema como el programa lineal (2.2.1)

Minimizar Yn+1
2

$.0.) 0 (t)yr + yni1 > f(1), (3.3.1)
r=1
2
_Zvr(t)yr + Ynt1 2> —f(t),
r=1

yeR?® y,a€R, teT.

Donde T es el conjunto de datos (x;,v:,2:) € R®y f(z,y,2) = 2.

Al resolver (3.3.1) obtenemos la combinacién lineal de v; y v2 que mejor
ajusta a f, es decir

z = f (xaya Z) = (12 + y2) + y22’2- (332)

Ahora, despejando z de (3.3.2) tenemos

1+ 314 T2
o LEVI- e @4y (3.3.3)
212

o bien,
2y1 (22 +y?)
z = y
1+ /1 —dyouy (22 +3?)

(3.3.4)
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lo anterior se obtiene tomando la rama negativa de la solucién (3.3.3) y multi-
14+ /1-4yzy1 (22 +y?)
1+ 3/1—4yay1 (22 +y2)

plicando por su conjugado

La ecuacién (3.3.4) tiene la forma de la superficie cénica (3.2.1) donde z es
la sagita, S2 =22 +9%, c =2y, vy K = z—f -1
Un diagrama de flujo del algoritmo utilizado es mostrado en la figura 4.1.

itbpFU318.375pt410.25pt0ptFigura 4.1Figure
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4.4 Ejemplos

Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo desarrollado, presentamos al-
gunos ejemplos: en los primeros cuatro se obtuvieron las coordenadas de algunos
puntos de manera analitica, tomando superficies cénicas conocidas (es decir, con
K y ¢ conocidos), pero en los ejemplos 3 y 4 se introducen errores en las co-
ordenadas de manera aleatoria. Las superficies que se consideraron tienen un
radio de curvatura r = 200 cm., solamente se cambio la constante de conicidad
y el numero de puntos. Finalmente en el ejemplo 5, se midieron las coordenadas
de 49 puntos en una superficie real, el espejo secundario del Gran Telescopio
Milimétrico(GTM) construido en el INAOE [14].

Ejemplo 1.

Se generaron las coordenadas de 100 puntos distribuidos homogéneamente
sobre la superficie de un elipsoide, con constante de conicidad K = 1, y radio de
curvatura r = 200. El programa implementado obtuvo los siguientes parametros
geométricos para la superficie que mejor se ajusté en el proceso de optimizacion:
K =1.000007 y r = 200.0003 cm.; con una desviacién (error méximo de ajuste)
de 0.00003188 cm. La figura 4.2 muestra un corte de la superficie de ajuste
junto con los puntos originales.

itbpFU272.3125pt165.5pt0OptFigura 4.2. Ajuste obtenido para puntos medidos en
un elipsoide K = 1.Figure

Ejemplo 2.
Se generaron las coordenadas de 50 puntos distribuidos homogéneamente
sobre la superficie de un paraboloide, con constante de conicidad K = —1, y

radio de curvatura r = 200. El programa implementado obtuvo los siguiente
pardmetros geométricos para la superficie que mejor se ajusté en el proceso
de optimizacién: K = —0.9999990 y r = 200.00004, con una desviacién (error
méximo de ajuste) de 0.00000498. La figura 4.3 muestra un corte de la superficie
de ajuste junto con los puntos originales.

itbpFU273.8125pt165.5pt0OptFigura 4.3. Ajuste obtenido para puntos medidos en
un paraboloide K = —1.Figure

Ejemplo 3.
Se generaron las coordenadas de 50 puntos distribuidos homogéneamente
sobre la superficie de un paraboloide, con constante de conicidad K = —1, y

radio de curvatura r = 200, pero se introdujo ruido aleatorio del 10% como
méximo en todas las coordenadas (X, Y). El programa implementado obtuvo
los siguientes pardmetros geométricos para la superficie que mejor se ajustéd
en el proceso de optimizacién: K = —1.09312179 y r = 199.848025, con una
desviacién (error méximo de ajuste) de 2.8182250. La figura 4.4 muestra un
corte de la superficie de ajuste junto con los puntos originales.
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itbpFU270.3125pt166.125pt0ptFigura 4.4. Ajuste obtenido para puntos medidos
en un paraboloide K = —1.Figure

Ejemplo 4.

Se generaron las coordenadas de 100 puntos distribuidos homogéneamente
sobre la superficie de un elipsoide, con constante de conicidad K = 3, y radio de
curvatura r = 200, pero se introdujo ruido aleatorio del 10% como mdximo en
todas las coordenadas (X, Y). El programa obtuvo como pardmetros geométricos
K = —2.8019045626 y r = 203.69327196, con una desviacién (error méximo de
ajuste) de 0.42730835. La figura 4.5 muestra un corte de la superficie de ajuste
junto con los puntos originales.

itbpFU279.375pt165.8125pt0ptFigura 4.5. Ajuste obtenido con K = 3.Figure

Ejemplo 5.

En la construccién del Gran Telescopio Milimétrico (GTM) en el INAOE
[14], surge la necesidad de probar su espejo secundario, que es una superficie
cénica convexa. Para probar este tipo de superficies, el INAOE ha construido
una maquina XYZ [6], la cual, cuenta con un sistema de referencia guiado
por léser con el se midieron experimentalmente las coordenadas de 49 pun-
tos distribuidos homogéneamente sobre esta superficie real. El programa im-
plementado obtuvo los siguientes pardmetros geométricos: K = 3.247771 y
r = 144.801855 con un error maximo de 0.623220. La figura 4.6 muestra la
superficie de ajuste junto con los puntos originales y la figura 4.7 muestra un
corte de éstos.

itbpFU346.375pt162.75pt0ptFigura 4.6. Ajuste obtenido para puntos medidos en
una superficie real.Figure

itbpFU350.875pt171.25pt0ptFigura 4.7. Ajuste obtenido para puntos medidos en
una superficie real. Figure
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CONCLUSIONES

El objetivo primordial de la tesis fue alcanzado, se realizé la aproximacion
de funciones de una y dos variables mediante métodos sustentados tedricamente
tanto en la programacién lineal como en la teoria de aproximacién. Conocimos
la teoria de esta ultima y algunos tépicos de la Programacién Semi-infinita.

Dependiendo de la funcién a aproximar, cuando la aproximacién se hace con
polinomios algebraicos a veces es necesario hacer varias pruebas con diferentes
valores del grado de los polinomios para encontrar un buen aproximante. En el
caso de que se utilice una combinacién lineal de otras funciones aproximadoras
la aproximacién depende en gran parte de la elecciéon de estas funciones, los
conocimientos, la experiencia y los ensayos ayudan a elegir funciones apropiadas
para la combinacién lineal.

En el desarrollo de los capitulos se completaron los detalles de las demostra-
ciones que dan los textos; cabe senalar que existe una demostracién para el
teorema 3.2 en [8] pero aqui se dio una demostracién original y contextualizada
para el caso especifico del algoritmo 3.1.

Cuando deseamos aproximar un conjunto de datos por una combinacion de
funciones aproximadoras o por polinomios de cierto grado, el método a aplicar
es el de la programacion lineal ordinaria pues en este caso el niimero de restric-
ciones es finito, sin embargo, este método puede arrojar malos resultados cuando
queremos aproximar una funcién definida sobre un conjunto compacto 7' con
infinitos elementos (por ejemplo un intervalo cerrado). Como se vi6 en el ejemplo
7 de la seccion 3.2, el algoritmo de programacion semi-infinita resuelve mejor
este problema pues en su segunda etapa verifica si no hay puntos en T para los
cuales la diferencia entre la funcién y su aproximante es muy grande todavia
respecto al mejor valor posible, en caso contrario realiza una nueva aproximacién
sobre un conjunto discretizado T; con |T;| mds pequefia hasta que la diferencia
sea minima para todo elemento de 7.

En la aplicacién a una superficie Optica realizada en el capitulo 4, el algo-
ritmo implementado permitié conocer la forma analitica de la cénica que mejor
se ajusta a los datos proporcionados. Esto se logré resolviendo por el método de
la programacién lineal ordinaria un problema de aproximacién polinomial que
modela adecuadamente el problema de ajuste.

El programa implementado se disené especialmente para ajustar superficies
cénicas a puntos medidos en superficies 6pticas con estas formas. Si la dis-
tribucién espacial de los datos no se acerca a un patrén de este tipo, deberan
probarse otras funciones v; en (3.1.1), diferentes a las empleadas, para encontrar
una representacion propicia.
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Esta metodologia de encontrar la forma de superficies a partir de conocer
las coordenadas de algunos puntos medidos sobre ella, se puede generalizar
a cualquier tipo de superficies siempre y cuando se pueda modelar como un
problema de aproximacién polinomial, aplicando la norma uniforme.

Escribimos un articulo conjuntamente con el Dr. Agustin Santiago y el
M.C. Cuauhtémoc H. Castaneda con los resultados obtenidos en la aplicacion
del capitulo 4. Este articulo fue enviado a la Revista Mexicana de Fisica y se
encuentra sujeto a arbitraje para su publicacion.

Como trabajo futuro se pretende generalizar el método propuesto a superfi-
cies asféricas de revolucién [10].
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