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CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 TOMA DE DECISIONES

El término toma de decisiones se refiere a la seleccién de una alternativa de entre
todo un conjunto de ellas. Significa escoger, como tal, la toma de decisiones es
s6lo un paso dentro de este proceso de seleccién.

Surgen las siguientes preguntas:

1.- ;Cémo debe actuarse al tomar una decisién?
2.- ;Qué debe hacerse para tomar la mejor decisién?

Una rama de la matemdtica aplicada dedicada al estudio de la toma de
decisiones lo constituye la investigacion de operaciones. Como su nombre lo
indica, la investigacién de operaciones significa hacer investigacion sobre las
operaciones. La parte de investigaciéon en el nombre significa que la inves-
tigacion de operaciones usa un enfoque similar a la manera en que se lleva
acabo la investigacién en los campos cientificos establecidos. En gran medida
se usa el método cientifico para investigar el problema en cuestiéon. El pro-
ceso comienza por la observacién cuidadosa y la formulacién del problema, in-
cluyendo la recoleccién de los datos pertinentes. El siguiente paso es la construc-
cién de un modelo cientifico (por lo general matemadtico) que intenta abstraer
la esencia del problema real. En este punto se propone la hipétesis de que el
modelo es una representacion lo suficientemente precisa de las caracteristicas
esenciales de la situacién como para que las conclusiones (soluciones) obtenidas
de este modelo sean vélidas también para el problema real. Después, se llevan
a cabo los experimentos adecuados para probar esta hipétesis, modificarla si
es necesario y eventualmente verificarla. En cierto modo, la investiagaciéon de
operaciones incluye la investigacion cientifica creativa de las propiedades funda-
mentales de las operaciones.

Una caracterfstica adicional es que la investigacién de operaciones intenta
encontrar una mejor solucién, llamada solucién éptima, para el problema en
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consideraciéon. Decimos una mejor solucion y no la mejor decision porque
pueden existir muchas soluciones que empaten como la mejor.

Como ayuda para la toma de decisiones se usan matemadticas, ya que per-
miten expresar pensamientos complejos de manera concisa. Para ello se hace
uso de algin modelo matemadtico. Las fases de solucién de un problema son:

1.- Definicién del problema.

2.- Construccién del modelo.

3.- Solucién del modelo.

4.- Validacién del modelo.

5.- Implantacién de los resultados finales.

La primera fase indica tres aspectos principales:
a) Una descripcién de la meta u objetivo del estudio.
b) Una identificacién de las alternativas de decisién del sistema.
¢) Un reconocimiento de las limitaciones, restricciones y requisitos del
sistema.

Este proceso de definir el problema es crucial ya que afectard en forma sig-
nificativa la relevancia de las conclusiones del estudio. Es dificil extraer una
respuesta correcta a partir de un problema equivocado. Determinar los obje-
tivos apropiados vienen a ser un aspecto muy importante de la formulacién del
problema. Para hacerlo, es necesario primero identificar a la persona o per-
sonas de la administracién que de hecho tomarén las decisiones concernientes al
sistema bajo estudio, y después escudrinar el pensamiento de estos individuos
respecto a los objetivos pertinentes. Incluir al tomador de decisiones desde el
principio es esencial para obtener su apoyo al realizar el estudio.

En la segunda fase se decide el modelo mds adecuado para representar
el sistema, se deben especificar expresiones cuantitativas para el objetivo y las
restricciones del problema en funcién de sus variables de decisién. La forma con-
vencional en que la investigacién de operaciones realiza esto es construyendo un
modelo matemadtico que represente la esencia del problema. Antes de analizar
cémo formular los modelos de este tipo, se explora la naturaleza general de
los modelos matemadticos. Los modelos mateméticos son representaciones idea-
lizadas que estdn expresadas en términos de simbolos y expresiones mateméticas.
La determinacién de los valores apropiados que deben asignarse a los pardmetros
del modelo es critica y a la vez un reto dentro del proceso de construccién del
modelo. Al contrario de los problemas en los libros en donde se proporcionan
los nimeros, la determinacién de los valores de los pardmetros en los problemas
reales requiere la recoleccion de los datos relevantes (vedse [5]). La recolec-
cién de los datos exactos con frecuencia es dificil. Asi, el valor asignado a un
pardmetro muchas veces es, por necesidad, sélo una estimacion.

Atn asi, los modelos matematicos tienen muchas ventajas sobre una des-
cripcién verbal del problema. Una ventaja obvia es que el modelo matematico
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describe un problema en forma mucho mads concisa. Esto tiende a hacer que
toda la estructura del problema sea mucho méas comprensible y ayude a revelar
las relaciones importantes entre causa y efecto. De esta manera, indica con
mads claridad qué datos adicionales son importantes para el andlisis. También
facilita simultdneamente el manejo del problema en su totalidad y el estudio de
todas sus interrelaciones. Por ultimo, un modelo matematico forma un puente
para poder emplear técnicas matemdticas y computadoras de alto poder, para
analizar el problema.

Por otro lado, existen obstédculos que deben evitarse al usar modelos matemé-
ticos. Un modelo, como se dijo anteriormente, es una idealizacién abstracta del
problema, por lo que casi siempre se requieren aproximaciones y suposiciones
de simplificacién si se requiere que el modelo sea manejable. Por lo tanto, debe
tenerse cuidado de que el modelo sea siempre una representacién valida del pro-
blema. El criterio apropiado para juzgar la validez de un modelo es el hecho de si
predice o no con suficiente exactitud los efectos relativos de los diferentes cursos
de accién, para poder tomar una decisién que tenga sentido. En consecuencia no
es necesario incluir detalles sin importancia o factores que tengan aproximada-
mente el mismo efecto sobre todas las opciones. Ni siquiera es necesario que la
magnitud absoluta de la medida de efectividad sea aproximadamente correcta
para las diferentes alternativas, siempre que sus valores relativos sean bastantes
precisos. Entonces, todo lo que se requiere es que exista una alta correlacién
entre la prediccion del modelo y lo que ocurre en la vida real. Para asegurar
que este requisito se cumpla, es importante hacer un nimero considerable de
pruebas del modelo y las modificaciones consecuentes.

Al desarrollar el modelo, se recomienda empezar con una versién sencilla
y moverse, en una forma evolutiva, hacia modelos més elaborados que reflejen
mejor la complejidad del problema real. Este proceso de enriquecimiento del
modelo continda sélo mientras permanezca manejable. El trueque bésico que
debe tomarse en cuenta todo el tiempo esta entre la precisién y el manejo del
modelo.

Latercera fase se logra usando técnicas de optimizacién bien definidas. Una
vez formulado el modelo matema&tico para el problema bajo estudio, la siguiente
etapa de un estudio de investigacién de operaciones consiste en desarrollar un
procedimiento para derivar una solucién al problema a partir de este modelo.
Puede pensarse que esto debe ser la parte principal del estudio pero, en reali-
dad, en la mayoria de los casos no lo es. De hecho, a veces ésta es una etapa
relativamente sencilla, en la que se aplica uno de los algoritmos de investigacién
de operaciones en una computadora, empleando uno de los paquetes de software
disponibles (vedse [5]).

Un tema comun en investigaciéon de operaciones es la biusqueda de una
solucion optima, es decir, la mejor. Sin duda, se han desarrollado muchos
procedimientos para encontrarla en cierto tipo de problemas, pero es necesario
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reconocer que estas soluciones son éptimas sélo respecto al modelo que se estd
utilizando. Como el modelo es una idealizacién y no una representacion exacta
del problema real, no puede existir una garantia utépica de que la solucién 6p-
tima del modelo resulte ser la mejor solucién posible que pueda llevarse a la
préactica para el problema real. Esto es de esperarse si se toman en cuenta los
muchos imponderables e incertidumbres asociados a casi todos los problemas
reales, pero si el modelo estd bien formulado y verificado, la solucién que resulta
debe tender a una buena aproximacién de un curso de accién ideal para el pro-
blema real. Por todo esto, mds que enfrascarse en pedir lo imposible, la prueba
del éxito de un estudio de investigacién de operaciones debe ser el hecho de si
proporciona o no una mejor gufa en las decisiones que la que se puede obtener
por otros medios.

El eminente cientifico de la administracién y premio Nobel de Economia,
Herbert Simon(ver [5]), introdujo el concepto de que en la practica es mucho
més frecuente satisfizar que optimizar. Al inventar el término satisfizar como
una combinacién de satisfacer y optimizar, Simon describe la tendencia de los
administradores a buscar una solucién que sea lo suficientemente buena para
el problema que se tiene. En lugar de intentar desarrollar una medida global
de eficiencia para conciliar de manera 6ptima los conflictos entre los diferentes
objetivos deseables se puede usar un enfoque mas pragmédtico. Las metas se
pueden establecer de manera que marquen los niveles minimos satisfactorios
de eficiencia en las diferentes dreas, basindose quizé en niveles de desempeno
anteriores o en los logros de la competencia. Si se encuentra una solucién que
permita que todas estas metas se cumplan, es posible que se adopte sin mé&s
requisitos. Esta es la naturaleza de satisfizar. La distincién entre optimizar y
satisfizar refleja la diferencia entre la teoria y la realidad, diferencia que con
frecuencia se encuentra al tratar de implantar esa teoria en la préctica.

La cuarta fase indica cuando un modelo es vélido, éste debe dar una predic-
cioén confiable del funcionamiento del sistema. Para realizar la validez, se puede
comparar su funcionamiento con algunos datos pasados disponibles del sistema
actual. El modelo serd valido si, bajo condiciones similares de entrada, puede
reproducir el funcionamiento pasado del sistema.

Es inevitable que la primera versién de un modelo matemético tenga muchas
fallas. Sin duda, algunos factores o interrelaciones relevantes no se incorporaron
al modelo y algunos pardmetros no se estimaron correctamente. Por lo tanto,
antes de usar el modelo debe probarse exhaustivamente para intentar identificar
y corregir todas las fallas que se pueda. Con el tiempo, después de una larga
serie de modelos mejorados, se concluye que el modelo actual produce resultados
razonablemente véalidos.

Este proceso de prueba y mejoramiento de un modelo para incrementar su
validez se conoce como validacion del modelo. Es dificil describir cémo se lleva
a cabo la validacién del modelo porque el proceso depende en gran parte del
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problema bajo estudio y del modelo usado. Para ello, después de completar
los detalles de la versién inicial del modelo, una buena manera de comenzar
las pruebas es observarlo en forma global para verificar los errores u omisiones
obvias. El grupo que hace esta revisién debe, de preferencia, incluir por lo
menos a una persona que no haya participado en la formulacién. Al exami-
nar de nuevo la formulacién del problema y compararla con el modelo pueden
descubrirse este tipo de errores. También es 1til asegurarse de que todas las
expresiones matemadticas sean consistentes en las dimensiones de las unidades
que emplean. Ademds, puede obtenerse un mejor conocimiento de la validez del
modelo variando los valores de los pardmetros de entrada y/o de las variables
de decisién, y comprobando que los resultados del modelo se comporten de una
manera factible.

Un enfoque més sistemético para la prueba del modelo es emplear una prueba
retrospectiva. Esta prueba utiliza datos histéricos y reconstruye el pasado para
determinar si el modelo y la solucién resultante hubiera tenido un buen desem-
pefno, de haberse usado. La comparacién de la efectividad de este desempefio
hipotético con lo que en realidad ocurrié, indica si el uso del modelo tiende
a dar mejoras significativas sobre la practica actual. Puede también indicar
dreas en las que el modelo tiene fallas y requiere modificaciones. Lo que es
més, al emplear las alternativas de solucién y estimar sus desempenos histori-
cos hipotéticos, se pueden reunir evidencias en cuanto a lo bien que el modelo
predice los efectos relativos de los diferentes cursos de accion.

Por otra parte, la prueba retrospectiva tiene la desventaja de que usa los
mismos datos que sirvieron para formular el modelo. Entonces, la pregunta cru-
cial es si el pasado en realidad representa el futuro. Para salvar esta desventaja
de la prueba retrospectiva, a veces es 1til continuar con las cosas como estdn
por una temporada. Esto proporcionard datos con los que no se contaba cuando
se construyé el modelo.

Es importante documentar el proceso usado para las pruebas de la validacién
del modelo. Esto ayuda a aumentar la confianza en él, de los usuarios subse-
cuentes. Mads aun, si en el futuro surgen preocupaciones sobre el modelo, esta
documentacién ayudars a diagnosticar en donde pueden estar los problemas.

La quinta fase recae principalmente en los investigadores de operaciones,
emitiendo en una forma comprensible a los individuos que administrarédn y o-
peraran el sistema. Si el modelo ha de usarse varias veces, el siguiente paso es
instalar un sistema bien documentado para aplicar el modelo segtin lo establecido
por la administracién. Este sistema incluird el modelo y el procedimiento de
solucién y los procedimientos operativos para su implementacién. Entonces,
aun cuando cambie el personal, el sistema puede consultarse periédicamente
para proporcionar una solucién numeérica especifica.

Una vez desarrollado un sistema para aplicar un modelo, la tdltima etapa
de un estudio de investigacién de operaciones es implementarlo siguiendo lo
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establecido por la administracién. Esta etapa es critica, ya que es aqui, y sélo
aqui, donde se cosecharan los beneficios del estudio. Por lo tanto, es importante
que el equipo de investigaciéon de operaciones participe, tanto para asegurar
que las soluciones del modelo se traduzcan con exactitud a un procedimiento
operativo, como para corregir cualquier defecto en la solucién que salga a la luz
en este momento.

Resumimos brevemente los pasos del método cientifico:

1.- DEFINICION DEL PROBLEMA. Se debe tener bien claro cudl es el
problema a resolver y delimitarlo completamente ya que no tiene sentido encon-
trar la mejor solucién para un problema equivocado.

2.- RECOLECCION DE DATOS. Se estara mds capacitado para resolver
problemas si se tiene informacién sobre los datos de estos. Deberd reunirse
informacién pasada, hechos pertinentes, y soluciones previas a problemas seme-
jantes.

3.- DEFINICION DE ALTERNATIVAS DE SOLUCION. El método cien-
tifico se basa en la suposicién de que las soluciones existen. Por lo tanto se
buscan las soluciones posibles tratando de caracterizar todas ellas.

4.- EVALUACION DE ALTERNATIVAS DE SOLUCION. Una vez carac-
terizadas todas las alternativas de solucién, deberdn evaluarse. Esto se puede
lograr comparando los beneficios que se obtiene en cada una de ellas mediante
un conjunto de criterios de solucién u objetivos que se deben cumplir. También
puede lograrse estableciendo rangos relativos de las alternativas de acuerdo a
factores que sean importantes para la soluciéon. Por lo general, se hacen ambas
cosas.

5.- SELECCION DE LA MEJOR ALTERNATIVA. Aqui se toma la decisién
de cudl de las alternativas cumple mejor con los criterios de solucién.

6.- PUESTA EN PRACTICA. La alternativa seleccionada debers ponerse
en practica.

Aunque la mayoria de los problemas son diferentes, casi todos se pueden
resolver por el método cientifico descrito anteriormente. Si bien los problemas
y métodos pueden variar, es sorprendente el parecido en el proceso de razo-
namiento, ya que estdn basados en el método cientifico.

Por otra parte, el anilisis de decisiones proporciona un marco conceptual y
una metodologia para la toma de decisiones racional. El andlisis de decisiones
divide la toma de decisiones en dos casos:

1.- Sin experimentacién

2.- Con experimentacion

En la toma de decisiones sin experimentacién, el tomador de decisiones debe
elegir una accién a de un conjunto de acciones posibles. El conjunto contiene
todas las alternativas factibles bajo consideracién para las distintas formas de
proceder en el problema en cuestién. Esta eleccion de una acciéon debe ha-
cerse frente a la incertidumbre porque el resultado se vera afectado por factores
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aleatorios que se encuentran fuera del control del tomador de decisiones. Estos
factores aleatorios determinan en qué situacién se encontrard en el momento en
que se ejecute la acciéon. Cada una de estas situaciones posibles se conoce como
un estado de la naturaleza, que se denotard por 6. Para cada combinacién de
una accién a y un estado de la naturaleza 6, el tomador de decisiones sabe cuél
serfa el pago resultante. El pago es una medida cuantitativa del valor de las
consecuencias del resultado para el tomador de decisiones. Sea p(a, )= pago al
tomar la accién a cuando el estado de la naturaleza es 6.

En general, se usa una tabla de pagos para dar p(a, ) para cada combinacién
de a y 0. Existe una analogia interesante entre los conceptos de anilisis de
decisiones y el juego de dos personas con suma cero. Un juego de dos personas
con suma cero (vedse[10]), como su nombre lo indica, es aquel en que participan
sélo dos jugadores o adversarios y se le llama con suma cero porque un jugador
gana lo que el otro pierde, de manera que la suma de sus ganacias netas es cero.
El tomador de decisiones y la naturaleza se pueden ver como dos jugadores de
este juego. Las acciones posibles y los estados de la naturaleza posibles se pueden
ver como las estrategias disponibles para los respectivos jugadores, donde cada
combinacién de estrategias da como resultado un pago para el jugador 1 (el
tomador de decisiones) . Desde este punto de vista, el marco conceptual del
andlisis de decisiones se puede resumir como sigue:

1.- El tomador de decisiones necesita elegir una de las acciones posibles.

2.- La naturaleza elegird entonces uno de los estados de la naturaleza posibles.

3.- Cada combinacién de una accién a y un estado de la naturaleza 6 da
como resultado un pago p(a,8), que estd dado como uno de los elementos de la
tabla de pagos.

4.- Esta tabla de pagos debe usarse para encontrar una accién 6ptima para
el tomador de decisiones segin un criterio adecuado.

En la teoria de juegos se supone que ambos jugadores son racionales y eligen
sus estrategias para promover su propio beneficio. Esta descripcién se ajusta
al tomador de decisiones pero no se ajusta a la naturaleza. Por el contrario, la
naturaleza es un jugador pasivo que elige sus estrategias (estados de la natu-
raleza) de alguna manera aleatoria. Este cambio significa que el criterio de la
teorfa de juegos para la forma de elegir una estrategia 6ptima (accién) no serd
el més convincente para muchos tomadores de decisiones en el contexto actual.

Es necesario agregar otro elemento a estos conceptos de teoria de decisiones.
El tomador de decisiones por lo general tendrd alguna informacién que debe
tomar en cuenta sobre la posibilidad relativa de los estados de la naturaleza
posibles. Es comin que se pueda traducir esta informacién a una distribucién
de probabilidad, si se piensa que el estado de la naturaleza es una variable
aleatoria, en cuyo caso esta distribucién se conoce como una distribucion a
priori. Las probabilidades individuales para los respectivos estados se llaman
probabilidades a priori.
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En la toma de decisiones con experimentacién se pueden realizar pruebas
adicionales (experimentacion) para mejorar las estimaciones preliminares de las
probabilidades de los respectivos estados de la naturaleza que dan las pro—
babilidades a priori. Estas estimaciones mejoradas se llaman probabilidades a
posteriori. Para encontrar estas probabilidades a posteriori, sea n =ntimero de
estados de la naturaleza posibles; P(f = 6;) =probabilidad a priori de que el
estado de la naturaleza verdadero sea 6;, para i =1, 2, ..., n; S =estadistico que
resume los resultados de la experimentacién (una variable aleatoria); s =una
realizacion (valor posible) de S'y P(0 = 6; | S = s) =probabilidad a posteriori
de que el estado de la naturaleza verdadero sea 6;, dado que S = s, para i = 1,
2,..., n.

La pregunta a contestar es: dado P(0 =6;) y P(S=s|6=20;), {Cuél es el
valor de P(6 = 0;|S =s) ?

Aplicando la definicién de probabilidad condicional y la de probabilidad total
tenemos:

PO =0,|S=s) = % (1.1)
P(S:s):iP(Gzei,st) (1.2)
P =0,|S =s) = P(S = s/ = 0,)P(0 = 0,). (1.3)

Por lo tanto, para cada i = 1, 2, ..., n, la férmula deseada para la probabilidad
a posteriori correspondiente es
P(S=sl0=0;,)P(0 =06,
PO = 0,8 = 5) = 2 _ il Ll ). (1.4)
PH=0,S=ys)
=1

(2

1.2 PROGRAMACION DINAMICA
1.2.1 INTRODUCCION

La programacién dindmica (PD) determina la solucién 6ptima de un problema
de n variables descomponiéndola en n etapas, con cada etapa incluyendo un
subproblema de una sola variable.

La ventaja en el aspecto de los cédlculos es que optimizaremos una sola va-
riable, en vez de subproblemas de n variables. La principal contribucién de la
PD es el principio de optimalidad, un marco de referencia para descomponer
el problema en etapas. La PD no proporciona los detalles de los calculos para
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optimizar cada etapa. Quien resuelve un problema improvisa y disefia esos
detalles.

Existen dos tipos de programacién dindmica: La programaciéon dindmica
deterministica (PDD) y la programacién dindmica probabilistica (PDP). En la
PDD se utilizan datos que se conocen con certeza y en la PDP se usan datos
que no se conocen con certeza pero que se determinan a través de distribuciones
de probabilidad.

1.2.2 ELEMENTOS DE UN MODELO DE PD

Dentro de un modelo de PD se pueden identificar tres elementos importantes,
que son: las etapas, las alternativas en cada etapa y los estados para cada etapa.
De estos tres elementos, el mas importante es la definicién de estado.

El estado del sistema se considera como la informacién que une cada etapa,
de tal manera que se puedan tomar decisiones 6ptimas para las etapas restantes
reexaminando la forma en la cual se llegé a las decisiones para las etapas previas.

PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD. Las futuras decisiones para las etapas
restantes constituirdn una politica 6ptima, sin importar cual haya sido la politica
adoptada en las etapas previas.

Los cédlculos en la PD se hacen recursivamente, en el sentido de que la solu-
ci6n de un subproblema se utiliza como una entrada para el siguiente subpro-
blema. Para el momento en que resolvamos el tltimo subproblema, tendremos
a la mano la solucién 6ptima para todo el problema (vedse [10] y [5]). La
forma en la cual se hacen los célculos recursivos depende de la forma en la cual
descomponemos el problema original.

Existen dos formas de realizar estos cédlculos recursivos. Una forma es la
recursion hacia adelante, en la cual los cdlculos avanzan de la primera etapa
hasta llegar a la tdltima etapa. La otra forma es la recursion hacia atras, en la
que los cédlculos empiezan de la tltima etapa y terminan con la primera etapa.

1.2.3 CARACTERISTICAS DE LOS PROBLEMAS DE
PROGRAMACION DINAMICA

Se resumen brevemente las caracteristicas de los problemas de PD.

1.- El problema se puede dividir en etapas que requieren una politica de
decision en cada una de ellas.

2.- Cada etapa tiene cierto nimero de estados asociados con su inicio.

3.- El efecto de la politica de decisiéon en cada etapa es transformar el
estado actual en un estado asociado con el inicio de la siguiente etapa (tal
vez de acuerdo a una distribucién de probabilidad).



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

4.- El procedimiento de solucién estd disenado para encontrar una politica
optima para el problema completo, es decir, una receta para la politica de
decisién 6ptima en cada etapa para cada uno de los estados posibles.

5.- Dado el estado actual, una politica optima para las etapas restantes
es independiente de la politica adoptada en etapas anteriores. Por tanto la
decisién inmediata 6ptima depende sélo del estado actual y no de cémo se llegéd
ahi. Este es el principio de optimalidad para programacién dindmica.

6.- El procedimiento de solucién se inicia al encontrar la politica éptima
para la ultima etapa.

7.- Se dispone de una relacién recursiva que identifica la politica éptima para
la etapa n, dada la politica 6ptima para la etapa n + 1.

La notacién que se usard se resume a continuacion.
N = ntimero de etapas.
n = etiqueta para la etapa actual (n =1,2,...,N)
sn = estado actual para la etapa n.
T, = variable de decisién para la etapa n.
x} = valor 6ptimo de z,(dado s,).
fn(8n, zn) = contribucién a la funcién objetivo de las etapas n,n+1,..., N,
si el sistema se encuentra en el estado s,, en la etapa n, la decisién inmediata es
T, v en adelante se toman decisiones éptimas.

La funcién recursiva siempre tendra la forma

fa(sn) = maz{fu(sn,a)} o fr(sn) = min{fu(sn,2,)} (1.5)

Tn Tn

en donde f,(sn,Tn) se escribe en términos de s,, n, fi,1(snq1) y tal vez
alguna medida de la contribucién inmediata de x,, a la funcién objetivo. Lo que
hace que la expresién para f*(s,) sea una relacién recursiva es la inclusiéon de

[ 1(sn41) en el lado derecho, de manera que f:(s,) estd definida en términos
de f;:-&-l(sn-&-l)-

8.- Cuando se usa esta relacién recursiva, el procedimiento de solucién comien-
za al final y se mueve hacia atrds etapa por etapa (encontrando cada vez la
politica 6ptima para esa etapa) hasta que se encuentra la politica 6ptima desde
la etapa inicial. Esta politica 6ptima lleva de inmediato a una solucién 6p-
tima para el problema completo, a saber z] para el estado inicial s;, después
x5 para el estado sy que resulta, luego x5 para el estado s3 que resulta, y asi
sucesivamente hasta x’y para el estado sy resultante.

Para todos los problemas de programacién dindmica, se obtiene una tabla
como la que se muestra en la Figura 1.1 para cada etapa (n = N, N — 1, ..., 1).
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x| Ja(s0%,)

" £, (s,) X,

Figure 1.1: Tabla de célculo en PD

Etapa Etapa
n n+l
Etapa S )
n Contribucién '
dex,

J8,5%,) ﬁﬂ(snﬂ)

Figure 1.2: Estructura bésica para programacién dindmica deterministica

1.2.4 LA PBOGRAMACION DINAMICA TIPO DETER-
MINISTICA

Aqui se ve el enfoque de la programacién dindmica para problemas determinis-
ticos, en donde el estado en la siguiente etapa estd completamente determinado
por el estado y la politica de decisién de la etapa actual.

La programacién dindmica deterministica se puede escribir en forma de dia-
grama como se ve en la Figura 1.2.

En la etapa n el proceso se encontrard en algin estado s,. Al tomar la
decisién x,, se mueve a algtin estado s,,+1 en la etapa n+1. El valor de la funcién
objetivo para la politica éptima de ese punto en adelante se calculé previamente
como fr i(sp41). La politica de decisién también hace una contribucién a
la funcién objetivo. Al combinar estas dos cantidades en la forma apropiada
se proporciona a la funcién objetivo f,(sn,x,) la contribucién de la etapa n
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en adelante. La optimizacién respecto a x, proporciona entonces f*(s,) =
frn(Sn,2%). Una vez encontrados z,, y f*(s,) para cada valor posible de s,, el
procedimiento de solucién se mueve hacia atrds una etapa.

Una manera de clasificar los problemas de programacién dindmica deter-
ministica es por la forma de la funcién objetivo. El objetivo puede ser mini-
mizar la suma de las contribuciones de cada una de las etapas individuales, o
maximizar esa suma, o bien minimizar el producto de los términos, etc. Otra
clasificacién se puede hacer en términos de la naturaleza del conjunto de es-
tados en las respectivas etapas. En particular, los estados s, pueden estar
representados por una variable de estado discreta, o por una variable de estado
continua.

1.2.5 LA PROGRAMACION DINAMICA PROBABILIS-
TICA

La programaciéon dindmica probabilistica difiere de la deterministica en que el
estado de la siguiente etapa no estd completamente determinado por el estado
y la politica de decisién de la etapa actual. En su lugar existe una distribucién
de probabilidad para determinar cudl serd el siguiente estado. Sin embargo,
esta distribuciéon de probabilidad si queda bien determinada por el estado y la
politica de decisién en la etapa actual. En la Figura 1.3 se describe con un
diagrama la estructura bésica que resulta en los problemas de programacién
dindmica probabilistica.

En lo que se refiere a este diagrama, sea S el nimero de estados posibles en
la etapa n+1 y etiquete estos estados al lado derecho por 1, 2, ..., S. El sistema
cambia al estado i con probabilidad p; (i =1, 2, ..., S) dados el estado s, y la
decision x,, en la etapa n. Si el sistema cambia al estado i, C; es la contribucién
de la etapa n a la funcién objetivo.

Cuando se expande la Figura 1.3 para incluir todos los estados y las deci-
siones posibles en todas las etapas, se obtiene lo que con frecuencia se conoce
como un drbol de decision. Si este drbol de decisiéon no es muy grande, propor-
ciona una forma ttil de resumir estas posibilidades.

Debido a la estructura probabilistica, la relacién entre fy,(sn, 2n) ¥ frii1(Snt1)
necesariamente es mas complicada que para el caso deterministico. La forma
exacta de esta relacién dependerd de la forma global de la funcién objetivo.
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Etapan Etapan+1

Contribucion

Probabilidad
dela etapa n

D
Decision
c 2
Sn xn | Q

f Jou2)
AN

o

Ful

=

Figure 1.3: Estructura bésica para programacién dindmica probabilistica
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1.3 PROCESOS ESTOCASTICOS
1.3.1 INTRODUCCION

Definicién 1 El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
se llama espacio muestral del experimento aleatorio. FEl espacio muestral serd
denotado por el simbolo Q2 y un elemento de Q serd denotado por w. A los
elementos de 2 se le llaman puntos muestrales.

Cada vez que un experimento es ejecutado, exactamente uno de los posi-
bles resultados ocurrird. Usualmente no se conoce cudl de los posibles resulta-
dos ocurrird. El investigador puede sentir que cada resultado tiene una buena
oportunidad de ocurrir como cualquier otro o puede sentir que algunos resul-
tados tienen una mejor oportunidad de ocurrir que otros.

Para trasladar esta forma de sentir en términos matemédticos precisos, el
investigador puede asignar probabilidades a cada resultado. Matematicamente,
se puede definir una medida de probabilidad P sobre ) de tal manera que sea
consistente con las siguientes condiciones:

1) Para cada w; € Q existe un mimero no negativo asociado p; = P(w;).

9) Y P(w;) =1

w, €EQ

Definicién 2 a) Si Q es un espacio muestral finito o infinitamente numerable
y si P es una medida de probabilidad sobre Q), entonces a (2, P) se le llama
espacio de probabilidad discreto.

b) Sea (2, P) es un espacio de probabilidad, entonces un evento o suceso E es
cualquier subconjunto de Q. Si E = (wy, wa, ..., wk), entonces la probabilidad
de E se define como

k

P(E) =) P(=). (1.6)

i=1

¢) Se dice que dos eventos, A y B, son mutuamente excluyentes si no pueden
ocurrir juntos. Esto se expresa escribiendo AN B = ¢.

A continuacién presentamos lo tres principales axiomas de la probabilidad y

algunos teoremas que nos ayudardn para mostrar resultados importantes para
la siguiente seccién.

AXIOMAS DE LA PROBABILIDAD
Axioma 1 Para cada evento A C Q2,0 < P(A) < 1.

Axioma 2 P(Q)=1.
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Axioma 3 Si A y B son eventos mutuamente excluyentes, entonces
P(AUB) = P(A) + P(B)
Del axioma 3 se deduce que P(¢) = 0.

Teorema 1 St A=A UAU...UA, 1y Ay, Ao, ..., A, son mutuamente
excluyentes, entonces

P(A) = P(Ay) + P(A3) + ... + P(Ay). (1.7)

Demostracién. La demostracién sera por induccién.
Para n = 2, el caso se reduce al axioma 3.
Supongamos que el resultado es valido para n = k, es decir, si

A=A UAU...UA,
y A1, Ag, ..., A son mutuamente excluyentes, entonces

P(A) = P(Ay) + P(Ay) + ... + P(Ay).

Demostraremos que el resultado se cumple para n =k + 1.
Sea Aj4+1 un evento tal que Axy1 NA; =¢parai=1,...ky

B:AluAQU...U.AkUAk+1:AUAk+1.

Es claro que Ag11 y A son mutuamente excluyentes, entonces, por el axioma 3
y la hipdtesis de induccién, tenemos

)
)

P(AjUAU...UALUA1) = P(B)

P(AUAk+1)

P(A) + P(Ap41)
(

= P(A)) + P(Ay) + ... + P(A) + P(Aps1).

Con esto se concluye la demostracién. m

El espacio de probabilidad (2, P) contiene la informacién necesaria para es-
tudiar las propiedades probabilisticas del experimento. Sin embargo, el andlisis
podria ser complicado por el hecho de que la descripcién de los puntos mues-
trales podria estar en una forma que es familiar al cientifico experimental pero
muy extrana para el probabilista. Para aliviar este problema de comunicacién,
los puntos en 2 son frecuentemente mapeados en los nimeros reales. De esta
manera, un nimero puede ser usado para representar un resultado experimental.

Definicién 3 Una funcién que mapea un espacio muestral sobre los nimeros
reales se llama wvariable aleatoria. Las letras X,Y, Z serdan usadas para denotar
variables aleatorias.
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De la definicién anterior, vemos que definir una variable aleatoria sobre un
espacio muestral puede servir para dos propésitos:

i) Cada resultado es renombrado como un ntimero real.

1) Alguna informacién ineficaz contenida en el resultado es conveniente-
mente perdida en el mapeo de 2 en R.

Definicién 4 Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias
definidas sobre algin espacio muestral Q. Si hay una cantidad numerable de
miembros en la familia, el proceso serd denotado por X1, Xs, X3, ... Si hay una
cantidad no numerable de miembros de la familia, el proceso serd denotado por
{Xe:t >0} 0o {Xi},~g- En el primer caso, el proceso es llamado un proceso
de tiempo discreto mientras que en el sequndo caso es llamado un proceso de
tiempo continuo.

Un proceso estocdstico se considera como una funcién de dos variables,
Xi(w) = X(t,w). Para t fija, la funcién es una variable aleatoria. Para w
fija, el resultado es una funcién de valores reales de t, llamada camino muestral.

Definicién 5 Al conjunto de valores distintos que asume un proceso estocdstico
se le llama espacio de estado. Si el espacio de estado de un proceso estocdstico
es numerable o finito, el proceso serd llamado una cadena. El espacio de estado
serd denotado por S.

Probabilidad condicional

La nocién de probabilidad condicional es un instrumento bésico de la teoria de
probabilidades y, por desgracia, su gran simplicidad se ve a veces oscurecida por
una terminologia singularmente inadecuada.

Definicién 6 Sea (2, P) un espacio de probabilidad, E, F dos subconjuntos de
Q y P(ENF) la probabilidad de que ambos eventos E y F ocurran. Si P(F) # 0,
la probabilidad de E dado que F' ha ocurrido se define como

P(ENF)
P(F)

La cantidad asi definida, P(FE|F), se llamard probabilidad de E bajo la
hipétesis F' (ver [6]). Cuando todos los puntos muestrales tienen probabili-
dades iguales, P(E|F), es la razén del nimero de puntos muestrales que E y
F tienen en comun al nimero de puntos de F. La probabilidad condicional
queda indefinida cuando P(F') es cero. Esto no tiene consecuencias en el caso
de espacios muestrales discretos, pero es importante en la teorfa general.

P(E|F) = (1.8)

Calcular probabilidades condicionales de varios eventos con respecto a una
hipétesis particular F' equivale a elegir F' como un nuevo espacio muestral con
probabilidades proporcionales a las originales; el factor de probabilidad P(F') es
necesario para que la probabilidad total del nuevo espacio muestral sea la unidad.
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Esta formulacién nos muestra que todos los teoremas generales de probabilidad
también son védlidos para probabilidades condicionales con respecto a cualquier
hipétesis particular F.

Asf tenemos dos maneras de calcular la probabilidad condicional P(E|F):

a) Directamente considerando la probabilidad de E con respecto al espacio
muestral reducido F'.

b) Usando la definicién anterior, donde P(E N F) y P(F) se calculan con
respecto al espacio muestral original 2.

A continuacién daremos la definicién de particion de un espacio muestral
y algunos resultados preliminares para demostrar el ”Teorema de Bayes”, el
cual involucra a la probabilidad condicional.

Definicién 7 Decimos que los eventos By, Bo, ..., Bx representan una parti-
cion del espacio muestral § si:

a) B; N B; = ¢ para todo i # j.

c) P(B;) > 0 para todo i. En otras palabras: cuando se efectia un experi-
mento, ocurre uno y sélo uno de los eventos B;.

Teorema 2 (Teorema de la probabilidad total)Sea A un evento de Q2 y sea
By, Bs, ..., Bk wuna particion de Q). Entonces

P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(B3) + ... + P(A|By)P(By). (1.9)

Demostracién. Por definicién de particién, B; N B; = ¢ para todo ¢ # j, de
aqui obtenemos que (A N B;) N (AN B;) = ¢ para todo 7 # j. Ahora, podemos
escribir A como sigue

k
A=ANQ=A4nN <U3i> =(ANB)U(ANBy)U...U(ANBy).

i=1

Entonces, aplicando el Teorema 1.1 obtenemos

PAIBY)P(B) + P(A|B2)P(By) + ..+ P(AIB) P(By)

Con esto concluimos la demostraciéon. m
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Teorema 3 (Teorema de Bayes). Sea By, Ba, ..., Bk una particion del espacio
muestral 0 y sea A un evento asociado con ). Entonces

P(A|B:)P(B;)

P(B;|A) = - . (1.10)
> P(AIB))P(B)
Demostracién. Por el teorema anterior,
P(A) = P(A[B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + ... + P(A|By)P(Bx)
k
= 3" PAIB)P(B,).
Por lo tanto
;P(A\BJ')P(BJ) ) P(A|B;)P(B;)

Asi, queda demostrado el teorema de Bayes. m

1.3.2 LA PROPIEDAD DE MARKOV Y MATRICES DE
TRANSICION

A un proceso estocdstico le podemos poner ciertas restricciones como:
1) Que el proceso sea de tiempo discreto.
2) Que tenga un espacio de estado numerable o finito.
3) Que el proceso satisfaga la propiedad de Markov.

A los procesos estocdsticos que satisfacen las 3 restricciones dadas se les
llama Cadenas de Markov

Definicién 8 Un proceso estocdstico {X;}t=0,1,2,..., con espacio de estado
S =1{0,1,2,3,...} se dice que satisface la propiedad de Markov si para cada t y
todos los estados 1g,to, ...,1; se cumple que

P[Xip1 =51 Xe =4, X4q = i4_1,..., Xo = i) = P[Xpy1 = j|X; =4 (1.11)

Esta propiedad de Markov es equivalente a establecer que la probabilidad
condicional de cualquier evento futuro dado cualquier evento pasado y el estado
actual X; = 4, es independiente del evento pasado y sélo depende del estado
actual del proceso. Las probabilidades condicionales P[X;11 = j|X; = i] se
llaman probabilidades de transicién de un paso.
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Definicién 9 Si para cada i y j
P[Xi11 =j|X: =i] = P[X1 =j|X0o=14] paratodat=0,1,.., (1.12)

entonces se dice que las probabilidades de transicion (de un paso) son esta —
cionarias y se denotan por p;;.

Asi, tener probabilidades de transicién estacionarias implican que las proba-
bilidades de transicién (de un paso) no cambian con el tiempo. La existencia de
probabilidades de transicién estacionarias (de un paso) también implican que
parai, jyn (n=0,1,2,...)

P[Xi1n =j| Xt =1i] = P[X, =j|Xo=14] paratodat=0,1,... (1.13)
(n)
ij

es s6lo P(Xo = j|Xo =) y asf es igual a 1 cuando
(1)

1J

Generalmente se denotan por p
©)
i
i=7jyes0cuando i # j. Paran=1,p
transicién de un paso, p;;.

y se llaman probabilidades de transicién
de n pasos. Paran =0, p

es simplemente la probabilidad de

Una forma de representar las probabilidades de transicién de n pasos es la
forma matricial

Estado 0 M
o BT
n n
1 Dig Ding
P = . . (1.14)
@) o)
M Pvo | - | P
o, en forma equivalente,
psy - POy
PMW = L L . (1.15)
(n) (n)
Pryo -+ Pum

1.3.3 ECUACIONES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov proporcionan un método para calcular
probabilidades de transicién de n pasos:

() _ S~ () (n—m)
p; =3 pk?, " para toda i, jyn con 0 <m < n. (1.16)
k=0

Estas ecuaciones senalan que al ir del estado i al estado j en n pasos, el
proceso estard en algin estado k después de exactamente m (m < n) pasos.
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Asi, pz(.Zl)p,(J;*m) es sélo la probabilidad condicional de que si se comienza en el

estado 1, el proceso vaya al estado k después de m pasos y después al estado j
en n—m pasos. A continuacién analizaremos los casos especiales cuando m = 1
ym=n-—1

Param =1
M
p =3 punl . (1.17)
k=0
Param=n—-1
M
P =3 ol Vi (1.18)

para toda ¢, j y n.

Proposiciéon 1 La matriz de probabilidades de transicion de n pasos se puede
obtener de P(™) = pm.

Demostracion. Sea

oo P6T - Pon

P —
o s ol

la matriz de transiciéon de n pasos y

Poo Po1 -« Pom

Pmo Pm1 o -+ PMM

la matriz de transicién de un paso.
La demostracién serd por induccion.
i) Para n = 1 se tiene que

1 1 1
p(()O) p((n) p(()]\)4 Poo Po1 Pom
p§\14)0 pg\% PS\})M PMo PM1 .- PMM

Por lo tanto, se cumple el resultado paran =1 .
i1) Supongamos que se cumple la relacién para n = k, es decir, Pk) = pk,
Demostraremos que la relacién es verdadera para n =k + 1.
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pktl _ pkp_ pk)p

(k) (k) (K)
Poo Po1 -« Pomr Poo por -~ Pom
gé,)o pg\];)l pg\];)M Pmo Pm1 - PMM
M %) M

Z Po] P;o Zopoj Pj1 Z Po] P;M

=0 = =0

M M M

k k k
Zopg\/[)jpjo Z pg\/[)jpjl Zopg\/[)ijM
]: = ]:
k41 k+1 k+1
péo : 81 - P(()M )
= — plk+1)

(k+1) (k+1) T e
Pyo ~ Pan o Py

esto ultimo se debe a las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
Asi, tenemos que P" = P paratodon>1. m

Si se desea la probabilidad incondicional P [X,, = j], es necesario que se
especifique la distribucién de probabilidad del estado inicial. Tenemos asi que

P[X,=j]=P[Xo=01p{ + P[Xo=1p{? + ..+ P[Xo = M]pl}}, (1.19)

1.3.4 CLASIFICACION DE ESTADOS EN UNA CADENA
DE MARKOV

A continuacién daremos los principales conceptos de los tipos de estados asi
como de algunos resultados que se desprenden de ellos.

Definicién 10 Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si pgl) >0
para alguna n > 0.

El que el estado j sea accesible desde el estado ¢ significa que es posible
que el sistema llegue eventualmente al estado j si comienza en el estado i. En

general, una condicién suficiente para que todos los estados sean accesibles es

que exista un valor de n para el que pl(?) > 0 para todo iy j.

Definicién 11 Si el estado j es accesible desde el estado i y el estado i es
accesible desde el estado j, entonces se dice que los estados i y j se comunican.
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En general: 1) Cualquier estado se comunica consigo mismo; 2) si el estado
1 se comunica con el estado j, entonces el estado j se comunica con el estado
y 3) Si el estado 7 se comunica con el estado j y el estado j se comunica con el
estado k, entonces el estado ¢ se comunica con el estado k.

Como resultado de estas propiedades de comunicacién, se puede hacer una
particién del espacio de estados en clases ajenas, en donde se dice que dos estados
que se comunican pertenecen a la misma clase. Asi, los estados de una cadena
de Markov pueden construir una o mds clases ajenas (una clase puede consistir
en un solo estado). Asi, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 12 Se dice que una cadena de Markov es irreducible si existe sélo
una clase, es decir, si todos los estados se comunican.

Con frecuencia es ttil hablar sobre si un proceso que comienza en el estado
1 regresard alguna vez a este estado, por tal razén introducimos los conceptos
de estado recurrente y transitorio.

Definicién 13 Sea f;; la probabilidad de que el proceso regrese al estado i dado
que comienza en el estado i. El estado i se llama estado recurrente si fi; =1 y
es transitorio si fi; < 1.

Un caso especial de estado recurrente es un estado absorbente.

Definicién 14 Se dice que un estado i es absorbente si la probabilidad de tran-
sicion py; sea igual a 1.

Determinar si un estado es recurrente o transitorio evaluando f;; no es sen-
cillo. Sin embargo, es posible determinar algunas propiedades de f;; que pueden
ayudar a determinar su valor. Si un proceso de Markov se encuentra en el es-
tado ¢ y este estado es recurrente, la probabilidad de que el proceso regrese al
estado i es 1. Como el proceso es una cadena de Markov, esto es equivalente
a que el proceso comience una vez mds en el estado ¢ y que con probabilidad
de 1, regrese una vez mds a ese estado. La repeticién de este argumento lleva
a la conclusién de que llegard al estado ¢ un nimero infinito de veces. Asi, un
estado recurrente tiene la propiedad de que el nimero esperado de periodos que
el proceso estd en el estado 7 es infinito.

Si un proceso de Markov se encuentra en el estado i, y este estado es transi-
torio, entonces la probabilidad de que regrese al estado ¢ es f;; y la probabilidad
de que no regrese es 1— f;;. Se puede demostrar que el nimero esperado de
periodos que el proceso se encuentra en el estado 7 es finito y estd dado por

1
- fii
Por lo tanto, se concluye que el estado ¢ es recurrente si y sélo si el nimero

esperado de periodos que el proceso se encuentra en el estado 7 es infinito, dado
que el proceso comenzé en el estado 1.

(1.20)
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Con el fin de calcular el nimero esperado de periodos que el proceso se
encuentra en el estado 7 dado que Xy = i, se define

1 si1 X, =1
Bn_{ 0 X A1 (1.21)
La cantidad
> (Bl Xo =) (1.22)
n=1

representa el nimero de periodos que el proceso estd en ¢ dado que Xy = i. Por

lo tanto, su valor esperado estd dado por

E (i Bn|Xo = z) = iE(Bn\XO =)
n=1 n=1
- f: P(X, = i|Xo =)
n=1

(o)
= Y . (1.23)
n=1

Se ha demostrado que el estado i es recurrente si, y sélo si,

S = o0, (1.24)
n=1

Este resultado se puede usar para demostrar que la recurrencia es una
propiedad de clase, es decir, todos los estados en una clase son recurrentes
o transitorios. M4s aun, en una cadena de Markov de estado finito, no todos
los estados puden ser transitorios. Entonces todos los estados de una cadena de
Markov de estado finito irreducible son recurrentes.

Otra propiedad 1itil de las cadenas de Markov es el de las periodicidades.

Definicién 15 El estado j tiene periodo d si las siguientes dos condiciones se
cumplen:

(i) pg-?) = 0 a menos que n = md para algin entero positivo m y
(17) d es el méximo entero con esta propiedad.
El estado j es llamado aperiddico cuando d = 1.

Al igual que la recurrencia es una propiedad de clase, se puede demostrar
que la periodicidad también es una propiedad de clase. Esto es, si el estado
tiene periodo t, todos los estados en esa clase tienen periodo t.
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Una iltima propiedad de las cadenas de Markov pertenece a una nueva
clasificacién de los estados recurrentes.

Definicién 16 Se dice que un estado i es recurrente positivo si, comenzando
en el estado i, el tiempo esperado para que el proceso regrese al estado i es finito.
De igual manera, un estado recurrente i, es recurrente nulo si, comenzando
en el estado i el tiempo esperado para que el proceso regrese al estado i es
infinito. Los estados recurrentes positivos que son aperiddicos se llaman estados
ergddicos. Se dice que una cadena de Markov es ergddica si todos sus estados
son ergddicos.

1.3.5 TIEMPOS DE PRIMERA PASADA

Con frecuencia es conveniente poder hacer afirmaciones en términos de proba-
bilidades sobre el niimero de transiciones que hace el proceso al ir de un estado
7 a un estado j por primera vez. Este lapso se llama tiempo de primera pasada
al ir del estado i al estado j. Cuando j = i, este tiempo de primera pasada es
justo el nimero de transiciones hasta que el proceso regrese al estado inicial <.
En este caso, el tiempo de primera pasada se llama tiempo de recurrencia para
el estado i.

En general, los tiempos de primera pasada son variables aleatorias y, por lo
tanto, tienen una distribucién de probabilidad asociada a ellos. Estas distribu-
ciones de probabilidad dependen de las probabilidades de transicién del proceso.
En particular, fz-(;L) denota la probabilidad de que el tiempo de primera pasada
del estado ¢ al j sea igual a n. Se puede demostrar que estas probabilidades
satisfacen las siguientes relaciones recursivas:

fi(jl) = pg}) = Pij
2 2 1
fi(j) = pgj) - fz’(j)pjj
n n 1 n—1 2 n—2 n—1
fz(J) = pl('j) _fi(j)p_g'j ) _fi(j)p_g'j ) __fz(J )pjj‘ (1'25)

Entonces se puede calcular la probabilidad de un tiempo de primera pasada
del estado ¢ al j en n pasos, de manera recursiva, a partir de las probabilidades
de transicién de un paso.

Para ¢ y j fijos, las fi(jn) son nimeros no negativos tales que
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(oo}
S <. (1.26)
n=1

Desafortunadamente, esta suma puede ser estrictamente menor que 1, lo
que significa que un proceso que al iniciar se encuentra en el estado ¢ puede

no llegar nunca al estado j. Cuando la suma si es igual a 1, las fi(jn) (para
n =1,2,...) pueden considerarse como una distribucién de probabilidad para la
variable aleatoria, el tiempo de primera pasada.

(n)

Mientras que puede ser dificil calcular fz-j para toda n, es relativamente

sencillo obtener el tiempo esperado de primera pasada del estado ¢ al estado j.
Sea p,;; este valor esperado, que se define como

00 sty fi(;l) <1
n=1
ij = N N . (1.27)
nz:jl n fi(f) si n; fi(j?z) =1

oo
. n . L. .,
Siempre que fi(j ) = 1, entonces 1, ; satisface, de manera tinica, la ecuacién
n=1

pij =1+ Zpik,ukj (1.28)
ey

Cuando i = j, p;; se llama tiempo esperado de recurrencia.

1.3.6 PROPIEDADES A LARGO PLAZO DE LAS CA-
DENAS DE MARKOV

Probabilidades de estado estable

Para analizar el concepto de probabilidades de estado estable estableceremos
las siguientes condiciones:

Para una cadena de Markov irreducible ergédica el lim p(-n)
n—oo

ij
(n)
]
manera Unica las siguientes ecuaciones de estado estable

existe y es

independiente de 7. Mds aun, lim p;;” = m; > 0, en donde las 7; satisfacen de
n—oo

3
ECN
Il

M
Zmpij para j =0,1,.... M,
i=0

M
dompo= 1 (1.29)
§=0
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Las m; se llaman probabilidades de estado estable de la cadena de Markov
y son iguales al inverso del tiempo esperado de recurrencia, es decir,

nj=—, paraj=0,1,.., M. (1.30)

El término probabilidad de estado estable significa que la probabilidad de
encontrar el proceso en un cierto estado, por ejemplo j, después de un nimero
grande de transiciones tiende al valor 7; y es independiente de la distribucién
de probabilidad inicial definida para los estados. Es importante hacer notar que
la probabilidad de estado estable no significa que el proceso se establezca en un
estado. Por el contrario, el proceso continia haciendo transiciones de un estado
a otro y en cualquier paso n la probabilidad de transicién del estado ¢ al estado
J es todavia p;.

También se pueden interpretar las 7; como probabilidades estacionarias (sin
que se confundan con las probabilidades de transicién estacionarias) en el si-
guiente sentido. Si la probabilidad absoluta de encontrarse en el estado j estd
dada por 7; (esto es P(Xy = j) = m,) para toda j, entonces la probabilidad
absoluta de encontrar el proceso en el estado j en el tiempo n = 1,2, ... también
estd dada por m; (es decir, P(X, = j) = ;).

Debe observarse que las ecuaciones de estado estable consisten en M + 2
ecuaciones con M + 1 incégnitas. Como el sistema tiene una solucién unica, al
menos una de las ecuaciones debe ser reduntante, por lo que se puede eliminar.
No puede ser la ecuacién

M
> omi=1 (1.31)

Jj=0

porque 7; = 0 para toda j satisface las otras M 4 1 ecuaciones. Es mds, las
ecuaciones de las otras M + 1 ecuaciones de estado estable tienen una solucién
unica con una constante multiplicativa y es la ecuacién final la que fuerza la
solucién a ser una distribuciéon de probabilidad.

Existen otros resultados importantes respecto a las probabilidades de estado
estable. En particular, si 7 y j son estados recurrentes que pertenecen a clases
fatintas L)
distintas, entonces p;;* = 0, para toda n.

(m _ g,

. .. . . . n
De manera parecida, si j es un estado transitorio, entonces lim 2
n—oo

para toda i. Este resultado significa que la probabilidad de encontrar el proceso
en un estado transitorio después de un nimero grande de transiciones es cero.
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Costo promedio esperado por unidad de tiempo

En la subseccién anterior se vio las cadenas de Markov cuyos estados son ergédi-

cos (recurrentes positivos y aperiddicos). Si se relaja el requerimento de que los
(n)
ij
bargo, el siguiente limite siempre existe para una cadena de Markov irreducible
con estados recurrentes positivos

) I <&

en donde las ; satisfacen las ecuaciones de estado estable dadas en la subseccién
anterior. Este resultado es muy importante al calcular el costo promedio a la
larga por unidad de tiempo, asociado a una cadena de Markov. Suponga que se
incurre en un costo (u otra funcién de penalizacion) C'(X;) cuando el proceso se
encuentra en el estado X; en el tiempo ¢, para t =0, 1, 2,... Note que C(X3) es
una variable aleatoria que toma cualquiera de los valores C(0), C(1), ...,C(M)
y que la funcién C(.) es independiente de ¢t. El costo promedio esperado en el
que se incurre a lo largo de los primeros n periodos estd dado por la expresién

S ee

estados sean aperiédicos, entonces el limite lim p;;’ puede no existir. Sin em-
n—oo

E (1.33)

Usando el resultado de que

1L
i (L5 130
k=1

se puede demostrar que el costo promedio esperado por unidad de tiempo (a la
larga), esta dado por

n M
Lim E % ZC(Xt)] = mC(j). (1.35)
t=1 j=0

Otra medida del costo promedio esperado (a la larga) por unidad de tiempo
es el costo promedio real por unidad de tiempo (a la larga). Se puede demostrar
que esta tltima medida estd dada por

n M
lim [% > com] = > mC0) (1.36)
t=1 j=0

para casi todas las trayectorias del proceso. Asi, ambas medidas llevan al mismo
resultado. Estos resultados tambien se pueden usar para interpretar el signifi-
cado de las ;. Para hacer esta interpretacion, sea

C(Xt)_{ 0 NK ) (1.37)
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La fracciéon esperada del nimero de veces (a la larga) que el sistema se
encuentra en el estado j estd dada entonces por

lim E

n—oo

-y o)

= lim E (fraccion de veces que el sistema esta en el estado j) = m;. (1.38)

n—oo

De igual manera, 7; se puede interpretar también como la fraccién o por-
centaje real (a la larga) del mimero de veces que el sistema se encuentra.



CAPITULO 2

TEORIA DE
INVENTARIOS

2.1 COMPONENTES DE LOS MODELOS DE
INVENTARIOS

Las politicas de inventarios afectan las ganancias. La eleccién entre una politica
y otra depende de su rentabilidad relativa. Algunos de estos costos que deter-
minan esta rentabilidad son:

1.- Los costos de ordenar o fabricar.
2.- Los costos de mantener o almacenar.
3.- Los costos de penalizacién por faltantes o demanda insatisfecha.

Otros costos relevantes incluyen:

4.- Los ingresos.
5.- Los costos de recuperacién o salvamento.
6.- Las tasas de descuento.

El costo de ordenar o fabricar una cantidad z se puede representar por
una funcién c(z) (vedse [5] y [10]). La forma mds sencilla de esta funcién es
aquella que es directamente proporcional a la cantidad ordenada o producida,
es decir, cz, donde c es el precio unitario pagado. Otra suposicién es que c(z)
se compone de dos partes: un término que es directamente proporcional a la
cantidad ordenada o producida y un término que es una constante K para z > 0
y 0 para z = 0.

oz) = { y si 2=0 (2.1)

K+cz st z>0

29
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El costo de mantener inventario (costo de almacenar) representa los costos
asociados con el almacenamiento del inventario hasta que se vende o se usa.
Puede incluir el costo del capital invertido, del espacio, seguros, proteccién e
impuestos atribuibles al almacenamiento.

El costo de penalizacién por faltantes (costo de la demanda insatisfecha)
surge cuando la cantidad que se requiere de un bien (demanda) es mayor que el
inventario disponible.

Este costo depende de cudl de los dos casos siguientes se aplica.

En un caso, llamado con faltantes la demanda excesiva no se pierde sino
que se queda pendiente hasta que se pueda satisfacer con el siguiente reabaste-
cimiento.

En un segundo caso, llamado sin faltantes, si ocurre un exceso de demanda
sobre el inventario disponible, el distribuidor no puede esperar a la siguiente
entrega normal para reabastecer el inventario. Ya que 1) el exceso de demanda
se satisfaga mediante un envio prioritario o 2) no se cumpla. En la situacién
1), el costo por faltantes se puede interpretar como el costo de envio prioritario.
Para la situacién 2), este costo por faltantes se puede ver como la pérdida en
la que se incurre por no satisfacer la demanda, mds el costo de perder negocios
futuros debido a la pérdida de la buena voluntad.

El ingreso puede o no incluirse en el modelo. Si no se incluye, entonces
la pérdida del ingreso debe incluirse en el costo de penalizacién por faltantes
siempre que la empresa no pueda cumplir con esa demanda y se pierda la venta.

El valor de recuperacion o salvamento de un producto es el valor de un
articulo sobrante cuando no se requiere mas del inventario. El negativo del
valor de recuperacion se llama costo de recuperaciéon. Se supondrd en adelante
que cualquier costo de recuperacién se incorpora al costo de mantener.

Los modelos de inventarios, por lo general, se clasifican segin si se conoce
la demanda para el periodo (demanda deterministica) o si se trata de una va-
riable aleatoria que tiene una distribucién de probabilidad conocida (demanda
no deterministica o aleatoria). Otra clasificacién posible se relaciona con la
forma en que se revisa el inventario, ya sea continua o peridédicamente. En un
sistema de revisién continua, se hacen los pedidos en el momento en que el
inventario baja del punto de reorden que se determine, mientras que en el caso
de revisién periédica se verifica el nivel de inventario en intervalos discretos (al
final de cada semana, mes, etc.)
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2.2 MODELOS DETERMINISTICOS

2.2.1 REVISION CONTINUA, DEMANDA UNIFORME
Y NO SE PERMITEN FALTANTES

El modelo del lote econémico es un modelo sencillo que representa el problema
de inventario en el que los niveles de existencias se reducen con el tiempo y
después se reabastecen con la llegada de nuevas unidades.

Se supone que los articulos bajo consideracién se sacaran en forma continua
a una tasa constante conocida denotada por a unidades por unidad de tiempo
al mes. Se supone también que el inventario se reabastece produciendo u orde-
nando un lote de tamano fijo (Q unidades) y que las @) unidades llegan juntas
en el tiempo deseado. Los dnicos costos que se considerardn son:

K = Costo de preparacién para producir u ordenar un lote.
¢ = El costo de producir o comprar cada unidad.
h = El costo de mantener el inventario por unidad, por unidad de tiempo.

El objetivo consiste en determinar con qué frecuencia y en qué cantidad
reabastecer el inventario de manera que se minimice la suma de estos costos por
unidad de tiempo. Se supondrd revisién continua, por lo que el inventario se
puede reabastecer cuando el nivel baje lo suficiente. Con la tasa de demanda
fija, se pueden evitar los faltantes reabasteciendo el inventario cada vez que el
nivel baje a cero, y esto también minimizard el costo de mantener.

Para iniciar el andlisis, calculamos la longitud del ciclo. La longitud del ciclo
se calcula por % El costo total T' por unidad de tiempo se obtiene a partir de
las siguientes componentes.

Costo por ciclo de produccién u ordenar = K + cQ (2.2)

El nivel de inventario promedio durante un ciclo es QQLO = % unidades por
unidad de tiempo y el costo correspondiente es h% por unidad de tiempo. Como

la longitud del ciclo es % entonces tenemos que
: . _ h@Q?
Costo por ciclo de mantener inventario = Sa (2.3)
a
Por lo tanto
h 2
Costo total por ciclo = K + ¢Q + S (2.4)
a
y el costo total T' por unidad de tiempo es
K hQ?/2 K h
T= +eQ+ Q/a—a—+ac+—Q (2.5)

Qla - Q 2
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El valor de @, digamos @Q*, que minimiza a T se encuentra estableciendo la

primera derivada igual a cero y observando que la segunda derivada sea positiva.
Asi

dr aK h
= —— 4 =0 2.6
Q- @ 20
de manera que
N 2aK
Q= (2.7)

que es la familiar férmula del lote econémico. De igual manera, el tiempo que
toma obtener este valor de Q*, lldmese t*, estd dado por

. @ K
e (2.8)

2.2.2 REVISION CONTINUA, DEMANDA UNIFORME
Y SE PERMITEN FALTANTES

Sea
p = costo del faltante por unidad de demanda insatisfecha por uni-
dad de tiempo.
S = mnavel de inventario justo después de recibir un lote de Q unida-
des.
Q—S = faltante en inventario justo antes de recibir un lote de Q) unida-
des.

Ahora, el costo total por unidad de tiempo se obtiene a partir de las siguientes
componentes

Costo de producir u ordenar por ciclo = K + ¢Q (2.9)
Durante el ciclo, el nivel de inventario es positivo durante un tiempo %

El nivel de inventario promedio durante este tiempo es % = % articulos por

unidad de tiempo y el costo correspondiente es % por unidad de tiempo. En-
tonces

hS S, _ hs?

5 (2) =5, (2.10)

Costo de mantener el inventario por ciclo =

De manera similar, los faltantes ocurren durante un tiempo QQ—S La canti-

0+Q-S _ Q-5
Se=s — &5

5= articulos por

dad promedio del faltantes durante este tiempo es
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unidad de tiempo y el costo correspondiente es p(%) por unidad de tiempo.
Ast

PQ-5Q-5 p@-57

Costo de faltantes por ciclo = (2.11)
2 a 2a
Por lo tanto
hS? —5)?
Costo total por ciclo=K + cQ + — + pQ= 5" (2.12)
2a 2a
y el costo total T' por unidad de tiempo es
T K +cQ+ hS%/2a + p(Q — S)?/2a
Q/a
aK hS?  p(Q — S)?
= —4ac+—+——7—. 2.13
Q SRS (219)

Este modelo tiene dos variables de decisién S y @, y los valores 6ptimos se
encuentran estableciendo las derivadas parciales g—g y g—g igual a cero. Entonces

or _ hS p@-95 _,
s — Q  Q
T K hS? -9 - 9)?2

Al resolver estas ecuaciones simultdneas se obtiene

« 20K D « 20K [p+h
S _“_h ’/p—+h Q _“_h ”—p . (2.15)

La longitud 6ptima del ciclo t* estd dada por

r="== . (2.16)

El faltante méximo es

20K [ (2.17)

*_S*: .
@ P p+h
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2.3 MODELOS ESTOCASTICOS
2.3.1 MODELO DE UN PERIODO SIN COSTO F1JO

Se describirdn brevemente los supuestos del modelo.
1.- Se est4 realizando la planeacién nada méas para un periodo.
2.- La demanda D en este periodo es una variable aleatoria con una distribu-
ci6én de probabilidad conocida.
3.- No hay inventario inicial.
4.- La decisién a tomar es el valor de g, el nimero de unidades que se deben
comprar o producir al principio del periodo para el inventario.
5.- El objetivo es minimizar el costo total esperado, donde los componentes
del costo son:
¢ = costo unitario de comprar o producir cada unidad.
h = costo de mantener por unidad que queda al final del periodo (incluye
el costo de almacenaje menos el valor de recuperacion).
p = costo por faltantes por unidad de demanda no satisfecha (incluye el
rendimiento perdido y el costo de la pérdida de la buena voluntad del cliente)

Analisis del Modelo.

La decisién sobre el valor de y, la cantidad de inventario a adquirir, depende
fuertemente de la distribucién de probabilidad de la demanda D. Lo que se
busca es superar la demanda esperada, pero sin alcanzar la demanda maxima
posible. Para ello es necesario tener un balance o trueque entre:

1.- El riesgo de una escasez que implica costos por faltantes.
2.- El riesgo de tener un excedente e incurrir en los costos desaprovechados
de ordenar y almacenar méds unidades de las necesarias.

Esto se logra minimizando el valor esperado de las sumas de estos costos.
La cantidad vendida estd dada por:

D siD<y

y siD>y (2.18)

min{D,y} = {

Si la demanda es D y se tiene almacenado y, el costo en el que se incurre
estd dado por

C(D,y) = cy + pmaz{0,D — y} + hmax{0,y — D} (2.19)

Como la demanda es una variable aleatoria (con distribucién de probabilidad
Pp(d)), este costo también es una variable aleatoria. El costo esperado estd dado
por C(y), en donde
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Cly) = E[CD,y)]=> [cy+pmaz{0,d -y} + hmaz{0,y — d}] Pp(d)
d=0
e} y—1
= cy+ Y p(d—y)Pp(d)+ Y h(y—d)Pp(d). (2:20)
d=y d=0

La funcién C(y) depende de la distribucién de probabilidad de D. Con
frecuencia se dificulta encontrar una representacion de esta distribucién de pro—
babilidad cuando la demanda tiene un gran mimero de valores posibles. Asi,
muchas veces esta variable aleatoria discreta se aproxima por una variable a—
leatoria continua. Cuando la demanda tiene un gran niimero de valores posibles,
esta aproximacién casi siempre llevard a un valor muy cercano a la cantidad
6ptima del inventario.

Para la variable aleatoria D, sea

vp(€) = funcién de densidad de probabilidad de D

®(a) = funcidén de distribucion acumulada de D

de manera que

B(a) = / " op(O)e. (2.21)

Haciendo la aproximacion, el costo esperado C(y) se expresa como

C(y)

ElCD.y) - [ e mople)de

/0 ey + pmaz{0, € — y} + hmaz{0,y — €} (€)d

o+ | T pE— PenlE)de + /0 " hy — Oppl€)de
— o+ Liy) (222)

en donde L(y) se conoce como costo esperado del faltante y almacenaje.
Ahora es necesario obtener el valor de y° que minimiza C(y). La cantidad
6ptima a ordenar, y°, es el valor que satisface

o(y°) = 512. (2.23)

En la seccién 2.3.3 se mostrard la forma de deducir este resultado.
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2.3.2 MODELO CON UN INVENTARIO INICIAL

Suponga que el nivel de inventario inicial estd dado por = y que la decisién que
debe tomarse es el valor de y, el nivel de inventario después del reabastecimiento
de la orden (o la produccién) de unidades adicionales (vedse [7]). Asi, deberd
ordenarse y — x unidades, de manera que:

cantidad disponible(y) = cantidad inicial(x) 4 cantidad ordenada(y-x).
La ecuacién de costo que se presenté antes permanece igual excepto que el

término cy se convierte ahora en ¢(y—x), de modo que el costo esperado minimo
estd dado por

minfe(y =)+ [ o~ Dep©de + [ hy-Oep(©ds) (220

Debe agregarse la restriccién y > x, puesto que el nivel de inventario después
del reabastecimiento no puede ser menor que el nivel inicial . La politica 6ptima
de inventarios se describe como sigue:

O O _ . . . . O
Sz < yO se ordena y° — = para subir el nivel de inventario a y (2.25)
>y~ no se ordena
en donde 3° satisface
p—c
®(y°) = : 2.26
o) =2 (226)

2.3.3 DERIVACION DE LA POLITICA OPTIMA

Se supondra que el nivel de inventario inicial es cero. Para cualesquiera cons-
tantes positivas ¢ y ¢o se define g(&, y) como

_Jaly-=¢& siy>¢
9(&y) —{ (1) siy<é (2.27)

y sea

Gly) = / g en(©)dE + ey (2.28)

en donde ¢ > 0. Entonces G(y) se minimiza en y = 3°, donde 3° es la solucién
de

Cop — C
co+

o(y") = (2.29)

Para ver por qué este valor de y° minimiza G(y), observe que, por definicién
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Gly) = / " - Oop()de + e / T pep©de tey. (230

Tomando la derivada e igualando a cero se obtiene

oy _ c /Oy ¢p(§)dE — 2 /Oo ep(§)dE +c=0 (2:31)

dy
Esto implica que ¢; ®(y”) — c2[1—®(y°)]+c = 0 puesto que [~ ¢p(£)dE = 1.
Al resolver esta expresién queda

Cy —C

d(y°) = .
(y> co+

(2.32)

2
La solucién de esta ecuacién minimiza G(y) ya que & dfjgy) = (c1+ec2)pply) >
0 para toda y.
Para aplicar este resultado, es suficiente demostrar que

Y

Cly) = ey + / (e~ YenlE)de + /0 Wy — o (E)de

tiene la forma de G(y). Es evidente que ¢; = h, ca = py ¢ = ¢, por lo que la
cantidad éptima a ordenar y° es el valor que satisface

o(y") = ]Ij;;- (2.33)

Para obtener los resultados para el caso en que el inventario inicial sea z > 0,
es necesario resolver la relacién

Y

min{-co+ [ 96~ nen(©de+ [ - OeplOde el (230

Yz

La expresion entre corchetes tiene la forma G(y), ¢ = h, ca =py c = ¢
Entonces la funcién de costo que se tiene que minimizar se puede escribir como

Zzzig{—cx +G(y)}. (2.35)

Es claro que —cz es una constante, de manera que es suficiente encontrar el
valor de y que satisface la expresion

min{G(y)}. (2.36)

y>w

Ast, el valor de y° que minimiza G(y) satisface ®(y°) = P Més anin, G(y)

.y fie; ‘s
debe ser una funcién convexa porque dygy) > 0. También se observa que
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Gly)

Figure 2.1: Gréfica de G(y)

limM = c—p el cual es negativo
y—0 dy
d
lim % = h+cel cual es positivo (2.37)
Yy—00

Entonces G(y) debe tener la forma que se muestra en la Figura 2.1 y la
politica 6ptima estd dada como sigue:

Si x < 9°, ordenar y° — z, para subir el nivel de inventario a °, ya que 7°
se puede alcanzar junto con el valor mfnimo de G(y°).
Si x > y°, no ordenar, ya que con y > =, cualquier G(y) serd mayor que

G(z).

2.3.4 MODELO DE INVENTARIOS DE UN PERIODO
CON COSTO DE PREPARACION

Se denotard por K el costo de preparacién. Cada uno de los costos de almacenaje
y por faltantes se supondrd lineal. Su efecto resultante estard dado por



2.3. MODELOS ESTOCASTICOS 39

Grafica de cy+L(y)

cy+L(y)

S S Y

Figure 2.2: Grafica de cy+L(y)

L) =» | € ep(©)de 1+ h / ‘- Oepede.  (239)

Asi, el costo total esperado en el que se incurre al elevar el nivel de inventario
a y unidades estd dado por

{K—i—c(y—m) si y>uw (2.39)

L(z) st y=uw.

Observe que cy + L(y) es el mismo costo esperado que se consideré antes
cuando se omitié el costo de preparacién. Si cy + L(y) se bosqueja como una
funcién de y, tendra la forma que se muestra en la Figura 2.2.

Defina S como el valor de y que minimiza cy + L(y) y defina s como el valor
més pequeilo de y para el que ¢s + L(s) = K + ¢S + L(S5).

Segun la figura anterior, se puede ver que:

si x > S, entonces

K +cy+ L(y) > cx + L(z) para toda y > x
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de manera que
K +c(y—z)+ L(y) > L(z).

El lado izquierdo de la 1iltima desigualdad representa el costo total esperado
de ordenar y — = unidades para elevar el nivel de inventario a y unidades, y
el lado derecho de esta desigualdad representa el costo total esperado si no se
ordena. La politica 6ptima indica que si x > S, no se ordene.

Sis <z <8, denuevo se ve de la figura 2.2 que
K +cy+ L(y) > cx + L(z) para toda y > z,

de manera que
K+ c(y—x)+ L(y) > L(x).

Una vez m&s, no ordenar es menos costoso que ordenar. Por iltimo, si x < s,
en la Figura 2.2 se ve que

m>7,zz {K+cy+L(y)} = K+cS+ L(S) < cx + L(x)

y>
mﬁg {K+cly—z)+Ly)} = K+ (S —z)+ L(S) < L(x)
y>

de manera que es mejor ordenar.

Se incurre en un costo minimo elevando el nivel de inventario a S unidades.
Asi, la politica 6ptima de inventario es la siguiente:

Sz { < s seordena S — x para elevar el nivel de inventario a S

> s no se ordena.
(2.40)
Este valor de S se obtiene a partir de
p—c
d(5) = 2.41
(5)= 2 (241)
y s es el valor méds pequeno que satisface la expresién
cs+ L(s) = K+ ¢S+ L(S). (2.42)

2.3.5 MODELO DE INVENTARIOS DE DOS PERIO-
DOS SIN COSTO DE PREPARACION

Los supuestos del modelo son los siguientes:

1.- La planeacién se hace para dos periodos, en donde la demanda insatis-
fecha en el periodo 1 se acarrea para satisfacerla en el periodo 2, pero no se
permite acarrear faltantes del periodo 2.

2.- Las demandas D; y D5 para los periodos 1 y 2 son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. Su distribucién de probabilidad
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comun tiene la funcién de densidad de probabilidad ¢ (€) y la funcién de dis-
tribucién acumulada ®(§).
3.- El nivel de inventario inicial (antes de reabastecer) al principio del periodo
lesxz; >0.
4.- El objetivo es minimizar el costo total esperado para ambos periodos, en
donde los componentes del costo para cada periodo son:
¢ = costo unitario al comprar o producir cada unidad.
h = costo de mantener inventario por unidad que queda al final de cada
periodo.
p = costo por faltantes por unidad de demanda insatisfecha al final de
cada periodo.

Para comenzar el andlisis, sea
y? = valor 6ptimo de y; para i = 1,2.

C1(z1) = costo total esperado para ambos periodos cuando se sigue la
politica éptima dado que z; es el nivel de inventario (antes de reabastecer) al
principio del periodo 1.

Cy(x2) = costo total esperado sélo para el periodo 2 cuando se sigue
la politica 6ptima dado que x5 es el nivel de inventario (antes de reabastecer)
al principio del periodo 2.

Para usar el enfoque de programacién dindmica, primero se obtiene Ca(z2)
y y9, donde se tiene sélo un periodo por analizar. Después se usardn estos
resultados para encontrar Cy(z1) y 3. De los resultados del modelo de un sélo
periodo, 49 se encuentra resolviendo la ecuacién

(0 = L—¢ 2.43
) =2 (2.43)

Dado x4, entonces la politica 6ptima que resulta es la siguiente

Si 2o { < y% ordenar yJ — xo para elevar el inventario hasta y9 (2.44)
> Ys no ordenar.
El costo de esta politica éptima se puede expresar como
L(zs) si z9 > Yy
Co(ze) = . =72 2.45
LR P (243)

en donde L(z) es el costo esperado de almacenaje y faltantes para un sélo periodo
cuando existen z unidades en inventario (después de reabastecer). Ahora L(z)
se puede expresar como

L) - [ (e — Dop()de + / hz - Opp©de. (246)

Cuando se consideran ambos periodos, los costos consisten en el costo de
compra c(y; —x1), el costo esperado de almacenaje y faltantes L(y;) y los costos
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asociados a seguir una politica durante el segundo periodo (vedse [5] y[10]). Asi,
el costo esperado si se sigue una politica 6ptima en los dos periodos estd dado
por

Ci(z1) = min {c(y1 —z1) + L(y1) + E[Ca(z2)]} (2.47)

Y1221

en donde E[Cy(z2)] se obtiene como sigue.

Observe que zo = y; — D7 de manera que xo es una variable aleatoria al
principio del periodo 1. Entonces

_ _ _ L(y1 — Dn) si y1— Dy >yd
Calez) = Colyr = D1) = { Cy—wyr+D1)+L(y3) si yr— Dy <yl
(2.48)

Asi, C5(z2) es una variable aleatoria y su valor esperado esta dado por

E[Ca(zs)] = / " ol — Opp(©)de

y1i—ys
- /0 Ly — o (€)de

n /OO e~ + &) + LOlen()de.  (2.49)

0
1—Y3

Entonces

clor — 1) + L) + | " L — (o)
Ci(x1) = m>in oo 0 (2.50)
mea |y / (el — 91 +6) + Lo (€)de

0
1—Y3

Se puede demostrar que Cy(z7) tiene un minimo tnico y que el valor 6ptimo
de 1, denotado por 3?, satisface la ecuaciéon

(R B+ p) D —yd) () / " a0 ©de =0 (251)

Entonces, la politica 6ptima que resulta para el periodo 1 es la siguiente

Sz <y} ordenar y? — 1 para elevar el nivel de inventario hasta y?
L= no ordenar.

(2.52)
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2.3.6 MODELO DE VARIOS PERIODOS SIN COSTO
DE PREPARACION

Ahora , consideremos la extensién del problema anterior de dos periodos a n
periodos, donde n > 2, con suposiciones idénticas. La tnica diferencia es que
usaremos un factor de descuento o con 0 < @ < 1, para calcular el costo total
esperado para n periodos. El problema sigue siendo encontrar nimeros criticos
y?, 48, ..., ¥2 que describan la politica 6ptima de inventario. Al igual que en el
modelo de dos periodos, es dificil obtener estos valores numeéricos, pero se puede
demostrar que la politica 6ptima tiene la siguiente forma.

Para cada periodo i, (¢ = 1, 2, ..., n) con x; como nivel de inventario al
iniciar este periodo (antes de reabastecer) se hace lo siguiente:

. <Y ordenar y? — z; para elevar el nivel de inventario hasta y?
St ox; b . .
> y; no ordenar en el periodo 1.
(2.53)
Lo que es més

Yo <yb <L <gyh <y (2.54)

Para el caso de un nimero infinito de periodos, todos estos niimeros criticos
y?, 49, ... son iguales. Sea y° este valor constante. Se puede demostrar que y°
satisface la ecuacion

—c(l—a).

(') = — " (2.55)

2.4 PROCESOS DE DECISION

2.4.1 MODELO UTILIZADOS PARA PROCESOS DE
DECISION MARKOVIANOS

Muchos sistemas importantes se pueden modelar como una cadena de Markov
de tiempo discreto o de tiempo continuo. Es titil describir el comportamiento de
tales sistemas con el fin de evaluar su desempeno. Sin embargo, puede ser ain
mas util disenar la operacion del sistema para optimizar su desempenio. Asi, nos
enfocaremos a la manera en que se puede disenar la operacién de una cadena
de Markov de tiempo discreto para optimizar su desempeno. Por lo tanto, en
lugar de aceptar en forma pasiva el diseno de la cadena de Markov y su matriz
de transicién fija correspondiente, ahora se actuard. Para cada estado posible
de la cadena de Markov se tomard una decisién sobre cudl de las diferentes
acciones alternativas debe tomarse en ese estado. La accién elegida afecta las
probabilidades de transicién al igual que los costos inmediatos (o beneficios) y
los costos subsecuentes (o beneficios) por operar el sistema. Se requiere elegir
las acciones 6ptimas para los respectivos estados considerando tanto los costos
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inmediatos como los subsecuentes. El proceso de decisién para hacer esto se
conoce como un proceso de decision markoviano.

El modelo para los procesos markovianos de decisién considerados se resumen
a continuacién:

1.- Se observa el estado i de una cadena de Markov de tiempo discreto
después de cada transicién (i =0, 1, ..., M).

2.- Después de cada observacién, se selecciona una decisién (accién) k de un
conjunto de K decisiones posibles (k =1, 2, ..., K).

3.- Si se elige la decisién d; = k en el estado i, se incurre en un costo
inmediato que tiene un valor esperado Cjy.

4.- La decisién d; = k en el estado ¢ determina cuédles serdn las probabili-
dades de transicién para la siguiente transicién desde el estado ¢. Denote estas
probabilidades de transicién por p;;(k), para j =0, 1, ..., M.

5.- Una especificacion de las decisiones para los estados respectivos (dy, d, ...,
dpr) prescribe una politica para el proceso markoviano de decision.

6.- El objetivo es encontrar una politica 6ptima de acuerdo a algin criterio
de costo que considere tanto los costos inmediatos como los subsecuentes que
resulten de la evolucién futura del proceso. Un criterio comin es minimizar el
costo promedio esperado por unidad de tiempo (a la larga).

La descripcién de una politica éptima implica dos propiedades convenientes
que se supondran. Una propiedad es que una politica es estacionaria; es decir,
siempre que el sistema se encuentre en el estado 7, la regla para tomar la decisién
siempre es la misma sin importar el valor del tiempo actual ¢. La segunda
propiedad es que una politica es deterministica; esto es, siempre que el sistema,
se encuentre en el estado i, la regla para tomar la decisién definitivamente
selecciona una decisién especifica. A este tipo de politica se le llama politica
deterministica estacionaria.

2.4.2 MODELO DE ETAPA INFINITA

A la larga el comportamiento de un proceso markoviano se caracteriza por su
independencia del estado inicial del sistema. En este caso se dice que el sistema
ha llegado al estado estable. Por lo tanto, nos interesa principalmente evaluar
politicas para las cuales las cadenas de Markov asociadas permitan la existencia
de una solucién de estado estable.

Nos interesa determinar la politica 6ptima de largo alcance de un problema
de decisién markoviano. Es 16gico basar la evaluacién de una politica en la ma-
ximizacién (minimizacién) del ingreso (costo) esperado por periodo de transi-
cion.

Existen dos métodos para resolver el problema de etapa infinita (para mayor
informacién de éstos vedse [10] y [11]). El primer método recomienda la enu-
meracion de todas las politicas estacionarias posibles del problema de decision.
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Al evaluar cada politica, se puede determinar la solucién éptima. Esto es bési-
camente equivalente a un proceso de enumeracién exhaustiva y sélo se puede
emplear si el nimero total de politicas estacionarias es razonablemente chico
para realizar operaciones de cédlculo practicas.

El segundo método, que recibe el nombre de iteracién de politica, aligera
las dificultades de cédlculo que pudieran presentarse en el procedimiento de enu-
meracién exhaustiva. El nuevo método es eficiente, en general, en el sentido de
que determina la politica 6ptima en un nimero pequeno de iteraciones. Ambos
métodos nos deben llevar a la misma solucién éptima.

Antes de iniciar el analisis de cada método, expresemos el problema como
un modelo de programacién dindmica de estado finito de la siguiente manera.
Supongamos que el nimero de estados para cada etapa es m y definamos

fn(i) =ingreso esperado 6ptimo de las etapas n, n + 1, ..., N, dado que el
estado del sistema al inicio de la etapa n es 1.

La ecuacién recursiva hacia atrds que relaciona a f,, y fn+1 puede escribirse
como

fa(i) = maz S Pk + faa ()] p n=1,2..,N (2.56)

j=1
donde fn11(j) =0 para toda j.

Una justificacién para la ecuacion es que el ingreso acumulado, rfj + frr1()
que resulta de llegar al estado j en la etapa n + 1 desde el estado ¢ en la

etapa m ocurre con probabilidad pfj. Si v¥ representa el rendimiento esperado
k

i

resultante de una transicién desde el estado ¢ dada la alternativa k, entonces v
puede expresarse como

m
k_ kK
vy = E DijTij- (2.57)
j=1
Asi, la ecuacion recursiva de la programacion dindmica puede escribirse como
N k
fnti) = maz{el)

Fa@) = maz Qo+ plifan(@)] gy, n=12.,N-1 (258)

j=1
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Método de enumeracién exhaustiva.

Supdngase que el problema de decisién tiene un total de S politicas estacionarias
y también que P* y R® son las matrices de transicién e ingreso (de un paso)
asociadas con la k_ésima politica s = 1, 2, ..., S. Los pasos del método de
enumeracién exhaustiva son los siguientes:
Paso 1. Calcule v§ el ingreso esperado de un paso (un periodo) de la politica
s dado el estado ¢, 2 =1, 2, ..., m.

Paso 2. Calcule 7 las probabilidades estacionarias, a la larga, de la matriz
de transicién P?® asociadas con la politica s. Estas probabilidades,
cuando existen, se determinan a partir de las ecuaciones

ﬂ_SPS — ﬂ_S

T4y 4+,

|
—_

(2.59)
donde 7 = (7§, 75, ..., 75)

Paso 3. Determine E* el ingreso esperado de la politica s por paso (perio-
do) de transicién, mediante el uso de la férmula

B =Y mv (2.60)
i=1
Paso 4. La politica éptima s* se determina de tal forma que
E* = maz{E*} (2.61)

Meétodo de iteracién de politica sin descuento.

El método de enumeraciéon exhaustiva no es préactico para problemas grandes.
El método de iteracién de politica, que estd basado en la ecuacién recursiva de
PD es, segiin se demuestra, més eficiente en términos de calculo que el método
de enumeracién exhaustiva, ya que normalmente converge en un nimero de
iteraciones pequeno.

El método de iteracién de politica estd basado principalmente en el desarrollo
siguiente. Para cualquier politica especifica, el rendimiento total esperado en la
etapa n se expresa a través de la ecuacién recursiva

fn(z) :Uz+zngfn+1(3)a i = 1a2aam (262)
j=1

Esta ecuacion recursiva es la base para el desarrollo del método de iteracion
de politica. Sin embargo, la forma presente se debe modificar ligeramente de
manera que nos permita estudiar la conducta asintética del proceso. En esencia,
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definimos 7 como el nimero de tepas que faltan por considerar. Esto sucede en
contraste con n en la ecuacién, que define la n—ésima etapa. Por lo tanto, la
ecuacion recursiva se escribe como

fa@) =i+ pijfpa(d),  i=1,2,..,m. (2.63)

j=1

Obsérvese que f;, es el ingreso esperado acumulado dado que 7 es el niimero
de etapas que faltan por considerar. Con la nueva definicién, el comportamiento
asintético del proceso se puede estudiar haciendo que n — oo.

Dado que 7 = (71,72, ..., Tm ) es el vector de probabilidad de estado estable
m

de la matriz de transiciéon P = (p;;) y E = ) m;v; es el ingreso esperado por
j=1

etapa, se puede probar que para 7 muy grande, f,(i) = nE + f(i) donde f(i) es

un término constante que representa la interseccién asintética de f, (i) dado el

estado 1.

Como f, (i) es el rendimiento éptimo acumulado de 7 etapas dado el estado
1y F es el ingreso esperado por etapa, podemos advertir en forma intuitiva por
que f,(7) es igual a nE, mds un factor de correcién f(i) que contribuye al estado
especifico i. Este resultado, desde luego, supone que 1 es muy grande.

Utilizando esta informacién, la ecuacién recursiva se escribe como

nE+ f(i) =vi+ > py{(n—DE+f(j)}, i=12..m. (2.64)

j=1

Al simplificar esta ecuacién, se obtiene

E=vi+ > pif(4) - fi), i=1,2,..,m (2.65)
j=1

que genera m ecuaciones y m+ 1 incégnitas, donde las incégnitas son f(1), f(2),
vy, f(m) y E.

Nuestro objetivo final es el de determinar la politica 6ptima que genere el
valor maximo de E. Como hay m ecuaciones y m+ 1 incégnitas, el valor 6ptimo
de E no se puede determinar en un paso. En cambio se utiliza un enfoque
iterativo que, al comenzar con una politica arbitraria, determinard entonces
una nueva politica que genere un mejor valor de E. El proceso iterativo termina
cuando dos politicas sucesivas son identicas.

El proceso iterativo consta de dos componentes bdsicas, llamadas paso de
determinacién del valor y paso de mejora de la politica.
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1.- Determinacion del valor. Elijase una politica arbitraria s. Mediante
el uso de sus matrices asociadas P° y R® y suponiendo arbitrariamente que
f2(m) = 0, resuélvanse las ecuaciones

EC =i+ piffG) - £°6),  i=1,2,.,m (2.66)
j=1

con las incégnitas E*, f*(1), f%(2), ..., f*(m —1). Dirfjase al paso de mejora de
la politica.

2.- Mejora de la politica. Para cada estado ¢, determinese la opcién k que
genere

k k psy/ - .
]:

Las decisiones 6ptimas resultantes k para los estados 1,2, ..., m constituyen
la nueva politica t. Si s y t son idénticos, deténgase; t es éptimo. En caso
contrario, hdgase s =t y regrésese al paso de determinacién del valor.

El problema de optimizacién del paso de mejora de la politica necesita ser
aclarado. Nuestro objetivo en este paso es obtener maz{E}. Segun se indica,

B =i+ Y pud () - 1) (2.68)

Ya que f(7) no depende de las opciones k, se deduce que la maximizacién de
FE sobre las opciones k es equivalente al problema de maximizacién dado en el
paso de mejora de la politica.

Meétodo de aproximaciones sucesivas.

Ahora dirigiremos nuestra atencién a un enfoque llamado método de aprozima—
ctones sucesivas para encontrar rapidamente al menos una aproximacién a una
politica 6ptima. El andlisis se hard minimizando el costo esperado.

Se ha supuesto que el proceso de decisién markoviano operard indefinida-
mente y se ha buscado una politica 6ptima para tal proceso. La idea bédsica del
método de aproximaciones sucesivas es encontrar una politica éptima para las
decisiones que se toman en el primer periodo cuando sélo quedan n periodos de
operacién para el proceso antes de terminar, comenzando con n = 1, después
n = 2, después n = 3, etc. Conforme n crece, las politicas 6ptimas correspon-
dientes convergen a una politica éptima para el problema de periodo infinito
de interés. Entonces las politicas obtenidas para n = 1, 2, 3, ...proporcionan
aproximaciones sucesivas que llevan a la politica éptima deseada.
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La razén por la que este enfoque es atractivo es que se cuenta con un método
rapido para encontrar una politica éptima cuando sélo quedan n periodos de
operacion, a saber, el de programacién dindmica probabilistica.

En particular, para ¢ = 0,1, ..., M, sea

V" =costo descontado total esperado por seguir una politica éptima, dado

que el proceso comienza en el estado ¢ y le quedan sélo n periodos de operacién

Por el principio de optimalidad para programacién dindmica, las V" se ob-
tienen de la relacién recursiva,

M
Vit = min Cij+a Y py(R)V] 5, parai=0,1,....,M.  (2.69)
=0

El valor de k que minimiza proporciona la decisién éptima que se debe tomar
en el primer periodo cuando el proceso inicia en el estado i. Para comenzar, con
n = 1, todas las ViO = 0, de manera que

V= m];m {Cik}, para i =0,1,.... M (2.70)

Aunque es posible que el método de aproximaciones sucesivas no conduzca a
una politica éptima para el problema de infinitos periodos después de unas cuan-
tas iteraciones, tiene una ventaja especial sobre las técnicas de mejoramiento de
una politica y de programacién lineal: nunca requiere que se resuelva un sistema
de ecuaciones simultdneas, con lo que cada iteracién se puede realizar en forma
sencilla y rdpida. Lo que es mds, si en realidad sélo quedan n periodos en el
proceso de decision markovianos, definitivamente n iteraciones de este método
llevaran a una politica éptima.
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CAPITULO 3

APLICACION

3.1 INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es mostrar una aplicacién de la programacién
dindmica a un proceso markoviano en teorfa de inventarios, que es el obje-
tivo primordial de la tesis. En los capitulos anteriores se desarrolld, en detalle,
la teoria necesaria para resolver el problema de aplicacién y se pretendié que no
faltara ni excediera informacién para comprenderlo completamente.

El problema que se plantea aquf consiste en encontrar una politica éptima de
inventario para una tienda de ventiladores. Como en este problema los pardme-
tros que se manejan son los costos (que se mencionaron en el capitulo 2), nuestro
objetivo serd encontrar la politica de inventario que produce el costo minimo.

3.2 SOLUCION DE UN PROBLEMA DE IN-
VENTARIOS

Una compania fabricante de ventiladores en la ciudad de Puebla, llamada Siclima,
desea controlar su inventario de uno de sus productos: un ventilador que es uti-
lizado por lo regular en hoteles para recdmaras de tamafio normal. Analizando la
demanda, se ha observado que ésta es variable, teniéndose una mayor demanda
en los meses de Abril, Mayo, Junio y Julio. En lo que sigue, deduciremos una
politica de inventario para el periodo Abril-Julio baséndonos en la demanda
observada en el ano anterior (2002). El anélisis se hard por semanas. En total
tenemos 17 semanas. Se incurre en un costo fijo de $400 cada vez que produce
un pedido de ventiladores. El costo de almacenamiento por ventilador es de
$120. La penalizacién por quedar sin existencia se estima es de $500. Ademsds,
después de analizar la demanda del ano pasado la compania decide no tener més
de 40 ventiladores en inventario.
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SEMANA, i | DEMANDA, 7,
1 23
2 21
3 12
1 12
5 31
6 28
7 15
8 30
9 1
10 17
11 21
2 21
13 31
14 12
15 18
16 23
17 24

Sea D; la demanda de ventiladores en la semana t. Esta es una variable
aleatoria que se ha decidido tomar con una distribucién de Poisson. Calculando
el pardmetro A tenemos

17
A= —Zilz; % =925, (3.1)

Asi, la distribucién de probabilidades para la demanda de ventiladores es

(22.5)F

P(Dy = k) = exp(—22.5) x

(3.2)

Para facilitar los cdlculos y el andlisis, la demanda se tomé en decenas y asf

17
A= 21:—71“@ = 2.25. (3.3)

Entonces tenemos la distribucién de probabilidad de la siguiente manera.

@25)*

P(D; = k) = exp(—2.25) x

(34)
Como el fabricante no permite tener més de 40 ventiladores en inventario,

tomaremos como el conjunto de estados posibles niimeros enteros, es decir,
{0,1,2,3,4}.Utilizando la ecuacién (3.4) tenemos
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Demanda | P(D; = k)
0 0.1054
1 0.2371
2 0.2668
3 0.2001
4 0.1906

Sea X; nivel de inventario al final de la semana t = 0,1, 2, ... Asi,

Xip1 = {

max{(4 — D¢y1), 0}
max{(X¢ — D¢11), 0}

st
st

X, <y
X > KJO-

(3.5)

A continuacién obtendremos las matrices de transicién y de costos para cada

una de las politicas.

.

X; <1 ordenar

, tenemos que la matriz de transicién es

X; > 1 noordenar
Estado 0 1 2 3 4
0 0.1906 0.2001 0.2668 0.2371 0.1054
1 0.8946 0.1054 0 0 0
Pl = 2 0.6575 0.2371 0.1054 0 0
3 0.3907 0.2668 0.2371 0.1054 0
4 0.1906 0.2001 0.2668 0.2371 0.1054
y la matriz de costo es
FEstado 0 1 2 3 4
0 495.3  424.012 432.016 428.452 412.648
1 447.3  12.648 0 0 0
ct = 2 328.75 28.452  12.648 0 0
3 195.35 32.016 28.452  12.648 0
4 95.3  24.012 32.016 28.452 12648

X; <1 ordenar

.

X; >1 noordenar
FEstado 0
0 0.1906
1 0.1906
P? = 2 0.6575
3 0.3907
4 0.1906

1

0.2001
0.2001
0.2371
0.2668
0.2001

2

0.2668
0.2668
0.1054
0.2371
0.2668

3

0.2371
0.2371
0
0.1054
0.2371

, tenemos que la matriz de transicién es

0.1054
0.1054

0.1054
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y su matriz de costo es

FE'stado

c? =

=W N = O

<
g { X; <2 ordenar

X; >1 no ordenar

FEstado

a

w

I
W~ O

y su matriz de costo es

FE'stado

Q
w
|
s W — O

0 1 2 3 4

495.3 424.012 432.016 428.452 412.648
495.3 424.012 432.016 428.452 412.648
328.75 28.452  12.648 0 0
195.35 32.016 28.452  12.648 0
95.3  24.012 32.016 28.452 12.648

tenemos que la matriz de transicién es

0 1 2 3 4

0.1906 0.2001 0.2668 0.2371 0.1054
0.1906 0.2001 0.2668 0.2371 0.1054
0.1906 0.2001 0.2668 0.2371 0.1054
0.3907 0.2668 0.2371 0.1054 0

0.1906 0.2001 0.2668 0.2371 0.1054

0 1 2 3 4

495.3 424.012 432.016 428.452 412.648
495.3 424.012 432.016 428.452 412.648
495.3 424.012 432.016 428.452 412.64
195.35 32.016 28.452  12.648 0

95.3 24.012 32.016 28.452 12.648

Haciendo los cdlculos de v tenemos que

il
s|i=1 =2 1=13 1=4 | i=5
1| 439.59 | 401.4877 | 224.2322 | 92.9442 | 39.59
2| 439.59 | 439.59 | 224.2322 | 92.9442 | 39.59
3| 439.59 | 439.59 439.59 | 92.9442 | 39.59

Continuando con los célculos, seguiremos el algoritmo propuesto en la seccién

24.2



3.2. SOLUCION DE UN PROBLEMA DE INVENTARIOS 95

ITERACION 1
1) Determinaciéon del valor.

Elegimos la politica s = 1. Utilizando la férmula 2.66 tenemos que.

= 439.59 + 0.1906£(1) + 0.2001 £(2) + 0.2668 f(3) + 0.2371 f(4) 4+ 0.1054f(5) — f(1)
= 401.4877 + 0.8946£(1) + 0.1054f(2) — £(2)
924.2322 4+ 0.6575f(1) + 0.2371f(2) + 0.1054(3) — f(3)
= 92.9442 + 0.3907f(1) + 0.2668(2) + 0.2371f(3) + 0.1054f(4) — f(4)
= 39.59 4+ 0.1906f(1) + 0.2001f(2) + 0.2668£(3) + 0.2371f(4) + 0.1054f(5) — £(5)

b E >
I

Al resolver este sistema de ecuaciones, considerando f(5) = 0, obtenemos
E =327.17, f(1) = 400, f(2) = 483.07, f(3) = 306.95, f(4) = 138.29

2) Mejora de la politica.

Utilizando la férmula 2.67 obtenemos los valores de f(7)

k=1 k=2] k=3 | f(i) =
72718 | 727.18 | 727.18 | 72718 | 1,20 3
810.24 | 727.18 | 727.18 | 727.18 | 203
63412 | 634.12 | 727.18 | 634.12 | 102
465.46 | 465.46 | 465.46 | 465.46 | 1,2 0 3
327.18 | 327.18 | 327.18 | 327.18 | 1, 203

| ] oo po| | .

Como la politca éptima comin en cualquier estado es k* = 2, tomaremos su
matriz de transicién y matriz de costo para continuar con el algoritmo

ITERACION 2
1) Determinacion del valor.

Ahora tenemos el sistema de ecuaciones:

= 439.59 + 0.1906 £(1) + 0.2001 f(2) + 0.2668f(3) + 0.2371f(4) 4 0.1054f(5) — f(1)
= 439.59 + 0.1906 (1) + 0.2001£(2) + 0.2668f(3) + 0.2371f(4) 4 0.1054f(5) — f(2)
224.2322 + 0.6575f (1) + 0.2371f(2) + 0.1054£(3) — f(3)

= 92.9442 4 0.3907f(1) + 0.2668(2) + 0.2371f(3) + 0.1054f(4) — f(4)

39.59 4 0.1906 £ (1) + 0.2001f(2) + 0.2668f(3) + 0.2371f(4) + 0.1054f(5) — f(5)

S R & IS
[

Al resolverlo, obtenemos la soluciéon f(1) = 400.0, f(2) = 400.0, f(3) =
305.129, f(4) = 133.143, f(5) = 0 y E = 308.196.
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Los céalculos del paso de mejora de la politica se da en la siguiente tabla.

i k=1 k=2] k=31 [ K

1| 708.96 | 708.96 | 708.96 | 708.96 | 1,203
2 | 801.49 | 708.96 | 708.96 | 708.96 | 20 3
3 [ 614.25 | 614.25 | 708.96 | 61425 | 102
4 [ 44239 | 44239 | 44239 | 44239 | 1,20 3
5 | 308.96 | 303.96 | 308.96 | 308.96 | 1,20 3

Como podemos observar, la nueva politica es idéntica a la politica obtenida
anteriormente, por lo tanto hasta aqui termina el proceso iterativo. Como la

politica comun es la politica k*

2, tenemos que esta es la politica éptima.

Notemos que este método llegé muy répido a la solucién 6ptima. Si se hubiese
resuelto el problema con el método de enumeracién exhaustiva se hubiesen hecho
muchos cédlculos para llegar a esta solucién. Esta es una de las ventajas de aplicar
el enfoque de la programaciéon dindmica a la solucién de problemas donde se

cumple el principio de optimalidad.
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3.3 CONCLUSIONES

Los procesos de decisién markovianos son bastantes importantes, ya que apare-
cen con bastante frecuencia en la practica. Debido a que éstos utilizan muchas
herramientas mateméticas para su solucién, fue uno de los motivos que nos
impulsé a tomarlos como objetos de estudio para mostrar el alcance de la
matemadtica aplicada.

En este trabajo de tesis damos una introduccion sobre la teoria de decisiones,
un breve resumen de la herramienta matematica que se necesita para la solu-
cién de problemas de decisién y resolvimos un problema de éstos en el drea de
inventarios. Si bien la teoria expuesta aqui se puede encontrar en los libros que
se mencionan en la bibliografia, el mérito en esta tesis (si es que existe) es la
concentracion y el tratar de explicar en forma clara y concisa la interrelacién
entre teorfa de decisiones, cadenas de Markov y programacién dindmica.

En nuestro pafs estos métodos de solucién no son utilizados actualmente
pero se espera que en un futuro si lo sean, ya que en paises desarrollados han
probado ser efectivos en problemas de minimizacién de costos y maximizacién
de utilidades.

La importancia de la herramienta matematica se manifiesta en la aplicaciéon
de las cadenas de Markov en el modelamiento del problema y de la programacion
dindmica en el proceso de solucién para encontrar la mejor alternativa. FEl
problema resuelto aqui, aunque pequeno, es original y muestra lo que se ha
mencionado. Es asf como hemos logrado el objetivo inicial.
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