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Introduccion

Consideremos el problema de disenar un objeto, digamos una carroceria
para autos. Para esto se nos dan una serie de datos (a;, b;, ¢;), mediciones que
se pueden obtener al realizar pruebas de velocidad, impacto, etc., o simplemente
para satisfacer exigencias estéticas requeridas. Matemdaticamente lo que se busca
es una superficie suave z = f(z,y), que represente razonablemente bien al
conjunto de puntos (a;, b;, ¢;). Problemas de este tipo se presentan en la mayoria
de las ciencias donde se trabaja con datos obtenidos al medir determinados
parametros.

Estos problemas han sido atacados desde el siglo XIX. Uno de los primeros
interesados en este tipo de problemas fué el matemético ruso P. L. Chebichev,
Referencia [1, pag. 313]. Desde entonces este problema ha sido estudiado en
matematicas, en particular por la Teoria de Aproximacién.

Uno de los primeros resultados importantes en esta teoria es el Teorema
de Weierstrass, Referencia [1, pdg. 339]. En él se afirma que toda funcién
continua sobre un intervalo cerrado puede ser aproximada por un polinomio,
de tal manera que la diferencia entre ambas funciones, en cualquiera de los
puntos del intervalo, no sobrepase una cantidad positiva prefijada, sin importar
qué tan pequena sea. Otro resultado que ha probado su utilidad en multiples
aplicaciones de la matemaética y la ingenieria es el Teorema de Taylor, el cual se
refiere también a polinomios de aproximacién. Este teorema provee el
fundamento tedrico de multiples métodos de optimizacion.

Si bien el ajuste de datos puede hacerse usando polinomios que interpolen
alguna coleccién de puntos, estos pueden presentar algunos problemas como
son las oscilaciones exageradas entre dos puntos sucesivos de interpolacion, de
manera que el polinomio no refleja el comportamiento real del fenémeno. Por
esta razon se han generado otros esquemas de aproximacién. Uno que ha
probado su eficacia como herramienta versatil desde 1946, es la aproximacién
por medio de splines, Referencia [5, pag. 108].

Los splines son funciones determinadas por segmentos de curvas que se
acoplan suavemente para formar una sola curva diferenciable, por esta razén
a este tipo de interpolacién se le conoce con el nombre de interpolacion a
trozos. Una caracteristica de los splines es que no presentan el problema de
oscilaciones de los polinomios.



Las propiedades de los splines los hacen ideales para resolver problemas muy
variados en diversas areas como por ejemplo: diseno geométrico asistido por
computadora para carrocerias y paneles de autos, diseno en aviacién y ndutica,
resolucién de ecuaciones diferenciales, meteorologia, astrofisica, fisica atomica,
geologia (reconstruccién de objetos a partir de mediciones) y en medicina
(representacion digital de érganos). El desarrollo tan répido de los splines se
debe precisamente al gran nimero de aplicaciones que se les puede dar.

Veremos que los splines cubicos y bictibicos, en particular, poseen
magnificas cualidades tales como que forman un espacio de dimensién finita
para el cual existen bases convenientes, son funciones suaves, son faciles de
construir, manipular y evaluar computacionalmente, en el desarrorro de su teoria
aparecen sistemas matriciales que determinan ciertas propiedades y finalmente
por su bajo orden no sufren problemas de oscilaciones usualmente asociados con
los polinomios.

Este trabajo de tesis se divide en cuatro capitulos y consta de dos
dpendices.

En el primer capitulo enunciaremos y ampliaremos las demostraciones de
algunos teoremas clasicos de la Teoria de Aproximacién de Funciones, con el
fin de situar a los splines dentro de este campo de la matemaética; dando asi
un mayor soporte a este trabajo. Estudiaremos el concepto de operador de
aproximacién lo cual servird de puente para conectarnos con el siguiente
capitulo.

El capitulo 2 lo dedicaremos al estudio de los splines cibicos. Veremos
como se definen estos y desarrollaremos con mayor detalle la teoria matematica
existente para probar la existencia y unicidad de los splines cubicos. Mostraremos
que los splines cubicos son efectivamente un buen método de aproximacién, en
el sentido de que convergen a la funciéon f que interpolan. Se dard el algoritmo
para la contruccién de los splines cibicos interpolantes a una funcién f en un
nimero finito de puntos. Finalmente veremos que los splines cubicos también
pueden ser utilizados para interpolar puntos pertenecientes a una curva.

En el Capitulo 3 estudiaremos a los splines bictibicos, como se definen, su
existencia, unicidad y la manera en que se contruyen. Conceptos que estaran
intimamente relacionados con el capitulo antecesor.

Un resultado importante de este trabajo se presenta en el Capitulo 4, ya
que en él mostraremos una aplicaciéon de los splines cubicos dentro del area de
prueba de superficies 6pticas, esto nos permitira palpar la aplicabilidad de esta
teoria.



El Apéndice A, contiene teoria que complementa las definiciones, teoremas
y demés conceptos matematicos incluidos dentro de los cuatro capitulos de la
tesis.

En el Apéndice B, se muestran algunas pruebas que se han hecho con el
software creado para hacer diseno por computadora utilizando splines
cubicos.

Para probar los teoremas que veremos en los siguientes capitulos, se deben
tener presentes conceptos tales como los de norma, pseudonorma, distancia,
espacios normados, espacios métricos, conjuntos abiertos y cerrados,
compacidad, espacios lineales y algunos teoremas que se desprenden de los
conceptos anteriores.



CAPITULO 1

Existencia y unicidad del mejor
aproximante en espacios metricos

Empecemos definiendo un mejor aproximante.

Definiciéon 1.1.  Supongamos que V es un espacio métrico y K un
subconjunto de él. Sea p € V, entonces un punto z* € K que cumpla que

d(p,z*) < d(p,z) para todo z € K

serd llamado un mejor aproximante de p al conjunto K.

Por supuesto que este elemento de K no siempre existe. Es asi que
iniciaremos dando condiciones suficientes bajo las cuales se verifica la existencia
de un mejor aproximante.

1.1 Teoremas de existencia

El primer teorema muestra que si el subconjunto K, al que haciamos
referencia anteriormente, resulta ser un subconjunto compacto del espacio
métrico V, entonces existe un mejor aproximante. Més adelante se daréan otras
condiciones bajo las cuales también se da la existencia, s6lo que estas nuevas
hipétesis resultardn ser mas débiles que las del siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. Sea K # ¢ un subconjunto compacto en un espacio
métrico V. Para cada punto p € V, existe un correspondiente punto en K, que
es el mejor aproximante de p a K.

Demostracion. Definamos
0 =inf{d(p,z):x€ K},

0 existe pues K # ¢ y {d(p,z) : x € K} es acotado inferiormente por 0. De la
definicién de infimo, existe una sucesién (z,,) en K, tal que d(p,x,) < § + %
Puesto que K es compacto, existe una subsucesion (z4(,)) de (z,) que converge
a un punto z* € K.



Por la desigualdad del tridngulo,

1
d(p, ") < d(p, Tawm)) + d(Tam), ") < (6 + %) + d(2a(n), ),

haciendo tender n a oo, tenemos

1

n—oo(n) n—00

de donde se infiere que
d(p,z*) <.

Por otro lado, como z* € K, entonces 6 < d(p,z*). Por lo tanto 6 = d(p, z*).
Asi z* es un mejor aproximante de p a K W

Lema 1.1.1. En el espacio K de n-uplas X = [\, A\a, ..., \n] con norma
IAll = méda |\;|, cada cerrado y acotado es un compacto.

Demostracién. Probemos por inducciéon sobre n que el conjunto,
M, = {X:||]A]]| £ 1} es compacto.

Para n = 1, M; = [—1,1]. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, este
conjunto es compacto.

Suponemos ahora que M,, es compacto y lo probaremos para M,41. Sea
(/\(k)) una sucesion en M,,;1; cada elemento A®) de la sucesién es de la forma

AF) = [)\gk)7)\§k), ...,)\fﬂl} , donde )\l(-k) € [-1,1], en particular )\51’21 esta ahi.
a(k)

Por lo tanto existe una subsucesién ()\n +1> que converge a un punto de [—1, 1].

Por otro lado, si quitamos la dltima componente de A*) podemos formar
una n-upla N'®) en M, obteniendo asf una subsucesién (AN**)) que converge
a un punto de M,,.

Asi, hemos garantizado que existe una subsucesion de ()\(k)) , clyas primeras
n entradas son los elementos de la subsucesion (/\'a(k)) y la dltima es la de

()\zﬂ? ) , que converge en M, 1, lo cual implica que M, es compacto.

Sea ahora F' un conjunto cerrado y acotado del espacio K, por ser acotado
existe ¢ > 0 tal que ||A|| < ¢ para cada A € F. El mapeo T : K — K definido
por TA = ¢ es continuo ya que ||[cA; — cha|| < ¢||A\1 — A2]|, de aqui cM,, es
compacto pues T'(M,,) = cM,, y M, es compacto.

Afirmamos que F' C ¢M,, debido a que cM,, = {\ : ||A|| < ¢}. Luego F es un
suconjunto cerrado de un compacto, entonces F' es compacto; lo cual se queria
probar B

Definicién 1.1.1. Un subconjunto W de un espacio lineal normado V se
define n-dimensional, si existe un subconjunto {g1,g2,...,gn} C W de vectores
linealmente independientes tales que para cada w € W :

w = \;g;, para algunos escalares \;



Esto no significa que cualquier combinacion lineal de los g;s sea un elemento
de W.

Teorema 1.1.2. Si F es un subconjunto cerrado, acotado, n-dimensional
de un espacio lineal normado, entonces F es compacto.

Demostraciéon. Por ser FF' n — dimensional existe un subconjunto
{91, 92, -.-gn} linealmente independiente (l.i.) de F tal que para todo f € F,
f=>Xgi. SeaT : R" — (g1, 92, ...gn) €l mapeo tal que T'(A\) = f. Dotemos a
R™ de la norma del supremo, esto es, para A € R™, ||A|| = mdx |A;|. Con esta
norma T es continua. En efecto,

quigi - Z/\igi = HZ(M — i) gi
ST s = Nl gl < =AY Hgall -

F es la imagen bajo el mapeo T del conjunto M = {\: TA € F}, luego la
compacidad de M implicara la compacidad del conjunto F. Probemos entonces
que M es compacto.

Por el Lema 1.1.1, es suficiente probar que M es cerrado y acotado.

En este sentido, si ()\(k)) es una sucesién convergente de M con AF) — X,
entonces

[T —TA|

IN

X = T(limA®)
= limT(A®),

esto tltimo por ser T continua. Ahora, TA € F por ser F cerrado, lo cual
implica que \ € M. Asi, M es cerrado.

Probemos ahora que M es acotado.

Consideremos el conjunto

I={A: Al =13,

el cual es compacto (pues es cerrado y acotado); como 7' es continua entonces el
infimo « de ||TA|| se alcanza en I. De la independencia lineal de {g1, g2, ..-g» }
se tiene que TXA # 0 para cada A € I, pues si existiera un A\ tal que TX = 0
entonces TA = > \;g; = 0; esto implicarfa que A; = 0 para i = 1,...n, pues los
gis son l.i. Pero esto no puede ocurrir porque ||A|| = 1, asi ||TA|| > 0. Puesto
que « se alcanza en I y ||TA|| > 0 entonces o > 0.

Sea ahora A € M con A # 0, esto implica

” ()

como T\ € F'y F es acotado, entonces asi lo es M R

ITAll =

\A > a ||

Ya estamos listos para probar el resultado que asegura la existencia de un
mejor aproximante.



Teorema 1.1.3. Cualquier subespacio lineal M de dimension finita de un
espacio lineal normado V, contiene al menos un mejor aprorimante a un punto
fijo de V.

Demostracién. Sean g un elemento fijo de V' y fo un punto arbitrario de
M. Si existe un punto de distancia minima a g, este debe pertenecer al conjunto

A=A{f:feM|f—-gl<Ifo—gl}-

Tal conjunto A es cerrado, ya que si tomamos una sucesién convergente (f,,) en
A, con f, — f entonces:

1 =gl =|| fim £ = g|| = tim Ifu =gl < tim 1o = gll = 1o — gl
n—oo n—oo n—oo

de aqui que f € A; esto prueba que A es cerrado.

A es acotado pues fy y ¢ son elementos fijos de M y V respectivamente. Por
el Teorema 1.1.2, este conjunto es compacto y por el Teorema 1.1.1 contiene un
mejor aproximante g ll

. Sera necesaria la hipétesis de que el subespacio sea de dimensién finita?;
con el siguiente ejemplo se muestra que para subespacios de dimensién infinita
no necesariamente se cumple la existencia del mejor aproximante.

Ejemplo 1. Consideremos el espacio Cy de sucesiones en R, f = (&), tales
que &, — 0. Con la norma || f|| = sup |&,| este es un espacio de Banach. Sea
neN

M = {f € Cy : 27%¢& = 0}, claramente este conjunto es un subespacio de Cy
de dimension infinita. Mostraremos que Cy no contiene un punto de distancia
minima a M.

Tomemos g € Cy, g = (k) vy g ¢ M. Por el criterio de la comparacién la
serie 2%y, converge, en efecto

27 | < |27F| < 27,
en donde ¢ es una cota para (1), que existe pues 1y — 0. Sea A € R tal que

27Fn = X #0.

Tomemos f = (&,) € M, arbitrarioy n € N tal que |ny — &| < 1 |A| siempre
que k > n. Lo podemos hacer porque 7y, & — 0.



Probaremos por contradiccién que la distancia de f a g no puede ser menor
o igual que |A|. Supongamos entonces que ||f — g|| < |A|, luego |nx — &k| < ||
para todo k € N.

Ahora
27 % = 270 — &)
< 27 |k — &l
= h<n2 7"k — &kl Fhzn 275 i — &
_ 1 _
< Algen2 k+§|>\|kzn2 g
_ 1 _ 1 _ 1 _
= |/\‘Ic<n2 b+ 9 |)‘|k2n 27F + 9 |>‘|k2n2 = 9 ‘/\|an 27"
_ 1 _
= |>\‘k€n 2 - 5 |>\‘k2n2 r
1 1
RURSRS
1-3 2k>n
1
= |\ <1 -= 2’“>
2]6271
< [l
lo cual es una contradiccién ya que [27Fn,| = [A[.

Sin embargo exhibiremos una sucesién en M cuya distancia a ¢ tiende a |\,
esto mostrard que la distacia de M a g igual a |\| a pesar de que no existe un
punto en M con una distancia menor o igual a |A|.

Sean 5
le_T(A70u07"'a>+g
4
f2 = _g <>\a)‘7077)+g
2k
= —— [ AN A .
fk 2k_1<’ 5 ey 7070 7)+g
k — veces
Ahora,

_ 2k _
—j<k27? (2’“—1) Atjen 277n;

2k _;
= - (2k1> Aj<k27 4+ A

jen277 fi



Pero .
o 1l—=x
j<ka! = 1=z 1 |zl <1

L ok 2k _ 1

Esto implica que fr € M.
Por otro lado,

asi que

k k

2
1= 0l = sup 5 (AL AT 0.0 = g 1N = A

Con esto hemos construido la sucesién anunciada (f).

1.2 Condiciones para la unicidad del mejor
aproximante

Hasta aqui solo hemos visto que bajo ciertas suposiciones la existencia de
un mejor aproximante se verifica. Maéds adelante se da un ejemplo en donde
un mejor aproximante existe pero no de manera tnica, esto se debe a que la
unicidad del mejor aproximante requiere de conceptos e hipdtesis més fuertes.
Enunciaremos dos teoremas que bajo diferentes premisas aseguran su unicidad,
pero antes de enunciarlos y probarlos demos la siguiente

Definicién 1.2.1 Un espacio lineal normado V' es unt formemente convexo
si para todo € > 0, existe § > 0 tal que si ||f]| =gl =1y H%(f—l—g)” >1-46,
entonces ||f —g|| <& para f,g € V.

Ejemplo 2. R" con |-||, es uniformemente convezo.

Teorema 1.2.1. Un subconjunto K # ¢ convero y cerrado de un
espacio de Banach 'V, wuniformemente convexo, tiene wun unico mejor
aprorimante a un elemento dado del espacio.

Demostracion. SeangeV y
D=inf|f—gl-
feK

D existe pues K # ¢ y {||f — g|| : f € K} estd acotado inferiormente. Si D = 0
entonces g € K = K (K es cerrado) y la conclusién es trivial; en otro caso
podemos suponer sin pérdida de generalidad, que D = 1 y ademés que g = 0,
pues V es un espacio vectorial. Asi, lo que debemos demostrar es la existencia
y unicidad de un vector unitario f € K.
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Por definicién de infimo existe una sucesién (f,) € K tal que || f,|| — 1.
Dado € > 0, por ser V uniformente convexo, existe § > 0 y para este J existe
n € N tal que

Ifell —1 <6 parak >n.

Sean m,k > n y A = |[fell”" (Ifell # 0 pues estamos suponiendo que
0 ¢ K). Usando la desigualdad [||a|| —||b]|| < ||+ b|| y la convexidad de K
tenemos:

% ”)‘kfk - fk +fk +)\mfm - fm +fm||
= St f = (L= A= (1= D)o
1 1 1
Z Sl ol = 5O =) [l = SO = Am) [

> Ut Fanll = Sl = 1) = 50l = ).

1
5 H)‘kfk + )\mfm“

Por ser K convexo, 3 (f + fm) € K; ademds ||k|| > 1 para k € K, asf

1 1 1
—|IA Amfm 1—=d—=-6=1-4.
5 i+ Amfnll > 1= 56— 2
Ahora, ||Axfrll = [|Amfmll = 1, ¥ por convexidad uniforme se implica que
||)‘kflc - )\mme <g,

de esta manera, la sucesién (A, f,) es de Cauchy. Como estamos suponiendo
que V es de Banach, A\, f, — f para algin f € V. Del hecho que ||[A,fn|]| =1

se tiene que || f|| = 1. Veamos ahora que f € K :
luego,
= 11-1)40
0.

De aqui f, — f, y por la cerradura de K, f € K. Entonces f es un punto de
K que minimiza la distancia al origen.

Mostremos ahora que este punto es unico.
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Supongamos que existen f y f’ elementos de K que son minimizantes,
entonces || /|| = || f]] = 1, luego

1 | 1, .,
= <= - =1.
S+ 1< S I+ 515

Por otro lado, dado que K es convexo 1(f+ f') € K, es asf que & || f + f'[| > 1.
Por lo tanto 3 ||f + f'|| = 1, esto implica que % || f+ f'[| > 1 — & para todo
4 > 0; de donde || f — f'|| < e para todo e > 0, y entonces f = f' H

Como ya se ha mencionado anteriormente, en algunos casos el punto
garantizado por el teorema de existencia no es unico; una prueba de esto es
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Dotemos a R?> con la norma del supremo y sean M el

subespacio {(z1,22) € R*: x5 =0} y g = (0,1). Entonces d(g,M) =1 y se
verifica tomando (z1,x2) € M con |x1| <1, Figura 1.2.1.

1tbpF204.0625pt135.25pt0in Figure

Figura 1.2.1. El punto p € M es tal
que d(p,g) =1

Este ejemplo sugiere que la curvatura de la bola unitaria tiene influencia
directa sobre la unicidad del mejor aproximante.

Definicién 1.2.2. Un espacio lineal normado V es estrictamente convezo,
si dados z,y € V con ||z = [lyl| =1y & |z +yl| =1, entonces = =y.

Teorema 1.2.2 Sea W wun subespacio de dimension n de un espacio
lineal normado estrictamente convexo V', entonces W contiene un unico mejor
aproximante a cualquier punto dado del espacio.

Demostraciéon. La existencia ya fue probada en el Teorema 1.1.3. Para

demostrar la unicidad, supongamos que f y f’ son puntos de W de minima
distancia A a un punto g € V, entonces

1 ) 1 1.,
i — < Z _ Z —
30 +m-d] < 5ur-al+ 50 -l

1 1

= —A+-A
2 + 2

= A\

Dado que W es un subespacio lineal, % (f+ f) € Wy por lo tanto

r|30m-d
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Asi, A = H%(f + - gH Ahora si A = 0, entonces
If =gl =1f —gl=0.

Esto implica que f = f' = g. Si A # 0, entonces  [|[f — gl = x|/ =gl =1y
ademas:

52552 - -
Y

A
1
y puesto que V es estrictamente convexo, entonces:

%(f—g) = <(f'—9),
f — !

Con esto concluimos la demostracion Bl

e

En este capitulo se han dado condiciones suficientes para que se de la
existencia y unicidad del mejor aproxzimante. Sin embargo estas de ninguna
manera son las tnicas. Ahora bien cuando el mejor aproximante es tnico
podemos establecer un mapeo del espacio métrico V' al subespacio W, tal que a
cada elemento g € V' le asigne su mejor aproximante X (g) € W.

1.3 El operador de aproximacion
Generalizando la idea anterior, podemos dar la siguiente

Definicién 1.3.1 Dados un espacio normado V y W un subespacio de V.
Definimos como operador de aproximacion a cualquier operador X : V. — W.

Definicion 1.3.2 Definimos la norma del operador de aproximacion X,
como el niumero real mds pequeno tal que se cumple la desigualdad

XN < IXIIFI para todo f eV

Al ntimero || X|| se le conoce también como la constante de Lebesgue.

Teorema 1.3.1 Sea W un subespacio de dimension n de un espacio
vectorial normado V' y sea X un operador lineal X :'V — W que satisface la

13



condicidn de proyeccion, esto es, X (w) = w para todo w € W. Para g €V sea
d* la distancia minima de g € V. a W, es decir:

d* = min ||f —
min | =g
entonces el error de aproximacién de X(g) a g satisface la cota:

lg = X(g)ll < [L+ [ X]|] d"

Demostracion. Sea p* un mejor aproximante a g entonces:
* *
d* = llg —p*ll,
por otro lado

lg =Xl < llg—p*ll+lp* — X(9)ll
lg —p" | + X (p*) — X (9)|l
= |g—p[+1X®E* -9l

lg ="l + 1 X [[p" = gl
[T+ XN] (lp" =gl

= [1+|X|]a

IN

que es lo que se queria demostrar Wl

La importancia de este capitulo, radica en que en el siguiente veremos que
los splines ctibicos forman un subespacio de dimensién finita de C?[a,b] y de
este hecho se derivara su existencia. El Teorema 1.3.1 nos permitird notar que
el error de aproximacién esta acotado. Pese a los resultados obtenidos en este
capitulo, la unicidad de los splines ctbicos se probara de manera distinta, por
construccién.
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CAPITULO 2

Aproximacion en el plano por splines ctibicos

En este capitulo mostraremos algunas propiedades de los splines ctbicos
y condiciones bajo las cuales estos son tnicos. Analizaremos la aproximacién
uniforme por splines y por ultimo mostraremos que el Teorema 1.1.3 puede
aplicarse al caso particular de los splines. Estas son las bases para obtener el
algoritmo que serd descrito en la seccién 2.7.

2.1 Aproximacion polinomial a trozos

Pese a que se han encontrado muchas desventajas al aproximar una funcién
f € Cla,b] por medio de polinomios, estos no han sido totalmente descartados
como aproximantes a una funcién; més adn, existen métodos de interpolacion
y aproximacién en los cuales los polinomios juegan un papel muy importante,
un ejemplo de ello es la interpolacién polinomial a trozos o por splines.

La naturaleza de los splines es bastante sencilla. Supongamos que deseamos
obtener un aproximante, digamos s € Cfa, b], para una funcién f de la cual sélo
conocemos los valores

flry) =y 1=0,1,2,...,n.

En donde {xg,z1,...,z,} es una particién de [a, b].

Una solucién sencilla a este problema seria graficar cada uno de los puntos
(i, f (x;)) y trazar una curva suave que pase por cada uno de ellos, Figura
2.1.1. Claro que ésta seria una solucion gréafica, mas no analitica del problema.

itbp['250.625pt147.3125pt0in Figure

Figura 2.1.1. Solucién geométrica
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Una manera analitica de resolverlo es unir cada par de puntos consecutivos
utilizando graficas de funciones continuas, por ejemplo rectas, Figura 2.1.2, que
representan las funciones continuas mas sencillas.

ithpF'276.25pt147.3125pt0in Figure

Figura 2.1.2. Solucién analitica por
funcién lineal a trozos

En este caso la funcién aproximante s es una funcion definida a trozos, de
tal forma que en cada subintervalo [z;,x;11] se tiene una linea recta que pasa

por los puntos (i, f (2:)) ¥ (#i+1, f (#i41)), por lo tanto

J () = f(zig1)

Ti — Ti4+1

s(x) =

(x—x)+ f(z;), x;<zx<xiq1,1=0,....,n—1.

En general podriamos definir s de manera tal que sea igual a un polinomio
de grado a lo més k en cada subintervalo [z;, z;11] v tal que s (z;) = f (z;) para
1 =20,1,...,n. Cuando s se define de esta manera se le conoce con el nombre de
Spline. Formalizando esta idea damos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1 Dada una particién A de |[a, b]
Aca=zr9g<z1<...<2, =0,

definimos un spline de grado k como una funcion s € C*~[a,b] tal que en cada
intervalo [z;,x;41], s es un polinomio de grado a lo mds k.
A los puntos xg,x1, ..., T, se les conoce como nodos.

Denotamos por S(X,, k,x) al conjunto de todas las funciones
8(Xp, k) =5 € C*a,b],
tal que s es un spline de grado k, Referencia [5, pdg. 108]. Por simplicidad,

en este trabajo utilizaremos la notacién S(X,,) para denotar al conjunto de los
splines de grado 3 para los nodos zg, z1, ..., Zy,, que son los que estudiaremos.

2.2 Splines cubicos

Existen muchas formas de definir un spline de grado 3, Referencia [10,
pég.216], he aqui una de ellas.

Definicién 2.2.1 Dada una particion A de un intervalo [a,b]

Ata=zrg<zr1<..<xp=0>
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Una funcién s € C?%[a,b] se denomina spline cubico si satisface las
siguientes condiciones:
i) s es un polinomio de grado a lo mds 3 en cada subintervalo

[:I:i,xiJrl] N 1= O, 1, ey, — 1.

1) s es continua asi como su primera y sequnda derivada sobre [a,b],
esto es,

sf(e; —0)=sP(x; +0) k=0,1,2; i=1,2...,n—1.

Ademds si son dados lo valores y; = f(x;), para f € C?[a,b],
1=0,1,...n, y

i) s(z;) = f(xi) i=0,1,..,n.
entonces s(z) es el spline cibico interpolante de f en A.

Denotemos por s(x;) = y;, ' (x;) = my, s"(x;)) = M; y hy = ©; — x4-1.
Puesto que s” es una funcién lineal en cada subintervalo [x;_1,x;] y su gréafica
pasa por los puntos (x;—1, M;_1) y (x;, M;), se tiene que,

T Ti—1

Sll(x) = Mi—l l}; -13 + le‘ _h- 5 Ti—1 S x S Z;. (221)
Si integramos dos veces obtenemos:
/ (w; — ) (& —wi)*
s'(x) = M1 o + M; oh; +ai, w1 <z <y, (2.2.2)
(z; — x)3 (z— xi,l)s

Ahora, dado que s(z;) = y;, y como por la ecuacién anterior

h2
s(@i) = Mi—g + aizi + b,

tenemos que

h2?
Yi = Mzé +aiz; + bi.
Anélogamente para y;_1 tenemos
h?
Yi—1 = Mi—lé +a;xi—1 + by
Resolviendo el sistema
h? h?
{aiz; +b; =y, — Migzaimi—l +bi = yi1— Miﬂgz
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para a; y b;, obtenemos primero

o = YT i1 hi(M; — M;—1)

hi 6 ’

sustituyendo esta expresién en (2.2.2)

s’(a:) — 1\ (xi—ff)z _}_M_(x_xifl)z _’_yi_yi71224 (1)
T on, Y2k, hy T
_hMi =My
6 ) i—1 = = L,
también tenemos que
B2
bi = —a;z; — yi — Mzé
Por lo tanto
h2
ax+b = ai(x—x;)+y — Mié
. hy(M; — M;_
_ Yi hyz 1( . z) z( 16 11)(1‘_$i)+yi_Mi
_ Yoo\ Y _ hiM; N, M ‘
h2
7 Mzi
+y 6
i h;M,;_
h; M;
+ 6 ( —xi—hz’)
i— thz— i
= <yh21 _ 6 1)(xl_z)+’yll(ﬂj—mz+(x1_xz—l))
h; M;
~ & (r — 2 + (x; — zi—1))
(Y- Mg Yi . h; M; ‘
= (B PR ) ) e - M )

3
2.2.5




De (2.2.4) obtenemos

R yi—yic1 hi(M; — Mi_q)

s'(xi—0) = M; 2]; + . -
= Mz% + Yi _hi/iﬂ _ hlé\/fl + hi]\/éiﬂ
= MZ% + Mi—l% + ylihi?kl
y
s'(wio1+0) = —M; 4 (_221)2 4 Y _hiﬁfl ~ hi(M; ;Miﬂ)
— —MFI% Yi _hiyifl _ hié\/—[i n hi]\gifl
= - 7;_1% - M7% + ylfhiih‘l

Si reemplazamos ¢ — 1 por ¢ e ¢ por 7 + 1 en esta tltima ecuacién, tenemos

hi hz ) — Yi
§ (s + 0) = — M 2HL g Dt Vil 7Y (2.2.6)
3 6 hita

Como estamos suponiendo que s’ es continua debemos tener
/ /
s'(x; —0) = §'(x; +0),
es decir,

h; hi |y —yic1 hiy1 hivi | Yiv1 — Y
VPG VAL [k T N Y RLA S ) .
g P T, 3 T T

Reduciendo la anterior expresién, obtenemos

1 1 1 it1 — Yi i — Yie
ghiMi—l + g (hz + hi+1) M; + éhi-l-lMH—l = Yier " Yi Y Y 1, (2.2.7)

hiv1 h;
hi hit1 6 Yirl = Yi  Yi — Yi-1
My 4+ 2M o — A = - .
hi 4+ hita ! hi + hita i hi + hita ( hit1 h;
0 equivalentemente
wiMi—1 +2M; + N\ M+ = d;, (228)
en donde
__h _hin g—_ 0 Yirl =Y Yi —Yi-1
Hi hi+hiy1’ " hi+ hisa " hi+hin hiv1 h; ’

parat=1,2,....,.n — 1.
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Las ecuaciones (2.2.8) se conocen con el nombre de ecuaciones de
M — continuidad del spline cibico interpolante s a f en A.

Estas ecuaciones son resultado de una interpolaciéon de Lagrange para
los puntos (x;—1, M;_1) v (z;, M;). Sin embargo podriamos utilizar los valores
s'(z;) = my; en lugar de M; haciendo una interpolacién de Hermite, Teorema
A2, lo cual también nos da un polinomio de grado 3 en el subintervalo [z;_1, z;]
definido de la siguiente maneras:

R (e A

+f(@i) (1 42 (xh_i xi)) (z — xi—zl)Q

h?
2 2
r—T; T — Tj—
+f (@io1) (@ — i) ( 72 L f(@i) (z = i) %,
o de igual forma
2 2
Xr —X; Xr — Ti— r — T;— Xr; — X
s(z) = i & ) h(2 D _ oy, ¢ 1]1)2 ( )2.2.9 (3)
oy it 2@ a:i?)_l)} G it 2= xi??] (z —2i1)”
h; h;
Derivando dos veces obtenemos:
z, —x)(2x,_1 +x; — 3x r—x;_1) 2x; + 221 — 3
(@) = m, D )y o) @ a3
+6% (z — ;) (x — zi1) .
3r —2x; —x;_ 3r —x; — 2x;_
s'(x) = 2mi—1Tl - QWiTl
+6%(1‘1 + X1 — 2.1‘).

Por lo tanto

s'(x; —0) = 2m;_4

8”(1]1'71 +0) = 2m;_




Si sustituimos ¢ — 1 por i e ¢ por ¢ + 1 en la ultima ecuacién obtenemos

4m1- 2mi+1

+ 6yi+1 — Y

s"(x; +0) = — )
( ) hiva hit1 h?

(2.2.10)

por la condicién de continuidad en la segunda derivada se debe tener que
s"(x; —0) = " (x; +0),

0 equivalentemente

2m;_ n dm; e¥i= 2%‘—1 _ dmi  2mip n 6yi+12— Yi
o h % i B n2,,
2 hi + hita 2 Yi — Yie1  Yirl — Y
— MM — | dm + —my = 6
! - ( hihiy1 mit hipa T h? - i
hiy1 h; Yi — Yi—1 Yitl — Yi
hi + higq ! hi+hia ( h; a hiy1
Aimi—1 + 2m; + pymiq = C; 1=1,2,.n—1 (2.2.11)

donde los valores \; y u; han sido definidos anteriormente y

Yi —Yi—1 Yi+1 — Yi
( B hita )

A las ecuaciones (2.2.11) se les llama ecuaciones de m — continuidad del spline
interpolante s de f en A.

2.3 Condiciones finales

Hasta ahora se han logrado establecer dos formas distintas de obtener el
spline cuibico s, las cuales son descritas por las ecuaciones (2.2.5) y (2.2.9).
Cuando logramos definir el valor apropiado para M; o m;, i = 0,1, ...,n, el spline
s queda perfectamente determinado. Para lograr esto, utilizaremos las n — 1
ecuaciones lineales descritas por (2.2.8) y (2.2.11) para M; y m,
respectivamente. Puesto que para encontrar los n + 1 valores desconocidos,
s6lo contamos con n — 1 ecuaciones lineales, entonces es suficiente establecer dos
nuevas relaciones, ya sea para M; o m;, logrando tener un sistema lineal de n+1
ecuaciones con n + 1 incégnitas en cada uno de los dos casos. Frecuentemente
estas dos nuevas condiciones que se agregan se imponen en los nodos extremos,
es decir, en x = a y x = b, estas condiciones se denominan condiciones finales.
Asi podemos:

i) Especificar el valor de la primera o segunda derivada de f en los puntos
r=ayzx=>o
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1) Establecer alguna de las siguientes relaciones

2J\IO + >\0M1 = dO y ,Uann—l +2M, =d,

2mo + pom1 = Co y Apmp_1 + 2my, = Cy,
donde dy, Cy, dp,, Cp, € R 'y 0 < Ao, 10, fhn, A, < 1.

i41) Dar la condicién final periddica

Yn =Yo, Mp=mg y M, = M.

Para el caso i) supongamos que damos los valores
s'(z0) =yo v 8 (zn) =y,

entonces las ecuaciones faltantes para resolver el sistema lineal que tiene como
incégnitas a las M/s se pueden obtener de la siguiente manera.
De la ecuacién (2.2.6) obtenemos

hy hi  y1—yo
(ao) = — Mok — a2
s'(wo) 03 1% + h
Dado s'(zo) = ¥y,
hy hi | y1—yo
L= My
Yo 03 1% + hy
simplificando
1 1 Y1 — Yo /
—h M, —hiM;, = — 2.3.1
3mMo + g I Yos ( )
o bien 6
oMo+ My = - (L% ) (2.3.2)
hi hi

De manera andloga encontramos las ecuaciones

1 1 Yn — Yn—1 ’
— Ry My, “hoM, = ——"—— +1y,, 2.3.3
6 1+ 3 It +y ( )
0 equivalentemente,
OM, + M, _, = 6 - Yn ZUn-1) (2.3.4)
hp \7" hn,

Con las ecuaciones (2.3.2) y (2.3.4) completamos nuestro sistema de n + 1
ecuaciones con n + 1 incégnitas. A este spline en particular se le conoce con el
nombre de spline cibico natural.
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Por otro lado, si lo que especificamos son los valores

s" (o) =yy vy 8" (wn) =y,

para i = 0 en la ecuacién (2.2.10), tenemos la relacién

" 4mg - 2my + 6y1 — Yo

Yo = — )
0 hy hy h?
o bien,
1!
Yy1—Y Yoh
2mg + =3 — .
mo ma hl D)
De forma similar se obtiene la ecuacion
_ an
Mpy—1 + an — 3yn Yn—1 + Yn n.
hn, 2

De esta manera es posible completar el sistema que tiene como incégnitas a las
m}s.

En el caso ii), se pueden escoger dy,Cy,d,, C, de manera arbitraria y
Ao, 1o, fhny An como constantes entre 0 y 1. Generalmente los valores que se
escogen para estas variables son: Ao =y, =1y do = di, d,, = d—1 para las
primeras dos ecuaciones y Cy = C1, C,, = C,, para las segundas.

Si agregamos cualquier par de las condiciones finales descritas en i) a las
ecuaciones de continuidad, obtendremos un sistema lineal de n 4+ 1 ecuaciones
con n + 1 incégnitas que puede ser escrito en forma matricial como:

2 X My do
J251 2 )\1 0 Ml dl
He 2 Ao M, da
Hn—2 2 )\n—2 Mn—2 dn—2
0 Hn—1 2 )\nfl Mnfl dnfl
L Hn 2 1 L Mn | L dn |
o en el caso de las mis
[ 2 o 17 mo 1 [ Co ]
A2 0 my Cq
Ao 2 Iz ma Cs
)\n—2 2 Hn—2 Mnp—2 Cn—2
0 )‘n—l 2 Hn—1 Mp—1 Grb—l
i An 2 || my | | Cn |




El caso i) podria verse como una particularidad de #ii).
Para el caso ii) supongamos que nos dan la siguiente condicién
Yn = Yo, Mp =mg, M, = My.

Puesto que m,, = myg, entonces se puede eliminar la incégnita m,, del sistema;
ademds de (2.2.10) obtenemos lo siguiente

dmg  2my Y1 — Yo

"
= — — 6
" (@) hy hy * ht
2mp—1 4mg Yn — Yn—1
"
n = -6
s (@n) e o h2
y puesto que M,, = My, entonces
dmg  2my Yy1—yo _ 2mp_1  4mg Yo — Yn—1
_ — 6 = —6
R T 02

0 equivalentemente

1 1 1 1 Y1 — Yo Yo — Yn—1
2(—+— —my 4y =3
(h1+hn>m0+h1m1+hnm ! ( h? + h2

dividiendo entre - + -
h1 hn

B, hy _3(hn Yy1—y , M yo—yn_l)
1= — .

h1+hnml+h1+hnmn hilhn+hl hn hn+h1

2mg +

Es asi que el sistema de ecuaciones de m—continuidad tienen la forma
matricial

[ 2 o Ao mo Co
A1 2 0 my Ch
Az 2 M2 ma Cs
0 >\n—2 2 Hn—2 Mp—2 Cn—Q
L Hn—1 >\n—1 2 1 L Mp—1 ] L Cn—l ]
donde
o hn A — hl
‘LL() - h1 + hn, 0 — hl + hn y

hn y1 —=wo | h1yo—yn—
hl hn+h1 hn hn+h1 .
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Si hacemos este procedimiento pero ahora considerando primero que
M,, = My y después utilizando la relacién (2.2.6), el sistema de M-continuidad
puede ser representado con la siguiente matriz

2 A1 M1 M, dy
e 2 Ao 0 Mo, do
Hn—2 2 )\n72 Mn72 dn72
0 Hn—1 2 )\n—l Mn—l dn—
L /\rL Hn 2 4 L M, | L dn |

donde p,, y A, se definen como

_ hn A, = hl
Hn = hn+h17 7z—hn+h1 Yy
i = 6 (yn—yn1 _yl—yn>
" hy, + hy hn hy '

Hasta ahora solo hemos mostrado que al imponer cualquiera de las
condiciones finales al spline cubico, podemos obtener un sistema lineal
asociado a una matriz cuadrada de tamano n 4+ 1 6 n, dependiendo de la
condicién que se imponga, de este hecho se desprende la existencia y unicidad
del spline ctbico como lo mostramos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 ( Teorema de existencia y unicidad ). Supongamos que
tenemos una particion A de [a, b]

Aca=xry<xt1<...<zx;,=0,

f € C?[a,b] y f(x;) = yi para i = 0,...,n. Para cualquiera de las tres
condiciones finales que se imponga, el spline cubico interpolante a f existe y
es unico.

Demostracion. Basta observar que el sistema de ecuaciones resultante al
imponer cualquier condicién final, es equivalente a una matriz diagonalmente
dominante, Definicién A.1, debido a que

hi hiy1

i+ il =
I | hi4+hiz1  hi+hipa

=1<2 1=1.n-1

0 S /\07/1'07/fén7)‘n S L

Dado que toda matriz diagonalmente dominante es no singular, Teorema
A.1, el sistema tiene una tnica solucidn.
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Por lo tanto el spline cubico interpolante a f existe y se determina de manera
Unica W

2.4 El subespacio lineal S(X»)

S (X,,) es un subespacio lineal de C? [a, b]. En efecto, dados s1, s2 € S (X,,)
y o € R tenemos que:

i) $1+ asg es cubico en cada subintervalo [z;, z;41], pues asi lo son s1 y sa.
i1) s1 + asq es continua asi como su primera y segunda derivada sobre [a, b]
pues s1, 52 € C%[a,b].

Por otro lado de la condicién ¢) de la Definicién 2.2.1 se tiene que
s(z) = a; + bjx + cix? +dix® xi <z <zip, i=0,..,n—1,

de esto podemos concluir que s(z) tiene 4n grados de libertad, sin embargo por
la condicién i), éste estd sujeto a 3(n — 1) restricciones por lo que en realidad
s(z) tiene 4n — 3(n — 1) = n + 3 grados de libertad. Por lo tanto S (X,,) es
un subespacio lineal de dimensién n 4+ 3. A continuacién mostrarémos una base
para S (X,).

itbpF254.8125pt133.6875pt0in Figure

Figura 2.4.1. Gréfica de una funcién c;

Continuando con la particién A de [a, b] , por el Teorema 2.3.1, existen splines
cubicos inicos tales que
0, ©#7,
ci(xj) = { Lol
ci(zo) = di(zp)=0, i=0,..,n.
Al conjunto de estos splines se les conoce como splines fundamentales, Figura

2.4.1. Ahora afirmamos que {z, z%, co(z), ..., cn () } forma una base para S (X,,) .
Para ver esto notemos lo siguiente

t(x):ax—i—be—l—Zaici(aD)eS, a,beR, a;€R, i=0,...n
i=0

También observemos que si s € S(X,,) y escribimos s(z;) = s;, ¢ = 0,...,n,
§'(zo) = s, §'(xn) = s}, y consideramos

1 s, —s shxT, — S T
_ - -0 nm2_|_ 0 n?Y .

q(z)

)

2x0— Ty Tn — To
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entonces q € Poy s—q € S(X,,), también se tiene que ¢'(zo) = s{ y ¢'(zy,) = s,

-
Por otro lado N

Z (si — ai) ci(x)

i=0
es un spline cubico que interpola a la funcién s — ¢ y por la unicidad asegurada
por el Teorema 2.3.1 esto implica que

n

s(2) — q(@) = 3 (51 — 4:) ei(@)

i=0
o bien

s(z) = q(z) + Z (88 — qi) ci(x).

Por lo tanto ,22%,co(), ..., cp(x) generan a S(X,); veamos ahora que son
linealmente independientes. Supongamos que

t(fE) = ax + b.’II2 + ZOZZCZ({L') = 07

i=0
entonces t'(zg) = t'(x,) = 0, pero
n
t'(zg) = a+2bxg+ Z a;ci(xg)
i=0
= a+ 2bxg,

y analogamente
t'(x,) = a+ 2bxy,

de aqui obtenemos el sistema

a+2bxg =0
a+2bx, =0

del cual concluimos que a = b = 0, luego

t(x) = Z a;ci(z).
=0

Evaluando en z;
n
tay) =Y aici(zy) =y,
=0

lo cual implica que a; = 0, j =0, ..., n, de aqui que x, 22, ¢o(), ..., cp (z) son L.i.
y por lo tanto forma una base para S(X,,).
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A continuacién daremos otra base para S(X,), misma que més tarde nos
permitira dar una demostracion maés sencilla de la existencia y unicidad de los
splines en tres dimensiones.

Ya hemos visto que para definir de manera tinica un spline cibico, dada una
particién A : {zg, ...,x,} de [a,b], es suficiente con establecer los valores que el
spline debe satisfacer en cada nodo x;, asi como dar alguna condiciéon final de
uno de los tres tipos antes mencionados. Considerando esto, podemos escoger
n + 3 splines cibicos ¢y, ..., ¢, 12 que satisfacen las siguientes condiciones de
interpolacién:

¢i(x;) = bijy 1,7 =0,1,...,n;
di(x0) = Pi(xn) =0, i=0,1,...n;
Gnii(zs) = 0, 1=0,1,...,n;
/n+1(330) = ¢ln+2(x0) =1,
¢;L+1(37n) = 0,
nia(zi) = ¢ i9(z0) =0, i=0,1,..,n;

donde 6;; es la delta de Kronecker
_J 1, i=y
0ij = { 0, i j.

Para demostrar que este conjunto de splines forman una base para S(X,,),
solo basta con ver que son linealmente independientes. En efecto, supongamos

que
n+2

t(z) = Z a;pi(z) = 0;
i=0
si evaluamos ¢ en x;, j = 0,...,n, tenemos
n+2
;) = > aidi(x;)
i=0

= aj:07

entonces
U 1Pn+1(2) + Apng20ny2(x) = 0;

si derivamos la ultima expresién obtenemos que

At 1P 11(2) + g2, o(r) = 0;
evaluando en xg y x, llegamos a lo siguiente

a1 =0 yap1 =0,
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Por lo tanto {¢; : i =0,...,n + 2} es una base para S(X,,). Esta base recibe el
nombre de base cardinal.

Con esto hemos probado que S(X,) es un subespacio vectorial de
dimensién finita del espacio vectorial normado C?[a,b]. Este es un resultado
interesante pues podemos aplicarle el Teorema 1.1.3, de lo cual obtendriamos la
existencia del spline ctibico que mejor aproxima a una funcién dada en C?[a, b)].
Sin embargo, probar la unicidad de los mismos por este camino resultaria una
labor muy tediosa, las alternativas serfan probar que C?[a,b] es estrictamente
convexo o probar que C?[a, b] es cerrado; en cambio la demostracién ofrecida en
esta seccion adémas de ser muy ilustrativa, permite elaborar un algoritmo para
calcular s, mismo que serd descrito mas adelante.

2.5 Propiedades del spline cibico natural

En esta seccion mostraremos algunas de las propiedades que presentan los
splines, estas muestran el buen comportamiento matemético de los splines
cubicos naturales y a su vez justifican su uso frecuente en muchos campos.

Teorema 2.5.1 ( Propiedad de norma minima ). Sean A = {zo,...,z,}
una particion de [a,b] y f € C?[a,b]. Si tomamos fi = f(x;), i =0,1,...,n y
consideramos el spline ctibico que satisface las condiciones

s(x)) = fi 1=0,1,...,n,
s'(a) = f'(a), S'(b)=f'(b),

entonces

b
La igualdad se da si y sdlo si s(x) = f(x).

[ reran < [ an

Demostracién. Consideremos la integral
[ r@-swra - [repa-z [ e de
+/b [s" (2)]? da
“ " 2 ¢ " 2
| rata = [ @R
¢ " " ¢ " 2
—2/b f(x)s" (x) d:r—|—2/b [s"(x)]" dx
[ a1 @ a
+2/b [ (2) — o (2)] " () da.
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Integrando por partes el tltimo sumando tenemos

/ (@) — (@) (@) de = [f(2) — 8(@)] " (@) | / " (@) — & ()] " (2) da
b b

a

pero
b
[f'(2) = §'(2)] " (@) (Ilz 0,
pues §'(a) = f'(a) y s'(b) = f'(b).

Puesto que s es constante en cada subintervalo [x;,z;+1], digamos
s"(x) = «;, para algunos «; € R, entonces

/b [f (@) = s'(2)] " (2)dx = ’?*1/30 a; [f'(z) — &'(x)] dx

=0 i
= reulf) —st@) | =0
Asi .
/b [f”(ﬂ?) 8”(.’[7)] S”(CL’) de — 0
/b /" (@) — 8" (2)] da::/b ()] dx—/b 1" ()] da (2.5.1)
puesto que .
/b [ (x) — s"(2)] dz >0
Entonces

[ @l [ors s

Teorema 2.5.2 ( Propiedad de mejor aproximante ). Con las mismas
hipotesis del Teorema 2.5.1 se tiene que

[ @ - s@tae < [ 1@ - @) da
b b
para todo v € S(X,,). La igualdad se da si y sélo si v = s+ ax + b.

Demostracién. Dado v € S(X,,) tomemos la funcién f —v en lugar de f en
el Teorema 2.5.1, entonces la funcién s es reemplazada por s — v. Sustituyendo
en (2.5.1)

g — " (2)) dz = ’ "(z) =" (2)])° do — as”x—v”;v2x
[ @ =@l = [ 1@ -vera- [ e -v@rd
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y de aqui

[ i@ =g @i < (15w - i
Ahora,

[ 1@ - @ de= [ 1) - @) o
si y sélo si

| 1@ =@ s =0
pero esto se verifica solo cuando
s (x) =v"(z)

es decir,

v(z) =s(z)+ax+0 0

El dltimo teorema hace ver que en términos de la pseudonorma

loll, = /b 10" (@) d,

el spline descrito por las hipotesis del Teorema 2.5.1 es el mejor aproximante a f.
Sin embargo, analizaremos el comportamiento de los splines como aproximacion
uniforme a la funcién f.

2.6 Error de aproximacion con norma uniforme

Como el nombre de esta seccién sugiere, a continuacién calcularemos el error
de aproximacién existente entre una funcién f € C?[a,b] y el spline s que lo
interpola, utilizando la norma infinito o uniforme.

Dada una particién A : {x1,...,2,} de [a,b] y la funcién f € C?[a,b], se
desea encontrar s € S(X,) tal que minimice el error de aproximacién entre
f ¥y s, es decir, que minimice ||f — s||; mas atin, lo que deseamos saber es si
aumentando el nimero de nodos en la particién A el spline s se acerca a f; esta
pregunta es la que trataremos de responder con el teorema principal de esta
seccion, pero antes tendremos que probar el siguiente lema.

Lema 2.6.1. Sea A : {x1,...,x,} una particion de [a,b] y supongamos que
f es una funcion cuya n-ésima derivada satisface

o
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sobre [a,b]. Entonces para cada x en el intervalo [a,b],

F(@) = Lnoa () = E=2) @280 oy

n!

para algin £ € [a,b] que depende de x; por lo tanto

If = Lnall < ll@ = 1) -+ (@ = @) | —,

en donde L,,_1(x) es el polinomio de Lagrange que interpola a f en A.

Demostracion. Sean

g(x) = (x —z1) - (2 — 2p).

Tomemos = € [a,b] tal que © # x;, ¢ = 1,..,n; entonces la funcién
H(t) = h(x)g(t) — g(x)h(t) tiene n + 1 ceros distintos sobre [a,b]. En efecto, es
claro que t = = es cero; por otro lado tomemos ¢t = x; para i = 1, ..,n, entonces

H(x;)) = h(z)g(z:) — g(x)h(z;)
= h(@)(x—21) (T — @) (= 20) — 9(2) [f(2:) = Ln—1(24)]
= h(z)-04+g(z)-0
= 0.

Aplicando el Teorema de Rolle, Teorema A.3, a H(t), n + 1 veces obtenemos
que:

H™(€) = h(x)g"™(€) — g(x)h™ (€) =0 paraalgin £ € (a,b);  (2.6.1)
notemos ahora lo siguiente, g(t) es un polinomio ménico de grado n, de lo cual
g™ (t) =n;

también observemos que L,_1(t) es un polinomio de grado n — 1, luego
LM (t) = 0, por lo tanto

R = f™(8) — L, (2)
£ ).

Asi, la ecuacién (2.6.1) es equivalente a

h(z)n! — g(x) f™ (&) = 0.
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Despejando y sustituyendo h(z) en esta dltima ecuacién obtenemos

F(@2) = Lnor () = &2 @2 20) oy

n!

para algin & € [a,b] que depende de x, que es lo que se querfa mostrar l

Teorema 2.6.1. Sean f € C?[a,b] y s € S(X,) que satisfacen

s(z;) = fi, i=0,1,....,n,

entonces para cada x € [a, b]
F (@) = s ()] <56°w ("3 ]a,b];6), r=0,1,2.

Donde 6 = 6(X,) = _max hi y w(f";[a,b];0) es el mddulo de continuidad
de f" sobre [a,b] para §, D’eﬁ’nicio’n A2

Demostracién. Sin perdida de generalidad supongamos que [a, ] = [0, 1].
Considerando las ecuaciones (2.3.1), (2.2.7) y (2.3.3) tenemos:

1 1 Ayl ’
—hi1 M —hM; = —2= —
3/ o+6 14Vl hy Yo>

%hiMi—l + % (hi + hiy1) M; + %hi+1Mi+1

~ hayir — i (b + higa) + hiayia

= =1,...,n—1 2.6.2
T, i=1,...,n (2.6.2)
1 1 Ay
*hnMn— 7hnMn = - - g 3
6 1 + 3 hl + Yn
donde Ay; =y1 — Yo Y AYn = Yn — Yn—1-
Parai=1,...,n — 1 consideremos
r — T;— ZT; -
L(z) = Yitl ———— Y —
Tit1 — Ti—1 Ti4+1 — Ti—1
1

— m [Yiv1 (2 — 1) + yi1 (Tip1 — )]

que es el polinomio lineal interpolante a f(x) en x;_1 y x;y1, entonces
1
hit1+ h;

Yi (hig1 +hi) — Yigrhi — Yic1higa
hiv1 + h; ’

f(xz) - L(SUZ) [yz (hi+1 + hi) — Yit+1 (SUz - %71) —Yi-1 ($i+1 - mz)]
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pero por el lema anterior, existe ;1 < & < x;41 tal que

"¢,
f(l’z) — L(Z’Z) = 7hihi+1 f 2(51) .
Por lo tanto
—Yiv1hi + i (hig1 + hi) — yim1hip [ (&)
= —h;h; . 2.6.3
hiv1+hi T (263)
Supongamos que A; = M; — y! y reescribamos las ecuaciones (2.6.2)
utilizando A; y la relacién (2.6.3)
1 1 Ay 1 1
—hiAg+ -hiA] = == —yy— -—hiyy — =h1yy
310+611 Iy Yo — 3MYo — b
1

1 1
— 7h " 77h Ilffh 1
5 1" (o) 3 1Yo 6 191

= SR (6) )+ (S (&)~ 264 ()

Parai=1,...,n — 1 tenemos

FhiAi 143 (hi + hit1) Ait+Ehip1 A

1 1 1
= *ghiyél_l —3 (hi + hiv1) Yy — éhi—&-ly;/-}-l
hiyis1 — yi (hi + hig1) + hiv1yi—
+
hihit1
1 1 1 [ (&
= ——hyl =5 (hi +hig) ) — Zhigayiis + (hiv + hi) (&)
6 3 6 2
1 1
= ghi [f" (&) —vi 1] + 3 (hi + hiy1) [f" (&) — y!]
1
+6hi+1 [f” (&) — y{'+1] .2.6.5 (5)
Finalmente
1 1 Ay 1 1
7hnAn7 7hnAn = - i - 7hn //7 - 7hn "
6 1 + 3 hl + Yn 6 Yn—1 3 Yn
1 1
= éhn [f” (gn) - ygfl] + §hn [f” (gn) - yg] 266(6)

endonde zg < & < x1 Yy Tpo1 <&no1 < xp-

Parai=1,...,n — 1 tenemos:

|/ (&) —yil 1| < w(f”;]0,1);20),
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debido que x;—1 < &; < x;41; de la misma forma
| (&) — yi'a] < w(f”;]0,1];26)

y

| (&) — il < w(f";[0,1];9).
Utilizando las tdltimas desigualdades tenemos que el valor absoluto del lado
derecho de la ecuacién (2.6.5) no es mayor que

(hi + hiy1) w(f";[0,1];26) + (h + hiyr) w(f";(0,1];0)

| =

Sg(hi+hi+1) f;10,1];0)

w(f
por el Lema A.2. Notemos que (264) y (2.6.6) también satisfacen esta
desigualdad si convenimos que hg = h,41 = 0.

Supongamos ahora que
|[Ak| = max |4
y consideremos la k — ésima ecuacién de (2.6.5) , entonces obtenemos
hkAk 1+ 5 (hk + hit1) A + hk+1Ak+1 <3 (hk + h1) w(f”;[0,13;6),
aplicando ||a| — |b]| < |a — b a la desigualdad anterior

—*hk |Aj— 1|+ (hi + hig1) |Ak|—*hk+1 |[Apg1] < 5 (hk + hp1) w(f";[0,1];6).

De aqui se tiene

1 1
(hk + hig1) [Ar| < 5 (hk + hig1) w(f”;[0,1]; 6)+6hk |Ak71‘+6hk+1 |Akt1];

luego

1
— (hi + hit1) | Akl

(hk + hit1) | Akl < = (hk + hpy1) w(f";[0,1];0) + 5

3

o bien 1
g (et hia) || < 5 (hk + hiy1) w(f";[0,1]; 6)

de lo que COHChllHlOb que para i = 1, vy —1,
|M; =y | < |Ag| < 4w(f";]0,1;0).
Ahora, s”(x) es lineal en cada [x;, z;41], % = 0,...,n—1, por lo tanto en cada
subintervalo se debe tener alguna de las siguientes desigualdades
M; < s"(x) < Miqy

o bien
My < §"(z) < M;,

y esto implica que
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Mi =y +yi = (@) < s"(2) = ["(2) < Miga = yi'sy + i — f(2)

Mip1 =y +yip — (@) < 8"(@) = f(2) < My — g +yi — (@),
de lo cual podemos concluir que

[s"(x) = f"()] < 4w(f";[0,1];0) +w(f";[0,1];6)

= 5w(f";[0,1];9),
esto 1ltimo para cada z € [0,1].
Finalmente, para x € [z;,2;4+1] se tiene que y; = $; ¥ ¥it1 = Si+1; por el

Teorema de Rolle, Teorema A.3, existe z; < n; < x;41, 1 = 0,...,n — 1, que
satisface f'(n;) — s'(n;) = 0, luego

[f'(x) = &' ()]

[ 1o - s dt]

ni

< 5w(f";[0,1;6) [ — nil
< 5w(f";[0,1];9)4,
y también
1@ sl = |[ o=l
< su( 0,55
Este resultado es valido para ¢ = 0,...,n — 1, por lo que el teorema queda

demostrado
El Teorema 2.6.1 muestra que si ¢ (X,) — 0 cuando n — o0, el spline
interpolante a una funcién f € C?[a,b] dada, asi como su primera y segunda

iv Vi i ivi .
derivada, convergen uniformemente a f, f’ y f” respectivamente

También podemos concluir del teorema que

. _ < 562 ", 0.1 6 .
(BRI ol 5l 0, 150)

2.7 Algoritmo

El algoritmo que nos va a permitir calcular el spline ctibico interpolante
dada una particién A : a = x9 < -+ < x, = b de [a, b], as{ como un conjunto
{yi :i=0,...,n} que satisface que s(x;) = y;, i« = 0,...,n, se resume en las
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secciones 2.2 y 2.3 de este capitulo y basicamente consiste en formar un sistema
matricial tridiagonal y resolverlo.

Paso 1: Especificar las condiciones de interpolacién, asi como el tipo de
condiciones finales que se va a imponer.

Paso 2: Calcular los coeficientes de cada sistema, especificamente los
valores, \;, u; y d;, segin sea el caso.

Paso 3: Resolver el sistema lineal tridiagonal que corresponda al tipo de
condicién final.

Paso 4: Para x € [z;_1, z;] calcular el valor de s(z).

Para el paso 4 en algunas ocasiones es necesario tener una representaciéon
matricial para s(z), pues esto simplifica su célculo por computadora y una
manera de lograrlo es considerar que en cada subintervalo [z;_1,;], s(z) se
puede escribir de la siguiente manera

s(x) = ai+bi(x—zi_1) +ci(r—xim1)? +di(@ —25-1)°
= [(z —xi-1)][A4;,
donde
[(z—zi1)] = [(x —2i1)°, (0 — 2i1)%, (2 —2im1), 1]y [Ali = [diy ci,bs, 03]

Ahora, si evaluamos s en x;_1 y x; tenemos que
Yi—1 = s(xi—1) = as,

derivando dos veces s(z) y evaluando en z;_; obtenemos las siguientes
expresiones

mi—1 = 5/(-731'—1) = by,
Mi_1 = s”(xi_l) = 261‘.

Por dltimo, para calcular el valor de d; evaluamos s en x; y sustituimos los
valores de a;, b; v ¢; para finalmente despejar

Y Y1 mi—1 M

dy= 2 2oL - .
RE RS RZ T 2m

Es asf que s(x) se puede escribir en forma matricial como

1 1 1 1

K2 T R? TR T 2k Yi

0 0 0 1 i
sw=le=ell g g 18 b

0 1 0 0 M;_y
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2.7.1 Pseudocdédigo

Un Pseudocddigo que puede ser implementado en Matlab, Mathematica o C
es el siguiente:

Entrada: Vectores x = [zg, ..., Zs], ¥ = [Yo, .-, Yn], donde f(x;) = y;
Salida: Gréfica de la funcién s o vector M

Paso 1: para:=0,...,n tomar h; = x;41 — x;

Paso 2: desdei=1,...,n — 1 hacer

o _hia
Hi = hi+hi_1
L hi
Ai = hi+hi—1
d = 6 Yit1—Yi _ Yi—Yi—1
* 7 hithit1 hit1 hi

Paso 3: sean y; =M\ =1y dy =do, dyy = dp—1
Paso 4: 11:2yu1:§‘—11
Paso 5: parai=1,....,.n—1 sea

li =2 — piui—

A
ui:ﬁ

Paso 6: [, =2 — ppup_1y 21 = %1

Paso 7: parai=1,...,n

di—pizi—
2 = i IZ i—1

Paso 8 M, =z,
Paso 9: desdei=mn—1,...,1 hacer M; = z; — u;M;+1

Paso 10: imprimir el vector M = (M, ..., M,,) 6 gréficar
)3 ez )3 - M.
s(zr) = M;_4 (%th) + M; ¢ oh DA (th - 7&1\? 1) (x; — )

() @ = i)
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2.7.2 Diagrama de flujo

itbpF'177.0625pt491.3125pt0in Figure

2.7.2. Diagrama de flujo para calcular splines ctbicos
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2.8 Splines cubicos paramétricos.

Cuando queremos aproximar una colecciéon de puntos, con frecuencia estos
estan dispuestos en el plano de tal manera que una abscisa puede tener mas de
una ordenada, como se ve en la Figura 2.8.1.

itbpF218.5pt149.5625pt0in Fligure

Figura. 2.8.1. Datos en donde una misma abscisa tiene méas
de una ordenada

En este caso es claro que lo que hay que aproximar no es una funcién, ya
que estas no pueden tomar valores diferentes en un mismo punto, es por eso que
consideraremos que los puntos corresponden a una curva plana y por lo tanto
correspondera aproximarlos por una curva.

Consideremos el conjunto de puntos en R2?, {(w;,y;):i=0,1,...n};
supongamos que cada uno de estos puntos pasa por una curva que
paramétricamente se describe por medio de dos funciones desconocidas:

x = g(t),
= W), t € la,b],

de tal manera que para n + 1 valores de t tales que

to <ty <-or <ln, (2.8.1)
se tenga
;. = g(ti)
yi = h(t;) i=0,1,...,n.

Cuando logramos definir valores apropiados para t; que cumplan la condicién
(2.8.1) podremos construir el spline ctibico, s1(t), que interpola las abscisas de
la curva original, asi como también el spline cibico, s2(t), que interpola las
ordenadas y;.

Es asi que las funciones s1(t) y s2(t) aproximan a las funciones g(t) y h(t)
respectivamente, por lo tanto estas definen la curva que interpola los datos
(zi,9:), © = 0,1,...,n, y esta es la curva que se conoce como spline cibico
paramétrico, pues depende de la seleccion del parametro t.

Para evitar rugosidades en el spline ciibico paramétrico es necesario hacer
una buena selecion de la parametrizacién. Para este fin algo muy conveniente
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es elegir una parametrizacion que aproxime la longitud de arco, un ejemplo seria
tomar

tO = 07
ti+1 == t1+dl, 7::0,1,...,’&71,

donde d; es una aproximacién para la longitud de arco que va de (z;,y;) a
(%i+1,Yi+1). El cdlculo de d; puede hacerse de una de las siguientes maneras

\/(fUi+1 —23)* + (Yir1 — ¥i)?,
(it1 — 23)* + (Wis1 — )7,
|ziv1 — x| + [yiv1 — il »

= maz(|Tiy1 — x|, [Yir1 — vil)-

S8

ST

SV W%

S8

Cuando selecionamos algtin método para calcular a ¢;, entonces el problema
se reduce solo a encontrar los splines ctbicos interpolantes s1(t) y s2(t) bajo
alguna de las condiciones finales que ya se estudiaron.

Si existe algo que haga suponer al experto que la curva que describe al
conjunto de puntos es una curva cerrada, entonces para que el spline paramétrico
también sea una curva cerrada y ademads ésta sea suave, es suficiente resolver
los sistemas de continuidad con la condicién final periddica o de tercer tipo.

También es importante mencionar que si se tienen m ordenadas para una

abscisa, entonces el spline paramétrico se calcula resolviendo m sistemas lineales,
Referencia [2, pag. 105].
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CAPITULO 3

Aproximacion en 3D por splines
bicubicos

Como ya se ha mencionado, la interpolacién por medio de splines es
utilizada principalmente para el diseno por computadora de carrocerias para
autos, organos, caricaturas, etc. Hay modelos que para una mejor aplicaciéon
requieren de una representacién tridimensional. Sin embargo, hasta ahora sélo
hemos estudiado los splines ctibicos, una técnica de interpolacién vy
aproximacion en dos dimensiones; es asi que una idea que surge de inmediato
es tratar de extender este concepto al caso tridimensional.

Existen diferentes técnicas por medio de las cuales se puede hacer una
interpolacion por medio de splines en tres dimensiones, por ejemplo:
Curvas de Bézier, B-Splines, Referencia [12, pdg. 164], y splines bicubicos,
que son los que estudiaremos en este capitulo.

3.1 Definiciéon

En el capitulo anterior estudiamos las funciones spline cibicos o de una sola
variable, vimos que dada una particiéon, A, :a =xzg < 21 < -+ <z, = b, de un
intervalo cerrado [a, ], el conjunto de splines ciibicos con repecto a la particién
A, forman el espacio lineal S(X,,) de dimensién n + 3.

Extendamos el concepto de splines de una variable al caso bivariable. Para
esto consideremos la regién rectangular

R=a,b] x [c,d] = {(z,y) € R?:a <z < bc<y<d}
en el plano zy. Una particién A de R es la malla
A=Ay x Ay,
donde
A, @ a=xg<x1<--<zp=b y
Ay @ c=yo<y <---<yp=d.

La particién A divide a R en mn subrectangulos, Figura 3.1.1,
Ry = {(z,y) e R’ a1 <a<wmyj—1 <y <y}
1 = 1L,2,.,n y j7=12..m.
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Los puntos (z;,y;), ¢ = 0,1,...,n; j = 0,1,...,m, que forman la malla son
llamados nodos. Parai=1,..,n—1y j=1,...m—1, (z;,y;) son los nodos
interiores de A.

Los puntos (z;, %), (Zi, Ym); 1 =1, ...,n=1y (z0,¥;), (Tn,y;); 7 = 1,...,m—1,
son los nodos frontera.

Finalmente, los puntos (zo,¥0), (0, Ym), (Tn,%0) ¥ (Tn,Ym) son los nodos
esquina.

ithpF262.4375pt163.25pt0in Figure

Figura 3.1.1 Particién A de la regién rectangular R

Una vez dada la definicién de particién de una regién rectangular en R?
estamos listos para definir la funcién spline bictbico.

Definicién 3.1.1. Sea R = [a,b] X [c,d] una region rectangular del plano
xy. Sea A = Ay x Ay una particion de R con

Ay, @ a=rp<x<---<zp=b y
Ay @ c=yo<y < <yp=d.

La funcion s(x,y) es llamada spline bicibico con respecto a la particion A de
R si satisface las siguientes condiciones:

i) s(x,y) es un polinomio de grado a lo mds 8 con respecto a las variables
x 'y y en cada subrectdngulo R;; = [xi—1, %] X [yj-1,Y5], ¢ = 1,2,...,n;
7=1,2,...,m, esto es:

3 3
s(x,y) = ZZaﬂ(m — 1)y —y;-1)', con (2,y) € Ryj. (3.1.1)
k=0 1=0
i) s(z,y) € C3(R), es decir:

0t s(x,y)

=0,1,2
aaxaﬁy ’ avﬂ ) Ly &y

son continuas en la region R.

iii)Ademds, si para un conjunto de puntos {z;; : 1 =0,..,n; j=0,..,m}
se tiene que

s(xi,yj) = 25, 1=0,1,2,...,n; j=0,1,2,....,m (3.1.2)

entonces la funcion s(x,y) es llamada spline bicibico interpolante de los
puntos (x;,y;, %ij)-
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Dada esta definicién, consideremos ahora el conjunto S(z,y; A) de todas las
funciones spline biciibico con respecto a la particion A de R. Es claro que
S(xz,y; A) es un espacio lineal; mds aun, puesto que el spline bictbico es el
producto tensorial de dos splines cubicos, es decir,

S(z,y; A) = S(Xn) x S(Yn),

entonces S(x,y; A) es un espacio lineal de dimensién (n + 3)(m + 3) y para
obtener una base de este espacio es suficiente con tener bases para los espacios
S(X,), S(Y;,) v multiplicar entre sf a cada uno de sus elementos, por ejemplo,
del capitulo anterior sabemos que existe una base {¢}5 "+2 para S(X,,) llamada
base cardinal la cual satisface lo siguiente

ods(x) dsiy  (x0) = Pi(xn) =0, i,5=0,1,..,n;3.1.3 (7)
¢n+1($1) Pnt2(r0) =0 1=0,1,...,n;
1($0) = n+2(xn) L
n+1(xn) = n+2($0) =0,
m42

De la misma manera existe una base cardinal {¢;};~~ para S(Y,,) con

e (y;) iy (o) = Plyn) =0, 4 t=0,1,....,m;3.1.4 (8)
Om1(Y;) = Omaz2(y;) =0 j=0,1,..,m;
‘le+1(?/0) = SD;nJrz(ym) =1,

S0m+1(ym) = 80/m+2(y0) =0.

Por lo que la base para S(z,y; A) es entonces
{dspr :5=0,1,...n+2; t=0,1,....m+2}.

A los elementos de ésta se les conoce con el nombre de splines bicibicos
cardinales. Es as{ que cualquier elemento de S(z,y;A) tiene la siguiente
representacion cardinal

n+2m—42

=3 awda@eily),  (@y) R, (3.1.5)

s=0 t=0

De esto ultimo podemos ver que la funcién spline bictibico interpolante esta
determinada por los coeficientes ag, s =0,1,...,n+2; t =0,1,....m + 2.

3.2 Tipos de condiciones frontera

Puesto que existen (n + 1)(m + 1) datos de interpolacién entonces ain se
tienen (n+3)(m+3)— (n+1)(m+1) = 2(m+n—+4) grados de libertad que se
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pueden especificar imponiendo condiciones en los nodos frontera y esquina de
R, por esta razon éstas condiciones reciben el nombre de condiciones frontera.
A continuacién mencionaremos las tres condiciones frontera més usadas.

a) Condiciones frontera de primer tipo.

i) Derivadas parciales de primer orden en los nodos frontera de R:

Paj = S;(.’Ea,yj), jzoalv“'vma (1:0,71732]_ (9)
dip = Sly(xiayﬁ)y 7;:0,17...711’ ﬂ:Oﬂn

i1) Derivadas parciales cruzadas de segundo orden en los nodos esquina:

Sap = Spy(Tasyp),  a=0,n, 3=0,m. (3.2.2)

b) Condiciones frontera de segundo tipo.
i) Derivadas parciales de segundo orden en los nodos frontera de R:

Paj = ng(xouyj)? j:O>17"'7m7 04207”;

12 -
qipg = Sy, (i Yp), 1=0,1,...,n, B=0,m.
i1) Derivadas parciales cruzadas de cuarto orden en los nodos esquina:

4
SaB = 8(12)];2 ($a7yﬁ)7 o = 03 n, /8 = O7m'
c) Condiciones frontera de tercer tipo.

Estas también se conocen con el nombre de condiciones periédicas,
Referencia [11, pdg. 53], y estas son:

s(zo,y;) = S(zn,y;) i=0,1,....m;

s(zi,yo) = s(xi,Ym) 1=0,1,...,n;
sﬁ)(xo,yj) = sﬁ)(xmyj) ji=0,1,....m; a=1,2;
Sig)(xi,yo) = Sig)(xivym) i=0,1,..,n; B=1,2
s @o,yy) = Sk (@nyy)  G=0,1,m; k=12
sfk];)k (zi,y0) = sg;)k (i, Ym) 1=0,1,...,n; k=1,2;

Cada uno de los tipos de condiciones frontera tiene exactamente 2(n+m+4)
restricciones, las cuales permitiran definir de manera tnica la funcién spline
bictbico interpolante, como lo veremos acontinuacion.
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3.3 Teorema de existencia y unicidad

Para la demostracién del siguiente teorema asi como para la construccién del
algoritmo para calcular s(z,y), se tomardn las condiciones frontera de primer
tipo, ya que como se vera en la demostracion, para los otros tipos de condiciones
se puede aplicar una técnica similar, debido a que utilizaremos la teoria de
splines cuibicos vista en el capitulo anterior.

Teorema 3.3.1 Sea A una particion de la region rectangular R en el plano
xy. Dados (n+ 3)(m + 3) escalares arbitrarios

Zijy Pajy 4iBs> Safs 1:07177[”5 ]: 07177m7 o = 07”7 ﬂ:O,m,

existe una tdnica funcién spline bicubico interpolante, s(z,y), que satisface las
condiciones de interpolacion (3.1.2) asi como las condiciones de frontera (3.2.1)

Demostracién. Toda funcién spline biciibico interpolante s(z,y) respecto
a la particién A puede ser expresado de la forma (3.1.5):

n+2m+42

s(z,y) = Z Z ast®s(x)pe(y),

s=0 t=0

donde {ps}"*3 v {pi}™4? son bases cardinales para S(X,) vy S(Yim)
respectivamente y ambas satisfacen (3.1.3) y (3.1.4).

Ahora bien, si obtemos las primeras derivadas parciales de s(z,y), asi como
la segunda derivada cruzada tenemos que

n+2m-+2

S(@y) =D > awd(@)en(y),

s=0 t=0

n+2m—+2

s;(ac,y) = Z Z ast(bs(x)@:f(y%

s=0 t=0
n+2m—42

s;’y(x,y) = Z Z astdy () pp(y).

s=0 t=0

Por la condicién de interpolacién se tiene que

Zij = s(x4, yj)
n+2m-+2

= Z Z asts(2:)0e(y;)

s=0 t=0
n+2m-+2

= Z Z astésiétj = Qyj, 1= 0, 1, ey T j = O, 1, ey T
s=0 t=0
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Por las condiciones a la frontera debemos tener

Paj = Slz(xowyj)
n+2 m—+42

= > > aadi(@a)e:(y;)

s=0 t=0
n+2 m+42

= DY awdi(za)ey;)

s=n—+1 t=0
_ An+1,j a=0 57=01,...m
An+2,5 a=mn; 7=01,...,m.
De manera analoga
) aimnr 8=0; i=0,1,...n,
Bp = B=m;i=0,1,..

Por ultimo

Sa = Spy(Ta,Ys)
n+2m+2
= Y audi(za)e(ys)
s=0 t=0
An+1,m+1, o = 07 ﬁ = O>
_ An+1,m+2, o = 0; ﬂ =m,
An+4+2 m+1, @ =T, ﬂ = 07
An42,m+2, @ =Tn, ﬂ =m.

Es asi que cada uno de los coeficientes ag, s = 0,1, ..., n+2;t = 0,1, ..., m+2,
queda perfectamente determinado por los valores z;;, Daj, 4i8, S8, que han sido

dados. Claramente s(z,y) € C2(R) pues cada spline ctibico cardinal es de clase
c*m

Si aplicamos este teorema a cada subrectdngulo R;;, dando los valores de la
funcién s(z,y) en cada uno de los extremos de R;;, asi como los valores de las
primeras derivadas en cada direccién y las derivadas parciales cruzadas, lo cual
da un total de 16 datos que colocaremos en la siguiente matriz

Zi—1,j—-1 Zi—1j5 Qi—1,j-1 qi—1,

[C);; = Zij—1 Zi,j qi,j—1 qi,j (3.3.1)
i = . 3.
’ Pi-1,j-1 Pi-1,j7 Si—-1,45-1 Si—1,5

Dij—1 Dij Si,j—1 Si,j

Esta matriz determina de manera tinica el spline bictibico interpolante s(x,y)
sobre R;;.
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Ahora, por definicién tenemos que en cada R;;, i =0,...,n, j = 0,...,m,

sy) =YY ap(z—zio)y -y,

3 3
k=0 1=0

por lo que al obtener las derivadas parciales respecto a z y y asi como la segunda
derivada cruzada y evaluar en cada uno de los nodos esquina de R;;, tal como
lo hicimos en la seccién 2.7 del capitulo anterior, tenemos que:

s(a,y) = (& = 2i-)[AR)]Clis [y — y-OI [Ag)], (,y) € Rij, (3.3.2)

donde
(z—zi1)] = [(@—21)°, (z—2i0)% (@—2i0), 1],
(y—vi-1)] = [(W—wi-1)> W—vi-1)> (Y—yi-1), 1],
2 _ 2 1 1 2 _2 1 1
h3 h3 h? h2 g3 93 92 gz
_3 3" _2 _1 _3 3" 2 14
A h;)| = h; h; hi hi s A i) = 9; 9; 9i 9i R
AGO = | TER TR TR )= | T T
1 0 0 0 1 0 0 0
(3.3.3)
con

hi=zi -1 Yy Gi=Yi —Yi-1.

Escribir s(x,y) como en (3.3.2) nos permitird obtener computacionalmente
el valor numérico de s en cualquier punto de R, aunque primero debemos disenar
un algoritmo que nos lo permita hacer.

Una pregunta que surge naturalmente después de haber probado la existencia
y unicidad del spline bicibico interpolante, s(x,y), es {qué tan buena es esta
aproximacion a la funcién original f(z,y)?. Existen resultados que garantizan la
convergencia de s(x,y) a f(x,y) cuando la particién A es més fina, por ejemplo
tenemos que si f(z,y) € C3(R), entonces

If = sl = O(h3* + g*/2),

en donde

h= max h;, ¢g= mazr g;.
1=0,...,n 1=0,...,m

Probar este resultado no es tarea facil, de hecho si recordamos la demostracién
del teorema de convergencia de los splines cibicos, fué una demostracion
constructiva. Sin embargo revisando bibliografia, encontramos un resultado
més general que este teorema, Referencia [5], el cual nos muestra que un estudio
mas profundo de los splines pero requiere de una teoria matematica mucho més
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elevada, que involucra aparte de producto tensorial conceptos como médulos de
suavidad y K-funcionales.

Para tener una idea de la complejidad que involucra este resultado
enunciaremos este teorema pero omitiremos su demostracién.
Antes, consideremos el espacio de Lebesge

L,(H)= {f : f es medible sobre H y | f|, < oo},
donde H =%_, [a;,b;], para a;,b; € R, i =1,...,d.

S(x,y; A) es el producto tensorial de los espacios vectoriales S(X,,) y S(Yi).
Generalizemos esta idea tomando d espacios vectoriales S(X; 1,), i = 1,...,d, es

decir sea
d

S(@1, . wa; A) = Q) S(Xik,);

donde

Teorema 3.3.2. Dado 1 < p < o0, existe una constante C tal que para
toda f € L,(H)
1f = sll < Cwm(f,6)p;
donde

m e N Af = O?jagmki{xi,jﬂ —z;;}, 6= (AT, .. A))

Y Wi (f,0)p es el médulo de suavidad de orden m de la funcidn f en la norma
L,, Referencia [5, pag. 516].

3.4 Célculo de la funcién spline bictbico
interpolante

La funcién spline bicubico estd perfectamente determinada por los
valores de la matriz [C];;. Los cuatro elementos de la parte superior derecha de
dicha matriz son ya conocidos pues se obtienen directamente de la condicién de
interpolacion, asi que nos concentraremos en el calculo de los doce elementos
restantes, los cuales provienen de las condiciones de frontera (3.2.1) y (3.2.2).

Veamos que si fijamos el valor y = y;, entonces s(x,y;) € S(X,). Ahora,
notemos que

si(zi) = sy(xi,y;)

= Dij-
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De la teoria vista en el capitulo anterior tenemos que los pgjs satisfacen las
siguientes condiciones de m — continuidad para i =1,2,...n — 1,

i — 2 iing — 7
AiDi—1,j + 2pij + HiDit1,j = 3 ()\i = - L 4y th ”) . (3.4.0)
i i1

donde
B i _ hi
pi= s A=
hi + hitq hi + hitq
Las condiciones finales p,; ¥ pn; para (3.4.1) se obtienen de (3.2.1). Por lo
tanto el valor de p;;, ¢+ = 0,1,...,n y j = 0,1,...,m, puede conocerse
perfectamente resolviendo este sistema de ecuaciones.

De forma muy similar tenemos que s(x;,y) € S(Y;,) para un valor fijo ;.
Las ecuaciones de m — continuidad correspondientes son, para j = 1,...,m — 1

Zij — Zij— « Zig4l — Zij
)\;Qi,jfl —+ 2q;k,j —+ N;Qi,j+1 =3 ()\;‘ 1) 7,j—1 + /Jj i,7+1 2]) ’ (342)
9;i 9j+1
donde g gia
* il * i+
pi= e Gl
Togitgie 7 g tgin

El valor impuesto a las condiciones finales g;o y ¢im esta dado por (3.2.1),
por lo que podemos obtener el valor de ¢;;, 2 =0,1,...,ny j =0,1,...,m. Por
lo tanto el valor de la primera derivada parcial de s(x,y) con respecto a y en
(x;,y;) es conocido.

Solo nos resta calcular los valores s;;, para esto recordemos primero que
" ! : /
8ij = Sy (Ti,y;) y notemos que s}, (z;,y) € S(Yy,). Ahora bien, s} (z;,y;) = pij,
por lo tanto en este caso también se satisfacen las siguientes condiciones de
continuidad:

Dij —Dij—1 Dij+1 — Dij
A;fsl-,j_wzs:ﬁu;fsi,ﬂl3<X; Bl “>, (3.4.3)

para j = 1,...,m — 1. Si tuvieramos las condiciones finales s;y y s;,, para este
sistema de ecuaciones entonces nos serfa posible calcular a los s;;.

Atn cuando no contamos directamente con estos datos podemos obtenerlos si
consideramos lo siguiente: para los valores especificos y = Y0 ¥ ¥ = Ym, s, (¥, yo)
y 8y(2,ym) € S(Xn). Los valores de estas funciones en x; son s (wi,90) = qio ¥
8y (i, Ym) = qim, respectivamente; valores que se obtienen de (3.2.1). Entonces
podemos establecer el siguiente sistema

AiSio1.5 + 28i5 + fiSisrs = 3 (Ai qi3 —h i—1,8 T qiﬂff - %‘ﬁ) 7 (3.4_4)
7 1+1
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coni=1,2,....n—1y B =0,m. Las condiciones finales para este sistema son
Sap con a = 0,n valores que se pueden obtener de (3.2.2). Con esto podemos
conocer s;y y Sim parat = 0,1,...,n y determinar los s;; restantes por medio de
(3.4.3).

Por lo que la matriz [C];; es ahora totalmente conocida. Es asi que lo

antes realizado nos provee de un algoritmo para calcular el spline bictbico
interpolante.

3.4.1 Algoritmo

El algoritmo para calcular computacionalmente el spline bicibico
interpolante, s(z,y), sujeto a las condiciones (3.1.2), (3.2.1) y (3.2.2) se reduce
bésicamente a resolver los 2n + m + 5 sistemas antes descritos, esto es:

Paso 1: Especificar las condiciones de interpolacién (3.1.2), asi como las
condiciones de frontera (3.2.1) y (3.2.2).
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Paso 2: Calcular los coeficientes de cada sistema, especificamente los

*

valores, A, p1;, (i =1,..,n—=1) y X}, i (j =1,...,m—1).

Paso 3: Resolver en el siguiente orden los sistemas lineales tridiagonales
(3.4.1), (3.4.2), (3.4.4) y (3.4.3), para determinar los valores de
Pij; Qij Y Sij-

Paso 4: Para cada i y j calcular s(x,y) en cada subintervalo R;;.

3.4.2 Pseudocddigo

El siguiente pseudocddigo puede ser implementado en lenguajes como C,
C++, Matlab o Mathematica.

Entrada: Vectores x = [zg,...,Zn] ¥ ¥ = [Y0, -, Ym)

matriz z de tamafo n x m, donde f(z;,y;) = 2
Condiciones a la frontera p{, = [P(gs -, Pomls Prn = [Pros -+ Poym)

40 = 400+ -+ @nols Tm = [Q0ms -+ Tum]s 5005 Snos Som Y Snm
Salida:  Gréfica de la funcién s(z,y) o matrices p, q y s.
Paso 1: para j =0,...,m sea p/ = Spline(x, 27, poj, Pnj)
Paso 2: desde i =0,...,n tomar ¢; = Spline(y, 2, ¢io, Gin)
Paso 3: s = Spline(z, q°, 500, 5n0)
Paso 4:  s™ = Spline(x,q™, Som, Snm)
Paso 5: parai=0,...,n hacer s; = Spline(y, pi, Si0, Sim)
Paso 6: parai=1,..,nsea h;, =x; —x;_1

Paso 7: para j =1,...,m definir g; = y; — y;—1

Paso 8: desdei =1,...,n; para j = 1,...,m formar las matrices de (3.3.1)
y (3.3.3).

Paso 9: calcular s(x,y) utilizando la forma (3.3.2).

La funcién Spline(a, b, ¢, d) devuelve el vector que representa el spline ctibico
que interpola al vector b en la particién a, con condiciones finales ¢ y d.
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3.4.3 Diagrama de flujo

1tbpF187.8125pt490pt0in Figure

2.7.2. Diagrama de flujo para calcular splines bictbicos
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CAPITULO 4

Aplicacion de los splines ctibicos

Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es mostrar que un resultado de
la matematica pueden ser utilizado para resolver problemas que surgen en la
ciencia y tecnologia. En esta seccion se presenta una aplicacién de los splines
cubicos en el area de pruebas de superfices épticas.

4.1 Aplicacion de los splines ctibicos.

En el area de prueba de superficies dpticas, se utiliza el fenémeno de la
inferencia para comparar dos superficies, donde una de ellas es conocida
(superficie de referencia) y la otra es la que se desea conocer. Para
caracterizar a la superficie bajo prueba (conocer los pardmetros de forma) se
realiza lo siguiente:

1.- Elegir e implementar un arreglo interferométrico.
2.- Obtener y capturar el patrén de inferencia.
3.- Procesar y analizar el interferograma.

La eleccién e implementacion del arreglo interferométrico, depende
directamente del tipo de superficie a evaluar, tamano, forma y material; asi
como el equipo con el que se cuente y el trabajo que implique realizar para
conocer la superficie.

La obtencién y la captura del patrén de inferencia suele realizarse con una
camara fotogréafica, una cdmara de CCD, o colocando una pantalla de papel y
dibujando los patrones, lo cual suele introducir errores en las mediciones.

El procesado y analisis del interferograma consiste en conocer la forma, la
separacion y posicion de las franjas de interferencia. En muchas
ocaciones esta es una labor dificil de realizar debido a que el patréon no tiene
el contraste apropiado, los contornos de las franjas no estan bien definidos y el
interferograma contiene ruido.

Por todo esto, es necesario realizar un procesado a la imagen que permita

suavizar y definir los contornos de las franjas, mejorar el contraste, eliminar el
ruido introducido y conocer la separacion de las franjas.
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Para medir la separacién de las franjas de interferencia, se implementé un
algoritmo de computo, el cual, a partir de una linea de un patrén digitalizado,
elige una linea de barrido que pase por el centro del patron, en la cual se realizara
la lectura de intensidades de cada uno de los pixeles segin su posicién. Esto
permite conocer el ancho y la separacion de las franjas en esta linea de barrido.

1tbpF'155.6875pt148.875pt0in Fligure
Figura 4.1.1. Patrén de inferencia capturado

Para ilustrar este proceso presentamos un interferograma de una superficie
bajo prueba, Figura 4.1.1, en el que se debe medir la separacién de las franjas
respecto al centro del patrén. Los problemas que se presentan al realizar esta
tarea es ubicar el centro del patrén de interferencia y ubicar los bordes de las
franjas, esto debido a la forma irregular que presentan las franjas. Para resolver
estos problemas, primero se digitaliza el patrén de interferncia con una camara
de CCD de 512 x 486 pixeles.

Dspués se busca conocer la posicion del centro del patrén de interferencia y
se realizan lecturas de intensidades en direcciones vertical y horizontal pasando
por este punto, para definir el tamano de la franja central y la posible ubicacién
del centro del patrén de interferencia (ubicar las coordenadas del pixel central).
En este proceso se buscaron los pixeles que formaban parte de la franja central,
delimitdndolos en una region rectangular; el pixel central queda definido como
el centro geométrico del rectangulo.

Una vez conocida la ubicacién del centro y de la franja central se toma una
linea de barrido horizontal que pasa por este punto y se mide la intensidad de
cada uno de los pixeles de acuerdo con su posicién, Figura 4.1.2. Como se puede
ver, los bordes de las franjas no estan bien delimitados, es decir, el nivel de gris
varia de pixel a pixel, lo que dificulta definir donde termina una franja y donde
comienza la otra.

1tbpF'199.5625pt139.75pt0in Figure

Figura 4.1.2. Distribucién de intensidades para Y=243

Consideremos la linea de barrido Y=243. Una de las maneras para
encontrar las distancias entre los centros de las franjas es observar la
distribucién de intensidades de la imagen original, Figura 4.1.2. Al tomar los
puntos més bajos y hacer un acercamiento a cada uno de ellos, se puede ir
conociendo el ancho de cada franja, incluyendo la franja central, restando el
dato mayor de pixeles al menor y el resultado dividirlo entre 2, asi encontramos
el centro de la franja principal. Los centros de las otras franjas se encuentra de
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la misma manera como se encontré el de la franja central. Una vez obtenidos
todos los centros de las franjas se puede obtener la separacién de las franjas (en
ordenes de pixeles) con respecto al centro del patrén. La Tabla 4.1.1 muestra
los resultados obtenidos utilizando este procedimiento manual.

itbpF271.4375pt132.1875pt0in Figure

Tabla 4.1.1. Valores de la imagen original

Este método resulta poco viable porque ademas de ser manual es muy
tedioso, por tales razones se propusieron métodos automatizados para obtener
los mismos resultados como la binarizacién y binarizaciéon por histograma.

4.1.1 Método de binarizacion.

En este método, se elige un valor de umbral (nivel de gris) con ayuda de la
Figura 4.1.2. Este permite establecer qué pixeles pertenecen o no a cada franja
de interferencia, esto se logra cuando pixeles con intensidad mayor al umbral son
enviados al nivel de gris méximo y pixeles con intensidades menores al umbral
son enviados al nivel de gris minimo. Es asi que al elegir un valor de umbral el
patron de interferencia se convertira en un patron de franjas brillantes y oscuras,
Figura 4.1.3 a).

1tbpF'344.9375pt146.625pt0in Fligure

Figura 4.1.3 a) Patrén de inferencia  Figura 4.1.3 b) Distribucién de intensidades
binario binaria

Cuando se mide nuevamente la distribuciéon de intensidades de los pixeles
en la misma linea de barrido del patrén de interferencia binario, se obtiene la
Figura 4.1.3 b), que es en donde finalmente se mide la separacién de franjas
obteniendose los siguientes valores.

itbpF'271.4375pt132.1875pt0in Figure

Tabla 4.1.2. Valores de la imagen binarizada

4.1.2 Método de binarizacion por histograma.

A diferencia del método anterior en este el valor del umbral es determinado
por el sistema y lo hace escogiendo el tono de gris que mas ocurrencias tiene
en la imagen, en este caso fué el tono 23 con 4170 repeticiones. Finalmente se
aplica el proceso anterior, es decir se binariza con este valor de umbral, con lo
que se obtiene el patrén y la distribucién de intensidades de la Figura 4.1.4 a)
y b), respectivamente.
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1tbpF'344.125pt151.875pt0in Figure
Figura 4.1.4 a) Patrén de inferencia Figura 4.1.4 b) Distribucién de intensidades
binarizado por histograma binarizado por histograma

Con este método la separacion de las tres primeras franjas con respecto al
centro del patrén se muestran en la Tabla 4.1.3.

1tbpF270.6875pt139.75pt0in Figure

Tabla 4.1.3. Valores de la imagen binarizada por histograma
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4.1.3 Método por splines cubicos.

En esta tesis se propone aplicar splines cubicos a este problema, como
posible solucién, ya que lo que tenemos es una serie de datos,
(pizel, intensidad). Estos finalmente se desean aproximar por medio de una
funcién continua con la cual sea posible determinar claramente cada franja de
la imagen, por esta razén es necesario introducir un parametro, a, que nos
indique que datos del renglén Y van a ser interpolados por un spline ctibico,
esto es, los datos a interpolar son (z1,y1), (at1, Yat+1), (T2a+15 Y2a+1)s -, donde
z; indica el pixel y y; la intensidad de dicho pixel. Utilizando este método se
obtiene la siguiente distribucién de intensidades, Figura 4.1.4.

itbpF'320.6875pt135.5625pt0in Figure
Figura 4.1.4. Distribucién de intensidades con splines ctbicos

La Figura 4.1.4 muestra claramente que la pérdida de informacién es muy
poca, el error con respecto a los datos originales es de 25.56 medido con norma
uniforme. La wubicacién de los minimos originales no sufren cambios
considerables por lo que cabe esperar que los resultados sean buenos. Los
resultados que se obtuvieron con a = 6 se muestran en la Tabla 4.1.4.

itbpF269.1875pt134.5pt0in Fligure

Tabla 4.1.4. Valores de la imagen obtenida por splines ciibicos

Cuando se suavizan los datos de esta manera; se prosigue a buscar intervalos
candidatos a contener los puntos de intensidad minima, es decir, los extremos
de nuestras franjas. Finalmente, al eliminar la posibidad de encontrar mas de
un punto con esta cualidad, debido a la interpolaciéon con splines cubicos que
se hizo, se sabe con certeza que el punto que se encuentre en cada intervalo
es unico, por lo que solo resta tomar dos de estos puntos consecutivos y hacer
algunas cuentas para encontrar la ubicacién del centro de cada franja asi como
el ancho de la misma, como en el procedimiento manual.

Finalmente comparamos los resultados que se obtuvieron con cada uno de
los tres métodos presentados y calculamos las direncias que cada uno presentd
con respecto a los datos reales del problema, mismos que se exhiben en la Tabla
4.1.5.

itbpF'313.875pt157.125pt0in Figure

Tabla 4.1.5. Diferencias con respecto a los datos reales

Como se puede observar en la tabla anterior el método de splines cubicos
para resolver este problema fué el que obtuvo mejores resultados.

98



Conclusiones

Los splines cubicos y bicibicos son métodos de aproximacién e interpolacion
que fueron desarrollados principalmente para hacer disenos por computadora.
La herramienta matematica con la que contamos ha mostrado que estos pueden
ser aplicados de manera confiable debido a las propiedades que presentan y que
fueron exhibidas en este trabajo.

Con este trabajo de tesis damos una introduccién a la teoria los splines, la
cual es muy basta y requiere para su estudio de conocimientos mas fuertes de
matematicas. El desarrollo de esta linea de investigacion promete ser todavia
muy largo, ain quedan cosas por descubrir y proponer. Por otro lado, gran
parte de la teoria que existe acerca de estas funciones atin no es muy conocida,
debido a que es un area relativamente nueva, pues como lo hemos mencionado
antes se inicio a mediados del siglo pasado.

La importancia de los splines radica en el buen comportamiento que estos
presentan y en que las propiedades de los splines ctibicos y bictbicos se pueden
extender a las funciones splines en general, haciendo consideraciones pertinentes
segin sea cada caso. De hecho si se desea hacer una aplicacion en el diseno
por computadora de carroceria de autos, geologia o medicina, por mencionar
algunas, se necesita adentrar mas en esta teoria y estudiar curvas de Bézier,
Referencia [12, pdg. 158], que son las més utilizados en estas dreas.

En este trabajo se presentan los splines cibicos y bictubicos vistos desde
la Teoria de Aproximacién. Se presentan como operadores de aproximacion,
cualidad que permite aplicarles teoremas existentes dentro de esta area y que
fueron enunciados y demostrados con detalle, dentro del primer capitulo.

La existencia y unicidad de los splines cibicos y bicibicos se muestra
utilizando otras herramientas de la matematica. La prueba es muy constructiva
y se desprende basicamente de la definicién de estas funciones. Esto resulta ser
muy conveniente porque nos permite conocer como se construyen estos splines.
Cabe mencionar que pese a que todos los resultados aqui presentados se pueden
encontrar en libros, sus demostraciones, en ocasiones son muy compactas, por
lo en esta tesis se hizo una explicacion més amplia de ellas.
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En este trabajo mostramos una aplicacién de las funciones splines cubicos
en el drea de prueba de superficies pticas. Por las caracteristica del problema,
que para su solucién requeria basicamente de un suavizamiento de datos que
ademas redujera la pérdida de informacion, fué ideal para aplicar la teoria de
los splines a él para su solucién.

Los splines son ideales para aplicarlos en problemas en donde lo que se
requiere es un diseno por computadora de ciertas figuras o modelos.
También pueden ser aplicados en problemas en donde se requiera un
suavizamiento de datos y en donde la expresién mateméatica que lo realize no
sea requerida; pues por la manera de definir a los splines cibicos y bictbicos
esta puede resultar poco practica. Quizas esto ultimo sea la mayor desventaja
que presente sobre otros métodos de aproximacién, pues limita su campo de
aplicabilidad a problemas como los antes descritos. Sin embargo, dentro del
area de disenio por computadora, dificilmente se puede encontrar otro método
con cualidades tan buenas como la de los splines; una de ellas, es que los
algoritmos para construirlos se basan en la soluciéon de sistemas lineales, lo
cual permite implementarlos en muchos lenguajes de programacién tanto de
alto como bajo nivel.
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Apéndice A

Definiciéon A.1. Una matriz A de n X n es diagonalmente dominante si

|aii| > Z |as]
J#Z

para cada 1 =1, ...,n.

Teorema A.l. Toda matriz A diagonalmente dominante es no singular.

Demostracién. Consideremos el sistema lineal Az = 0 y supongamos que
este tiene una solucién x = (1, ...,2,)7 diferente de cero. Sea k tal que

okl = maz |zl

claramente |zg| > 0.
Dado que Az = 0 entonces

n
E Qi T5 = 0, 1= 17...7n,
j=1

en particular para i = k
n

AkkTE = — Zakj$j7
j=1
J#k
de aqui que
n
laxk] || < lars ;]

j=1
#k

luego

a X
‘akk|<z‘ k]|| J| <Z|a’kj|

J#k 77élc

Lo cual contradice el hecho de que A es una matriz diagonalmente dominante,
por lo que la tnica solucién al sistema Ax = 0 es la solucién trivial, y esta es
una condicién necesaria y suficiente para la no singularidad de A B
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Teorema A.2. Si f € Cla,b] y a = 29 < --+ < x, = b, el polinomio
inico de menor grado que concuerda con f y f' en xg,...,x, es el polinomio de
Hermite de grado a lo mds 2n + 1 que estd dado por

n

Hapyi(z) = Z Flai) Hp (@) + Y f (2) Hn s (2),

§=0
donde
Hyj(x) = [1 = 2(z — 2;) Ly, ()L, 5 (5),
H, j(x) = (x — ;)L ;(x;)
Y

Demostracién. Ver Referencia [13] B

Teorema A.3. ( Teorema de Rolle ). Si f es continua sobre |[a,b]
y derivable sobre (a,b) con f(a) = f(b), entonces existe x € (a,b) tal que

f'(x)=0.

Demostracién. Puesto que f es continua sobre [a,b] entonces f alcanza
su valor méximo y minimo en [a, b]. Si el maximo o minimo de f se alcanzan en
(a,b) entonces terminamos pues f’(z) = 0 cuando z es minimo o méximo.

Supongamos ahora que tanto el maximo como el minimo se alcanzan en los
extremos, entonces puesto que f(a) = f(b) estos deben ser iguales lo que implica
que f es constante, por lo que f'(x) = 0 para cualquier valor de x que se tome
en (a,b) A

Definicién A.2. Sea [ una funcidn definida sobre [a,b], el mddulo de
continuidad de f(x) sobre [a,b], w(d), para § > 0, es definido por

w(d) = sup |f(21) = f(w2)]

z1,x2€[a,b], |x1—z2|<8

El mddulo de continuidad depende de 6, la funcion f y el intervalo [a,b], es

decir w(d) = w(f;][a,b];d).

Lema A.1. Si 0 <61 < 4§y, entonces w(d1) < w(dz).

Demostracién. Se desprende del hecho que si A C B entonces
supA < supB

63



Lema A.2. Si XA >0 entonces w(Ad) < (14 Aw(d).

Demostracién. Sea n un entero tal que n < A < n+1, por el lema anterior
w(A0) < w((n+1)d). Supongamos ahora que |z1 — z2| < (n+1)d y que 21 < 3.
Dividamos el intervalo [z1, 23] en n + 1 partes iguales, cada una con longitud
(9 —x1)/(n + 1), los nodos de esta particién son los puntos

zj=a1+ j(ze —x1)/(n+1), j=0,1,...,n+1L

Entonces
|f(z1) = flz2)] = [f(zj4+1) — f(2))]

< Z\f(zjﬂ) — f(z)l
< (n+Dw(d).

Lo cual implica que w((n+1)3J) < (n+ 1)w(d), pero n +1 < A + 1, entonces
(n+ Dw(d) < (A+ Dw(d), es asi que w(A) < (1 + Nw(5) A

Nota: En particular, de la demostracion de este lema concluimos que si
k € Z* entonces w(kd) < kw(d).
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Apéndice B

En esta seccion mostramos algunas pruebas que se hicieron con los
algoritmos Spline2D y Spline3D implementados en Matlab, para calcular splines
cubicos y bictibicos respectivamente.

Ejemplo 1. En primer lugar mostramos la aproximacion de la funcién seno
dando la particién A, = [0, 7/2, 7, 37/2, 27, 57 /2,37, 7w /2, 47| y los respectivos
valores de la funcién seno en ella, que son y = [0,1,0,—1,0,1,0, —1], con esto
se obtiene la siguiente figura:

1tbpF'353.1875pt100.375pt0in Fligure

La gréfica de esta funcién que proporciona Matlab, utilizando la instruccién
plot(z,y), con x la particién que divide a [0, 7/4] en 126 subintervalos de ancho
0.1 y y el valor de cada nodo en la funciéon sin de Matlab.

1tbpF'359.25pt98.875pt0in Figure

El error entre una y otra medido con norma uniforme es de 0.0657. Por lo
que podemos decir que con 9 valores de la funcién senx pudimos encontrar una
buena aproximacién de dicha funcién.

Si corremos Spline2D con la misma particién pero ahora utilizando la funcién
sen2x obtenemos lo siguiente

1tbpF'309.25pt123.0625pt0in Figure

La gréfica muestra que se hizo una muy mala aproximacion de esta funcion,
de hecho si medimos el error que existe a la aproximacién hecha por Matlab,
bajo la instruccién plot, como en lo hicimos con la funcién senx, obtenemos
que es de 0.9996, que es muy grande si recordamos que la funcién sen(tx) toma
valores entre 0 y 1, para cualquier valor de t € R.

Esto no quiere decir que la teoria de los splines cubicos falle en este caso, mas
bien nos indica que la particién elegida no es la conveniente y que debemos de
dar otra en donde se manden a interpolar puntos caracteristicos de la funcion,
como pueden ser maximos, minimos, ceros, puntos de inflexién, etc. Para este
caso elegimos la particién que divide a [0, 47| en subintervalos de ancho /4, asi
obtenemos la grafica

1tbpF314.625pt124.5625pt0in Figure
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cuya diferencia con respecto a la aproximacién hecha por Matlab es de
0.0323.

En general para la funcién sen(2™z), una particién conveniente para

interpolar y obtener buenos resultados, es aquella que divide al intervalo en
subintervalos de ancho /2" 1.
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Ejemplo 2. Ahora mostraremos como funciona el programa SplineParamet
implementado en Matlab, para calcular splines ciibicos paramétricos, para esto
hacemos uso de la curva

0® = a®cos 20

conocida como lemniscata de Bernoulli con o> = 2 y utilizando la siguiente
parametrizacién x = pcosf y y = psend; de donde obtenemos los puntos

T = [ﬁﬂ/?’/i?voa 7\/%’ - \[v - \/%307 \/3/727\@]

Y= [07 1/2707 71/270a 1/2707 71/27 0}7
para 6 = [0, 30, 45, 210, 180, 150, 135, 330, 0).

El resultado de correr SplineParamet utilizando los datos anteriores es:

1tbpF'327.5pt162.5pt0in Figure

La diferencia con respecto al resultado por Matlab utilizando la funcién polar
y utilizando una particién con ancho 0.1, es de 0.0532.

Como se puede ver a aproximacion hecha por los splines cubicos
paramétricos es bastante buena.

Ejemplo 3. En el siguiente ejemplo se implemento un programa, Perico,
que hace una combinacién de los algoritmos que calculan splines cuibicos y
paramétricos para hacer un dibujo por computadora, primero mostramos el
dibujo original.
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En la siguiente figura se muestran los puntos que se introdujeron al programa
para recuperar la imagen del perico. Cabe mencionar que para hacerlo se hizo
uso de 21 splines entre paramétricos y ctbicos.
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El resultado final que arroja el programa Perico es la siguiente figura.
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Ejemplo 4. Spline3D es un programa implementado en Matlab para
calcular splines bictibicos. A continuacién mostramos una ejecucion del
programa con los siguientes datos

A, = [-10,-5,0,5,10];
A, = [-20,-15,-10,-5,0,5,10,15,20];
flz,y) = 2°+9°

El resultado final es la siguiente grafica

La diferencia que existe entre el resultado arrojado por Spline3D y la grafica
proporcionada por Matlab utilizando las instrucciones meshgrid y mesh con una
particién uniforme de 0.2x0.3 es de 0.0633.
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