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Capitulo 1

Introduccion

En el campo del procesamiento digital de imagenes, la degradacién
de una imagen se debe a dos factores ambientales: el ruido y el
emborronamiento. Por ello la definicién del modelo discreto de una imagen
[1] esta dado por:

g=Df +uw, (1.1)

donde g, f y w son vectores de tamano p x 1, siendo ¢ la imagen emborronada
y ruidosa, con la que generalmente se cuenta, f es la imagen ideal, a la
cual se quiere llegar después de una restauracion, w es el modelo de ruido,
que se supone de tipo normal, independiente, con media cero y varianza de
forma o2 = 37!, y por tltimo D representa la matriz de emborronamiento,
pudiendo ser conocida o no, todo depende del método que se utiliza para
realizar la restauracién de la imagen. Las imagenes son de tamanio m x n
con p=mxn.

En concreto, el problema principal de la restauraciéon de imagenes es
obtener f, es decir, la imagen ideal a partir de una imagen ¢, una matriz D
propuesta, asi como algin modelo de ruido, que generalmente es un modelo
gaussiano por ser el que casi siempre esta presente en las imagenes, ademéds
de la informacién con que se cuente sobre f. Esta puede ser proporcionada
por personas que por experiencia propia saben como puede ser la imagen que
se quiere obtener a través de un proceso de restauracion.

En general, una imagen se puede considerar como una matriz, en donde



cada elemento de esta representa un pixel de la imagen, por lo que se puede
reescribir la ecuacién (1.1), en funcién de sus elementos bésicos, como:

M N

g(i,5) =Y > D(i—kj—1)f(kD)+w(ij), (1.2)

k=1 =1

donde D(i, j) representa un elemento de la matriz de emborronamiento D de
dimensién M x N, comunmente se llamada PSF(Point Spread Function) y
que generalmente no es invariante bajo translaciones!.

Para resolver el problema, se puede aplicar un filtro inverso, es decir,
seleccionar una f, como una posible estimacién de f, dada por:

f = argmin g - Df||*. (1.3)

Esta solucién es similar a la estimacion de Minimos Cuadrados o también
llamada de Maxima Verosimilitud, que es la manera mas simple de restaurar
una imagen, en la que a través de una distribucién normal se obtiene f . Una
estimacion de la imagen original se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion:

. 1 1 9
=argsmax ——exp |[—=f g — D 1 } 1.4
f = v {mpx ——exp | 519~ D | (14)
0
. 1 )
f =argmaxpla|f)aexp | =275 lg = DFIY| (1.4.1)
. N R . .
donde Z,,iq0(p) €s igual a (%) y o; representa la varianza del ruido.

Aunque esta solucion es la mas simple, no genera resultados utiles por
diversos motivos: como son el proponer una D que se aproxime a la D
que realmente afecté a la imagen g y aunque ésta fuera la identidad siempre

'Un operador es invariante bajo traslaciones, si al aplicarlo a una sefial trasladada se
obtiene la misma respuesta que se obtuvo al aplicarlo a la senal original, trasladada por
la misma cantidad.



existe el problema de eliminar el ruido presente en g. A todo esto tendriamos
que incorporar conocimiento a priori sobre la imagen original f.

Para poder determinar alguna D adecuada para la restauracién de la
imagen, las condiciones de emborronamiento se pueden incorporar con la
probabilidad a priori, definida por:

p(fla) e aexp { ~gas(r | (15)

donde S(f) es una forma cuadratica no negativa que corresponde a un mo-
delo condicional o simultaneo autoregresivo, g es el niimero de eigenvalores
positivos de S y a es una constante. Una de las formas méas comunes en que

se define S(f) es:

S =lofl?,

donde C es el operador Laplaciano?.

En caso de que los parametros a y [ se conozcan, se podria utilizar el
Paradigma Bayesiano para obtener una estimaciéon de f, a la que se llamaria
f (a, ). Para ello se tiene que calcular la probabilidad a priori y la verosimi-
litud® en funcién de estos pardmetros o y 3, las cuales estan definidas como:

pUe) o« exp { Lalcs17) (16)

y
611.0) & ——exp{~35lls - DI} (1.7)
PRI Gy PR | |

donde la ecuacién (1.6) representa la probabilidad a priori y la ecuacién (1.7)
la verosimulitud. Una vez evaluadas, se podria aplicar la Regla de Bayes*

2Ver Apéndice A en la seccién A.7
3Ver Apéndice B
“Ver Apéndice B



para obtener la probabilidad a posteriori p (f|g,, 3) y f (o, 5). Expresando
esto en forma matematica, se obtiene la férmula:

2 1 2 1 1 2
p(7lg.0.) = "o { 5alIC11* } e { 58l = Dl (}.)
1.8

Si se define a k = %/ se podré escribir la ecuacién (1.8) como:

1
(2m/B)P/?’

p(flaasd) = ke { ~3alCSE =3 la= DA}, (19

maximizando ambos lados de la ecuacion se obtiene la siguiente expresion:

arg macp (g, 9)) = ong {maxkesp {~Ja oI = S lo - D11 |}
Fla) = ag{mingallCr+gla- DI}, (o)

y reescribiendo la ecuacion anterior en funcion de probabilidades se obtiene:

Flau) = ane {maxp (Fla)p 01,5 | (1.1)

Pero en la practica es muy dificil conocer los valores exactos de o y f3,
lo que hace complicado obtener una buena estimacion de f, por medio de la
ecuacion (1.11).

El Paradigma Bayesiano esta constituido de dos etapas. En la primera
se calcula la probabilidad a priori p(f|a) y la verosimilitud p(gl|f,3).
En la segunda etapa se introduce la estimacion de los hiperpardmetros
a y (3, en esta etapa el hiperapriori p(«,3), se reformula resultando la
distribucién p (o, 3, f,g). Con ayuda del Anélisis de la Evidencia se integrara
a p(a, B, f,g) sobre f para obtener la verosimilitud p(«, (|g), la que sera
maximizada sobre los hiperparametros. Un procedimiento alternativo es el
sugerido por Butine y Weigen [9], Walpart [10] y Molina[11], llamado Analisis



MAP, que integra a p(a,f, f,g) sobre a y [ para obtener la verdadera
verosimilitud y entonces maximizar la verdadera probabilidad a posteriori
sobre f.

Para la estimacién del parametro de regularizacién existen varios
métodos, uno de ellos es el algoritmo de regularizacion iterativo, utilizado
en este trabajo de tesis. De acuerdo con este método, se elimina el problema
de buscar vectores f que satisfagan las siguientes restricciones [20]:

lg—DfIl < € (1.12)
Icrl < E,

donde € es la estimacion de la norma del ruido y E es una constante.

Estas condiciones representan una elipsoide N - dimensional, donde N es
la dimensién del vector g. A estas elipsoides se les dard el nombre de @ y
@2, (Figura 1.1) y cuya definicién es:

T
(F-F) 22 (-1 <1 (113
T
fTOEff < L

donde f! = D7yg.

[1Cf||=E

Figura 1.1 Representacién de la interseccion de las dos elipsoides (01 y Q2



Los centros de las elipsoides son f* = DTg y f = 0, correspondientes a
a =0y a = oo. Su interseccion esta definida por )y, en donde se encuentran
las posibles soluciones para el problema de la restauracion de imagenes.

De aqui podemos decir que las restricciones del conocimiento a priori que
pertenecen a la solucion se encuentran en las elipsoides definidas por:

Qr = {fIICfI* < E*}, (1.14)

Qg = {flllg— DfIF <€}, (1.15)

donde ||C'f H2 y C, representan en general un filtro pasa altas, esto indica que
la energia de la senal se restaura a frecuencias altas, debido a la amplitud
del ancho de banda del ruido. Si los limites de €2 y E? son conocidos y la
interseccién de @y y (Qf/y no es vacia, se puede encontrar una solucion al
problema resolviendo:

(DD +XCTC) f = D"y, (1.16)

donde X es el pardmetro de regularizacién, que en este caso es igual a (¢/E)”
y T denota la transpuesta de la matriz o el vector transpuesto. La solucién de
(1.16) representa el centro de una de las elipsoides que incluye la interseccién

de ambas. También representan la soluciéon para el método de regularizacién
de Miller®.

El parametro de regularizacion controla el intercambio entre la fidelidad
de los datos y el emborronamiento. Si uno de los limites fuera conocido, el
método de Minimos Cuadrados podria ser utilizado para resolver el problema.
De acuerdo a este método, si solamente € es conocido, el lado de @Qf se
minimiza sujeto a las restricciones de la solucion que estan sobre la superficie
de Q4. Si E es conocida, @Qf/, se minimiza en base a las restriciones dadas

5Es uno de los métodos utilizados para remplazar un mal planteamiento del problema
por un buen planteamiento y asi obtener una solucién aceptable.



en (1.12). En ambos casos la solucién se encuentra resolviendo la ecuacién
(1.16).

El pardmetro de regularizacion A conocido como el Multiplicador de
Lagrange, es estimado iterativamente de forma que se satisfagan las
restricciones definidas en (1.12). Cabe mencionar que (1.16), permite la
maximizacién de la ecuacién (1.11) con A = /.

Este trabajo esta comprendido por siete capitulos y tres apéndices a
seguir: El capitulol es una breve introduccién sobre el panorama general
de la restauracion de imagenes y de algunas de las posibles formas para
resolver este problema. El capitulo 2 describe en forma detallada, las dos
étapas que forman al Paradigma Bayesiano Jerarquico. El capitulo 3 se
refiere a uno de los métodos alternos para la restauracién de imédgenes que
es el método de Minimos Cuadrados. También se muestran ejemplos de los
resultados obtenidos tras utilizar dicho método. En el capitulo 4 se hace una
descripcion del Analisis Jeraquico Bayesiano. Es aqui donde se determina
que el Analisis de la Evidencia da mejores resultados en la restauracion
para estimar los hiperparametros a y (3 que los que obtienen usando el
Analisis MAP. El capitulo 5 muestra los resultados obtenidos tras aplicar
los métodos de restauraciéon implementados en RHIM. El capitulo 6 presenta
las conclusiones a las que se lleg6 después de haber realizado las pruebas.
En el capitulo 7 se describen las diversas funciones que realiza RHIM. En
el Apéndice A se describen los conceptos basicos para comprender mejor el
lenguaje matematico empleado. El Apéndice B es una breve introduccion de
la Estimacién Bayesiana y por ultimo en el Apéndice C se describe de forma
rapida en que consisten los Filtros de Mediana y Media.
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Capitulo 2

Paradigma Bayesiano
Jerarquico

En este capitulo se describe el Paradigma Bayesiano Jerarquico,
detallando las dos etapas de las que esta compuesto, ademas se define el
modelo de la imagen y del ruido utilizados para lograr la restauracion. Asi
como el hiperapriori utilizado para estimar los hiperparametros o y 3.

2.1 Introduccion

El Paradigma Bayesiano Jerarquico actualmente se aplica en muchas
areas relacionadas con el andlisis de imdgenes por ejemplo: Butine [6]
ha aplicado esta teoria para la construccién de &arboles de clasificacion,
Spiegelhalter y Lauritzen [21] lo utilizan para la construccién de redes
probabilisticas.

El Paradigma Bayesiano Jerarquico esta compuesto por dos etapas.
En la primera etapa, el conocimiento sobre el modelo del ruido y el
comportamiento de la restauracién se estructuran de la forma p(f|a) y
p(glf, ), respectivamente. Los modelos del ruido y de la imagen dependen
de los hiperparametros a y (. En la segunda etapa, se define un hiperapriori
sobre los hiperparametros en donde se incluye alguna informacién sobre estos.
En algunas ocasiones es posible conocerlos en base a la experiencia propia.

11



El modelo de probabilidad global se define como:

p(a, B, f,9) = ple)p(B)p(fle)p(glf, B), (2.1)

una vez que p(a, 3, f, g) se define, el Analisis Bayesiano puede realizar de dos
formas diferentes. La primera forma es por medio del Analisis de la Evidencia
donde p(a, 3, f, g) es integrado sobre f para obtener la probabilidad p(«, 5g),
la que es maximizada sobre los hiperparametros y la restauracién se obtiene
en base a esos hiperpardmetros. La segunda forma es a través del Andlisis
MAP donde p(«, 3, f, g), es integrada sobre a y 3y después es maximizada
con respecto a f.

2.1.1 Componentes de la Primera Etapa

Los componentes de esta etapa son los modelos del ruido y de la imagen.
Unicamente se definira el modelo de la imagen ya que se tomara como modelo
de ruido, al definido en la ecuacién (1.1).

El conocimiento a priori sobre el emborronamiento de la distribucion de
la luminosidad del objeto, hace posible utilizar un modelo de distribucion
Autoregresivo Condicional (CAR), definido por:

plla) & exp { ~5a (1 M) | (22)

donde los valores de la matriz N, se obtienen a través de las siguientes
condiciones:

1. N;;esigual a1, silas celdas 7, j son vecinas espaciales, es decir, si son
pixeles con distancia 1,y [V;; es igual a 0 en otro caso.

2. ¢ =0.25

El término f7(I—¢N)f en notacién matricial es la suma de los cuadrados
de los valores, f; menos ¢ veces la suma de f;f; para los pixeles vecinos i y
7, donde f; es el i-ésimo valor del vector f.

12



Los parametros pueden ser interpretados por medio de las siguientes
expresiones describiendo la distribucion condicional como:

E(filf;d#0) =0 fi, var(filfj#1) =a", (2.3)

fieN;

donde E (fi|fj, 7 #1) = ¢ ijeNi fi representa la esperanza, var (fi| f;,7 # i) =
a~! es la varianza de los pardmetros, f;eNN; denota los cuatro pixeles veci-
nos de distancia 1 del pixel 7 y a mide el emborronamiento de la imagen
verdadera.

Asumiendo que los eigenvalores! de la matriz (I — ¢N), son de la forma
Nij = 1 —2¢(cos(2mi/m)+cos(2mj/n)), i = 1,2,..,m, j = 1,2,...,n.
Entonces para ¢ = 0.25, f tiene una distribucién singular multinormal.
Por lo que la densidad de f tiene la siguiente forma:

pila) = g exp{ ~gas7Ct}, (2.4)

p

~1/2
donde Z,iori(a) = (HL#O’O )\iyj) (27‘(’/0&)@71)/2, C=1-¢Ny fse

encuentra en el hiperplano de la forma > (f; — u) = 0. Es importante notar

que i no esta definida en todo el modelo.

También se podria utilizar como modelo de imagen, al modelo Simultaneo
Regresivo (SAR), caracterizado por:

fi—¢ Z [i = ¢, (2.5)

fieN;

donde ¢; es independiente y con distribucién normal N(0,a~!). Entonces, la
distribucion correspondiente esta dada por:

p(fla) = exp {—%afTCTCf} , (2.6)

_
Zpriori (Oé)

Wer Apéndice A en la seccién A.2
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~1/2
donde Zpiori(a) = (H )\2]) @r/a)P V2 ¢ =T —¢Ny f se

1,j7#0,0 71,
encuentra sobre el hiperplano de la forma > (f; — p) = 0.

Como se puede ver en el modelo CAR, las restricciones se hacen en la
primera diferencia y en el modelo SAR sobre las segundas diferencias de la
imagen. Debido a que la notaciéon es mas simple para el modelo SAR, se
tomara como modelo de la imagen para el presente trabajo.

2.1.2 Componentes de la Segunda Etapa

El Anélisis Bayesiano es muy 1til cuando se tiene informacién a priori.
Segn las investigaciones de Berge [5], es posible utilizar el Andlisis Bayesiano
aun cuando se tiene poca informacién a priori. De acuerdo a esto en
situaciones en las no que se cuenta con alguna informacién a priori, se tiene
lo que se llama un a priori no informativo? sobre los hiperpardmetros a
y (. Debido a ésto se propone que el a priori no informativo sobre los
hiperpardmetros sea p(«) o const y p(3) o const, ambos sobre el intervalo
[0, 00).

Para determinar que hiperaprioris utilizar, se utilizaran las probabilidades
a priori p(a) y p(f3), ya que la probabilidad a posteriori p(«a, 3|g) no es facil de
calcular. Sin embargo, hay investigadores que han encontrado distribuciones
a priori en las que p(a, B|g) es facil de calcular. Una de estas es la de los
hiperaprioris conjugados, estos tienen la caracteristica de iniciar de una forma
funcional segura para el a priori y terminar con un a posteriori de la misma
forma funcional, pero con los parametros actualizados.

Esas propiedades de los hiperaprioris conjugados son sin embargo de poca
importancia comparadas con la pregunta basica ;qué hiperapriori conjugado
elegir?, para que proporcione una aproximacién razonable hacia el a priori
verdadero.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores se utilizara como a
priori conjugado, a la distribucién gamma3, la cual esta definida por:

2El término ”no informativo” se refiere a que no hay informacién de los hiperpardmetros
en los a prioris.

3Ver Apéndice A
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plw) o w2 Lexp [—a(l — 2)w], (2.7)

donde w es un hiperparametro, a es una constante y [ es una cantidad no
negativa. Esta distribucion tiene las siguientes propiedades:

(2.7.1)

1

Varjw] = m,

(2.7.2)
en este caso w representa al a priori inverso o la varianza del ruido. Este
aumenta, cuando [ es grande, aproximadamente igual a 1/2a, y disminuye
cuando [ aumenta. Esto significa que [ puede ser interpretada como una
medida de certidumbre sobre el conocimiento a priori o la varianza del ruido.

15



Capitulo 3

Restauracion de Imagenes por
Minimos Cuadrados

En este capitulo se describe el método de Restauracion por Minimos
Cuadrados, uno de los métodos alternativos para resolver el problema de
la resturacion de imagenes. Cabe hacer menciéon que este método se basa
principalmente en el suavizamento de la imagen, para obtener un resultado
aproximado de la imagen original. Ademas se muestran algunos ejemplos de
restauracion aplicando este método.

3.1 Restauracion con Restricciones

El método de Minimos Cuadrados [13] como se mencioné en el capitulo
1, es uno de los métodos mas simples que ayudan a resolver el problema de
la restauracion de imagenes. En este problema se minimizan funciones de la
forma ||Qf?||, donde @ es un operador lineal sobre f, el cual estd sujeto a la
restriccion:

o= ]| = ot (31)

donde g representa la imagen emborronada y/o ruidosa, H es la matriz de
emborronamiento y w es el modelo de ruido, generalmente Gaussiano. Este

16



método es flexible debido a que proporciona diferentes soluciones con base a
las diferentes selecciones de Q).

El problema de minimizacién se puede solucionar facilmente utilizando
el método de los multiplicadores de Lagrange. Esto hace posible expresar la
restriccion anterior como:

A <Hg - HfH2 - Hw\|2> o, (3.1.1)

y después anadirla a la funcion HQ f H . Es decir, se busca una funciéon que

minimice la funcién de costo, dada por:

. 12 12
1) =i 42 (o= 7= el?). (32
donde X es el Multiplicador de Lagrange.

Derivando la ecuacién (3.2) con respecto a f e igualdndola a cero se
obtiene lo siguiente:

o(f .
g—J) ;f o

2+§;<W—Hﬂf—ww>=m (33)

desarrollando la ecuacién (3.3) se tiene:

= 2QTQf + N2H"Hf — X2H"g =0 (3.4)
— 2Q"Qf ~ 220" (Hf - g) =0,

y despejando f de la ecuacién anterior,

0 = f(2Q"Q+\H"H) —2)\H"g. (3.5)
;o 2AH g
/ (2QTQ + \HTH)

= (WQ"Q+HTH) " H"y,

17



donde v = 1/\. Esta cantidad se debe ajustar para que se satisfaga la res-
triccién, definida en la ecuacién (3.1).

Este procedimiento es 6ptimo para cualquier imagen dada, ya que sélo se
requiere el conocimiento de la media y la varianza del ruido.

3.2 Restauracion por Minimos Cuadrados

Como se mencioné anteriormente, la solucién de la ecuacién (3.5),
depende de la eleccién de la matriz (), pero debido a un mal planteamiento,
la ecuacién a veces proporciona soluciones ambigilias como consecuencia de
las oscilaciones de los valores. Por ello, el problema principal es elegir una @)
que minimice dichos efectos.

Una alternativa para resolver este problema, consiste en formular un
criterio de optimizaciéon basado en una medida de suavizado, como por
ejemplo minimizar alguna funcion de la segunda derivada. Para ello primero
se formulara el problema para el caso unidimensional.

Para una funcién discreta f(x) para x = 0,1,2,...,n, la segunda derivada
en el punto x se puede aproximar a:

> f(x)
0x?

~fle+1)—2f(z)+ f(z —1), (3.6)

2
o 2
y minimizando <%> sobre x :

min{Z[f(x+ 1) — 2f(x) + flz + 1)]2} (3.7)
0 min { f"Q"Qf},

donde Q es la matriz suavizante de dimensiéon M? x M? y f es el vector que
contiene las muestras de f(x) de dimensién de M x M, es decir,
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O*f(x O?f(z 2
min{ j;x;y)+ f&(y;y)}. (3.8)

En el caso bidimensional la ecuacién (3.5) se puede escribir como:

P f(ay) | Pfwy)
0x? 0y?

R 2f<$,y)—f($+1,y)—f(iE—l,y) (39>

+[2f(33,y)—f(x,y+1)—f(33,y—1)]
R 4f(x,y)—fv,

donde fo = f(x+1,y)+ f(x —1,y)+ f(x,y+ 1)+ f(x,y — 1). En este caso
el operador Laplaciano esta representado por la ecuacién (3.7).

Para resolver el problema de la minimizacién se puede implementar
directamente la ecuacién (3.9), pero obtiene el mismo resultado si se
convoluciona a f(x,y) con el operador:

0 -1 0
plr,y)=| -1 4 -1 |. (3.10)
0 -1 0O

Para evitar el error de superposicion durante la convolucién, hay que
ampliar f(x,y)y p(z,y), las que se nombraran como f.(z,y) y pe(z,y). Estas
se generan en base a las siguientes restricciones:

z,Y), 0<z<2y0<y<?2
pe(Ly):{p( y) y0<y (3.11)

0, 3<2<M-1663<y<N-1"

Si f(z,y) es de dimensién A x B, se selecciona a M > A+3 -1y
N > B+3—1, ya que p(z,y) es de dimensién 3 x 3.

La convolucién de las funciones ampliadas se denota como:

M-1

i

fe m,n)pe(x —m,y —n), (3.12)

i
=)

m=0 n
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y como se puede ver se sigue el mismo modelo de imagen que la ecuacion
(1.1) dada en el capitulo 1. Siguiendo ese modelo se define la matriz
de suavizamiento, para ello, primero se construira una matriz circulante a
bloques® de la forma:

C() Cl CM_2 P Cl
01 Cg CM,1 Coe Cg
CY2 03 Cg P 03
C= : , (3.13)
| C(Mfl C(M72 C(Mf?, . C(O |

donde la submatriz C; es circulante de N x N construida de la j-ésima fila
de pe(x,y), esto es, C; es tiene la siguiente forma:

[ pe<j70) pe(j7N_ 1) pe(j7N_2) L pe(ja 1)
pe(jal) pe(ja O) pe(ij_ 1) o pe(jv2)
pE(j72> pE(j71> pe(j,()) ot pe(j;3)
C = . . (3.14)
| pGN 1) PN -2 p(GN-3) ... p.0) ]

Ya que C' es una matriz circulante a bloques, es posible diagonalizarla,
obteniendo una matriz W, dada por:

E=Ww"Cw, (3.15)

donde E es la matriz diagonal cuyos elementos son de la siguiente forma:

LA mo st 1=
E(k:,z'):{ OP([N}”G dN) . ka , (3.16)

donde P(u,v) es la Transformada de Fourier Bidimensional de p.(z, y).

2

Como se menciond, la operacién de convolucion® es similar a implementar

Wer Apéndice A en las secciones A.3 y A.4
2Ver Apéndice A en la seccién A.6
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la ecuacién (3.9) directamente, para que el criterio de suavizamiento definido
en (3.8), y asi llegar a la misma forma dada en (3.7), para ello se hace Q = C,
y reescribiendo la ecuacion se obtiene:

min {fTC’TC’f} , (3.17)

Recordando que la Norma FEuclideana o Norma 2 esta dada por:

1Qf1? = (@NH" (@QFf) = fFQTQf, (3.18.1)

se puede reescribir (3.17) como:

min ||C'f||*. (3.18.2)

Y tomando en cuenta lo desarrollado en la seccién 3.1, se puede tomar
como la soluciéon 6ptima a la siguiente ecuacion:

f=(HTH +~CTC)" Hy. (3.19)

Como se sabe:

I=WW1t=w"1w, (3.20)

y si H es una matriz circulante por bloques se cumple que:

H=WHW, (3.21)
donde H es la matriz diagonal cuyos elementos H (k, k) estédn relacionados

con la Transformada de Fourier Discreta de h.(z,y). Sin embargo, la
transpuesta de H esta dada por:

HY =WHW™, (3.22)

donde H* es la parte compleja de H.

21



Sustituyendo las ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22) en (3.19) se tiene que:

f=(WHWI WHW ' + \WWEW 'WEW ) WH*W™'g,  (3.23)

aplicando la propiedad (3.20)

f=WHHW? +yWE'EW Y WH*'W g, (3.24)

y multiplicando (3.24) por W' por ambos lados se tiene:

Wf = (WH*HW ' +yWE*EW™') x (3.25)
WWH*W g
WWHWg = W YfWHHW ' + W fWE*EW !
HW™'g = W'f(H*H+~E*E)
W-'f = (H*H+~E'E)H'W™ g,
en donde el vector W1 f es un vector columna de dimension M. El k-ésimo
elemento de W1, se puede expresar como W~1(k,i) = ﬁ exp [—j%ki}, por

~

lo tanto la multiplicacién de W~ por el vector f da como resultado un
vector cuyos elementos representan la Transformada de Fourier Discreta de
f expresada por:

M-1

F(k) = % > fili)exp {—j%ki] . k=0,1,2,..M—1.  (3.26)

i=0
De igual forma, es para el producto W~1g, cuyo resultado representa la

Transformada de Fourier Discreta de g, dada por:

M-1

G(k) = % > fili)exp {—j—lm} . k=0,1,2,...M—1. (327

=0

Y reescribiendo la ecuacién (3.25), se obtiene la siguiente expresion:
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F(u,v) = H(u,v)
H (u, o) + 7 [P(u, )]

G(u,v) (3.28)

para u,v = 1,2,..., N — 1,donde |H(u,v)|2 = H*(u,v)H(u,v), de forma
similar para la matriz |P(u, v)|2 , “que se obtuvo de sustituir £ por P.

La ecuacién (3.28) es similar al Filtro de Wiener® pardmetrico, la
diferencia entre ellas es que esta ecuaciéon no requiere del conocimiento
explicito de los parametros estadisticos, salvo la estimacion de la varianza
y media del ruido.

3.2.1 Algoritmo del Método de Minimos Cuadrados

Entrada : Una imagen g, que presenta ruido y/o empanamiento y un posible
valor de 7.

Salida: Una imagen f, que serd una aproximacién a la imagen original.

[0 -1 0

Paso 1: Inicializar p.= | —=1 4 -1 |y

| 0 -1 0

[ 1/16 1/8 1/16

h=1 1/8 1/4 1/8

| 1/16 1/8 1/16

Paso 2: Expandir las matrices p. y h a las dimensiones de g

Paso 3: Calcular la Transformada Répida de Fourier de p.,h y g,
obteniendo los resultados en el dominio del tiempo(Real e Imaginario).

Paso 4: Multiplicar H* x G
Paso 5: Calcular la Magnitud de P, y H

Paso 6: Multiplicar el valor de v dado por |F,|

30tro método de restauracién de imagenes
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Paso 7: Sumar el resultado del paso 6 con |H|
Paso 8: Dividir el resultado del paso 7 con el resultado del paso 4.

Paso 9: Calcular la Transfomada Rapida de Fourier Inversa al
resultado del paso 8, los resultados se deben mostrar en el dominio del
tiempo(Real e Imaginario).

Paso 10: Realizar un Shift Circular al resultado del paso 9 y mostar
el resultado de la parte real.

3.2.2 Ejemplo de la restauracién utilizando el método
de Minimos Cuadrados

Las pruebas se realizaron con una iméagen de 128 x 128 pixeles,
emborronada por la matriz h descrita en el paso 1 del algoritmo descrito
anteriormente. Un ejemplo de los resultados obtenidos al aplicar este método
de restauracién se muestran en la Figura 3.1.

Figura 3.1a) Imagen ideal Figura 3.1 b) Imagen suavizada
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Figura 3.1 d) Imagen restaurada

Figura 3.1 ¢) Imagen restaurada
cony=0.1

con v = 0.01

Figura 3.1 e) Imagen restaurada Figura 3.1 f) Imagen restaurada
con y=1 con v = 10
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Figura 3.1 g) Imagen restaurada Figura 3.1 h) Imagen restaurada
con v = 100 con vy = 1000

Entre més grande es el valor de v se obtiene una mejor restauracion de
la imagen emborronada.
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Capitulo 4

Analisis Jerarquico Bayesiano

En este capitulo se daran las bases tedricas para desmostrar que el
Anélisis de la Evidencia, es una mejor opcién para resolver el problema
de la restauracion de imagenes, en comparacién al Andlisis MAP. Ademas
de determinar cual es la mejor forma para estimar el Parametro de
Regularizacién de forma iterativa. También se mostraran algunos ejemplos
de iméagenes restauradas con este método.

4.1 Introduccién

En el capitulo 1, se definié el modelo de la probabilidad global de la
forma:

p(a, B, f,9) = pla)p(B)p(fla)p(glf, B), (4.1)

y en base a este modelo, el Analisis Bayesiano se puede implementar para
obtener las estimaciones de los hiperpardmetros o y 3. Para ello se pueden
utilizar dos tipos de andlisis. El primero, es el andlisis de la Evidencia, que
integra a la ecuacién (4.1) sobre f para obtener la probabilidad p(«, 5|g)
(verosimilitud), maximizandola sobre los hiperpardmetros. El segundo, es el
andlisis MAP, que integra a la ecuacién (4.1) sobre a y [ para obtener la
verdadera verosimilitud, maximizandola sobre f.
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4.1.1 Analisis de la Evidencia

En este método los hiperparametros a estimar & y 3 se seleccionan en
base a la expresion:

@,B = argmax p(a, f|g), (4.2)

A

y la imagen restaurada f(&, (3) se obtiene evaluando la ecuacién definida por:

F(0.5) = ane {max (o) alf. )} (43)

Hay dos formas de plantear el método de la Evidencia:

1. Anélisis de la Evidencia con hiperaprioris planos.

2. Analisis de la Evidencia con hiperaprioris gamma.

En el presente trabajo, se profundizara con mas detalle en el Anélisis de
la Evidencia con Hiperaprioris Gamma, debido a que como se mencioné en
el capitulo 1, la distribucién gamma permite hacer una buena eleccién de los
hiperaprioris conjugados.

Analisis de la Evidencia con Hiperaprioris Gamma.

Considerando la distribuciéon gamma para el calculo de los hiperapri-
oris se tiene que:

p(a) = ot/ Lexp[—ay (I — 2)a], (4.4)
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p(B) = [U2/2)-1 exp[—az(lo — 2)0]. (4.5)

Se puede ver facilmente que cuando l; = I3 = 2 no se obtiene un resultado
optimo, para obtener una estimacion de los hiperparametros, se definira a

p(gla, B) como:

1 1 1 2 2
plolas) = | exp {3 [a A"+ Blg — DY) |
f Zprior(a) Zruido(ﬂ) 2 [ ]

(4.6)

multiplicando la ecuacién anterior por —2 log y derivandola con respecto a «
y 3 se tiene:

HC’f(aﬂ)Hg + traza [Q (o, )71 CtC} + (L —2)2a=p—-1+1—2) /Em, |
4.7

g — Df(a,,a)||2 + traza [Q(o, 8) ' D'D] + (I, — 2)2as = (p+ I — 2) /(64. |
.8

Aplicando el algoritmo EM! a las ecuaciones (4.7) y (4.8) se obtiene un
procedimiento iterativo para el calculo de a y 3, definido por:

aily = wi {||CFf|* + trace [Q (o, 3;) 7 C'C } /(p— 1) + (1 — w1)2a4,
(4.9)

Bl = wa {llg — Df||* + trace [Q (s, 8;) ' D'D]} /p + (1 — ws) 2as.
(4.10)

donde:

'Es un algoritmo construido por Dempster et. al. para la estimacién de la maxima
verosimilitud

29



Q (Oéiaﬂi) =0,C'C + ﬁz’DtDa
wi=(p—1)/(p—1+1—2)y
we = (p)/(p+ 1y —2).

Asfi los hiperaprioris se estimaran de acuerdo a su peso y la maxima
verosimilitud en base al conocimiento a priori relativo a su media y varianza.
Si se conoce por experiencia previa la varianza del ruido y con algin grado de
certidumbre de cémo podria ser la imagen original, entonces se puede utilizar
este conocimiento para hacer converger el procedimiento iterativo.

4.1.2 Analisis MAP

Utilizando la distribuciéon gamma en el anélisis MAP para el célculo de
los hiperaprioris, se obtienen lo siguiente:

p(frg) o //a(llm_l;
aJp me’or(a)

1
exp {—5(1 [ICFI1? + 2a1 (1 — 2)]}
1
Zruido(ﬂ)

exp {—%ﬁ lg = DF|I? + 2as(ls — 2)} dfda,  (4.11)

6(—12/2)—1

donde aq, as,l; y I3 son constantes.
Utilizando la funcién gammal[12], dada por:

/ Yy tedy = I'(u)a™", (4.12)
0

se tiene:

p(f9) o [ICHI? +2as(l —2)] V202 (4.13)
[Hg _ DfH2 + 2a5(ly — 2)]—1?/2—12/2.
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De lo anterior se puede decir que la imagen restaurada solamente se mi-
nimiza a:

p—1+ll
2

+1
log [[ICFI1* + 2a1(l — 2)] + 2 5—log [lg = Df|I” +2ax(L — 2)] .

(4.14)

El esquema iterativo para estimar los hiperpardametros y obtener una
solucion a través del andlisis MAP, se define como:

lh—2

aly =wi[[CFI* /(p—1) + (1 — w1)2as I (4.15)
y
-1 2 l2 -2
By =wallg—Df|” /p+ (1 — w2)2as o (4.16)
y f* esta dada por:
i S D ’
f(aifhgi_l) = arg f(ail_li%z_l) (‘f(aiflu@i—l)) +ﬂ Hg o f(ai—lu@i—l) ‘ )
(4.17)
donde w; = pfl;jb Y Wy = pfb.

Las ecuaciones anteriores se pueden tomar como pasos intermedios para
calcular f , esto es, la estimacion de los hiperparametros o y ( se realiza a
través del peso de la estimacion del ruido y la varianza a priori, provenientes
de una restauracion sin tomar en cuenta a la funcién de la traza, con
conocimiento a priori de la media y la varianza.
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4.1.3 Relacién entre el Analisis de la Evidencia y El
Analisis MAP

Para poder ver con claridad, cudl es la diferencia entre estos
métodos, se utilizard un ejemplo, en el que el modelo de la imagen esta
definido por:

p(fla) o aPexp —afo/Q], (4.18)

p(glf) o B exp —ﬁz — i) /2]

Utilizando valores impropios para los hiperaprioris o y (3 en el andlisis
MAP, se tiene que:

p(f,9) o< [ICFIR) " [llg = £12) ™. (4.19)

Sin embargo las soluciones que se obtienen son f; = 0, para todo i 6
fi = g;, para todo i, tipicas soluciones del Analisis MAP. Para los modelos de
imagen SAR y CAR se encuentran soluciones planas, es decir, generalmente
fi = const, dado que este es un maximo de p(f,g). Esto puede evitarse
utilizando el conocimiento a priori cuyos eigenvalores son positivos, de forma
similar como se hizo en [11], donde se utilizé ¢ = 0.25, pero ain asi, no se
encontrd una estimacion adecuada para los hiperparametros.

Para comprender como trabaja el Analisis de la Evidencia se utilizara un
ejemplo, tal como se hizo con el Anélisis MAP. En este, las ecuaciones para
estimar los hiperparametros estan dadas por:

R I (120)
g = fram” +p iﬁ = p/B.

Se encuentra un maximo cuando a = (3, y cuya solucién es f; = g;/2,
para todo 1.
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Como se puede observar, el Analisis de la Evidencia proporciona una tinica
solucién a diferencia del Analisis MAP, que proporciona varias soluciones,
que en realidad no resuelven por completo el problema de la restauracién
de imagenes, debido a que los resultados obtenidos tienen valores constantes
para el modelo de imagen SAR, que es el que se utiliza en el presente trabajo.

4.1.4 Evaluacion Iterativa del Parametro de Regula-
rizacion

Como se menciono en la seccién anterior, el Andlisis de la Evidencia es
una buena opcion para resolver el problema de la restauracion de imagenes.
Esto es, a través de un método iterativo, evaluando en cada paso de la
iteracién al Parametro de Regularizacién, compuesto por o y (8 cuya eva-
luacién se basa en la restauracién parcial de la imagen, propuesto en [2].

Para obtener la imagen restaurada f , se debe evaluar la siguiente
ecuacion:

@(f): ~ Cth—D(g—Df):o. (4.21)

Cuya solucion se obtiene utilizando una iteracién de aproximaciones
sucesivas, esto es:

fr=rt—ee(f ), (4.22)

donde f° = g y el parametro de holgura € se selecciona de tal forma de que
el método converja. El parametro de regularizacion A se actualiza en cada
paso de la iteracion, a través de:

_llg=DFI*+5:

Ai :
ICF + 62

(4.23)
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Los valores de 6; y 65 se introducen para que A no tienda a cero.
Estos valores se determinan a través de la ecuacién (4.22). En [4]
experimentalmente se obtienen buenos resultados para 6; = 0. El valor
de 5, estd en funcion de cada iteracién, ya que depende de que se satisfagan
las condiciones para que el método converja. Los pasos en el andlisis de
convergencia son para que primero se estabilice la iteracién y, entonces
determinar las condiciones suficientes para la convergencia. Esto se hace,
forzando una diferencia entre dos de los pasos de la iteracion, estos pueden
ser de los valores anteriores, es decir, para valores de fi~!, pero en este caso,
la diferencia se realiza con los valores actualizados de la f, es decir, se hace
una diferencia con valores de f*!, lo que nos lleva a utilizar el método de
Gauss Seidel en cada iteracion y de este modo tender a cero. El pardmetro
de holgura utilizado es igual a 1. En [3] el valor del numerador A, se supone
conocido, es decir, se reemplaza por una constante. En el presente trabajo,
se definird 2 = 10. Entonces el procedimiento iterativo es de la forma:

thZ<I_Jg—DﬁWC%>f”fD% _DF) (4.24)
[CFT -+ e |

con f° = g. Por lo anterior el pardmetro de regularizacién se actualiza en
cada paso de la iteracion evaluando, la ecuacion :

v _ g =D + 6
ICfl + 6

(4.25)

4.1.5 Discretizacion del Analisis de la Evidencia

Para discretizar el Analisis de la Evidencia se utilizé una matriz de
emborronamiento D, dada por :

1/16 1/8 1/16
D=| 1/8 1/4 1/8 |. (4.26)
1/16 1/8 1/16
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La matriz C estara definida por:

C=1]-1 4 -1]. (4.27)

La ecuacién para obtener f , estd dada por:

f = Bllg-DfI*+allCfIf (4.28)
= |lg— DfI* + MICFIP,

donde A = /3, que es el llamado Pardmetro de Regularizacién.

Discretizando la ecuacién (4.28) y tomando en cuenta que las matrices
C'y D estan definidas por las ecuaciones (4.26) y (4.27), se puede deducir la
ecuacion que calculard a fi (4, j) en cada iteracién del anélisis, asi se tiene
que:

Fg) = ™ [g(i,g) - 0.0625hi — 0.125h57 — 025/ (i,5)]" +
B [py + pa + ps + pal (4.29)

donde:

Ritt = fitl (G — 1,5 — 1)+ fit (i — 1,5+ 1)+ fH (i+1,5 — 1)+

frrGE+1,5+1)

ot = [ = L) + G = 1)+ S+ 1)+ G+ L),

pr=(F 0, 0) — £ (- 1,5)%

o= (FF (i) — f G - 1),

ps = (f*1(i,5) — F*1 (1,5 + 1)),

pa= (F (0. 9) = F i+ 1,5)°

Derivando la ecuacién anterior con respecto a f (4,7), para encontrar el
maximo, se obtiene:
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w = —0.50"" [g(i,7) — 0.0625RT" — 0.125R5™ — 0.25 f*F" (4, §)]
of (i,5)
+2a 4 (4, 5) — by (4.30)
donde b5 = f (i — 1, )+ f (4,5 — D) f (0f + DHF G+ 1,7)

Igualando a cero y simplificando la ecuaciéon anterior se tiene que:

02587 [g (i, 5) — 0.0625h — 0.125h5" + a1 hEH]

pitl (s s
1, . . 4.31

f ) 0.06255 1 + 4T (431)
Por lo tanto para obtener ﬁ en cada iteracién, basta con evaluar la
ecuacién (4.31) y los hiperpardmetros se esrtimaran evaluando las ecuaciones

dadas por:

aih =3 g(i,5) — DFT (i, 4), (4.32)
fijeN;
y
Bih =Y Cf T, ), (4.33)
fieN;

donde ” f;e N;” denota una vecindad de 8 x 8 para el calculo de a y una
vecindad de 3 x 3 para 3. Hay que mencionar que todas las matrices
se suponen circulares para evitar pérdidas de informacién al momento de
realizar los céalculos correspondientes. El parametro de regularizacion A se
calculard en base a la ecuacién (4.25) con 65 = 10.

El criterio de paro es cuando se cumple que:

i+l pi)2
17

como se puede ver este criterio nos permite obtener una mayor precision en
los calculos, ya que es un valor muy cercano al cero.
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4.1.6 Algoritmo para el Analisis de la Evidencia

Entrada: Una imagen g con ruido y/o emborronamiento.
Salida: Una imagen f , una aproximacion a la imagen original f.
Paso 1: Inicializar a o = 1.0 y 3° = 3.0.
Paso 2: Calcular \” = a®/3°.
Paso 3: Inicializar f° = g.

2

fi+1*fi
17401

Paso 4: Mientras > 1076 repetir los pasos 5 al 8

A L. 0.253g(i,5)—0.0625n 1 —0.125R5 L 4 anit?
Paso 5: Calcular fi*! (i, j) = | 00625}3’-&-4/\”1 2 2]

Paso 6: Calcular o/(;jjl) = 3 g(i,5) — Df*Y (i, 5)
’ JieN;

Paso 7: Calcular ﬁzjjl) = 3 Cfitl(i,5)
7 fieN;

Paso 8: Calcular \;;; = oﬁéf;) / ﬁzjjl)

Paso 9: Terminar

Ejemplos de restauracién utilizando el Analisis de la Evidencia

Se realizaron algunas pruebas con una imagen que presentaba ruido
Gaussiano con media 0 y varianza 0.2, los resultados obtenidos a través de
este método se muestran en la Figura 4.1
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Figura 4.1 b) Imagen con ruido

Figura 4.1 ¢) Imagen restaurada con el
Analisis de la Evidencia

La Figura 4.1 c) se restauré en 6 iteraciones en un tiempo de 00:00:00:10,
obteniendose una A =0.502166509628296. Los diferentes valores obtenidos
durante la restauracion se muestran en la Tabla 4.1.
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Iteracién Valor(\)
1 1.70836126804352
2 0.638737618923187
3 0.507459461688995
4 0.511603951454163
) 0.502567648887634
6 0.502166509628296

Tabla 4.1 Valores de A obtenidos durante la restauracién de la imagen del
Figura 4.1 b).

Otro ejemplo es el mostrado en la Figura 4.2. Esta imagen tiene ruido
gaussiano con media 0 y varianza 0.1

R o e e
o e

o Wb =5
x b

Figura 4.2 a) Imagen original
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Figura 4.2 b) Imagen con ruido

Figura 4.2 ¢) Imagen restaurada con el
Analisis de la Evidencia

[ L i
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Iteracién Valor(\)
1.89413690567017
0.591148614883423
0.438430905342102
0.479147493839264
0.458896219730377
0.466693609952927
0.461841940879822
0.463552504777908
0.462353676557541
Tabla 4.2 Valores de A\ obtenidos en la restauracion de la imagen de la
Figura 4.2 b).

O 0| [ O] O = W DN+~

La Figura 4.2 c) necesité de 9 iteraciones para se restauracién. El tiempo
empleado fue de 00:00:01:09, obteniendose una A = 0.462353676557541. Los
valores de A obtenidos en la restauracion se muestran en la Tabla 4.2.
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Capitulo 5

Pruebas

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos al aplicar los
algoritmos implementados, para la restauracion de imagenes. De igual forma
se mostrara que con el Analisis de la Evidencia se obtienen mejores resultados
a diferencia de los demas algoritmos utilizados para restaurar una imagen
dada.

Para realizar las pruebas, se utilizaron imagenes a escala de grises de
varios tamanos. Dichas imagenes presentan ruido Gaussiano, con diferentes
valores de media y varianza.

Algunas de estas fueron generadas en Caliman!, programa que se utiliza
para el procesamiento de imdagenes y senales. Con él, se pueden realizar
diferentes operaciones como son: derivadas, convoluciones, operaciones
aritméticas, etc. Otras se generaron en Matlab? versién 5.1.

Las imagenes empleadas en las pruebas se obtuvieron de diversos medios
como son: biblioteca de imégenes de Caliman [14], Internet [18] , [19] ¥
algunas se procesaron digitalmente.

Con el fin de ilustrar la restauracion de imagenes con los métodos
mencionados durante el desarrollo del presente trabajo, se elaboré una
aplicacion en el lenguaje de programacién C++Builder version 3.0 llamada

LC4lculadora de Imagenes, (CIMAT)
2Programa que facilita la resolucién de problemas y poder expresarlos en forma
matematica.
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RHIM. Esta aplicacién es capaz de leer imagenes en formato bmp tinicamente,
ademas de realizar otras tareas que se mencionaran a detalle en el siguiente
capitulo.

Cabe mencionar que para cuestiones de comparacién, se implementaron
dos algoritmos mds que son el Filtro de Media y de Mediana®. Debido a que
estos métodos son méas simples de implementar que el método de Minimos
Cuadrados y el Anadlisis de la Evidencia, no se mencionan a fondo en el
presente trabajo. Estos fueron implementados con una ventana de 3 x 3.

El equipo en el que se realizaron las pruebas tiene las siguientes
caracteristicas fisicas: Procesador Pentium III con una velocidad de 700Mhz,
128 MB en RAM y 8GB en disco duro.

En cada prueba midio el tiempo empleado en la restauracion de la imagen.
En el caso del método de Minimos Cuadrados, se utilizé el valor de A que se
obtuvo en el Andlisis de la Evidencia, para restaurar la imagen.

Cabe mencionar que el algoritmo de Minimos Cuadrados presenté algunos
problemas de memoria, cuando fue utilizado para restaurar imagenes mayores
a 128 x 128 pixeles, por lo que se prefirio utilizarlo para restaurar imagenes
pequenas.

3Ver Apéndice C para més informacién de estos métodos de restauracién.
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5.1 Pruebas con la imagen ”Nino con Perro”

Esta imagen tiene dimensiones de 393 x 366 pixeles, presenta ruido
gaussiano con media 0 y varianza 0.03.

Figura 5.1 a) Imagen original
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Figura 5.1 b) Imagen con ruido
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Figura 5.1 ¢) Imagen restaurada con el Analisis de la Evidencia
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Figura 5.1 d) Imagen restaurada con el Filtro de Media
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Figura 5.1 e) Imagen restaurada con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Anélisis de la Evidencia | 00:01:47:28
Media 00:00:00:10
Mediana 00:00:00:38

Tabla 5.1 Tiempos en que se obtuvo la restauracién de la Figura 5.1 b)

La imagen restaurada con el Anélisis de la Evidencia, so obtuvo después
de 585 iteraciones, obteniendose A = 0.378749430179596. Como se puede
ver ¢) es una buena restauracién de b), ya que en c) es posible distinguir
con claridad la comisura de la boca del nino, su parpado izquierdo, nariz y
el estampado de la colcha a diferencia de b). La imagen mostrada en d) es
una buena restauracion, sin embargo esta no es mejor que la imagen c) en la
que se aprecian con mas precision los aspectos mencionados anteriormente.
Definitivamente €) no es una buena restauracién de la imagen b).
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5.2 Pruebas con la imagen ”Nina con Papa”

Esta imagen tiene dimensiones de 376 x 264 pixeles, ésta presenta ruido
gaussiano con media 0.01 y varianza 0.005.

Figura 5.2 b) Imagen con ruido
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Figura 5.2 ¢) Imagen restaurada con el
Analisis de la Evidencia

Figura 5.2 d) Imagen restaurada con el Filtro de Media
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Figura 5.2 e) Imagen restaurada con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:01:62
Media 00:00:00:10
Mediana 00:00:00:21

Tabla 5.2 Tiempos empleados para la restauracién de la Figura 5.2 b).

En la imagen restaurada con el Analisis de la Evidencia se realizaron 13
iteraciones obtenidose una A = 0.431313872337341. La imagen c) es buena
una restauracién para la imagen b). La imagen en d) presenta una mayor
cantidad de ruido que ¢), aunque son muy similares.
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5.3 Pruebas con la imagen ”Ninas”

Esta imagen tiene una dimension de 474 x 356 pixeles, presenta ruido
gaussiano con media 0.001 y varianza 0.005.

Figura 5.3 a) Imagen original
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Figura 5.3 b) Imagen con ruido
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Figura 5.3 ¢) Imagen restaurada con el Andlisis de la Evidencia
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Figura 5.3 d) Imagen restaurada con el Filtro de Media
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Figura 5.3 e) Imagen restaurada con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:02:69
Media 00:00:00:38
Mediana 00:00:00:16

Tabla 5.3 Tiempos empleados para la restauracién de la Figura 5.3 b).

Para la imagen c) se realizaron 12 iteraciones y resultando una A =
0.431755661964417. Hay que apreciar aspectos como la boca, la mano con la
que sujeta al 0so, el oido de la nina de la izquierda, detalles que en la imagen
c) se aprecian mejor que en la imagen b).

La imagen d) es similar al resultado obtenido en ¢), sin embargo los rasgos
de la nina de la izquierda se visualizan mejor en c¢) que en d). Y e) como se
puede ver, distorciona a la imagen en vez de mejorarla.
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5.4 Pruebas con la imagen ”Petréleo”

Esta imagen tiene una dimension de 403 x 362, ruido gaussiano con media 0
y varianza 0.1.

Figura 5.4 a) Imagen original
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Figura 5.4 ¢) Imagen restaurada con el Analisis de la Evidencia
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Figura 5.4 d) Imagen restaurada con el Filtro de Media
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Figura 5.4 ) Imagen restaurada con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:08:45
Media 00:00:00:16
Mediana 00:00:00:27

Tabla 5.4 Tiempos empleados en la restauracion de la Figura 5.4 b).

Para esta imagen el Anadlisis de la Evidencia realiz6 45 iteraciones
obteniendose una A = 0.393757700920105. Cabe mencionar que detalles como
las letras, la cobarta, la barbilla, los botones del saco y las agujetas de los
zapatos, se pueden observar mejor que en la imagen b).

La imagen en d) es muy similiar a ¢), pero en ésta, las letras no se
distinguen tan claramente como en c¢). Hay que observar muy bien la J en
las tres imagenes, en c¢) presenta una mayor definicién que en d) y e).
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5.5 Prueba con la imagen ”Televisién”

Esta imagen tiene una dimension de 400 x 360 pixeles, presenta ruido
Gaussiano con media 0 y varianza 0.05.

Figura 5.5 a) Imagen original
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Figura 5.5 b) Imagen con ruido
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Figura 5.5 ¢) Imagen restaurada con el Anélisis de la Evidencia
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Figura 5.5 d) Imagen restaurada con el Filtro de Media
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Figura 5.5 e) Imagen restaurada con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:00:93
Media 00:00:00:10
Mediana 00:00:00:27

Tabla 5.5 Tiempos empleados en la restauracion de la Figura 5.5 b).

En la restauracién por medio del Analisis de la Evidencia, se realizaron
5 iteraciones obteniéndose una A = 0.42079085111618. Hay que observar
aspectos como la banda, la mano que no tiene flexionada y los botones de la
television, los cuales se observan mejor en la imagen c) que en la b).

La imagen d) es similar a c), la tnica diferencia que existe es el tiempo
empleado por cada método para la restauracién. Y la imagen e) como se
puede observar no es una buena restauracion.

66



5.6 Prueba con la imagen ”Taza”

Esta imagen tiene una dimension de 128 x 128 pixeles, esta imagen presenta
ruido gaussiano con media 0 y varianza 0.1.

Figura 5.6 a) Imagen original Figura 5.6 b) Imagen con ruido
Figura 5.6 ¢) Imagen restaurada Figura 5.6 d) Imagen restaurada

con el Andlisis de la Evidencia con Minimos Cuadrados
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Figura 5.6 ) Imagen restaurada  Figura 5.6 f) Imagen restaurada
con el Filtro de Media con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:00:10
Minimos Cuadrados 00:00:00:10
Media 00.00:00:00
Mediana 00:00:00:05
Tabla 5.6 Tiempos empleados en la restauracion de la Figura 5.6 b).

El Analisis de la Evidencia realizé 7 iteraciones obteniéndose una A =
0.645317733287811. Como se puede observar en la imagen c) el ruido se ha
eliminado. Para esta prueba se incluyo el método de Minimos Cuadrados
debido a que la imagen es de dimensiones pequenas. Las imagenes d) y e)
son buenas restauraciones, obtenidas en poco tiempo, sin embargo presetan
aun ruido a diferencia de ¢) que eliminé todo el ruido.
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5.7 Pruebas con la imagen ” Gel”

Esta imagen tiene una dimension de 128 x 128 pixeles, esta imagen presenta
ruido gaussiano con media 0 y varianza 0.3.

L

Figura 5.7 a) Imagen original

Figura 5.7 ¢) Imagen restaurada Figura 5.7 d) Imagen restaurada
con el Analisis de la Evidencia con Minimos Cuadrados
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Figura 5.7 ) Imagen restaurada Figura 5.7 f) Imagen restaurada
con el Filtro de Media con el Filtro de Mediana

Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:00:16
Minimos Cuadrados 00:00:00:10
Media 00:00:00:00
Mediana 00:00:00:05
Tabla 5.7 Tiempos empleados en la restauracion de la Figura 5.7 b).

En la restauracién por medio del Analisis de la Evidencia se realizaron 9
iteraciones, obteniéndose una A = 0.443798571825027, como se puede verse
el ruido se eliminé en gran medida. La Figura 5.7 d) es parecida a c), pero
con la diferencia de que en c) el ruido es menor.
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5.8 Pruebas con la imagen ”Nina”

Es una imagen de 128 x 128 pixeles, presenta ruido gaussiano con media =
0 y varianza 0.2.

Figura 5.8 a) Imagen original Figura 5.8 b) Imagen con ruido

J J

| "
Figura 5.8 ¢) Imagen restaurada Figura 5.8 d) Imagen restaurada
con el Analisis de la Evidencia con Minimos Cuadrados
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Figura 5.8 e) Imagen restaurada Figura 5.8 f) Imagen restaurada
con el Filtro de Media con el Filtro de Mediana
Método Tiempo

Analisis de la Evidencia | 00:00:00:10
Minimos Cuadrados 00:00:00:16
Media 00:00:00:00
Mediana 00:00:00:00
Tabla 5.8 Tiempos empleados para la restauracién de la Figura 5.8 b).

La imagen restaurada por medio del Analisis de la Evidencia se obtuvo
después de 7 iteraciones, con un A = 0.638887345790863. Hay que resaltar
aspectos que hacen que la imagen c) sea una buena restauracién, estos pueden
ser los ojos, el mono de su vestido, la comisura de la boca.

En los resultados obtenidos los aspectos mencionados anteriormente se
pueden apreciar en menor grado que en d).
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Capitulo 6

Conclusiones

Las conclusiones a las que se llegé después de haber realizado las
diferentes pruebas son las siguientes:

1. El Anaélisis de la Evidencia como se puede ver, se aplica a cualquier
imagen no importando la dimension que esta tenga, a diferencia del
método de Minimos Cuadrados que aunque entrega buenos resultados
tiene problemas de memoria, debido al tipo de operaciones que implica
realizar para obtener una restauracion.

2. El método del Anélisis de la Evidencia no necesita de algtin \ especifico,
para obtener una buena restauracion de la imagen, basta con que se
inicialice con algin A\ en forma a priori y a partir de éste, el analisis
busca el mas adecuado para restaurar la imagen. Mientras que en
el método de Minimos Cuadrados se tiene que probar con diferentes
valores de A, hasta obtener una buena restauracion.

3. Con el Analisis de la Evidencia, se obtienen mejores resultados en la
restauracion, aunque los tiempos son mayores que los empleados por los
demas métodos. Generalmente para el Andlisis de la Evidencia entre
mayor sea el ruido que presenta la imagen, el nimero de iteraciones
crece al igual que el tiempo utilizado para restaurar la imagen y
de forma inversa sucede con las imdgenes pequenas, el nimero de
iteraciones es menor al igual que el tiempo empleado.
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. El Analisis de la Evidencia utiliza una mayor cantidad de informacién
para realizar la restauracion a diferencia de los demds métodos
implementados. Ya que para calcular los valores de a y (3 se utiliza
vecindades de 3 x 3 y 8 x 8 en cada paso de la iteracion.

. A diferencia de los métodos implementados, el Analisis de la Evidencia
utiliza informacién de la imagen g y la f* actualizada en cada paso de
la iteracién, proporcionando una mejor aproximacion a f .

. El Filtro de Mediana no es un buen método de restauracién debido a
los malos resultados obtenidos.

. El Filtro de Media, aunque si proporcionaba buenas restauraciones, no
eliminaba por completo el ruido de la imagen a diferencia del Analisis
de la Evidencia.

. Una perspectiva del trabajo realizado es que permita manipular
imagenes de diferentes formatos, ya que actualmente solamente es
posible leer imagenes en formato bmp.
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Capitulo 7

Manual de Usuario

En este capitulo se hard una descripcién del funcionamiento de RHIM la
aplicacion construida para ilustrar los métodos de restauracion de imagenes
descritos en el presente trabajo, asi como de las diferentes operaciones que
ofrece para el procesamiento de imagenes.

7.1 Introduccion

RHIM es un aplicacién construida para ilustrar la restauracion de
imagenes. Los métodos que ofrece para realizar esta tarea son: Filtro de
Media, Filtro de Mediana, el Método de Minimos Cuadrados, y por ltimo
la restauracion por medio del Andlisis de la Evidencia.

Esta aplicacién ademas de proporcionar estos métodos, también permite
realizar algunas operaciones sobre las imagenes como son : la Transformada
Réapida de Fourier, la Convolucion Circular, Shift Circular y la graficacion
de los renglones o columnas de una imagen.

Los requerimientos minimos para que funcione correctamente RHIM es
una PC, con 64 MB en RAM a 500 Mhz, 8 GB en Disco Duro, Windows 98
y C++ Builder 3.0.

La pantalla principal de RHIM se muestra en la Figura 7.1, en donde se
observa un menu con 5 opcione, dos barras de herramientas y en la parte
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inferor una caja de texto, en la que se despliegan los resultados obtenidos

después de haber aplicado algiin método de restauracién.

% Hestaurador de Imagenes

Archivo  Imagen  Algortmoz  “entana  Apuda

=10 x|

e | 0

Minimos C. A. Evidencia

Figura 7.1 Pantalla principal de RHIM
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7.1.1 Menus

RIHM esta compuesto de 5 ments, que acontinuacion se describiran a
detalle.

El primero es Archivo (Figura 7.2), que contiene acciones como: Abrir
Imagen, Guardar Imagen y Salir.

% Restaurador de Imagenes -|0O] =|

Archivo  Imagen  Algortmos  Wentana  Apuda

Abrir Fa
Guardar coma F2

Salir F10 :5:

_____ i

Mediana Media Minimos C. A. Evidencia

|I | 4
Figura 7.2 Menu Archivo

Cabe mencionar que RHIM sélamente pueder leer imagenes con formato
bmp.

En el segundo ménu llamado Imagen(Figura 7.3), se incluyen las
operaciones que proporciona RHIM para el procesamiento de imagenes que
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son: Graficar el renglén o columna, la Transformada Répida de Fourier, la

Convolucién Circular y el Shift Circular.

%* Restaurador de Imagenes
&rchivo | Imagen  Algortmos  Wentana  Apuda

[=]

Bl

i

Transformada
Shift Cirzular
Cornvvalucian

Renglan
Columna

Mediana Media

Minimos C.

=101 %]

@

A. Evidencia

Figura 7.3 Menu Imagen

El tercer menu es Algoritmos, que contiene todos lo métodos implementa-
dos para la restauracion de iméagenes como son: el Filtro de Mediana, Filtro
de Media, el Método de Minimos Cuadrados y el Andlisis de la Evidencia.
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=%* Restaurador de Imagenes B [m] [

Archiva  Imagen | Algortmos  Mentana  Apuda

Mediana
tedia

Minirmog Cuadrados

i

A. Evidencia

b &toda lkerativa

Mediana

I | 4

Figura 7.4 Menu Algoritmos

El cuarto ment es el de Ventana, que permite organizar las ventanas en
el ambiente trabajo de RHIM. Y el ultimo ment que es el de Ayuda contiene
las opciones de Ayuda y Acerca de.
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7.1.2 Barra de Herramientas

Como se mencion6 anteriormente RHIM esta compuesto de dos barras de
herramientas que permiten el acceso rapido a las operaciones mas utilizadas.

En la primera barra se encuentran los botones para Abrir(1) y
Guardar(2) una imagen y Salir(3) que permite cerrar completamente la
aplicacién. (Figura 7.5)

|e[8a] 1]
i @ (3)

Figura 7.5 Primera barra de herramientas

En la segunda barra se encuentran todos los métodos de restauracion
de imagenes implementados en RHIM, como son el Filtro de Mediana(1), el
Filtro de Media (2), el método de Minimos Cuadrados(3) y el Analisis de la
Evidencia (4).(Figura 7.6)

i | B

Mediana Media Minimos C. A. Evidencia

1) ) ) 4)

Figura 7.6 Segunda barra de herramientas

80



7.1.3 Operaciones sobre las imagenes

Las operaciones que ofrece RHIM como se mencioné anteriormente son:

La Transformada Rdpida de Fourier'(TRF). El resultado se puede
obtener en el dominio del tiempo(real e imaginario) o en el de la
frecuencia(magnitud y fase)(Figura 7.7).

Ver Apendice de Conceptos Bésicos para una mejor definicién de la TRF
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= Transformada Rapida de Fuurié::: -0 =|

alida

{~ Real, Imaginaria

{~ Magnitud, Fase

~f Aceptar |

Cancel |

Figura 7.7 a) Pantalla para el calculo de la TRF

% Restaurador de Imagenes =10 x|
Archiva  Imagen  Algoritmos  YWentana  Ayuda
g | == i
Minimos C. Jacobi A. Evidencia
R _ IDIEI
0, 234 -188460.1875, 1262918 IFEE#ESE.#EE?E, 224636,
EINNEEEENNNNNENNNNEEEENNEENEENEEEEEE | Procesa Finalizada 4

Figura 7.7 b) Resultados del célculo de la TRF en una imagen
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La Convolucion Circular puede ser calculada entre dos imédgenes de las
mismas o de diferentes dimensiones. Si se desea calcular la convolucion
con una sola imagen, RHIM lo hace con una matriz de empanamiento

previamente definida. Un ejemplo de esta operacién se ilustra en la Figura
7.8.

“%° Restaurador de Imagenes =10l =|
Archivo  Imagen  Algortmos YWentana  Ayuda

|e|d] B

| B

Mediana Media Minimos C. Jacobi A. Evidencia

=10l |

0. 234 9.125.187.4375

Y

-
[
4

EERERREREERENRNNENNENNNNRNNRRNRNRRNE] |Proceso Finalizado

Figura 7.8 Ejemplo de la Convolucién Circular en una imagen

Otra operacion es el Shifth Circular, el cual consiste en rotar a la imagen
a partir de su centro, una muestra de ello se puede ver en la Figura 7.9.
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%" Hestaurador de Imagenes =10 =|

Archivo  Imagen  Algortmos Wentana  Apuda

>8] ]

ge | == E

Mediana Media Minimos C. Jacobi A. Evidencia

=10l | -0l x|

0,234 0234

Y

-
El
/

EEERERENENNNNERENENENNENENENNEREEEEN |F'rn:n:es::| Finalizado

Figura 7.9 Ejemplo de la operaciéon Shift Circular en una imagen

Y la dltima opcién que nos proporciona RHIM es la graficacion de un
renglon o columna de una imagen. Para ello primero se selecciona la imagen a
graficar, enseguida se indica si se desea graficar un reglén o columna, con ello,
en pantalla se visualizara un segunda ventana en donde se podra especificar
el nimero del renglén o columa a graficar, como se puede ver en la Figura
7.10 a), una vez hecho esto se podra visualizar una grafica con los valores del
renglén o columna seleccionada(Figura 7.10 b)).
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7.1.4 Meétodos de Restauracion

RHIM en cada uno de los métodos de restauracién implementados
muestra como resultados finales el tiempo que utilizé el método para realizar
la restauracién, el numero de iteraciones que realizé, en el caso del Analisis
de la Evidencia y el valor minimo y maximo que tiene la imagen restaurada.
En la parte inferior de la pantalla se muestra el porcentaje del proceso de
restauracion, ademas de indicar al final de esta, que el proceso ha finalizado.

Un ejemplo de la utilizacién de los métodos de restauracion se puede
ilustrar con el método de Minimos Cuadrados, para ello primero se abrira
una imagen, una vez hecho esto se presionara el boton ”Minimos C.” de
la segunda barra de herramientas y enseguida se introducird el valor de
deseado, después presionar ” Aceptar” y entonces se iniciard con el proceso
de restauracion de la imagen, mostrandose en pantalla otra ventana con la
imagen resultante, como se puede ver en la Figura 7.11.
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% Minimos Cuadrados |

Lamda: I

~ boeptar | Cancel

Figura 7.11 a) Pantalla para introducir el pardmetro -y

% Restaurador de Imagenes =10 =|
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> ||| ¥

A. Evidencia

0,234 18, 7357053204102, 21E.
00:00:00: 16 seq
Método de Minimoz Cuadrados ;I
Lambda =1
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Figura 7.11 b) Resultado de la restauracién con el método de Minimos Cuadrados
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Apéndice A

Conceptos Basicos

A.1 Valores propios

Si A es una matriz de nimeros reales de n x n y I la matriz identidad de
n X n, el polinomio definido por

p(A\) = det(A — ), (A1)
se llama el polinomio caracteristico de A.
Es facil ver que, p es un polinomio de n-ésimo grado en A con coeficientes
reales y que, por lo tanto, la ecuacion,

p(A) =0, (A.2)

tiene n raices, algunas de las cuales suelen ser complejas. Los ceros de esta
ecuacién, se conocen como wvalores caracteristicos o propios(eigenvalores) de
A, estos estan intimamente ligados a la solucion del sistema Az = b.
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A.2 Vectores propios

Una vez obtenidos los valores propios de una matriz A de n x n, los vectores
x # 0 que resuelven el sistema

Ar = Nz, para i=1,2,...,n (A.3)

o equivalentemente,

(A= XDz =0 (A.3.1)

se denominan vectores propios o eigenvectores de A correspondientes a \;.

A.3 Matriz circulante

Considerese una matriz H de M x N de la forma[16]:

he<0) he<M - 1) he(M - 2) he(l)
he(l) he<0) he(M - 1) he(Q)
he(2) he(1) he(0) he(3)
H - (A.4)

he(M —1) ho(M —2) ho(M —3) ... he(0)

como se puede ver, las filas estan relacionadas por un desplazamiento circular
hacia la derecha, es decir, el elemento mas a la derecha de cada fila es
igual al elemento mas a la izquierda de la fila inmediatamente inferior. El
desplazamiento se denomina circular por que cuando un elemento desaparece
por el extremo de la derecha vuelve a apareceren el extremo izquierdo de la
fila. Una matriz cuadrada en la que cada fila es un desplazamiento circular
de la fila precedente y la primera fila es un desplazamiento circular de la
ultima se le denomina matriz circular.
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A.4 DMatrices circulantes a bloques

Sea la matriz H de dimensiones M N x M N. Esta matriz se compone de
M? particiones, cada una de ellas de tamafio N x N, ordenadas de acuerdo
con:

Hy, H, i, Hy,-, .. H
Hl Ho HM_1 H2
H-= H, H; H, .. Hj; (A.5)

Hy+ Hy Hy_s3 ... Hp

Cada particién H; se construye a partir de la j-ésima fila de la funcién
ampliada he(x,y), de la siguiente forma:

he(]a()) he<jaN_1) he(jaN_Q) he(]>1)
he(j; 1) he(3,0)  he(j, N —1) he(4,2)
Hj: he(]a 2) he(j7 1) he(j7 ) he(j7 3) (AG)

he(iiN = 1) he(iuN —2) he(uN—3) . he(3.0) |

Aqui H; es una matriz circulante, y los bloques de H tienen los subindices
ordenados de forma circular. Por estas razones, la matriz H de la ecuacion
(A.5) se denomina matriz circulante por bloques.
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A.5 Teorema de la Convolucion en 2D

En 2D la propiedad de los impulsos es:

n—1ln—1

Flay) =33 fub(z —k,y —1). (A7)

k=0 1=0
Si la respuesta del sistema invariante bajo traslacién ! a un impulso §(x, y)

es h(z,y) podemos construir su respuesta a cualquier sefial f(x,y) como:

n—1ln—1

(PUf(z,y)D)(x,y) = D> fuhlz —ky 1), (A.8)

k=0 =0

y reescribiendo la ecuacién (A.8) tenemos que la convolucion de dos funciones
f = h en dos dimensiones se obtiene resolviendo:

n—1ln—1

gz, y) =D flk,Dh(z —k,y = 1). (A.9)

k=0 1=0

A.5.1 Propiedades de la Convoluciéon en 2D

1. Conmutividad : fxh=h=x f
2. Asociatividad: (f*g)xh= fx(gx*h)
3. Distribuidad sobre la adicién: f+ (g« h) = fxg+ f*h

'Un operador es invariante bajo traslacién, si al aplicarlo a una sefal trasladada se
obtiene la misma respuesta que la que se obtuvo al aplicarlo a la senal original
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A.6 Convolucion Circular

Dada una senal h de longitud N, definimos su periodificacién como:

h(n) = h(nmod N) (A.10)

Si f es de longitud N y h es de longitud M | la convolucién circular
puede escribirse como:

gm) = S f(m)h(n — m) (A11)
= 3" — mh(m).

en donde como se puede observar cualquiera de las dos funciones puede ser

periorizada.

A.7 Operador Laplaciano

El operador laplaciano [15] es una medida isotrépica de la segunda derivada
espacial de una imagen. Este operador es muy utilizado para detectar bordes,
asi como para reducir el ruido en una imagen emborronada con el filtro de
emborronamiento Gaussiano.

El laplacionano de una imagen f(x,y) es:

o2f  O*f

7z Ty (A.12)

V=

la segunda derivada en la direccién de x y y se aproximan utilizando las
ecuaciones en diferencias:
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0 f Gz

O+ 1,5) - (i,5))
Ox
y analogamente,
0% f . o o
aTyZf(m+2)—2f(z,J+1)+f(w), (A.14)
y al centrar estas dos aproximaciones se obtiene lo siguiente:
0 f . . . . . .
0 f . . .

Combinado las ecuaciones (A.14) y (A.15) se puede utilizar la siguiente
mascara para aproximar al operador laplaciano:

0 -1 0
Pf~| -1 4 (A.16)
0 -1 0

A.8 Distribucion Gamma
La funcién gamma [12] estd definida por:
L(r)= / " te "dx, parar > 0, (A.16)
0
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puede demostrarse que la integral en la definicién de I'(r) es finita. Por otra
parte, si se emplea la integracion por partes, puede demostrarse que:

I(r) = (r— 1)I(r — 1), (A.17.1)

Por consiguiente, si 7 es un entero positivo, se tiene:

L(r)=(r—1). (A.17.2)
Asf mismo I'(r) = 0! = 1y también puede demostrarse que I'(1/2) = 7'/2.
Es posible interpretar la distribucion gamma como una generalizacién de
valores no enteros de r del término (r — 1)!. Con esto es posible establecer
la funcion de densidad de probabilidad gamma como:
La variable aleatoria X con funciéon de densidad de probabilidad, dada
por:

)\Txrflef/\m
I'(r)

tiene distribuciéon gamma con parametros A > 0y r > 0.

fx(zy; A1) = , para x > 0 (A.18)

Por otra parte también puede obtenerse el resultado siguiente:

Si X es una variable aletoria gamma con parametros A\ y r, entonces la
media y la varianza de X son:

py =E(X)=r/Ayo%x =V(X)=r/\ (A.19)
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Apéndice B

Estimacion Bayesiana

B.1 Introduccion

Como sabemos el término probabilidad es utilizado en el lenguaje
cotidiano para indicar la posibilidad de la ocurrencia de un evento futuro
y ésta variara dependiendo de la ocurrencia o la no ocurrencia de uno o mas
eventos relacionados. Ahora bien, la estimacién bayesiana, es un enfoque
alternativo para el analisis estadistico de datos que maneja en forma subjetiva
y no literal el concepto de probabilidad.

La estimacién bayesiana, se enfoca en los datos que han de recolectarse,
he intentar descubrir valores para los pardmetros y encontrar los mejores
valores para esos datos.

La estimacién bayesiana, se diferencia en gran medida de la estimacion
frecuentista a la que estamos acostumbrados a utilizar, debido a que esta
amplia el concepto de probabilidad, ya que no se refiere a la frecuencia
con la que sucede cierto evento, sino ve a la probabilidad como el grado
de conviccion de una persona acerca de la ocurrencia de un evento, basado
claro estd, en eventos observados anteriormente, es decir, hipdtesis como
evidencias. Cuestionamientos como ”es probable que el partido politico X
gané las selecciones” o "es probable que Juan vaya a la fiesta”, que suelen
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hacerse en la vida diaria, son dificiles de responder con certeza absoluta por
la estimacién frecuentista, pero si por la estimacion bayesiana. Esto se debe
que en la estimacion frecuentista sélo responde a preguntas concretas y en
cambio en el modelo bayesiano, dependiendo de las evidencias obtenidas
anteriormente podemos asignar un valor a la ocurrencia de un evento
dependiendo de las evidencias con que cuente el investigador, todo ello para
conseguir una mejor aproximacién del resultado esperado.

Los métodos bayesianos se han criticado, porque al incorporar creencias
personales se podrian manipular los datos a conveniencia del investigador,
sin embargo lo mismo pasa en el modelo frecuentista ya que en el campo de
la investigacién siempre se esta en la incertidumbre, y no se siempre se tienen
la certeza de la probabilidad de los eventos aunque sean observados muchas
veces, siempre ocurrira una variacion.

B.2 Justificacion del uso de la Regla de Bayes
en la Restauracion de imagenes

Debido a las imperfecciones de los medios electrénicos y fotogréficos, las
imagenes obtenidas son versiones defectuosas de la original, estos defectos
son ocasionados principalmente por el emborronamiento y el ruido [8]. Por
ello, se ha establecido el modelo de degradacién de una imagen observada g,
el cual se ilustra en la Figura B.1 y esta dado por:

donde f representa a la imagen original, g a la imagen emborronada y con
ruido, 7 es el ruido que se supone de tipo normal, independiente y con media
cero, pudiendo ser su varianza conocida o desconocida, y H representa la
matriz de emborronamiento, que en este caso definiremos mas adelante.
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J—n  H 4

Figura B.1 Modelo de degradacién de una imagen

Entonces , jcémo se puede recuperar la imagen original?, utilizando el
modelo de la degradacién de la imagen, supongamos que H es invertible
entonces tenemos que:

f=H"(g—n). (B2)

Sin embargo esta solucién no es util, debido a que se supone H
conocida y se cuenta con cierta informacion sobre f y 7, es decir, no se
conocen puntualmente, sino que se cuenta con cierta informacion sobre su
distribucién.

Pero, ;para qué sirve el teorema de Bayes en la restauracién de
imagenes?, es muy util, porque nos permite elegir, diferentes estimadores
para la imagen original, de tal forma que se involucra una distribucion
condicionada o también llamada verosimulitud p(g|f), que es la distribucién
de la probabilidad de ¢g dado algin conocimiento sobre f, ademas de
una distribucién a priori p(f) de f, y combinando ambas distribuciones
podremos obtener la distribucién a posteriori p(f|g), con la que obtendremos
la estimacién de una f dada g. De lo anterior tenemos que el teorema de Bayes
esta dado por

_ plolf)p(f)

p(flg) ()

(B.3)

Los beneficios de la estimacion bayesiana son:

1. Se tiene un marco explicito para incorporar conocimiento a priori
dentro de un analisis.
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2. La estimacién Bayesiana toma en cuenta las diferencias entre los datos
observados, lo que permite al investigador examinar las diferencias en
evaluaciones y decisiones para varias cantidades de informacion, y por
lo tanto medir el valor de la informacion adicional.

3. La estimacién Bayesiana es esencialmente mas objetiva que otros
métodos de inferencia, porque, primero separa las diferentes entradas
subjetivas del proceso de inferencia, lo que deja campo para posibles
modificaciones y entonces junto con otras herramientas influenciar en
la distribuciéon a priori.

Sin embargo, la estimacion bayesiana tiene algunos contras como son:

1. La distribucion a priori deber ser conocida.

2. Una forma cerrada de encontrar soluciones es dificil de encontrar.

Los pasos a realizar en la Estimacion Bayesiana son los siguientes:

1. Se percibe y se evalud la situacion a la luz de las evidencias observadas.
2. Se establece la distribucién de Verosimilitud p(g|f).

3. Después se define la distribucién a priori p(f).

4. Se calcula la evidencia p(g).

5. Se evalua la distribucién a posteriori p(f|g) con la regla de Bayes.
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Desde el punto de vista Bayesiano, el conocimiento completo de los
parametros, después de las observaciones esta dado en la distribucién a
posteriori de la funcién de densidad. Por lo que, nos preguntamos con
mucha frecuencia, jcual es la mejor estimacion de los pardmetros?, una de
las opciones es el estimador maximo a posteriori (MAP), el cual maximiza
la distribucién a posteriori, lo que proporciona un valor Unico a todos los
valores.

El estimador MAP se expresa como:

f =arg max {p(g|f)p(f)} (B.4)

Otro tipo de estimaciéon muy relacionada con el estimador MAP es la
estimacién de maxima verosimilitud (ML), ya que este tipo de estimacién
ignora la distribucién a posteriori y solamente maximiza la distribucién de
verosimilitud. Asi el estimador ML esta dado como:

A

f=arg mgX{p(glf)}- (B.5)

Una desventaja de este tipo de estimacion es que requiere frecuentemente
grandes cantidades de conocimiento sobre la estructura de los datos.

Algunas propiedades de estimador ML son las siguientes:

1. El estimador de la maxima verosimilitud es consistente.
2. Sin asintéticamente efecientes, es decir, tienen una varianza minima.

3. Son asintéticamente normalmente distribuidos.
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Apéndice C

Filtros

C.1 Filtro de Mediana

Este filtro tiene como objetivo reducir el ruido en vez de difuminarlo.
Este consiste en reemplazar cada pixel de la imagen por la mediana de
los pixeles vecinos. Es particularmente efectivo cuando el patrén de ruido
consiste en componentes fuertes y de forma picuda, y la caracteristica que se
desea preservar es la agudeza de los bordes. El filtro de mediana es no lineal.

La mediana m del conjunto de valores es tal que la mitad de los valores del
conjunto quedando por debajo de m y la otra mitad por encima. Para realizar
el filtrado de mediana alrededor de un pixel, primero se deben extrarer los
valores de los pixeles vecinos, después determinar la mediana y asignar este
valor al pixel actual. Por ejemplo, en una ventana de 3 x 3, la mediana es
el quinto valor mayor, en un entorno de 5 x 5 la mediana es el decimotercer
valor mayor, y asi sucesivamente. Cuando los valores son iguales hay que
agruparlos.

Asi la funcién principal del filtro de mediana es introducir puntos con
intensidades distintas que sean més parecidos a sus vecinos, eliminando de
esta forma los picos de intensidad que aparecen aislados en el drea cubierta
por la mascara.
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C.2 Filtro de Media

El filtro de Media sigue el mismo concepto que el filtro de mediana antes
mencionada, la unica diferencia es que en vez de calcular la mediana de los
pixeles vecinos se calcula la media, dada por:

media =

Asi por ejemplo para calcular la media de una ventana de 3 x 3, habra
que realizar la sumatoria de los pixeles que se encuentran alrededor de un
pixel en particular y el resultado sera dividio en entre 3 que la dimensién de
la ventana. Lo mismo ocurriria para una ventana de 5 x 5.
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