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INntroduccion.

El procesamiento de las imagenes esta relacionado con la capacidad de
percepcion que poseemos los humanos. Una maquina de visién, por otro
lado, se relaciona con una maquina encargada del procesamiento digital de
una imagen.

Un campo de aplicacion de las técnicas de procesamiento de
imagenes consiste en la resoluciobn de problemas relacionados con la
percepcion automatizada. En este caso, el interés se centra en los
procedimientos para extraer la informacion de la imagen de forma
conveniente para el procesamiento por computadora. A menudo esta
informacién tiene poco en comun con los rasgos visuales que los seres

humanos emplean para interpretar el contenido de una imagen.

Los problemas actuales de la percepcion automatizada, que utilizan
rutinariamente técnicas de procesamiento de imagenes, son el
reconocimiento automatico de caracteres, los reconocimientos militares, el
tratamiento automéatico de huellas digitales, las muestras de sangre, las
imagenes de rayos X y el procesamiento automatico de las imagenes

aéreas y de satélite para la prediccion del tiempo y evaluacion de cultivos.

Cabe mencionar, que el procesamiento digital de imagenes implica
procedimientos que normalmente se expresan en forma de algoritmos.

De esta manera, con excepcion de la adquisicion de las imagenes y
su representacion, la mayor parte de las funciones de tratamiento de la

imagen pueden ser implementadas en software.




Introducciéon

Uno de los problemas actuales de la percepcién automatizada, es la
construccion de modelos que puedan ser usados por la computadora, para
que esta pueda reconocer estos objetos. Tradicionalmente, los modelos se
han construido a través de la representacion de la informacién contenida en
el objeto usando lineas, arcos, etc., dando lugar a los llamados modelos
geométricos. Desafortunadamente, al construir este tipo de modelos se
pierde una cantidad muy significativa de informacion, que puede ser crucial
al tratar de reconocer los objetos.

Recientemente se ha propuesto como una alternativa a los modelos
geometricos, el uso de otro tipo de modelos basados en la apariencia que
presentan los objetos, de tal manera que es posible mediante el uso de
ellos, preservar no solamente el contorno, sino también otro tipo de
informacién tal como la textura, el color, etc.

La técnica de Espacios Fundamentales (Eigenspaces), propuesta por
Turk y Pentland [Turk & Pentland, 1991] para el reconocimiento de rostros,
y por Murase y Nayar [Nayar, 1996] para el reconocimiento de objetos en
general, es una de las técnicas que emplean modelos basados en la
apariencia de los objetos. Tal técnica inicia con la toma de un conjunto de
imagenes del objeto a reconocer y mediante el empleo del Analisis de
Componentes Principales (PCA por sus siglas en inglés) encuentra un
conjunto de Iimagenes representativas, que permiten construir una
representacion compacta del objeto (modelo) dentro de un espacio
vectorial denominado espacio fundamental. El proceso de reconocimiento
se realiza por la proyeccion de un objeto a reconocer dentro del espacio
fundamental que contiene a los modelos de los objetos previamente

construidos, localizando el modelo que corresponda a tal imagen.

Debido a lo anterior, el objetivo del presente trabajo de tesis es
desarrollar un algoritmo que sea capaz de generar un espacio fundamental
para fines de reconocimiento de un objeto, usando multiples perspectivas

del mismo. Durante este desarrollo, se demuestra que las técnicas del
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Procesamiento Digital de Imagenes y la representacion de Espacios
Fundamentales, pueden aplicarse en conjunto, para la resolucion de tal
problema. De igual manera, se muestran los resultados obtenidos al
representar una imagen en un espacio como si fuera un punto cualquiera®
proyectado a un espacio vectorial, parte crucial para el desarrollo de este

trabajo.

El material de este trabajo esta organizado en 4 capitulos divididos
en areas tematicas. En el Capitulo 1 se trata de manera extensa los dos
puntos fundamentales para el desarrollo del sistema propuesto: en primera
instancia se trata la representacion digital de imagenes y su aplicacion a
este trabajo, para posteriormente definir la técnica de los espacios
fundamentales, su representacion y los conceptos necesarios para formar
un espacio de este tipo.

En el Capitulo 2 se exponen los criterios matematicos necesarios para
definir un espacio fundamental y se explican de manera concreta las etapas
que forman un sistema de reconocimiento en general, asi mismo se
demuestra la utilidad de cada una de estas etapas para dar soporte a una
solucidn viable de la hipotesis inicial.

En el Capitulo 3 se muestra la implementacion formal del sistema
propuesto; explicando detalladamente los procesos que se llevan a cabo
para conformar un espacio bien definido con las imagenes utilizadas, se
muestran algoritmos y procedimientos programados que fueron necesarios

para hacer de este un sistema eficiente.

1 L - . .
Ver Apéndice A para comprender la representacion de un punto en un espacio vectorial.




Capitulo 1

Identificacion de Objetos

1.1 Preliminares.

1.1.1 Representacion Digital de Imagenes.

Una imagen estd compuesta por variaciones de luminosidad en funcién de

coordenadas espaciales, y temporales en el caso del video.

Una imagen digital se puede representar mateméaticamente por
medio de una matriz F=(f;;) de dimensiones m x n, donde i denota a la fila y
j a la columna de dicha matriz, respectivamente. De esta forma el producto

de m y n es el nUmero de puntos requeridos para representar la imagen.

El término imagen se refiere a una funcidon bidimensional de
intensidad de luz f(x,y) donde x e y representan las coordenadas espaciales
y el valor de f en un punto cualquiera (X,y) es proporcional al brillo (o nivel
de gris) de la imagen en ese punto.

Una imagen digital es una imagen que se ha discretizado tanto en las
coordenadas espaciales como en el brillo. Una imagen digital puede

considerarse como una matriz cuyos indices de fila i y columna j, identifican
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un punto de la imagen y el valor del correspondiente elemento de la matriz
indica el nivel de gris en ese punto.

Los elementos de una distribucion digital de este tipo se denominan
elementos de la imagen, o mas comunmente pixels o pels, abreviaturas de

su denominacion inglesa "pictures elements". [Gonzalez & Woods, 1996]

En la representacion digital de los niveles de gris de las imagenes, la
imagen es presentada como un arreglo de dos dimensiones. Donde cada
ndmero representa la intensidad o nivel de gris de la imagen como una
posicion relativa. Si cada nivel de gris es representado con 8 bits (1 byte),
entonces el nivel de gris permitido es de 2% o 256 posibles valores. Estos
niveles son usualmente asignados a valores enteros dentro del rango de O a
255, donde el O representa el nivel de intensidad oscuro y 255 el nivel de

intensidad claro.

En una imagen a color, la representacion es similar, excepto que en
cada locacion de la matriz, el nUmero representa tres colores primarios:
rojo, verde y azul.

Para una representacion a color, de 24 bits por pixel, el nUmero es
dividido en tres segmentos de 8 bits. Cada segmento representa la

intensidad de uno de los colores primarios.

Desde su nivel mas basico, el Procesamiento Digital de Imagenes
requiere una computadora para procesar las imagenes y dos elementos
clave para la entrada y salida: un digitalizador de imagenes y un dispositivo
para el despliegue de imagenes (Véase Figura 1.1.1.1).

El tipo de sistema que se plantea implantar en la realizacién de este
tipo de trabajos, lleva a cabo las siguientes operaciones: Adquisicién de las

imagenes, almacenamiento, procesamiento y presentacion.
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FIGURA 1.1.1.1. Esquema que muestra la forma en que se realiza la toma de las imagenes requeridas para
construir un modelo basado en la apariencia de un objeto. Aun cuando en la figura no se sefala
explicitamente, la fuente de iluminacién puede poseer la propiedad adicional de cambiar su posiciéon respecto
al objeto. La camara puede poseer la propiedad adicional de descender y elevarse, para construir un modelo

mas completo.




1.2 Aplicacion de los Espacios Fundamentales.

Cada modelo basado en apariencia® es parametrizado por las variables
de la tarea de vision a realizar. En el caso del reconocimiento de objetos,
estas variables pueden incluir la posicion del objeto (respecto al sensor) y
las condiciones de iluminacion (posicion de la fuente o fuentes de
iluminacién, intensidades de ellas, etc.). Si el objeto es no rigido, los
parametros de deformacion pueden servir como Vvariables adicionales.
Notese que estas variables son continuas dentro de algun rango de valores

conveniente para dicha tarea.
A continuacion se introduciran las siguientes definiciones:

Definicion 1) Sean qi, g2, ..., Om las variables de la tarea de visién a
realizar. Se definen los grados de libertad (DOF por sus siglas en inglés) de
la tarea, como el valor m (el nimero total de variables a considerar).

[Baker, 1996]

Definicion 11) Sea q = [g1, g2, ..., dm]' el vector formado por las variables
de la tarea de vision. Para cualesquiera valores de q (dentro del rango
definido), el sensor produce una imagen del objeto a procesar. Al
considerar todos los posibles valores para g, se obtiene un codominio

continuo de imagenes i(q). A este codominio de imagenes se le conoce

2 Suponiendo que se ha tomado un conjunto de imagenes de entrenamiento de un objeto, Shapiro y Costa
definen el modelo basado en apariencia de un objeto, como una descripcion del objeto en términos de
cualesquiera caracteristicas que sean detectables en las imagenes del objeto (no solo geométricas), éstas
incluyen los diferentes valores de intensidad, textura, color, etc. [Shapiro & Costa, 1994]
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como el espacio visual de trabajo (visual workspace) de la tarea. [Baker,
1996]

1.2.1 Identificacibn de Objetos mediante el uso de Espacios

Fundamentales.

La representacion de espacios fundamentales ha atraido recientemente la

atencion de los investigadores en el campo de la vision computacional.

La idea bésica es representar las imagenes o caracteristicas de la
imagen en un espacio transformado donde las caracteristicas individuales

no estén correlacionadas. [Chandrasekaran, 1996]

Desde hace ya algunos afios, han sido propuestas interesantes
aplicaciones relacionadas con el procesamiento de imagenes, basadas en la
representacion de espacios fundamentales. Estas incluyen el
reconocimiento de rostros y la codificacion de video. Sin embargo, la
comunidad de investigadores de la visibn computacional ha pasado por
alto, en gran parte, progresos paralelos en el Procesamiento de Sefales y
el Algebra Lineal referentes a la actualizacion de algoritmos eficientes para
espacios fundamentales.

Estos nuevos desarrollos son significativos por dos razones: la
primera es que él adoptarlos hard que alguno de los algoritmos actuales
sea mas robusto y eficiente, y la segunda, mas importante aun; es el hecho
de que la actualizacibn de las representaciones de los espacios
fundamentales abrird nuevas e interesantes aplicaciones en la vision

computacional, tales como el reconocimiento activo y el aprendizaje.
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En contraste, la Optica tradicional trata una region de la imagen como
una "cosa" en movimiento, debido a esto, no puede distinguir entre
cambios en las perspectivas de vista o la configuracion del objeto. Si los
cambios en las posiciones de vista son significantes, la "cosa" no sera la
misma y puede ser que el reconocimiento falle.

Por otro lado, la técnica de representacion de espacios fundamentales
permite describir modelos simples de imagenes en dos dimensiones (2D),
disefiados para explicar el cambio en las posiciones de vista o estructura
del objeto.

Las representaciones de espacios fundamentales pueden proporcionar
una codificacion aproximada de un conjunto grande de imagenes en
términos de un numero pequefio de imagenes de base ortogonal.

[Gonzalez, 1997]

Las técnicas estandares de espacios fundamentales confian en el
ajuste de minimos cuadrados entre una imagen y un espacio fundamental,
y pueden conducir a resultados pobres cuando existe la presencia de ruido
en la imagen de entrada. Debido a esto, el problema correspondiente al
espacio fundamental es reformulado como uno de estimacién robusta.

Mas que un intento por representar todas las vistas posibles de un
objeto desde todas sus posiciones posibles, es mas practico representar un
conjunto méas pequefo de vistas candnicas y permitir una transformacion

parametrizada de la imagen de entrada y el espacio fundamental.




Capitulo 2
Representacion de los

Espacios Fundamentales

2.1 Representacion Matematica.

La técnica de los espacios fundamentales es uno de los enfoques que
emplea exclusivamente el Algebra Lineal (en su forma original), lo que hace
facil su comprension e implementacion, si se cuenta con estudios basicos
en esta area, ademas de contar con algunos conocimientos extra sobre
Andalisis Numérico. El proceso de creacion de los modelos de los objetos es
independiente de la geometria, textura, color, etc., de los objetos, y sélo es
restringido a que los objetos sean rigidos y monomaorficos. Esto significa
que este proceso es el mismo para cualquier objeto que cumpla con dichas
caracteristicas, pues no requiere el ajuste de ningun parametro
dependiente del tipo de objeto a modelar. Un espacio fundamental puede
definirse en términos algebraicos.

Cada imagen de tamafio n X n puede ser vista como un vector
columna de tamarfo (n x n) x 1. En base a esto, podemos calcular el valor
esperado de nuestras imagenes para obtener el “promedio” de estas,

necesario para calcular la covarianza Cy de nuestro conjunto.

10
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El valor esperado de la variable aleatoria x, recibe usualmente otros

nombres como esperanza, o valor medio, o media. También utiliza las

siguientes notaciones E(x), tx (0 1 simplemente) 6 m,. [Hernandez, 1982]

Ahora bien, supongamos que M es el conjunto de imagenes de

muestra, y que estas imagenes son presentadas como columnas:

Iy donde cada 7I; es de tamafio N>*1

Entonces el valor esperado esta dado por :

1

mxm

|| MZ
T

De igual forma, es necesario calcular una cantidad que indique la

desviacion @, de las M imagenes como método de extraccion.
O =I_-m
n n X

En base a estos dos conceptos, podemos formar la matriz de

covarianza. La entrada Cij es un indicativo de como “covarian” los vectores

i, J; mientras que Cii determina la varianza de la columna i.

1
X~ M

M
l—‘e
::el|

11



Representacion de los Espacios Fundamentales

La covarianza entre dos variables es un resumen estadistico que nos

indica si las puntuaciones estan relacionadas entre si. La formulacion
clasica, se simboliza por la letra griega sigma Oxy cuando ha sido calculada

en la poblacion. Cuando en un estudio se mide la relacion bivariada entre
mas de dos variables, frecuentemente la informacion se expresa en forma
matricial.

La estructura de esta matriz es de naturaleza simétrica. [Hernandez,
1982]

Si nos planteamos intuitivamente cual es la mejor representacion
bidimensional posible de un objeto en méas de 2 dimensiones, estaremos de
acuerdo en que esta sera la que nos muestre una mayor extension del
mismo, o la que nos muestre méas cosas de él. El concepto estadistico de
varianza de una variable, es un buen indicador de la "extension" que toman

un conjunto de objetos "vistos" desde ella.

Teniendo en cuenta lo anterior, se calculan los valores propios
(eigenvalues) y los correspondientes vectores propios (eigenvectores)?.
Existen diversos métodos que facilitan esta labor entre los cuéles se

encuentran:

- Transformacién de Jacobi para matrices simétricas.

- Reduccion de una matriz simétrica a la forma tridiagonal: Usando
reducciones de Householder.

- Uso de matrices de Hermitian (Matrices Hermitian).

- Reduccion de una matriz general a la forma de Hessenberg.

- Algoritmo QR para matrices reales de Hessenberg.

% Ver Apéndice A para una mejor comprension de ambos términos

12



Representacion de los Espacios Fundamentales

Puesto que, como se demuestra mas adelante, se sabe que la
matriz de covarianza es simétrica por naturaleza y debido a que nos
interesa conocer tanto los valores propios como sus correspondientes
vectores propios a la vez, es recomendable utilizar el método
desarrollado por Jacobi (1845) y que recibié el nombre de método

iterativo de Jacobi.

2.2 Transformaciones de Jacobi:.

El método de Jacobi para la obtencion de los valores propios ha atraido
gran interés debido a que se puede implementar de manera paralela y es
mas aproximado que los métodos QR usados para resolver el mismo
problema. [Zhon, 1998]

Existen dos tipos basicos de Jacobi, estos son, Jacobi de un solo lado
(one-sided Jacobi) y Jacobi de dos lados (two-sided Jacobi). EI método

tradicional de Jacobi de dos lados para la obtencion de los valores propios

trabaja desarrollando una secuencia de actualizaciones similares
T
A« Q AQ

con la propiedad de que cada nueva A es “mas diagonal” que su predecesor

El método de Jacobi consiste de una secuencia de transformaciones

ortogonales de la forma:

A— P LAP, > PR LAPP, —» P,LP LR L AP.P,.P, - etc.

13



Transformaciones de Jacobi sobre una matriz simétrica

Cada transformaciéon (rotaciéon de Jacobi) es una rotacion disefiada
para alinear cada uno de los elementos que se encuentren fuera de la
diagonal de la matriz. Las transformaciones sucesivas eliminan los ceros
previamente fijados, sin embargo los elementos de la diagonal se vuelven
cada vez mas pequefios con gran precision. Los vectores propios son
obtenidos mediante la acumulacion de los productos de |las

transformaciones,

mientras que los elementos de la matriz diagonal final son los valores

propios.

El funcionamiento del algoritmo de Jacobi implementado para
solucionar el problema de los valores propios y vectores propios es descrito

detalladamente en el Capitulo 3 de esta tesis.

2.3 Aproximacion al Eigen reconocimiento.

Los pixeles que componen una imagen pueden considerarse como un
vector. Asi, una imagen prototipo se puede considerar como un vector

base, util para describir otras imagenes usando el producto interno.

De igual forma, un conjunto de imagenes puede formar un espacio
para describir una variable en una dimension. Por ejemplo, una secuencia
de tres imagenes de una pelota en distintas vistas, puede ser usada para

definir un espacio de una pelota girando.

14
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Una imagen en particular, se puede representar por un vector con los
tres productos internos obtenidos mediante las tres imagenes de ejemplo.

Es necesario computar este producto interno en una localizacion
apropiada, pero puesto que la correlacion es una secuencia de productos
internos, es posible encontrar la correlacion méaxima, y entonces se
describe a la imagen del vector de productos internos obtenido en ésa

posicion. [Reignier, 1995]

El problema con esta representacion es que puede llegar a ser muy
costosa computacionalmente hablando, mientras el nimero de iméagenes
aumente. Sin embargo, el conjunto de imagenes se puede reducir a un
conjunto minimo ortogonal, y la correlaciéon con este conjunto base usarla
para describir el contenido.

Esta es la idea detras de la codificacion de un espacio fundamental,

hecha popular por Turk y Pentland. [Turk & Pentland, 1991]

Para construir un espacio fundamental se parte de una base de datos
con imagenes. Después se obtiene una imagen promedio, se calcula la
variacion entre las imagenes y finalmente, se utiliza un algoritmo para
obtener la covariacion basada en las imagenes de entrada.

Para n x n pixeles se obtiene una imagen de n? pixeles, esta matriz
de covarianza tiene, en teoria, n? coeficientes.

Afortunadamente, dicha covariacion es altamente diagonalizable, y se
puede utilizar un algoritmo rapido para computar y diagonalizarla.

Los componentes principales de la matriz de covarianza forman un

conjunto ortogonal de la base, que son el eje del espacio fundamental.

Supongamos que se tiene una base de datos que contiene 100
imagenes distintas, donde cada una es de k x k pixeles. Cada imagen es
normalizada primero, es decir, se corta el fondo y se colocan pequefias

marcas en ella. De esta manera se reduce la variacion en cada imagen.

15
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La galeria de imagenes normalizadas se denomina conjunto.

Los niumeros de la escala de grises no representan en si a la imagen,
sino que son usados para calcular la variacion entre una imagen y las
demas.

Cada imagen de k x k pixeles puede ser vista como un vector
columna de tamafo (k x k) x 1. Después, se calcula el valor esperado para
las 100 imagenes, y de esta forma se obtiene el promedio de la imagen,
necesario para calcular la covariacion de nuestro conjunto, Cy.

Para este ejemplo, Cx es una matriz de tamafio k? que representa la
variacion entre las imagenes. Esta matriz, es simétrica.

Puesto que la entrada Cj en la matriz de covariacion representa una
medida de como los componentes i y j varian juntos, esta claro que C;;=C;;.
[Ammoura, 1997]

2.4 Componentes Principales del Sistema.

La idea de construir un sistema para el reconocimiento de objetos envuelve
distintos componentes. Estos "subsistemas™ pueden ser implementados

usando diferentes teoremas matematicos y/ o algoritmos.

2.4.1 Adquisicion y Disposicion.

Dado que es imposible obtener integro el espacio visual de trabajo para una
tarea de vision ya dada, por tratarse de una representacion continua, la
técnica de espacios fundamentales parte de la adquisicion de un conjunto

de valores discretos para las variables de la tarea de vision. Este muestreo

16



Componentes Principales del Sistema

discreto puede ser uniforme o no uniforme. Estas imagenes se usan
posteriormente para crear una representacion compacta que servira no solo
para reconocer las imagenes muestreadas sino también para reconocer
aquellas imagenes comprendidas entre cualquier par de imagenes
muestreadas consecutivamente. Este conjunto puede ser generado con
distintas imagenes del objeto. 10 objetos representados con 4 diferentes
imagenes cada uno generara un conjunto de entrenamiento con 40

imagenes M = 40.

Figura 2.2.1.1. Adquisicién de las imagenes que seran proyectadas al espacio fundamental.

Las cuatro imagenes pueden diferir en las condiciones de iluminacion.
Para alcanzar una invariancia en escala, se restringen las imagenes
para poseer un tamanfo fijo e igual para todas. Ademas, las imagenes soélo
deben contener al objeto a reconocer; esto implica que el objeto debera ser

segmentado del resto de la imagen.

Sea R el niumero de imagenes de muestra obtenidas para cada grado

de libertad qx. Entonces, el numero total de imagenes adquiridas sera

m
M = Hk:1 Rk . Sean estas imagenes: {iy, iz, ..., iu}-

17
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2.4.2 Andlisis de Componentes.

Las imagenes en el conjunto tienden a estar correlacionadas en un alto
grado, si y solo si el desplazamiento entre imagenes consecutivas es
pequefio. Es por ello que el siguiente paso consiste en aplicar una técnica
de compresion que explote esta propiedad, permitiendo ademas obtener
una representacion compacta del objeto. El Andlisis de Componentes
Principales (PCA), basado en la transformacion de Hotelling [Gonzalez &
Woods, 1996], es empleado para tal propoésito.

Por medio de esta técnica se obtiene un conjunto de imagenes
(denominados vectores fundamentales o propios), que se usaran como una
base ortogonal para representar las imagenes individuales {ii, iz, ..., im}-
[Altamirano, 1999]

Debido al hecho de que solucionar los eigen sistemas es un asunto de
investigacion profunda, este trabajo de ninguna forma es un tratamiento
para dicho problema. La tentativa aqui, es simplemente plantear una
solucion posible que puede ser utilizada en nuestro sistema de
reconocimiento.

Como primer paso para la construccion del modelo del objeto, el
promedio m de todas las imagenes en el conjunto es restado de cada
imagen. Esto asegura que el vector fundamental con el valor fundamental
mas grande represente la dimension del subespacio en el cual la varianza
de las imagenes es maxima en el sentido de la correlaciéon. En otras

palabras, esta es la dimensién mas importante del espacio fundamental:
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Enseguida, una matriz de imagenes P es construida, sustrayendo m
de cada imagen y transformando las imagenes ix en vectores columna i'y,
de tal manera que las columnas de la imagen son apiladas para formar tal

vector columna. Sea P:
P:{i'l—m, i'>-m, ..., i'M—m}

P es de tamafo O x M, donde O es el numero de pixeles en cada
imagen y M es el nimero total de imagenes en el conjunto de muestras.
Para calcular los vectores fundamentales del conjunto de imagenes, se

define la matriz de covarianza.

Esta, es una matriz cuadrada de tamafio N? y no es una medida
solamente de la variacion, sino también de la covariacion de los vectores
columna dados. C es una matriz muy grande, debido a que una imagen

esta formada por un gran nimero de pixeles.

El siguiente paso consiste en hallar los vectores fundamentales ey y
los correspondientes valores fundamentales A, de C. El célculo se puede

realizar por cualquier algoritmo conocido, aunque se debe notar que tal
célculo es intensivo, debido al tamafio de C, por lo que se debera usar un

algoritmo con mucha precision.

Aun cuando todos los vectores fundamentales son requeridos para la
perfecta reconstruccion de alguna imagen particular del conjunto de
imagenes de muestra, s6lo unos pocos son suficientes para el
reconocimiento visual. Debido a esto, solamente se considerardn K

vectores, seleccionando aquellos que poseen los K valores fundamentales

mas grandes. El resultado es un conjunto de valores fundamentales { A | k

=1, ...., K}, donde {/11 > Ap> .2 /Lk}, y un correspondiente conjunto de
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vectores fundamentales ortonormales { ex | k = 1, 2, ..., K}. Cabe
mencionar que cada vector fundamental es de tamafo N, esto es, el
tamafio de una imagen. La seleccion del valor de K es seleccionado

tipicamente para un valor de 20 o menor.

2.4.3 Construccion del modelo de un objeto.

Cada imagen de muestra ij es proyectada al espacio fundamental a través
de sustraer el promedio c de ella, y entonces calcular el producto interno
del resultado con cada uno de los k vectores fundamentales. El resultado es

un punto fj en el espacio fundamental:

fi=[e1, €2, ..., &]'(ij-C)

A través de la proyeccidon de todas las imagenes de muestra en esta
forma, se obtiene un conjunto discreto de puntos. Debido a que imagenes
consecutivas estan fuertemente correlacionadas, sus proyecciones estan
también cercanas una de otra.

Aprovechando esta propiedad, los puntos discretos son interpolados
para obtener una representacion continua denominada manifold, que sera
el modelo del objeto procesado. (Véase la Figura 2.2.3.1 para observar una

interpretacion de un manifold). Se denotara a este manifold por f(q).
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FIGURA 2.2.3.1. Aspecto de un manifold. Aunque el manifold normalmente reside en un espacio de 3
dimensiones, y por tanto no es posible obtener una representacion grafica de él, para propdsitos ilustrativos,
en la figura se ha parametrizado por la posicidon del objeto frente a la cAmara, y por la direccién de la fuente
de iluminacién. Notese que el inicio y el fin del manifold coinciden, pues se termina de capturar la apariencia
del objeto en la misma posicién donde se comenzé. Imagen generada mediante SLAM: Software Library for

Appearance Matching. Department of Computer Science, Columbia University [Nene, 1994].

2.4.4 Reconocimiento del Objeto.

Para la etapa de reconocimiento, se supondra que se cuenta con una
imagen i que contiene un objeto que ha sido previamente segmentado de
una escena que lo contenia. Ademas, se supondra que i. ha sido
normalizada en escala (al tamafio seleccionado previamente para las
imagenes de muestra). El promedio ¢ es restado de la imagen, y el vector

resultante i’c es proyectado al espacio fundamental para obtener el punto:

f.= [e1, €z, ..., €] (i.-C)
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Entonces el problema de reconocimiento (matching) se reduce a

encontrar la distancia minima d, y f. y el manifold f(q):

d, = O Pf, - f(a)P

min

Si d; esta dentro de algun margen preestablecido, se concluye que i
pertenece al manifold f(q), y por tanto, i es reconocido como el objeto al
que pertenece el manifold. En la practica, el manifold es almacenado en
memoria como una lista de puntos k-dimensionales, obtenidos por re-
muestrear el manifold, por lo que el problema se reduce a encontrar el
punto del manifold méas cercano a f.. Esto puede realizarse mediante un

proceso de busqueda exhaustivo, o bien, con un método mas eficiente.
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Capitulo 3

Implementacion del Sistema

3.1 Introduccion.

El lograr el reconocimiento de objetos a través de imagenes, tiene
repercusiones inmediatas en diversas ramas del conocimiento, como en las
Redes Neuronales y la Inteligencia Artificial, en particular en la robdtica, y
en tecnologias como el control de calidad y la manufactura de productos,
asi como en la evaluacion de cultivos para determinar la existencia de

plagas, solo por citar algunas.

Sin embargo, debido a que las leyes que rigen el aspecto visual de
los humanos no son faciles de describir, el lograr que las computadoras
realicen el proceso de reconocimiento se vuelve una tarea extremadamente
dificil. Tradicionalmente los modelos se han construido a través de la
representacion geomeétrica del contorno de los objetos, dando lugar a los
denominados modelos geométricos. Este tipo de representaciones ha sido
ampliamente investigado, sin embargo, el reconocimiento de objetos a
través de este enfoque presenta algunos problemas que hasta la fecha son
motivo de investigacion. De manera general, no es posible modelar a un
objeto solamente a través de sus propiedades geométricas, pues al hacerlo

se pierde una cantidad muy significativa de informacion acerca de él,
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informacién que puede ser crucial cuando se le quiera reconocer. Ademas,
cabe mencionar que los enfoques geomeétricos usualmente tratan de
representar al objeto en tres dimensiones (3D), lo que requiere una gran

cantidad de procesamiento del sistema de reconocimiento.

Recientemente se ha propuesto el uso de modelos basados en la
apariencia que presenta el objeto, de tal manera que es posible que
mediante el uso de estos, se preserven no solamente las caracteristicas
geométricas del objeto sino también otro tipo de informacion tal como la
textura, el color y otras caracteristicas contenidas dentro del contorno.

Este capitulo da un panorama general en torno a los avances
obtenidos en la aplicacion de los modelos basados en apariencia. Se hace
énfasis particular en el uso de espacios fundamentales. Este enfoque fue
seleccionado, debido principalmente a las razones que se expondran en las

siguientes secciones de este trabajo.

3.2 Seleccion de la Técnica de Espacios

Fundamentales.

Como se ha mencionado a lo largo del desarrollo de este trabajo, se ha
seleccionado la técnica de espacios fundamentales para cubrir los objetivos
de esta tesis. Esta seleccion se debe, principalmente, a las siguientes

razones:

« Es uno de los enfoques, que ha mostrado convincentemente la
viabilidad del uso de la apariencia, en el reconocimiento de

objetos. Esto se desprende de los resultados obtenidos por
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Nene, Nayar y Murase, reportados en [Nene, 1994] y [Nene &
Nayar, 1994].

R/
°

El proceso de creacion de los modelos de los objetos es
independiente de la geometria, textura, color, etc. de los
objetos, y so6lo es restringido a que los objetos sean rigidos y
monomorficos. Esto significa que este proceso es el mismo
para cualquier objeto rigido y monomérfico, pues no requiere el
ajuste de ningun parametro dependiente del tipo de objeto a

modelar.

% Una vez creados los modelos, se requiere de un espacio
minimo para almacenarlos. Esto se debe a que este enfoque
incorpora un esquema de comprension, que permite modelar
los objetos con mucha menos informacion que la contenida en

las imagenes empleadas para crear los modelos.

R/
°

Permite reconocer los objetos en tiempo real, una vez creados
los modelos. Si se descarta el tiempo requerido para la
construccion de los modelos (que se realiza una sola vez), el
proceso de reconocimiento se reduce al calculo de algunos
productos internos (6 productos punto), y a una busqueda

dentro de un espacio multidimensional.

« Se han hecho contribuciones posteriores a su propuesta
original, lo que hace que sea un método cada vez mas robusto
(por ejemplo, Ohba e Ikeuchi en “Recognition of the Multi

Specularity Objects using the Eigen-Window”*, proponen una

4 Ohba, K., Ikeuchi, K., “Recognition of the Multi Specularity Objects using the Eigen-Window”, Proceedings
of International Conference on Pattern Recognition, August 1996.
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estrategia para el reconocimiento de objetos parcialmente

ocultos, siguiendo este enfoque).

De acuerdo a esta seleccion, en la siguiente seccion se presenta el
meétodo propuesto para solucionar la hipoétesis inicial, asi como una solucion

viable al problema planteado al inicio del trabajo.

3.3 Construccion Formal del Sistema.

3.3.1 Normalizacion de las Imagenes.

La construccion del Sistema de Reconocimiento sigue los criterios
expuestos en la seccion 2.2 del capitulo anterior. Inicialmente se tiene un
conjunto de imagenes de prueba al que llamaremos conjunto de prueba.

Estas imagenes forman parte de la base de datos de imagenes de
COIL (Columbia Object Image Library). Department of Computer Science,
Columbia University. En total, se cuenta con 370 imagenes distribuidas en
5 objetos distintos.

Como se puede observar en la Figura 3.3.1.1, cada imagen es
adquirida con cierto grado de libertad, de manera tal que en conjunto las
tomas de los objetos con 5 grados de diferencia entre cada una,
representan un objeto en rotacion.

En un principio, las imagenes no estan procesadas, es decir, carecen
de una normalizacién adecuada que permita iniciar el procesamiento en

forma directa.
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+— Fuerte de
ilminEcian

Sensor

Figura 3.3.1.1. Adquisicion de las imagenes que seran normalizadas para la tarea de reconocimiento.

Las imagenes de este conjunto de prueba no son cuadradas, es decir
no son de un tamafio N x N, donde N representa el nimero de pixeles a lo
ancho y largo de la imagen.

Debido a esto, el proceso de normalizacién que se presenta genera
una imagen perfectamente cuadrada, de 128 x 128 pixeles

especificamente.

La normalizaciébn procesa un conjunto de 25 imagenes como
maximo (Figura 3.3.1.2) y una sola imagen como minimo. Estas
imagenes son almacenadas para continuar con el procesamiento cuando

se desee.
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FIGURA 3.3.1.2. Iméagenes de COIL (Columbia Object Image Library). Estas imagenes corresponden a las 25

tomas utilizadas para la implementacién del sistema.

El algoritmo que se encarga de normalizar el conjunto de prueba se

resume a continuacion:

Es necesario hacer la lectura de cada una de las imagenes del

conjunto de prueba, a la cudl se le denominara Imagen.

Se aplica una segmentacion a Imagen mediante el umbral por
histéresis, de esta manera obtenemos otra imagen con ciertas
limitaciones en sus niveles de gris, supongamos que la imagen

obtenida se denomina Imagen Segmentada.




Construcciéon formal del Sistema

Es necesario determinar el tamafio de la region de interés
contenida dentro de la imagen, por lo que es conveniente
determinar el rectangulo mas pequefio de la Imagen Segmentada
obtenida en el paso anterior. Mediante la determinacién de dicho
rectangulo obtenemos las coordenadas X;, Xz, Yi, Y2 que lo
conforman. Es facil notar que el ancho y el largo de nuestra region
esta dado por x;-X1 Y Y2-Y1, respectivamente.

Ahora bien, el aspecto fundamental de esta normalizacién consiste
en la manipulacion de las coordenadas obtenidas, de tal manera
que aseguremos la obtencion de una imagen perfectamente

cuadrada.

Definamos Ancho_Reg = X,-X; y Largo_Reg =y»-y;.

Si Ancho_Reg < Largo_Reg

X1 = X; — (Largo_Reg — Ancho_Req)/2;
Xz = Xz + (Largo_Reg — Ancho_Reqg)/2;

Nuevo_Ancho_Reg = x; — X3

X2 = (Nuevo_Ancho_Reg !=Largo) ? X, +1 : Xp

De lo contrario

y1 = Y1 — (Ancho_Reg — Largo_ReQg)/2;
y> = y> + (Ancho_Reg — Largo_ReQ)/2;

Nuevo_Largo Reg =Yy, — Vi1

y2> = (Nuevo_Ancho_Reg !=LlLargo) ? y> + 1 : vy,
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La manipulacion de las coordenadas es muy clara en la parte
anterior, ya que al incrementar el valor de una coordenada en x o
en y estamos aumentando un pixel a cualquiera de los extremos
de la region. La condicion utilizada para calcular un nuevo valor de
X2 0 y2 nos permite asegurar la obtencibn de una imagen

cuadrada.

Una vez que se determina una imagen perfectamente cuadrada es
conveniente recortarla de la Imagen original. De esta manera
estariamos desechando el fondo de la imagen, el cual no es Uutil
para el procesamiento posterior. La imagen recortada se
denomina Nueva Imagen. Hasta el momento hemos logrado
normalizar a la imagen de cierta manera, es decir que
conseguimos eliminar el fondo, sin embargo, es conveniente que
el proceso de normalizacion se extienda un poco mas todavia. Es
recomendable obtener una imagen de 128 x 128 pixeles que

facilite la continuacién de nuestro procesamiento.

Debido a lo anterior, es conveniente utilizar ciertas
transformaciones que nos permitan escalar nuestra Nueva Imagen
a un tamafo de 128 x 128 pixeles. Para este caso, se utiliza un
mapa de afinaciéon obtenido como resultado de aplicar una matriz
de escalado. De ser necesario la imagen resultante es llenada con
ceros (niveles oscuros) afuera de la region de la imagen original.
Generalmente los puntos transformados mienten sobre las
coordenadas de los pixeles, a causa de este problema es utilizado
un esquema apropiado de interpolacion, especificamente la
Interpolacién Gaussiana®. Por ultimo, cabe mencionar que se
deben tener presentes dos aspectos muy importantes para el uso

de la interpolacion, la rapidez y la calidad.
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Las imagenes normalizadas mediante este proceso tienen el aspecto
de la Figura 3.3.1.3. Como se puede observar, la imagen resultado es
perfectamente cuadrada y solo denota la regidon de interés para nuestro

analisis.

FIGURA 3.3.1.3. Imagenes obtenidas mediante el proceso de normalizacion descrito en esta seccion.

Una vez que se tiene todas las imagenes normalizadas, es
recomendable almacenarlas en un directorio especifico para facilitar su

lectura posterior.

Ver Apéndice C para una mejor comprension de la funcién de Interpolacion usada en esta seccion.
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3.3.2 Calculo del Valor Esperado.

Para iniciar la construccion del modelo es necesario obtener el promedio de

las M imagenes normalizadas que forman parte de un objeto. Las imagenes
deben ser vistas como columnas [y y el resultado obtenido se debe

almacenar en un contenedor que facilite las operaciones del algebra lineal

que se tendran que aplicar, por ejemplo en una matriz.

Es importante mencionar que esta tesis emplea una metodologia de
programaciéon que permite expresar estructuras de datos, algoritmos y
optimizaciones para el algebra lineal, denominada Matrix Template Library
(MTL). [Siek, 1999]. La meta de MTL es facilitar el desarrollo de librerias y
aplicaciones de la computacion cientifica. En adicion, las técnicas de
programaciéon utilizadas son altamente aplicables y Utiles para reducir
costos de desarrollo.

De manera similar, se utiliza el concepto de una imagen de tipo
HImage que funciona como una matriz de nimeros reales a la que se le
pueden aplicar determinadas operaciones matematicas. Un arreglo de
imagenes de tipo HimageArray tiene la funcionalidad de una lista de

imagenes que puede ser indexada como cualquier arreglo.

La obtencién del valor esperado no es mas que una simple operacion
de promedio entre los n pixeles de cada imagen , el valor que se obtiene es
colocado en la posicion n de una matriz de MTL. A continuacion se resume
este proceso con un sencillo diagrama que indica los procedimientos

implicados para determinar una sumatoria de valores.
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Normalizacién
de imagenes

Inserciéon de las
imagenes
normalizadas en
un HimageArray

<
«

Fin Repite el proceso
Valor esperado hasta que se . .
obtenido < cub_ran todos los Divide la s,umatorla
pixeles de la entre el nimero de
imagen imagenes
contenidas en el

HlmageArray

A
Entra mientras no

se halla llegado al
fin del
HimageArray

Final de
HImageArray

Se obtiene el valor
del pixel de la
imagen actual en la
lista, y se agrega en
la sumatoria

Desplazamiento a
la siguiente
imagen del

HlmageArray
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El valor esperado queda almacenado en una matriz My de MTL la cual

serd utilizada para determinar la matriz de covarianza.

Para fines de ilustracion, la Figura 3.3.2.1 muestra el valor esperado

para las 9 imagenes mostradas en la Figura 3.3.1.1.

FIGURA 3.3.2.1. Imagen obtenida mediante el proceso de obtencién del valor esperado descrito en esta

seccion.

3.3.3 Calculo de la Variacion entre Imagenes.

El siguiente paso es determinar la variacion entre las imagenes
normalizadas y el valor esperado obtenido. Cabe mencionar que las
imagenes deberan ser vistas como una matriz donde los valores de los

pixeles determinaran la variacion buscada.

El diagrama siguiente ilustra el proceso implementando para realizar
tal funcion. De igual forma, los procedimientos anteriores siguen
indicandose para una mayor comprension, los valores utilizados en esta

seccion seran utilizados como parametros para los procesos posteriores.
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Normalizacion
de las iméagenes

Céalculo del valor
esperado
Desplaza al Creacion de una
siguiente matriz de MTL
elemento del para almacenar
HimageArray las variaciones
>
Entra hasta que el Fin
HimageArray halla R Variacion
sido recorrido en su " obtenida
totalidad
Inserta la matriz
obtenida como un <
vector de la matriz
A
Repite el proceso hasta
4 gue se cubran las i
imagenes del .
Incrementa i

HImageArray
Los i pixeles

fueron cubiertos >

Repite el proceso hasta
que se cubran los j
pixeles de la imagen

Los j pixeles

Incrementa j fueron cubiertos

A 4

Se obtiene el valor del pixel
en la posicién (i,j) de la
imagen. Al valor obtenido se
le resta el valor esperado en
la posicién (i,j) y se coloca en
la misma posicidon de una
nueva matriz A
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3.3.4 Calculo de la Matriz de Covarianza.

Para estos fines se introducira una nueva matriz que se usard para
determinar soélo los valores propios necesarios y sus correspondientes

vectores ortonormales. Esta matriz se denomina L. [Turk & Pentland, 1991]

Recordando que:
O, =[-m, y A=(D,0,...0,,)

Teniendo lo anterior en cuenta, se puede rescribir Cx en términos de

A:
1 M
n=1'
La matriz L se define como:
D, D,
T [N} [N [ [N T
L=AA= tal que L, = D, D,
T
(DM(DM
Y da como resultado una matriz de tamafio M x M. Es importante
notar que:

O d =d! D, dondem, nell,M]< L es simétrica

m
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El diagrama siguiente ilustra el proceso implementando para realizar

tal funcion.

Desplaza al
siguiente vector
de la matriz de

variaciones

Normalizacion
de imagenes

Célculo del valor
esperado

Calculo de la
variacion entre
las imagenes

\4

Se obtiene la
transpuesta de la matriz
Fi actual y se multiplica

por las demas Fi

.

Se coloca el valor en la
posicion especifica de la
matriz L

v

Matriz de
covarianza
obtenida
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3.3.5 Obtencion de los Valores Propios y Vectores Propios.

La rotacion basica de Jacobi Pyq es una matriz de la forma:

[

Todos los elementos en la diagonal son la unidad excepto los dos
elementos c en las filas (y en las columnas) p y g. Todos los elementos

fuera de la diagonal son cero excepto los dos elementos s y —s. Los
ndmeros c y s son el coseno y el seno de un angulo de rotacion ¢ por lo
que ¢® + s = 1.

Una rotacion de este tipo, es usada para transformar la matriz A de

acuerdo a

A =P AP, [Ec. 1]

T
qu-A cambia solo las filas p y q de A, mientras que A-qu cambia

solo las columnas p y q. Es importante mencionar que los subindices p y g
no denotan a los componentes de Pyq, pero se debe tener presente que
dependiendo de la rotacién que se haga, estos nos indican a que filas y
columna afecto tal rotacion. Asi, los elementos cambiantes de A estan

solamente en las filas p y q y las columnas se indican abajo:
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8 - Ay
Ay .. 8y .. Ay .. Ay
A =
8y o By . 8y .. 8
WA

Multiplicando la ecuacion [Ec. 1] y usando la simetria de A, se

obtiene las siguientes formulas:

a,, =Ca,, —Sa, rp,r#q [Ec. 2]
a,, =Ca,, +5a,, [Ec. 3]
a,, =C’a,, +s°a, —2sca, [Ec. 4]
a,, =S°a,, +C°a, +2sca, [Ec. 5]
a'pq :(C2 _Sz)apq +Sc(app _aqq) [Ec. 6]

La idea del método de Jacobi es convertir en cero los elementos que

estan fuera de la diagonal mediante series de rotaciones. Por consiguiente,

haciendo apq ZO, se obtiene que la ecuacién [Ec. 6] proporciona la
siguiente expresion para el angulo de rotacion ¢
2_¢2 a_ -—a

QECOtMECZ;c } qan :
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Si se asume que tz%, la definicién de @ puede ser reescrita

como.:
t>+2td-1=0

La raiz pequefa de la ecuacion corresponde a un angulo de rotacion

menor que % en magnitud; esto permite que en cada etapa se obtenga la

reduccién mas estable. Usando la forma de la fé6rmula cuadratica con el

discriminante en el denominador, se puede escribir esta raiz como

s (9)

B 0 +4/6° +1

. . 2 .
Si @ es mas grande que 0 puede presentarse un desbordamiento

en la computadora, por lo que es recomendable hacer t = 1/(26). Entonces

se tiene que:

Cuando se utilizan las ecuaciones [Ec. 2] — [Ec. 6], se rescriben para

reducir al minimo cualquier error. La ecuacion [Ec. 6] es reemplazada por:

a'pp =0 [Ec. 7]
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La idea en las ecuaciones de resta es fijar la nueva cantidad igual a la

vieja cantidad mas una pequefia correccion. De esta manera se pueden
utilizar las ecuaciones [Ec. 6] y [Ec. 7] para eliminar aqq de [Ec. 4],

obteniendo:

pp — pp pq

Similarmente,

Qgq = 8gq T1A,
a, —a, -s(a, +ra,)

8 =a, + s(arIO -ra, )

donde T (= tan @/ 2) esta definida por:

S
T=
1+cC

Se puede notar la convergencia del método de Jacobi considerando la

suma de los cuadrados de los elementos fuera de la diagonal:

S :Z‘ars‘z

r#s

El grupo de ecuaciones [Ec. 2] — [Ec. 6] mostrado anteriormente

implica que:
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: 2
S'=S-2a,

Desde que la transformacion es ortogonal, la suma de los cuadrados
de los elementos de la diagonal crece proporcionalmente a 2|ayq|®. La
secuencia de S’s, sin embargo, decrece monoliticamente. Puesto que la
secuencia es limitada bajo cero, y puesto que podemos elegir ay,q para
cualquier elemento que queramos, la secuencia puede hacerse converger a
cero.

Eventualmente se va obteniendo la matriz D. Los elementos de la

diagonal nos dan los valores propios de la matriz original A, puesto que:
D=V'.A.V
donde V=R .PF .RF ..

las Pi’s sucesivas son las matrices de rotacion de Jacobi. Las columnas de V
son los valores propios (puesto que A . V = V . D). Estos pueden ser

computados aplicando
V =V.P [Ec. 8]

en cada etapa del calculo, donde V es inicialmente la matriz identidad. En

detalle, la ecuacion [Ec. 8] es:
Vrs:Vrs (Si p’Siq)

Vg = SV, +CV,q
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Se pueden rescribir estas ecuaciones en términos de T como se hizo

anteriormente para minimizar el error.

Una vez definidos los términos que implican la formulacion de nuestro
espacio fundamental, es necesario conocer mas a fondo el proceso que se
tiene que seqguir para cubrir tal tarea. Debido a esto, las siguientes
secciones tratan de dar una explicacion mas clara sobre la aplicacion de

esta técnica al problema del reconocimiento.
El algoritmo que calcula los valores y vectores propios esta basado en
la implementacion de los términos definidos en esta seccion de la tesis.

Dicho algoritmo utiliza dos grandes refinamientos:

e En los primeros tres recorridos se realiza la rotacion de pq sélo si

‘ apq ‘ >€ para un cierto valor de umbral

donde Sy es la suma de los médulos en la diagonal,

SO = Z‘ ars

r<s

o Después de cuatro barridos, si ‘ Apg ‘ << ‘ App ‘ y ‘ Apg ‘ << ‘ Ayq ‘ , se

hace ‘apq‘zo y salta la rotacion. El criterio usado en la
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-(D+2
comparacion es ‘apq ‘ <107 )‘ app‘ , donde D es el numero de

digitos decimales significativos, y de manera similar para ‘ Ay ‘ .

El algoritmo de Jacobi recibe como parametro de entrada a la matriz
de covarianza L de tamafio n x n. Para la salida, los elementos de la
superdiagonal de L son destruidos, sin embargo la diagonal y subdiagonal
permanecen sin cambios y proporcionan informacion completa sobre la
matriz simétrica original L.

El vector d[1...n] utilizado, regresa los valores propios de L. Durante
el computo, este vector almacena la diagonal actual de L. La matriz
V(1..n)(1...n) devuelve el vector propio normalizado que pertenece a la
k-ésima columna de d[K].

La variable nrot representa el numero de rotaciones que seran

necesarias para alcanzar la convergencia.
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3.3.6 Obtencion de las Eigenimagenes.

Considerando el vector propio P; y su valor propio asociado, los cuales

fueron calculados aplicando el método de Jacobi a la matriz L, entonces:
LR, = 4R = A'AR = 4P, = AA" AP, = AP, = C,AP, = 2, AP,

Es importante notar que AP; es un vector columna.

Observando esta Ultima consecuencia y comparandola con la
definicion de un vector propio, se puede notar que los M vectores propios
AP; son vectores propios de C4. Es decir, los vectores propios calculados
para L también son valores propios de C.

De esta manera, es posible construir el espacio de imagenes

utilizando el concepto definido por Ammoura: [Ammoura, 1997]
M
Eigenimagen u; = Y P ®,
k=1

Como se puede observar, las eigenimagenes son equivalentes en
nimero a los vectores propios de L y mantienen la misma dimension que
las imagenes de entrada (1282 x 1, en nuestro caso particular). El vector

propio P; es utilizado para generar la eigenimagen u.

R
Py

U=AP=@, @, .. D,
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, 0] @, [0]
@, 1] @, [1]

w[0] | Plo]

vl Ph

@0[1ééz—1] CDl[12“éZ—1] cDM[lééz—l] Ph\./l]

O
O

A continuacién se muestra un conjunto de imagenes que ilustra el
proceso descrito en esta seccidn. Estas imagenes son las proyecciones de

los vectores al espacio fundamental, las eigenimagenes (Figura 3.3.6.1).
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Figura 3.3.6.1. Eigenimagenes obtenidas por el proceso descrito en esta seccion. Estos resultados

corresponden al conjunto de imagenes normalizadas de la figura 3.3.1.1.
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3.3.7 Proyeccion y Reconocimiento.

Como se esperaba, las eigenimagenes definen un conjunto de puntos
donde cada uno es una combinacion lineal de la base {Uj}. Después de
inicializar el sistema con el conjunto de prueba y las eigenimagenes, un
conjunto de clases puede ser definido. Cada clase es un vector de M x 1

que representa la contribucion de cada eigenimagen.
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Apéendice A.

Fundamentos de Algebra Lineal.

Debido al contenido matemético de este trabajo es necesario definir ciertos
términos que son esenciales para el desarrollo del mismo. De esta manera

se hace mas facil la comprensiéon de este trabajo de tesis.

Representacidn en espacios vectoriales.

La idea de usar parejas de numeros para localizar puntos en el plano y
ternas para localizar puntos en el espacio tridimensional se concibié por
primera vez con claridad a mediados del siglo XVII. A fines del siglo XIX,
matematicos y fisicos empezaron a darse cuenta que no era necesario
quedarse en las ternas. Se reconocié que los conjuntos ordenados de
cuatro numeros (a1, az, as, a4) se podrian considerar como puntos en el
espacio “tetradimensional”, los conjuntos ordenados de cinco numeros
(a1, a2, as, a4, as) como puntos en el espacio “pentadimensional”, etc.

Un espacio vectorial (0 espacio lineal) V sobre un campo® F consiste
de un conjunto de n-adas ordenadas en el que estan definidas dos
operaciones (llamadas adicion 'y multiplicacibn por escalares,

respectivamente), tal que para cualquier par de elementos X y y en V exista

® La palabra “campo” se puede interpretar como “campo de los niimeros reales” (denotado por R) o “campo
de los nimeros complejos”.
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un elemento Unico x + y en V, y para cada elemento a en F y cada
elemento x en V exista un elemento Unico ax en V.

Los elementos X + y y ax se denominan, respectivamente, suma de x
y y Yy el producto de a y x. [Spence & Insel, 1986]

Los elementos del campo F se llaman escalares y los elementos del
espacio vectorial V se llaman vectores. En nuestro caso particular, no se
debe confundir la palabra “vector” con la entidad fisica ya conocida, la
palabra “vector” la utilizaremos para describir cualquier elemento en un

espacio vectorial.

Un objeto de la forma (a, ..., an), donde los valores o entradas a; son
elementos de un campo F, se denomina n-dimensional con valores de F.

Dos n-dimensionales (ai, ..., an) Yy (b1, ..., by) se definen como
iguales si y s6lo si @ = bjparai=1, 2, 3, ..., n.

Es comun que en el estudio del espacio tridimensional, el simbolo
(a1, az, asz) tenga dos interpretaciones geomeétricas distintas. Puede
interpretarse como un punto, en cuyo caso a;, a; y az son las coordenadas
(Figura 1.a) o se puede interpretar como un vector, en cuyo caso a;, a, Yy as
son las componentes (Figura 1.b). Por tanto, se puede concluir que una n-
ordenada (ai, ..., a,) se puede concebir como un “punto generalizado” o
como un “vector generalizado” desde el punto de vista matematico, la

distincion no tiene importancia.

(al,a2,a3) (a21,a2,a3)

-

{a) (bl

Figura 1. Interpretacion del simbolo (a;, az, as) en el espacio tridimensional.

50



Apéndices

Valores propios y vectores propios.

En muchos problemas de ciencias y matematicas, se da un operador lineal

T :V -V y es importante determinar aquellos escalares A para los cuales

la ecuacion Tx = Ax tiene soluciones diferentes de cero. En esta seccion se

analiza este problema.

Definicion. Si A es una matriz de n x n, entonces se dice que un vector
diferente de cero x en R" es un eigenvector de A, si Ax es un mdltiplo

escalar de x; es decir,

Ax = AX

para algun escalar A. El escalar A se denomina eigenvalor de A y se dice

que X es un vector propio correspondiente a A.

Uno de los significados de la palabra “eigen” en aleman es el de
“propio”; por ello, también se le da a los eigenvalores los nombres de
valores propios, valores caracteristicos, o bien, raices latentes.
[Anton, 1993]

1
2

Por ejemplo, el vector X = es un vector propio de

3 0
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correspondiente al valor propio A = 3, debido a que

3 01
8 -1]2

Los valores propios y los vectores propios tienen una interpretacion

geométrica util en R? y R%. Si A es un valor propio de A correspondiente a
X, entonces AX = Ax, de modo que la multiplicacion por A dilata a X,

contrae a x o invierte la direccion de x, dependiendo del valor de A (Ver

Figura 2).

Ax = Ax %

o= A
=) (b} (e

Figura 2. (a) Dilatacion, 4 > 1. (b) Contraccién, 0 < A < 1. (c) Inversion de la direccion, 4 < 0.

Para encontrar los valores propios de una matriz A de n x n, se

vuelve a escribir Ax = Ax como

Ax = Alx

0, lo que es equivalente,

(M = A)x =0
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Para que A sea un valor propio, debe haber una solucién diferente de

cero de esta ecuacion. Sin embargo, la ecuacidon anterior tendrd una

solucion diferente de cero si y solo si

det(AM —A) =0

Esto se conoce como ecuacion caracteristica de A; los escalares

que satisfacen esta ecuacion son los valores propios de A. Cuando se
desarrolla, el determinante det(Al — A) es un polinomio en A conocido

como polinomio caracteristico de A.

Por ejemplo, para hallar los valores propios de la matriz

13 2
S -10
Dado que
10 3 2 A-3 2
A-A=21 - =
0 1 -1 0 -1 A
el polinomio caracteristico de A es
A-3 -2
det(Al — A) = det =1 -31+2

y la ecuacion caracteristica de A es

A -31+2=0
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Las soluciones de esta ecuacién son A = 1y A = 2; estos son los

valores propios de A.

Cabe mencionar que existen algunas aplicaciones que requieren
escalares complejos y espacios vectoriales complejos. En dichos casos, se
permite que las matrices tengan valores propios complejos. Sin embargo,
en este trabajo, so6lo se consideran valores propios reales.

En muchos problemas practicos, la matriz A a menudo es demasiado
grande como para que convenga determinar la ecuacion caracteristica.
Como resultado, se aplican diversos métodos de aproximacion para obtener
los valores propios; en el Capitulo 2 de este trabajo se mencionaran

algunos de estos métodos.

Ahora que se ha visto como se encuentran los valores propios, se

analizara el problema de encontrar los vectores propios. Los vectores

propios de A correspondientes a un valor propio A son los vectores
diferentes de cero que satisfacen Ax = Ax. También se puede decir que los
vectores propios correspondientes a A son los vectores diferentes de cero
en el espacio de soluciones de (Al — A)x = 0. A este espacio de soluciones

se le conoce como eigenespacio de A correspondiente a A.

Los vectores propios y los valores propios se pueden definir tanto
para los operadores lineales como para las matrices. Un escalar A se
denomina valor propio de un operador lineal T : V -V, si existe un vector

diferente de cero x en V tal que Tx = AX. El vector x es un vector propio
de T correspondiente a A. De modo equivalente, los vectores propios de T
que corresponden a A son los vectores diferentes de cero en el nucleo de

Al — T. Este ntcleo es el eigenespacio de T correspondiente a A.
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Apéendice B.

Interpolacion Gaussiana.

Las imagenes digitales puede ser procesadas en una variedad de formas.
Una de las mas comunes es llamada “filtrado” y consiste en generar una
nueva imagen como resultado de procesar los pixeles de una imagen
existente.

Cada pixel en la imagen de salida es computado en funciéon de uno o
varios pixeles de la imagen original, situada generalmente cerca de la
localizacion del pixel de salida. Si la funcion usada realiza un tipo de
interpolacion (lineal, cubica o Gaussiana), entonces el resultado lucird mas
“liso” que el original, pero se necesita tener cuidado en que los valores de
salida no sean computados de muchos pixeles de entrada, o la imagen que

resulta puede obtenerse enmascarada.

Los filtros Gaussianos son una clase de filtros lineales con los pesos
escogidos de acuerdo a la forma de una funcidbn Gaussiana. El filtro
Gaussiano es un muy buen filtro para remover ruido trazado de una
distribucion normal.” La funcién Gaussiana en una dimension es

X2

g(x)=e 2

El hecho de que los pesos sean escogidos de una distribucion Gaussiana y que el ruido sea también
distribuido de esta manera es mera coincidencia.
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donde el parametro de la extension Gaussiana G determina la anchura del

Gaussiano. Para el procesamiento de una imagen, la funcibn Gaussiana

discreta en dos dimensiones,

_(%+j%)

gli,jl=e >

es usada como un filtro de alisado. Las funciones Gaussianas cumplen cinco
propiedades que las hacen utiles en las tareas de vision. Estas propiedades
indican que los filtros Gaussianos son efectivamente filtros pasa-baja desde
la perspectiva de ambos dominios, el espacio y la frecuencia, son eficientes
de implementar, y pueden ser utilizados por los ingenieros en aplicaciones

practicas de vision. Las cinco propiedades son sumarizadas a continuacion.

1. En dos dimensiones, las funciones Gaussianas son rotacionalmente
simétricas. Esto significa que la cantidad de alisado realizada por el
filtro serd la misma en todas las direcciones. En general, los bordes
en una imagen no estaran orientados en alguna direccidon en
particular, esto se sabe por adelantado; consecuentemente, no existe
ninguna razon a priori para alisar mas en una direccion que en otra.
La propiedad de simetria rotacional implica que un filtro Gaussiano no
predispondré la deteccién de bordes en una direccidn en particular.

2. La funcion Gaussiana tiene un solo lébulo. Esto significa que un filtro
Gaussiano reemplaza cada pixel de una imagen con el promedio de
los pesos de los pixeles vecinos en semejanza al peso de un vecino
que decrece monoliticamente con la distancia desde el pixel central.

3. El I6bulo sencillo en una transformada de Fourier o Gaussiana
significa que la imagen alisada no sera corrompida por contribuciones
de sefales de frecuencia no deseadas, mientras que la mayoria de

sefales deseables seran retenidas.
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4. La anchura, y por lo tanto el grado de alisado, de un filtro Gaussiano

esta parametrizado por O, y la relacion entre G y el grado de alisado

es muy simple. Un G muy largo implica un filtro Gaussiano muy

ancho y en consecuencia un alisado mas grande.

5. Los filtros Gaussianos largos pueden ser implementados
eficientemente porque las funciones Gaussianas son separables. Las
convoluciones Gaussianas bidimensionales pueden realizarse
mediante la convolucion de la imagen con una funcion Gaussiana
unidimensional y después efectuar la convoluciéon del resultado con el
mismo filtro unidimensional orientado ortogonalmente usado en la
primer etapa. Asi, la cantidad de cOmputo requerida para un filtro
Gaussiano 2-D crece linealmente en la anchura del filtro mascara en

vez de crecer cuadraticamente.
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Apéndice C.

Matrix Template Library.

La construccion de software para la computacion cientifica es una tarea
dificil. Los cédigos son a menudo largos y complejos, y requieren grandes
cantidades de conocimiento en el dominio para su construccion. Estos
codigos procesan conjuntos grandes de datos por lo que requieren
adicionalmente de eficiencia y alto rendimiento. Se requiere de
conocimiento considerable de arquitecturas modernas de computadoras y
compiladores para hacer las optimizaciones necesarias, lo cual es una tarea
intensiva y a lo largo vuelve complicado el codigo.

Durante la década pasada se mostraron avances significativos en el

area de la construccion de este tipo de software.

Esta tesis utiliza como una libreria, Matrix Template Library (MTL) un
paquete de alto rendimiento para el algebra lineal numérica. MTL provee un
conjunto variado de operaciones basicas del algebra lineal, equivalentes al
Nivel 1, Nivel 2 y Nivel 3 de BLAS (Basic Linear Algebra Routines), sin
embargo MTL trabaja con un conjunto mucho mas grande de tipos de
datos. MTL es Unico entre bibliotecas de algebra lineal porque cada
algoritmo (para la mayor parte) es implementado con sélo una funcién
macro. Desde el punto de vista del mantenimiento del software, la
reutilizacion de cédigo da a MTL una ventaja significativa sobre BLAS u

otras Dbibliotecas orientadas a objetos como TNT (Tools Numerical
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Templates), que todavia tienen diferentes subrutinas para diferentes
formatos de matriz. Debido a la reutilizacion de codigo proporcionada por la
programacion genérica, MTL emplea menos lineas de cdédigo que NetLib
Fortran BLAS, mientras que proporciona funciones de mejor
funcionamiento. La implementacion de MTL es de 8, 284 palabras (de
acuerdo a la utileria wc de UNIX) para algoritmos y de 6, 900 palabras para
contenedores densos (dense containers). NetLib BLAS emplea un total de
154, 495 palabras y las versiones de alto rendimiento de BLAS (con las
cuales MTL es competitivo) son ain mayores.

El encapsulamiento de datos se ha aplicado a la informacion de la
matriz y el vector, lo cual se refleja en una interfaz simple de MTL debido a
que la informacion de entrada y salida esta en términos de los objetos
matriz y vector, en lugar de niumeros enteros, numeros de punto flotante y

apuntadores.

MTL define un conjunto de componentes para representar objetos del
algebra lineal, predominantemente matrices y vectores. Los componentes
de matrices en MTL cubren la mayoria de los formatos de matrices mas
comunes usados en la actualidad. Cada formato de matriz provee ventajas
en espacio y/ o eficiencia en el tiempo para matrices de cierta estructura
diferente de cero.

La Figura 1 muestra el modelo caracteristico que describe los
formatos de matrices representados en MTL. Este modelo puede también
describirse por medio de una graméatica de configuracion, mostrada en la
Figura 2. En este contexto una configuracion es una selecciéon de atributos

matriciales que especifican un formato particular de matriz.
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douhle
float

EltType complex<T=
interval=T=
ool
rectangle triangle

shape band symmetric
diagonal hiermitian
Matriz
packed dense vectors
/ banded compressed vectors

Starage dense fortran - style lists
array of linked lists
compressed i red - hlack trees

Crientation rovy majar

column major

Figura 1. Diagrama caracteristico para formatos comunes de matrices.
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Matrix:

EltType:

Shape:

Banded:
Storage:

| compressed | array of OneD | envelope

OneD:

| fortran-style list | linked list | red-black tree

Orientation:

matrix[EltType, Shape, Storage, Orientation]

float | double | complex[EltType] | interval[EltType]
rectangle | diagonal | Banded

banded | triangle | symmetric | hermitian

dense | packed | banded | banded_view |

dense vector | compressed vector | pair vector

row major | column major

Figura 2. Gramaticas de configuracion de MTL
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