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Introduccion

En la actualidad, los modelos de aprendizaje automatico se enfrentan al manejo de grandes
volumenes de datos y en la resolucion de problemas de clasificacién o regresion complejos;
estos modelos han demostrado ser eficaces para este tipo de tareas. Sin embargo, la naturaleza
exponencialmente creciente de los datos, especialmente en aplicaciones de alta dimensionali-
dad, impone limitaciones a los modelos de aprendizaje en términos de tiempo de procesamiento

y eficiencia.

El avance de la computacion ha abierto nuevas oportunidades en el &mbito del aprendizaje
automético, permitiendo el desarrollo de modelos que prometen mejorar significativamente el
procesamiento de grandes volimenes de datos y la resolucién de problemas complejos. Uno de
estos modelos es el denominado maquina de soporte vectorial (SVM, por sus siglas en inglés),
que utiliza las propiedades del dlgebra lineal, de la optimizacién y del andlisis funcional para
manejar datos en espacios de caracteristicas de dimensiones muy elevadas. Estas propiedades
sugieren que la SVM podria realizar operaciones de clasificacion o regresion de manera eficien-
te. Sin embargo, a pesar de su potencial, en la revision bibliogréfica realizada se observo que
la SVM enfrenta una limitacién importante: la falta de un documento que muestre la formali-
zacion matematica que sustente su teoria con una notacion clara. Estos fundamentos se basan
en la teoria matemdtica de optimizacién convexa, pero carecen de una formulacion rigurosa
que permita comprender y predecir su comportamiento en escenarios practicos. Esta carencia
genera incertidumbre en cuanto a sus propiedades esenciales, como la estabilidad, la precision

y la capacidad de generalizacion.

En este contexto, surge la necesidad de recopilar una base tedrica para la SVM que permita
aprovechar su potencial y establecer un marco de referencia que guie su aplicacién en el apren-

dizaje automatico. Este trabajo de tesis formaliza matematicamente la SVM, proponiendo un
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marco tedrico matemdtico que permita comprender sus caracteristicas. La formalizacién de la
SVM no solo contribuird al avance del aprendizaje automaético, sino que también facilitara el
diseio de algoritmos y hardware especificos para maximizar sus ventajas en la clasificacion y
regresion de datos complejos.

Esta investigacion proporciona los fundamentos matemaéticos para la SVM y, posteriormen-
te, evalia aspectos criticos como la estabilidad, la precision y la eficiencia de la SVM. Ademas,
con la presencia de una base matematica clara, se derrumba una barrera para el desarrollo de
hardware y algoritmos especificos que maximicen el potencial de este modelo.

Por lo anterior, el objetivo general del trabajo es realizar una memoria autocontenida, en la
medida de lo posible, que contenga una formalizacién matemadtica rigurosa para el modelo de
maquina de soporte vectorial (SVM) que permita comprender sus propiedades, limitaciones y
comportamiento en aplicaciones de clasificacion y regresion complejas, con el fin de mejorar su
fiabilidad, eficiencia y aplicabilidad en el 4mbito del aprendizaje automético. Para alcanzarlo,

se plantean los objetivos especificos:

1. Identificar y analizar la teoria que da origen y fundamento a la formulacién matemaética

del modelo de médquina de soporte vectorial (SVM).

2. Definir un marco teérico matematico que permita describir formalmente las propieda-
des fundamentales de la SVM, tales como su estabilidad, convergencia y capacidad de

generalizacion en problemas de clasificacion y regresion.

3. Desarrollar y validar teoremas y lemas que expliquen el comportamiento de la SVM en

términos de optimizacion.
La tesis se divide de la siguiente forma:

Capitulo 1: La matematica que sustenta a la SVM incluye conceptos de espacios vectoriales
pre-hilbertianos, espacios normados, transformaciones lineales, funcionales y operacio-
nes matriciales. Asi como topicos particulares en optimizacion convexa, tales como con-
juntos convexos, combinaciones convexas y envolturas convexas, esto dard paso al plan-

teamiento del problema de optimizacidon con restricciones convexas y afines. Una parte
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relevante es el planteamiento de problemas cuadraticos convexos y la existencia de hiper-
planos de separacion bajo funcionales continuos. Todo esto serd exhibido en este capitulo
de fundamentos. Adicionalmente, y tomando un papel principal, se mostrara el “Teorema
de dualidad fuerte y recuperacion primal desde el dual”, que establece las condiciones
bajo las cuales la solucion del problema primal puede ser recuperada a partir del dual y
que, en la revisién bibliografica, cominmente son omitidas tales condiciones. Con esto

se logra el primer objetivo especifico.

Capitulo 2: Denominado simplemente “Modelo de Maquina de Soporte vectorial”. Se ini-
cia con una breve introduccién al aprendizaje automatico, resaltando las caracteristicas
del aprendizaje supervisado, donde se enmarca el tema de esta investigacion. Es en este
capitulo donde se formula el modelo SVM de una manera detallada; en especifico, se
inicia con los conjuntos linealmente separables y se establece la existencia de un hiper-
plano de separacion como consecuencia de que las envolventes convexas de los conjuntos
linealmente separables sean disjuntas. En la literatura, esta existencia en ocasiones se

obvia.

Un tema interesante, y que no se puede pasar por alto, es el “Teorema de separabilidad
mediante aumento de dimensionalidad”, que da fundamento a la técnica de introducir un
kernel en el modelo de SVM; esto ocasiona que, en dimensiones altas, jlos conjuntos no
linealmente separables se vuelven separables! Esto permite darle el poder a las SVM’s
para procesar datos en dimensiones altas, o incluso elevarlas mds. Claro estd que en la
mayoria de las referencias de este tema no es incluido, dado que las condiciones son

generales y el kernel gaussiano las cumple por de facto.

Finaliza este capitulo con la descripcion detallada de la SVM para regresion, junto con
el caso particular de las mdquinas de soporte vectorial basadas en minimos cuadrados
(LS-SVMR), cuyo entrenamiento se encuentra enfocado en la resolucién de un sistema

de ecuaciones mediante la matriz inversa.

Con lo anterior, se logran los objetivos especificos dos y tres.

A manera de justificacion para la elaboracidn de este trabajo de tesis, el hecho de formali-
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zar matematicamente la SVM no solo contribuye a consolidar su potencial, sino que también
permite un avance significativo en el campo de la computacién aplicada. Una estructura tedrica
clara facilita la identificacién de aplicaciones Optimas para la SVM, asi como la creacion de
algoritmos y arquitecturas disenadas especificamente para su implementacion. Por tanto, este
estudio brindard un impulso al potencial uso y aplicaciones del modelo en cuestion, los cuales
serdn herramientas confiables que puedan responder a la creciente demanda de procesamiento

de datos en problemas complejos de clasificacion y regresion.




CAPITULO

Fundamentos matematicos

Un objetivo especifico de esta investigacion es mostrar, en un primer paso, las bases ma-
tematicas que brindan soporte al desarrollo de modelos de SVM, en especial, la teoria de es-
pacios vectoriales y normados. Se hablard de espacios dotados de un producto interior, que se
denominan prehilbertianos, asi como de funcionales, transformaciones lineales y algunos pre-
liminares en optimizacion convexa, haciendo énfasis en las envolventes convexas debido a su
relacién con los conjuntos linealmente separables. Posteriormente, se plantearan los problemas
de optimizacidn convexa y los teoremas de recuperacion de la solucion del problema primal a
partir del dual. Por lo que este capitulo esta dedicado a exhibir las bases tedricas sin demostra-
cion; sin embargo, se encuentra debidamente referida, salvo algunos resultados especiales que,

al no hallarse referencia alguna, se presentan con sus pruebas.




1.1.

acompanadas de observaciones generales con el objetivo de contextualizar. Posteriormente, se
introducen algunos de los conceptos que forman parte de los fundamentos matematicos que

brindan los cimientos de los modelos SVM. Se inicia con la definicién de campo y de espacio

Esta seccidn inicia con un conjunto de definiciones a utilizar en esta tesis; algunas estan

Notaciones y convenciones

vectorial con producto interior.

r

Definicion 1.1.1. (Campo). Un campo (o cuerpo) F consiste en un conjunto en el que

estan definidas dos operaciones (llamadas adicion y multiplicacion), tal que para cual-

quier par de elementos x y y en F existen dos tnicos elementos x + yen F'y xy en F, de

tal manera que se cumplan las siguientes condiciones para cada x, yy z € F.

10.

11.

. x +yeselemento de F (Ley de la cerradura para la suma).

. x+y =y+ x (Ley conmutativa para la suma).

. x+ (y+272) =(x+y)+z(Ley asociativa para la suma).

. Existe un tnico elemento 0 € F tal que x + 0 = x (Existencia del neutro aditivo).
. Para cada x existe un y tal que x + y = 0 (Existencia del inverso aditivo).

. xyen F (Ley de la cerradura para el producto).

. xy = yx (Ley conmutativa para el producto).

. x(yz) = (xy)z (Ley asociativa para el producto).

. Existe 1 € F \ {0} tal que para cada x en F se tiene que 1x = x (Existencia del

neutro multiplicativo).
Para cada x € F\ {0}, existe y tal que xy = 1 (Existencia del inverso multiplicativo).

x(y + z) = xy + xz (Ley distributiva).
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Un ejemplo de campo es el conjunto de los nimeros reales R y los nimeros complejos
C, bajo las operaciones de suma y producto usuales. En el capitulo 2 se considerara el campo
como uno de estos espacios; sin embargo, la definicion introducida a continuacion se plantea en

términos generales.

Definicion 1.1.2. (Espacio vectorial). Un espacio vectorial (o espacio lineal) V sobre
un campo F consiste en un conjunto en el que estan definidas dos operaciones (llamadas
adicion y multiplicacion por escalares, respectivamente), tal que para cualquier par de
elementos x y y en V existe un Unico elemento x + y en V, y para cada elemento a en F'y
cada elemento x en V, exista un elemento tinico ax en V, de manera que se cumplan las

siguientes condiciones:
1. Paratodo par x,yen V, x + y = y + x (Conmutatividad de la adicién).
2. Paratoda tripleta x,y,zen V, (x +y) + z = x + (y + z) (Asociatividad para la suma).
3. Existe un tnico elemento 0 € V tal que x + 0 = x, para toda x en V.
4. Para cada elemento x en V, existe un elemento y en V tal que x + y = 0.
5. Para cada elemento xen V, 1x = x.
6. Para cada par a, b de elementos en F' y cada elemento x en V, (ab)x = a(bx).
7. Para cada par de elementos a, b en F y cada elemento x en V, (a + b)x = ax + bx.
8. Paracadaelemento a en F'y para cada par de elementos x,yen V, a(x+y) = ax+ay.

Los elementos x + y y ax se denominan, respectivamente, la suma de x y y y el producto

deay x.

Una operacion dentro de algunos espacios vectoriales es el producto interior; ademads, se
utiliza para formular la SVM. Formalmente, esta operacion estd definida como una funcién

cuyo dominio es el espacio producto V X V, tal como se muestra en la siguiente definicion.




Definicion 1.1.3. (Producto interior). Sea V un espacio vectorial definido sobre un cam-
po F = R o C. Un producto interior en V es una funcién (:,-) : VXV — F que asigna a
cada par ordenado de vectores x y y en V un escalar en F, representado como (x, y), tal

que para toda x,yy zen V y toda c en F' se tiene que:

[

. {x,x)>0six#0.

[\

. {x,y) = (¥, x), donde la barra indica conjugacién compleja.

W

. {ex,y) = X, y).

I

Ax+Z,y) = (x,y) + (2, ).

9,

. x)=0=>x=0.

J

En caso de que el espacio vectorial esté definido sobre el campo real, se denomina espacio
vectorial real; de igual manera, se define el espacio vectorial complejo. Para espacios vectoriales

reales, la propiedad 2 se escribe como (x, y) = (y, x).

e

Ejemplo 1.1.4. Sea el espacio vectorial V = R". Para x = (aj,az,...,a,) yy =

(b1, by, ...,b,) € R" definase

n

xy) =) aib; (1.1.1)

i=1

Esta funcion satisface las condiciones de la Definicion 1.1.3 y se denomina producto

interior ordinario en R" o también producto punto.

Aquellos espacios vectoriales que cuentan con un producto interior reciben un nombre ca-

racteristico; formalmente, se introduce en la definicién a continuacion.

Definicion 1.1.5. Un espacio prehilbertiano es un espacio vectorial V real o complejo

dotado de un producto interior.

A continuacion, se define la norma sobre ciertos espacios vectoriales, la cual es una funcién
que tiene relevancia en las SVM debido a que determina, de cierta manera, la distancia entre los

puntos del espacio.
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Definicion 1.1.6. (Norma). Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una funcién

[[-]l : V — R es llamada norma si cumple lo siguiente para cada x,y € V' y a en el campo:
1. ||x]| = O.
2. ||x|| =0 siy solosix=0.
3. lleexll = lellxll.
4. lx + yll < llxll + liyll-

Donde | - | denota el valor absoluto si el espacio vectorial es real o el médulo para el caso

de espacios vectoriales complejos.

Ejemplo 1.1.7. Sea el espacio vectorial V = R”. La funcién ||-||; : R” — R definida como

n 1/2
Il = (Z x%) , (1.1.2)

i=1

para cada x = (xy, xp,...,X,) € R", es una norma en R" y es llamada norma euclidiana.

Definicion 1.1.8. Un espacio vectorial real o complejo dotado de una norma se denomina

espacio normado.

Dentro de los espacios prehilbertianos, el producto interior induce una norma; para demos-

trarlo, se introduce una funcion candidata a tal norma.

Definicion 1.1.9. Sea V un espacio real prehilbertiano. Se define la funcién ¢ : V. — R

como ¢(x) = V(x, x).

La siguiente desigualdad se denomina la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Muestra la rela-

cién entre el producto interno y el producto de la funcién ¢ consigo misma.




Teorema 1.1.10. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) [20, Teorema 7.1, p. 151].

Si V es un espacio real prehilbertiano, entonces

(X, m)| < d(0)B(y). (1.1.3)

Proposicion 1.1.11. Si V es un espacio vectorial real prehilbertiano, entonces ¢ es una

norma sobre V. En consecuencia, V es un espacio normado.

Demostracion. Sean x,y € V'y a un escalar.
1. Por definicidn, ¢(x) = V{x, x). Dado que (x, x) > 0, se tiene que ¢(x) > 0.

2. Se tiene que ¢(x) = 0, por lo que (x, x) = 0, es decir x = 0.

3. ¢(ax) = Vax,ax) = yaXx, x) = |a| V{x, x) = |a|p(x).

4. Tomando la norma al cuadrado se tiene

d(x+y)’ =(x+y,x+y)
= (X, x) + 206 y) + (0, )
< ¢(0)% + 20(0() + ¢’
= (¢(x) + ¢())’,

por lo que:
$(x +y)* < ($(x) + $())*

, es decir

Px +y) < (x) + ().

Tras haber demostrado las propiedades requeridas, se concluye que ¢ es una norma sobre el

espacio V. m|




1. Fundamentos matematicos 7

Por lo tanto, de ahora en adelante, se utilizard la notacion || - || para hacer referencia a la
funcion ¢ sobre un espacio prehilbert. A continuacion, se introducen las definiciones de con-
juntos abiertos y cerrados, las cuales son relevantes para el desarrollo de conceptos matematicos
mas complejos en las siguientes paginas. Las definiciones estan dadas dentro del contexto de
los espacios normados debido a la idoneidad con la temdtica de la investigacion. A manera de
identificacion, se utilizara el simbolo V para los espacios vectoriales y X para normados con su

respectiva norma || - ||.

Definicion 1.1.12. (Punto y conjunto interior). Sea P un subconjunto de un espacio
normado X. El punto p € P es llamado punto interior de P si existe un & > 0 tal que todos
los vectores x que satisfagan ||x — p|| < & sean elementos de P. La coleccion de todos los

puntos interiores de P se denomina interior de Py es denotado por P.

Los conjuntos en los que todos sus elementos son puntos interiores reciben un nombre en

particular, el cual se muestra en la siguiente definicion.

Definicién 1.1.13. (Conjunto abierto). Sea P un subconjunto de un espacio normado X.

El conjunto P es llamado abierto si P = P.

Otro tipo de puntos especificos son los puntos de clausura, que permiten definir la clausura
de un conjunto y caracterizar cudndo un conjunto es cerrado. Sus definiciones se presentan a

continuacion

Definiciéon 1.1.14. (Punto clausura y conjunto clausura). Sea P un subconjunto de un
espacio normado X. Un punto x € X es punto clausura del conjunto P si dado & > 0
existe un punto p € P tal que ||x — p|| < €. La coleccién de todos los puntos clausura de P

se llama la clausura de Py es denotada por P.

Los conjuntos cuyos elementos son todos puntos clausura reciben la denominacién que se

establece en la siguiente definicion.

Definicion 1.1.15. (Conjunto cerrado.) Sea P un subconjunto de un espacio normado

X. El conjunto P es llamado cerrado si P = P.




Abhora bien, ciertas funciones desempefian un papel fundamental en el entrenamiento de las
SVM dentro del marco de los espacios vectoriales: las transformaciones lineales y los funcio-

nales lineales. Las definiciones correspondientes se presentan a continuacion.

Definicion 1.1.16. (Transformacion). Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo
F y sea D un subconjuntode V. UnareglaT : D C V — W, que asocia a cada elemento v
en D un tnico elemento w en W, se dice que es una transformacién de V a W con dominio

D. Siw corresponde a x bajo T, se escribe w = T'(x).

Definicion 1.1.17. (Transformacion lineal). Sean V y W espacios vectoriales sobre un
campo F. Una transformacion 7' : V — W se llama transformacion lineal de V en W si

paratoda x,y € Vy c € F se tiene que:
1. Tx+y)=T(x)+T(©Q).

2. T(cx) = cT(x).

Definicion 1.1.18. (Funcional). Sea V un espacio vectorial definido sobre un campo F.

Una transformacion f : V — F es llamada un funcional sobre V.
& J

En los problemas de optimizacion convexa (introducidos mds adelante en el Capitulo 2),
una de las condiciones suficientes para la existencia de la solucidn es que las restricciones sean

transformaciones afines. Este concepto se define de la siguiente manera:

Definiciéon 1.1.19. (Transformacion afin). Sean X y Y dos espacios vectoriales. Una
transformacion f : X — Y se dice que es afin si existen una aplicacién lineal L : X — Y

y un vector fijo b en el espacio Y tales que

f(x) = L(x)+b.

& J

Con el fin de mantener esta tesis 1o mds autocontenida posible, se revisan a continuacion

tres tipos especiales de matrices.
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Definicion 1.1.20. (Matriz transpuesta). Sea A una matriz de m X n con elementos en
un campo F. Se define la transpuesta de A como la matriz A” de n x m tal que A, = A;

parai € {1,2,,...,n}y je{l,2,..,m}.

Definiciéon 1.1.21. (Matriz conjugada). Sea A una matriz de dimension m X n con en-
tradas reales o complejas. Se define la transpuesta conjugada (o adjunta) de A como la

*

matriz A* de n X m tal que A}, = Aj;.

Definicion 1.1.22. (Matriz de Gram). Sea S = {v{,v,, ..., v,} un conjunto de vectores de
un espacio prehilbertiano V. Sea G una matriz de n X n cuyas entradas estdn dadas por

Gij = (v;,v;), donde i, j € {1,2,...,n}. La matriz G se denomina matriz de Gram.

Definicion 1.1.23. (Matriz semidefinida positiva) Una matriz cuadrada M de tamafio

n X n con coeficientes reales es semidefinida positiva si cumple las dos condiciones:

= M =MT,

» x' Mx > 0, para todo x € R" distinto del vector nulo.

1.2. Principios de optimizacion convexa

Las SVM son modelos de optimizacidn con restricciones convexas y afines. Para deducir
este proceso, dentro de esta seccién se contextualiza esta teoria; se incluyen definiciones y
teoremas que permiten comprender de mejor manera el modelo cuadréitico con restricciones

convexas, objetivo de este trabajo de tesis.




10

1.2.1. Conceptos basicos

Definicién 1.2.1. (Conjunto convexo). Sea V un espacio vectorial real. Un conjunto
C C V es convexo si para cualesquiera dos puntos, x;, x, de C y cualquier 6, tal que
0 <6 <1, setiene que

0x; + (1 — O)xs (1.2.1)

pertenece a C.

La definicién anterior se puede interpretar como: dados cualesquiera dos puntos en el con-
junto, el subconjunto de puntos que forman el segmento que los une debe estar totalmente

contenido en el conjunto C.

Un caso que se considera en la formulacion del modelo de maquina de soporte vectorial es
cuando se entrena con conjuntos discretos finitos, esto es, con conjuntos que no son convexos;
por ello, en esta seccion se introducen algunos conceptos que permiten realizar el ajuste de la

SVM con conjuntos de cardinalidad finita.

Definicion 1.2.2. (Combinacion convexa). Sean V un espacio vectorial real, un conjunto
finito P = {v{,v5,...,v,} € Vyx € V. Se dice que x es una combinacién convexa de los

elementos de P si

X=Q1V1 + Qvy + -+ @,Vy,

donde o; e Ry @; > Oparacadai € {l,...,n},ademds )\, a; = 1.

Definicion 1.2.3. (Envolvente convexa). Sean V un espacio vectorial real y S =
{x1,x2,...,x,} € V un conjunto finito. La envolvente convexa de S se denota por conv(S)

y es el conjunto

k
conv(S) = {Z ;X;
i=1

El conjunto conv(S$) estd formado por todas las combinaciones convexas de los elementos

x; €S8, a; >0, Zn:a,-:l}.

i=1

/
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de S. De este modo, se obtiene un conjunto convexo que contiene al conjunto finito S, hecho

que se establece en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.4. Sea V un espacio vectorial real y S = {x;, x5, ..., x,} € V un conjunto

finito. Se cumple lo siguiente:

1. § Cconv(S).

2. conv(S) es un conjunto convexo.

Demostracion. 1. Sean x,y € S dos elementos distintos arbitrarios. Sin pérdida de genera-
lidad, supdngase que x = xi, por lo que se puede escribir el elemento x de la siguiente
forma:

x=1x+0xy+0x3+ ..+ 0x,,

el cual esta en conv(S).

2. Sean x,y € conv(S) y 6 una constante tal que 0 < 6 < 1. Se tiene que

k k

51

X= ) aixi y Y= ) ax;
i=1 =1

kx k,"
ox+(1-0)y=0) alxi+(1-60) ) ax;.
i=1

=1

Notese que los coeficientes a7, 0[?, 6y (1 — 0) son positivos, ademds, por la definicion de

una envolvente convexa, se tiene que:

por lo que se concluye que
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ki ky
0) af+(1-0) ) @ =0+ -6)(1)=1
i=1 =1

Por lo tanto, el conjunto conv(S) es convexo.

Un resultado que se deduce de manera directa es la igualdad de un conjunto convexo con su

envoltura convexa, esto es:

Proposicion 1.2.5. [23, Teorema 2.2, p. 11] Sea V un espacio vectorial real y P C V. Si

P es convexo, entonces P = conv(P).

Las Maquinas de Soporte Vectorial se fundamentan directamente en los principios de la
teoria de optimizacion, la cual proporciona el marco matemético necesario para formular y re-
solver el problema central. Esta tarea se traduce en un problema de optimizacion convexa, en el
que se busca minimizar una funcidn objetivo sujeta a un conjunto de restricciones que asegu-
ran la correcta clasificacién de los datos. De esta manera, la formulacién general del problema
de optimizacion sirve como punto de partida para derivar las SVM lineales. En la definicién

siguiente se plantea este problema.

Definicion 1.2.6. (Problema de Optimizacion). Un problema matematico de optimiza-

cion (también llamado problema de optimizacion) tiene la forma

Minimizar f(x) (1.2.2)
sujeto a f;(x) < b;, i=1,...,m,
hi(x) = cj, j=1...,p

donde:

= El vector x = (xy, x2,...,X,) € R" es la variable de optimizacién del problema.
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= La funcién f : R" — R se denomina funcion objetivo.

= Las funciones f; : R" - R,i=1,...,myh; :R" - R, j=1,..., p son llamadas

funciones de restriccion (restricciones).

= Las constantes by, ...b, € Ry cy,...c, € Rson llamadas limites o fronteras de las

restricciones.

El conjunto Z = {x € R" : fi(x) < b; y hj(x) = ¢;} se denomina conjunto factible o zona

factible.

Con solucién:

Definicion 1.2.7. Un vector x* € R” se denomina 6ptimo (o una solucién) del problema
dado en la Definicion (1.2.6) si f(x*) tiene el valor objetivo mds pequefio entre todos

los vectores que satisfacen las restricciones; es decir, para cualquier z € R", con fi(z) <

bi,....,fmw(@) < b,y hi(2) =ci,....,h,(2) = cp, se tiene que f(z) > f(x7).

Los problemas de optimizacién se agrupan en familias de acuerdo con la funcién objetivo

y las restricciones. El problema de la Definicion (1.2.6) se llama de programacion lineal si la

funcidn objetivo y las restricciones son lineales. En dado caso de que el problema no sea lineal,

se denomina de programacion no lineal. Un caso particular es cuando dentro de la funcién

objetivo se encuentra un término cuadrético; en ese caso, se le conoce como programacion

cuadrdtica (Véase la Definicién 1.2.11).

Definicion 1.2.8. Un problema de la forma

Minimizar f(x) (1.2.3)

sujeto a f;(x) < b;, i=1,...,m,

con f:R" >Ry f;: R" > Rconi=1,...,mes llamado un problema de optimizacién

convexa si para cualesquiera x,y € R" y
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a,B € Rtales que @ + 8 = 1 con @, B > 0 se satisface

filax + By) < afi(x) + Bfi(y). (1.2.4)

y ademas la funcién objetivo f(x) es una funcion convexa.
N J

De aqui en adelante, esta investigacion estard centrada en los problemas de optimizacion

convexa.

Desde finales de la década de 1940, se han realizado distintos esfuerzos para desarrollar
algoritmos que permitan encontrar soluciones a los problemas de optimizacién, analizar sus
propiedades y desarrollar implementaciones de software. La efectividad de los algoritmos de
resolucion del problema de optimizacién (1.2.3) con restricciones (1.2.4) es variada y depende
de factores como las formas particulares de las funciones objetivo y las restricciones; también
depende de la cantidad de variables, asi como de la cantidad de restricciones; incluso la di-
mensionalidad del espacio de entrada el cual es el espacio donde es encuentran los datos de

entrenamiento. En este trabajo de tesis se toma como espacio de entrada R".

Por lo tanto, los enfoques al problema general implican un tiempo de cdlculo de la solucién
muy largo o la posibilidad de no encontrarla. Sin embargo, para algunas clases de problemas
existen algoritmos efectivos que pueden resolver de manera confiable distintos problemas con
cientos de variables y restricciones; un ejemplo de ello son los problemas de minimos cuadrados

y los programas lineales. Por esta razon, se introduce esta metodologia en la seccion siguiente.

1.2.2. Minimos cuadrados

Supongamos que se han seleccionado m nimeros reales y han sido organizados como las m
componentes de un vector y. A menudo, la naturaleza de la fuente de los datos lleva a suponer
que el vector y, en lugar de consistir en m componentes independientes, es una funcién lineal
dada de unos pocos parametros desconocidos. Si estos pardmetros se disponen como los com-

ponentes de un vector n-dimensional S (donde n < m), es equivalente a asumir que el vector y
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tiene la forma

y=Wg. (1.2.5)

La matriz W de dimensién m X n se supone que es conocida y estd determinada por el experi-
mento o por la situacion fisica en cuestion. El vector y también es conocido, asi que el problema
se basa en encontrar el vector . Sin embargo, dado que n < m, generalmente no es posible de-
terminar el vector 5 que satisfaga exactamente y = W/. Una forma util de determinar el valor de

B que mejor aproxima la solucién del problema consiste en minimizar la norma de la diferencia:

lly — WglIl. (1.2.6)

Si la norma se toma como la norma euclidiana, entonces la norma mostrada en (1.2.6) se con-

vierte en:

-

Definicion 1.2.9. (Problema de minimos cuadrados). Un problema de optimizacion se

denomina problema de minimos cuadrados si es de la forma:
Minimizar — f(8) = lly - WBII3 = Xz, 0vi = wi B, (1.2.7)

donde W € R™" con n < m, wiT son las filas de W, el vector 8 € R” es la variable de

optimizaciony f : R" — R.

La solucién del problema de minimos cuadrados de la Definicién (1.2.9) se encuentra como

consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 1.2.10. (Estimador de minimos cuadrados) [19, Teorema 1, p. 83] Suponga-
mos que y es un vector en R” y W una matriz de m X n con columnas linealmente indepen-
dientes. Entonces existe un unico vector 8* de dimension n el cual minimiza |y — Wg||,

sobre todos los 8 en R”. Ademas

B = (W'WwW)y 'w'y. (1.2.8)

La existencia y unicidad del vector solucion en el teorema de estimador de minimos cua-
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drados se deben al teorema de proyeccion (véase [19]) y a la independencia de las columnas de
W. Ademas, la matriz de Gram correspondiente a los vectores columna de W es W'W. El vector
W'y tiene como componentes los productos internos de las columnas de W con el vector y. Por
lo tanto, las ecuaciones normales son W'WgS = W'y. Dado que se supone que las columnas de
W son linealmente independientes, la matriz de Gram W'W es no singular y la conclusién del

Teorema 1.2.10 se sigue.

Para los problemas de minimos cuadrados, existen algoritmos de resolucién que encuen-
tran el 6ptimo en un tiempo aproximadamente proporcional a n’k, con k constante conocida.
Un programa de computadora puede resolver problemas con cientos de variables y miles de
términos en unos pocos segundos; esto respecto a la capacidad de la computadora con la que
se resuelva el problema. Para problemas con millones de variables, o para problemas con re-
quisitos relativamente altos de computacion en tiempo real, resolver un problema de minimos
cuadrados puede ser un reto. En la mayoria de los casos, existen métodos que son efectivos y

extremadamente fiables.

Los problemas de minimos cuadrados son la base para el andlisis de regresion, el control
optimo y los métodos de estimacion de pardmetros y ajuste de datos. Tiene una serie de inter-
pretaciones estadisticas; por ejemplo, la estimacién de méaxima verosimilitud de un vector ux,

dadas algunas mediciones corruptas por errores de medicion gaussianos, entre otras.

Un problema de optimizacién cuadratica (o problema cuadritico QP) es uno de la forma
de la Definicion 1.2.6, donde la funcién objetivo es cuadratica y las respectivas restricciones
son funciones afines. Por lo tanto, el conjunto que satisface las restricciones del problema de
optimizacién (conjunto factible) de un QP es un poliedro (como en los problemas lineales), pero

el objetivo es cuadrético en lugar de lineal. La forma estandar de un QP es la siguiente:
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Definicion 1.2.11. (Problema de optimizacion cuadratica.) Se define un problema de

optimizacién cuadratica de la forma:

1
Minimizar 5xTHx +clx, (1.2.9)
sujetoa  AggXx = by, (1.2.10)
Ax < b, (1.2.11)

donde:

x € R" es la variable de optimizacion.

= El vector ¢ de (1.2.9) es un vector en R” que contiene los coeficientes de los térmi-

nos de grado uno.
= H de (1.2.9) es una matriz simétrica en R™",

= La matriz A,, de (1.2.10) estd en R™", la cual contiene los coeficientes de las

restricciones de igualdad.
= La matriz A de (1.2.11) estd en R®" y contiene los coeficientes de desigualdad.
= El vector b,, de (1.2.10) estd en R™ y tiene los coeficientes de igualdad.

» El vector b de (1.2.11) se encuentra en R¥ y tiene como entradas los coeficientes de

desigualdad.

Teorema 1.2.12. [9, p. 71] Sea f : R* — R de la forma f(x) = 1x"Hx + ¢"x, con H una

matriz cuadrada de tamafio n y ¢ € R". La funcién f es convexa si y solo si la matriz H

es semidefinida positiva.

Para identificar un problema de optimizacion como un problema de minimos cuadrados se

requiere verificar que la funcién objetivo sea una funcién cuadrética, seguido de probar si la
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forma matricial de la funcién cuadratica es semidefinida positiva. Con lo que se observa su

relacion con los problemas de SVM.

1.2.3. Hiperplanos y funcionales lineales

Un componente central de los modelos de maquinas de soporte vectorial son los hiperplanos
de separacion. En consecuencia, esta seccion tiene como objetivo introducir las definiciones y

resultados asociados a ellos, apoydndose en el uso de transformaciones y funcionales lineales.

Definiciéon 1.2.13. (Hiperplano). Sea V un espacio vectorial sobre un campo F. Sea
f 'V — F un funcional lineal no nulo sobre V y sea ¢ una constante en F. El conjunto

H = {x: f(x) = c} es un hiperplano en V.

En caso de que el conjunto

H={x:f(x)=c}

es cerrado, entonces se dice que el hiperplano H es cerrado.
Excluyendo los hiperplanos que contienen el origen, es posible establecer una correspon-
dencia unica entre los hiperplanos y los funcionales lineales, como se muestra en la siguiente

proposicion.

Proposicion 1.2.14. [19, Proposicion 2, p.130] Sean V un espacio vectorial real y H un
hiperplano que no contiene al vector 0. Entonces existe un unico funcional lineal no nulo
f:V —=Rtal que

H={xeV: f(x)=1}L

Existe una relacion estrecha entre los hiperplanos y los funcionales continuos, por lo que a

continuacion se introduce la definicién correspondiente a esta nocion de continuidad.

Definicion 1.2.15. (Transformacion continua.) Sean X y Y dos espacios normados con
sus respectivas normas || - ||x y || - [ly. Una transformaciéon 7 : X — Y se dice que es

continua en el punto xy € X si, para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que ||x — xpllx < ¢

implica que ||7(x) — T (xp)lly < €.
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Si la transformacion 7' es continua en cada punto x, € X, entonces se dice que la transfor-
macién 7" es continua donde sea o, simplemente, que 7 es continua. Particularmente, se puede

establecer la continuidad de una transformacién con el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.16. [19, Proposicion 1, p. 144] Una transformacion lineal 7 : X — Y es

continua en cada punto de X si es continua en un solo punto.

Las transformaciones lineales continuas pueden caracterizarse en términos de su acotacion.

Para establecer esta relacion, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 1.2.17. (Transformacion acotada). Sean X y Y dos espacios normados y
T : X — Y una transformacion lineal. Se dice que T es acotada si existe una constante
M > 0 tal que ||Tx|ly < M||x||x, para cada x en X. La constante M mas pequefia que

satisface la condicion anterior se denota como ||7'|| y se denomina la norma de 7'.

Proposicion 1.2.18. [19, Proposicién 2, p. 144] Sean X y Y dos espacios normados y

T : X — Y una transformacion lineal. El operador T es acotado si y sélo si es continuo.

La continuidad de los funcionales se define como:

Definicion 1.2.19. (Funcional semicontinuo superiormente). Sea X un espacio norma-
do con campo R y un funcional f sobre X. El funcional f es semicontinuo superiormente
en xy si dado un £ > 0 existe un 6 > 0, tal que si ||x — x|| < 6, entonces f(x) — f(xp) < €.
El funcional f se dice que es semicontinuo inferiormente en X, si el funcional —f es

semicontinuo superiormente en Xxy.

Definicion 1.2.20. (Funcional continuo). Sea X un espacio normado con campo R y
f un funcional sobre X. El funcional f es continuo si es semicontinuo inferiormente y

superiormente.
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Abhora bien, la relacion entre los funcionales continuos y los hiperplanos es establecida por

la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.21. [19, Proposicién 3, p.130] Sea f : X — R un funcional no nulo
sobre un espacio normado X. El hiperplano H = {x : f(x) = c} es cerrado para cada c si

y solo si f es continuo.

Definicion 1.2.22. Sea f : V — R un funcional no nulo sobre un espacio vectorial real

V. Se asocia el hiperplano H = {x : f(x) = ¢} a los cuatro conjuntos:

{x: f(x)<c}, {x: f(x)<c}, {x: f(x)>c}, {x: f(x)>c}. (1.2.12)

Estos conjuntos son llamados semiespacios determinados por H.

Los semiespacios {x : f(x) < ¢}, {x : f(x) < c} son denominados semiespacios negativos
determinados por f, mientras que los semiespacios {x : f(x) > ¢}, {x : f(x) > c} son los
positivos. Si f es continua, entonces los semiespacios {x : f(x) < ¢}y {x : f(x) > c} son

conjuntos abiertos y los semiespacios {x : f(x) > c}y {x: f(x) < c} son cerrados.

Definicion 1.2.23. (Hiperplano de soporte). Un hiperplano cerrado H en un espacio
normado X es un soporte (hiperplano de soporte) para un conjunto convexo K, si K estd
contenido en uno de los semiespacios cerrados determinados por H y H contiene un punto

de K.
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Definicion 1.2.24. (Hiperplano orientado.) Sea w € R” un vector no nulo y b € R. El

hiperplano asociado a (w, b) se define como

H={xeR":{(w,x)+b=0}.

Cuando el vector w se fija, se le llama vector normal al plano H y se dice que H es un
hiperplano orientado. M4s atin, la orientacion dada por w permite distinguir entre los

dos semiespacios:

H" ={xeR": (w,x)+b >0}, H ={xeR":{(w,x)+b<0}.

Ejemplo 1.2.25. En R?, larecta H = {(x,y) : x + y = 0} se escribe como

x+y=Dx+ Dy =<1, 1),(xy)=0.

Por lo que el hiperplano se orienta mediante el vector normal w = (1, 1). Entonces H™*

corresponde al semiplano {(x,y) : x +y > 0} y H~ al semiplano {(x,y) : x + y < 0}.

Ejemplo 1.2.26. En R?, el plano H = {(x,y,2) : x + y + z = 0} se representa como

x+y+z=Dx+{Dy+Dz=(1,1,1),(x,y,2)) = 0.

Por lo que el hiperplano se orienta mediante el vector normal w = (1, 1, 1). Esto permite

distinguir los semiespacios

H" ={(x,y,2): x+y+z>0}, H ={(x,y,2):x+y+z<0}
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Figura 1.1: Hiperplano de separacion con semiespacios diferenciados por texturas.

Teorema 1.2.27. (Teorema del soporte) [19, Teorema 2, p. 133] Sea V un espacio vec-
torial y K € V un conjunto convexo. Si x no es un punto interior de K, entonces hay un
hiperplano cerrado H = {x € V : (w, x)+b = 0} que contiene a x tal que K se encuentra en

un lado de H, es decir para cada k € K, satisface que (w,k) + b > 0 o bien (w, k) + b < 0.

1.2.4. Separacion e hiperplanos de soporte

En esta seccion se estudia el uso de hiperplanos, o de manera equivalente funciones afines,
como herramientas fundamentales para separar conjuntos convexos disjuntos. En particular, se
analiza bajo qué condiciones es posible encontrar un hiperplano que distinga adecuadamente
a dichos conjuntos, asignandolos a semiespacios opuestos. El resultado central que sustenta
este andlisis es el teorema del hiperplano de separacion, el cual garantiza la existencia de un
hiperplano separador para pares de conjuntos convexos que no se intersectan, y constituye una

pieza clave en el desarrollo de la optimizacién convexa y de los métodos de clasificacion.
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Teorema 1.2.28. (Teorema del hiperplano de separacion) [9, Teorema 2.5.1, p. 46].
Sea V un espacio vectorial real prehilbertiano. Si C y D son dos conjuntos convexos de
V tales que C N D = (), entonces existe un vector a # 0 en V y un escalar b tales que
(a,x) < b, para todo x en C, y (a,x) > b, para cada x en D. Es decir, la funcién afin
(a, x) — b es no positiva sobre C y no negativa sobre D. El hiperplano H = {x | {a, x) = b}

se denomina hiperplano de separacion para los conjuntos C' 'y D.

Una ilustracion gréfica del hiperplano de separacion se observa en la Figura 1.2. Cabe men-
cionar que si el hiperplano de separacion satisface la condicién (a, x) < b, para todo x en C, y

(a, x) > b, para todo x en D, entonces se denomina separacion estricta de los conjuntos C y D.

Conjunto C (a,x) =2 b (a,x) <b
Hiperplano
[ ) ,’
[ ] ,//
(] ,/,
/,, (]
/’ L4
// PY

Conjunto D

Figura 1.2: El hiperplano H = {x | {(a, x) = b} separa los conjuntos convexos C y D.

El reciproco del Teorema 1.2.28 no es cierto de manera general; es decir, es posible que
exista un hiperplano de separacioén entre C 'y D, y que C N D # (. Como se muestra en el

siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.29. Sea C = {(x,y) : (x + 1)> +y? < 1} y el rectangulo D = [0,3] x [-1, 1].
Note que (0,0) € Dy (0,0) € C, por lo que C N D # (. Considere el hiperplano

H={(x,y) €eR*>: x=0}.

Abhora, se tiene que

c1 <0, para todo ¢ = (cy,¢2) € C,

d; >0, paratodo d = (dy,d>) € D,

por lo que el hiperplano H separa a C y D. Graficamente se observa en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Separacién débil a color: C (disco) y D (rectangulo) son convexos y satisfacen C N D # 0,
pero estan separados por el hiperplano H : x = 0.

A aquellos conjuntos que si cumplen con el reciproco se les denomina de una forma especial:
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Definicion 1.2.30. (Conjuntos linealmente separables). Sean C, D dos conjuntos en
un espacio vectorial prehilbertiano real V. Los conjuntos C y D se dicen linealmente

separables si existe un hiperplano H = {x € V : (w, x) + b = 0} tal que

(w,dy+b >0, paratodod € D,

(w,c)+b <0, paratodoceC.

En espacios finito dimensionales, y bajo ciertas condiciones adicionales sobre C 'y D, més
amplias que la convexidad, se cumple el reciproco; de hecho, caracteriza a los conjuntos lineal-

mente separables:

Teorema 1.2.31. [18, Corolario 13, p. 5] Sean dos conjuntos C 'y D en R”". Los conjuntos
Cy D son linealmente separables si y solo si sus envolventes convexas conv(C) y conv(D)

son disjuntas.

1.2.5. Funciones convexas

Como se ha mencionado previamente, las SVM son modelos de optimizacion cuyas restric-

ciones son convexas en el sentido de la definicion siguiente.

Definicion 1.2.32. (Funcion convexa). Una funcién f : D C R” — R es convexa si D es

un conjunto convexo, y si para todo x y y en el dominiode fy 0 < 6 < 1, se tiene que

fOx+ (1 -0)y) <0f(x)+-0)f(). (1.2.13)

Una interpretacion geométrica de la desigualdad (1.2.13) es que el segmento entre los puntos
(x, f(x)) y (v, f(y), que es la cuerda de x a y, se encuentra acotando superiormente a la funcién

f entre los puntos x y y. Un ejemplo de esto se muestra a continuacion.
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Ejemplo 1.2.33. Sean x,y € Ry 6 € [0, 1]. Se probara que la funcién f : R — R dada

por f(x) = x* es una funcién convexa:

0x* + (1 — 0)y* — (0x + (1 — O)y)* = 0x* + (1 — O)y* — (6*x* +26(1 — O)xy
+(1-6%?)
= (0 - 6%)x* = 26(1 — O)xy + (1 - 6)
- (1-6)%)y
= 6(1 — 6)x* = 20(1 — O)xy + 6(1 — 6)y*
=6(1 — 0)(x* — 2xy +y?)

=6(1 — 0)(x — y)*.
Como#>0,1-6>0y (x—y)? >0, entonces el producto 8(1 — )(x — y)* > 0, es decir

0x> + (1 — 0)y> — (0x + (1 — 0)y)* > 0,

0x* + (1 — )y* > (6x + (1 — O)y)*,

esto es,

0f(x) + (1 = 0)f(y) = f(6x + (1 - O)y),

con lo que se concluye que la funcién f es convexa. Particularmente, el segmento que va
del punto (0,0) al punto (2,4) va a acotar a la funcién f(x) = x> en el intervalo [0, 2].

Esto se ilustra en la Figura 1.4.

Definicion 1.2.34. Una funcién f : C C R" — R, es estrictamente convexa si la desigual-

dad (1.2.13) es estricta siempre que x # yy 0 < 6 < 1.

Definicion 1.2.35. Una funcién f : C — R” con C C R” es céncava si —f es convexa;

mds audn, f es estrictamente concava si —f es estrictamente convexa.
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Figura 1.4: Funcién convexa. Obsérvese que la cuerda trazada del punto (0,0) al (2,4) se encuentra
acotando superiormente a la funcién.

1.2.6. Dualidad

En esta seccion se introduce el concepto de multiplicadores de Lagrange, que constituye
una herramienta fundamental en la formulacién y el andlisis de problemas de optimizacién
con restricciones. En particular, se explica como estos multiplicadores permiten transformar un
problema primal con restricciones en un problema dual, cuyo estudio resulta esencial para el
desarrollo tedrico de las maquinas de soporte vectorial. Asimismo, se presenta el teorema de
dualidad fuerte, el cual establece condiciones bajo las cuales los valores 6ptimos de los proble-
mas primal y dual coinciden. Finalmente, se discute el proceso de recuperacion de soluciones
primales a partir de soluciones duales, aspecto clave para la interpretacion geométrica y compu-

tacional de la SVM y para la obtencion explicita del hiperplano de separacion 6ptimo.

Considérese el problema de optimizacién con la forma de la Definicién 1.2.6:

Minimizar f(x) (1.2.14)
sujetoa fi(x) <0, i=1,...,m,

hix)=0, j=1,...,p,

con variable x € R". Definase D = (., dom f; N ﬂ?z , dom /2; como el conjunto dominio del
problema, donde dom g; y dom /; son los dominios de cada funcién g; y h;, respectivamente.
Asuimase que D es no vacio y x* es el 6ptimo del problema; finalmente, f(x*) = p* € R denota

el valor 6ptimo del problema de optimizacion 1.2.14. Por el momento, no se asume que el
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problema sea convexo.

La funcién que permite transformar un problema de optimizacion en su formulacién dual es
la funcién lagrangiana, la cual se construye a partir del problema primal incorporando sus res-
tricciones. En la siguiente definicion se presenta explicitamente la funcion lagrangiana asociada,

asi como la funcién dual correspondiente.

Definicion 1.2.36. (Lagrangiano) El lagrangiano es la funcién £ : D X R”" X R? —» R

asociada al problema de optimizacion (1.2.14) definida como
m p
Lnay) = f)+ ) aigi(x) + ) vihi). (1.2.15)
i=1 =1

paratodax € D, @ € R"yv € R”. Cada ¢; es el multiplicador de Lagrange asociado a la i-
€ésima restriccion de desigualdad g;(x) < 0; de manera similar, cada v; es el multiplicador
de Lagrange respectivo a cada restriccion de igualdad /;(x) = 0. Los vectores a y v son
llamados las variables duales, o simplemente multiplicadores de Lagrange asociados al

problema de optimizacion (1.2.14).

Definicion 1.2.37. (Funcion dual de la Lagrange) La funcion dual de Lagrange (o solo
funcion dual) 6 : R" xR? — R, asociada al problema de optimizacion (1.2.14), es el valor
minimo del Lagrangiano £ : D X R”™ X R? — R tomado sobre x € D, es decir, para todo

aeR"™ veR?,

m p
6(a,v) = fnf L(x.a,v) = inf | f(x) + Z @igi(x) + Z vihi(x)]. (1.2.16)
i=1 j=1

Cuando el infimo del Lagrangiano L(x, @, v), para x € D, no existe, entonces la funcién dual
de Lagrange 6 toma el valor —oo. Dado que la funcién dual es el infimo puntual de una familia
de funciones afines de (@, v), entonces es concava, incluso cuando el problema de optimizacion

(1.2.14) no es convexo.

El siguiente teorema es clave para establecer la relacion entre el problema de optimizacion

de la forma (1.2.3), que de ahora en adelante se llamara problema primal, y su representacion
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dual; ademads, establece la manera en la que se puede calcular la solucién del problema primal
a partir de la solucién del problema dual. Es por ello que comtinmente se le denomina a esta
técnica “recuperacion del 6ptimo”. Esta recuperacion se puede dar si se cumple la condicion
de Slater, lo que implica que haya una brecha de dualidad nula y se pueda alcanzar el 6ptimo a
partir de la solucion del problema dual. La demostracion ilustra la utilidad de las condiciones

impuestas, por lo que también se exhibe.

Teorema 1.2.38 (Dualidad fuerte y recuperacioén primal desde el dual). Considérese el

problema de optimizacion convexo

Minimizar f(x)
sujetoa  gi(x) <0, i=1,...,m, (1.2.17)

hj(X):O, j:15~--ap’

donde f : R" — Ry cada g; : R"” — R son funciones convexas y cada i; : R" — R es

afin. Sea £ : D X R™ X R” — R con D el dominio de f, el Lagrangiano

Lix,a,v) = f(x) + ) aglx) +

i=1 Jj

vjhj(x),

m P
=1
con multiplicadores @ € R™ y v € R?, y la funcién dual 6 : R" X R? —» R

O(a,v) = inf L(x,a,v).
xeR”

El problema dual es

Maximizar 6(a, V)
(1.2.18)
sujetoa «@; >0, i=1,...,m,

Supongase que se cumple la condicion de Slater: existe x € D tal que g;(¥) < 0, para toda

i=1,...,m,yhijx)=0,paratoda j=1,..., p. Entonces:
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1. (KKT = optimalidad) Si existe (x*, a*,v*) € D X R" X R? que satisface las condi-

ciones de Karush—Kuhn—-Tucker:

(factibilidad primal) gi(x*) <0, hj(x*)=0,

(factibilidad dual) af >0,
(complementariedad) af gi(x*)=0, i=1,...,m,

m p
(estacionariedad) 0= Vi) + > afVeixr*) + > viVA(x*),

i=1 j
entonces x* es Optimo primal y (a*, v*) es optimo dual.

2. (Dualidad fuerte) El 6ptimo dual es alcanzado, es decir, existen (a*,v*) € R™ X R?
tales que g(a*,v*) = d*. Los elementos p*, el 6ptimo del problema (1.2.17), y d*, el

optimo del problema (1.2.18), satisfacen

p* = d*.

3. (Recuperacion primal desde el dual) Si (a*, v*) es solucién de (1.2.18), todo punto

x* en el cual el minimo de L(x, a*, v*) es alcanzado, es decir,

x* € argmin L(x, a*,v*),
X

satisface las KKT y, por tanto, es solucion 6ptima de (1.2.17).

Demostracion. (Debilidad de la dualidad). Para todo x factible en (1.2.17) y todo (a,v) con
a >0,

Lx,a,v) = f0) + ) @igi(0) + ) vihi(x) < f(),
i J
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pues gi(x) < 0y hj(x) = 0. Tomando el infimo en x de L se tiene que

Oa,v) < f(x).

Particularmente, en el 6ptimo x*

Oa,v) < f(x7),

para todo (a, v), es decir,

d < p".

(KKT = optimalidad). Si (x*, a*,v*) satisfacen KKT, entonces x* es factible y la estacio-
nariedad dice que 0 = V.L(x*, a*,v*), por lo que x* minimiza £(x,a*,v*). El hecho de que

a* > 0y la factibilidad primal implican

L5 a*, v = f(x).

Usando la debilidad de la dualidad,

d =0*,v*) < f(x") *

Il
S

Pero como x* minimiza a £, (a*,v*) = L(x*,a*,v*) = f(x*), y esta igualdad implica que x*

y (a*, v*) son 6ptimos primal y dual, respectivamente.

(Dualidad fuerte bajo Slater). Bajo la hipdtesis de la condicién de Slater, el conjunto factible
del problema primal posee interior no vacio. Dado que f y las funciones g; son convexas y las

funciones £; son afines, la condicion de Slater garantiza que:

= existe ausencia de brecha de dualidad, es decir, se tiene la igualdad entre los valores

Optimos primal y dual;
» existen los multiplicadores de Lagrange 6ptimos a* y v*;

s se validan las condiciones de Karush—Kuhn-Tucker (KKT).
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Como consecuencia de estos hechos, existe un punto primal 6ptimo x* y multiplicadores

a* > 0, v* tales que la tripleta (x*, a*, v*) satisface las condiciones KKT.

Por la condicion de estacionariedad de KKT se tiene
0=0,L(x* a",v").

Esto implica que x* es un minimizador de la funcién £(x, a*, v*). Por definicién de la funcién
dual,

O(a*,v*) = igf L(x,a*,v").
Como en x* se alcanza el infimo, se cumple
O(a*,v*) = L(x*,a*,v"),

y por tanto

L(x*, ", v < Lx, ", v"), para toda x € R". (1.2.19)

Sea (a, v) arbitrario con @ > 0. Considere la diferencia
L, a,v) = Lx*,a",v5).

Por definicion de la Lagrangiana,

m p m
L(x* a,v) — L(x*, 0", v") = f(x*) + Z @; gi(x™) + Z vihi(x*) = f(x*) - Z @] gi(x™)
i=1 =1 i=1
)4

- Z vy hj(x*)
=1

m p
= ) (@ = a)gx) + D (v = VD),

i=1 J=1

Por factibilidad primal, /;(x*) = 0 para todo j, por lo que el segundo sumando desaparece.
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Quedando

L, a,9) = L, 0% v = ) (@ — aP)gi(x).

i=1

Ahora, considere los siguientes casos para cada indice i:

= Si gi(x*) < 0, entonces a; = 0, y en consecuencia
(a; — a])gi(x*) = @;gi(x*) <0,

yaque @; >0y gi(x*) <0.

= Si g;(x*) = 0, entonces

(o — @] )gi(x™) = 0.

En todos los casos, cada término de la suma es no positivo, por lo que
L, a,v)— L5, a",v") <0,
0 equivalentemente,
L(x*,a,v) < L(x*5, a*,v) paratodaa >0 y v. (1.2.20)
De las desigualdades (1.2.19) y (1.2.20) se obtiene que (x*, a*, v*) satisface
L(x*, a,v) < L(x5,a",v") < L(x,a*,v"), paratodax, >0, v.

Por lo tanto, (x*, a*, v*) es un punto de silla de la Lagrangiana.

Ademas, por factibilidad primal y complementariedad,

L(x*,a*,v") = f(x¥).
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Usando la debilidad de la dualidad y la definicion de la funcién dual, se obtiene:

d* S p* S f(.x*) — .E(.x*,a*,v*) - Q(Q*,V*) S d*,

lo cual implica la igualdad y completa la demostracion de la dualidad fuerte.

(Recuperacion primal). Si (a*, v*) maximiza (1.2.18), cualquier x* € argmin, L(x, a*,v*)
cumple 6(a*,v*) = L(x*, a*,v*). Por dualidad fuerte (condicion de Slater), este valor coincide

con el 6ptimo primal, y x* satisface KKT; en particular, es solucién de (1.2.17). O

Observaciones.

(i) Si no se tiene un problema de optimizacién convexo o falla la condicion de Slater en el
p P
problema de optimizacién, puede existir brecha de dualidad y el 6ptimo dual no permite

recuperar una solucién primal:

Ejemplo 1.2.39. Considérese el siguiente problema de optimizacidn.

Minimizar x

sujetoa x> <O0.

Las funciones f(x) = x y g(x) = x* son funciones convexas. Nétese que no se

cumple la condicion de Slater pues se requiere que exista un x € R tal que

X <0,

lo cual claramente no existe. La solucion del primal es x = 0 dado que es el unico

que satisface la restriccion, con lo que el valor 6ptimo primal es

Se construye el Lagrangiano L(x, @) : R X R — R como
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L(x,a) = x+ ax,

con @ > 0. El dual es

W(a) = inf{x € R : x + ax?}.

Se calcula el minimo en x:

0

—L =1+2ax=0,

0x
es decir:

o 1
- 2a
Se sustituye en la funcién W:
1 1
Wa)=-——+a—=——

Como a > 0:

1
qg(a@) = —— — 0 por la izquierda.
4a

Asfi tenemos que por mds que se aumente el valor de a del valor 6ptimo d* nunca

serd cero. Con esto se tiene que:
p*—d* > 0.

Es decir la brecha de dualidad no es nula.

(ii) En muchos problemas (por ejemplo, las maquinas de soporte vectorial, como es el presente
caso), se resuelve el dual por eficiencia y luego se reconstruye x* usando estacionariedad
y complementariedad. Estas condiciones se utilizan para definir el problema de optimiza-
cién dual de la SVM v, tras resolver ese problema de optimizacion dual, se obtienen los
valores Optimos utilizados para la construccion del modelo SVM. Esto se muestra en el

capitulo siguiente.
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CAPITULO

Maquina de Soporte Vectorial para

clasificacion

En este capitulo se presenta el andlisis y formulacién del modelo de maquina de soporte
vectorial. Se inicia con una seccidon contextualizadora sobre los conceptos de aprendizaje au-

tomatico, su funcionamiento y sus principales usos.

Una parte relevante de este capitulo es que se mostrara el teorema de Separabilidad mediante
aumento de dimensionalidad, que afirma que los conjuntos que no son linealmente separables
al mapearlos en un espacio de dimensién mayor (el cual se demuestra que existe) se vuelven
linealmente separables. Este resultado no es comun en la literatura sobre maquinas de soporte

vectorial, salvo en trabajos muy especializados en kernels.

Se mostrard en detalle el modelo para clasificacion en sus versiones de margen suave y

rigido. Estas se construiran a partir de los fundamentos teéricos expuestos en el capitulo anterior.
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2.1. Breve introduccidn al aprendizaje automatico

El aprendizaje supervisado es una técnica de aprendizaje automadtico (machine learning)
que utiliza dos conjuntos, el primero se compone de datos relacionados con las variables inde-
pendientes y el segundo se constituye con las respectivas etiquetas (que conforman la variable
objetivo o dependiente) y sirven para entrenar modelos de inteligencia artificial. Estos modelos
aprenden las relaciones entre los dos conjuntos, lo que permite predecir salidas correctas basa-
das en datos nuevos. Esto es, los datos en el espacio de entrada X (o espacio de caracteristicas)
estan etiquetados, y la tarea de un algoritmo de aprendizaje supervisado es predecir las etique-
tas correctas para datos desconocidos. Si Y es un conjunto de etiquetas numéricas (continuas,
discretas o binarias) la meta del aprendizaje supervisado es aproximar una funciéon F : X —» Y
dado un conjunto de entrenamiento {(xy, F(xy)),...(xyn, F(xy))}, el cual es una coleccién de
puntos en X X Y con los correspondientes valores de F. Los valores F(x;) se denominan efi-
quetas de clase cuando se trata de clasificacion. Estos datos se pueden acomodar como las filas
de una matriz de dimensién N X k + 1, donde k es el nimero de componentes de los vectores
de entrenamiento, a esta matriz se le denomina matriz de entrenamiento. Una aproximacion
de la funcién F puede ser determinada mediante un modelo predictivo, el cual es una funcién
f :+ X — Y cuyos valores se denominan predicciones. Cuando un modelo f depende de un
conjunto de pardmetros 6, se denomina paramétrico, y se deben estimar los pardmetros 6ptimos

que proporcionan una buena aproximacién a F.
Los modelos de aprendizaje supervisado son modelos predictivos que aproximan a F, se

dividen principalmente en dos tipos: clasificacion y regresion, aunque a su vez se dividen en

paramétricos y no paramétricos.

.
Definicion 2.1.1 (Problema de clasificacion). Dado un conjunto D de n vectores d di-

mensionales y una etiqueta de clase con valores en {1,...,A}, donde A es el nimero de
clases, el problema de clasificacion se define como la bisqueda de un modelo M ajustado
a los datos, el cual puede ser usado para predecir la etiqueta de clase de un nuevo registro

d - dimensional x ¢ D.
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La clasificacion en machine learning utiliza los datos para organizarlos en categorias. Reco-
noce entidades especificas dentro del conjunto de datos e intenta establecer como deben etique-
tarse o definirse esas entidades. Si el nimero de clases es A = 2, el problema se llama problema
de clasificacion binaria, en caso de que el nimero de clases sea mayor (A > 2), entonces el pro-
blema se llama Problema de clasificacion multiclase. Los algoritmos de clasificacion M mas
comunes son: clasificadores lineales (caracterizados por crear un frontera de decision lineal),
mdquinas de soporte vectorial (SVM), drboles de decision y bosque aleatorio (utilizan un con-
junto de reglas logicas tipo “si-entonces”para asignar etiquetas a los datos) y k-vecinos mds
cercanos (fundamentados en la premisa de que los datos similares tienden a estar cerca unos
de otros).

La regresion una técnica que modela la relacion entre una variable dependiente y una o mas
variables independientes. En los problemas de regresion, la salida es un valor continuo y los

modelos predicen estos valores objetivo.

2.2. Caso linealmente separable

En el caso de clasificacion, el objetivo es ajustar, a partir del conjunto de entrenamiento, un
hiperplano que separe las dos clases, cuando estas son linealmente separables. A partir de dicho
hiperplano se define una funcién de decision que permite asignar una clase a nuevos elementos.
La formulacién del problema consiste, por tanto, en encontrar los pardmetros Optimos de esta
funcidn de decision, tarea que se aborda mediante herramientas de optimizacion convexa.

En el caso de regresion, la variable de respuesta es continua. En ambos contextos, clasifica-
cién y regresion, dicha variable recibe el nombre de variable objetivo y se denota por y. En esta
investigacion se considerara sélo la clasificacion binaria, es decir, la variable objetivo toma sélo
dos valores. Para dar paso a la formulacion del modelo de méquina de soporte vectorial en este

contexto, se considerardn las siguientes condiciones:

= Sea S = {x1,x,...,X,} un conjunto en el espacio vectorial R” con n € N. Este conjunto

de vectores sera el conjunto de entrenamiento del modelo.
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= A los vectores de entrenamiento se les asocia una variable objetivo, esta variable funciona
como identificador de la clase a la que pertenecen. A esta entrada se le denomina etiqueta
de la clase, la cual serd denotada por y; donde i € {1, ..., m}. Esta variable puede tomar
valores y; € {—1,+1}, para toda i € {1,...,m}; esto, por conveniencia, permite clasificar

solamente en dos clases.

= Ahora, sean los conjuntos

Si={xjlx;eSyy; =1} Sa={x|lxxeSyy=-1}L (2.2.1)

De ahora en adelante, se hard la suposicién de que ambos conjuntos son no vacios y que

son linealmente separables.

Notese que el espacio vectorial R" es un espacio prehilbertiano con el producto interior
ordinario, y que el conjunto de datos de entrenamiento se puede considerar a su vez como una
matriz de tamafio m X n, la cual claramente es conocida.

Se desea encontrar un hiperplano de tal manera que los datos de un lado (en el sentido de la
Definicion 1.2.24) se etiqueten como y; = +1, mientras que los del otro lado se etiqueten como
y; = —1. Es deseable que el hiperplano orientado esté a la maxima distancia de las dos clases de
puntos etiquetados situados a cada lado; es decir, la distancia entre el conjunto de puntos que
conforman el hiperplano de separacién y los conjuntos de puntos de cada uno de los lados sea
maxima. Los puntos mas cercanos a ambos lados son los que mas influyen en la posicion de
este hiperplano de separacion, por lo que se denominan vectores de soporte. Formalmente, los

vectores de soporte son aquellos x} y x5 que cumplen que

d(x], x;) = min({d(x;, x;) | yi = 1y y; = —1}).

Teorema 2.2.1. Si los conjuntos S| y S_; son linealmente separables, entonces existe un

hiperplano de separacion.

Demostracion. Dado que el conjunto de datos de entrenamiento S es finito, los subconjuntos
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S1y S_; son finitos y no son convexos. Si lo fueran, dados dos puntos dentro de S| o S_y,
podrian contener el segmento que los une; sin embargo, esto no es posible, pues la recta es un

conjunto infinito de puntos.

Por otra parte, al ser linealmente separables S| y S _;, sus envolventes convexas son disjuntas
por el Teorema 1.2.31. Asi también, las envolventes se encuentran en un espacio prehilbertiano,
por lo que se satisfacen las hipétesis del Teorema 1.2.28; en consecuencia, existe un hiperplano
de separacion entre ambas envolventes convexas y, a su vez, separan a las clases por estar

contenidas dentro de las envolventes. O

El hiperplano de separacién derivado del teorema anterior, y como consecuencia del Teore-
ma 1.2.28, es de la forma:

H={eR" :(w,v)+b=0} (2.2.2)

donde w es el vector de peso que determina la orientacion del hiperplano y b es el sesgo o
desplazamiento del origen en el espacio de entrada. Luego de obtener los pardmetros w y b, la
clasificacion de una nueva entrada z, en el caso de la clasificacion binaria, se realiza mediante

la funcion de decision ¢ dada por

#(z) = signo({w, z) + b).

Se puede observar que los datos de entrenamiento se clasifican correctamente mediante ¢, dado
que

yillw, x;) + b) > 0, paratodoi € {1,...,m},

debido a que (w, x;) + b debe ser positivo cuando y; = +1 y debe ser negativo cuando y; = —1.

Los hiperplanos conformados por los puntos x que satisfacen (w, x)+b =16 (w, x)+b = —1
son llamados hiperplanos candnicos y la region entre estos hiperplanos candnicos es llamada la

banda de margen o simplemente margen (véase la Figura 2.1).

Dados dos puntos x; y x, dentro de los hiperplanos candnicos, tales que (w,x;) +b =1y

(w, x) + b = —1, se realiza la diferencia entre estos, con lo que se tiene:
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o Clase +1

Clase —1

Figura 2.1: Hiperplano de separacién (en negro), acompaiiado de los hiperplanos candnicos (en lineas
punteadas).

w,x)+b—-(w,x2) +b) = 1-(-1),
<W, X1> - <Wa x2> = 2,
w,(x1 —x2)) = 2.

Para el hiperplano separador (w, x) + b = 0, el vector normal es

w

[Iwll2’

donde ||w]|, es la raiz cuadrada de w’w = (w, w). Por lo tanto, la distancia entre los dos hiper-
planos candnicos es igual a la proyeccion de x; — x; sobre el vector normal w/||w||,, el cual estd

dado por

1
<<x1 — x), l> (1 = x2), w) =

wllz/ Il

El margen se encuentra a la mitad de la distancia entre los dos hiperplanos canénicos, por ello,

Iwlla”

estd dado por
1

Y= .
[Iwll2
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El margen funcional de un punto (x;, y;) se define como
Yi = yilw, x;) + b), Y= rnlln Vi.

Y el margen geométrico como

_ yi({w, x;) + b)

, Y = minvy;.
[Iwll» i

i

El problema de maximizacion del margen se reescribe como un problema de minimizacion,

como lo establece la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.2. El problema de maximizacién del margen

1

lIwll>’

sobre w en el espacio de parametros, es equivalente a minimizar la norma al cuadrado de
w dada por

1
Enwn%.

Demostracion. Sea el clasificador lineal definido por la funcién ¢ : R” — {1, -1} dada por

d(x) = signo({w, x) + b).

Dado a > 0, el par (aw, ab) define el mismo hiperplano de decision, pues se tiene que el

hiperplano asociado a (aw, ab) es

H, ={xeR":{aw, x) + ab = 0},
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pero

{aw,x) + ab =0,
a{w, x) +ab =0,
a({w,x)+b) =0,

w,x)+b=0.

Es decir H, = {x € R" : {aw,x) +ab = 0} = {x € R" : (w,x) + b = 0}, este ultimo es el

hiperplano de decision.

Por otro lado, el margen geométrico es invariante bajo reescalamiento, es decir,
Yi = ayi, Yi & Vi

Para fijar la escala, se impone la restriccion
yi({w, x;) + b) > 1, para todo i,

de modo que el minimo margen funcional sea 1. Con esta normalizacion:

. Yilkw, x;) + b) 1
= min =

i [wll2 lIwllo’

Ahora, el problema de maximizar el margen geométrico es equivalente a

1
maxy = max —— <= min|w|,.
[Iwll2

Dadoquet — tyt %tz son funciones estrictamente crecientes en ¢t > 0, comparten el

mismo conjunto de minimizadores:

min|wll, < min |l
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Bajo la normalizacién y;({w, x;)+b) > 1, maximizar el margen geométrico (equivalentemen-

te 1/||wl|,) es lo mismo que minimizar la norma de w, y por lo tanto, equivalente a minimizar

1
Enwn%.

O
Lo que establece la Proposicion 2.2.2 es que maximizar el margen es equivalente a
P I
min §||W||z, (2.2.3)
con respecto a los pardmetros w y b, sujeto a las restricciones
yillw, x;) + b) > 1, paratodoi =1,...,m. 2.2.4)

El conjunto de ecuaciones (2.2.3)-(2.2.4) es un problema de optimizacién en el cual se
minimiza una funcion objetivo, sujeta a restricciones, formalmente se plantea el problema de

optimizacion:

Minimizar  §||wl|?
(2.2.5)
sujetoa  —y;((w,x)+b)+1<0, i=1,...,m,

Este es un problema de programacién cuadrética, debido a que la funcién objetivo es una

funcién cuadratica.

Proposicion 2.2.3. Las funciones /; : R” X R — R dadas por

liw, b) = =yi({w, x;) + b)
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son funciones lineales con respecto a las variables w y b. Las funciones g; : R XR — R
dadas por
gi(W, b) = li(W, b) +1
son afines.

Demostracion. Sean (wy,by)y (wa, by) dos puntos de R” X R y sean a y 8 dos escalares en R.
Se toma

li(w,b) = =y;({w, x;) + D),
con lo que
li{a(w1,b1) + B(w2, b)) = —yi({(aw; + Bw2), x;) + (aby + b)) (2.2.6)
= —yiaw, x;) + {Bwa, x;) + ab; + b,)
= —yi((aw1, x;) + aby) + ({(Bwa, x;) + b))
= —yiawy, x;) + aby) — yi({Bwa, x;) + Bb,)

= a(=yi({wi, x;) + b1)) + B(=yi({wa, x;) + b2))

= ali(wi, by) + Bli(wy, by).
Con esto se comprueba que las funciones /; son lineales, para cadai = 1,2,...,n. Mdas ain
gi(W, b) = li(W, b) + 1

son afines.

De ahora en adelante y por simplicidad, la funcién a minimizar f : R" — R definida como

f(w) = 3lwll3 serd denotada simplemente como 3 ||wlf3.
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Proposicion 2.2.4. La funcion

2
—|lw
Sl

es igual a la funcién
1

—w! Iw.

2

Con / la matriz identidad sobre los reales de tamafo n X n.

Demostracion. Sea el vector w! = (wy,wa, ..., w,). La expresion ||w||§ se reescribe como
1 0 - 0
o1 --- 0
||w||§:w%+w%+~--+wﬁ=wT w=wlIw.
00 - 1

Por lo tanto,
1

2 T
Ellwll2 = —w' Iw.

2

Formalmente, se obtiene el siguiente problema de optimizacion:

1
Minimizar,,,, —wl Iw
2 (2.2.7)
sujetoa  —y;({(w,x;)) +b))+1<0.

Dado que la matriz I es una matriz semidefinida positiva, por el Teorema 1.2.12 se tiene que la

funcion objetivo es convexa.

Visto como problema de optimizacion con restricciones, bajo la suposicion de que se cumple
la condicion de Slater, esto es, existe X tal que g;(X) < 0 para todo i y 4;(X) = O para todo j, se
puede encontrar una solucién. Més atn, si se cumple la condicién de Slater es equivalente a que

los datos para entrenamiento sean linealmente separables, esto es:
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Proposicion 2.2.5. El problema primal de la SVM
Minimizar %Ilwllz,
sujetoa  —y;((w,x)+b)+1<0, i=1,...,m,

cumple con la condicidén de Slater si y s6lo si los conjuntos S; y S_; son linealmente

separables, es decir, los datos de entrenamiento son linealmente separables.

-

Demostracion. Recuérdese que la condicion de Slater requiere la existencia de un punto estric-

tamente factible, es decir, un par (w, b) tal que
yi({w, x;y + b) > 1, paratodoi=1,...,m.

(i) Necesidad. Si los datos no son linealmente separables, entonces no existe (w, b) tal que
vi{w, x;) + b) > 1 para todo i, y por lo tanto el conjunto factible es vacio. En consecuencia, no

puede existir un punto estrictamente factible y la condicion de Slater no se cumple.

(ii) Suficiencia. Supdngase que los datos son linealmente separables. Entonces existe un

hiperplano (wy, by) y un margen y > 0 tal que
vildwo, x;) + bg) >y >0, para todo i.

Definase para € > O:

Asi, para todo i:
Vil x) + b) = (L + &)yilwo, x) + bo) 2 (L + ey =1+ 8y > 1.

Por lo tanto, (W, b) es estrictamente factible y la condicién de Slater se cumple. O

La Proposicién 2.2.5 da paso a que el problema de optimizacion sea resoluble sélo si los

datos son linealmente separables; por esta razon, a este problema se le conoce como “de margen




2. Maquina de Soporte Vectorial para clasificacion 49

duro”. Un ejemplo se observa en la Figura 2.2.

Bajo la suposicion de que los datos son linealmente separables y, como consecuencia del

Teorema 1.2.38, se formula la funcién de Lagrange:

Lw,b,a) = %(w, w) — Z a;(yi({w, x;) + b) + 1), (2.2.8)
i=1

donde «; son multiplicadores de Lagrange, y por lo tanto, a; > 0. El cual consiste en la suma
de la funcion objetivo y las m restricciones multiplicadas por su respectivo multiplicador de

Lagrange.

(w,b) = A(wy, by)

Hiperplano separador
(ejemplo: y = x)

Clase +1

X
Linea punteada: hiperplano
escalado que garantiza

Wo.bo) — y(wxy +B) > 1

Figura 2.2: Esquema: hiperplano separador (wo, by), en azul, y su versién escalada (w,b) = A(wy, by),
punteada en rojo, que incrementa el margen hasta superar 1.

Luego, se desea hallar el infimo del Lagrangiano, el cual se encuentra de forma explicita,

como se demuestra en la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.2.6. Si los datos de entrenamiento son linealmente separables, entonces la

solucién del problema

Minimizar L(w, b, @) = %(w, w) — Z a;(yi(lw, x;) + b) + 1), (2.2.9)
i=1

sujeto a a; > 0, (2.2.10)

son aquellos valores « tales que )7, @;y; = 0. Ademads, el valor del parametro w del

problema primal es

m
w= § a;yiXi.
i=1

Demostracion. Al calcular las derivadas parciales con respecto a b y w e igualar a cero, se tiene

oL o (1 Z’"

% = % E(W’ W> - - ai(yi(<w’ xi) + b) + 1)]
6 m

= _%(gl a;(yi({w, x;) + b) + 1))

0
_— Zl 2 @Oi(w, %) +b) + 1)

m
== E a@,y;.
i=1

Por lo tanto,
9L
ob

Zm: a;y; = 0.
i=1

Se calcula la derivada parcial de £ con respecto a w:

0,

oL 9 1 N
e %(§<W, w) — ; a;(vi((w, x;) + b) + 1))
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a1 0
= %(EM, w)) — %(Z @;(yi({w, x;) + b) + 1))
—W—Zm:i(oz(y((w X;y+b) + 1))
- - aw 1 l L
=w- Z XYig (<w, Xi) + b)
i=1
=w-= Z a@;yikXi.
i=1
En consecuencia
0L
—= =0,
ow
w— Z ayix; = 0. (2.2.11)
i=1
Més adn, al despejar w de la ecuacién (2.2.11) se obtiene
W=y (2.2.12)
i=1
O

Al sustituir w en la ecuacion (2.2.8), se obtiene la formulacion de la funcién ‘W : R™ — R,

la cual se utiliza para la formulacion dual del problema:

W(a) =

| =

J=1 J=1

<Z ayix; , Z a]y]xj> i a;

5o

j=1
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-5

i=1

NI*—‘

@y i a;yxi, X;) — i @y i a;yi{xj, X;) — i a;yb + i a;
Jj=1 i=1 Jj=1 i=1 i=1

m

> Z Qyia;y X , X;) — i Zm: @iy (X , Xi) — bi @y + i a;
i=1 i=1

i,j=1 i=1 j=1

a; — % Zml Zml @y {Xi » X;)-

i=1 i=1 j=1

| —

Ms

En consecuencia,

W(a) = i a; — i Zml ;i jy;y i{Xi , X;). (2.2.13)

i=1 i=1 j=1

| =

EL problema dual, de acuerdo con el Teorema 1.2.38, consiste en maximizar la expresion

“W(a) con respecto a las variables «;, sujeto a las restricciones:
a: >0 Zm a =0
1 = ) =1 lyl .

Formalmente, se obtiene el siguiente problema de optimizacion:

i i @Yy X » X)) (2.2.14)

i=1 j=1

2"
sujeto a i a;y; =0, (2.2.15)
i=1

Maximizar

l\.)l’—‘

@; >0, paratodai=1,2,...,m. (2.2.16)

El problema de optimizacion conformado por las ecuaciones (2.2.14)-(2.2.16) es un problema
de optimizacion cuadrético, el cual se resuelve por medio de un método que se describe a
continuacion, llamado método del gradiente ascendente; se hace uso de este algoritmo debido a

que la funcién W es concava; como consecuencia, converge a un maximo global.
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Proposicion 2.2.7. La funcién ‘W : R — R dada por

i i @;a;y;yi{Xi , X;).
i=1 j=1

m

W(oz)zZa/i—
=1

=

SR

es concava.

Demostracion. Para demostrar que la funcién ‘W es concava, se calcula la matriz Hessiana y se

comprobara que es semidefinida negativa. La matriz Hessiana, por definicion, tiene la siguiente

forma

PwW PwW PW

ﬁx% 0x10x2 o 0x10xp

PW PwW PW
3 o

HW) = oot & b | (2.2.17)
W W W
0xp0x,  Oxpdxy " 02 x,,

Las primeras derivadas parciales de la funcién W son

OW 0 [< &
T"k Bl 0a/k (; @i 2 Z ]Z:; aza'Jytyj<Xz ,x])]

i=1

0 1
=—a+...+tap+..+a, — —(a/%y%(xl,xl) + .+ Y VrlX, X+
ﬁak 2

2.2
o F Y1V XS X)) + o+ YV XK X1) F o+ @YX X+

oo F ViV X, X)) + oo+ W@ Y V1K, X1) + .
2.2
o a, Y, X, xm>))

1
=1- i(a/lylykbcl, Xi) + @Yo Vil X2, Xk) + ooo + UV Vi Xy X )+

+ U @YYkl Xm> Xie) + oo + QLYY 1{XL, X1) + @Yy (Xp, X2) + ...

+ amykym<xka xm))

2
=1- 5(0/1}’1)%()61, X)) + @Yo YilX2, Xi) + oo+ XY Vi Xom, Xk))-
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De lo cual resulta
0W(a)
6a/k

= 1=y ) i x). (2.2.18)
i=1

Para las componentes de la diagonal, se deriva nuevamente respecto a la misma variable:

PwW 0 -
=—|1-w Z a;yiXi, Xi)
i=1

da? oy

0
= 2 (1= @y m) + o+ @), 20)
i

= ﬂ’i(xk, Xi)

= —(Xg, Xp)-

El resto de las entradas de la matriz se pueden calcular al derivar la ecuacién (2.2.18) con

respecto a dos distintas variables:

m

Yk Z @;yi{Xi, Xi)

i=1

W
0ak6ah B 8(1’;,

0
=3 (1= yelry i€, x) + .. + @Y X0))
@

= ViVl Xn> Xi)

= =YYl Xks Xn)-
De donde se sigue que la matriz Hessiana de la funcién ‘W es

—(x1, x1) —ViyAx2, X1) oo =YYk X1 Xim)

—y1y2{X1, X2) —(x2, x2) cee =YX, Xin)

H(W) = . . . _ . (2.2.19)

V1Y Xm> X1) =Y2Yml X, X2) ... —Xms Xm)
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Ahora, si se toma

(x1, x1) Vi X, X2) oo YiYmX1, Xm)
0= )’1)’20.62, x1) (Xz,.X2> . )’2)’m<).62, Xm) , (2.220)
ylym<xm, X1> y2ym<-xma )C2> v <xma-xm>

la matriz Hessiana queda como

H(W) = -0. (2.2.21)

La matriz Q es la matriz de Gram de los vectores

vi =yix; € R",

debido a que

Qij = Yiyj<xi7 Xj) = (v;, Vj)-

La matriz Q es semidefinida positiva, en efecto, sea z € R™, se tiene

Como Q es semidefinida positiva, entonces la matriz —Q es semidefinida negativa. En conse-

cuencia, la funciéon W es concava. O

Para hallar el 6ptimo, se debe calcular en un primer paso el gradiente de ‘W para hacerlo,

se calculan las derivadas parciales de la funcion
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m

W(a) = Za/,- -

i=1 i

a’ia’jyi)’j<xi , xj>

| =

m m
=1 j=1

con respecto a cada una de las componentes a; del vector a, las cuales se calcularon en la

demostracién de la Proposicién 2.2.7, por lo que el gradiente de la funcion ‘W es

oW oW oW
VW = |=—/—, =/, ..., =], 2.2.22
(6&1 0, (’)am) ( )
donde
oW o
=1-y Z ayix, x),  paracadak=1,2,..,m. (2.2.23)
d o i=1

El método del gradiente ascendente calcula de manera iterativa el siguiente punto por medio del
gradiente del punto actual; este punto se escala con una razén de aprendizaje y € R*; es decir,

el gradiente ascendente se calcula de la siguiente manera.
(a1, ooy @) = (1, ..., ap) + YVW(ay, ..., ay). (2.2.24)

Si el valor de paso y es relativamente grande, el algoritmo puede oscilar y no converger; en caso
de ser muy pequefio, converge, pero muy lentamente. La solucion inicial puede elegirse como
el vector de ceros, el cual también es una solucion factible para @. Un problema que puede

presentarse es que las restricciones
>0 vy > ayi=0, (2.2.25)
i=1

pueden ser violadas después de actualizar (a4, ..., a,) por (@, ..., @,) + YV W(ay, ...,a,), por

lo tanto, cualquier valor negativo «; se reemplaza por cero.

-

Proposicion 2.2.8. Sean «a;, i = 1,...,m, los multiplicadores de Lagrange obtenidos por
el método de descenso de gradiente y P = {i : @; > 0}. Si los datos de entrenamiento
son linealmente separables, entonces el valor del pardmetro b de la ecuacion (2.2.2) es el

promedio de los b,




2. Maquina de Soporte Vectorial para clasificacion 57
b ! <i > (2.2.26)
r= = @;YiXi s Xr | » L
Yr P
donde r € P. Por lo tanto,
b,
L (2.2.27)
1P|

Demostracion. Considérense las restricciones de la formulacion primal del problema de opti-

mizacién dado en (2.2.7). Luego, se toman solamente los datos de entrenamiento que tengan

asociado un operador de Lagrange a, > 0. Asi también considérese el valor de w resultado de

la Proposicion 2.2.6. Con estos valores se despeja a b:

yr(<Wa xr> + br) = 1,
[<Z ;ViXi, xr> +b ] =1,
(Biomon) 0=
Z z}’zxz s Xr r= "
i=1 y}’
- <Z a;yiXi , Xr> ,
i=1
Se toma el promedio de todos los b,, es decir,

b* — ZrEP br
1P|

Con lo que se demuestra la proposicion.

para todo r :

paratodo r :

para todo r

para todo r :

a, >0,

a, >0,

ra, >0,

a, > 0.

Finalmente, si los datos de entrenamiento son linealmente separables, el resultado deseado

es la funcion de clasificacion, la cual, para una nueva entrada z € R”, la clase estd determinada

por la funcién de decisién que se define como

¢(z) = signo({w,z) + b)




58

= signo [<Z QX ,z> + b*) . (2.2.28)
i=1

A continuacién se muestra un ejemplo sencillo que ilustra el funcionamiento de una maqui-

na de soporte vectorial (SVM) en un problema de clasificacion binaria linealmente separable.
Considérese el siguiente conjunto de puntos en R:

Clase positiva (y = +1) : (2,3), (3,3), (3,4),

Clase negativa (y = —1) : (0, 1), (1, 1), (1,2).

La Figura 2.3 muestra la ubicacién de los puntos en el plano.

X2
(3,4)
2,3)  (3,3)
1,2)e
1 ® )
©.D (1,1)
X1

Figura 2.3: Conjunto de datos de entrenamiento.
La funcién de decision esta dada por
@(x) = signo({w, x) + b).

El problema de optimizacion estd dado por

Minimizar 1wl
(2.2.29)
sujetoa —y((w,x)+b)+1<0, i=1,...,6.
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El problema de optimizacion dual es de la forma:
6 18,8
Maximizar W(a) = ; a; — > ; ]Z:; ;a;y;y X , X;) (2.2.30)
6
sujeto a Z ayi = 0, (2.2.31)
i=1
a; >0, paratodai=1,2,...,6. (2.2.32)

El gradiente de ‘W es
o [V oW ow)
da; 0y 0 g
donde ]
ow
T =1-y ; @, yi{Xi, X, paracadak =1,2,...,6.

Si se enumeran los datos como

X1 = (2a 3)a X2 = (O’ 1)’
X3 = (3’ 3)’ X4 = (1’ 1)’
X5 = (3’ 4)’ X6 = (132)’

las derivadas parciales % para k = 1,...,6 quedan de la forma:

ow
Bar 1= 1(er - 1K(2,3),(2,3)) + az - (=1)(0, 1), (2,3)) + a3 - (1)(3,3),(2,3))
+ag - (1)1, 1),(2,3)) + @5 - (1)(3,4),(2,3)) + as - (=1){(1,2),(2,3)))
=1- (13&’1 - 361’2 + 15(1’3 — 5(1’4 + 18(1’5 — 8(1’6).
ow

Gaz

=1-(=D(e1 - K(2,3),(0, 1)) + @2 - (=1X(O0, 1), (0, D) + a3 - (1){((3,3), (0, 1))
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+ay - (=D, 1,0, 1)) + as - (1XG3,4), (0, D) + ag - (=1)X(1,2), (0, 1)))

=1+ Q@a; —ay +3a3 — ay + das — 2a4).

ow
T 1= ()(a; - 1{(2,3),(3,3)) + az - (=1){(0, 1), (3, 3)) + a3 - (1){(3,3),(3,3))
+ay - (=11, 1),(3,3)) + a5 - (1){(3,4),(3,3)) + as - (=1)((1,2),(3,3)))
=1- (15&’1 —3a, + 18a3 — 6y + 21as — 9ay).
ow
Tan 1= (=D(a; - 1{(2,3),(1, 1)) + az - (=1)X(0, 1), (1, 1)) + a5 - (1)X(3,3), (1, 1))
+ay - (1D, D, (1, D) +as - (143, 4), (1, 1)) + as - (=1)((1,2), (1, 1)))
=1+ Ga; —ay + 603 —2a4 + Tas — 3ap).
ow
Tas 1= ()(ar - 1{(2,3),(3,4) + az - (=1)X(0, 1), (3,4)) + a3 - (1){(3,3),(3,4))
+ay - (=11, 1), (3,4) +as - (1){(3,4),(3,4) + as - (=1)X(1,2),(3,4)))
=1-(18a; —4ar + 21az — Tay + 25a5 — 11ay).
ow
e 1= (=D(a; - 1(2,3),(1,2)) + a2 - (=1)X(0, 1), (1,2)) + a3 - (1)X(3, 3),(1,2))
+ag - (=11, 1), (1,2)) + a5 - (1)X(3,4), (1,2)) + as - (=1)((1,2),(1,2)))
=1+ (8&’1 - 2&’2 + 9CL’3 - 3(1’4 +1las — 5(1’6).
El método de gradiente ascendente inicia con (oz(l), - ag) = (0,...,0) y con y = 1 se obtiene

el vector solucidn:

a* =(1,0,0,0,0,1). (2.2.33)
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Del vector solucion (2.2.33), se tiene que los unicos valores que son mayores que 0 son @; =

a¢ = 1, por lo que se utiliza la Proposicién 2.2.6 para hallar el valor de w:

6
w = Z Q;yiXi
i=1

= (a1y1X1 + AeYeXe)
= 1(1)2,3) + 1(-1)(1,2)

= (1, 1).

Para hallar el valor del parametro b del hiperplano de separacion se utiliza la Proposicion 2.2.8.
Nétese que los valores de los multiplicadores de Lagrange son los @y = @g = 1 > 0, por lo que

se calculan los b, respectivos:

6
1
b, = I - <;ai)’ixi, x1>

=1-4(1,1),(2,3)
=1-5

- _4,

1 6
be = = <; ;y;Xi, x6>

=-1-{((1,1),(1,2))
=-1-3

= 4.

Abhora se calcula el promedio de estos dos elementos.

_ A+

b*
2

—4. (2.2.34)
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Por lo tanto, el hiperplano de separacion es H = {x eR?:((1,1),x)—4 = O}.
Para verificar que la SVM funciona correctamente, considere la evaluacion para la clase

positiva:
((1,1),(2,3))-4=2+3-4=1>0, ((1,1),(3,3))—4=3+3-4=2>0,

((1,1),3,4))—4=3+4-4=3>0.

Para la clase negativa:

((1,1),(0,1))—4=0+1-4=-3<0, (1,D,(I,1))-4=1+1-4=-2<0,

(1,1),(1,2))-4=1+2-4=-1<0.
Con lo que se observa que el hiperplano separa correctamente ambas clases como se muestra
en la Figura 2.4.

X2

(3,4)
(5539 (3,3)
\\ @\ °
1,2)®)

e ° \\
©.D 1,1 °

X1

Figura 2.4: Hiperplano 6ptimo y puntos de soporte en una SVM separable.

Los puntos de soporte son aquellos que satisfacen [{(w,x) + b| = 1 y que determinan el
margen:

X1+XQ—4:1,




2. Maquina de Soporte Vectorial para clasificacion 63

X1 +x—4=-1.

En este ejemplo, los puntos de soporte son

2,3) y (1,2).

Por lo que la funcién de decision para este conjunto de datos es

#(2) = signo(z; + z2 — 4), (2.2.35)

para una nueva entrada z = (z;,2,) € R%.

Para mostrar la clasificacion se toman nuevos vectores de entrada en R?:

V=(4,3)

2% =(1,0).

Y las respectivas etiquetas se calculan como

¢(z'") = signo(((1, 1), (4,3)) - 4)
= signo(7 — 4)
= signo(3)
= +1,

¢(z%) = signo(((1, 1), (1,0)) - 4)
= signo(1 — 4)
= signo(—3)

=-1.
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Por lo tanto, z"’ pertenece a la clase +1, mientras que z'* pertenece a la clase —1, esto se puede

observar en la Figura 2.5.

X2

(3,4)
i,‘& 3,3
\ ( )@ ( . ) «(4.3)

N
N

L@ N\ .
0,13

N N

. &
(L -~ -

X1

(1,0)

Figura 2.5: Clasificacién de los puntos (4,3) y (1,0).

Este ejemplo ilustra como la SVM determina el hiperplano 6ptimo y como utiliza los puntos

de soporte para realizar la clasificacion.

2.3. Caso no linealmente separable

En la préctica, la mayoria de los conjuntos de entrenamiento no son linealmente separables,
es decir, no se puede garantizar la existencia de un hiperplano que separe totalmente las clases
1y —1. Es por ello que se desarrollaron diferentes técnicas para compensar el peso de los datos
que no se encuentran en la clase correcta. Una de ellas es la adaptacion de la teoria expuesta
en las secciones anteriores a una que penaliza los datos que se encuentran en la clase incorrecta
mediante una ponderacion conocida como error, lo que permite separar las dos clases con el

mismo principio del margen de separacion.

Método de margen suave

Muchos conjuntos de datos en la vida real contienen ruido, es decir, datos que no pertenecen

a ninguna de las clases o que estan en ambas, lo cual provoca una clasificacion deficiente. Los
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valores atipicos pueden influir de forma inadecuada en la posicion del hiperplano de separa-
cion. Los efectos de los valores atipicos pueden reducirse introduciendo un margen suave. Sin

embargo, la funcion de decision es similar a la del caso linealmente separable:

¢(x) = signo({w, x) + b). (2.3.1)

En este estudio se introduce la siguiente restriccion a los operadores de Lagrange:

0<a; <C, (2.3.2)

con C una constante de regularizacion (véase la igualdad (2.3.17). El valor apropiado del
pardmetro C puede ser encontrado por medio de un estudio de validacion, sin embargo, este

tema se sale del objetivo de la investigacion.

La constante C cuantifica el compromiso entre el ajuste a los datos de entrenamiento y la
complejidad del hiperplano de separacién. En el limite C — oo, el hiperplano 6ptimo coincide
con aquel que separa completamente los datos, siempre que tal separacion exista. Para valo-
res finitos de C, el problema de clasificacion se conoce como de margen suave, pues permite
que algunos datos queden mal clasificados o dentro del margen. El pardmetro C es ajustable:
valores grandes de C asignan mayor penalizacion a los errores de clasificacion, priorizando la
correcta clasificacion de los datos de entrenamiento, mientras que valores pequeios de C con-
ducen a hiperplanos més flexibles que toleran violaciones del margen con el fin de mejorar la
generalizacion. En particular, valores finitos de C resultan adecuados cuando los datos no son

linealmente separables.

La justificacion para usar técnicas de margen suave surge dentro de la teoria del aprendizaje
estadistico y puede ser considerada como “relajacion de las restricciones de margen duro”. Se
permiten algunos datos dentro del margen suave o incluso en el lado equivocado del hiperplano
durante el entrenamiento; esta Ultima posibilidad significa que se tiene un error de entrena-
miento distinto de cero. Los puntos dentro de la banda de margen o en el lado equivocado del

hiperplano son llamados errores de margen. Asi también, como se ha sefialado anteriormente,
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los valores atipicos pueden influir de forma indebida en la posicion del plano de separacion.

Los efectos de los valores atipicos pueden reducirse introduciendo un margen suave.

En el método de margen suave se introduce una variable de holgura & = (¢,...,&,), con
& > 0, paratodoi = 1,2,...,m, dentro de las restricciones del problema de optimizacion
principal, es decir:

yillw,x;) +b) > 1 = ¢&;,paratodoi = 1,...,m. (2.3.3)

Ahora, la tarea consiste en minimizar la suma de errores agregada a la funcién objetivo original:

o ] 1 m
Minimizar §||w||% +C Z &, (2.3.4)

i=1

donde la constante C determina la compensacidon entre la maximizacién del margen y la minimi-

zacion del error de entrenamiento. Formalmente, se tiene el siguiente problema de optimizacion

o Clase +1

w,xy+b=1

w,x)+b=0

Clase -1

J w,x)+b=-1

Figura 2.6: Hiperplano de separacion (en negro), acompafiado de los hiperplanos canénicos (en lineas
punteadas). Obsérvese que hay un punto de cada clase en la contraria que rebasa los margenes.
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cuadratica:

1 m
Minimizar —w’Iw+C i
1 z 2w w ;f

sujetoa  —y;({w,x;) + b)) + 1 =& <0, (2.3.5)
-& <0,
i=1,...,m.
Si & > 0, se tiene un error de margen. Algo interesante es que este problema cumple con la

condicion de Slater, esto es, hace que los conjuntos que no son linealmente separables en cierto

sentido logren serlo:

Proposicion 2.3.1. El problema primal de la SVM con margen suave

1 m
Minimi —wlIw+C 0
Inimizar 2w w ;f

sujetoa  —y;({w,x;) +b)) +1-& <0,
-& <0,

i=1,...,m.

cumple con la condicién de Slater.

J

Demostracion. Debido a que las variables de holgura &; > 0, bastaelegirw =0,b =0y & > 1

para que todas las restricciones se satisfagan de manera estricta, en efecto:

—i{0,x) +0) +1-§=1-§<0.

Esto garantiza la dualidad fuerte, incluso cuando los datos no son linealmente separables.

Proposicion 2.3.2. Las restricciones del problema (2.3.5) son funciones afines respecto

a las variables w, b y &.
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Demostracion. Se denotan los vectores
_ T n+l+m
Z—(W,b,é‘:,) ER B
donde & = (¢, ...&,)T. Luego, se toman las funciones:

giw,b,&) = —yi({w, x;) + b)) + 1 =&,

Y se define el vector:

qi = (=yixi, =y, €)' € R, (2.3.6)

donde e; es el vector de la base candnica del espacio R™. Las funciones g;(w, b, &) se pueden
reescribir de la forma

(qi,7) + 1, paracadai=1,...,m. (2.3.7)

Donde (g;, z) es una aplicacién lineal, por ende, una funcién afin. Para las restricciones —¢&; < 0
se define el vector:

g =(0,, 0, —e)". (2.3.8)

Por lo que las restricciones se pueden expresar como:
—&i =g, 2) + 0, (2.3.9)

siendo una funcion afin. O

El problema (2.3.5) se formula en un sentido dual al sumarle a la funcion objetivo las res-
tricciones, con lo que se obtiene una funcion de Lagrange primaria:
1 5 m m m
LOvb,a, ) = SIwllp +C Zl & - Z] aly(w, x) +b) — 1+ &] - Z] gL (2.3.10)
Con multiplicadores de Lagrange a; > 0y 4; > 0. Luego, las derivadas con respecto aw, by &

son
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oL o1 “ S N
% b (§||W||§ +C Zfi - Z ailyi{w,x;) +b) — 1 +&] - ; Ai&i

= [Z ailyi((w, x) + b) = 1 + &

yl(<w xl> + b) -1 +§z

|
Ms ﬁMs %|
QJ|Q_> T

i=1

Al igualar la derivada a cero se obtiene que

oL

= =0,

b
Za,-y,- = 0. (2.3.11)
i=1

De esta manera, es posible hallar el valor del pardmetro w:

Proposicion 2.3.3. El valor w de la funcién (2.3.1) es de la forma:

w = Z ;yiXi. (2.3.12)

Demostracion. Se calcula la derivada parcial de £ mostrada en (2.3.10) con respecto a w:

0 0
L (n ||2+CZ§, S el xl>+b>—1+§l]—zm)

i=1

a m
=a—( llw ||2) W(C;&]—%[;ai[y,«w,x»m)—1+fl~]]
6 m
()
W

1
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5 0

=w= ) s (@lyiGw.x) + )~ 1 +£])
i=1 w

=w- i Q; -i«w x;) +b)

- - lyl aw vl

=Ww-—- Z a;yiXi.
i=1

Se iguala la derivada a cero y se despeja el valor de w como

m
w = E @;yiXi.
i=1

Observe que el valor de w mostrado en la Proposicién 2.3.3 para el caso linealmente sepa-

rable es de la misma forma que en el caso no linealmente separable mostrado en la Proposicion

2.2.6.

Ahora, se calcula la derivada con respecto a &:

0 o0 (1
o 6—(5||w||2+CZf, Zalm«w xl>+b>—1+§l]—Zﬂf,]

o0 (1 n

0 -~ o (& 5 (&
s (sz"] o [Z ailyi(w, xi) + ) =1 +fl-]J - % [Z al-a-).

i=1

% .
Dendétese 1 como el vector de tamafnio m donde todas sus entradas son el valor 1. Y se tiene

— =0 0
T = 5 (CT.0)= ) Zalionxy + b~ 1+ 6D - 2L,
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ﬁ
El simbolo C denota el vector de tamafio m donde todas sus entradas son el valor C, con esto,

la igualdad queda
oL —= 0
— =C-—=(a,8)) -
'3 3
_)
=C-a-A
Posteriormente, se iguala la derivada a cero:
0
oL _
73
es decir:
%
C—-a-1=0,
ﬁ
A=C - aq, (2.3.13)
de aqui que
Ai=C—ajparacadai=1,...,m. (2.3.14)

Se sustituye el valor de w en la funcién (2.3.10) para formular la funcién Lagrangiana dual:

Wia) = < I Z a,ylxl> e Z :
=3 Z @i Z @y, x)) + C Z & - 2 @ ,i“ @y %)
+ Z bay; + Z - i & - i A
= =
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m

= % i i ayia;yix, x;) + C Z &i— i i @iy j{Xi» X;)

=l j=1 i=1 i=1 j=1

i) wZ% Zfﬂz Zﬂé

1 m m
= —EZZa,y,a]y](x,,x]>+Za,+C(§1 +&E+ -+ &)

- (‘fla'l +--+ é:ma/m) - (/llé‘:l +-e /lmé:m’)

m

= _% i i @iy i{Xi, X;) + Z i

i=1 j=1 i=1

+ [(C a) — /ll)‘fl -+ (C —Qy —ay — /lm)gm

:—%iia,ylajy](x,,xl>+za,+Z(C a; — )§;

i=1 j=1 i=1 i=1

= —% i Zm: @iy {Xi, X;) + Z a;.

i=1 j=1 i=1

Por lo tanto, la funcién dual lagrangiana queda formulada como

Zml Zml i Yiy X 5 Xj)- (2.3.15)

i=1 =1 j=1

l\.)l*—‘

Noétese que la ecuacion (2.3.15) es la misma que la funcion dual lagrangiana del caso lineal-
mente separable (ver (2.2.13) para comparar). Por la Proposicién 2.2.7, se tiene que la funcion
“W es concava, por lo que se puede utilizar el método del gradiente ascendente para encontrar

los valores del vector «.

Al sustituir (2.3.14) en A; > 0 se obtiene la restriccion:

C > a. (2.3.16)

Dado que @; > 0 y en conjunto con la desigualdad (2.3.16), se concluye que
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0<a; <C, paracadai=1,2,...,m. (2.3.17)

Los puntos con valores @; = 0 o @; = C se denominaran [limites y aquellos 0 < a; < C
se denominaran no limites . De las condiciones KKT del Teorema 1.2.38, se incluyen las dos
ecuaciones siguientes:

A& =0, (2.3.18)

0w, x;)) +b) =1+ &) =0. (2.3.19)

El valor del sesgo b de la funcién de decision (2.3.1) se calcula de la manera establecida en

la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.4. Sea {«;}!", una solucién éptima del problema dual de la SVM de
margen suave, y sea

M={k:0<a<C}

el conjunto de indices correspondientes a los vectores de soporte que satisfacen las con-

diciones de KKT con igualdad estricta. Para cada k € M definase
b =y = Z @;yi{Xis Xi)-
i=1

Entonces el sesgo 6ptimo b en la funcion de decision (2.3.1) estd dado por el promedio

.1
b = MZbk.

keM

de estos valores, es decir,

J

Demostracion. Se seleccionan los puntos no limites con valores «;, es decir, 0 < a; < C. De
la igualdad (2.3.14) y dado que a; < C se deduce que A; > 0, aunado a esto, de la restriccion
(2.3.18), se obtiene & = 0. Sustituyendo los valores encontrados en la restriccion (2.3.19), se
tiene

yil{w, x;) +b) =1 = 0. (2.3.20)
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Finalmente, dado que yi =1yw =), @yux;, se sustituye en la igualdad (2.3.20):

Yk [< ;yix;, Xk> + bk) -1=0,
P

@ yi{Xi, X)) + bk) =1,

M=

Yk

|
|

i=1

M=

a;yi{Xi, Xi) + bk) =y
i=1

s

@ Yi{Xi, Xi) + b = y,

I
—_

b= yi = Z @;yi{Xi, Xi)-
i=1

Por lo tanto, el pardmetro b es el promedio sobre todos los b, donde k € M = {k : 0 < a; < C},

esto es,
b
l * ZkEM k .

2.321
M] ( )

O

Finalmente, si los datos de entrenamiento no son linealmente separables, para una nueva

entrada z € R”, la clase esta determinada por la funcién de decision que se define como

#(z) = signo({w*,z) + b")

= signo (<Z QX ,z> + b*) : (2.3.22)

i=1

A manera de ejemplo, considérese el siguiente conjunto de datos en R:
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Ll oxi |y
1](0,0) | +1
21(1,0) | +1
31(,1)]+1
41(1,1) | -1
502,1) -1
6(1,2)| -1

Este conjunto no es linealmente separable (Figura 2.7):

Proposicion 2.3.5. El conjunto de datos en € R? x {—1, +1} dado por
{(xi Y)Yy = {((0,0), +1), ((1,0), +1), ((0, 1), +1), ((1,1), =1), (2, 1), 1), ((1,2), - 1)}

no es linealmente separable.

Demostracion. Supodngase, por contradiccion, que el conjunto es linealmente separable. Enton-

ces existen un vector w = (wy, w,) € R? y un escalar b € R tales que

yi({w, x; +b) >0 paratodoi=1,...,6.

Para los puntos con etiqueta +1 se tiene

(w,(0,0)) +b >0,
(w,(1,0)) +b >0,

w,(0,1))+b>0.

De la primera desigualdad se deduce que b > 0, y de las dos restantes que

wy+b >0, wy +b > 0.
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Por otro lado, para los puntos con etiqueta —1 debe cumplirse
w, x)+b<0.
En particular,
w,(L,L1)+b=w;+w,+b <0.

Sin embargo, al sumar las desigualdades w; + b > 0y w, + b > 0O se obtiene
w1 +wy +2b > 0.

Como ademas b > 0, se sigue que

wi+wy+b>0,

lo cual contradice la condicion necesaria para clasificar correctamente al punto (1, 1) con eti-
queta —1.
Esta contradiccién muestra que no existen w € R? y b € R capaces de separar linealmente

ambas clases. Por lo tanto, el conjunto de datos no es linealmente separable. O

X2

(1,2)
S)

©O,1) (1,1
) S) o
2, 1)

(0,0) (1,0)
4 L

X1

Figura 2.7: Grifica de puntos de entrenamiento.

El problema de optimizacion para la SVM utilizando margen suave aplicado a este problema
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€S

6
. Lo
Minimizar EHWH +C ; &

sujetoa  y((w,x)y+b)>1-&, i=1,...,6,

& =>0.

El parametro C > 0 controla la relacion entre la amplitud del margen y la penalizacion
por errores, esto es, determina cudnto se penalizan las violaciones al margen, este parametro C

controla el equilibrio entre maximizar el margen y minimizar los errores de clasificacion.

La Lagrangiana asociada es la funcién £ : R? x R x R® x R® x R — R definida como

1 6
Lovb.geap) = Sl +C Y &
] i=1 ]
= > @0iw, )+ b) = 1+ &) = > it
i=1 i=1

El problema dual se formula como

6

Maximizar W(a) = Z @ = % Zﬁl

i=1 i=1 j

6
a’iajinj<Xi, Xj)
=1

6
sujeto a Z a;y; = 0,

i=1

OSCL’I'SC.

Ahora, definase la matriz Q € R%*® donde sus entradas estdn dadas por:
Qij = yiyi{Xi, X,
utilizando esta matriz, la funcién ‘W : R — R dual puede escribirse como

1
W(a)=1a - za’Qa/.
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El gradiente de ‘W esta dado por:
VW(a) =1 - Qa.
donde la matriz Q es de la siguiente forma:

00 0 0 0 0
01 0 -1 -2 -1
00 1 -1 -1 =2
0 -1 -1 2 3 3|
0 -2 -1 3 5 4
0 -1 =2 3 4 5

El método de gradiente ascendente se define por la iteracion:

a*D = o® 4 (1 = 0a®),

donde 7 = 1 es el tamafo de paso.

Para iniciar el método del gradiente ascendente se toma
a? =0¢eR°,
En la primera iteracion se obtiene:
oV = nl.

Tras varias iteraciones, el algoritmo converge a:

a* = (C,0,0,C,0,0),

el cual satisface:

iafyi:C—C:O.
=1
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Para calcular el valor del parametro w del hiperplano de separacion se utiliza la Proposicion

2.3.3 y con los valores x; = (0,0) y x4 = (1, 1) el valor de w esta dado por:

6
w = E a;y;Xi,
i=1

se obtiene:

w=C((0,0) - (1,1)) = (-C,-C).

El vector w se puede normalizar al dividir entre —C (esto sin pérdida de generalidad), ya que el

signo es irrelevante para el hiperplano, por lo que:

w=(1,1).

Para el calculo de b se utiliza la Proposicion 2.3.4. Dado que los indices de los valores a; > 0

son i = 1,4, entonces el valor de b y by son

by =1—C(xy, x1) + (x4, x1))
=1-C((0,0),(0,0)) +((1,1),(0,0)))
=1.

by = =1 — C({x1, X4) + (X4, X4))

=-1-C((0,0),(1, 1)) +<, 1), 1, 1))
=-1-2C.

asi, el valor 6ptimo del pardmetro b es:

1
b'=5(1-1-20)=~C
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Tomando el valor de C = 1, se tiene que b* = —1. Graficamente se puede ver en la Figura 2.8.
X2
(1,2)
[ ]
O, 1) (1,1
[ ] o
2,1
(0,0) ,0)
® X1
—X1 — Xp

Figura 2.8: Gréfica de puntos de entrenamiento y el hiperplano de separacion. Observe que ahora dos
puntos pertenecen al hiperplano debido a que se permiten violaciones del margen.

Por lo que la funcién de decision final estd dada por:
¢(x) = signo(x; + x, — 1).

Con lo anterior, se ha resuelto completamente el problema dual de la SVM con margen suave
para un conjunto de datos no linealmente separables, obteniendo explicitamente los multiplica-

dores de Lagrange, el vector normal w y el término independiente b.

2.4. Funciones Kernel y aumento de dimensionalidad

En la seccién anterior se establecié un método basado en permitir que ciertos datos se en-
cuentren en la clase incorrecta; sin embargo, existen casos en los que una clase se encuentra tan
inmersa dentro de otra que esta técnica ya no es factible. Una estrategia para separarlas es in-
troducir funciones (denominadas kernels) que mapeen estos datos a otro espacio de dimension
mayor, en el que se permita trabajar con los datos con el algoritmo en su forma lineal sin perder

alguna de las caracteristicas del espacio de entrada. Es decir, que en un espacio de dimension
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mayor los datos se vuelven linealmente separables; esto lo establece el teorema llamado de “Se-
parabilidad mediante aumento de dimensionalidad”, que es uno de los teoremas principales de

esta seccion (Teorema 2.4.23).

Para obtener una representacion alterna de los datos, se mapean en un espacio de dimensio-

nalidad diferente, denominado espacio de caracteristicas, mediante una sustitucion:

(xi, Xj) - WY(x), lﬁ(xj»,

donde la funcién ¢ : R" — R”, con p > n, es la funcién de mapeo. Una razén para realizar
este mapeo es que los datos utilizados pueden no ser linealmente separables en el espacio de
entrada, ya que puede que no se encuentre un hiperplano orientado que separe las dos clases de

datos.

Antes de formular el teorema de separabilidad, se mostrardn algunos teoremas bésicos en su
demostracion; se inicia con el Teorema de Cover, el cual fue mostrado por Thomas M. Cover

en [14].

Teorema 2.4.1 (Teorema de Cover, 1965). Sea S = {xi,...,X,,} un conjunto de m puntos
en R? en posicién general, es decir, ningtin subconjunto de d + 1 puntos estd contenido en
un hiperplano de dimensién d — 1. Supdngase que cada punto puede pertenecer a una de
dos clases, etiquetadas como +1 6 —1. El nimero maximo de dicotomias (particiones en

dos clases) de S que son linealmente separables es:

2m sim<d+1;

r(m’d): _1
(m ) s @l 1,

2

M=

f k

I
(=)

donde, por convencion, (Z) = 0 cuando k > n.
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Equivalentemente, para todo m,d > 1:

min(d,m—1) m—1
Cm,d) = 2 Z ( ) )
k=0

En particular, cuando d crece, la probabilidad de que una clasificacién aleatoria de los

puntos sea linealmente separable tiende rapidamente a 1.
k J

Demostracion. La demostracion se estructura en varios pasos:

= Paso 1: Espacio aumentado y notacion.

Se define el espacio aumentado R¢*! mediante la transformacion:

X = eRM i=1,....m.
X

Un hiperplano en R con ecuacién (w, x) + b = 0 se convierte en un hiperplano que pasa

por el origen en R4+

b
wXx =0, dondew=
w
Una dicotomia y = (yy,...,y.) € {+1,—1}" es linealmente separable si existe W € R?*!
tal que:
yi(w,X;)) >0, paratodai=1,...,m.
La condicién de posicién general en R? implica que los puntos X, ..., %,, en R*! estdn

en posicion general: ningin subconjunto de d + 2 puntos es linealmente dependiente.

m Paso 2: Relacion de recurrencia

Param > 1yd > 0, definase C(m, d) como el nimero maximo de dicotomias linealmente

separables de m puntos en posicién general en R,
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Lema 2.4.2 (Recurrencia fundamental). Param > 2y d > 1, se cumple:

I'm,d)y=T(m—-1,d)+T(m—-1,d-1).

Demostracion. Considere m puntos Xj, . . . , X,, €n posicion general en R, es decir, no son

colineales. Fijese los primeros m — 1 puntos y supdngase que se afiade X,,.

Sea D,,-; el conjunto de dicotomias linealmente separables de {x,...,X,_;}. Para cada

y € D,,_, existe un hiperplano separador w en el espacio aumentado.

Al afadir x,,, hay dos casos:

(1) Dicotomias no criticas: Existe un hiperplano separador w para y tal que (W, X,,) # 0.
En este caso, se puede extender la dicotomia a los m puntos de modo que se asigna
Ym = +1 6y, = —1, se ajusta ligeramente W si es necesario. Cada dicotomia no

critica produce dos extensiones.

(m) Dicotomias criticas: Todo hiperplano separador W para y satisface w'X,, = 0. Esto
significa que x,, estd en el hiperplano separador. En este caso, el signo de y,, esta
determinado por la orientacién del hiperplano. Cada dicotomia critica produce una

extension.

El nimero de dicotomias criticas de m — 1 puntos es exactamente I'(m — 1,d — 1). Para
ver esto, se implementa la restriccion w'X,, = 0. Esto define un subespacio de dimensién
d en R%*!, Si se proyectan ortogonalmente los puntos Xi, ..., X,,_; sobre este subespacio,
se obtienen puntos en R en posiciéon general. Las dicotomias criticas corresponden a

dicotomias linealmente separables de estos m — 1 puntos en R%"! (en el espacio original).

Sihay 'y = '(m — 1,d — 1) dicotomias criticas y I'po.criik = ['(m —1,d) —T'(m—-1,d - 1)

dicotomias no criticas, entonces:

I'm,d) =Thoeit 2+ Teie- 1 =20 m - 1,d) -T'(m—-1,d - 1] +I'(m-1,d - 1).
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Es decir

I'(m,d)=2I'm—-1,d)-T'(m—1,d - 1).

Sin embargo, esta es una forma alternativa de la recurrencia. Para obtener I'(m,d) =

I'(m—-1,d)+T(m—-1,d - 1), se tiene que:

I'm,dy-T'(m—-1,d)=T(m-1,d)-T'(m—-1,d—-1).

Se define D(m,d) =I'(m,d) —T'(m — 1, d), se obtiene D(m,d) = D(m — 1, d). Se itera esta
recurrencia:

D(m,d) = D(m - 1,d) =--- = D(1,d).

Pero I'(1,d) = 2 (un solo punto siempre es separable) y I'(0,d) = 1 (conjunto vacio),

luego D(1,d) = 1. Por tanto:

T(m,d) —T(m—1,d) = 1.

Lo cual es incorrecto.

La recurrencia correcta se obtiene directamente del argumento geométrico: las dicotomias

de m puntos se dividen en:

e Aquellas donde x,, se puede separar como +1: corresponden a dicotomias de m — 1

puntos en R,

e Aquellas donde x,, se puede separar como —1: también corresponden a dicotomias

de m — 1 puntos en R,

Pero esto contaria cada dicotomia dos veces. La correccion es: fijese la etiqueta de x,,. Si
Ym = +1, los m — 1 puntos restantes deben ser separable con un hiperplano que deje x,,
en el lado positivo. Esto equivale a dicotomias de m — 1 puntos en RY que son extendibles
cony,, = +1, que son I'(m — 1,d). Similar para y,, = —1. Pero estas dos clases se solapan

exactamente en las dicotomias criticas, que se cuentan en ambos. Se aplica el principio
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de inclusion-exclusion:

T(m,d) =T(m—1,d) +T(m—1,d)=T(m—1,d—1) = 2T(m - 1,d) —=T(m — 1,d — 1).

Esta es larecurrencia correcta. Se verifica que con la férmula cerrada se satisface I'(m, d) =

Tm—1,d)+T(m—1,d - 1). O

= Paso 3: Solucidn de la recurrencia.

Lema 2.4.3 (Férmula cerrada). La solucién de la recurrencia I'(m,d) = 2I'(m —

1,d) —T'(m —1,d — 1) con condiciones iniciales:

I'(1,d)=2 parad >0, ['(m,0)=2 param > 1,

€s:

d
~1
F(m,d):2Z(mk ) m>1,d> 0
k=0

Demostracion. Se realiza la induccibnenm y d.

Caso base: Param =1,

22 (2) = 2(8) =2 =T(1,d).

d

k=0

Parad = 0: .
m-—1

2 =2=1(m,0).

IZ(;( 0 ) (m, 0)

Paso inductivo: Supdngase que la férmula es védlida param—1y parad—1. La recurrencia
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queda como

200n —1,d) ~T(m —1,d = 1) :2:2;:;(’”;2)]_ 22(’%’;2)]

:zzzd:(m )

:2(’”;2)+i
|

=2

Se usa la identidad binomial ("’;2) + ("’__2) = (mlzl) y se obtiene:

s J 1
2Al(m—-1,d)y-T(m—-1,d-1)=2 n )+Z(mk)
\ 0 k=1 |
4 )
m—1 m—1 m—2 m—1
=2 =1=
("o ) 2 (") el = ()
4 m -1
:22 i ):F(m,d)
k=0
Esto completa la induccién. O

Paso 4: Interpretacion param < d + 1

Cuando m < d + 1, todos los (mlzl) para k < d son no nulos. Si se usa la identidad:

m—1 m—1
5

k=

se obtiene 1

d m—
F(m,d):ZZ(m_ 1):22(’"‘ 1):2.2m—1 _om,
= k k

k=0

pues para k > m — 1, (’",;1) = 0. Esto significa que cuando m < d + 1, todas las 2™

dicotomias posibles son linealmente separables.
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s Paso 5: La probabilidad de que una dicotomia aleatoria uniforme de m puntos en posicién

general en R? sea linealmente separable es:

r(m, d) B 1 min(d,m—1) m—1
om o pm-l k)

Psep(m, d) =
Param fijoy d — o0, sid > m — 1, entonces Pgp(m,d) = 1. Si d crece, pero m crece con

d de manera que m/d — a, entonces Pg.,(m, d) tiende a una funcion escalén en @ = 2.

Aunque se trasladen los datos a una nueva dimension en la que son separables y se pueda
definir un margen, no hay pérdida de informacidn, como se demostrard mediante los teoremas
siguientes. De hecho, para llevar un conjunto de datos que no es separable a un espacio de

mayor dimensién donde si lo es, se utiliza un kernel gaussiano, el cual se define como
—(xi—x;)% /202
K(x;,xj) =e (xi=xj)" /207

Para introducir el teorema que garantiza la separabilidad, se requieren algunos conceptos y

resultados clave para entenderlo y dar la prueba, por lo que se exponen a continuacion.

Definicion 2.4.4. Sea X C R”". Una funcién kernel K : X X X — R es simétrica si
K(x,y) = K(y, x).
La funcién kernel es definida positiva si
Zn: i K(x;, xj)cicj > 0,
i=1 j=1

para todas las sucesiones finitas de puntos xj, x,,...x, de X y todas las elecciones de

numeros reales ¢y, ca, . . ., Cy.
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Definicion 2.4.5. Sean X ¢ R" y K : X X X — R un kernel. El kernel K es continuo si,

para cada (x,z) € X X X, se cumple

lim K, 7Z)=K(x,2).

(x',2")—>(x,2)

Definicion 2.4.6. Sean X y Y espacios normados. Un operador 7' : X — Y lineal y
continuo es compacto si para toda sucesion acotada {x,} C X, la sucesién {T(x,)} C Y

tiene una subsucesion convergente en Y.
& J

Recuerde que un conjunto K es compacto en un espacio normado si toda sucesion en K

admite una subsucesion convergente con limite en K.

( R
Definicion 2.4.7 (Operador relativamente compacto). Sea X un espacio normado y sea

T : X — X un operador lineal. Se dice que T es relativamente compacto si la imagen de
la bola unitaria cerrada

BX:{XEX:”X”SI}

es un conjunto relativamente compacto en X, es decir, si su clausura es compacta.

En espacios normados (en particular, en espacios de Banach o de Hilbert), la nocién de
operador relativamente compacto coincide con la de operador compacto, en esta ocasion, se

omitird la prueba de este hecho.

Recuerde que una sucesion {x,} C X de un espacio normado se llama sucesion de Cauchy si
para todo € > 0 existe N € N tal que [|x, — x,|| < &, paratodon, m > N.Y que un espacio de
Hilbert H es un espacio prehilbertiano en el cual toda sucesion de Cauchy en H converge (con
respecto a la norma inducida por el producto interno) a un elemento de H. En lo siguiente se

usard la letra H para denotar un espacio de Hilbert.

Definicion 2.4.8. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Se define el espacio L?(X) como el

conjunto de clases de equivalencia de funciones medibles f : X — R (o C) tales que
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f FOIP dux) < oo,
X

Dos funciones f'y g se identifican si coinciden u-casi en todas partes, es decir,
f(x) = g(x) paracasitodo x € X.
El espacio L?(X) se dota del producto interno:
(f, &) = Lf(x) g(x)du(x) (0 j;f(x)@d,u(x) en el caso complejo],

el cual induce la norma

1/2
1Al = ( f FOP d,u(X)) .
X

Con esta estructura, L*(X) es un espacio de Hilbert.

Definicion 2.4.9 (Operador autoadjunto). Un operador lineal 7 : H — H se llama auto-
adjunto si

(Tx,yy =<(x,Ty), paratodox,ye€ H.

Definicion 2.4.10 (Valor propio y vector propio). Sea T : H — H un operador lineal. Un

escalar A € F se llama valor propio de T si existe un vector no nulo x € H tal que

Tx = Ax.

En tal caso, x se denomina vector propio asociado a A.

Definicion 2.4.11 (Multiplicidad de un valor propio). La multiplicidad (geométrica) de

un valor propio A de T se define como la dimension del subespacio

ker(T —Al)={xe H: (T — Al)x = 0}.
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Definicion 2.4.12 (Conjunto ortonormal). Un conjunto {e,},>; C H se llama ortonormal
si

(en,em) = Opm, paratodo n,m,

donde ¢,,, es el delta de Kronecker.

Definicion 2.4.13 (Span y clausura). Dado un conjunto A C H, el subespacio

span(A)

es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de A. Su clausura

en la norma de H se denota por

span(A).

Definicion 2.4.14 (Nicleo de un operador). El nicleo de un operador lineal 7 : H - H
se define como

ker(T)={xe H: Tx = 0}.

Definicion 2.4.15 (Suma directa ortogonal). Sean M, N C H subespacios cerrados. Se
dice que

H=M®N

si todo x € H puede escribirse de manera unica como x = m+nconm € M,n € N,y

ademas M L N.

Definicion 2.4.16 (Base ortonormal completa). Un conjunto ortonormal {e,} € H se

Ilama base ortonormal completa si

span{e,} = H.
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Teorema 2.4.17 (Teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos). Sea H
un espacio de Hilbert y sea T : H — H un operador lineal. Si 7' es compacto y autoad-

junto, entonces se cumple lo siguiente:

1. Todos los valores propios de T son reales.

2. Existe una sucesion (finita o infinita) de valores propios no negativos {4,},>; tal que
A, — 0 cuando n — oo, y cada valor propio distinto de cero tiene multiplicidad

finita.

3. Existen vectores propios {e,},>; asociados a {1,} que forman un conjunto ortonor-

mal en H.

4. Para todo x € H se tiene la expansion

Tx= Z /ln<X, en) €n,
n=1

donde la serie converge en la norma de H.

5. Ademas, si ker(7T') denota el nicleo de T, entonces
H = ker(T) @ spanfe,, : n > 1},

y los e, junto con una base ortonormal del nicleo de T forman una base ortonormal

completa de H.

Demostracion. La demostracion se divide en varios pasos.

Paso 1: Los valores propios son reales.

Sea A un valor propio de 7' con vector propio asociado x # 0, es decir, Tx = Ax. Entonces,

(Tx,x) = Ax, x).
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Como T es autoadjunto,

(Tx,x) = {x,Tx) = Ax, x).
Dado que (x, x) > 0, se concluye que A = A, y por tanto A es real.

Paso 2: Existencia de un valor propio no nulo.

Supéngase que T # 0. Considérese el funcional

o(x) ={Tx,x), |Ix|l=1.

Como T es compacto y autoadjunto sobre un espacio de Hilbert, el conjunto {7T'x : ||x|| = 1} es
relativamente compacto, y por tanto ¢ alcanza su miximo en la esfera unitaria. Sea x; tal que

(Txy,x1) = mé)1(<Tx’ x) = Aj.

Usando el método de variaciones, se demuestra que x; satisface
Tx) = Aixy,

por lo que 4, es un valor propio real. Ademas, 4; > 0.

Paso 3: Construccion inductiva de valores propios.

Sea H; = {x;}*. El subespacio H, es cerrado y T deja invariante a H,. La restriccion Ty,
sigue siendo compacta y autoadjunta. Si 7'y, # 0, el argumento anterior garantiza la existencia
de un nuevo valor propio A, con vector propio x, € H;.

Repitiendo este procedimiento se obtiene una sucesion (finita o infinita) de valores propios
no negativos

A =>A=>-20,
con vectores propios ortonormales {e,},>1-

Paso 4: Acumulacién dnicamente en cero y multiplicidad finita.

Como T es compacto, todo conjunto infinito de valores propios distintos de cero debe acu-
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mularse en 0. Ademas, cada valor propio no nulo tiene multiplicidad finita; de lo contrario,
se obtendria una sucesion ortonormal {x,} tal que ||Tx,|| no admite subsucesién convergente,

contradiciendo la compacidad de T.
Paso 5: Descomposicion espectral.

Sea

M = spanie, : n > 1}.

Se demuestra que M+ = ker(T') y que
H =ker(T) ® M.

Para todo x € H se tiene

Tx = Z /ln<x’ en>en’
n=1
donde la convergencia es en la norma de H, como consecuencia de la ortonormalidad de {e,} y
la compacidad de T.

Paso 6: Base ortonormal completa.

Finalmente, los vectores propios {e,} junto con una base ortonormal del nicleo ker(7") for-

man una base ortonormal completa de H.

Esto concluye la demostracion.
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Teorema 2.4.18 (Teorema de Mercer). Sea K : XXX — R un kernel simétrico y continuo
en un espacio compacto X C R". Entonces, K es un kernel definido positivo si y s6lo si

existe una expansion espectral de la forma
K(x,2) = ) i pix)¢i(2),
i=1

donde:
1. {¢;} es un sistema ortonormal completo en L*(X),

2. A; > 0 para todo i,

3. la serie converge absolutamente y uniformemente en X X X.
=

Demostracion. La demostracion hace uso de diversos conceptos en teoria de la medida; en
particular, las medidas de Lebesgue, de Borel y de Radon. Se recomienda al lector consultar

estas definiciones en [7, Capitulos 1y 7].

Sea X un espacio compacto de R”, es decir, cerrado y acotado, por el Teorema de Heine-
Borel, y sea 4 una medida de Borel finita con soporte X (por ejemplo, la medida de Lebesgue

restringida a X o cualquier medida de Borel con u(X) > 0). Sea
K:XxX—->R

una funcién continua, simétrica (K(x,y) = K(y, x)) y definida positiva, es decir, para todo m €

N, x,....xp, €Xycp,...,cn €R,

Z cic;iK(x;,x;) > 0.

i,j

Se desea probar que existe una expansion

K(x,2) = > 4gpi(x)¢i(2)

i=1
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que cumple con los incisos 1, 2 y 3 del enunciado.

Definase el operador integral Tk : L*>(X) — L*(X) por
Tk )(x) = f K(x, ) f () duc(y).
X
Como K es continua en el compacto X X X, por el teorema del maximo existe
M := sup |K(x,y)| < oo.
(x,y)eXxX
Entonces, para todo (x,y) € X X X,

K(x, )P < M.

Si u es una medida de Borel (por ejemplo, una medida de Radon) sobre el compacto X, entonces

((X) < co. El producto de medidas satisface

(1 X (X X X) = p(X) u(X) = p(X)* < oo.

Por tanto,

f f [K(x, Y)I? du(x) dp(y) < M? (u X p)(X X X) = M? u(X)* < 0. (2.4.1)
XxX

En consecuencia, K € L*(X x X).

Ahora, se prueba que Tk es un operador compacto: Si K € L2(X x X) se define la norma de

12
ITkllgs = ( f f |K(x, y)I* du(x) dﬂ(y)) :
XxX

la cual es finita por la desigualdad (2.4.1).

Hilbert-Schmidt como
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Ademas, por la simetria y continuidad del kernel, Tx es autoadjunto:

(Tf.g) = f f K y) f)g(0) du®)du(x) = f. Txg).

La positividad del kernel se traduce en positividad del operador: para todo f € L*(X),

(Tf, f) = f f K (e, ) f OO0 du(y)dp(x) = 0.

Por el Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos 2.4.17, existen una su-
cesion (finita o infinita) de autovalores reales {4,} (contados con multiplicidad) y una base

ortonormal de L?(X) formada por vectores propios del operador en el cierre del rango, tal que:
Txe, = A,e,, n=12,...,

con A, — 0. Como Tk es positivo, todos los 4, > 0. Se puede tomar {e,} ortonormal en L*(X).
Ademds, siendo Tk compacto, la suma Y, A2 es finita, y en particular Y, 1, < oo si Tk es de

traza (demostrado mas adelante).

Dado que el operador es compacto, por el Teorema espectral 2.4.17, la integral kernel K

coincide (como elemento de L*(X x X) con la medida producto u X 1) con la serie de niicleos
D ea®eny),
n=1

es decir, la serie converge en norma L*(X X X) y, por tanto, se tiene la igualdad

K(x,y) = Z Aze,(x)e,(y), paracasitodo (x,y) € X X X.

n=1

Ahora, se desea mejorar la igualdad casi en todas partes por igualdad puntual y, ademads,

establecer la convergencia absoluta y uniforme en X X X.

Observe que para f € L*(X) la funcién Tk f es continua en X. De hecho, por continuidad y
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acotacion de K y compacidad de X, y con la desigualdad de Cauchy—Schwarz, se cumple:

(T H(x1) = (T fHx)] < flK(xl,y) — KCo, )IfODldu(y) < 1K (x,-) = K, Dl
X

y la continuidad de x — K(x, -) en L?>(X) (por continuidad puntual y compacidad) da la continui-
dad de Tk f. En particular, si e, es autofuncion (es decir, Txe, = A,¢,), entonces e, = A, ' Tke,
es continua siempre que A4, # 0. Por tanto, todas las autofunciones asociadas a autovalores no

nulos son continuas en X.

A continuacion, definase la aproximacién parcial:

N
Kn(x3) 1= ) den(x)en(y).
n=1

Se quiere mostrar que Ky — K uniformemente en X X X.

Obsérvese que para cualquier N, la diferencia Ry := Tx — ZnNzl A, enye, es un operador po-
sitivo (ya que se obtiene con la diferencia de proyectos asociados a los primeros N autovalores)

y compacto. Su kernel es

”N(X,y) = K(X,}’) - KN(xay)-

Para todo f € L*(X),

Ruf, f) = f f (e ) ) £ () dp () () > 0.

En particular, se toma f = y, (funcién indicadora de un conjunto medible A C X) y dado que

ry es simétrica, se obtiene

f rn(x, x) dp(x) = (Ryxa, xa) 2 0.
A

Asi ry(x, x) > 0 para casi todo x. Ademas, la fraza del operador Tk puede calcularse como

Ty) = K(x,x)d = Ans
tr(T) fx (x, x) du(x) Z
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lo que implica (al restar las primeras N componentes) que

(o)

er(x, x)du(x) = A, — 0.
X

N—oo
n=N+1

Dado que ry(x, x) > 0 casi en todos lados y su integral tiende a cero, se sigue que ry(x, x) — 0
en L'(X). Pero como cada ry(x, x) es continua en x (pues K y Ky son continuas), la convergencia
en L' junto con la positividad implica convergencia uniforme a 0 de ry(x, x) en X; en efecto,
si una sucesion con elementos positivos tiene integrales que tienden a cero en un compacto,
entonces el supremo de las integrales (llamada suprema) debe tender a cero; de lo contrario,
existiria una subsucesién con suprema mayor o igual a un € > 0 y por compacidad se podria
extraer una subsucesion que contradice la convergencia de integrales.

Luego, se utiliza la desigualdad de Cauchy—Schwarz para controlar la diferencia fuera de la

diagonal, esto es, para todo x,y € X,

Irn(x, )’)|2 < ry(x, x) ry(y, y).

Esta desigualdad sigue de la positividad del kernel ry aplicada a vectores de la forma ¢, +c,9,
o bien de la representacion de ry como kernel de un operador positivo. Puesto que ry(x, x) — 0

uniformemente en X, se deduce que ry(x,y) — 0 uniformemente en X X X. Por tanto

sup |[K(x,y) = Kn(x,y)| — 0,
X,yGX N—>oo

es decir, la convergencia de Ky a K es uniforme en X X X. Ademas, la desigualdad

N
Kn (e < D Arlen()llen(y)
n=1

y la uniformidad anterior implican la convergencia absoluta de la serie; esto por la consideracion
del término sobrante y la convergencia de la diagonal.
Resta probar la ortonormalidad completa en L*(X) y determinar los signos de los autova-

lores. Por construccién, las funciones e, son ortonormales en L?(X) y generan la clausura del
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rango de Tk. La positividad de Tk garantiza A, > 0 para todo n. Si ademds K es definida posi-

tiva en el sentido estricto (no degenerada), la nulidad del operador ocurre solo en el subespacio

trivial; en cualquier caso, el nicleo se complementa ortogonalmente como en el enunciado.
Con todo lo anterior, se ha mostrado que existe una base ortonormal {e,} (las autofunciones

correspondientes a los autovalores no nulos), con 4,, > 0, tal que
K(x,3) = )" hea(Den(),
n=1

donde la serie converge absolutamente y uniformemente en X X X. Esto demuestra el Teorema

de Mercer en la forma solicitada con ¢; = e;.

Definicion 2.4.19 (Espacio de Hilbert de Reproduccion). Sea X un conjunto no vacio y
9H un espacio de Hilbert de funciones f : X — R. El conjunto H es un Espacio de Hilbert

de Reproduccion (RKHS) si cumple:

1. Para todo x € X, el funcional de evaluacion

Lo:H-R, L) = fx)

es lineal y continuo.

2. Existe una funcién K : X X X — R, llamada niicleo de reproduccion, tal que

f(x) ={f,K(-,x))y, paratoda f € H, paratodo x € X.

Ahora, surge la pregunta ;qué funciones componen un RKHS? Sea K : X X X — R un
nucleo (kernel) positivo definido. El espacio de Hilbert de reproduccion asociado a K, denotado

por Hy, esta formado por

‘%=&O=Zmﬂw0

i=1

neN, aq; €R, xieX},
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donde la clausura se toma respecto a la norma de Hilbert inducida por K. Es decir,
Jx) = Z @; K(x;, x),
i=1

para alguna sucesion {a;} y puntos {x;}, con condiciones de convergencia impuestas por la nor-
ma de Hg. En resumen, las funciones de un RKHS son combinaciones finitas (y limites de
combinaciones finitas) de traslaciones del kernel K. Equivalentemente, toda funcion f € Hy

puede escribirse como

F(x) = (w, (X)),

para algin w en un espacio de Hilbert adecuado, donde ® es la funcion inducida por el kernel.
El siguiente teorema muestra que todo nucleo definido positivo induce un espacio de Hilbert
de reproduccion. El ejemplo que lo acompafia muestra los kernels con sus correspondientes

espacios de Hilbert generados.

r

Teorema 2.4.20 (Moore—Aronszajn, [4]). Sea X un conjuntoy K : X X X — R una
funcién simétrica y definida positiva, es decir, K es una funcion kernel. Entonces existe
un znico (salvo isometrias) espacio de Hilbert H formado por funciones f : X — R cuyo

nucleo reproductor es K, es decir, se cumple

1. paratodo x € X, la funcion K(-, x) pertenece a H;

2. (propiedad de reproduccion) para todo f € H y todo x € X,

J) = ([, K¢, ).

Tal espacio H se llama el espacio de Hilbert de reproduccion asociado a K y se abrevia

como RKHS.

-

Demostracion. La demostracion se divide en los siguientes pasos:

1. Construccién del espacio prehilbertiano: Se define el espacio vectorial de combinaciones
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finitas del conjunto, llamado el generado del conjunto { K(-, x) : x € X } y se define como
Hy := gen{ K(-,x) : x € X }.
Un elemento arbitrario de H,, tiene la forma
f= Zn: a;K(-, x;), a; €R, x; € X.
i=1

Asi también, se define un producto sesquilineal en H,, por

<Zn: a;K(-, x;), Zm:ﬁjK('ayj)> = Zn: Zm:aiﬁj K(x;,y)). (2.4.2)
i=1 =1

Ho i=1 j=1

La buena definicion de la construccion 2.4.2 esta dada en forma de lema:

Lema 2.4.21 (Buena definicion y positividad). La forma (2.4.2) esta bien definida

(independiente de la representacion), es simétrica, y verifica

<f’f>‘H0 > O,

para todo f € Hy. Ademas, si (f, f)#, = 0, implica que la funcién f es la funcién

cero sobre X.

Demostracion. La sesquilinealidad y la simetria siguen por la definicion y por la propie-

dad K(x,y) = K(y, x). Para la positividad, considere f = >, | a;K(:, x;); entonces

o ry = Zn: Zn:aia_jl((xi,xj) >0

i=1 j=1

por la definicion de positividad de K.

Si (f, f)#, = 0, entonces la forma cuadrética anterior se anula. Por la positividad de la
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matriz de Gram [K(x;, x;)], esto implica que para todo y € X,

0= (£, KC = ) @i K(xi ).
i=1

Pero el lado derecho es exactamente f(y); por tanto f(y) = O para todo y € X, es decir,
f = 0 como funcién en X. Esto garantiza que la norma asociada separa puntos y la
definicioén del producto interior no depende de la representacion: si dos combinaciones
finitas representan la misma funcién, su diferencia tiene norma cero y por tanto la forma

da el mismo valor. O
En consecuencia del Lema 2.4.21, (Hy, (-, -)#,) es un prehilbertiano.

2. Propiedad de reproduccion en Hy: Sea f = Y.\, ;K (-, x;) € Hy y sea x € X. Entonces
(f, K(, X))WO = i a; K(x;, x),
i=1
y por definicién de f también
fx) = Z a; K(x;, x).
i=1
Por tanto, para todo f € H, y todo x € X se cumple la identidad de reproduccion

f(X) = <fa K(a x)>(Ho'

En particular, K(-, x) € H, para todo x € X.

3. Obtencién del RKHS: Sea H la completacion de H, respecto a la norma inducida por
(-, )#,- Dado que la identidad de reproduccién en H, expresa cada evaluacién f — f(x)
como el producto interior {f, K(-, x)), y puesto que K(-,x) € H, (por construccion), la

evaluacion es continua en la norma de H y, por continuidad, la identidad se extiende a
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toda H. Mds concretamente, si f, € H, converge en norma a f € H, entonces
Ja(X) = (S, KC X)) 31, = {F, KC X)),
y como f,(x) = f(x) puntualmente, se obtiene
f(x) = (f,K(-,x))y, paratodo x € X.
Asi H es un espacio de Hilbert de funciones en X con K como ntcleo de reproduccion.

4. Unicidad (salvo isometrias con los kernels K(-, x) fijos): Supdngase que G es otro espacio

de Hilbert de funciones en X con la propiedad de que K(-, x) € Gy que
g(x) =(g,K(-,x))g paratodoge G, xe€ X.
Considérese los subespacios generados por los nucleos:
Hoy = span{K(-,x) : x€ X} CH, Go = span{K(-,x) : x € X} C G.

Se define la aplicacién lineal T : Hy — Gy como

T( Zn: a;K(-, xl-)) = Zn: ;K (-, x;),
i=1 i=1

la suma del lado izquierdo es elemento de H, y la del derecho es elemento de Gy. Se usa

la propiedad de reproduccion en ambos espacios y se verifica que T es isometria en Hj:

| Dt = 3 me Kaxy = | Y aken]
i=1 ij i=1

Por tanto, T preserva normas y se extiende de manera tnica (por completacion) a una
isometria lineal entre H y la clausura de G, (que es todo G si G esta generado por los

nucleos). Esta isometria fija cada K (-, x) y, por tanto, identifica H y G como RKHS idénti-
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cos. Esto demuestra la unicidad.

Ejemplo 2.4.22.

1. Kernel lineal: K(x,z) = (x,z). El RKHS asociado es R” con el producto interno

usual. En efecto, sea X = R” (o un subconjunto que genere R") y considérese el
kernel

K(x,2) = {x, )z
A continuacion se demuestra que el espacio de Hilbert con kernel reproductor aso-
ciado a K es isométricamente R" con su producto interno usual.

Para cada a € R”, la seccidn del kernel es
K(,a)(x) = K(x,a) = {x,a).
Toda combinacion lineal finita de tales secciones tiene la forma

a/,-ai>.

=) aik(xa) = ) ailxa) = (x,
i=1 i=1

m
=i

1

Por tanto, cualquier funcién en el subespacio generado por las secciones es lineal

€n x.

Sea S := span{K(-,a) : a € R"}. Se define su producto interno imponiendo la

propiedad reproductora:
(K(-,a), K(-, D))y := K(a,b) = {a, D)r.

Por bilinealidad y positividad, esto define un prehilbertiano en S. Se define la apli-
cacion lineal

O:R"—> S, O(w) = K(-,w) = (-, w).
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Para cualesquiera u,v € R",

<(D(I/l), (D(V)>([—{ = <K(’ M)7 K(7 V))-]—{ = K(I/l, V) = <M, v)R”'

Asi, @ es una isometria lineal. También es inyectiva; si ®(w) = 0, entonces (x,w) = 0
para todo x, lo que implica w = 0. La dimensién de S es n, por lo que @ es sobre.
El subespacio S es de dimension finita, por lo que es completo. La RKHS H se define

como la clausura de S, pero al ser éste cerrado se obtiene:

7‘{[(:8.

Cada f € H tiene la forma

f(x) = (x,w), para un tnico w € R".

La norma inducida coincide con la euclidiana:

Al = NWllgs-

La propiedad reproductora se verifica directamente:

fla) = {a,w) = {f,K(, a))p-

Por lo tanto, se concluye que el RKHS asociado al niicleo K(x, z) = (x, z) es exactamente

R” con su producto interno usual, identificado mediante la correspondencia

w i f,(x) = (x,w).
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2 Kernel polinomial: K(x,z) = ({x,z) + c¢)?. El RKHS asociado corresponde al es-

pacio de todos los polinomios de grado < d en las variables de x. Por el teorema

de Moore-Aronszajn, el RKHS asociado a K estd dado por la clausura del espacio

generado por las funciones K(-, z), z € R".

Observe primero que

(x,2) = Zn: X;Z;-

i=1

Por el teorema multinomial, se tiene

d d n k d d k!
d _ d—k -1 = d—k Mo
wavor =3 (e (S = 3 (fet 3 B
= i- = lal=k
donde @ = (a4, ..., a,) € N" es un multiindice, || = a; + - - + @, a! = a! - --
y

@ _ al... @
x* = x X",

Reordenando términos, puede escribirse

K(x2) = ) a, 22",

larl<d

con coeficientes a, > 0 que dependen unicamente de d y c.

Defina entonces el mapeo de caracteristicas

¢:R" - RY, P(x) = (Vaq xa)|algd’

donde N = ("+d) es el numero de monomios de grado menor o igual que d. Con esta

d

definicién se verifica que

K(x,2) = {¢(x), §(2))rx.
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Por la caracterizacion del RKHS asociada a un kernel de producto interno, toda funcion

f en el RKHS tiene la forma

FG) = (w,0(0) = D wax",
la|<d

para algin w € RY. En consecuencia, f es un polinomio de grado menor o igual que d.
Reciprocamente, todo polinomio de grado menor o igual que d puede escribirse como una
combinacioén lineal finita de los monomios x¢, || < d, y por tanto pertenece al espacio
generado por ¢.

Se concluye que el RKHS asociado al kernel polinomial ({x,z) + ¢)? coincide con el
espacio de todos los polinomios en n variables de grado a lo més d, equipado con el

producto interno inducido por K.

J

Asi, se establece que la eleccion de algin kernel mapea los datos a su correspondiente

espacio de Hilbert de reproduccion. S6lo resta demostrar que, sobre esos espacios, las dos clases

de datos se pueden separar mediante un hiperplano en el espacio de caracteristicas, que se

corresponde con el limite no lineal en el espacio de entrada; esto se establece mediante el

teorema:

Teorema 2.4.23 (Separabilidad mediante aumento de dimensionalidad). Sea {(x;, y)}?",
un conjunto de datos con x; € R" y etiquetas y; € {—1,+1}. Si los datos no son linealmente

separables en el espacio de entrada R", entonces, mediante un mapeo no lineal

Y :R"SRY, N>n,

existe con alta probabilidad un hiperplano en el espacio transformado tal que

yi ((w,¥(x;)) +b) >0, paratodoi=1,---,m.
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En particular, si ¢ corresponde a un kernel definido positivo, los datos se vuelven siempre

separables en el espacio de Hilbert de reproduccién asociado (RKHS).

Demostracion. Sea ¢ : R* — R un mapeo, y considérese la matriz de Gram K € R™"

asociada a los puntos {x;}7":

Kij = (W(Xi), w(xj)>’ I, j= L....,m.

La invertibilidad de K implica que los vectores {/(x;)}?", son lincalmente independientes.

En efecto, si

iailﬂ(xi) =0,

i=1
entonces, al tomar producto interno con cada y/(x;), se obtiene
m
a,-K,-j = O, j:I,...,m.
—

1

En notacién matricial, esto se escribe como Ka = 0. Si K es invertible, la unica solucidn es

a = 0, por lo que las imdgenes ¥ (x;) son linealmente independientes.

Sea el vector de etiquetas y = (yy,...,y,)" € R™. Considérese el sistema lineal
Kc =y,

que tiene tnica solucién ¢ = K~'y € R™. Ahora, se define el vector

m

w = chl//(.x]) S RN.

Jj=1
Entonces, paracadai=1,...,m,
m m

w )y = ( ) e, wx)) = > e Wx), p(x)) = (Ke)i = yi.

J=1 J=1
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Al tomar b = 0 se obtiene
yillw, w(x)) +b) = yyi=y =1>0, paratodai=1,...,m, (2.4.3)

esto es dado que las etiquetas y; € {—1, 1}. Es decir, en la desigualdad (2.4.3) se demuestra que
existe un hiperplano que separa las clases. Por tanto, cuando K es invertible, se ha construido
explicitamente un hiperplano (definido por w, b) que separa los datos, es decir, los datos son
linealmente separables.

Ahora, resta probar por qué K suele ser invertible bajo un mapeo no lineal . En este sentido,

se analizan dos casos:

1. Si ¢ es un mapeo aleatorio a una dimensién muy alta (por ejemplo, i construida con
caracteristicas aleatorias), entonces los vectores ¥(x;) estardn en una posicion general
con una alta probabilidad, es decir, no hay alineaciones, coplanariedades o coincidencias
exactas entre los puntos, y la matriz de Gram serd invertible. Salvo que el mapeo sea
degenerado, es decir, envie a todos los puntos en uno solo. Lo cual en la practica no
podria ser elegido. Es por esto que enunciados informales dicen “con alta probabilidad™:
un mapeo suficientemente variado a alta dimension evita relaciones lineales entre las

imagenes de los puntos de entrada.

2. Siy proviene de un kernel definido positivo K(-, -) y dicho kernel es estrictamente definido
positivo sobre el conjunto de puntos {x;}, entonces la matriz de Gram K;; = K(x;, x;) es
definida positiva, en particular, invertible. En ese caso, el argumento del caso 1 se aplica

y garantiza separacion perfecta en el RKHS asociado.

Combinando ambos pasos, se concluye que, tras un mapeo no lineal suficientemente varia-
do (o al usar un kernel estrictamente definido positivo), existe un vector w (con b = 0 en la

construccidn anterior) que separa todas las etiquetas:

yiliw, w(x)) + b) > 0, i=1,...,m.

Esto prueba el teorema. O
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La introduccion de un kernel con su correspondiente espacio de caracteristicas (espacio de
Hilbert de reproduccion) se conoce como “sustitucion del kernel”. A la luz del teorema de se-
parabilidad mediante aumento de dimensionalidad (Teorema 2.4.23), se introduce un kernel
K(x,y); de esta manera, la formulacion de clasificacion binaria en la ecuacion (2.2.13) se trans-

forma en maximizar el problema dual:

Maximizar W(a) = Z o — = Z a;a;yy ;i K(x;, x;), (2.4.4)
l] 1
sujeto a a; >0 (2.4.5)
> aiyi=0. (2.4.6)
i=1

La funcién objetivo es concava por la Proposicion 2.2.7, por lo que se puede utilizar el método
del gradiente ascendente para hallar el vector @. Notese que es casi el mismo problema que en

el caso linealmente separable, la diferencia es que en la funcién (2.4.4) se utiliza el kernel.

Ahora bien, el sesgo b se calcula como lo muestra la proposicion siguiente.

Proposicion 2.4.24. Sean los valores @; > 0 obtenidos al resolver el problema (2.4.4). El

sesgo b se calcula como

1 3 =
b= > [{ilry??xl} (]Z:; a;y;K(x;, xj')) + mln [Z a,y;K(x;, xj)H 2.4.7)

Demostracion. Noétese que para un dato con y; = 1 se tiene que:
m
min [{w, x;) + b] = mln Z ayiK(xi,x))|+b=1.
{ilyi=+1} {ilyi= e

Se toma otro punto para el cual y; = —1. Asi, se tiene que:

+b=-1.

{ily;=—1} {ily;i=—1}

max [{w, x;) + b] = max [Z a;y;K(x;, x;)
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Se suman estas dos expresiones se obtiene que:

+b=-1+1.

+b+ mln lz a;y;K(x;, x;)

{ilyi=

_méX |:Z ajyjK(xi, )Cj)
Jj=1

{ilyi==1}

Se despeja b de esta ecuacion:

m m
méX Z ajyjK(xi, Xj) + {ill;znzi-{—ll} Z ajyjK(xi, Xj)
J=1 ’ J=1

{ily:=—1}

En consecuencia,

X (X
b= —5 [{ig-ljl}]} [JZ:; ajyjK(x,-, Xj)] + {iﬁ?:l-{ll} []Z:; ajyjK(xi, Xj)]] . (248)

Para un nuevo vector de entrada z, su clase predicha estd dada por la funcién:

#(z) = signo (Z ;yiK(x;,z) + b*], (2.4.9)

i=1

donde b* denota el sesgo Optimo y @ denota los maximos multiplicadores de Lagrange.

El espacio de caracteristicas es un espacio vectorial, (el cual es un espacio de Hilbert) al que
los datos originales se proyectan mediante una transformacion i, con el propdsito de que en
ese espacio los datos sean separables mediante un hiperplano. Cuando el hiperplano de margen
maximo es encontrado, solo los puntos mas cercanos al hiperplano tienen valores a; > 0y
estos puntos son llamados vectores soporte. Todos los demas puntos tienen valores af = 0, y
la funcion de decision es independiente de estas muestras, como se establece en la siguiente

proposicion.
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Proposicion 2.4.25. Si x; es un vector soporte, entonces a; > 0. En caso contrario, @; =
0. En consecuencia, si se elimina uno de los vectores que no son vectores soporte, el
hiperplano de separacion no se ve afectado, es decir, la formulacion del hiperplano de

separacion sigue siendo la misma.

Demostracion. La solucion del problema de optimizacidn con restricciones satisface las condi-
ciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) por el Teorema 1.2.38. Una de las condiciones KKT es
la complementariedad, es decir, para el punto 6ptimo del problema de optimizacion de SVM, y

el vector de parametros optimo (w*, b*, @), se cumple que

afg(x*) =0,

o (yi((w*, x;) +b*) = 1) = 0.

Donde cada a} > 0. Nétese que para cada vector se cumple que y;({w, x;)+b) > 1. Si x; es vector
no soporte, se vuelve una desigualdad estricta, y;({w, x;) +b) > 1, es decir, y;({w, x;) +b)—1 > 0,

por lo tanto, a = 0.

En dado caso de que x; sea un vector soporte, se tiene y;({w, x;) + b) = 1, lo que implica que

ar > 0. o

Los datos con valores «; relativamente grandes tienen una influencia significativa en la
orientacion del hiperplano y en la funcién de decision; podrian ser datos que resulten correc-
tamente clasificados o no al final del entrenamiento. Por lo que se deben examinar para ver si
deben descartarse, a este proceso se le denomina limpieza de datos. Un valor atipico correcta-
mente etiquetado puede tener una influencia indebida, por lo que lo mejor es reducir su impacto

mediante el uso de un método de margen suave como el mostrado en la seccion 2.3.

A continuacién se muestra un ejemplo de la implementacion de SVM para clasificacion
utilizando kernel y aumento de dimensionalidad. Considérese el siguiente conjunto de datos en

R2:
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i Xi Vi
1| (I,1) |+1
21 (-1,-1) | +1
31 (1,-1) | -1
41 (-1,1) | -1

Graficamente se pueden ver estos datos en la Figura 2.9.

X2

(=1, 1) (1,1)
° °

X1

(-1,-1) (1,-1)
[ ] [ ]

Figura 2.9: Puntos de entrenamiento.

Este conjunto de datos no es linealmente separable en el espacio original. Ahora, se utiliza

el kernel polinomial de grado dos definido por:
K(x,2) = ((x,2))".

Luego, se desea hallar la transformacién no lineal ¢ : R> — R? correspondiente al kernel K:

sea x = (x1,%) y z = (z1,22) € R?, entonces

K(x,2) = ((x,2))
=(x1z1 + 16222)2

2.2 2.2
= X127 + 2x121 %22 + X525.
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Esta expresién puede escribirse como un producto interno en R?:
K(x,2) = (W(x),¥(2)) = x72] + 2X121002 + X525,
donde la transformacién de caracteristicas es:
() = (37, V2x10, ),

que es la transformacion deseada. Asi, el problema dual de la SVM con kernel se escribe como:
4 1 &8
Maximizar W(a) = ; a; — 3 ; ; a;a;yyiK(xi, x;)

4
sujeto a Z a;y; =0,

i=1

OSQ’,'.

Se calculan los valores del kernel:

S O~ &
()
)

Y se define la matriz

0ij = yiy;K(x;, Xj),

con

y = (1’ 1$ _1’_1)9
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con lo que se obtiene:

~ B~ O O
~ B~ O O

4
4
0
0

4
4
0
0
de modo que la funcién dual ‘W se escribe como

W(a) =1a - %a/Qoz,

Y su gradiente respecto a « es

VW =1 - Qa.

El método de gradiente ascendente se define por
a®D = o® 4 (1 = 0a®),

donde 1 > 0 es el tamafio de paso.

Como valores iniciales para comenzar a iterar el método de gradiente ascendente se toman
los siguientes valores:

¥ =(0,0,0,0).

Tras varias iteraciones, el método converge a

*
IS N N

Para hallar b, se utiliza lo establecido en la Proposicién 2.4.24 con el conjunto de indices I =

{1,2,3,4}. Sean

max{iel:y;=-1}=4 y min{i e I :y; =1} = 1. (2.4.10)
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luego

4
1
D @K )= 20 +0-4-4)= -2 24.11)

=1

4
1
D K x) = (4 +4+0+0)=2. (2.4.12)

J=1

Finalmente se calcula el promedio de los resultados (2.4.11) y (2.4.12):

b= —%(2 -2)=0. (2.4.13)

Soélo resta sustituir los valores 6ptimos en la funcién de decision, con lo que se tiene:

yil{xi, X>)2]

P

4
o(x) = signo(z
i=1

= 2uv.

Para un nuevo vector de entrada x = (u,v) € R?

Como se observa, en el espacio original, los datos no son separables linealmente. Sin em-
bargo, al aplicar el kernel polinomial, la SVM encuentra un hiperplano en R* que induce un

hiperplano de separacién no lineal en R

Este ejemplo ilustra el llamado kernel trick: no es necesario conocer explicitamente la trans-

formacion i, basta con evaluar productos internos mediante el kernel.




CAPITULO

Maquina de soporte vectorial para

regresion

Las maquinas de soporte vectorial también pueden ser utilizadas en problemas de regresion
mediante la introduccién de una funcién de pérdida alternativa, la cual se modifica para incluir
una medida de distancia; esta funcidn de pérdida se denomina g-insensitiva y serd introducida en
esta seccidn. Estos modelos son llamados SVMR (Support Vector Machine for Regression)
y son una herramienta util para el andlisis predictivo de datos, donde se tiene el problema de
aproximar a un conjunto de entrenamiento. Si la regresion es lineal, se denominan maquinas de
soporte vectorial para regresion lineal (Linear-SVMR); este tipo de modelos ha sido utilizado
para multiples problemas de distintas areas, tales como la estimacion de parametros petrofisicos,
disefo de antenas, prediccion de hipertension arterial, entre muchos otros (véase [3, 5, 16, 26]).
Cabe resaltar que en la parte final del capitulo se encontrara el modelo SVM para regresion por

minimos cuadrados, que se sabe que es la base para el modelo SVM en su version cudntica.

117
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3.1. Formulacion lineal y no lineal.

Para formular el modelo Linear-SVMR, considérese el conjunto de entrenamiento

{(xl’yl)’ ey (xm’ym)} CcXX R,

donde X denota el espacio de entrada de la muestra, para este caso de estudio se toma X = R".
El objetivo es encontrar una funcién f que tenga a lo més un valor & de desviacion de los valores
objetivos reales y; para todos los datos de entrenamiento, es decir, que los errores sean menores
que una tolerancia e. En primera instancia, la funcién planteada es de tipo lineal, f : X — R, la

cual se formula de la siguiente manera:

f(x) = (w,x) +b. 3.1.1)

El objetivo es minimizar la norma del vector para que la funcion de regresion sea lo menos
inclinada posible, es decir, minimizar ||w||*> = (w, w). A esto se le conoce como “planitud de la

recta”.

El problema escrito como un problema de optimizacion convexa queda como sigue

1
Minimizar §||w||2, (3.1.2)
sujetoa  y; —(w,x;) —b < & (3.1.3)
w,xp+b-y <e. (3.1.4)

El supuesto es que existe una funcién f que se aproxima a todos los pares (x;, y;) con pre-
cisioén &, es decir |f(x;) — yi| < . En otras palabras, que el problema de optimizacién convexa
es factible; sin embargo, este puede no ser el caso en general. En esta situacion se suelen per-
mitir algunos errores mediante la introduccion de variables de holgura &;, &7, de forma analoga
a la funcién de “margen suave”, las cuales fueron usadas por Vapnik y Cortes en su articulo de

Maquinas de Soporte Vectorial de 1995 (véase [13]). Asi es como se obtiene la formulacion de
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Vapnik:

1 m
Minimizar =|jw|]® + C Z(g,- +&), (3.1.5)
2 i=1

sujetoa  y;—(w,x;) —b <e+&; (3.1.6)
w,xy+b-y <e+§;

&, fl* > 0.

La constante C > 0 compensa la planitud de f, es decir, el grado en que la funcién se curva en
ciertas direcciones, y el porcentaje de error permitido. Luego, de acuerdo a la Definicion 1.2.36,
se construye la funcién de Lagrange £ : R" X R X R" X R”" X R" X R” X R" X R" — R, la cual

se formula de la siguiente manera:

1 m m
LOvb £ @ a) =W+ C Y JE+E) = ) &+ m€) (1)
i=1 i=1

= > aie+ & = yi+ (w, x) +b)
i=1

m

= D aiE+ & +yi— (w,x) = b).
i=1

La funcion L es el lagrangiano y los valores 1;, 17}, a;, @ son los multiplicadores de Lagrange.
Por lo tanto, las variables duales en la ecuacion anterior deben satisfacer las restricciones de
positividad, es decir,

a,a,n;,n =0. (3.1.8)

La siguiente proposicion muestra el valor del pardmetro buscado w que proporciona la optima-

lidad de L.
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Teorema 3.1.1. El valor w de la funcion £ (3.1.7), el cual es parametro para la funcion

de regresién f : R" — R dada por
f(x) = (w,x) +b, para cada x € R",

es de la forma

m

w= D (@ - a)x, (3.1.9)

i=1

con a;, a@; los pardmetros 6ptimos del problema dual.

Demostracion. Se calcula la derivada de £ con respecto a w, esto con el fin de encontrar un

punto que satisfaga la condicion KKT de complementariedad mostrada en el Teorema 1.2.38.

0L 9 (1 NVip e Ny g
== aw(zllwll +C;(§,+§,~) ;(m&+m§)

_Zai(8+§i_Yi+<W,xi>+b)_Za/?(8+§? +)’i—<W,xi>—b))

i=1 i=1

6 1 u m
= %(EHWHZ - ; ai(e+&—yi+(w,x;)+b) - ; Qe +E +y;

— (W, x;) — b))

m m
=w-— Zaixi + E a;x;
i=1 i=1

m
=w+ Z(af — @;)X;
i=1

m
=W — Z(a’l - a(;-k).x,'.
i=1

Se iguala la derivada parcial a cero y se obtiene el valor del pardmetro w:

W= Z}:(ai —a)x;. (3.1.10)
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Solo resta hallar los valores de los a; y ;. Para hacerlo, se calculan las derivadas parciales

de L con respecto a cada una de las variables, se igualan a cero y se obtiene:

oL a1 S RS ot
- = %(Ellwllz + CZ(a +&) - Z(m& +1;67)

Za(ma yi+ (W, %) +b) - Za(8+§ +yi- <wx,>—b>)

3( Zal<s+§, Vi+ (W, x) + b) = Za(s+§ +yi = (w, xi) = b)]

Se iguala a cero y se obtiene lo siguiente:

bzml(a';‘ —a;,)=0
i=1

e —a) =0. (3.1.11)
i=1

Ahora, se calcula la derivada respecto a la variable &:

oL o

5 &f( Iwi? +CZ(§,+§>—Z<n§,+nZ§>

_Zal(‘g""fz yl+<w xl>+b) ZCL’(8+§ +yt <W xl) b))

i=1
- % [c S+ E)= Y€)= Y e+ &=+ () + b)]
i=1 i=1 i=1

=C-ni—-a.
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Se iguala a cero y se obtiene

C—r],-—ozi:O. (3112)
Finalmente, se calcula la derivada parcial respecto a la variable &£*:

oL 0
e &

1 m I m I
(Enwn2 FCYE+E) - Y (ki + €D
i=1 =1
- Za/i(s+§,~ —yi+{w,x;)+b)— Zcx}"(a+§;‘ + y; — (W, x;) —b))
i=1 i=1
a m m m
- % (c DEHED = Y EFTE) = ) ae+E— i+ (wox) + b))
i=1 =1 =1
=C-n —aj.

Se iguala la derivada a cero:

C—-n —a =0. (3.1.13)

Se despejan los parametros de Lagrange n; y i de las ecuaciones (3.1.12) y (3.1.13) y se obtiene

que
=C —-a, n; =C—a;. (3.1.14)

Sustituyendo el valor de w dado en la igualdad (3.1.9) y por las igualdades (3.1.11) y (3.1.14)

en la funcién (3.1.7) se tiene el problema de optimizacién dual:

1 m m
Wia.a',1.77) = S¢w.w) + C Z(& +ED - Z(m& FIED

m

—Zal(mf, Vi + (W, 3) + b) = Za<s+§ +yi = (w, x) = b)

= %<Z(a’l a: )XZ,Z(Q’J 04 )XJ> + CZ(fz + ‘f ) - Z(ﬂzfz + 77,‘5 )
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—Z}:a[e+§ y+<Z(aJ @})xj, X > )

u Ms
R
|
Q
0
|
Q
5
\H
~N~—
+
a
INgE
5{«,\
+
oy
Dﬁ
=
P
+
3
m

e+&i—yi+ Z(aj — a;)(xj, x;) + b}
j=1

Ms "Ms P

(3 +& +yi- Z(CY]' — aNx;j, x;) — b)
pa =

— % i i(aﬁ —aj)(a; = a)x;, x;)) +C i(&- +&) - Zm:(mfi +ED)
J= i=1

—EZQ’ +a; —Za§ +ZZ(CL’ —a;)(a; - a)(x, X;)

i=1 j=1

_Zaé‘ +Zy(a'—a') Z((C a)é + (C - a’)f)




124

m

Z(a, a))a; = @))% X))+ C Y (& + &)
i=1

J

Ms E[EZS

m m

a; +a; Z ;& — Z i(ai -a))(a; - aj.)(xj, Xi)

i=1 j=1

—iauf +Zy,(al a;) - i((c @& + (C — ))E))

— &

—_—

=

Il
—_

I
ol— T
M=

Il
—

@] - )@} = a;)x; ;) + C Z(f,- +&)

+a—Za,§, Zaf +Zyl(a, @;)
1
Zm: +Za/,§, CZf +Za/§

J

M:

3 —

(:f @) aj)<xl,x,>+CZ(§l+§)

@+ a; —Zaf‘fl Zaff +Zyl(011 ;)
czm:(g,+§)+za,§,+za§

D e — @@ - a)(x,x) =& Y (@i +a)) + ) yiler - a)).
i=1 i=1

Jj=1

1
24

lM§

1

— &

MS I

—

Ms

1
2

Il
—_

i

Por lo tanto, la funcién dual queda como

Zm: Zm:(ai —a)(a@) — a;j)x;, x;) — € Zm:(ai +a;) + Zm: yilai —a;).  (3.1.15)
i=1 i=1

i=1 j=1

W(a,a") = -

| =

La cual se desea maximizar, por ello se obtiene el problema de optimizacién dual:
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Maximizar —

D (@] — @)@ = a)(xi, x) =8 ) (@ +a)) + ) yil@i—a))  (3.1.16)
j i=1 i=1

J=1

N —

D 1

Il
—_

sujeto a (i—a;)=0 (3.1.17)

]

a;,a; €[0,C].

De manera similar a como se hizo en la seccion 2.2, los valores de los pardmetros a; y o} se
estiman mediante un método del gradiente ascendente, similar a cuando se resolvio el problema

Dual (véase (2.2.13)).

Después de haber encontrado el vector @ 6ptimo se tiene que encontrar el valor del parame-

tro b de la funcién de regresion, este valor se describe en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.2. Sea {(x;,y;))}_; € XXR el conjunto de entrenamiento y sean @, a” € R"

i

las soluciones del problema dual (3.1.15). Definase los escalares 5; y f : X — R como
Bi=a;— Olf, S = Zn:ﬁj <Xj,x>-
j=1
Sean ademaés
I ={k: O<a <C}, I":={l: 0<a; <C},

los cuales son subconjuntos de {1,...,n}. Si |Z| + |Z*| > 0, donde || y |Z*| denota la
cardinalidad de los conjuntos 7 y 7" respectivamente, entonces b puede tomarse como el

promedio de las igualdades KKT correspondientes:

1
b = —|I|+|I*|(;(Yi_f(xi)—8) + ;(yi—f(xi)+8)). (3.1.18)

En caso de que no existan indices “libres” (es decir, |Z] + |Z*| = 0), se utiliza el conjunto

de vectores de soporte
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S:={i: ;,>000a; >0}

y se define
1 .
b = EZ(yi—f(xi)). si |S]> 0. (3.1.19)

€S
donde |S| denota la cardinalidad del conjunto S.

Si, por ultimo, S también es vacio (caso degenerado), se toma

1 n
b=~ ;(m — ().

Demostracion. Sean f8; := a; — @; € Ry la funcién f : X — R dada por f(x) := 3_; B{x;, x).

Por el Teorema 3.1.1 se tiene

(w,xiy = D (@) = @), x5 = = D Byt xi) = —f(x),
=1 j

La condicién de complementariedad (KKT) mostrada en el Teorema 1.2.38, aplicada al

problema de optimizacion de las SVM para regresion (3.1.5-3.1.6), paracadai = 1, ...,m, es:

ai(yi — (w,xy —b— 8~ &) = 0, (3.1.20)
ai(w,xy+b—-y,—e—-&)=0, (3.1.21)
ni&i =0, n:é = 0. (3.1.22)

Ahora, se procede a derivar las expresiones para b. Se analizan los casos por separado en

losque0<a;<Co0<ai<C.

Si0 < a; < C, entonces por (3.1.14) se tiene ; = C — ; > 0, por lo que 1; > 0, la condicién

(3.1.22) fuerza a que &; = 0. Ademas, por (3.1.20) con «@; > 0 debe cumplirse

yi—w,x)—-b-e-&=0.
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Sustituyendo & = 0y (w, x;) = f(x;) se obtiene

yi—-fxi))-b-e=0 = b=y - f(x)—e

Andlogamente, s1 0 < o < C, entonces & = 0y por (3.1.21) se cumple

wx)+b-yi—e=0 = b=y - f(x)+e.

Por tanto, para cada indiceienJ ={i : 0 < a; <C} 61" = {i : 0 < a] < C} se tiene un
valor

bi=yi— f(xi) — &, 0 bi=yi— f(x) +e,

respectivamente. Como todas estas igualdades se deben satisfacer simultdneamente en el 6pti-

mo, se toma el promedio de estos valores. De ahi la férmula (3.1.18):

Z(yl fay—e) + > (- f(xz)+8))

|I |+ |I ( il

Ahora, supongase que |7] + || = 0, es decir, todos los a; y a; estdn en los extremos a; = 0
o a; = C, esto se debe a la segunda condicion del problema de optimizacién (3.1.16-3.1.17) .
En ese caso no se cuenta con una expresion explicita para b. Para hallar el valor del parametro

b se realiza lo siguiente:

SeaS :={i: @ >0o0a >0} # 0 (es decir |[S| > 0, donde |S| denota la cardinalidad
del conjunto S), el conjunto de indices de los vectores de entrenamiento con a; = C o a} = C.
Como en los vectores de entrenamiento asociados a los indices i € S la prediccién f(x;) + b
debe aproximar y; dentro de la e-banda, es decir |f(x;) + b — y;| < &, se toma b que minimice la

diferencia f(x;) + b) — y; al cuadrado en S, esto es,

b* = argmin ) ((f(x) +b) - yi)’.

beR €S
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Se deriva s (f(x;) + b) — y;)° respecto de b y se tiene

d
b D (F+b) =3 =2 ) (fO) +b* = ). (3.1.23)

€S i€eS

Se iguala (3.1.23) a cero:

23 (f() +b* = y) =0,

ieS

D7 (F) - y) + ISl =0,

i€S

o L e
b —|S|;(y, £G), (3.1.24)

que coincide con la férmula (3.1.19).
Supdngase que S fuese vacio, es decir, @; = 0y @ = 0 para cada i = 1, ..., n. Entonces el

parametro b es el promedio sobre todo el conjunto de entrenamiento:

1 n
b= Z} (i — f(x).
O

Finalmente, con la igualdad (3.1.9) sustituida en (3.1.1) se tiene la funcion de regresion del

problema Linear-SVMR f : R" — R, dada por

F@ =) (@i = a))x,2) + b, (3.1.25)
i=1

esta es la llamada expansion de vectores de soporte, esta funcion determina el valor para una
nueva entrada z € R".

En la mayoria de los casos, los datos de entrenamiento no pueden ser modelados con una
SVM para regresion lineal; por ello, se implementa el uso de funciones kernel, ya que a través de
estas funciones se pueden establecer relaciones no lineales entre los datos, lo que provoca una
mejor prediccién de los resultados. Para la formulacion de la SVMR, se reemplaza el producto

interior por una funcion kernel K(x,y); esta sustitucion se realiza desde el planteamiento del
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modelo, de esta forma, el problema a solucionar queda definido como
1 m
Minimizar  =|jw|]* + C Z(g,- +&), (3.1.26)
2 i=1
sujetoa  y;— K(w,x;)) —b<e+é&; (3.1.27)
Kw,x))+b—-y <e+¢&;
&, fj > 0.
El problema dual del problema de optimizacion es de la siguiente forma:
1 m m m
Maximizar — > D (@i —a))a; - aDK (i, x) =8 Y (a;+a)) + ) yilei—a))  (3.128)
i,j=1 i=1 i=1
sujetoa (@ —a}) =0, (3.1.29)
i=1
a;,a; €[0,C]. (3.1.30)
Por lo que la solucién esta dada por
f(x) = Z(aj — @)K(x;, %) + b. (3.1.31)
i=1

Los vectores de soporte son aquellos puntos x; en los cuales el error de interpolacién es mayor

o igual a &, a diferencia de los puntos en los que el error de interpolacion es menor que &; estos

nunca son vectores de soporte y no forman parte de la solucion.

Una vez que los puntos que no son vectores soporte han sido encontrados, pueden ser eli-

minados del conjunto de datos, y si se resuelve el problema de programacién nuevamente sobre

el conjunto reducido, se encuentra la misma solucion.

A continuacion se presenta un ejemplo de regresion SVM utilizando el kernel gaussiano.

Considere el siguiente conjunto formado por parejas de datos unidimensionales y su respectivo
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05} a

Figura 3.1: Datos de entrenamiento.

valor de la variable dependiente:

i x|y
100
2011
30210
4131

Estos datos no pueden ajustarse adecuadamente mediante un modelo lineal como se ve en la
Figura 3.1, por lo que se utilizard el modelo SVMR con kernel gaussiano. El kernel gaussiano

se define como:

K(x,2) = exp(-yllx—2lF), ¥ >0.

Este kernel induce un espacio de Hilbert de dimensién infinita y permite modelar relaciones no

lineales. Para este ejemplo se fijan los valores:

e=0.1, C=10, y=1.

Al resolver el problema dual por medio del método del gradiente ascendente, todos los
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puntos resultan ser vectores soporte y se obtienen los siguientes valores:

X | @ —a;
0| 08
1| =09
21 09
3] -0.8

La funcién de regresion para este caso es de la forma:
2 2 2 2
fx)= =08 109N 092 +08e Y 4 b,

Para hallar el valor del sesgo b se ocupa la Proposicion 3.1.2. Para ello, note que los conjuntos
I'y I" de la Proposicion 3.1.2 cumplen || + |I*| = 4 > 0. Se realizan los calculos y se obtiene
b = 0.5. La funcioén resultante se puede observar en la Figura 3.2.

La funcién f(x) es una combinacion lineal de funciones gaussianas centradas en los vectores
soporte. Cada término contribuye localmente al ajuste, lo que permite capturar la estructura no
lineal de los datos.

Este ejemplo ilustra como el kernel gaussiano convierte el SVR en un aproximador no lineal

flexible sin necesidad de construir explicitamente el mapeo ¢(x).

3.2. Maquina de soporte vectorial de minimos cuadrados

En la seccion (3.1) se menciond que las mdquinas de soporte vectorial se resuelven como
un problema de programacion cuadratica, obteniendo la solucién (3.1.31). No obstante, existe
la posibilidad de simplificar aspectos de la formulacién de las SVMR, sin perder sus ventajas;
para eso se utilizan las maquinas de soporte vectorial de minimos cuadrados (LS-SVM).

El modelo LS-SVM es una reformulacion de las maquinas de soporte vectorial de Vapnik,
en las que la optimizacion lleva a resolver un sistema de ecuaciones lineales, lo cual es mas

simple de utilizar que las soluciones de programacion cuadratica anteriormente descritas en el
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-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figura 3.2: Funcién de regresion.

problema de optimizacion conformado por (3.1.26)-(3.1.27).

La formulacién del problema de optimizacién (3.1.26)-(3.1.27) descrita en la subseccion
3.1 se modifica en dos puntos. El primer punto se basa en el uso de ecuaciones de igualdad en
lugar de las inecuaciones (3.1.6). En dichas ecuaciones, el valor de la derecha se toma como
valor objetivo, mas que como un umbral. Sobre este valor se permite un valor de estimacion
variable, el cual juega un papel similar a las variables de holgura en SVMR, es por ello que esta
variable se denomina £. Como siguiente punto, la funcién de pérdida de Vapnik se sustituye por
una funcién de pérdida cuadritica £2. Estas modificaciones simplifican de manera significativa

el problema. En especifico, se considera la siguiente ecuacion:

f(x) = (w,k(x)) + b, (3.2.1)

donde x € X, y € R, k : R"” — R” con p > n es un mapeo hacia un espacio de caracteristicas

de dimension mayor. Dado un conjunto de entrenamiento {(xi,y1), ..., (X, ym)} C X X R, con
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X C R". El problema de optimizacion se expresa como

1 C &
Minimizar E||w||2 + s ;(53), (3.2.2)

sujeto a vi = W, k(x;)) +b +&. (3.2.3)

Se formula su funcién de Lagrange por medio de la Definicién 1.2.36 como la funcién L :

R?” X R X R™ x R™ — R dada por
L(wbaa:luwn%gi i (O, k() + b + & =y, (3.2.4)
] ’ 2 2 - - 1 1 1 .

y se encuentran las derivadas parciales de la funcién £:

aL a1 C < S
AL — AL §||W||2+EZ§ ;CK((W k(xz>+b+§z l)

i=

a m
= — |- Z ai(w,k(x;)) +b+ & — )’i)]
=1

= 6%7 - Zm: aiw, k(x;)) — b Zm: a; — Zm: @& + Zml CYi)’i]
i=1 i=1 i=1 i=1

m

0 0 0 4 <
=" . a(w, k(x;)) — %b Z %= ; ;i + ab ; Qiyi.

m
= E a;.
i=1

Al igualar la derivada anterior a cero se tiene

Zm: a; =0, (3.2.5)

i=1

Para hallar el valor del pardmetro w de la funcién de regresion (3.2.1) se tiene la siguiente
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proposicion.

Proposicion 3.2.1. El valor de w de la funcién £ en (3.2.4) y ademas parametro w de la

funcion de regresion (3.2.1) esta dado por

w= Zm: a;k(x;).
i=1

Demostracion. Se calcula la derivada parcial de £ con respecto a w:

-

%—1122’”2_’"' ' o
3~ o |2+ 3 ;-f,- ;az(<w,k(xz)>+b+§z yl)]
o0 (1 ’"
= % EHVVH2 — ; a’i(<W, k(x,)) + b + fl‘ - yl))
ot oo\ 9 |

=w- Zm: ak(x;).

i=1
Se iguala a cero y se despeja a w, con lo que se tiene la siguiente igualdad:

W= Z ak(x,). (3.2.6)

i=1

La siguiente proposicion proporciona una metodologia para hallar los valores de los pardme-
tros de la funcién de regresion sin recurrir a métodos de gradiente ascendente, sélo basta resol-

ver un problema de dlgebra lineal.

Proposicion 3.2.2. Para el problema de optimizacion (3.2.1) con funcién de Lagrange £

dada en (3.2.4), los valores de «; y b estdn dados por la solucién del problema
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= ) (3.2.7)
1 K+é1 a y

donde 1 denota el vector de unos de tamafio m, I denota la matriz identidad de tamafio

m X m, a denota el vector & = [a] @3 ... @,,]" y

Ck(x1), k(x1))  (k(x2), k(x1)) - Ck(xm), k(x1))
(k(x1), k(x2))  (k(x2), k(x2)) -+ Ck(xm), k(x2))

Ck(x1), k(X)) Ck(x2), kQem)) - (k) k(X))

Por lo tanto, la funcion de regresion 7 :R" - R es de la forma

N
Fe)y =" k() k(x)) + b.
i=1

Demostracion. Se calcula la derivada parcial de £ con respecto a € y se tiene lo siguiente.

a,[: 8 1 ) C m 5 m )
—==|zIWlF+= ) & - ) ai(w,k(x))+b+&—y)
e~ 0E\2 22 Z‘
d(CE -
=—|= > &= ai(w,k(x)) +b+§& - yi)]
af 2; i=1
d[C & 0
oF- EZ ,2] G—[Za«w k(x))) + b + & — yl))
i=1
o (C & 0 [
= —\|= f,z]__[ té:t]
A& 22 A& Z
=Cé—-a

Se iguala a cero y se despeja a &, se tiene que

(3.2.8)

als
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Finalmente, se calcula la derivada parcial con respecto a a.

or o (1 C < C
=70 (Ellwll2 t3 Zf? - Z ai({w, k(x;)) + b + & — )’i))

i=1 i=1

6 m
== ( E a;((w, k(x;)) + b + & — }’i)]
i=1

= —((W, k(X)) + b+ & —y).

Se iguala a cero y se tiene lo siguiente:
W, k(x))+b+& -y =0, paracadai=1,2,...,m. (3.2.9)

Sustituyendo el valor de w dado en (3.2.6) y la igualdad (3.2.8) dentro de (3.2.9), se obtiene la
ecuacion:

yi= Yok, k) + % +b,  paracadai=1,2,..m. (3.2.10)

=1

Por las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.10), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Y a;=0;
(3.2.11)
Z;f’zl(aj(k(xj),k(xi))) + % +b =y, paracadai=1,2,...,m.
Reescribiendo las ecuaciones en forma de sistema matricial, se tiene:
0 17 b 0
= ) (3.2.12)

1 K+4l||e y

donde 1 denota el vector de unos de tamaifio m, I denota la matriz identidad de tamafio m X m, a

denota el vector @ = [a) @3 ... @], y = (V1,...,Ym) € R™ denota los valores asociados a cada
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valor de entrenamiento y

(k(x1), k(x1)) k() k(x1)) - Ck(xm), k(x1))
k(x1), k(x2))  (k(x2), k(x2)) -+ Ck(xm), k(x2))

Ck(x1), k(xm)) - (k(x2), k(X)) === Ck(xm), k(X))

Al resolver el sistema de ecuaciones (3.2.7) se obtienen los valores de b y «, por lo que la

funcion de regresion se expresa de la siguiente forma:

fx) = > aitk(x), k(x)) +b. (3.2.13)
i=1

Si se denota al vector cuyas entradas son los productos internos (k(x;), k(x)) por k(x;, x),

entonces la funcién de regresion (3.2.13) se escribe como
f(x) = (k(x;, x), @) + b. (3.2.14)

Solo resta hallar las condiciones bajo las cuales el problema de dlgebra lineal tiene solucion,
y con ello se garantizara que el método funciona para estimar los parametros de la funcién de
regresion buscada, la siguiente definicion es la norma utilizada por el teorema que proporciona

una de estas condiciones.

Definicion 3.2.3. Sea una matriz A € R™. La norma ||A||, de la matriz A esta dada por:

Al = _[> A% . (3.2.15)
b

donde A;; son las entradas de la matriz.
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Teorema 3.2.4. Si las columnas de la matriz

0 17
1 K+21
son linealmente independientes, entonces el problema (3.2.7) tiene solucién y es de la

b*
a*

Donde o* = (¢}, ...,2;)" €eR"ybeR.

forma:

0
= (Q’Q)lQ’[ } : (3.2.16)
y

Demostracion. Se puede reescribir el sistema (3.2.7) de la siguiente manera:

- =0. (3.2.17)
y| |1 K+¢&l||a
Se calcula la norma || - ||, de la matriz
0 0 17 b
- =0. (3.2.18)
y| |1 K+¢l||a
Por el Teorema 1.2.10 existe un vector
b*
(3.2.19)
a*

en R'*"" el cual minimiza la funcién (3.2.18) y es de la forma:

b* 12 -1 O
=(Q'0) 0 : (3.2.20)
a’ y
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De esta manera, se establece una metodologia para estimar los pardmetros de la funcién de
regresion mediante la resolucion de un problema de dlgebra lineal. A continuacion se muestra

un ejemplo del funcionamiento de este modelo.

Consideremos el siguiente conjunto de entrenamiento en R:

Xi | Vi
1|1
212
312

El objetivo es aproximar la relacion entre x e y mediante una funcién de regresién. En LS-

SVM para regresion se busca una funcion de la forma

]_‘(x) =wx+b,

donde w € Ry b € R. En este ejemplo se toma C = 1.

En forma matricial, el problema se muestra de la siguiente forma:

= 5 (3.2.21)
1 K+1I||a y

donde K;; = x;x;. Para los datos dados:

1 23 2.2 3
K=[2 4 6], K+I=12 5 6
369 3 6 10
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Por lo tanto,

_ 01 1 1
0o 17
1 22 3
= (3.2.22)
_ 1 25 6
1 K+1
1 3 6 10

Noétese que la matriz tiene columnas linealmente independientes, en efecto, se comprueba que

para la combinacion lineal

0 1 1 1 0
1 2 2 3 0
X1 + X + X3 + X4 = (3223)
1 2 5 6 0
1 3 6 10 0
las variables x; = O con i = 1,2, 3, 4. Esto se comprueba resolviendo el sistema
01 1 1}|{x; 0
1 2 2 31lx 0
= (3.2.24)
1 25 61]|x; 0
1 3 6 10)\xy4 0
para el cual efectivamente las soluciones son x; = x, = x3 = x4 = 0. Ahora, se aplica el

Teorema 3.2.4, por lo que se halla la inversa y la transpuesta de la matriz:

- 011 1
0o 17
1223
0= = ,
_ 1256
1 K+¢I
136 10

Como Q es simétrica, se tiene que Q = Q' por lo que la matriz de coeficientes es
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011 1) (011 1 011 1
ool 22 3 12203 122 3
QO 0 = * *
125 6| 1256 125 6
13610 (1 36 10 136 10
-1
37 13 19 01 1 1
7 18 33 49 122 3
= k
13 33 66 97 125 6
19 49 97 146 136 10
13 5 1
4 = _Z °Z
9 9 31 (o111
13 11 2
5 9 9 5l {t223
= k
Doy T A 1256
9 9 9
1 2 4 1| l13610
3 9 9 3
5
BT
3 33
11
1 = —= 0
_ 33
11 2 1)
3 3 3 3
1 11
3 0 73 3
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Se utiliza la Proposicion 3.2.2 por lo que se obtiene el sistema:

5 : 1 1
3 3 3([0] [
1 1 1
ST S | R B
3 3 3 3 3
_l 0 BLEE | V! 0
3 3 3
Y resulta
1
= (-=,-,0 b =1
a = ( 33 ) y

Con estos valores la funcion de regresion LS-SVM es:

3
flx) = Z axx+b
i=1

1 1
:(—5*1+§*2+0*3)x+1

1
:§X+1.

La recta de ajuste y los datos de entrenamiento se visualizan en la Figura 3.3. En este caso se
uso el kernel lineal, sin embargo, se puede utilizar otro tipo de kernel para obtener una funcién

no lineal que ajuste de mejor manera a los datos.

Regresion LS-SVM

05 1 15 2 25 3 35

Figura 3.3: Datos de entrenamiento y la recta de ajuste.




Conclusiones

El aprendizaje automdtico es un area que se ha desarrollado desde finales del siglo pasado;
sin embargo, ha tomado relevancia desde la década pasada. Algunos algoritmos de aprendizaje
se diseflaron para mejorar los procesos que requieren de manipulacion de datos, principalmente
en las tareas de clasificacion y regresion. Uno de los principales procedimientos para realizar
estas tareas es el modelo de mdquina de soporte vectorial (SVM), el cual fue presentado por
Vladimir Vapnik en colaboracion con Corina Cortes en su articulo denominado Support-Vector
Networks en el afio de 1995 [13]. A lo largo del tiempo se ha ido analizando de manera mas
exhaustiva la formulacién matematica de las SVM’s, sin embargo, en la revision bibliografica
[1, 2, 6, 8, 10, 11, 12, 15, 17, 22, 24, 25] se detectd que hay una deficiencia en los docu-
mentos que muestren de manera completa todo el desarrollo y la teoria que se ocupa para el
correcto funcionamiento del modelo. Por esta razon, el objetivo del presente trabajo de tesis fue
realizar una memoria autocontenida, en la medidad de lo posible, que contenga una formaliza-
cién matematica rigurosa para el modelo de maquina de soporte vectorial (SVM), que permita
comprender sus propiedades limitaciones y comportamiento en aplicaciones de clasificacion
y regresion complejas, para lograrlo, en un primer paso se recopild la teoria matematica que

sustenta el modelo de SVM, esta se encuentra en la subseccién 2.2.

Asi también, se definié un marco matematico de las propiedades fundamentales de la SVM:
en la seccion 2.3 se incluyen las formulaciones para el caso de margen duro para datos lineal-
mente separables, margen suave para datos no separables y el uso de una funcién kernel. Un
resultado destacable es el Teorema 2.4.23, el cual es poco conocido dentro de la literatura y
que establece que es posible construir un espacio de dimension alta en el que un conjunto no
linealmente separable se puede separar. Luego, el caso de regresion se presenta en la seccion

3, en esta se incluye la formulacién clésica y se resuelve mediante operadores de Lagrange.
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Por otra parte, se agrega el problema de regresion resuelto mediante la formulacién de minimos
cuadrados.

Los resultados principales de esta investigacion son la Proposicién 2.2.6 y la Proposicion
2.2.8 las cuales describen la forma de los valores de los pardmetros cuando los datos de entrada
son linealmente separables. La Proposicion 2.3.3 y Proposicion 2.3.4, muestran la forma de los
pardmetros del hiperplano cuando los datos no son linealmente separables, es decir, el caso de
margen suave. La Proposicién 2.4.24 muestra el valor del pardmetro b del hiperplano de se-
paracion utilizando una funcién kernel. El Teorema 3.1.1 indica el valor del pardmetro w y la
Proposicion 3.1.2 describe el valor de b en la funcién de regresion. Finalmente, la Proposicion
3.2.2 formula el problema de regresion utilizando minimos cuadrados y el Teorema 3.2.4 mues-
tra la forma de la solucién. En conjunto, estos resultados muestran el valor de los pardmetros
necesarios para la formulacion de las SVM en sus diferentes presentaciones, por lo que se puede
observar a detalle como es el funcionamiento de una SVM.

Cabe mencionar que la complejidad de una SVM depende de dos aspectos, el primero es
la cantidad de datos de muestra que se tenga en el problema, en el caso de tener un volumen
de datos demasiado grande, los célculos resultan demasiado costosos en términos de tiempo y
recursos computacionales. El segundo punto es el uso de las funciones kernel que trasladan los
datos a un espacio de dimension més alta donde estos sean linealmente separables.

Con este trabajo de tesis se despejan algunas interrogantes como ;Cuales son las bases
que dan el sustento tedrico para la formulacion de cada una de las versiones del modelo de
SVM?, ;Cudl es la formulacién detallada del modelo de SVM?, ; Cémo se obtiene el valor de
los parametros para la funcion de clasificacion y regresion? La primera pregunta se despeja en
su mayoria con la seccion de preliminares de este trabajo de tesis, la teoria restante se encuentra
en las secciones de formulacion del modelo. La siguiente interrogante se responde con cada una
de las secciones dentro del capitulo de formulacién del modelo SVM, en cada una se indican
detalladamente los pasos a seguir para poder formular el modelo en cada una de sus versiones.
La tercera interrogante se responde con los diferentes teoremas y proposiciones desarrollados
en el trabajo de tesis donde se indican explicitamente los valores de los parametros para las

funciones de clasificacion y regresion respectivas. En la practica las condiciones que requieren
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cada uno de los teoremas y proposiciones por lo general son omitidas en la bibliografia revisada.
Este trabajo de tesis, abre paso a futuras investigaciones como la formalizacion matemaética de

las maquinas de soporte vectorial en su version cudntica [21].
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