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Introduccidn

Redes neuronales y el premio Nobel de Fisica 2024

En las ultimas décadas, las redes neuronales artificiales han cobrado una gran
relevancia como modelos computacionales capaces de resolver problemas complejos
en diversas areas del conocimiento. Dentro de este ambito, se encuentran las redes
neuronales de Hopfield, las cuales destacan por su estructura recurrente y su ca-
pacidad para modelar funciones como memorias asociativas. Estos modelos fueron
introducidos por John Hopfield y Geoffrey E. Hinton en [27] en el afio 1982. Gracias
a este trabajo, Hopfield fue merecedor del premio Nobel de Fisica en 2024, otorgado
por la Real Academia de Ciencias en Suecia. De hecho, Hinton también obtuvo el
premio Nobel por la aplicacion de la red para la creacion de las maquinas de Boltz-
mann (Figura 1). Estas redes representan un modelo clésico de redes recurrentes con
aplicaciones en la optimizacion, recuperacién de patrones y el modelado de memoria
asociativa. Se caracterizan por su dindmica basada en energia, donde el estado evo-
luciona hacia configuraciones estables que corresponden a minimos locales de una
funcion de energia, la cual es conocida como funcién de Lyapunov. El anélisis de la
estabilidad de estas redes es fundamental para garantizar que, ante una perturba-
cién o una condicién inicial arbitraria, el sistema converja hacia un estado deseado

o estable.

Estas redes pueden describirse mediante sistemas de ecuaciones diferenciales o

en diferencias, y cuya estabilidad es esencial para garantizar el correcto almacena-
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John J. Hopfield Geoffrey Hinton
“Por los descubrimientos e inventos “Por los descubrimientos e inventos
fundamentales que permiten el aprendizaje fundamentales que permiten el aprendizaje
automatico con redes neuronales artificiales” automatico con redes neuronales artificiales”

Figura 1: Captura de pantalla del sitio web de los premios Nobel donde se observa a

Hopfield y a Hinton. Traducido de [35].

miento y recuperacion de patrones. En este contexto, las herramientas de la teoria
de sistemas dindmicos, en particular las funciones de Lyapunov, se presentan como
una metodologia para el estudio del comportamiento asintético de las trayectorias
del sistema. Una funciéon de Lyapunov permite verificar la estabilidad sin resolver
explicitamente el sistema de ecuaciones diferenciales que lo describe. Asimismo, el
Teorema de Invarianza de LaSalle extiende este andlisis al establecer condiciones bajo
las cuales las soluciones del sistema convergen hacia el conjunto mas grande invarian-
te contenido en el conjunto donde la derivada de la funcién de Lyapunov se anula.
Esta perspectiva ofrece una vision mas completa del comportamiento asintético del
sistema y de su estructura interna de estabilidad.

La presente investigacién se centra en el analisis de la estabilidad de redes de
Hopfield utilizando la funcién de Lyapunov propuesta por Hopfield y el teorema de

LaSalle, con el objetivo de mostrar los criterios que garantizan la convergencia de la
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red neuronal hacia puntos de equilibrio estables. Este enfoque no solo proporciona los
fundamentos matematicos para el funcionamiento de estas redes, sino que permite
evaluar la robustez de las soluciones ante perturbaciones y diferentes condiciones
iniciales, contribuyendo al desarrollo de modelos confiables para aplicaciones en el

ambito de la inteligencia artificial.

Antecedentes histdricos y tedricos

La historia de las redes neuronales artificiales esta llena de grandes trabajos y
esfuerzos para desarrollar conceptos y teorias que ahora se dan por sentado. Esta
historia ha sido documentada por diversos autores, se puede mencionar un libro
particularmente interesante: “Neurocomputing: Foundations of Research” de John
Anderson y Edward Rosenfeld ([3]), en el cual se han recopilado y editado un conjunto
de unos 43 articulos de especial interés historico. Cada articulo va precedido de una

introduccién que lo sitia en perspectiva historica.

La historia de las redes neuronales esta acompanada siempre del desarrollo y apli-
cacion de teorias matematicas tales como la optimizacién, el dlgebra lineal, el anélisis
funcional, cédlculo, entre otras, asi como de su implementacion. Sin embargo, estos
avances parecen haber ocurrido de forma intermitente, en lugar de una evolucion
constante. Por otro lado, parte del trabajo que fundamenta a las redes neurona-
les se produjo a finales del siglo XIX y principios del XX. Consistié principalmente
en trabajos interdisciplinarios en fisica, psicologia y neurofisiologia, realizados por
cientificos como Hermann Von Helmholtz, Ernst Mach e Ivan Pavlov. Estos primeros
trabajos enfatizaron las teorias generales del aprendizaje, la vision, el condiciona-

miento, etc., y no incluyeron modelos matematicos especificos del funcionamiento
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neuronal.

Los primeros modelos de redes neuronales surgieron desde el ano 1943 con los
trabajos de Warren McCulloch y Walter Pitts, quienes demostraron que las redes
de neuronas artificiales podian, en principio, calcular cualquier funcion aritmética o
légica. Siguié Donald Hebb, quien propuso que el condicionamiento clésico (descu-
bierto por Pavlov) se debe a las propiedades de las neuronas individuales y propuso

un mecanismo para el aprendizaje en neuronas biolégicas.

Posteriormente, Frank Rosenblatt desarrolld el perceptréon en 1958, una de las
primeras redes neuronales implementadas. El y sus colegas demostraron la capaci-
dad del perceptrén para el reconocimiento de patrones. Este éxito inicial generd un
gran interés en la investigacion de redes neuronales. Casi al mismo tiempo, Bernard
Widrow y Ted Hoff introdujeron un nuevo algoritmo de aprendizaje y lo utilizaron
para entrenar redes neuronales lineales adaptativas, similares en estructura y capa-
cidad al perceptrén de Rosenblatt. La regla de aprendizaje de Widrow-Hoff se sigue

utilizando en la actualidad.

Algunas limitaciones inherentes de las redes fueron ampliamente difundidas en
un libro de Marvin Minsky y Seymour Papert, entre ellas, el alto costo computacio-
nal requerido, con lo que se generd la creencia en la comunidad cientifica de que
seguir investigando sobre redes neuronales era un callejéon sin salida. Esto, sumado a
la falta de computadoras digitales potentes para experimentar, provoco que muchos
investigadores abandonaran el campo. Es hasta el surgimiento de las computadoras
personales y estaciones de trabajo, en la década de 1980, que se dio el auge en el siglo
pasado en la segunda era de la computacion. Ademds, se introdujeron dos nuevos
conceptos importantes; el primero fue el uso de la mecanica estadistica para explicar
el funcionamiento de una clase especifica de red recurrente, que podia utilizarse co-
mo memoria asociativa. Esto fue descrito en un articulo fundamental del fisico John

Hopfield. El segundo desarrollo clave de la década de 1980 fue el algoritmo de retro-
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propagacién para el entrenamiento de redes perceptrénicas multicapa, descubierto

independientemente por varios investigadores. Respecto al primer concepto, Hopfield
tuvo la influencia de sus padres por la fisica; luego buscé desarrollarse en el area de
biologia y quimica. Posteriormente, se interes6 en el funcionamiento del cerebro. Es
en esta etapa donde crea su primera red simple con salidas 0 y 1 si la respuesta
se dispara o no; es aqui donde observo cierta relacion con la energia del sistema y
agregd condiciones mas complejas al sistema. Con ayuda del neurocientifico David

Tang, resolvio el llamado problema del viajante.

Estado del arte

A continuacién, se recopilan algunos articulos que abordan el tema desde un
enfoque matematico. En la Figura 2 se visualiza la distribucién geografica de las
investigaciones incluidas en este estado del arte, asi como también en qué revista y
ano se publicaron. Se observa una concentracién significativa del conocimiento en el
continente asidtico, particularmente en paises como China, Rusia, Japén, Tailandia
y Vietnam. Esta nos ofrece la oportunidad para contribuir al campo desde otras

regiones.

Como se puede analizar en la Figura 2, el tema en el que se enmarca la tesis
tiene relevancia actual; por ejemplo, en [8], del ano 2020, los autores proponen un
analisis de estabilidad para redes neuronales de Hopfield complejas que definen co-
mo USCVHNN con retrasos variables, incertidumbres paramétricas y perturbaciones
estocasticas. Utiliza un enfoque que consiste en dividir el retraso (decaimiento) en
subintervalos, combinado con funciones de Lyapunov y desigualdades matriciales li-

neales (LMIs). En los resultados destacan aplicaciones précticas, como procesamiento
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Figura 2: Mapa destacando las investigaciones relevantes sobre Redes de Hopfield.

de senales complejas, v la eficacia. Esto fue simulado en MATLAB.

Luego en [7], en el ano 2022, se describen los resultados de una investigacién cuyo
objetivo fue estudiar la estabilidad de soluciones en sistemas de ecuaciones diferen-
ciales no lineales con lados derechos discontinuos, aplicando los resultados a redes
neuronales de Hopfield. Los autores investigaron tanto ecuaciones lineales como no
lineales, estableciendo condiciones suficientes para la estabilidad asintética utilizan-
do normas logaritmicas de los coeficientes (para sistemas lineales) y del jacobiano del
lado derecho (para sistemas no lineales). Gracias a esto, se establecié una facilidad
de expresién, determinacion de areas de robustez frente a variaciones paramétri-
cas y aplicabilidad a diferentes métricas de estabilidad. Las conclusiones destacan la
utilidad de los resultados obtenidos para analizar redes neuronales con sinapsis y fun-
ciones de activacién discontinuas, proponiendo extensiones futuras en sistemas con
retardos, ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas, y aplicaciones en ecologia, control
automatico e inmunologia. El trabajo contribuye al campo de las redes neuronales

y los sistemas dinamicos discontinuos, proporcionando herramientas tedricas para

XIV Mayra Agama Santiago



Universidad Tecnoldgica de la Mixteca T
Licenciatura en Matematicas Aplicadas e

garantizar estabilidad en modelos complejos.

Al ano siguiente (2023), los autores del articulo [33] ofrecieron una revisién
exhaustiva de los sistemas cadticos basados en redes neuronales de Hopfield memris-
tivas 1(MHNN), destacando su potencial para generar

comportamientos dindmicos complejos como hipercaos, multiestabilidad y atrac-
tores multicapa, gracias a la integracion de memristores que emulan sinapsis neuro-
nales o efectos de induccion electromagnética. El objetivo principal es sintetizar los
avances en modelado, dindmicas cadticas y aplicaciones practicas. Las conclusiones
enfatizan la versatilidad de las MHNN para aplicaciones en inteligencia artificial y
seguridad informatica, aunque existe la necesidad de investigar su implementaciéon en
hardware y la incorporacién de estimulos externos adicionales para modelar sistemas
biolégicos mas realistas.

Gracias a la contribucién de Hopfield también existen sistemas con retardos varia-
bles, llamadas redes de Hopfield con retardos proporcionales. Se utilizan para senales
bioldgicas, control en tiempo real, entre otros. De acuerdo con [26], del 2024, estas

redes son una extension importante del modelo cléasico, descritas por el sistema:

T;(t) = —cizi(t) + Z ai; f3(z;(t)) + Z af fi(z;(pit)) + I

donde:

= 1,(t) representa el estado de la neurona i-ésima.

0 < p;i; < 1 introduce retardos proporcionales no acotados.

Los parametros ¢;, a;; y afj tienen incertidumbres intervalares.

Las funciones f; : R — R son funciones de activacién no lineales (por ejemplo,

1Un memristor es un componente electrénico pasivo de dos terminales que relaciona

la carga eléctrica con el flujo magnético.

Mayra Agama Santiago XV



Universidad Tecnolégica de la Mixteca
Licenciatura en Matematicas Aplicadas

tangente hiperbdlica o la funcién seno) que introducen la no linealidad del

sistema, tanto en el término instantaneo como en el retardado.
= [; es un estimulo o entrada externa constante aplicada a la neurona i.

El articulo [26] establece que, bajo ciertas condiciones, existe un tinico punto de

equilibrio * que satisface la ecuacion algebraica no lineal:

—Cz* + Af(z*) + Af(z*) + 1 =0,

donde A y A? son las matrices de pesos de conexién instantdnea y con retardo,
respectivamente; C' es la matriz diagonal de tasas de relajaciéon neuronal; e I =
(I, I, ...,I,)T € R" es el vector de entradas externas.

La existencia y unicidad de x* se demuestra mediante el teorema del homeomor-
fismo global, requiriendo que las funciones de activacién sean globalmente Lipschitz.
Adicionalmente, para que este equilibrio sea globalmente asintoticamente estable de
forma robusta, debe existir una matriz diagonal definida positiva denotada como
M 0 de tal forma que M = diag{m;} y con escalares «,y > 0 tales que se cumpla

la condicion:

O =2MC — am*I, — yM?A? — o 'm*HF? — 4y 'nF? » 0,

donde F' es una matriz diagonal que acota las derivadas de las funciones de activacién,
Ad y H se construyen a partir de las cotas de las matrices inciertas, m* = max; m;,
e I, es la matriz identidad de tamano n x n.

También en ese ano, en [31] se propone una extensién de las redes de Hopfield

clésicas mediante el uso de anillos de grupo 2, denominadas GRVHN

Un anillo de grupo se forma a partir de un anillo R y un grupo G. Los elementos
2del anillo de grupo son combinaciones lineales de los elementos de G con coeficientes

que provienen de R.
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(Group Ring-Valued Hopfield Networks). El objetivo principal es superar las li-
mitaciones de dimensiones en las redes de Hopfield basadas en algebras de Clifford
(potencias de dos) y ofrecer un marco flexible para redes de alta dimensionalidad
arbitraria. Las GRVHN generalizan algunos modelos existentes. El trabajo incluye
la definicién de funciones de activacién basadas en la maximizacién de una forma
bilineal generalizada. Para una entrada S € F'G (donde F'G es el anillo de grupo),

la funcién de activacidén se define como:

fr(S) = argméx Re(75),

vel’

donde I' C F'G es un conjunto finito de valores posibles de salida neuronal, y Re(7.5)
generaliza el producto interno en espacios de Hilbert complejos.
Las GRVHN utilizan una funcién de energia para determinar la matriz de pesos,

en donde la energia de la red se define como:

1 _
FE = —5 Zb Re(zawabzb),

la cual es siempre un nimero real gracias a la propiedad de conjugacién en el anillo
de grupo. Ademas, las condiciones de convergencia que garantizan la estabilidad de

la red son:
= Los pesos deben ser hermiticos: wq, = Wpy.
= No hay autoconexiones: w,, = 0.

s [a actualizaciéon de las neuronas es asincrona.

Bajo estas condiciones, se demuestra que la energia decrece monétonamente en
cada actualizacion neuronal, lo que garantiza la convergencia de la red a un estado

estable en un nimero finito de pasos.
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Ademas se presentan ejemplos concretos como las redes hiperbdlicas (HVHN)
y bicomplejas (BCVHN), mostrando céomo se engloban dentro del marco de las
GRVHN. Las conclusiones destacan que las GRVHN proporcionan un marco ex-
tensible para redes de Hopfield de alta dimension, superando las limitaciones dimen-

sionales de las implementaciones basadas en algebras de Clifford.

Uno de los trabajos més recientes encontrados fue de 2025. En [32] se propone
un marco tedrico unificado para redes de Hopfield extendidas mediante el uso de
algebras de operadores, denominadas AHN (Algebraic Hopfield Networks). El obje-
tivo principal es superar las limitaciones en la definicién de funciones de activacion y
condiciones de estabilidad en modelos extendidos de redes de Hopfield, como las com-
plejas (CVHN), cuaternidénicas (QVHN), split-cuaterniénicas (SQVHN) y rotatorias
(RHN). Las AHN generalizan estos modelos al tratar los pesos como operadores
que actian sobre las salidas de las neuronas, definidas en moédulos con productos
internos. El articulo establece condiciones de estabilidad generalizadas y demuestra
que la energia de la red decrece bajo estas condiciones, garantizando convergencia a
estados estables. Las conclusiones destacan que este marco teérico no solo unifica y
extiende modelos existentes, sino que también permite aplicaciones futuras en redes

neuronales mas alla de Hopfield, como redes profundas o memorias asociativas.

Como se observa, las redes neuronales de Hopfield son modelos ampliamente utili-
zados en el campo de la inteligencia artificial para la representacion y almacenamiento
de patrones de memoria mediante procesos de convergencia. Una caracteristica fun-
damental de estas redes es su estabilidad, ya que de ella depende su funcionamiento
como sistemas dinamicos. Aunque la funcién de energia asociada a estas redes su-
giere una convergencia hacia minimos locales, esta observaciéon empirica no siempre
proporciona garantias matematicas formales sobre la estabilidad de los puntos de
equilibrio ni sobre el comportamiento asintético del sistema. Es aqui donde se pue-

den aplicar las herramientas que ofrece la teoria de estabilidad de Lyapunov; en
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particular, el uso de funciones de Lyapunov y el Teorema de Invarianza de LaSa—
lle proporcionan un marco formal para garantizar la estabilidad global o asintdtica
del sistema. Sin embargo, atin se requiere un analisis detallado de las condiciones
especificas bajo las cuales estos métodos aseguran la convergencia de la red a es-
tados estables, especialmente para diferentes configuraciones del espacio de pesos y

funciones de activacion.

Estructura de la tesis

Como se observa en el estado del arte, el tema de las redes neuronales de Hopfield
es actual y relevante, en este sentido, surge la necesidad de realizar un estudio pro-
fundo que combine el modelo matematico de las redes de Hopfield con herramientas
de la teoria de estabilidad, con el fin de caracterizar su comportamiento de manera
formal y fundamentada, siguiendo los pasos a la matemédtica que otorgé un premio

Nobel a su creador. Por lo que el objetivo general de esta investigacion es:

Analizar la estabilidad de las redes de Hopfield mediante la funcién de Lya-
punov propuesta por Hopfield y la aplicacién del teorema de invarianza de

LaSalle, con el propédsito de establecer condiciones formales de estabilidad pa-

ra los estados de equilibrio del sistema no lineal.

Los objetivos especificos para lograr el general son descritos como:

= Describir matematicamente el modelo dindamico de las redes de Hopfield
en su forma continua, identificando sus propiedades estructurales rele-

vantes para el andlisis de estabilidad.
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= [dentificar que la funcién de Lyapunov permite evaluar la estabilidad del

sistema sin resolver explicitamente sus ecuaciones diferenciales.

= Aplicar el Teorema de Invarianza de LaSalle para determinar el compor-
tamiento asintotico de las soluciones del sistema y caracterizar el conjunto

invariante hacia el cual convergen.

= Analizar un ejemplo que ilustre los resultados tedricos y validen la apli-

cabilidad de la red neuronal y su convergencia.

Por lo que la tesis se encuentra distribuida de la siguiente manera:

Capitulo 1: Denominado “Fundamentos de redes neuronales de Hopfield”. Puesto

que es necesario introducir al lector sobre teoria bésica que se utilizara a lo
largo de esta investigacién, este capitulo se compone de cinco secciones: teoria
sobre calculo, para comprender los teoremas; teoria de circuitos, con el fin de
analizar correctamente el circuito de Hopfield e incluye las leyes de Kirchhoff;
teoria de algebra lineal, utilizada en la sinapsis de las redes neuronales y teoria
de redes neuronales. Todo con el fin de analizar el modelo discreto y continuo

de la red de Hopfield.

Capitulo 2: En este capitulo se muestra la teoria bésica alrededor de la estabilidad

de Lyapunov y el Teorema de Invarianza de LaSalle. Parte relevante en la
investigacion es la funcién de Lyapunov del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias @ = f(x,t). As{ mismo, se podra observar que las condiciones del
Teorema de Invarianza de LaSalle que garantizan la estabilidad de la red son:

1. Que exista la funcion de Lyapunov del sistema.

2. Que las trayectorias solucién del sistema sean acotadas.

Entonces las trayectorias no escapan de cierto conjunto llamado conjunto de

XX
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atraccion.

Capitulo 3: Titulado “Regla de Hebb” para analizar el entrenamiento de la red de

Hopfield como una red de memoria asociativa.

Capitulo 4: En este apartado se comprueba que la funcién dada por Hopfield en su
articulo original efectivamente es una funciéon de Lyapunov del sistema derivado
del circuito; como segundo punto, se determina el conjunto invariante. Cabe
resaltar que se analiza un caso particular de la funcién de Lyapunov llamada
“de alta ganancia” para ilustrar que los puntos de equilibrio coinciden con los

puntos criticos de la funcién de Lyapunov.

En resumen, el estudio riguroso de la estabilidad en redes neuronales de Hop-
field no solo tiene relevancia tedrica en el ambito de los sistemas dindamicos, sino
que también tiene una alta pertinencia en el diseio de modelos confiables para la
recuperaciéon de patrones, la optimizacién y la clasificaciéon de datos. Garantizar la
convergencia de estas redes hacia estados estables es esencial para su funcionamiento
correcto en entornos reales.

El uso de herramientas como la teoria de Lyapunov y el Teorema de LaSalle
ofrece una base matematica sélida y una metodologia rigurosa para evaluar el com-
portamiento dindmico de estas redes, fortaleciendo asi su comprensién desde una
perspectiva matematica y aplicada.

Al aplicar estos métodos al estudio de redes de Hopfield, esta tesis contribuye
a fortalecer el vinculo entre la teoria de control y los modelos neuronales, propor-
cionando herramientas formales para validar la estabilidad de estos sistemas y para
disenarlos de forma mas eficiente. Ademas, sentard las bases para posteriores estudios

de estudiantes de posgrado en matematicas y en inteligencia artificial.
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CAPITULO

Fundamentos de redes neuronales de

Hopfield

Las redes neuronales de Hopfield constituyen un modelo recurrente de gran interés
en el ambito de la matematica aplicada, pues permiten analizar el comportamiento
colectivo de ecuaciones no lineales mediante el formalismo de los sistemas dinamicos.
Su formulaciéon parte de un circuito eléctrico que emula la senal entre neuronas y
se basa en la representacion del estado de la red como un vector dindmico cuya
evolucién temporal estd gobernada por diferencias (en el caso discreto) o ecuaciones
diferenciales (en el caso continuo).

Una de las caracteristicas esenciales de este modelo es la existencia de un fun-
cional de energia o funcién de Lyapunov, cuya disminucién monoétona garantiza que
la dinamica de la red converge hacia estados estables. Este hecho permite relacionar

las redes de Hopfield con problemas de estabilidad, teoria de sistemas dinamicos y
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principios de optimizacion matematica. En particular, los estados estables corres-
ponden a minimos locales de la funciéon de energia, lo que brinda una interpretacion
natural en términos de memorias asociativas o soluciones aproximadas a problemas

de optimizacién combinatoria.

El presente capitulo tiene como propédsito presentar los fundamentos matemati-
cos de las redes neuronales de Hopfield. Se iniciara con la teoria basica de célculo
para comprender los conceptos matematicos que se necesitaran; después se hara una
recapitulacién de la teoria de circuito del cual se desprenden, principalmente la Ley
de Kirchhoff en sus dos partes; luego se mostraran algunos preliminares sobre redes
neuronales y su principio bioldgico, se dard la descripcién formal de su estructura y
ecuaciones de evolucion, tanto en su versién discreta como continua. Posteriormen-
te, se demostrara su papel como criterio de convergencia hacia puntos de equilibrio.
Todo esto para dar sustento al capitulo 2 en el que se establecerd la conexién con la
teoria de estabilidad de Lyapunov y se discutiran las implicaciones de este marco en

el andlisis del comportamiento global de la red.

1.1. Teoria basica sobre calculo

Gracias a los cambios y la variabilidad que se observa en la naturaleza, el calculo
infinitesimal brinda el soporte matematico para comprender y analizar estos eventos.
Usualmente son representados por sistemas dinamicos. En esta seccién se revisan
los conceptos esenciales para entender la teoria sobre las funciones de Lyapunov,
los cuales fueron obtenidos de [4], [16], [34], [36], [38] y [39]. Para llegar a ello, se
comienza con la definiciéon base de funcion, la cual representa una relacién entre

variables de entrada y salida. Formalmente, se define a continuacién:
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Definicién 1.1.1. Una funcién f es una relaciéon que asigna a cada elemento

x del dominio exactamente un elemento y del contradominio (ver Figura

1.1).

Dominio Contradominio

X Y

Figura 1.1: Representacion de una funcién f(x) = y.

J

Notese que la Definicién 1.1.1 es para el espacio de los reales R. Para poder exten-
der el concepto de funcién a cualquier niimero de variables, se considera un espacio
numérico de dimensiéon n y se denota por R" siendo R el espacio de nimeros
reales. Al tomar un punto x € R™, este se escribe de la forma x = (z1,z9,...,2,).

En general, las funciones pueden tener cualquier dimension. Estas suelen ser

llamadas y definidas de la siguiente manera:
» Funcién escalar: f : R — R con f(z) = v.
» Campo escalar: f: R" — R con f(z1,...,2,) = 2.
» Campo vectorial: F': R" — R™ con F(z1,...,2,) = (Y1, -, Ym)-

Cada una de ellas aportan diversos significados y son utilizadas para interpretar

diversas area complejas y asi modelarlas. De hecho, cuando se analiza la dindmica
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de estas funciones con respecto al tiempo t, se da origen a los operadores diferen-
ciales: gradiente, jacobiano, matriz hessiana y laplaciano. Cada operador se utiliza a

distintas necesidades.

Definicién 1.1.2. Sea un campo escalar f : R — R, el gradiente de f
en un punto z = (x1, 2y, -+ ,2,) € R" se define como el vector de derivadas
parciales:

Vf = (Fo @ (b (@)

Oxy " 0xy T Ony,

J/

El gradiente representa de forma geométrica al vector direccién de la funcién f.

Ejemplo 1.1.1. Para f(x,y) = 22 + 9%, el gradiente es Vf(z,y) =

of (x, of(x,
( [ea) féyy)) — (21, 2y).

Geométricamente, en la Figura 1.2 se observa la direccion hacia la que se dirige

el gradiente de f.

Funcién fix, y) = x? + y? y su gradiente Vf(x, y)

10

fix,y)

0.0

Figura 1.2: Representacién del vector direccién de la funcién f(z,y) = 2 + 9>
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Definicién 1.1.3. Para un campo vectorial F : R® — R™ con componentes
F(z) = (Fi(z),Fa(x), - ,Fp(z)) y o = (21,22, -+ ,2,). La matriz jacobia-

na Jp(z) es la matriz de dimensién m x n dada por:

%) B o EE)

OF: oF: OF:
o | @ @ B

5@ Gp@) o g

El jacobiano generaliza la derivada para funciones multivariables. Por ejemplo:

Ejemplo 1.1.2. Sea F : R? — R? definida por:

Fl(x7 y) Jf2y
F(z,y) = =
Fa(z,y) sin(zy)
El jacobiano es:

aFl(x7y) 8Fl(xvy)

2
Jr (l’, y) = aFa(gC ) BFa(y ) - " )

Definicién 1.1.4. Dado un campo escalar f : R® — R y un punto z =

(r1,x9, -+ ,x,), la matriz hessiana es la matriz n x n de segundas derivadas
parciales:
[ 92 92 92 i
8_33% ('CE) 0x10x2 (.CE) U 0x10Tn (.CL')
o2 f 2f f
Hf(.’l]) _ Ox20x1 (l‘) B_mg(x) T O0x20xn (l’)
o2 f B2f 2f
| 0z 011 (fL‘) O0xn, 0o ($) U @(l’) ]

J

La matriz hessiana proporciona informacién sobre la curvatura de f y con esto
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se logra obtener informacion sobre sus puntos criticos. Por ejemplo,

Ejemplo 1.1.3. Si f(z,y) : R?> — R tal que f(z,y) = 2? + ¢?, la matriz

hessiana es:

FE - 2 2 -
@i,gm y) Gh(=, y) 0 2

J

Sea C! el conjunto de funciones reales continuas y que poseen primera derivada
continua. Esto quiere decir que una funcién f es de clase C! si es continua y su

derivada también lo es. El siguiente ejemplo ilustra a una funcion de este tipo.

Ejemplo 1.1.4. La funcién lineal f(z) = 2z es de clase C'! dado que la funcién

f(z) es continua y su derivada f’(x) = 2, también es continua (ver Figura 1.3).
Gréfico de f(x) y f'(x)

10.0 4 — flx)=2x

fiix) =2

7.5 1

5.0

2.5

= 0.0

—2.5 4

—5.0

—7.5 4

—10.0

T T : T
-4 -2 0 2 4

Figura 1.3: Ejemplo donde f(z) y f’(x) son continuas.

Definicién 1.1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un conjunto U C X se

denomina conjunto abierto si y solo si pertenece a la coleccion 7, es decir:

Uer
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Esto significa que los conjuntos abiertos son exactamente los elementos de la
topologia 7 definida sobre X.

Alternativamente, en términos de propiedades:
1. 0 y X son abiertos: ) € 7, X € 7.

2. La unién arbitraria de abiertos es abierta: Si {U;},e; C 7, entonces
Uie] Uz & 7

3. La interseccion finita de abiertos es abierta: Si Uy, ..., U, € 7, entonces

ﬂZ:l Uk eT.

En un espacio métrico (X, d), la definicién equivalente es:
Un conjunto U C X es abierto si para todo z € U existe un € > 0 tal que la bola

abierta B(x,e) C U.

Definicién 1.1.6. Sea F : U C R® — R? un campo vectorial de clase C!
definido en un conjunto abierto U, donde F = (F,, F},, F,) en coordenadas

cartesianas. La divergencia de F se define como:

OF, N O0F, N OF,
ox dy 0z

div(F) =V -F =

9z’ 9y’ 9z

donde V = ( @ G o ) denota el operador nabla.

La interpretacién fisica de la divergencia v en un punto (z,y) es (ver Figura 1.4)

» Si Vv > 0: Indica la presencia de una “fuente” en el punto (z,y), es decir,

el flujo neto de salida es positivo.

= Si V-v < 0: Indica la presencia de un “sumidero”, donde el flujo neto de salida

es negativo, lo que significa que el campo converge hacia el punto (z,y).
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» Si Vv =0: El flujo neto en el punto (x,y) es nulo. Si la divergencia es cero

en todo el dominio, el campo se denomina solenoidal.

Figura 1.4: Interpretacién fisica de la divergencia. Extraido de [30].

Definicién 1.1.7. El laplaciano de un campo escalar f : R® — R se define

como la divergencia del gradiente:

n a2f
Af_vw_izla—x?.

Generalmente se utiliza en ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 1.1.5. Cuando f(z,y) = 2® + 3>, entonces

_82f an_

- J

Algunos de los teoremas que se utilizaran en este trabajo con frecuencia son los

siguientes:

Teorema 1.1.1. Regla de la cadena. Sean f:R" — R™ y g : R — RP

funciones diferenciables. Entonces:

Jgor(x) = Jo(f () - J¢ (),

donde - denota multiplicacion matricial.
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Teorema 1.1.2. Teorema Fundamental del Cdlculo (Parte 1). Si f es

una funcion continua en el intervalo [a,b], entonces la funcion F definida por
F(z) = / ft)dt, para x € [a,b
es continua en [a,b], diferenciable en (a,b), y su deriwada es f(x). Es decir,
: d{[*
Py =L pwa = 1) (L1)

Teorema Fundamental del Cdlculo (Parte 2). Si f es continua en [a, b]

y F' es una primitiva de f (es decir, F' = f), entonces:

/ F(@)dz = F(b) — Fla). (1.2)

Definicién 1.1.8. Un sistema dinamico (X, 7, ®) se define como:

= X es un conjunto no vacio llamado espacio de estados o espacio de

fases.
= 7 el conjunto de tiempos, que puede ser:

1. Discreto: T =Z o T = N (incluyendo el 0).

2. Continuo: 7 = R.
= La aplicacién @ : T x X — X es una funcién que satisface:

1. ®(0,z) = x para todo z € X

2. Paratodot,se T yz e X:

O(t, P(s,x)) = D(t+ s, )
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Para un tiempo fijo t € T se denota,
®,: X - X donde & (z)=P(¢,x).

En el caso discreto (T = Z o N), el sistema se describe completamente por un
homeomorfismo f : X — X donde ®,(z) = f"(z) paran € T.

En el caso continuo (7 = R), el sistema estd generalmente definido por un
campo vectorial F': X — Y que genera un flujo ¢ a través de la ecuacion

diferencial:

d
Z0(t,x) = F(®(t,2)).

En particular, una trayectoria del sistema dinamico

es una curva z(t) que satisface la ecuacién diferencial para todo tiempo ¢ en un

intervalo I C R.

Ejemplo 1.1.6. Se considera el sistema dinamico continuo definido por:

En este caso, los elementos del sistema dindmico (X, 7, ®) son:

» X =R? es el espacio de estados, donde cada punto (z,y) € R? repre-

senta un estado del sistema.
» 7 =R es el conjunto de tiempos (continuo).

» La aplicacién ® : R x R?2 — R? est4 dada por:
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7

Tocost — ypsint
é(ta (x()?y())) = )
Tosint + yo cost

que satisface:
1. ®(0, (x0,y0)) = (w0, yo) (condicién inicial).
2. O(t, D(s, (xo,%0))) = P(t + s, (x0,y0)) para todo t,s € R (propiedad de
grupo).

Este sistema estd generado por el campo vectorial F' : R? — R? definido por:

F(xay> = (_yax)a
a través de la ecuacion diferencial:

d
—0(t,7) = F(D(t,2)).

Las trayectorias del sistema son curvas (®i(¢,xo,yo), P2(t, zo,%0)) que sa-
tisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales para todo t € R. En este caso
particular, las trayectorias son un conjunto de circulos que comparten el mismo

punto central.

Campo vectorial y trayectorias: x= -y, y = x

-—- =1

-4 -2 o 2 a

Figura 1.5: Representacion de las trayectorias de ¢ = —y y y = .

Mayra Agama Santiago
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Definicién 1.1.9. En un sistema dinamico, un atractor es un conjunto hacia
el cual evolucionan las trayectorias, es decir, el sistema convergera hacia un
conjunto particular de valores o un patrén, definido desde condiciones iniciales

en su cuenca de atraccién. Pueden ser puntos o conjuntos complejos.

Ejemplo 1.1.7. En el sistema dindmico definido por & = —z, el origen (z = 0)
constituye un atractor. En efecto, el origen es un punto fijo del sistema, ya
que satisface © = —x = 0, lo que implica z = 0.

Para analizar su estabilidad, se resuelve la ecuacion diferencial mediante se-

paracion de variables: ‘Cll—’t““ = —x, cuya integracién es In|z| = —t + C. Asi la

solucién general x(t) = zpe™", donde xo = 2(0) representa la condicién inicial.

El comportamiento asintético revela que para cualquier condicion inicial zy #

t

0, se cumple limy;_, . z(t) = lim;_,o, zpe " = 0. Esta convergencia hacia el ori-

gen, caracteriza al punto fijo como un atractor estable.

Campo direccional de x = —x

=== Punto fijo: x=0

-4 -2

Figura 1.6: Representaciéon de un atractor: todas las trayectorias convergen al

origen.

La Figura 1.6 ilustra un atractor global del sistema.
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En resumen, estas definiciones se usaran a lo largo de la tesis, asi como los ope-

radores que se definen. Por ejemplo, el jacobiano describe la dindmica local de un
sistema dindamico; el hessiano caracteriza los puntos criticos, y el laplaciano aparece
en ecuaciones que van cambiando respecto al tiempo. Asi también, las trayectorias
surgen cuando se integran campos vectoriales, mientras que los atractores revelan el

comportamiento asintotico.

1.2. Teoria basica sobre circuitos

El estudio de los circuitos eléctricos es fundamental para comprender el compor-
tamiento de las redes neuronales de Hopfield. Este apartado introduce tres pilares
esenciales para el analisis de circuitos: la Ley de Ohm, las Leyes de Kirchhoff y el Am-
plificador Operacional, haciendo énfasis en la corriente eléctrica. Estos fundamentos
permitiran sentar las bases para el estudio de circuitos no lineales y dinamicos. La
informacién detallada se encuentra en [2], [14], [15], [17], [18], [21], [23] ¥ [40].

Antes de presentar las leyes fundamentales que rigen el comportamiento de los
circuitos eléctricos, es necesario comprender qué son los circuitos eléctricos, especifi-
camente los que utilizan corriente directa. En general, un circuito eléctrico esta
compuesto por distintos dispositivos llamados componentes eléctricos. Pueden
ser tanto activos como pasivos. Los activos tienden a generar o alimentar energia
(baterias, generadores, amplificadores operacionales, entre otros), mientras que los
pasivos consumen la energia (resistencias, capacitores, inductores, etc.). El aspecto
fisico de algunos componentes eléctricos cominmente utilizados se ilustra en la Fi-
gura 1.7. Estos elementos tienen el papel de dar lugar a la formacién de circuitos
eléctricos, y estos a su vez forman modelos (desde el punto de vista de la ingenieria).

Estos modelos describen la relacion que existe entre el voltaje y la corriente.

Cuando un conjunto de componentes activos es fuente de alimentacién para ele-
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COMPONENTES
Activos

Es capaz de suministrar Circuito  Transistor Zener
i ircui i Diode

energia a un circuito  Integrado ik

eléctrico. ‘,

|
Pantalla de

siete segmentos” - Bateria

Pasivos —mem—

N
No es capaz de Resistencia Inductor  Capacitor

suministrar energia a :
un circuito eléctrico. i €&
Sélo puede recibir . =

energia. Transformador Switch  Thermistor

[[N/electronic

LED

Figura 1.7: Ejemplos de algunos componentes eléctricos representativos (Fuente [28]).

mentos pasivos, se da paso a la préxima definicion.

Definicién 1.2.1. Un circuito eléctrico es un conjunto de componentes
eléctricos interconectados que forman una trayectoria cerrada, permitiendo el

flujo de corriente eléctrica.

Todo circuito eléctrico funcional debe contener tres elementos esenciales:

» Una fuente de energia que proporcione la fuerza electromotriz (pila, bateria

o generador).

= Un receptor que transforme la energia eléctrica en otra forma de energia

(lampara, motor, resistencia).

= Los conductores siguen un camino continuo para que la circulacion de co-

rriente exista.

En la Figura 1.8 se observa la representacion esquemaética de un circuito elemental

que contiene estos tres componentes interconectados en una trayectoria cerrada.
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Receptor

Fuente

Figura 1.8: Ejemplo béasico de un circuito eléctrico cerrado con fuente y receptor.

Definicién 1.2.2. La corriente eléctrica (I) se define como la tasa de flujo

de carga eléctrica a través de un conductor. Matematicamente se expresa como

donde ¢ es la carga en coulombs [C] y ¢ el tiempo en segundos [s]. La unidad
de corriente es el amperio [A]. En los metales, la corriente es producida por el

movimiento de electrones, pero por convencién se considera el flujo de cargas

positivas.

Existen dos tipos de corrientes:

. L Corriente Alterna,
Corriente eléctrica

Corriente Directa o Corriente Continua.

Definicién 1.2.3. La corriente continua (CC) o corriente directa (DC)
mantiene la direccion de la corriente eléctrica, es decir, no cambia con el tiempo,

permaneciendo siempre del polo positivo al negativo o viceversa.

Definicién 1.2.4. La corriente alterna (CA) cambia periédicamente de di-
reccion y magnitud; dicho de otro modo, la corriente fluye en una direccion,

luego invierte su sentido a la direccién opuesta y repite este ciclo constante-

mente.
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La corriente alterna, como se observa en la Figura 1.9-(a), varia en forma de una

senoidal perfecta a través del tiempo, mientras que la corriente continua, Figura 1.9-
(b), se mantiene constante en el tiempo. Esta investigacion se centra en la corriente

continua o directa.

| (a | || I (b)

Figura 1.9: Corriente alterna (a) y corriente continua (b) (Obtenida de [21]).

Enseguida se presenta el Ejemplo 1.2.1 para comprender mejor los tipos de co-

rriente.

( 7

Ejemplo 1.2.1. ;Qué tipo de corriente llega a las casas?

A los hogares llega principalmente corriente alterna porque:
= Permite transformar el voltaje facilmente usando transformadores.
= Facilita su transporte a largas distancias.
= Es mas facil de generar en grandes cantidades.

.Doénde se usa corriente continua?

Aunque llega CA a nuestras casas, muchos dispositivos electrénicos (teléfonos,
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computadoras, televisores) funcionan con CC. Por esto, incluyen adaptadores

o fuentes de poder que convierten CA a CC.

Para analizar circuitos mas complejos, es necesario introducir definiciones que

describen las conexiones entre componentes:

Definicién 1.2.5. Una rama representa un solo elemento, como una fuente

de tension o de resistor.

Definicién 1.2.6. Un nodo es el punto de conexién entre dos o mas ramas.

Definicién 1.2.7. Un lazo comienza en un nodo y es cualquier trayectoria

cerrada en un circuito.

Definicién 1.2.8. Una malla es un lazo que no contiene otro lazo dentro de

él.

J

La Figura 1.10 tiene cinco ramas: la fuente de tensién de 10V, la fuente de
corriente de 2A y los tres resistores (52, 202 y 3€2). Cuenta con 3 nodos denotados
con puntos: a,b y c. Note que el nodo b estd compuesto por tres puntos conectados
por alambres conductores y, por lo tanto, se convierte en un solo nodo, analogo al

nodo c.

a 5Q b
J\\J"..\\.-"ﬂ\z"‘\\' ’ )
v (* 2030 < G 2A

Figura 1.10: Ejemplo de un circuito con 3 nodos y 5 ramas (Extraida de [2]).
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Las definiciones presentadas establecen las bases para describir las estructuras de

los circuitos eléctricos. Se iniciara definiendo lo siguiente:

p
Definicién 1.2.9. El voltaje (o diferencia de potencial eléctrico) entre dos

puntos A y B se define como el trabajo por unidad de carga que debe realizarse
para mover una carga de prueba ¢ del punto A al punto B en contra del campo
eléctrico. Matematicamente se expresa como:

B
V:WAB:/ E-d.
q A

donde:

V es el voltaje entre los puntos Ay B [V].

Wag es el trabajo realizado [J].

» ¢ es la carga eléctrica [C].

E es el campo eléctrico.

dl es el elemento diferencial de camino.

El voltaje representa la energia potencial eléctrica por unidad de carga y es la

fuerza impulsora que hace fluir la corriente en un circuito.

Definicién 1.2.10. Una resistencia eléctrica R es la oposiciéon que un mate-
rial ofrece al paso de la corriente eléctrica. Se mide en ohmios (2) y su valor

determina cuanta corriente puede pasar a través de un circuito.

Una ley conocida por su utilidad es la Ley de Ohm. Establecida por Georg Simon
Ohm, relaciona el voltaje (V'), la corriente (/) y la resistencia (R) en un elemento

resistivo:
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V =IR.

Esta ley indica que la caida de voltaje en una resistencia es directamente proporcional

a la corriente que fluye a través de ella.

Otras leyes que seran referidas recurrentemente en esta investigacion son las Leyes

de Kirchhoff, estas son esenciales para el andlisis de circuitos eléctricos complejos.

Usualmente se introducen como definicién de la siguiente manera.

Definicién 1.2.11. La ley de Kirchhoff se divide en dos igualdades:
» Ley de Corrientes de Kirchhoff (LCK) o Primera Ley de
Kirchhoff.

Establece que la suma de las corrientes I que entran a un nodo es cero.

Matemaéaticamente:
n
)
k=1

donde n es el nimero de ramas conectadas al nodo tal que I} es la k—ési-

ma corriente que entra (o sale) al nodo.

= Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) o Segunda Ley de Kirchhoff.

Establece que la suma de los voltajes alrededor de cualquier lazo o tra-

yectoria cerrada es cero:
n
E Vi =0,
k=1

donde Vj, representa el voltaje y n es el nimero total de ramas en el lazo.

J

La Primera Ley de Kirchhoff (LCK) conserva la carga eléctrica en los circuitos

eléctricos; mientras que la Segunda Ley de Kirchhoff (LVK) conserva la energia

eléctrica que existe en el circuito. Por ejemplo, se observa en la Figura 1.11 que al

Mayra Agama Santiago
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aplicar la Ley de Corrientes de Kirchhoff se tiene
11+ (—’iQ) + ig + 14 + (—’i5) = 0,

dado que las corrientes i1, i3 e i4 entran al nodo, a diferencia de i, e i5 que salen de

él.

Figura 1.11: Representacién de la Primera Ley de Kirchhoff LCK (Tomada de [2]).

Para aplicar la Segunda Ley de Kirchhoff (LVK) a la Figura 1.12, es fundamental
seguir una regla de recorrido clara y consistente. La LVK establece que la suma

algebraica de todos los voltajes en una malla cerrada es igual a cero.

© ) @O~

Figura 1.12: Representacion de un circuito aplicando la Segunda Ley de Kirchhoff

LVK (Fuente [2]).

La regla fundamental para asignar los signos durante el recorrido es la siguiente:

al pasar por un componente, si la primera terminal que se encuentra es la
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positiva, el voltaje se toma con signo positivo (+); si la primera terminal
es la negativa, se toma con signo negativo (-).

Supdngase que se inicia el recorrido en la rama del voltaje vy v se sigue la malla en
sentido de las manecillas del reloj (aunque el sentido puede ser arbitrario, siempre que
se mantenga consistente a lo largo de todo el recorrido). Aplicando metédicamente

la regla de signos:

= Al comenzar en v,, la primera terminal encontrada es la positiva, por lo que

se tiene +vs.
= Después, en vz la primera terminal es positiva y se obtiene +wvs.

= Al llegar a vy, la primera terminal encontrada es la negativa, resultando en

—Vy4.
= En v5, la primera terminal es positiva, obteniendo +uvs.

= En vy, la primera terminal es negativa, por lo que —uv;.
Al sumar todos los términos e igualar a cero, se obtiene:
+v9 — vy +v5 — v +v3 =0.

Este procedimiento demuestra la importancia de definir un sentido de recorrido y
aplicar sistematicamente la regla de signos para obtener correctamente la ecuacion
de la LVK.

Existen dos formas fundamentales de organizar los componentes: circuitos en serie
y circuitos en paralelo. Cada uno posee caracteristicas diferentes y es 1til saber de
ellas, ya que se puede predecir como se comportard la corriente, cémo se dividira el
voltaje y por qué algunos circuitos son mas confiables que otros. Las diferencias se

presentan a continuacion:
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» En un circuito en serie (ver Figura 1.13), los componentes estdn conectados

uno tras otro, formando una tnica trayectoria para la corriente. La corriente
que fluye a través de cada componente es la misma, mientras que el voltaje
total aplicado al circuito es igual a la suma de los voltajes individuales en cada
componente. La resistencia total en un circuito serie es la suma de todas las

resistencias individuales:
Rtota1:R1+R2+R3+"'+Rn-
Son utilizados en series de luces navidenas o dispositivos de proteccion.

Una trayectoria,
AaB

Una trayectoria, Una
AaB trayectoria,
AaB

Una trayectoria,
AaB

Una trayectoria,
AaB

Figura 1.13: Ejemplos de circuitos en serie con la misma corriente. Recopilado de

17].

» En un circuito en paralelo (véase Figura 1.14), los componentes estdn conecta-
dos entre los mismos dos puntos, proporcionando multiples trayectorias para
la corriente. El voltaje es el mismo en todos los componentes, pero la corriente
total es la suma de las corrientes individuales en cada rama. La resistencia

total se calcula como:

Lot 1
Rtotal Rl RQ RS Rn

Usados en instalaciones eléctricas domésticas.
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A A o A A
+ + + +
4
5$§ ;%E ’ 49
Bo Bo B B o] B

Figura 1.14: Ejemplos de circuitos en paralelo con dos trayectorias. Extraido de [17].

Una parte relevante en la formulacion del circuito que da origen a las redes neu-
ronales de Hopfield son los amplificadores operacionales, coloquialmente conocidos

como opamp, que se introducen como definicién a continuacion.

Definicién 1.2.12. El amplificador operacional es un elemento de circuito
electronico, disenado para su uso con otros elementos de circuito que lleven a

cabo operaciones de procesamiento de senales especificadas.

En la Figura 1.15 (a) se ilustra fisicamente un amplificador operacional. Este
consta de ocho clavijas (ver Figura 1.15 (b)) : dos ajustes de acero, entrada inversora,

entrada no inversora, v_, salida, v; y sin conexion.

AN

741
Ajuste de cero @ Vista superior @ Sin conexién

Entrada inversora @ @ vy (USUaE%ﬂ\I’e}

Entrada i
no inversora @ @ Salida

v_ (usualmente C
0

-15V) @ Ajuste de cero

(a) (b)

Figura 1.15: Caracteristicas de un amplificador operacional. Tomado de [14].

Debido a que existen muchas modificaciones de los amplificadores operacionales,
se hace énfasis solo en el amplificador operacional ideal. La cual se define a conti-

nuacion.
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Definicién 1.2.13. Un amplificador operacional ideal debe cumplir con:
= Corriente de entrada en nodo inversora i; = 0.
= Corriente de entrada en nodo no inversora is = 0.

= Los voltajes de los nodos cumplen que v; = vs.

La Figura 1.16 proporciona un bosquejo de la Definiciéon 1.2.13.

Nodo de entrada .
= 0

inversora i
5 - <~— Nodo de
+ Nodo de entrada salida
no inversora +c i +

ip=0

U1
Up =07 Vo

O —l_ O

Figura 1.16: Amplificador operacional ideal (Recopilada de [14]).

Los conceptos de corriente eléctrica, Ley de Ohm, Leyes de Kirchhoff y amplifica-
dores operacionales son fundamentales para el analisis de circuitos eléctricos. Estos
principios son esenciales para el estudio de sistemas complejos como las redes neu-

ronales de Hopfield.

1.3. Teoria basica sobre algebra

Las redes de Hopfield fundamentan su entrenamiento por la Regla de Hebb, la
cual se basa en conocimiento algebraico. Este conocimiento también sera de utilidad
para analizar la estabilidad de puntos fijos en un sistema dinamico. Por tal motivo,
esta seccion incluye teoria basica sobre algunos temas de algebra lineal. Los conceptos

fueron reunidos de [22].
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Para comenzar, un campo F es un conjunto junto con dos operaciones binarias,

llamadas suma (+) y multiplicacién (-), que satisfacen las siguientes propiedades

para todo a,b,c € F:

Asociatividad: (a +b)+c=a+ (b+c)y(a-b)-c=a-(b-c).
Conmutatividad: a +b=b+aya-b=0b-a.

Elementos neutros: Existen 0,1 € F talesquea4+0=aya-1=a.
Inversos aditivos: Para todo a, existe —a tal que a + (—a) = 0.
Inversos multiplicativos: Para todo a # 0, existe a™! tal que a-a™! = 1.

Distributividad: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

Se define un espacio vectorial V' sobre un campo F como un conjunto de ele-

mentos llamados vectores, junto con dos operaciones: + y (-), satisfacen que para

todo u,v,w € V y todo o, B € F:

. Cerradura bajo la suma: u +v € V.

Conmutatividad de la suma: v+ v = v + u.

. Asociatividad de la suma: (u+v) +w = u + (v + w).
. Existencia del vector cero: Existe 0 € V' de tal forma que u+0 = 0+u = u.

. Existencia del inverso aditivo: Existe —u € V tal que u + (—u) = 0.

Cerradura bajo producto por escalar: a-u eV

Distributividad respecto a la suma de vectores: a- (u+v) = a-u+a-v.

. Distributividad respecto a la suma de escalares: (a+f)-u = a-u+p-u.
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9. Compatibilidad de productos: (af) - u=a- (5 u).

10. Elemento neutro multiplicativo: 1-u = u.

Definicién 1.3.1. Un vector v es combinacién lineal de los vectores

V1, Vg, ..., U Si existen escalares cq,co, ..., c; tales que:
V= C1U1 + CoUs + - - - + CLUL.

El conjunto de todas las combinaciones lineales se denomina espacio genera-

do por {vy,...,vx} y se denota por span{vy, ..., vy}

Ejemplo 1.3.1. En R3, el vector (7,2,9) es combinacién lineal de (1,0,1) y
(0,1,2) pues:

(7,2,9) = 7(1,0,1) + 2(0, 1, 2).

Definicién 1.3.2. Un conjunto de vectores {vy,vs,..., vz} es linealmente

independiente si la tinica solucién de:
c1v1 + coUg + -+ + cxvp =0

es c; = ¢ = --- = ¢ = 0. En caso contrario, el conjunto es linealmente

dependiente.

Ejemplo 1.3.2. Los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1) en R? son linealmente
independientes. Sin embargo, (1,2,3), (2,4,6) y (1,1,1) son linealmente de-

pendientes, pues:

2(1,2,3) — 1(2,4,6) + 0(1,1,1) = (0,0,0).
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Definicién 1.3.3. La transpuesta de una matriz A de m x n, denotada por
AT es la matriz de n x m cuyas columnas son las filas de A. Es decir, si

A = [a;;], entonces AT = [ajq].

Las propiedades de la transpuesta son:
1. (AT = A.

2. (A+B) = AT + BT,

3. (AB)T = BT AT,

4. (cA)T = cAT para cualquier escalar c.

5. Si A es invertible, entonces (A7)t = (A=1)T.

1 2 3
Ejemplo 1.3.3. Para A = , su transpuesta es:
4 5 6
1 4
AT =12 5
3 6
Definicién 1.3.4. Dados dos vectores u = (uj,ug,...,u,) y Vv =
(v1,09,...,0,) en R" el producto punto se define como:
WSV = ugvr o Ugts o Ul = Y U0
i=1

El producto punto tiene las siguientes propiedades:

22u-(v+w)=u-v+u-w.
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3. c(u-v)=(cu)-v=u-(cv).

4. u-u>0,yu-u=0siysolosiu=0.

Definicién 1.3.5. Dos vectores u y v en R” son ortogonales si su producto

punto es cero:

Un conjunto de vectores es ortogonal si todos los pares de vectores distintos

en el conjunto son ortogonales.

Definicién 1.3.6. Un conjunto de vectores es ortonormal si es ortogonal y

cada vector tiene norma 1. Es decir, v; - v; = d;;, donde

0 sit#j

1 sii=j

(5@' =

y se llama delta de Kronecker.

Ejemplo 1.3.4. Los vectores u = (1,0,—1) y v = (1,1,1) son ortogonales

pues:

- v = (L) + (0)(1) + (~1)(1) = 0.

Definicién 1.3.7. Un subconjunto H de un espacio vectorial V' es un subes-

pacio de V si:
» El vector cero de V esta en H: 0 € H.

= H es cerrado bajo la suma de vectores: Si u,v € H, entonces u+v € H.
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= H es cerrado bajo la multiplicacién por escalares: Siu € H y ¢ € F,

entonces cu € H.

Definicién 1.3.8. El complemento ortogonal de un subespacio W de R",
denotado por W+, es el conjunto de todos los vectores en R™ que son ortogo-

nales a todo vector en W:

W+ ={veR":v-w=0 para todo w € W}.

Ejemplo 1.3.5. En R3 si W = span{(1,0,0),(0,1,0)}, entonces W+ =
span{ (0,0, 1)}.

Definicién 1.3.9. Sea A una matriz de n x n. Un escalar A es un eigenvalor

de A si existe un vector v # 0 tal que:

Av = \v.

El vector v se denomina eigenvector de A correspondiente a A.

Cabe recordar que una forma para hallar los eigenvalores es resolver la ecuacién

caracteristica:
det(A — M) = 0.
Ejemplo 1.3.6. Para A = , la ecuaciéon caracteristica es:
1 2
2—A 1 ) )
det =2-AN)"=-1=X—-42+3=0.
1 2—A
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Las soluciones son \y =1y Ay = 3.

Para A\; = 1, resolvemos (A — I)v = 0:

1 1] (v 0 1
1 1] |ve 0 —1
Para Ay = 3:
1 1] |y 0 1
= = Vy =
1 —1| | 0 1

Definiciéon 1.3.10. Dada una transformacion lineal 7' : V' — W entre dos
espacios vectoriales, el nicleo (o kernel) de T es el conjunto de todos los

vectores en V' que se mapean al vector cero en W:
ker(T)={veV |T(v) =0y}

El nticleo es un subespacio de V.

Definicién 1.3.11. El eigenespacio correspondiente a un eigenvalor A de una
matriz A es el conjunto de todos los eigenvectores correspondientes a A, junto

con el vector cero:

E\y={veR": Av = v} = Niicleo(A — AI).

Cada eigenespacio es un subespacio vectorial de R"™.

Ademas, los eigenvectores correspondientes a eigenvalores distintos son lineal-

mente independientes.

30
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Ejemplo 1.3.7. Sea la matriz

3 10
A=10 3 0
0 0 2

La ecuacién caracteristica es (3 —\)?(2—\) = 0, asf que A; = 3 (multiplicidad

algebraica 2) y Ao = 2. Para \; = 3:
01 0 1
A-3I=10 0 0 | = E3=span 0
00 —1 0

Para \y = 2:

1 10 0
A—-2I=10 1 0| = E, =span 0
0 0O 1

Los conceptos de algebra lineal tienen aplicaciones fundamentales en diversas
areas. Particularmente, en sistemas dinamicos los eigenvalores determinan la estabi-

lidad de puntos fijos.

1.4. Teoria basica sobre redes neuronales

Para contextualizar las redes de Hopfield, en este apartado se muestran algunas
definiciones bésicas y fundamentos tedricos sobre las redes neuronales.

De acuerdo con algunas investigaciones en [9], [13], [24] y [25], la gran mayoria de
autores indica que la esencia de las redes neuronales provino del principio bioldgico: el
cerebro humano. El cerebro humano es un sistema biolégico fundamental que procesa

informacion de manera paralela, la adapta y es eficiente.
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Ejemplo 1.4.1. Un ejemplo simple es la visién humana. Esta es capaz de

reconocer rostros entre 100 — 200 milisegundos.

Figura 1.17: Vista humana conectada con el cerebro ( Recuperada de [11]).

- J

El cerebro humano consiste en una red masivamente interconectada de elementos
por medio de las neuronas. Cada neurona bioldgica estd compuesta principalmente

por (ver Figura 1.18):

= Las dendritas actiian como una red receptora y conducen senales eléctricas

hacia el cuerpo celular.
= El soma efectiia un proceso de las senales entrantes.

= El axén conduce la senal desde el soma hacia otras neuronas. El punto de
contacto entre el axén de una neurona y una dendrita de otra se denomina

sinapsis.

En general, se puede imaginar a una neurona como un arbol donde las dendri-
tas actian como las raices, recibiendo la informacion que viene de otras células; el
soma representa el tronco, encargado de procesar e integrar toda esa informacion;
el axén funciona como una rama que transporta la senal a lo largo de su recorrido;
y finalmente, las terminales axdnicas son como las hojas que liberan oxigeno al aire
y pasan el mensaje a la siguiente neurona en la sinapsis, pero este arbol no estd

solo, pertenece a todo un bosque frondoso. Asi es como funciona el cerebro y las
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Soma (cuerpo celular)
N

Dendrita

Célula presinaptica

Mieling ——— /

I /!

Sinapsis

Neuro-

transmisor

Terminal axénica

Célula postsinaptica

Figura 1.18: Tlustracién de la anatomia de una neurona biolégica encontrada en [1].

redes neuronales artificiales intentan imitar este comportamiento por medio de los

algoritmos computacionales.

Una neurona artificial contiene los siguientes componentes:

= Entradas : Como su nombre lo indica, representan los datos de entrada y
se agrupan en un vector g = (p1,po,...,pr), donde R denota el nimero de

entradas.

s Pesos Sinapticos : Cada conexion de entrada tiene un peso asociado y se

Mayra Agama Santiago 33



Universidad Tecnolégica de la Mixteca
Licenciatura en Matematicas Aplicadas

agrupan como una matriz

w1 Wi2 -+ WIR

W1 W22 -+ W2R
W =

Wwg1 Ws2 -+ WSR

Cada elemento w;; representa el peso entre la neurona j de la capa de entrada

y la neurona ¢ de la capa de salida.

» Sesgo (bias): Parametro que ajusta la salida de la neurona:

= Combinacion Lineal: La neurona calcula la suma ponderada de sus entradas
més un sesgo (b). Esta operacién se expresa como el producto punto (o

producto interno) entre el vector de pesos y el vector de entrada, mas el sesgo:

R
n = Wﬁ—i—b:Zijpj—i-b. (13)

j=1
» Funcién de Activacién (f): La entrada n es pasada a través de una funcion
de transferencia o activaciéon f, para producir la salida de la neurona a, esto

es:

a=f(n) = FOWF+D). (14)

Las funciones de activacion introducen la no-linealidad necesaria para que la red

pueda aprender patrones. Entre ellas existen:
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Nombre Relacién Entrada/Salida Funcién f
{a =0 n<0

Limite duro hardlim
a=1 n>0
[a =-1 n<0

Limite duro simétrico hardlims
a=+1 n>0

Lineal a=n purelin
a=0 n<0

Lineal saturante a=n 0<n<l1 satlin
a=1 n>1
a=-1 n<-1

Lineal saturante a=n —-1<n<l1 satlins

simetrica a=1 n>1

. . T .
Log-Sigmoide =1 P logsig
. - e —e " .

Tangente hiperbdlica = ape tansig

sigmoide
a=0 n<0

Lineal positiva poslin
a=n 0<n
a =1 neurona con max n

Competitiva compet
a =0 todas las demés

Cuadro 1.1: Funciones de transferencia (Traducida de [13]).
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Las arquitecturas de las redes neuronales exhiben cémo es su funcionalidad. En

la Figura 1.19 se observa la arquitectura de una red neuronal sencilla.

ntrada fCapa de entrada\
P
P>
Ps
Pr
U )

Figura 1.19: Arquitectura de una red neuronal definida por a = f(Wp'+ b) (Modifi-
cada de [13]).

Una red neuronal artificial estd compuesta por distintas capas que trabajan de
manera conjunta para procesar la informacion. La primera de ellas es la capa de
entrada, la cual recibe los datos originales del problema a resolver. Después se en-
cuentra la capa oculta o intermedia, que se encarga de transformar la informacion
mediante operaciones matematicas y funciones de activacion. En esta etapa, las neu-
ronas combinan los valores de entrada con pesos y sesgos, generando representaciones
internas mas abstractas. Finalmente, se localiza la capa de salida, la cual produce

el resultado final de la red (véase Figura 1.20).

capa oculta

capa de
entrada

Figura 1.20: Capas de una red neuronal conectada completamente.
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En conjunto, estas tres capas permiten que la red neuronal aprenda patrones a

partir de los datos y realice predicciones con base en ellos.

1.5. Modelo discreto y continuo de las redes de Hop-

field

La informacién proporcionada en la seccién 1.2 y 1.4 brindan el sustento del
siguiente analisis de las redes neuronales de Hopfield, tanto para el modelo discreto
como el continuo. Las redes de Hopfield son sistemas dindmicos recurrentes que
exhiben propiedades de memoria asociativa, donde la informacién se almacena en

los estados estables del sistema.

1.5.1. Modelo discreto de Hopfield

La arquitectura del modelo discreto de Hopfield consiste en una red de una capa
completamente recurrente, donde cada neurona esta conectada a todas las demas,

excepto consigo misma (véase Figura 1.21).

Figura 1.21: Arquitectura de cuatro neuronas de un modelo discreto de Hopfield

conectadas.

Formalmente, para una red con n neuronas:

» Cada neurona i tiene un estado binario. Las neuronas a; puedes tomar el valor

1o —1.
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= Las conexiones estan definidas por una matriz de pesos simétrica W donde se
debe cumplir que w; = 0. De esto se deduce que no existen autoconexiones, o

bien w;; = 0, para todo .

Se observa en la Figura 1.22 que la red neuronal de Hopfield discreta es de di-

mensiéon S, definida por la ecuaciéon

a(t + 1) = satlins(Wa(t) + b)
con condicién inicial @(0) = P, donde a(t) € R®*! representa el vector de estado en
el instante t, W € R%*S es la matriz de pesos recurrentes, b € R%*! es el vector de
sesgo, y satlins(-) denota la funcién de activaciéon saturacién lineal. El operador D
actua como un integrador discreto que introduce un retardo unitario al ser discreto,

propagando el estado d(t) al siguiente paso temporal.

Capa recurrente ‘
I

SxS n(t+1) ) M5 a(t)
P s Sx1 Sx1 Sx1

- b
S Sx1
\ Y J
D:= integrador a(0)=P a(t+1)=satlins(Wa(t)+b)

Figura 1.22: Red de Hopfield discreta

La funcién de activacién satlins : RS — [—1,1] se define componente a compo-
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nente como:
.
-1 six; < -1
satlins(v;) = ¢z, i —1<a; <1
1 sir; > 1
\
Para almacenar p patrones {f\, s, . - ., pr}, donde cada pj, = [pf, p5, ..., pk]T con
pf € {—1,1}, los pesos se calculan como:
p k k. P .
PP sti#
0 sii = j.
La funcién de energia para el modelo discreto esta dada por
1 3.8 s
V = —EZZwijaiaj —|—Z«9iai, (16)
i=1 j=1 i=1
J#i

donde 6; representa el umbral de activacion de la neurona 7.

Para comprender mejor, veamos el siguiente ejemplo:

trones de entrenamiento:
ﬁl = [17 17 _17 _1]T y 252 = [_17 _17 1a 1]T

Se aplica la ecuacién (1.5) para obtener la matriz de pesos:

Ejemplo 1.5.1. Considere red de Hopfield discreta con 4 neuronas y dos pa-

Mayra Agama Santiago
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wij:ﬁzlﬁ]l‘ +1§?15]Q'a para i # j,
[0 2 —2 2]
2 0 -2 —2
=2 2 0 2
2 2 2 0

Ahora se aplica un patrén de prueba a(0) = [1,1,1, —1]7 y se actualiza:
1. Neurona 1: @; =1-24+1-(=2)+ (1) (=2) =2, a; = 1.
2. Neurona 2: do =1-2+1-(—-2)+ (—1)-(-2) =2, as = 1.
3. Neurona 3: dg =1-(—2)+1-(-2)+(—-1)-2=—6, ag = —1.
4. Neurona 4: @y =1-(-2)+1-(-2)+(-1)-2=—6, ay = —1.

El estado final a = [1,1,—1, —1]7 corresponde al primer patrén almacenado.

La energia inicial y final se obtiene al aplicar la ecuacién (1.6) y es

1
%nicial:_§(2+2_6+2):0 y

1
Vinal = —5(6+6+6+6) = —12.

Confirmando que la energia disminuy6 durante el proceso y por ende la red ya

converge.
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1.5.2. Modelo continuo de Hopfield

El modelo continuo se implementa mediante circuitos eléctricos donde cada neu-

rona corresponde a un amplificador operacional. La dindmica se describe por:

Amplificadores operacionales con funcién de transferencia sigmoide.

Resistencias R;; que implementan los pesos sindpticos.

Capacitores C; que modelan la dindmica temporal.

Fuentes de corriente externas I;.

Las ecuaciones del circuito para cada neurona ¢ salen aplicando las leyes de
Kirchhoff (1.2.11) y se obtiene que:

S
dui U;
Oz% = jgl ﬂjﬂj — E + ]i7

donde v; = f(u;) es la salida del amplificador, T;; son las conductancias del

circuito y f es una funcién sigmoide (ver Figura 1.23).

Iy 1 I SIMBOLOGIA
LS 1} . Resistor
- - = R,
Y ’$’ - . v Amplificador
A Y $_ operacional

+ [¢ Corrientes

7 ﬁ_ se e
« ( Capacitor

+ a, Voltajede salida

1 p
_D/\(:ll _D/:ll _E\'/\(jl +__9 Inversor de salida
m 1y ns| &

Figura 1.23: Circuito eléctrico del modelo continuo de Hopfield (Modificada de [13]).
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En el modelo continuo, el aprendizaje puede realizarse mediante la regla de Hebb

(la cual se abarca en el capitulo 3):

szp], para i 7 j.

La simetria T;; = T}; es esencial para garantizar la estabilidad del sistema.
Para el modelo continuo, la funcién de energia es méas compleja:

S

S
) ) SRS 3y (PR ot

i=1 j=1

donde v; = f(u;) es la salida de la neurona iy f~! es la funcién inversa de la sigmoide.
Los modelos, discreto y continuo, comparten propiedades fundamentales, las cua-

les se muestran en el Cuadro 1.2.

Caracteristica Modelo Discreto Modelo Continuo
Estados Binarios {—1,1} Continuos [—1, 1]
Tiempo Discreto Continuo
Implementacién Software Circuitos analégicos
Aplicaciones Memorias Optimizacién
asociativas continua

Cuadro 1.2: Comparativa entre los modelos discreto y continuo de Hopfield.

Las principales diferencias radican en su implementacién y aplicaciones: el mo-
delo discreto es méas adecuado para aplicaciones digitales y memorias asociativas
(el término de memorias asociativas direccionables se analizard con més detalle en el
capitulo 4), mientras que el modelo continuo ofrece mayor flexibilidad para problemas
de optimizaciéon y puede implementarse fisicamente mediante circuitos analégicos.

En el ambito de las aplicaciones digitales, los modelos discretos son fundamen-

tales en los sistemas de procesamiento digital de senales, en la implementacién de
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redes neuronales artificiales en hardware digital y en el diseno de controladores logl—
cos programables. Su naturaleza binaria lo hace ideal para implementaciones en
microcontroladores [25]. También se emplean en memorias asociativas direccionables
por contenido [27], en sistemas de recuperacién de informacién y reconocimiento de
patrones; por ejemplo, restauran iméagenes borrosas.

Por otro lado, el modelo continuo puede implementarse fisicamente usando am-
plificadores operacionales, resistencias y capacitores [10], lo que permite soluciones
en tiempo real para problemas de optimizacién complejos, procesamiento de senales
analdgicas y sistemas de control automatico con respuesta rapida.

Esta diversidad de implementaciones refleja la versatilidad y utilidad de los mo-

delos de Hopfield.
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CAPITULO

Estabilidad de Lyapunov y el teorema de

invarianza de LaSalle

El analisis de la estabilidad constituye un eje fundamental en el estudio de siste-
mas dindmicos, ya que permite caracterizar el comportamiento de las soluciones en
torno a un punto de equilibrio. Dentro de este marco, el enfoque propuesto por Alek-
sandr Lyapunov, de origen ruso, en 1892, ha demostrado ser una de las herramientas
mas usuales para abordar problemas de estabilidad sin necesidad de resolver explici-
tamente las ecuaciones diferenciales que gobiernan el sistema. Su método se basa en
la construccién de un funcional escalar (conocido como funcién de Lyapunov), que
actila como un analogo de la energia y cuya evolucién temporal refleja la tendencia
del sistema desde o hacia el equilibrio.

La aplicacion del método de Lyapunov requiere, en muchos casos, condiciones

sobre la derivada de la funcién candidata; en este contexto, el Teorema de Invarianza
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de LaSalle amplia las posibilidades del anélisis al considerar conjuntos invariantes y
al establecer criterios de estabilidad asintotica bajo hipdtesis mas generales.

El presente capitulo tiene como objetivo exponer los fundamentos de la estabi-
lidad de Lyapunov y mostrar el Teorema de Invarianza de LaSalle. Se inicia con
los fundamentos matematicos de existencia y unicidad del problema de Cauchy, se
introducen los puntos de equilibrio, estables, asintéticamente estables e inestables.
La seccién 2.2 muestra la teoria basica de estabilidad de Lyapunov; particularmen-
te, se hace énfasis en la funcion de Lyapunov y el teorema de Lyapunov, siendo la
estabilidad asintotica y global parte relevante. Luego, en la seccién 2.4, se definen
los conjuntos invariantes para posteriormente formular el Teorema de Invarianza de
LaSalle.

Con lo expuesto en este capitulo se proporcionan los fundamentos para la ca-
racterizacién del comportamiento asintotico de las redes de Hopfield del capitulo

4.

2.1. Definiciones basicas

Considérese un sistema dindmico, en general no lineal de ecuaciones diferenciales:

dx

i =— = f(z,1), (2.1)

Definicién 2.1.1. Sea f(z,y) una funcién f : D C R*"™ — R" y sea
(x0,%0) € D. Se denomina problema de Cauchy o problema de valo-
res iniciales de primer orden al problema que consiste en buscar funciones
y : I — R” con I un intervalo tal que zo € I e y € C', que verifique la ecua-

cién diferencial ordinaria de primer orden y'(x) = f(x,y(x)) para todo = € I

y la condicién inicial y(zq) = yo.
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Se representa como
Y(z) = f(z,y(x)),

y(7o) = Yo-

(2.2)

J

En particular, si f; y gg L son funciones continuas en un entorno del punto (g, yo) €

R™*!, se satisfacen las condiciones de la Definicién 2.1.1.

El sistema 2.1 se llama no auténomo y se llama auténomo cuando f no de-

pende del tiempo, es decir, & = f(x).

Un concepto central en el estudio de sistemas dinamicos es el de punto de equi-
librio, el cual caracteriza los estados donde el sistema permanece constante en el

tiempo.

Definicién 2.1.2. El estado * € R" se llama punto critico, punto singular

6 estado estacionario del sistema si f(z*,t) = 0 para todo t.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que el punto critico es z* = 0 € R".
En caso de que no lo sea, se hace el cambio de variable z = x — z*, que lleva al punto

x* al origen, dado que los calculos y la teoria se simplifican.

Para caracterizar el comportamiento del sistema alrededor de un punto de equi-

librio, se definen diferentes tipos de estabilidad.

Definicién 2.1.3. Sea z* = 0 un punto critico del sistema. Entonces:

= el punto 0 es estable si Ve > 0,35 > 0 tal que |[z*(¢y)| <

0 implica [|z*(t)]| < €, para todo t > t.

= 0 es asintéticamente estable si es estable y ademés lim;_, o, 2*(t) = 0.
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= 0 es inestable si no es estable, es decir, dJe > 0 tal que Vo >
0 existe x*(to) que verifica [|z*(to)]] < d y [|z*(t)|| > €, para algin

t1 > to. Si ademds esto sucede para todo x*(tg) con ||z*(to)]| < I, en-

tonces 0 se llama completamente inestable.

2.2. Estabilidad de Lyapunov

La teoria de Lyapunov consiste en generalizar el concepto de energia V que
aparece en los sistemas conservativos desde el punto de vista de la Mecanica, donde
es bien sabido que un punto critico es estable si la energia tiene un minimo en dicho

punto.

Una definicion clave en el método directo de Lyapunov es la derivada orbital, que

mide la evolucion de una funcién a lo largo de las trayectorias del sistema.

r

Definicién 2.2.1. Dada una funcién V : R® — R de clase C*, se define la
derivada orbital V de V respecto al sistema & = f (x,t), como la siguiente

derivada direccional:

. dV OV
V dt i—1 8xzx vv f(x )

Notese que, dada una solucion del sistema, se tiene

_ V(i)

Via(t) = =5

El método directo de Lyapunov se basa en la construccién de funciones escalares

que permiten analizar la estabilidad sin resolver las ecuaciones diferenciales.
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Definicién 2.2.2. La funcion V : D C R® — R con 2 = 0 € D es una

funcién de Lyapunov para el sistema 2.1, si verifica lo siguiente:
1. VeCY(D).

2. V es definida positiva, es decir, V(0) =0y V(z) > 0 para todo = € D,
con x # 0.

3. V es semidefinida negativa, es decir, V(0) = 0y V(z) < 0 para todo
zeD.

Teorema 2.2.1. Teorema de Lyapunov

= FEl punto critico x* = 0 del sistema es estable si existe una funcion de

Lyapunov definida en un entorno D C R™ con 0 € D.

» Fl punto critico x* = 0 del sistema es asintoticamente estable si existe
una funcion de Lyapunov definida en un entorno
= DCR" con0€ D tal que V es definida negativa, es decir, V(0) =0 y

V(z) <0 para todo x € D con x # 0.

La siguiente definicion es una generalizacién de la Definicién 2.2.2:

Definicién 2.2.3. Sea V : R® — R una funciéon continuamente diferencia-
ble. Si GG es cualquier subconjunto de R", se dice que V' es una funcién de

Lyapunov sobre G del sistema

da

a 9(a)

si d‘g@ = (VV(a@))Tg(@) no cambia de signo sobre G.

Notese que aqui no se requiere que la funcion sea definida positiva, solo que
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sea continuamente diferenciable. De hecho, la derivada no cambia de signo si es

semidefinida negativa o semidefinida positiva.

2.3. Estabilidad asintética y global

Las redes neuronales de Hopfield son modelos ampliamente utilizados en el cam-
po de la inteligencia artificial para la representacién y almacenamiento de patrones
de memoria mediante procesos de convergencia. Una caracteristica fundamental de
estas redes es su estabilidad, ya que de ella depende su funcionamiento como sistemas
dindmicos. Es aqui donde se pueden aplicar las herramientas poderosas que ofrece la
teoria de estabilidad de Lyapunov, en particular, el uso de funciones de Lyapunov y
el Teorema de Invariancia de LaSalle proporcionan un marco formal para garantizar
la estabilidad global o asintotica del sistema. Sin embargo, atin se requiere un analisis
detallado de las condiciones especificas bajo las cuales estos métodos aseguran la con-
vergencia de la red a estados estables, especialmente para diferentes configuraciones
del espacio de pesos y funciones de activacion.

En este sentido, surge la necesidad de realizar un estudio profundo que com-
bine el modelo matematico de las redes de Hopfield con herramientas de la teoria
de estabilidad, con el fin de caracterizar su comportamiento de manera formal y

fundamentada.

2.4. Conjuntos invariantes

Definicién 2.4.1. Un conjunto de puntos en R" se define como conjunto

invariante con respecto a
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W @, 23

si toda solucién de la ecuacién (2.3) que comience en el conjunto permanece

en el conjunto para todo tiempo t.

Ahora, para V una funcion de Lyapunov sobre G, definase el conjunto

Z = {6: d‘gia) =0, @ en la clausura de G} .

Sea L definido como el conjunto invariante mas grande en Z. Este conjunto
incluye todos los posibles puntos para los cuales la soluciéon podria converger. La
funcién de Lyapunov no cambia en L ya que su derivada es 0 y la trayectoria estara
atrapada en L porque es un conjunto invariante. Ahora, si este conjunto solo tiene
un unico punto estable, entonces es asintoticamente estable. Esta es la esencia del
Teorema Invariante de LaSalle.

En el analisis de sistemas dinamicos, los conjuntos invariantes juegan un papel

crucial para entender el comportamiento a largo plazo de las trayectorias.

2.5. Teorema de Invarianza de LaSalle

Este teorema extiende la teoria de Lyapunov y permite establecer la convergencia
a subconjuntos invariantes del sistema, fortaleciendo los resultados de estabilidad

asintodtica.

Teorema 2.5.1. Teorema de Invarianza de LaSalle
Si V' es una funcion de Lyapunov sobre G para la ecuacion (2.3), entonces

cada solucion d(t) que pertenezca a G para todo t > 0 se aproxima a

£ = 1 Jioch,
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cuando t — oo (Es decir, G es una cuenca de atraccién para L, que contiene

todos los puntos estables). Si todas las trayectorias son acotadas, entonces

d(t) — L, cuando t — 0.

Para comprender mejor el teorema, es 1til definir formalmente qué significa que

una trayectoria sea acotada. En [37] se encuentra la siguiente definicién.

r

Definicién 2.5.1. Una trayectoria acotada de un sistema analitico es una

solucién a(t) para la cual existe una constante M > 0 tal que

la(t)|| < M para todo t € R.

Ademas, cualquier trayectoria @(t) de un sistema analitico puede ser:
» Acotada (||a(t)|| < M para todo t € R).

» Irse al infinito (||a(t)|| — oo cuando t — +00).

» Oscilacién (ni acotada ni irse al infinito) .

Recuérdese que un conjunto C' C R™ es conectado si no existen dos conjuntos
abiertos (en la topologia de C') Ay B, no vacios, tales que C = AUBy ANB = (.
Un corolario til del Teorema de Invarianza de LaSalle, que facilita su aplicacion

en sistemas con regiones acotadas, se enuncia a continuacién.

e A

Corolario 2.5.1. (Corolario de LaSalle)

Sea G una componente (un subconjunto conectado) de

Q, ={a: V(@ <n}

AV (@)

Supongamos que G es acotado, =~ < 0 sobre el conjunto G y sea el conjunto
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L= (LNG)

con £ C G. Entonces £ es un atractor y G C L%, en consecuencia, £° = G.

Los conceptos de estabilidad de Lyapunov y el teorema de invarianza de LaSalle
presentados en este capitulo proporcionan las herramientas tedricas necesarias para
analizar la convergencia y estabilidad de las redes de Hopfield, que seran estudiadas
en el capitulo 4. Estas herramientas permitiran caracterizar los puntos de equilibrio

y los comportamientos asintéticos de dichas redes neuronales.
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CAPITULO

Regla de Hebb

La red de Hopfield no tiene una regla de entrenamiento asociada a ella, es decir,
no se entrena ni aprende por ella misma. En su lugar, se usa un proceso basado
en la funcién de Lyapunov para determinar la matriz de pesos. Este capitulo se
dedica a mostrar una manera de realizar el entrenamiento basado en la regla de
Hebb al considerar la red como una que tiene memoria; por esta razén, se inicia
con la introduccién de esta regla para, posteriormente, retomarla en la seccion de

memoria de contenido direccionable. Toda la informacién fue recolectada de [13].

3.1. Postulado de Donald O. Hebb

Donald O. Hebb nacié en Chester, Nueva Escocia. Comenzé a estudiar a Freud
después de graduarse de la Universidad Dalhousie en Halifax en 1925. Se interesé en

psicologia al estudiar una maestria en la Universidad McGill, donde investigd sobre
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‘\Q&‘ %\.\

Figura 3.1: Donald O. Hebb. Tomada de [19].

el conocimiento Pavloviano. Recibié su Ph.D. en Harvard en 1936 y, en 1949, resumio
las dos décadas de investigacion en “The Organization of Behavior”.

La premisa principal fue que el comportamiento podria explicarse por la accion
de las neuronas y enfatizé la conexién entre estimulos y respuestas. La més famosa

idea fue el postulado que dio origen al conocido aprendizaje Hebbiano:

“Cuando un azxon de una célula A estd lo suficientemente cercano a una célula
B y repetida o persistentemente toma parte en dispararia, algunos procesos
crecen o se llevan a cabo cambios metabolicos en una o ambas células de tal
manera que la eficiencia de A como una de las células que disparan a B es

incrementada.”

La ley del aprendizaje de Hebb se usa en combinacién con una variedad de ar-

quitecturas de redes. Por ejemplo, la red llamada “asociador lineal”, con estructura:

Entrada — Capa lineal — Salida,
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donde la salida es @ = Wp, es decir,

a; = Z wijpj.
j=1
El asociador lineal es un ejemplo de unidad de red neuronal llamada “de memo-

ria asociativa”. La funcién de una memoria asociativa es memorizar () parejas de

vectores prototipo formados por entradas y salidas:

{ﬁla Zf_"1}7 {ﬁ?a {2}7 R {ﬁQ? FQ}

En otras palabras, si la red recibe una entrada p’ = p,, entonces deberia producir
una salida @ = t, para ¢ = 1,2,...,(). Més atn, si la entrada cambia ligeramente,

digamos p’ = p, +4 , entonces la salida debe cambiar ligeramente, digamos a@ = t_,; + €.

1. {Coémo se puede interpretar matematicamente el postulado de la regla de Hebb?

2. ;Cémo se puede usar para entrenar la matriz de pesos del asociador lineal?

Primero lo que se hace es reinterpretar el postulado como:

= Si dos neuronas a cada lado de una sinapsis son activadas simultdneamente, la

fuerza de la sinapsis incrementara.

» La conexién (sinapsis) entre la entrada p; y la salida a; es el peso w;;. Por
lo tanto el postulado de Hebb debera implicar que si un p; positivo produce
un a; positivo, w;; deberfa incrementar. Esto sugiere que una interpretacion

matematica del postulado podria ser:

Wit = wi™ + af(ai)g(py),

donde p; es el j-ésimo elemento del g-ésimo vector entrada py, a; es el i-ésimo

elemento de la salida de la red cuando el g-ésimo vector entrada ingresa en la
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red, esto es,
n
ai = E  WijDjg,
j=1

donde p;, es el j-ésimo elemento del vector de entrada p,. Ademds, a es una
constante positiva llamada tasa de aprendizaje, y f y ¢g son funciones de acti-

vacion correspondientes.

La ecuacién se puede simplificar, en particular, como:

nuevo viejo
o = w % + aap;,

Wi ij

con funciones de activacion lineales. Esta expresién ejecuta el postulado de Hebb;
el cambio del peso es proporcional al producto de la actividad en cada lado de la
sinapsis. Por tanto, si p; y a; son positivas, no negativas simultdneamente, el peso
incrementa. Si son de signo contrario, el peso decrementa.

La regla de Hebb es una regla de aprendizaje que no requiere informacion sobre
la salida deseada. Para la regla de Hebb supervisada se sustituye la salida por la
salida deseada como:

nuevo __ ,, viejo ) )
Wi = Wi+ tigPigs

donde t; , es el i-ésimo elemento del g-ésimo vector objetivo .

En forma matricial se puede escribir:
nuevo __ viejo gy
W =W + 4P, -

Si se inicializa la matriz de peso en cero:
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3.2. Regla de Hebb supervisada
La regla de Hebb supervisada esta dada por
Q
W= Zﬁqﬁqr‘
q=1

Si se asume que los patrones prototipo son {pi,po, ..., g}, cada uno de los vecto-
res contiene S elementos que toman los valores entre —1 o 1, el siguiente teorema

determina los eigenespacios generados por los vectores prototipo.

Proposicién 3.2.1. Si el conjunto de {pi,pa,...,po} son linealmente inde-

pendientes y ortogonales, entonces:
= La matriz de pesos W tiene dos eigenvalores: S y 0.

= Kl eigenespacio para el eigenvalor S es el espacio generado por los vectores

prototipo.

= El eigenespacio para el eigenvalor 0 es el complemento ortogonal del es-

pacio generado por los vectores prototipo.

.

Demostracion:
Supongase que los vectores prototipo son ortogonales. De esta manera, si se ingresa

el vector prototipo p; a la red, entonces

Q
N - S\ —
W = (Fupy) b
q=1
Por la ortogonalidad de los vectores prototipo (ﬁqT p; = 0 para ¢ # j), todos los

términos de la suma se anulan excepto cuando ¢ = j:

W5, = () 7
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Notese que ﬁ]ﬁf es una matriz de S x S (producto exterior), mientras que ﬁf Dj

es un escalar (producto punto). Usando la propiedad asociativa del producto de

matrices:

Dado que cada elemento de pj es %1, el producto punto ﬁf p; es igual a la dimen-

sién S

Por lo cual:

Wi, =p; - S = Sp;.

Esto se puede escribir como:

Wp; = Apj.

Por lo tanto, cada vector prototipo es un eigenvector de la matriz de pesos y tiene
un eigenvalor comin A = S. De aqui que, el eigenespacio X para el eigenvalor A = S

es

X = span {p1, Pa, - - - 717@}

Este espacio contiene todos los vectores que pueden ser escritos como combinaciones

lineales de los vectores prototipo. Esto es, cualquier vector @(t) que es una combina-
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cion lineal de los vectores prototipo es un eigenvector, esto ya que

Wa(t) = W{ar(t)p1 + aa(t)pz + - - + ag(t)Po}
=a ) Wpr + aWps + -+ agWpg
= a15P1 + 2 Spa + - + agSpo
= S{aip1 + aopr + - - - + agpg}
= Sa(t).
Ahora se considera que los vectores p;, j = 1,..., (), son linealmente independientes.

Entonces el eigenespacio para el eigenvalor A = S es ()-dimensional.

Ahora, si el espacio R® puede ser dividido en dos conjuntos disjuntos, entonces
R = XU X,

donde X+ es el complemento ortogonal de X . Esto significa que para cualquier vector

ae X+,

s
S

a=0, paratodog=1,2,---,0Q.
Side X+,

Q Q
Wi=> (pp)di=Y p,-0=0=0-d.

Por ende, X+ define un eigenespacio para el eigenvalor de multiplicidad A =0. W

3.3. Memoria de contenido direccionable.

A continuacién, se presenta la manera en la que una red de Hopfield puede ser
disenada para funcionar como una memoria asociativa. El tipo de memoria asociati-
va que se disenara sera llamada una “memoria de contenido direccionable”; ya que
recupera memoria almacenada o recuerdos sobre las bases de parte de los conteni-

dos. Esto se asemeja a las memorias estandar de las computadoras. Por ejemplo, si
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se tiene una base de datos de contenido direccionable que contiene nombres, direc-
ciones y numeros de empleado, podemos recuperar una entrada de datos completa

simplemente proporcionando el nombre del empleado (quizas parcialmente).

Ahora, imagine que se quiere almacenar un conjunto de patrones prototipo en una
red de Hopfield. Cuando un patréon entrante ingresa a la red, la red debera producir

el patrén almacenado que méas se asemeje al patron de entrada.

La salida inicial de la red se asigna al patrén entrada. Esto significa que el estado
inicial de la red @(0) se fija igual al patrén de entrada Poptrada- A partir de este estado,
la red evoluciona mediante actualizaciones iterativas de sus neuronas. La dindmica
de la red esta disenada para que el estado @(t) converja al patrén prototipo p; que sea
mas cercano al patréon entrante en términos de similitud. Para que esta convergencia
ocurra de manera efectiva, los patrones prototipo deben corresponder a los minimos

de la funcién de Lyapunov de la red.

Si se asume que los patrones prototipo son {pi, o, ...,Po}, cada uno de los
vectores contiene S elementos que toman los valores entre —1 0 1y @ < S, esto
indica que el espacio de estados es grande, con lo cual los patrones prototipo estan

bien distribuidos en este espacio y no estan cercanos unos de otros.

Para que la red de Hopfield sea capaz de recordar los patrones prototipo, los
patrones deben ser los minimos de la funcién de Lyapunov. Para lograr el objetivo de
la investigacion, en lo siguiente se analizan los patrones prototipo como los minimos

de la siguiente funcién cuadrética, llamada funcién de indice de rendimiento:

@ 2
()"

q=1

J@@(t)) = -

N —

Si los elementos del vector @ estan restringidos a los valores 41, esta funcién estéd

minimizada en los patrones prototipo; en efecto, serda demostrada a continuacién.
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Proposicién 3.3.1. Silos vectores prototipo pj, j = 1,..., @, son ortogonales,
entonces la funciéon de Lyapunov V(@(t)) es igual al indice de rendimiento

cuadratico J(d(t)).

Demostracion:
Bajo la suposicién de que los patrones prototipo son ortogonales. Si se evalia el

indice de rendimiento en uno de los patrones prototipo, se encuentra que,

Q

N2 1 N2 S?
> 6) = @) = -5
q=1

N[ —

77 = -

ya que los elementos de pj; son £1y pj p; = S.

Ahora, al evaluar el indice de rendimiento en un patrén de entrada aleatorio d@(t),
el cual no necesariamente estd cercano a un patrén prototipo, cada elemento en la
suma de J(@(t)) es el producto interno entre el patrén prototipo y la entrada.

El producto interno crece cuando la entrada se acerca a un patrén prototipo,
y decrece entre mas se aleje. Por lo tanto, J(d(t)) serd mas grande (mds negativo)
cuando @(t) sea igual a uno de los patrones prototipo.

Por lo que se ha encontrado una funciéon cuadratica que indica con precision el
desempeno de la memoria de contenido direccionable. El siguiente paso es elegir la
matriz de peso W y el bias tal que la funcién de Lyapunov V(@(t)) sea equivalente
al indice de rendimiento cuadratico J(a(t)).

Se utiliza la regla de Hebb supervisada para calcular la matriz de pesos (con

patrones objetivos iguales a los patrones de entrada) de la forma:

y el bias
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entonces la funcién de Lyapunov es

V(@) = —=a)"wa)

|
Resta analizar si la salida de la red convergera a los patrones prototipo almace-

nados, lo que da paso al capitulo siguiente.
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CAPITULO

Analisis de estabilidad en redes de Hopfield

La aplicacion de la Teoria de Estabilidad de Lyapunov al analisis de las redes
neuronales recurrentes fue una de las contribuciones clave de Hopfield. Algo
interesante es que Cohen y Grossberg en [12] también usaron la teoria de Lyapunov
para el analisis de redes competitivas al mismo tiempo. El Teorema de Invarianza
de LaSalle 2.5.1 puede ser aplicable para determinar la estabilidad de las redes de
Hopfield. Este es el punto central de esta investigacién. Para esto, primero se escribe

la ecuacién de la red de Hopfield, la cual se define como

a(zt) . .
o= = —Z(t) + Wa(t) + b,

con a(t) = f(Z(t)).

El siguiente paso es encontrar la funciéon de Lyapunov asociada al sistema. Hop-

field, en su articulo publicado en 1982 ([27]), sugirié la siguiente funcién:
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s a;(t)
V(a) = —%(a(t))Twa(z) + Z { /0 fl(u)du} —bla).  (4.1)

Esta funcién de Lyapunov también es llamada funcién de transferencia o funcion
de energia. La eleccién de esta funcién de Lyapunov (4.1) es una de las contribuciones
clave que realizé Hopfield y le hizo merecedor del Premio Nobel de Fisica en el ano
2024.

En la presente investigacion se comprobard que la funcién V(@(t)) cumple con
las condiciones del Teorema de Invarianza de LaSalle 2.5.1, al igual que se
establece el conjunto invariante. El conjunto de estas condiciones son algunas de las

aportaciones de esta tesis. Las condiciones que se comprobaran son:

1. La derivada temporal de la funcién de Lyapunov V(d(t)), es negativa o cero

(% < O) a lo largo de las trayectorias del sistema.

2. Existe el conjunto invariante L mas grande.

3. Las trayectorias de las soluciones son acotadas.

Este capitulo tiene como propdsito probar las tres condiciones. La seccion 4.1
analizara la derivada de la funcién de Lyapunov; en la seccién 4.2 se determina el
conjunto invariante, ilustrado con ejemplos, principalmente, el ejemplo 4.2.1, que es
dado por Hopfield en su articulo original. Finalmente, para aplicar el Teorema de
Invarianza de LaSalle 2.5.1 se analizan los atractores como los minimos de la funciéon
de Lyapunov (seccion 4.3), luego se utiliza la técnica de aplicar una ganancia alta en
la seccion 4.4, en la cual se muestra que las trayectorias se encuentran dentro de un
hipercubo, es decir, son acotadas. Con esto, se demuestra la estabilidad de las redes

de Hopfield y se logra el objetivo general de la investigacion.
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4.1. Analisis de la derivada de la funcion de Lyapunov

Toda la seccién esta dedicada a demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Si la derivada de la funcidn de activacion f(d(t)) es una

funcion creciente, entonces la derivada orbital de la funcion

1 ° ai(t)
viaw - —yaorwan +3{ [ - Fay
h - térr;gno 1 g ‘ZZ_; A -~ _  término 3

término 2

es negativa o cero a lo largo de las trayectorias del sistema, esto es,

dv(a())

<0.
dt -

Demostracion:

En un primer paso, se calcula la derivada de V(d(t)) con respecto al tiempo,

término a término mediante el uso de la regla de la cadena.

» Para el término 1: La derivada de —3(a(t))"Wa(t) se calcula como

1 1d

& |[-3aowan| - -4 l@oyrwae). 4.2

especificamente

d

— [(@@)"wa(t)] = AR wa) + (@) wih

e (4.3)

Dado que W es simétrica (W = W) con entradas escalares, entonces es igual

a su transpuesta y se puede simplificar como
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d(ac(i?)Twa(t) - [d(dz))TW&(t)} '
— (C—L»(t))TWT dil;it) (44)
(e w0

d oo Trang e, dAE) e dd()
i A= ST gy O (5)
_2(6(t))TW$

i [aEorwan| = — paorw e
-0 o
= —(a(t)) W——

» Para el término 2: )7 | foai(t) f~H(u)du p, se aplica la regla de la cadena.

La derivada de una integral con limite superior variable es:

d ai(t)
pr [/0 g(u)du

En este caso, g(u) = f~!(u). Por el Teorema Fundamental del Célculo:

a;(t)
s [ / fl(U)dUI = /7 (@().

= gla) - 240,

Ahora se aplica la regla de la cadena para obtener:

d a;(t) . d ai(t) . day(t)
7 [/0 f (u)du] = [dai(t)/o f (u)du] S

= /a2,
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Como el valor x;(t) es x;(t) = f~(as(t)), se tiene:

F )= = wn) =

Luego, la derivada de la suma para todas las neuronas que van desdez =0... N

es entonces

i=1 L (4.7)

= Para el término 3: —Z;Tﬁ(t), se aplica la derivada con respecto al tiempo y

se tiene que,

4 [—ET a(t)} _ _prdat) (4.8)

Ahora se combinan los tres términos (4.6), (4.7) y (4.8) para obtener que la
derivada de V(a(t)) es:

WO -y w @0 1 [(ayr 0] [ 420),

dt dt dt dt
o bien, se factoriza %Sf) y se sigue que la derivada de V(d(t)) es,
dV(@®) _ 1_ oo ot _ ] dalt)
= = [—(a@e)) W+ ()T — b } E (4.9)

Por otro lado, recordar que la ecuacién diferenciable del circuito eléctrico esta

regida por:

aiz) . -
o~ = —Z(t) + Wad(t) + b, (4.10)

con d(t) = f(Z(t)).
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Se reordena la ecuacién (4.10) como

Wa(t)+b— Z(t) = a%.

Luego, se emplea la transpuesta en la ecuacién anterior

Walt) + b — f(t)r - {gd%t))r,

@)™ Wwr +o" — (Zt)" =0 {@} .

Al multiplicar por —1:

(@)W =5 + (@#)" = —o {—d(flit))} .

Por otro lado, la ecuacién (4.9) se puede reescribir

(0] 5 (1) ().

=0

Como z;(t) = f~'(a;(t)), se puede expandir la derivada de z;(t) como:

0 2[00 - g [ 00)] 0

Por lo que

), (440) (440)

el o) ()

Bajo la suposicién de que f~!(a;(t)) es una funcién creciente y dado que

deberia ser un amplificador operacional entonces:

dail(t) [fﬁl(az'(t))} > 0.
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Lo que implica que %V(cf(t)) < 0, por lo tanto, si f'(a;(t)) es una funcién creciente,

% es semidefinida negativa. En conclusién, V' (d@(t)) es una funcién de Lyapunov

valida. [ ]

4.2. Conjuntos Invariantes

Esta seccion se encuentra dedicada a encontrar el conjunto invariante mas grande.

Teorema 4.2.1. Si

dajl(t) )] >0

entonces existe el conjunto invariante mds grande.

Demostracion:

Sea el conjunto Z:

S

Se demostrara que Z es el conjunto invariante mas grande. Sin pérdida de generalidad

(t) : W =0, d(t) en la clausura de G} :

S

se puede asumir que G es todo R®, donde s representa el tamano del vector a(t).

Considérese la expresion:

3l o) ()

i=1

. . . .2 dav(a(t , .
Ahora, esta derivada es negativa; en efecto, al analizar la expresion % término

a término se observa que:

= 0 > 0 (pues, es constante positiva).

" da?(t) [f_l(ai(t))} > 0 (por hipdtesis).

2
= (—daéft)> > 0 (el cuadrado siempre es no negativo).
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Por lo tanto, cada término de la suma es no negativo, y en consecuencia:

v (a(t
dviatt)) < 0, para todo a(t).
dt
La igualdad
dv(a(t))
=0
dt

se alcanza si y solo si:

da; (1)’
< a§§)> =0, paratodoi=1,...,s,

lo que implica:

=0, para todo 1,
dt P
entonces
da(t S
—( ) =0.
dt
Cuando %Sf) = 0, el circuito estd en equilibrio. Sustituyendo en la ecuacién del

circuito (4.10):

o (df(t)> — —Z(t) + Wa(t) +b.

dt
Como
da(t) =
=0
dt ’
entonces
dZ(t) -
p7a 0.

Esto se debe a la relacién de @(t) = f(Z(t)), y de esto se obtiene que:
—Z(t) + Wat)+b=0.

Esto significa que los puntos en Z son exactamente los puntos de equilibrio del
sistema. Como cualquier punto en Z es un punto de equilibrio, y los puntos de
equilibrio son invariantes, el conjunto invariante mas grande L es exactamente Z.

Por lo tanto, todos los puntos en Z son potenciales atractores del sistema. |
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Para ilustrar el Teorema 4.2.1, veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.2.1. Se considera el siguiente ejemplo del articulo original de Hop-
field ([27]). Se examina un sistema que tiene un amplificador caracteristico

definido por la funcién de activacion:
2 T (t
a(0) = f(a() = 2 (197,

donde v = 1.4 es la ganancia del amplificador operacional.

Observe que la inversa de la funcién es:

2 T
7(t) = fl(a@(t) = —t (—*t).
Z(t) = f~(a()) o tan 5alt)
Ahora, supongase que se tienen dos amplificadores que hacen la funcionalidad

de dos neuronas, con la salida de cada uno conectada a la entrada del otro a

través de un resistor, de tal modo que
Rig=Rn=1y Tin=1n=1.

Por lo tanto, se tiene la matriz de pesos simétrica

0
10

W:

Si la capacitancia ante el amplificador se fija en 1, tenemos

Como v =14y by = by, =0y, por ende,
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La funcién de Lyapunov para la red de Hopfield esta definida como

g ai(t)
V(d(t)) = —%(&'(t))TWEL'(t) + Z { /0 f(u) du} — l_)Tc_i(t).

Ahora se calculan los términos por separado.

= Para el primer término:

Lawywaw - tmw.wer|° ||
9 2 10| |ax(t)
1 _Cll(t)
= —§[CL2 (t), ai (t)] _ag(t)
— —%(al (t)as(t) + as(t)as(t))
= —a (t)GZ(t)

Este término representa la interaccién entre las neuronas.

= El segundo término estd compuesto por una sumatoria, en donde cada

uno de los términos es

ai(t) ai(t) 9
/ f(u)du = / — tan (Eu> du. (4.11)
0 0 ey 2

Se resuelve particularmente la integral:

/tan (gu> du = —% log <cos (gu» +C.

Es importante mencionar que los logaritmicos representan la energia in-

terna de cada neurona. Asi, la solucién de la integral en (4.11) es
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= % [— log (cos (gu>>]zi(t) .

= El tercer término es cero ya que b= 0.

Finalmente, la funcién de Lyapunov es

La ecuacion de estado con 0 =1y b=0 es

- <dfg>) _ d‘fif) — _F() + WFEQ) + b = —F(t) + Wa).

Se sustituye la matriz de pesos y se obtiene

=] o 1| |a®
Pl (1) 1 0| |ax(t)
o bien,
dxq(t dxo(t
;;):—xl(t)Jrag(t) y ;t():—xg(t)—i—al(t)

Donde las salidas de la neurona son

ar(t) = %tan_l (%1“)) v as(t) = %tan_l (1'4“@) .
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Por lo que

da (t) 2 ( Lamas() )

= —z;(t) + = tan™!
dt xl()—kﬂan 2

dza (t) 2 ( Ldnay(t) ) |

= —x5(t) + = tan™"
dt 2(t) T 2
Este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas describe la evolucién tem-
poral del circuito. Para analizar su comportamiento:

dz(t) _ .
=~ = 0

21(t) = 2 tan™! (”‘“—W)  zo(t) = 2 tan~ (M) |

T 2 T 2

» Puntos de equilibrio: Se encuentran resolviendo

» Estabilidad: La funcién V(d(t)) actia como funcién de Lyapunov. Dado

que:
V@) _
dt -

el sistema es estable y las trayectorias convergen a puntos de equilibrio.

» Atractores: Paray = 1.4, el sistema presenta dos atractores (minimos

de V(d(t)) ver Figura 4.1). Estos corresponden a estados estables donde:

(x1(t), 22(t)) =~ (0.8,0.8) v (z1(t),z2(t)) =~ (—0.8,—0.8).

Figura 4.1: Diagrama de fase donde se observa el comportamiento asintético

de las soluciones del sistema.
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Plano fase del sistema

10.0

7.5

5.0

2.5

-2.5

-5.0

—-71.5

-10.0

-10.0 -7.5 -=5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
nl

Figura 4.2: Plano fase del sistema. El extremo inferior izquierdo y superior

derecho son los atractores del sistema.

Mayra Agama Santiago 7



Universidad Tecnolégica de la Mixteca
Licenciatura en Matematicas Aplicadas
>

Plano fase del sistema

10.0 +

7.5 1

5.0 1

2.5 1

n2

0.0 4

_2.5 =

_5.0 =

_?5 -

—10.0 4

~100 75 5.0 25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
nl
Figura 4.3: Plano fase del sistema, donde se muestran las trayectorias solucién.
Se observa que se dirigen hacia los dos puntos atractores.
Los atractores corresponden a estados memorizados por la red. Este ejemplo
ilustra como las redes de Hopfield pueden almacenar patrones como puntos de

equilibrio estables.
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4.3. Atractores de Hopfield como minimos de la fun-

cion de Lyapunov

El andlisis previo ha establecido las condiciones suficientes para la estabilidad de
las redes de Hopfield mediante el método de la funciéon de Lyapunov. En particular,

se ha demostrado el siguiente resultado fundamental:

Teorema 4.3.1. Si la derivada de la funcidn de activacion f(d(t)) es una

funcion creciente y satisface

d

@) >0,
entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. La deriada orbital de la funcion de Lyapunov V(d(t)) es semidefinida

&at(t)) < 0) a lo largo de las trayectorias del sistema.

negativa < y;

2. Ezxiste un conjunto invariante L maximal para el sistema.

No obstante, para completar el andlisis de estabilidad, resta demostrar que las
trayectorias del sistema son acotadas. Esta condicién, junto con el Teorema 4.3.1, ga-
rantizaria la convergencia a puntos de equilibrio. En esta seccion se desea determinar

los puntos atractores del sistema.

Como se ilustré en el Ejemplo 4.2.1 y en la Figura 4.2, los atractores de la red
de Hopfield corresponden a los puntos estacionarios de la funciéon de Lyapunov. A

continuacion, se extiende esta relacion para el caso general.

Teorema 4.3.2. Sea f la funcion de transferencia. Si la funcion de transfe-

rencia f(x(t)) y su inversa f~'(a(t)) son mondtonas crecientes, entonces
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los puntos de equilibrio de la red coinciden exactamente con los

puntos criticos de la funcién de Lyapunov V (d(t)).

Demostracion:
Los atractores del sistema —deben satisfacer la condiciéon de equilibrio:

da(t)

T =0.

Los puntos criticos de una funcién diferenciable se alcanzan cuando el gradiente
se anula. Por lo cual, los puntos estacionarios de una funcién de Lyapunov
ai(t) o
v(a(t) = —5 (@) wat) + > / fH(w)du p — b a(t)
i=1 0
cumplen:

VvV (@(t)) =0,
donde el gradiente se define como

ov(a(t) ov(a() aV(a@))]T
Gal(t) ’ 0ag(t) ’ ' 8a5(t)

vV - |

El i-ésimo componente del gradiente (siguiendo un procedimiento andlogo al del

Teorema 4.1.1) se calcula como

—

Via) _ df,. 4,
Toa) . Cdt fai(?) | (4.12)
Al aplicar la regla de la cadena en (4.12), se deduce que
oV (a(t)) d da;(t)

-1
= —0 a; t
Nétese que si f~1(a@(t)) es una funcién aproximadamente lineal sobre una regién,
la expresion anterior implica una relacion entre la dindmica del sistema y el gradiente

de Lyapunov. En efecto, si
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con k constante, entonces

da(t) . 1
T —aVV(d(t)), con a = st

Esto demuestra que, bajo dicha condicion, la evolucion de la red sigue un descenso de
gradiente conforme pasa el tiempo t de V(@(t)). Bajo la hipétesis de que la funcién
de transferencia f(x(t)) y su inversa f~!(a(t)) son mondtonas crecientes, se cumple

que

dajl(t) [f_l(ai(t))] > 0.

Por lo que, de la ecuacién (4.3) se induce que

M = 0 es equivalente a da;it)

80,2‘ (t)

= 0.

Se extiende este resultado de forma vectorial y se concluye que

da(t)

= 0.
dt

VV(@(t)) = 0siy solo si

En consecuencia, los atractores del sistema (puntos de equilibrio) coinciden exacta-
mente con los puntos criticos de la funcién de Lyapunov V' (@(t)).

n

Este resultado establece una relacion fundamental entre la dindmica de la red y

la minimizacién de la funcién de Lyapunov (V' (d(t)) (o funcién de energia), carac-

teristica esencial de las redes de Hopfield.

4.4. Red de Hopfield de alta ganancia

La funcién de Lyapunov de la red de Hopfield puede simplificarse si se consideran
los casos donde el amplificador de la ganancia es grande. Para el andlisis de esto, se

vuelve a retomar el Ejemplo 4.2.1.
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Recuérdese que el amplificador caracteristico vy es:

a(t) = f(z(t)) = %tan_l <@) .

En la Figura (4.4) se ilustran diversas curvas con distintos valores de ~.

Grafico de a(n) para diferentes valores gamma

1.00 4 —— gamma = 0.5
—— gamma = 1.0
—— gamma = 1.4
0.75 A _
—— gamma = 2.0
—— gamma = 14
0.50
0.25 1
S 0.00-
[+
—0.25
—0.50
—0.75 A
—1.00

T T T T T T T T T
-10.0 -7.5 5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 4.4: Grafica del amplificador caracteristico para distintos valores de 7.

La ganancia v determina el nivel del salto (o escalén en & = 0), cuando gamma
tiende a infinito (7 — o), f se aproxima a una funcién signo (o escalén).

Recuerde que la funcién de Lyapunov es
= 1 = T - - ai(t) —1 T =
V(a()) = —5(a(t))" wat) + > 7 (w)du — b af(t).
i=1 V0
Para el ejemplo 4.2.1:

@) = %tan (Fa).

Por lo tanto, el segundo término en la funciéon de Lyapunov toma la forma:
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. /Oai(t) () dit = % [_% log (COS <7ra;(t)>)]
= _%log (COS (?))

Una grafica de esta funcién se muestra en la figura 4.5.

Grafico de h(a) para diferentes valores gamma

4.0 1 gamma = 0.5
gamma = 1.0
3.5 gamma = 1.4
gamma = 2.0
gamma = 14
3.0
2.5
m 2.0
=
1.5
1.0
0.5 1
0.0+

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
a

Figura 4.5: Grafica de h(d(t)) y d(t) con diferentes valores de .

Cuando v tiende a infinito, la funcién se aplana y esté cercana a cero. Por lo
tanto, cuando la ganancia 7 tiende a infinito, la integral en el segundo término
de la funcién de Lyapunov estara cercana a cero en el intervalo —1 < a;(t) < 1.
Esto permite eliminar ese término, y la funcién de Lyapunov, denominada de

alta ganancia, se reduce a

V(@) = —%(a(t))Twa(w — BTa().

De hecho, la funcién es una funciéon cuadratica. Ahora,
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V2V (@(t)) = —W.

Con esto, se puede identificar la superficie de V'(d(t)), ya que una superficie de
una funcién cuadratica se determina por los eigenvalores y eigenvectores de su
matriz Hessiana.

La matriz Hessiana para la funcién de Lyapunov del Ejemplo 4.2.1 es

0 -1
VAV (a(t)) = -W =
-1 0

Los eigenvalores de esta matriz Hessiana se calculan como
21/ (= —A 1 2
V2V (a(t) — M| = =X 1=+ -1).
-1 =X

Por lo tanto, los eigenvalores son

>\1 =-1 y )\2 =1.
Se sigue que los eigenvectores son

1 1
21 = y Y 2=
1 —1

Ya que la matriz Hessiana tiene un eigenvalor positivo y uno negativo, se tiene
una condicién de punto silla. La superficie tiene una curvatura negativa a lo
largo del primer eigenvector y una curvatura positiva a lo largo del segundo

eigenvector (véase Figura 4.6).
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Grafico de superficie 3D que muestra un punto de silla

20

10

-10

Figura 4.6: Grafico de la superficie 3D y su punto silla.

La funcién de Lyapunov no tiene un minimo global. Sin embargo, la red esta
restringida al hipercubo {@(t) : —1 < a;(t) < 1} por la funcién de transferencia.

Por lo tanto, existird un minimo en las dos esquinas del hipercubo:

1 —1
a(t) = y ax(t) =
1 -1

De lo anterior analizado se observa que:

= Cuando la ganancia es muy pequena, existe un sélo minimo en el origen.
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= Cuando la ganancia se incrementa, el minimo se mueve del origen hacia

las dos esquinas, por ejemplo con v = 1.4, el minimo se encuentra en

0.57 —0.57
ay(t) = vy as(t) =

0.57 —0.57

4.5. Analisis de trayectorias de las salidas de la red de

Hopfield

A lo largo de esta seccidn se asume que los patrones prototipo

{ﬁlaﬁ?? s 7]7@}

contienen S elementos que toman los valores entre —1 o 1. En el caso general, cuando
hay mas de dos neuronas en la red, el minimo de alta ganancia caera en ciertas
esquinas del hipercubo

(@) : -1 < ait) < 1}

Lo que se plantea como la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5.1. En una red de Hopfield con funciéon de transferencia
f R — (—1,1) estrictamente mondtona, los puntos estacionarios que co-
rresponden a minimos de la funcién de Lyapunov se encuentran en la frontera

del hipercubo (—1,1)%, donde s es la dimensién del espacio de salida de la red.

Demostracion:
Sea d(t) = (ay(t),...,as(t)) € (—1,1)° un estado de la red. Un punto estacionario

debe satisfacer

(IZ('[Z) = f(zs: wijaj(t) — 92> s 1= 1, Lo, S
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(—=1,1).
Considérese la funciéon de Lyapunov
1

V(a(t) = —5 (@) wat) - ba(),

asociada al sistema. Dado que f es estrictamente creciente y acotada, si una coor-
denada a;(t) se encuentra en el interior del intervalo (—1, 1), existen perturbaciones
arbitrariamente pequenas que pueden disminuir el valor de V' (d(t)), desplazando la
trayectoria hacia un estado de menor energia. En consecuencia, dichos estados no
pueden ser minimos locales, sino que corresponden a puntos tipo silla o inestables.
En cambio, cuando a;(t) tiende a +1 para toda i, las neuronas se encuentran en
saturacion. En esta situacién, ninguna coordenada puede variar sin salir del rango
de f, lo que impide descensos adicionales en V (@(t)). Por lo tanto, los estados en la
frontera del hipercubo son los tinicos que constituyen minimos locales de la funcién
de Lyapunov.
|
Esta propiedad esta en concordancia con la interpretacién de la red de Hopfield
como una memoria asociativa binaria: los patrones estables almacenados correspon-
den a configuraciones con componentes a;(t) € {—1,+1}, los cuales se encuentran

precisamente en la frontera del hipercubo (—1,1)%.

Teorema 4.5.1. Sea f : R — (—1,1) una funcién de transferencia. Si los
vectores prototipo son linealmente independientes y ortogonales y la funcion

1

de transferencia f y su inversa f~' son mondtonas crecientes, entonces las

trayectorias de la red de Hopfield se encuentran en el hipercubo

{a(t): =1 < a;(t) < 1},

es decir, son acotadas.
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Demostracion:
El Teorema 4.3.2 garantiza que los puntos de equilibrio de la red coinciden con los
puntos criticos de la funciéon de Lyapunov, por lo que la demostracion se centrara en
el andlisis de estos tultimos.
En el caso de la red de alta ganancia, la funciéon de Lyapunov se reduce a una

forma cuadratica:

V(@) = — (@) Walt) ~ (1),

y los puntos estacionarios satisfacen la ecuacion:
VV(at)) = -Wat)—b=0,

esto se deduce en la seccion 4.4. Sin embargo, debido a la restriccién impuesta por la
funcién de transferencia f(@(t)), estos puntos son mapeados al hipercubo (—1,1)%
los puntos estacionarios que son minimos de la funciéon de Lyapunov se encuentran
en la frontera del hipercubo por la Proposicion 4.5.1. De hecho, para ganancias altas,
los atractores se ubican en las esquinas del hipercubo, es decir, en puntos donde cada
componente a;(t) es 1 o —1 (o en general, los vértices del hipercubo).

Por otro lado, para ganancias bajas, la funcion de Lyapunov incluye el término
integral que suaviza la superficie, y los atractores pueden ser puntos interiores del
hipercubo. A medida que la ganancia aumenta, estos puntos se desplazan hacia
los vértices. Este comportamiento permite a la red de Hopfield funcionar como un
sistema de memoria asociativa, donde los patrones almacenados corresponden a los
vértices del hipercubo.

En resumen, el parametro de ganancia  controla la forma de la funciéon de Lya-
punov y, por tanto, la ubicacién de los atractores. Para ganancias altas, los atractores
son vértices del hipercubo, lo cual es deseable en aplicaciones de redes neuronales

que funcionan por medio de memorias asociativas.

88 Mayra Agama Santiago



Universidad Tecnolégica de la Mixteca ﬂf
Licenciatura en Matematicas Aplicadas

Considérese nuevamente la funcién de Lyapunov de alta ganancia:
1
V(d(t)) = —a(ﬁ(t))TWc?(t) —bra(t).

La técnica de Hopfield es elegir la matriz de pesos W y el vector sesgo (bias) b de tal
manera que V' (d(t)) tome la forma de una funcién que se desee minimizar y convertir
cualquier problema que se quiera resolver en un problema de minimizacion, ya que
la red de Hopfield minimizard V' (d@(t)) y esto resolvera también el problema original.
El truco, por supuesto, esta en la conversion, la cual, en general, no es directa.

Se tiene hasta este momento que la matriz Hessiana (obtenida en seccién 4.4)

para la funcién de Lyapunov es
V2V (a(t)) = ~W,

por lo que los eigenvalores para V2V (@(t)) son —S y 0 por la proposicién 3.2.1.
La funcién de Lyapunov

V(a(t)) = —5 (@0) Walt) — a0

es una funcion cuadratica. Por lo tanto, los eigenvalores de la matriz Hessiana deter-

minan su forma. Asi pues,

» El primer eigenvalor —S al ser negativo indica que V (d(t)) tendra una curvatura

negativa en X.

» Como el segundo eigenvalor es 0, entonces V' (d(t)) tendrd curvatura cero en

X+

Ya que V(d(t)) tiene curvatura negativa en X, las trayectorias de la red de Hop-
field tienden a caer en las esquinas del hipercubo {@(t) : —1 < a;(t) < 1} que estan

contenidas en X.
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Por lo tanto, se ha demostrado el siguiente resultado.

Teorema 4.5.2. §i Si los vectores prototipo son linealmente independientes y
ortogonales y la funcion de transferencia f y su inversa f~! son estrictamente
crecientes, entonces las salidas de la red de Lyapunov convergen a los minimos

de la funcion de Lyapunov.

Demostracion:

Retomemos el Teorema de LaSalle, sus principales condiciones son:

1. La derivada temporal de la funcién de Lyapunov V (d(t)), es negativa
0 cero (%&t(t)) < 0) a lo largo de las trayectorias del sistema. La cual

es demostrada en el Teorema 4.1.1.

2. Existe el conjunto invariante L mas grande. Con su prueba en el Teorema

4.2.1.

Las dos condiciones se utilizan para llegar al Teorema 4.3.2 y confirmar que los
puntos criticos coinciden con los puntos minimos de la funcién de Lyapunov V (@(t)).
Luego, por la Proposicion 4.5.1 se obtiene que los estados en la frontera del hipercubo
son los tnicos minimos locales en la funcién V(d(t)). Como f y f~! son funciones
mondtonas crecientes, entonces, por el Teorema 4.5.1. Por lo tanto, las trayectorias
de las soluciones son acotadas. |

Observe que al calcular la matriz de pesos usando la regla de Hebb, existen al
menos dos minimos de la funcién de Lyapunov para cada vector prototipo. Si p,
es un vector prototipo, entonces —p, también estara en el espacio generado por los
vectores prototipo X. Por lo tanto, el negativo de cada vector prototipo sera una de

las esquinas del hipercubo

{d(t): =1 < a;(t) < 1},
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que esta contenido en X. También existiran otros minimos de la funcién de Lyapunov
que no correspondan a los patrones prototipo. Estos minimos son llamados patrones

espurios (spurious).

El objetivo del diseno de la red de Hopfield es minimizar el nimero de patrones
espurios y lograr que las bases de atraccion de cada uno de los patrones prototipo

sean tan grandes como sea posible.

Para ilustrar este método, considere el siguiente ejemplo en donde se aplica la

regla de Hebb.

Ejemplo 4.5.1. Sea la matriz,
W =
10

y considere que ha sido disenada con la regla de Hebb un patrén prototipo

Entonces,

Obsérvese que

01
W =W-1= ( es la matriz original).
10

La funcién de Lyapunov de alta ganancia es
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La matriz Hessiana para V' (d(t)) es

e 11
VV(d(t) = -W = —
11
Sus eigenvalores son Ay = —2, y Ay = 0, y sus correspondientes eigenvectores
son
1 1
21 = y Y k2=
-1
El primer eigenvector correspondiente al eigenvalor —S = —2 representa el

espacio generado por el vector prototipo
X ={at): a(t) = as(t)}.

El segundo eigenvector, correspondiente al eigenvalor 0, representa el comple-

mento ortogonal del primer eigenvector
X+ ={d(t) : a1(t) = —as(t).}

Geométricamente se observa en las Figuras 4.7 y 4.8.

Superficie 3D definida por Eigenvectores y Eigenvalores

— Eigenvector 1 (A=-2)
— Eigenvector 2 (A=0)

Figura 4.7: Grafico de la superficie 3D con sus eigenvalores A\; = —2, y Ay = 0.
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Superficie 3D definida por Eigenvectores y Eigenvalores

—— Eigenvector 1 (A=-2)
—— Eigenvector 2 (A=0)

20

Figura 4.8: Grafico de la superficie 3D con sus eigenvalores \; = —2, y Ay =0

desde otro angulo.

4.6. Andlisis de la matriz de pesos con diagonal cero

Para la red de memoria de contenido direccionable, todos los elementos de la
matriz de pesos seran iguales a @ (el nimero de patrones prototipo). Esto se visualiza

nuevamente retomando el Ejemplo 4.5.1:
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Ejemplo 4.6.1. Considere la matriz,

0 1
W =
10
y el patrén prototipo )
1
P=
-1

Como los elementos de P son +1. Por lo tanto, se puede hacer cero la matriz

diagonal restando () veces la matriz identidad I:
W2=Ww —QI.

Como las columnas de W son linealmente independientes y ortogonales, si se

multiplica esta nueva matriz por uno de los vectores prototipo, se obtiene:
WPy =[W - QI|P,= SP,— QP, = (S - Q)P,.

Por ello, S — @ es un eigenvalor de W', y el correspondiente eigenespacio es X,
es decir, el espacio generado por los vectores prototipo.
Esta vez se multiplica la nueva matriz de pesos por un vector del espacio

ortogonal, por ejemplo, @(t) € X+ y se encuentra:

W'a(t) = [W — QI]a(t)
=0—Qadt)
= —Qa(t).
Asi, —Q es un eigenvalor de W' y su correspondiente espacio es X .

En resumen, los eigenvectores de W' son los mismos que los de W, pero sus

eigenvalores son (S —@Q) y —@, en lugar de S y 0. Por lo tanto, los eigenvalores

de la matriz hessiana de la funcion modificada de Lyapunov son
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7 Ay

V2V (@) = —W'son — (S — Q) y Q.

Esto implica que la superficie de energia tendra curvatura negativa en X y
positiva en X+, en contraste con la funcién de Lyapunov original, que tiene
curvatura negativa en X y la curvatura es cero en X .

El cambio tiene poco efecto:

= Sila condicién inicial cae fuera de la linea a; = —as, entonces en cualquier
caso la red convergerd a una de las esquinas del hipercubo {@: —1 < @; <

1}, los cuales son los puntos:

1 -1
a= y a=
1 —1
= Si la condicién cae exactamente en la linea a1 = —ao, y si se usa la matriz

de pesos W, entonces la salida de la red se mantendra constante, pero
si se usa la matriz W' entonces, la salida convergerd al punto silla en el

origen.

Ninguno de estos resultados es deseable, ya que la red no convergera al minimo
de la funciéon de Lyapunov; sin embargo, dar la condicién inicial a; = —as es

poco probable en la practica.
= J

El anélisis del Ejemplo 4.6.1 muestra la necesidad de justificar el porqué la red

de Hopfield converge.
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Conclusidn

El objetivo de esta tesis fue mostrar los criterios que garantizan la convergencia
de la red neuronal de Hopfield hacia puntos de equilibrio estables. A lo largo de esta
investigacion se ha demostrado satisfactoriamente la hipétesis central que postula la
existencia de una funcion de Lyapunov con derivada definida negativa para las redes
de Hopfield, garantizando la convergencia del sistema a un conjunto de equilibrio
mediante la aplicacion del Teorema de Invarianza de LaSalle. Para esto se cumplieron

con los siguientes objetivos especificos:

1. Descripciéon matematica del modelo dindmico (Capitulo 2): Se estable-
cié formalmente el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que gobierna
la dinamica de las redes de Hopfield continuas, identificando la simetria de la

matriz de pesos W y la monotonicidad de la funcién de activacién f(Z).

2. Identificacion de la funciéon de Lyapunov: Se demostré que la funcién

propuesta por Hopfield,

s

a;(t)
V() = @)y wa) + 3 { / fl(u)du} - ),

permite analizar la estabilidad sin resolver explicitamente las ecuaciones dife-

renciales, cumpliendo con el segundo objetivo especifico.

3. Aplicacién del Teorema de LaSalle (Teorema 2.5.1): Se verificaron las

condiciones del teorema de invariancia de LaSalle (Seccién 2.5):

= Se probo que % < 0 a lo largo de las trayectorias.
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= Se identifico el conjunto invariante maximo L.

= Se acotaron las trayectorias.
Con esto se garantizd la convergencia asintética al conjunto de equilibrio.

4. Anilisis de ejemplo ilustrativo (Capitulo 4): A través del Ejemplo 4.2.1
y su andlisis en las secciones subsiguientes, se validé la aplicabilidad practica
de la red y su convergencia a los atractores previstos. Este ejemplo fue tomado

de [27].

En conclusion, esta tesis ha establecido de manera completa las condiciones de
estabilidad para las redes de Hopfield tanto discretas como continuas, validando la
hipdtesis y se cumplieron con todos los objetivos especificos propuestos. Los resul-
tados obtenidos proporcionan una base sélida para el disenio de una red de Hopfield
cuya convergencia se basa en los puntos de equilibrios de funciones de Lyapunov.
Esperemos que esta investigacién sea la base para futuras investigaciones en redes

neuronales y jpor qué no? también hacerlas merecedoras de un Premio Nobel.
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