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Prefacio

La Teoria de Valores Extremos (TVE) tiene sus origenes en el trabajo pionero de
Nicolas Bernoulli en 1709, quien abordé el problema de la esperanza de vida del ultimo
superviviente entre un grupo de personas, calculando el maximo de variables aleatorias
independientes. De acuerdo a lo mencionado por Emil Gumbel (1958), Bernoulli fue
histéricamente el primer personaje en introducir las primeras nociones sobre la TVE.

Posteriormente, fue en la década de 1920 cuando la TVE adquirié relevancia formal,
gracias a contribuciones clave de Ronald Fisher y Leonard Tippett, con la colaboracion
de otros autores. Fisher demostré que los valores extremos (maximos y minimos) siguen
distribuciones predecibles, mientras que Tippett, estudiando la resistencia de fibras de

algodon, observé la importancia de los eventos extremos.

En 1927, Maurice Fréchet introdujo la distribucion que lleva su nombre, y al ano
siguiente, Fisher y Tippett establecieron el teorema que caracteriza las tres familias de
distribuciones limite para méaximos, conocido como teorema de Fisher-Tippett [Fisher
y Tippett (1928)]. Boris Gnedenko (1943) fundamenté rigurosamente esta teoria, dando
lugar al teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko.

En los anos 50, Emil Gumbel y Waloddi Weibull completaron el marco teérico con
sus respectivas distribuciones, destacando el libro Statistics of Extremes (Gumbel, 1958)
como referencia clave. En los 70, el teorema de Pickands-Balkema-de Haan permitié mo-
delar excesos sobre umbrales mediante la distribucion generalizada de Pareto. Durante
las décadas de 1980 y 1990, se desarrollaron técnicas de estimacion y aplicaciones en
procesos multidimensionales. Al dia de hoy, han surgido un gran niimero de publicacio-
nes y la TVE comenzé a difundirse ampliamente en diversos ambitos cientificos.

La teoria de valores extremos es una rama de la estadistica que se encuentra en
continuo crecimiento, pues ha tenido un desarrollo considerable en las tltimas décadas.
Se encarga de modelar el comportamiento de eventos asociados a los valores méaximos y
minimos de una variable aleatoria. La TVE tiene un amplio campo de aplicacién, espe-
cialmente en ciencias ambientales, en donde es necesario conocer los cambios extremos

de la concentracién de contaminantes, precipitaciones pluviales, temperatura, etc.



En este trabajo se aplica la teoria de valores extremos considerando como variable
aleatoria a la concentraciéon de particulas de ozono (Oz) que hay en el aire, registra-
das por algunas estaciones de monitoreo atmosférico (seleccionadas estratégicamente)
ubicadas en distintas zonas de la Ciudad de México.

Se pretende realizar un analisis estadistico para explicar y visualizar el comporta-
miento de los datos sobre la concentracion del contaminante O3 que se disponen en los
registros horarios recabados por la Direcciéon de Monitoreo Atmosférico de la Ciudad
de México en [SEDEMA-SIMAT].

Partiendo de la hipotesis de que la Distribucién de Valores Extremos Generalizada
(DVEG) se ajusta adecuadamente a las concentraciones maximas de particulas de ozono
en la atmosfera de la Ciudad de México, siguiendo el enfoque para el caso univariado;
el objetivo de este trabajo es seleccionar el mejor submodelo de la DVEG, realizando
estimacién de parametros, calculando intervalos de confianza y aplicando métodos de
validacién de modelos tanto tedricos como graficos.

Los métodos graficos de diagndstico, los cdlculos de funciones, las estimaciones y las
simulaciones se realizaron con el lenguaje de programacion R. Por otra parte, para la

manipulacién de los datos se utilizaron herramientas computacionales de Excel.
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Introduccion

En contextos ambientales, la teoria de valores extremos surge como respuesta a la
necesidad de cuantificar riesgos asociados a fenémenos meteorolégicos y contamina-
cién atmosférica, donde los eventos extremos, aunque poco frecuentes, pueden tener

consecuencias significativas en la salud piblica y los ecosistemas.
La Secretarfa del Medio Ambiente de la Ciudad de México (SEDEMA), afirma que

el efecto negativo de la contaminacion en la salud humana es el aspecto mas preocu-
pante para las autoridades responsables de la salud publica y la proteccion del medio
ambiente. La calidad del aire es un tema de interés general y cada vez se tiene mas
informacion respecto a las variables que influyen, como la radiacion solar, temperatura,
los patrones del viento, las caracteristicas geograficas, la temporalidad estacional, asi
como la cantidad de emisiones.

El gobierno federal es el responsable de describir los estandares para la proteccién
de la salud publica y vigilar su cumplimiento. Las Normas Oficiales Mexicanas (NOM)
de Salud Ambiental establecen los limites permisibles para la concentraciéon de siete
contaminantes: Ozono (O3), Mondxido de Carbono (CO), Diéxido de Nitrégeno (NOy),
Di6xido de Azufre (SOq) y Particulas (PMjg y PMy5) menores a 10 y 2.5 pm (micréme-
tros). [SEDEMA (NOM)].

De acuerdo al informe del 2020 de la Calidad del aire en la Ciudad de México,
SEDEMA (2023a), el ozono es un componente natural de la atmdésfera que se presenta en
bajas concentraciones y es indispensable para la vida, el O3 es una molécula formada por
tres atomos de oxigeno. Ademas, es un poderoso oxidante que reacciona rapidamente con
otros compuestos quimicos y es inestable en altas concentraciones. Cerca del 90 % del
ozono atmosférico se concentra en la capa de ozono que esta ubicada en la estratosfera,
entre 15 y 30 km de altitud. La capa de ozono absorbe gran parte de los rayos solares
ultravioletas UV-A, UV-B y UV-C, los cuales ocasionan efectos adversos en la salud
humana: la radiacién UV-A causa envejecimiento prematuro de la piel, cataratas y dafios
en el sistema inmunoldgico; y la exposicion prolongada a los rayos UV-B aumenta el

riesgo de contraer cédncer de piel. [Fahey (2002)].



INTRODUCCION

El ozono troposférico se encuentra en la capa més cercana a la superficie terrestre
y se genera a partir de reacciones fotoquimicas de la radiaciéon solar con la combina-
cién de 6xidos de nitrégeno (NO,) y Compuestos Organicos Volatiles (COV), como se
observa en la Figura 1 (SEDEMA (2023b)). En una publicacién del Dr. ?mSanchez,
para la Facultad de Farmacia de la UCM!, comenta que los COV son producidos por
la combustion de gasolina, madera y gas natural con puntos de ebullicién que oscilan
entre los 50°C y 260°C; también son liberados por disolventes, pinturas, pegamentos y

otros productos empleados y almacenados en los hogares y centros de trabajo.
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Figura 1: Formacién de ozono y sus principales efectos en salud.

La exposicion a este contaminante afecta gravemente los pulmones, provocando
severas enfermedades respiratorias, dolor de cabeza e irritacién en nariz, ojos y garganta.
Una exposiciéon prolongada y constante puede aumentar el riesgo de muerte prematura
por enfermedades respiratorias en los grupos mas susceptibles, los cuales son adultos
mayores, ninos, mujeres embarazadas y personas asmaticas.

En 1992 y 1993, estudios en ninos de edad preescolar mostraron asociacién entre
la concentracién de ozono superior a 0.120 ppm (partes por millén) y el aumento del

ausentismo escolar [Romieu et al. (1992)].

!Universidad Complutense de Madrid
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INTRODUCCION

Una investigacién efectuada a escolares de una zona residencial del suroeste de la
Ciudad de México, corroboré que la concentracién elevada de particulas suspendidas
de ozono estd asociada con el agravamiento de sintomas de vias respiratorias inferiores
y con la disminucién del flujo espiratorio méximo [Gold et al. (1999) |.

En 1996, se efectué un estudio en ninos asmaticos de 5 a 7 anos de edad, en quienes
se identificé una relacién entre las concentraciones de O3 y de particulas PM;q con la
presencia de sintomas respiratorios y la incidencia de enfermedades de vias respiratorias
bajas [Meneses et al. (1996)].

Ya que las principales fuentes antropogénicas que aumentan la formacién de ozono
troposférico son los solventes quimicos y las emisiones vehiculares e industriales; las
grandes ciudades con areas conurbadas son responsables de gran parte de la contami-
nacion atmosférica debido a su sobre poblacion, por el excesivo consumo de combustibles
fosiles y por la intensa actividad industrial. En las grandes ciudades del mundo, como
la ZMCM (Zona Metropolitana de la Ciudad de México), constantemente se registran
valores que superan los estandares establecidos a nivel mundial.

En el 2023, la Encuesta Nacional de la Dindmica Demogréfica (ENADID-INEGI)
estimo 129.5 millones de mexicanos de los cuales el Estado de México fue la entidad mas
poblada con 16.992 millones y la Ciudad de México la segunda con 9.210 millones de
habitantes. Esta alta densidad de habitantes en la ZMCM, conlleva a mayores emisiones
de contaminantes y, en consecuencia, mas presion sobre la calidad del aire. Ademés de
la alta poblacién y las fuentes antropogénicas, hay otros factores meteorolégicos que
contribuyen a la dindmica de la concentracién atmosférica del Os.

La Secretaria de Salud (1996), indic6 que el Valle de México posee caracteristicas
fisiograficas y climaticas inicas que contribuyen de manera determinante en la severidad
de los problemas de contaminacion de la Ciudad. La ZMCM es una cuenca hidrolégica
situada a 2,240 m de altura sobre el nivel del mar en su parte central, tiene una
extensién territorial de 1,200 km? y estd rodeada por montafias que tienen una altura
promedio de 1,000 m sobre la parte central. Por esta razén la concentracién de oxigeno
estd disminuida en un 23 % con relacion al nivel del mar, aumentando la concentracién
de monéxido de carbono e hidrocarburos.

El Dr. Sanchez menciona que el smog? es originado a partir de contaminantes duran-
te un largo periodo de altas presiones que provoca el estancamiento del aire y, por tanto,
su permanencia en las capas més bajas de la atmosfera. El smog cubre por completo la
CDMX y estd en contacto directo con toda la poblacion, siendo el ozono troposférico

su principal componente.

2Neblina densa y visible compuesta por contaminantes quimicos y particulas suspendidas.
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INTRODUCCION

El crecimiento de la poblacién en la Ciudad de México ha ejercido una accién desfa-
vorable sobre su medio ambiente; la contaminacién del aire en la CDMX ha alcanzado
dimensiones tan criticas que hoy en dia se ubica en el quinto lugar de las urbes mas
contaminadas del mundo, ubicandose por debajo de Tokio, Delhi, Shanghai y Sau Paulo.

El monitoreo atmosférico es una herramienta indispensable para determinar la ca-
lidad del aire en una ciudad y provee de informacién relevante para los tomadores de
decisiones y la poblacion, sobre la concentracion de los principales contaminantes en el
aire que afectan la salud. De acuerdo al SEDEMA (2023a), el monitoreo esté ligado a
la normatividad vigente de salud, como ya se menciono, las NoM establecen los limites
permisibles; conocidos como estandares de calidad del aire y se han establecido para no
ser superados en un tiempo y area determinada.

La NOM de ozono ha tenido varios cambios desde su primera versiéon de 1994 en
la que sélo se consideraba el limite horario de 110 ppb (Figura 2) [SEDEMA (2024)];
posteriormente, en 2002, se agrego la métrica del promedio movil de 8h en 80 ppb. La
siguiente revisiéon de la NOM fue en 2014, en la cual se disminuyeron ambos limites:
el promedio horario se establecié en 95 ppb (reduccién del 14 % con respecto al valor
anterior) y el promedio mévil de 8h en 70 ppb (reduccién del 12 %). Finalmente, en
2021 el limite horario se establecié en 90 ppb.

Cambios en la NOM de O, 1993 (mod. 2002)

@2014
80 | W 2021
Promedio i
110 |

Maximo 1h 95

Concentracion (ppb)

Figura 2: Cambios en los limites de la NOM correspondiente a Os.

La concentracion de ozono es una problematica constante en la ZMCM y aunque
los niveles del contaminante han disminuido considerablemente desde la década de los
noventa, todavia se superan los limites de la NOM que son cada vez mas estrictos. En
diversos estudios se ha buscado un umbral “seguro” de ozono, en el cual los efectos a

la salud sean minimos o nulos, pero existe poca evidencia sobre esto.
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INTRODUCCION

La informacién de la concentracién de particulas de O3 (y otros contaminantes) para
obtener el Indice de Calidad del Aire (ICA), proviene de las Estaciones de Monitoreo
que cumplen con los criterios de representacién fisica y espacial, y se atienen a los
objetivos de monitoreo del SIMAT (SEDEMA-SIMAT (2018)), destinadas a informar
y prevenir a la poblacién sobre los niveles de contaminacion en la zona representativa
de la Ciudad de México y extenderse a los municipios conurbados. El ICA se calcula
para cada uno de los contaminantes reportados en las estaciones de monitoreo.

La Direccion de Monitoreo Atmosférico de la Ciudad de México reporta los registros
de concentracién de ozono cada hora, todos los dias del ano y se pueden descargar en la
pagina oficial del SIMAT: http://www.aire.cdmx.gob.mx/estadisticas-consultas/
consultas/download_imeca.php [Datos con derechos reservados.

Es importante aclarar que la base de datos que se descargaron para los objetivos
de esta tesis corresponden a las mediciones realizadas en el 2023 y registran el indice
de calidad del aire (horario) por sitio de monitoreo de acuerdo a la norma ambiental
NADF-009-AIRE-2017 publicada el 14 de noviembre del 2018.

Esta norma atmosférica establece el valor ICA, anteriormente IMECA (fndice Me-
tropolitano de la Calidad del Aire), que es un indicador adimensional utilizado en la
ZMCM para medir y difundir de manera mas sencilla el nivel de la calidad del aire y

los posibles riesgos en la salud como muestra la Tabla 1.

Tabla 1: Escala IMECA establecido por la norma NADF-009-AIRE-2017

IMECA Calidad del aire Riesgos y Recomendaciones

0-50 Buena Sin riesgo para la poblacién.

Grupos susceptibles pueden presentar sintomas: se

51-100 liegoler debe limitar actividad al aire libre.

Grupos susceptibles presentan efectos en la salud:

101-150 WIS Evitar exponerse, suspender actividades.
151-200 Muy Mala La poblacion e.n gengral puede experimentar efectos
adversos: Contingencia (Fase 1).
>200 Extrem. Mala Riesgo alto para la poblacién; Emergencia (Fase 2).

El Indice de Calidad del Aire de la CDMX publicado en la NADF-009-AIRE-2017
usa como referencia los limites de las NOM de salud anteriores, para el O3 se usa la
NOM-020-SSA1-2014; y no considera las actualizaciones de dicha normatividad realiza-

das entre 2019 y 2021. Este indice se conserva con fines comparativos con el IAS (fndice
de Aire y Salud). [SEDEMA (NOM)].
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INTRODUCCION

La Norma Oficial Mexicana NOM-020-SSA1-2014 establece los valores limite permi-
sibles para la concentraciéon de ozono (O3) en el aire ambiente y los criterios para su
evaluacién, publicada en el Diario Oficial de la Federacién el 19 de agosto de 2014; su

aplicacion a la norma ambiental NADF-2017 se muestra en la Tabla 2 como lo establece
la SEDEMA-SIMAT (2018).

Tabla 2: Indicadores para aplicar la NADF-009-AIRE-2017.

Forma de integracion al Indice de
Calidad del Aire

Valores limite permisibles

0.095 ppm, promedio horario Promedio horario al punto de corte 100
0.070 ppm, maximo anual del Valor considerado como promedio horario
promedio mévil de 8 horas referido al punto de corte 50

La concentracién de las particulas de ozono se mide en ppm (particulas por mill6n)
y existe una relacién con la unidad de concentracién pg/m? (microgramos por metro
ctibico) usada por otros contaminantes; aunque es poco comun usar esta medida para
la concentracion de ozono.

Estas unidades de concentracién se relacionan mediante la férmula:

Masa molar del gas (g/mol)
24.45 ’

pug/m’ = ppm x
para el caso particular del O3, su masa molar es de 48 g/mol, por lo tanto:
pg/m?® = ppm x (48/24.45).

Finalmente, aunque la concentracién de ozono se mide usualmente en ppm, la base
de datos que se descargd usa las unidades ppb (particulas por billén); y esa serd la
unidad de medida empleada en el desarrollo de esta tesis. Para realizar esta conversion,

simplemente se usa la equivalencia: ppb=ppm x 1000.

Tabla 3: Escala ppb y ug/m? para O3 (NADF-009-AIRE-2017)

IMECA O3 (ppb) png/m3 Calidad del aire
0-50 0-70 0-0.137 Buena.
51-100 71-95 0.138-0.188 Regular.
101-150 96-154 0.189-0.303 Mala.
151-200 155204 0.304-0.400 Muy mala.
>200 >205 >0.401 Extremadamente mala.

En la Tabla 3 se muestran los resultados de estas equivalencias y su calidad del aire.
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INTRODUCCION

La estimacion de riesgos ambientales involucra la identificacion de umbrales criti-
cos de contaminantes, la evaluacién de su frecuencia y la cuantificaciéon de impactos
potenciales. En particular, para el caso del ozono troposférico, la estimacion precisa de
riesgos requiere métodos robustos capaces de caracterizar adecuadamente las colas de
distribucion.

La TVE ofrece ventajas significativas al proporcionar un marco teérico para mode-
lar valores maximos y superaciones de umbrales. El interés principal esta en los eventos
asociados a la cola de la distribucién de las concentraciones de particulas de ozono regis-
tradas. Un enfoque para la modelacién de valores extremos es a partir de la Distribucién
de Valores Extremos Generalizada, que se ajusta a los extremos maximos.

La presencia de ozono (O3) en la atmoésfera de ciudades grandes presenta una dindmi-
ca temporal volatil, donde sus concentraciones varian significativamente a lo largo del
dia y del ano en funcion de procesos fotoquimicos y condiciones meteorolégicas de la zo-
na. Comprender estos patrones temporales es fundamental para determinar los periodos
del dia de mayor riesgo ambiental y exposicion poblacional.

El andlisis de los registros horarios revela como la interaccion entre emisiones pre-
cursoras, como la radiacion solar y la presencia de gases compuestos, genera picos
caracteristicos en ciertos momentos del dia, mientras que el analisis estacional muestra
la influencia de factores climaticos en la formacion y acumulacién de este contaminan-
te. Ademas, el estudio por puntos de monitoreo revela como factores como el transito
vehicular, la presencia de areas verdes y las caracteristicas del terreno influyen en la

distribucién desigual del ozono troposférico en la ciudad.
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Capitulo 1
Preliminares

El estudio riguroso de la Teoria de Valores Extremos (TVE) y su aplicacién al
analisis de riesgos ambientales requiere una sélida fundamentacion en conceptos proba-
bilisticos y estadisticos. Este capitulo presenta los elementos esenciales que sustentan
el andlisis de eventos extremos en series de contaminantes atmosféricos. Particularmen-
te, nos enfocamos en aquellos conceptos de utilidad para la modelacion estadistica de
valores maximos de concentraciéon de ozono en la Ciudad de México. Este trabajo de
tesis presupone un conocimiento béasico de probabilidad, estadistica y de matematicas
en general; por lo que se han omitido desarrollos tedricos que, aunque importantes en
probabilidad general, no son esenciales para los fines de esta investigacion. Para los
temas aqui presentados, se consulté la siguiente bibliografia: Canavos y Urbina (1987),
Lladser (2011), Murray y Spiegel (2009), Rincén (2006) y Rincén (2007).

1.1. Bases de probabilidad

La teoria de la probabilidad se encarga del estudio de los fenémenos o experimentos
aleatorios. Un experimento aleatorio (E) es aquel que, bajo las mismas condiciones,
no es posible predecir el resultado.

En teoria de probabilidad, el espacio muestral (2) representa el conjunto de todos
los resultados posibles de un experimento aleatorio; cada miembro del espacio muestral
se denota por w. Este conjunto puede ser discreto (finito o infinito contable) o continuo
(infinito no numerable). Un evento es un subconjunto A C €, es decir, es un conjunto
de puntos muestrales.

La probabilidad de un evento A, es un nimero real en [0, 1] denotado por P(A), y
mide la frecuencia con la que se observa la ocurrencia del evento A cuando se efectia

el experimento aleatorio. A continuacion, se define formalmente.
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Definicién 1.1. Dado un espacio muestral {2, una medida de probabilidad es una
funcién P: Q — [0, 1] que asigna a cada evento A C 2 un nimero real P(A).

La funcién P debe satisfacer los axiomas de probabilidad de Kolmogorov.

Los siguientes tres postulados fueron establecidos por el matematico ruso Andréi

Kolmogorov (1933), conocidos como axiomas de probabilidad de Kolmogorov.
Axioma 1.1 (No-negatividad). P(A) > 0, para todo evento A € €.

Axioma 1.2 (Normalizacién). P(Q2) = 1.

Axioma 1.3 (Aditividad). P (U AZ-) = Z]P)(AZ—); {A;}3°, eventos disjuntos a
pares. = =

Proposicion 1.1. De los axiomas de Kolmogorov se derivan las siguientes propiedades

fundamentales de una funcién de probabilidad:
a) Evento imposible:  P(0)) = 0.
b) Regla del complemento: P(A°) =1—P(A).

¢) Monotonicidad: Si A C B, entonces P(A) < P(B).

1.1.1. Variables aleatorias y su distribucion

En el estudio de fendmenos aleatorios, el concepto de variable aleatoria permite cuan-
tificar resultados inciertos y asignarles estructura matematica. Una variable aleatoria
(v.a.) es el valor que resulta de un experimento aleatorio que puede adoptar diferentes

valores dentro de un intervalo. Formalmente se define como:

Definicién 1.2. Dado un experimento aleatorio E y el espacio muestral 2 de F, una

variable aleatoria es una funcion X del espacio €2 al conjunto de ntimeros reales R
X: Q=R

Definicién 1.3. Sea X una v.a. del espacio §2. Si w € €, con X (w) se denota la imagen
de w bajo X. A la imagen de X se le denomina recorrido o soporte de X y se denota
por R(X)

R(X)=X(Q) ={z € R| existe w € Q: X(w) =z},

donde R(X) es nuevamente un espacio muestral.

2



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Asi X transforma todos los posibles resultados del espacio muestral en cantidades
numéricas, lo que permite cuantificar fenémenos aleatorios para facilitar el calculo de
probabilidades mediante herramientas analiticas.

Las variables aleatorias se clasifican en dos categorias segiin su estructura:

» Discretas: Toma valores contables finitos o infinitos numerables.

Por ejemplo: Numero de dias que registraron niveles altos de ozono.

= Continuas: Toma valores en un intervalo real, infinitos no numerables.

Por ejemplo: Concentracion horaria de ozono en partes por billon.

Definicién 1.4. Para una variable aleatoria discreta X se define su funcién de ma-
sa de probabilidad (f.m.p.) como: px(x) = P(X = z), la cual debe satisfacer las

propiedades de No-negatividad y Normalizacién de los axiomas de Kolmogorov.

El estudio completo de cualquier variable aleatoria requiere la caracterizacién de
su comportamiento probabilistico, lo cual se logra mediante la funciéon de distribucién

acumulada y, cuando existe, la funcion de densidad de probabilidad.

Definicién 1.5. Sea X una v.a. continua, una funcién integrable fx : R — R, es la
funcién de densidad de probabilidad de X (f.d.p.) si satisface:

1. fx(z) >0, paratodoz € R.

/ fx(@)dz=1.

b
3. Para cualquier intervalo [a, b], P(a < X <b) = / fx(z)dx

Estas funciones no solo codifican toda la informacion probabilistica de la variable,
sino que permiten el calculo de probabilidades para eventos arbitrarios y establecen los

fundamentos para derivar propiedades estadisticas clave.

Definicién 1.6. La funcién de distribucién acumulada (f.d.a.) para una variable

aleatoria X, estd dada por Fix : R — [0,1] y se define como:
Fx(z) =P(X <z)=P{w e Q: X(w) < z}).
En particular, si X es una v.a. continua, la f.d.a. esta dada por:
Fx(z)=P(X <z) = /I fx(u) du

3
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Teorema 1.1. Sea f(z) una funcién continua en el intervalo [a,b] y sea F(x) una

funcién tal que F'(z) = f(x) para todo x € [a, b]. Entonces:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Observacion 1.1. Esta breve version del teorema fundamental del cdlculo afirma que,
para una variable aleatoria X, F (z) = fx(z). De manera que, se puede determinar la
funcién de densidad fx(z) a partir de la funcién de distribucién Fx(x):

fx(z) I

Proposicion 1.2. Para cualquier v.a. X, toda funciéon de distribucién acumulada
Fx(x) debe satisfacer las siguientes propiedades:
1. mll)r_noo Fx(z)=0 vy zggloo Fx(z) = 1.
2. Fx(x) es monétona creciente: Si x1 < xg entonces Fy(x1) < Fy(x2).
3. Sixy < g entonces P(x; < X < x9) = Fx(z2) — Fx(x1).
4. Fx(z) es continua por la derecha: lim Fx(x) = Fx(a).
T—a

Definicién 1.7. Una v.a. X es degenerada si existe una constante ¢ € R tal que

P(X = ¢) =1, es decir, el soporte de X se limita a un tnico valor c.

La distribucion asociada a una v.a. degenerada se denomina distribucion degenerada,

en caso contrario, se conoce como no degenerada.

Definicién 1.8. Sea X una v.a. degenerada, con f.d.p. dada por P(X =z) = 1.

La funcién de distribucion acumulada se define como:

0, st x <c,
Fx(z) :{

1, st x> c.

Nota: Aunque los conceptos de Esperanza (E) y Varianza (Var) se veran mds adelante,

se anticipan los siguientes resultados:

Proposicion 1.3. Si X es una variable aleatoria degenerada se cumple:
a) E[X] = ¢, b) E[ X" =", reN, ¢) Var(X) =0.
Lema 1.1. Una variable aleatoria X es degenerada si, y solo si, Var(X) = 0.
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1.1.2. Vectores aleatorios y generalizaciones

Los vectores aleatorios constituyen la generalizacién natural del concepto de variable
aleatoria al caso multivariado, permitiendo modelar fenomenos donde multiples canti-
dades aleatorias interactian simultaneamente. Los vectores aleatorios son esenciales en

aplicaciones que requieren analizar dependencias entre varias variables.

Definicién 1.9. Un vector aleatorio X de dimensién n es una funcién X : @ — R”
dada por X = (X3, Xs, ..., X,,), donde cada coordenada X; : 2 — R es una variable

aleatoria para ¢ =1....,n.

Nota 1.1. Sélo se consideran vectores aleatorios cuyas componentes sean todas varia-
bles aleatorias discretas o todas variables aleatorias continuas. En tal caso se les conoce

como vector aleatorio discreto o continuo.

Definicién 1.10. Sea X = (X7, Xy, ..., X,,) un vector aleatorio continuo. Se dice que la
funcién integrable y no negativa fx, x,.. x, (%1, %2, ...,x,) : R" — [0,00) es la funcién
de densidad del vector X, o bien que es la funcién de densidad de probabilidad

conjunta de las variables X1, X5, ..., X}, si se cumple la igualdad:

7L

b1
IP’(al S Xl S bl, o a < X < b / fX Z1, ,$n)dl'n . ..d{lfl,

para cualesquiera valores de a; y b; en R con a; < b; parai=1,2,...,n

Proposicién 1.4. Toda f.d.p. conjunta fx, . x, cumple dos propiedades:

77777

a) fx,..x, (T, ..,2,) >0, z1,...,2, €ER.

/ / fx(z1,. .., zp)dey ... dx, = 1.

Definicién 1.11. Sea X = (X7, ..., X,,) un vector aleatorio. La funcién de acumulacién
de probabilidad del vector X Fx, . x, (%i,...,z,) : R — [0, 1], estd dada por:

FXI,...,Xn(ﬂﬁz‘, v y) =P(XG <2y, .., X, < xp).

En particular, si X es un vector aleatorio continuo, la funcién de distribucién con-

junta de X4, ..., X,, esta dada por:

T Tn
FX17._.7X7L($1,...,JZ”) :/ / fX17...7Xn(U17...,Un> dun...dul,
—00 —0o0

donde uy, ..., u, son variables de integracion.
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La funcion de distribucion acumulada conjunta se interpreta como la probabilidad
simultanea de eventos para todas las componentes que caracterizan completamente la

ley del vector.

Observacion 1.2. De manera que, la funcién de densidad conjunta Xi,..., X, se

puede calcular diferenciando F, . x, (21, ..., Z,) con respecto a xi, ..., T,; es decir,

PP )
T1,..., T - —
fX1,---7Xn( Lyeees n) awla e 7axn

Proposicién 1.5. Sea el vector aleatorio X con f.d.a. conjunta Fx (x) con x = (x1,...,2,),

se cumplen las siguientes propiedades para cada componente x;:
1. Fx(xy,...,x,) es una funcién mondtona creciente.
2. lim Fx(z;)=0 y lim Fx(z;) = 1.
Tj—>—00 Ti—>+00

Definicién 1.12. Sea fx, . x, (21, ..., z,) laf.d.p. conjunta del vector aleatorio continuo
X. Se define la funcién de densidad de probabilidad marginal de la variable

aleatoria X; como sigue:

FXZ(.%@) = / s / th,,,’Xn(a:l, vy .Tn)dﬂfl Ce dxi_ldxiﬂ e dﬂfn

Las funciones de densidad marginales son funciones de densidad univariadas.

1.1.3. Independencia y tipos de convergencia

En muchos analisis de datos se busca que la probabilidad de ocurrencia de los
eventos de estudio no dependa de la ocurrencia de otros. Se busca que la probabilidad

de ocurrencia de un evento A, sea la misma independientemente de la ocurrencia de B.

Definicién 1.13. Dos eventos A y B son independientes, si
P(AN B) =P(A) P(B).
Lema 1.2. Las siguientes ecuaciones son equivalentes:
1. P(An B)=P(A) P(B).
2. P(A|B) =P(A) cuando P(B) > 0.

3. P(BJA) = P(B) cuando P(A) > 0.
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En el andlisis de vectores aleatorios, ciertas distribuciones multivariadas destacan
por su capacidad para modelar fenémenos complejos con dependencias entre variables.
Intuitivamente, dos v.a. X y Y son independientes si cada acontecimiento que implica

solamente X es independiente de cada evento que involucra sélo a Y.

Definicién 1.14. Sea X = (X3,...,X,) un vector aleatorio continuo. Se dice que
las variables aleatorias X7, ..., X,, son independientes si la funcién de densidad de

probabilidad conjunta fx, . x,(z1,...,2,) es igual al producto de las n funciones de

-----

densidad marginal correspondiente a cada variable X; parat=1,...,n;

Faen (@1, s ) = [ [ (),
=1

para todo vector (x1,...,x,) € R™

Anélogamente, se puede definir la independencia en términos de la funcion de distri-
bucién conjunta F, . x,. Ambas definiciones son equivalentes y se usan con regularidad

en conceptos propios de estadistica.

Proposicion 1.6. Sea X, ..., X, una sucesion de variables aleatorias independientes.

Para cada¢=1,...,n, sean h; : R — R funciones y Y; variables aleatorias dadas por
Y = hi(X;),

entonces Yi,...,Y, también son variables aleatorias independientes.

Nota 1.2. Una sucesiéon de variables aleatorias X1, ..., X, es independiente e idéntica-
mente distribuida (v.a.i.i.d.) si todas las variables son independientes y tienen la misma
distribucion de probabilidad.

Tipos de convergencia

En esta seccion se estudia el comportamiento asintético de sucesiones de variables
aleatorias, y se daran las definiciones de algunos tipos de convergencia.

Si se considera una sucesién infinita de variables aleatorias {X,,}2%; denotado por
{X,}, o simplemente X,,, la variedad de formas en las que puede definirse la conver-
gencia de v.a.’s estard dada por las formas en las que se decida medir la cercania de la

sucesion con el limite a través de la medida de probabilidad.
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Definicién 1.15 (Convergencia puntual). La sucesién de variables aleatorias {X,,}>°

converge puntualmente a la variable aleatoria X si para cada w € €2,
Iim X, (w) = X(w).
Si una sucesién X,, converge puntualmente a X, solo se denota por X,, — X.

En general, la convergencia puntual es una condicién muy fuerte ya que pide la
convergencia de la sucesion evaluada en todos y cada uno de los elementos de §2.

Se puede ser menos estricto y pedir, por ejemplo, que la convergencia se verifique
en todo el espacio €2 excepto en un subconjunto de probabilidad cero; este es el caso

del concepto de convergencia con probabilidad 1.

Definicién 1.16 (Convergencia casi segura). La sucesién de variables aleatorias in-
finitas {X,}2°, converge con probabilidad 1 (o converge casi seguramente) a la

variable aleatoria X, si
P (w €Q: lim X,(w) = X(w)) ~1
n—oo

. . . . . C.S. . ’
Para indicar la convergencia casi segura se escribe X,, — X, o bien lim X, = X c.s.
n—oo

En la convergencia casi segura se permite que para algunos valores de w, la sucesién
numérica X;(w), X2(w), ... pueda no converger. De este modo, se permite que exista un
subconjunto de €2 en donde no se verifique la convergencia; asi, tal subconjunto debe
tener probabilidad cero. El subconjunto de 2 que verifique convergencia debe tener
probabilidad 1.

Un tipo de convergencia ain menos restrictiva que la convergencia casi segura es la

convergencia en probabilidad.

Definicién 1.17 (Convergencia en probabilidad). La sucesién de variables aleatorias
{X;}2, converge en probabilidad a la v.a. X, o bien X, i X, si para cada € > 0,
lim P[| X, — X| >¢| =0.

n—oo

o equivalentemente
lim P[|X,, — X| <¢]=1

n—oo

Lema 1.3. Si una sucesién X,, converge en probabilidad a X, entonces cualquier sub-

sucesién de X, también converge en probabilidad a X.
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Proposiciéon 1.7. Sean X,, y Y,, sucesiones de variables aleatorias y ¢ una constante.

Se cumplen las siguientes proposiciones:
1. Si X, 5 Xy X, 5 v, entonces PX =Y]=1.
. P P
2. Si X,, — X entonces cX,, — cX.
3.8 X, 5 XvyY, 5V, entonces X, +V, > X +Y.
. P 9 P o
4. Si X,, — X entonces X, — X~

Lema 1.4. Sean X, y Y, sucesiones de variables aleatorias tales que X, 5ox y
Y, Lt Y, entonces X,,Y, EiND'e s

En la practica, es dificil determinar con precisiéon la funcién de distribucion de pro-
babilidad. Estas complicaciones pueden originarse porque la distribucion es desconocida
o por limitaciones analiticas para su cédlculo exacto.

En esta situacion es posible realizar una aproximacion a la distribucion real. Esto
requiere una definicién de convergencia de variables aleatorias. Existen muchas posibi-

lidades, pero la mas til para nuestros propdsitos es la convergencia en distribucién.

Definicién 1.18 (Convergencia en distribucién). La sucesién de variables aleatorias
X1, Xo, ... con funciones de distribucién Fly,, Fx,, ... respectivamente converge en

distribucién a la variable aleatoria X, con funcién de distribucion Fx, si cumple que

lim Fy, (z) = Fx(x),

n—oo

para todo punto x en donde Fx(x) es continua.

Nota 1.3. Este tipo de convergencia es la menos restrictiva de todas las mencionadas y
en contextos mas generales también se le llama convergencia débil; se puede denotar
por: X, LN X, Fx, LN Fx, o bien X, LN Fx.

Teorema 1.2. El limite es dnico en el sentido de igualdad en distribucién:
Si X, % Xy X,5Y entonces X £V, es decir, Fx(z) = Fy(x).

En la préctica estadistica, identificar Fx(z) como distribucién limite para una su-
cesion de variables aleatorias X, X, ... justifica su uso como una aproximacién a la

distribuciéon de X,, para n suficientemente grande.
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1.2. Conceptos de estadistica

Una poblacién de interés es un conjunto arbitrario de personas, mediciones u ob-
jetos en general. Para conocer cierta informacién de esta poblacion, se procede a tomar
un pequeno subconjunto representativo de la poblacién llamado muestra. Al niimero
de elementos de una muestra se le llama tamano de la muestra.

Una variable es una caracteristica que posee cada elemento de una poblacion y
varia de elemento a elemento. Las variables pueden ser cualitativas, o cuantitativas;

dependiendo si describen atributos (cualidades), o si miden magnitudes (cantidades).

Definicién 1.19. Una muestra aleatoria de tamafio n es una coleccién de varia-
bles aleatorias X1, ..., X,,, de una poblacion, que son independientes e identicamente
distribuidas.

Es decir, que cada una de las v.a. X; son independientes y tienen la misma distri-

bucién de probabilidad con los mismos parametros, para i = 1,2...,n.

Definicién 1.20. Una estadistica muestral, o simplemente estadistico, es una v.a.
T(Xy,...,X,), en donde X7, ..., X, es una muestra aleatoria y 7' : R” — R es una

funciéon. Ademés, dado que T es una funcién de v.a.’s, T' también es una v.a.

1.2.1. Estadisticos descriptivos

La estadistica descriptiva es fundamental en el analisis de datos; permite resumir y
describir las caracteristicas principales de grandes volumenes de informaciéon mediante
medidas de dispersién y localizacién y algunas representaciones graficas.

En esta seccién se describiran estos conceptos de manera general y después se profun-

dizard en las medidas mas relevantes para este estudio.

Medidas de tendencia central: indican el valor en donde se concentran los datos,

pero no pueden describir su variabilidad:

= La media proporciona un valor promedio que puede ser representativo, pero es

susceptible a valores extremos.

= La media muestral para n variables aleatorias Xi, X», ..., X,, se calcula:

3



CAPITULO 1. PRELIMINARES

= La mediana representa el valor medio de un conjunto de datos ordenados; es ttil
para describir distribuciones asimétricas o con valores atipicos, ya que no se ve

afectada por estos extremos.

= La moda representa el valor més frecuente en un conjunto de datos; es 1til cuando
se desea identificar el valor méas comin. Un conjunto puede ser unimodal, bimodal

o multimodal.

Medidas de dispersion: cuantifican la variabilidad y miden cuanto se alejan los datos

del valor central.

= El rango mide la amplitud de un conjunto de datos; aunque es sensible a valores

atipicos. Se obtiene de la diferencia entre el valor maximo y minimo del conjunto:

R = max(X) — min(X).

» La varianza cuantifica la variabilidad de un conjunto de datos, mide la dispersion

de los valores en relacion con la media:
* Un valor alto de la varianza indica que los valores estan muy dispersos res-
pecto al valor esperado.
* Una varianza baja sugiere que los valores estdn més agrupados cerca del

promedio.

» La varianza muestral se puede estimar como:

§2 = S (x— X2

n—14
=1

La varianza se expresa en unidades al cuadrado, lo que puede dificultar su inter-

pretacion directa en el contexto de los datos originales.

» La desviaciéon estandar se define como la raiz cuadrada de la varianza. Asi, la
desviacién estandar se expresa en las mismas unidades que los datos originales,

lo que la convierte en una medida mas intuitiva.

Nota 1.4. En una distribucion normal, la desviacién estandar es particularmente til:
o E1 68 % de los datos se ubica dentro de una desviacién estandar de la media.
o E1 95% se encuentra dentro de dos desviaciones estdandar del promedio.

0 E1 99.7% se encuentra dentro de tres desviaciones estdndar del valor central.

11



CAPITULO 1. PRELIMINARES

» El coeficiente de variacién (CV) expresa la desv. estandar de un conjunto de

datos como un porcentaje de su media, se calcula como: C'V = 7« 100, p # 0.
I

» El rango intercuartilico (IQR) es la diferencia entre el tercer cuartil (Q3) y el
primer cuartil (¢);) de un conjunto de datos: IQR = Q3 — Q1.
Se enfoca en la variabilidad del rango que contiene la mitad central de los datos.

A diferencia del rango simple, el IQR es menos sensible a los valores atipicos.

Medidas de localizacién: dividen el conjunto de datos en partes porcentuales y son

indispensable para detectar outliers.

= Los cuartiles dividen un conjunto de datos en cuatro partes iguales.
Existen tres cuartiles: Q1, Q2 v Q3 que dividen los datos en 25 %, 50 % (mediana)

y 75 %, respectivamente.

= Los deciles dividen un conjunto de datos ordenados en diez partes iguales; per-
miten una comprensién mas detallada de la distribucién al ofrecer diez puntos de

corte que representan el 10 %, 20 %, ... hasta el 90 % de las observaciones.

= Los percentiles dividen un conjunto de datos ordenados en cien partes iguales.
Cada percentil indica el porcentaje de observaciones que se encuentran por debajo
de un valor especifico. Por ejemplo, el percentil 20 indica que el 20 % de los datos

son menores o iguales a ese valor.

Graficos descriptivos: facilitan la interpretacion de los datos y ayudan a comunicar

hallazgos de manera visual y mas efectiva.

= El histograma muestra la distribucion de datos continuos agrupandolos en in-

tervalos; es ideal para visualizar la distribucién y la frecuencia de los datos.

= El diagrama de dispersion representa puntos en un plano cartesiano, donde
cada punto corresponde a un par de valores; se utiliza para identificar patrones,

tendencias o correlaciones entre dos variables.

= El box plot muestra la distribucion de un conjunto de datos a través de sus cuar-
tiles. Incluye una caja que representa el rango intercuartilico (IQR) y lineas que
indican los valores maximos y minimos; es ttil para detectar outliers’ y comparar

distribuciones entre diferentes grupos.

Valores atipicos o anomalias que se desvian significativamente del resto de los datos en una muestra

12
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1.2.2. Esperanza, varianza, asimetria y curtosis

Los conceptos de esperanza y varianza constituyen los fundamentos para caracterizar
el comportamiento de una variable aleatoria. Ademas, el coeficiente de asimetria y
curtosis proporcionan informacién detallada sobre la forma y comportamiento de una

distribucién.

Definicién 1.21. Sea X una v.a. continua con una f.d.p. fx(z), el valor esperado

de X denotado por E[X], o ux, se define como el promedio o valor medio de X:

E[X] = ux = /OO xfx(z) d.

—0o0

Observacién 1.3. La esperanza existe y se dice que X tiene esperanza finita si la

integral impropia anterior es absolutamente convergente, es decir

/00 2| fx(z) doz < o0

en caso contrario, la v.a. X no tiene esperanza finita.

Proposicion 1.8. Para dos v.a. X,Y y una constante a € R, la esperanza matematica

cumple con las siguientes propiedades:
1. Linealidad: E[laX +Y] =a E[X] +E[Y].
2. Monotonicidad: Si X <Y entonces E[X] < E[Y].

Teorema 1.3. Sea X una v.a. continua y Y = ¢g(X) una v.a. con g : R — R, entonces,

v = EY] = Blo(0)) = [ " g(@) fx () da.

o0

La esperanza py existe si Y = g(X) es una v.a. con esperanza finita.

Definicién 1.22. La varianza mide la dispersion de X alrededor de su valor medio,

se denota por 0% o bien Var(X) y se define como:

Var() = EI(X = o)l = [ (0= i) fx(a) de

o

Definicién 1.23. La desviacién estandar es la raiz cuadrada positiva de la varianza:

ox =/ Var(X) .

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicién 1.9. La varianza cumple con las siguientes propiedades, donde a € R:
1. Var(aX + b) = a® Var(X).

2. Var (Z XZ») = ZVar(Xi) + 22 Cov(X;, Xj),

i<j
donde Cov(X;, X;) es la Covarianza de X; y X; que se define més adelante.

Observacién 1.4. Si E[X?] = oo, la varianza no estd definida. Sin embargo, siempre
que se cumpla E[X?] < co para una v.a. X, entonces la varianza se puede expresar

como sigue:

Var(X) = E[(X - x)?] = E[X?] - (ux)".

Momentos de orden superior y la FGM

Definicién 1.24. Sea X una v.a. continua con f.d.p. f(z) y r € N. El r-ésimo mo-

mento de X alrededor del cero (no centrado), si existe, se define por:

=B = [ p(ode

[e.9]

A los ntimeros jiq, o, - . ., se les llama también momentos poblacionales.

Nota 1.5. El primer momento alrededor del cero es la media o valor esperado de
la v.a. y se denota por y; asi, p = p; = E[X]. Ademads, se considera como la cantidad

numérica alrededor de la cual los valores de la v.a. tienden a agruparse.

Definicién 1.25. El r-ésimo momento central de X respecto a p = E[X] es:

oo

i =B =)= [ @ ppe) de
Definicién 1.26. Sea X una v.a. con funcién de distribucién F(x) y f.d.p. f(z) cono-
cida. La funcién generadora de momentos (FGM) My : R — R U {oo} se define

COIMo:
oo

Mx(t) =E [e"*] :/_ e f(x) dx.

o0

Ejemplo 1.1. Sea X una v.a. con distribucién normal, X ~ N(u, o), su f.d.p. estd

fla) = U\}% exp (_%) . zeR

dada por

14
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Su FGM se obtiene evaluando la esperanza E[e!*]:

[e%¢} 1 o)
MX(L‘):/ e - e~ dz.

S oV 21

Completando el cuadrado en el exponente y distribuyendo términos:

o @ 2= 2ue gt =200 (@ - (pt o*t))”  (n+ o) — pi?
rT—— = — = — —_
202 202 202 202

Sustituyendo y simplificando:

022 1l _eete?)?
My (t) = e / e 207 x.
—oo OV 2T
1l _e(ure?)?
Por ser la f.d.p. normal, e 202 dr =1.
oo OV 2T

Por lo tanto:

2t2
Mx(t) = exp (pt + UT) :

Nota 1.6. La funcién generadora de momentos puede no existir para todo ¢t € R. Por
ejemplo, en la distribucién de Cauchy cuya f.d.p. esta dada por f(z) = 1/7o [1 + (%)2} ,

la correspondiente integral Mx(t) diverge.
Proposicién 1.10. Si Mx(t) existe en un entorno de ¢ = 0, entonces se cumplen:
1. Generacién de momentos: El r-ésimo momento se obtiene como:

E[X"] = & M (1)

t=0

2. Unicidad: Si Mx(t) = My (t), entonces X < Y.
3. Transformaciones lineales: Si Y = aX + b, entonces My (t) = ¢ M (at).

Definicién 1.27. Sea Xi,..., X, una m.a. y sea r € N. El r-ésimo momento muestral
no centrado o simplemente el r-ésimo momento muestral es la variable aleatoria

dada por:
1 n
M,=-Y X

El método de momentos para la estimacién de parametros consiste en resolver un
sistema de ecuaciones planteado al igualar los momentos poblacionales con los momen-
tos muestrales. Este método presupone que el sistema de ecuaciones tiene una solucion

Unica y ésta es sencilla de encontrar, pero no hay garantia que esto sea asi.
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La distribucién hipergeométrica, por ejemplo, tiene tres parametros N, K, n, pero
solo dos momentos estan definidos de manera convencional, esto genera un sistema con

multiples soluciones que dificulta la aplicacién directa del método.

Ejemplo 1.2. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros p
y 0% esto es X ~ N(u,0%) y Xi,..., X, una muestra aleatoria.

Para hallar un estimador de los pardmetros i y o2 por el método de momentos, se puede
verificar que el primer y segundo momento poblacional estan dados por: u; = E[X] = p
vtz = E[X?] = 0% + p?, respectivamente.

Igualando estos momentos poblacionales con sus respectivos momentos muestrales, se

tiene el siguiente sistema de ecuaciones;

, 1
p=X, &E+p2=-y X2
n <

n
: : . . - 1
De la primera ecuacién obtenemos directamente el estimador: 1 = X = — 5 X;.
n
i=1
Reemplazando [i en la segunda ecuacion:

n

5% = liXE—Xz - > (X - XP,
i=1

n < n <
= =1

donde la varianza muestral estd definida como:

n—1 4
=1

o n—1

Por lo tanto: 6° = S=.
n
> n—1
Asi los estimadores de p y o por el método de momentos son i = X y 6% = S
n

Coeficiente de asimetria y curtosis

El coeficiente de asimetria mide la falta de simetria de una distribucién y la curtosis

cuantifica el peso de las colas y la agudeza del pico.

Definicién 1.28. Para una variable aleatoria X con media ux y desviaciéon estandar

ox, el coeficiente de asimetria se denota por v, o bien Sy, y se define como:

E[(X — 3
sy = O )
Ox
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= Si 7 =0 0 v = 0 entonces la distribucion de X es simétrica; Media =~ Mediana.
s Si 71 > 0, hay asimetria positiva (cola derecha més larga); Media > Mediana.

s Si 97 < 0, hay asimetria negativa (cola izquierda més larga); Media < Mediana.

Ejemplo 1.3. Comparacién de distribuciones simétricas y asiméticas: Considere las
graficas de las siguientes distribuciones: Normal(0,1); Chi-cuadrada (3 gl); y Beta(5,2).

Distribucion Normal (Simétrica) Distribucion Chi-cuadrada (df =3 ) Distribucion Beta (a=5,=2)

0.25

o
'S

0.20
o

5015

o
N
mn oo

Densidad

o

w
S 010

L= = SRR - -

Densidad

0.05

o
=

0.00
4 2 0 2 4 0 5 10 15 0.00 0.25 0.50 075 1.00
Valores Valores Valores

b
=)

Figura 1.1: Comparaciéon de distribuciones simétricas y asimétricas.

Cada grafica se gener6 con una m.a.i.i.d. y se calcularon los respectivos coeficientes de

asimetria 73 = Sy, de donde se obtuvo lo siguiente:

Distribucién Normal(0,1): S_x = -0.0039 approx. O
Distribucién Chi-cuadrada(gl=3): S_x = 1.6258 > 0
Distribucién Beta(5,2): S_x = -0.5998 < 0

Los resultados empiricos concuerdan con los valores teéricos esperados:

» La distribucién normal presenta simetria perfecta, pues v, =~ 0.

a La distribucién x2 muestra asimetria positiva, el alto valor (y; = 1.6258 > 0) refleja
la fuerte cola derecha.

= La distribucién Beta(5,2) con o > [ exhibe asimetria negativa, como el valor absoluto

de 71 no es tan alto, muestra menor grado de asimetria a comparacién con la x3.

Definicién 1.29. Para una v.a. X con media px y desviacién estandar ox, la curtosis
se denota por 7., o bien Ky, y se define:
E[(X — pux)*
vy = Ky — [( i )l
Ox
m Si 9 = 3 0 7, & 3 entonces la distribucién de X tiene forma Mesoctrtica.
» Si 79 > 3, tiene forma Leptocirtica (colas pesadas y pico agudo).

» Si 79 < 3, tiene forma Platicurtica (colas ligeras y pico aplanado).
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Ejemplo 1.4. Comparacion de distribuciones por curtosis: Considere las graficas de
las siguientes m.a.i.i.d.: Normal(0,1); t-Student (10 gl); y Uniforme(-4,4).

Para cada muestra también se obtuvo su respectivo valor de curtosis v, = Kx.

Comparacion de Distribuciones por Curtosis

Normal (Mesoclrtica) t-Student (Leptocdrtica) Unifarme (Platictrtica)
04

Densidad
=] =) =] =]
ey %] i .
[ =] =)
= o ta
=
=

=1
=1
2
=]

0.00
0.0

P
i

]

£
£
L]
£
A
%]
L]
%]
.

Valores

Figura 1.2: Comparacion de distribuciones por curtosis.

Distribucién Normal(0,1): K_x = 2.9901 approx. 3
Distribucién t-Student(gl=10): K_x = 3.9418 > 3
Distribucién Uniforme(-4,4): K_x = 1.7979 < 3

Los resultados empiricos concuerdan con los valores tedricos esperados:
s La distribucién normal (curtosis estandar) tiene curtosis cercana a 3 (Mesocurtica).
» t-Student muestra una distribucién més puntiaguda con colas pesadas (Leptocirtica).

» La distribucién uniforme tiene una forma més aplanada (Platictrtica).

1.2.3. Vector de medias, covarianza y correlacion

Los conceptos de media y varianza se generalizan al caso multivariado por medio
del vector de medias y la matriz de covarianza, que extiende la varianza a covarianzas a
pares; la matriz de correlacién normaliza estas relaciones. Este marco permite analizar

simultaneamente dependencias lineales entre multiples variables.

Definicién 1.30. Sea X = (X, ..., Xx) un vector aleatorio k-dimensional y supéngase
que cada coordenada del vector tiene esperanza finita, entonces se define la esperanza

de X, o el vector de medias como:

nx = E[X] = (E[X1],....E[X)])
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Definicién 1.31. Si suponemos que las esperanzas E[X], E[X5] y E[X;X5] son finitas;

entonces la covarianza entre dos variables aleatorias X; y X5 esta dada por:
COV(Xl, XQ) = ]E[(Xl — E{Xl])(XQ — E[XQ])]

Cuando X; y X5 son variables aleatorias continuas, se define:
Cov(Xy, X,) = / / (21 — E[X]) (22 — E[Xo]) fxo x, (21, 7)dz1ds.

Observaciéon 1.5. Aplicando la linealidad de la esperanza en la definicién 1.27, se
verifica que:
COV(Xl, XQ) = E[Xng] - ]E[Xl] E[XQ]

El valor de la covarianza cuantifica el grado de asociacién lineal entre las variables:
un valor positivo indica que ambas variables tienden a moverse en la misma direccion,

mientras que un valor negativo sugiere una relacion inversa.

Proposiciéon 1.11. Para cualquier par de v.a. X;, X;, con 7 # j, del vector aleatorio

X =(Xy,...,Xp), la covarianza cumple las siguientes propiedades:
1. Cov(X,X) = Var(X).
2. Simétrica: Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;).
3. Linealidad: Cov(aX; + b, ¢X; 4+ d) = acCov(X;, X;), con a,b,c,d € R,

4. Si X; y X, son independientes, entonces Cov(X;, X;) = 0.

5. —y/Var(X;) Var(X;) < Cov(X;, X;) < +/Var(X;) Var(X;).

Nota 1.7. El reciproco de la propiedad 4 es en general falso; el hecho de que la cova-

rianza sea cero no implica necesariamente que las v.a.’s sean independientes.

Definicién 1.32. Si cada coordenada del vector aleatorio X tiene varianza finita, en-

tonces la varianza de X se define como la matriz cuadrada de k x k dada por:

Var(Xl) COV(Xl,XQ) c. COV(Xl,Xk)
$(X) = COV()?Q, X1) VarFXg) ) Cov().(Q, Xr)
Cov(Xg, X1) Cov(Xg, Xo) ... Var(Xy)

La matriz ¥(X) es la matriz de covarianza y se denota por X.
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Observacién 1.6. Los elementos de la matriz de covarianza 3 cumplen:
1. La diagonal principal contiene las varianzas de cada variable aleatoria.
2. Las covarianzas reflejan las relaciones lineales entre las variables.

3. Su determinante |X| cuantifica el ”volumen” conjunto de variabilidad.
Proposicion 1.12. Para cualquier vector aleatorio X, la matriz > cumple:

1. ¥ es simétrica.

2. ¥ es definida positiva: x ¥ x* > 0 para todo vector x € RF.

3. Var(a! X) = a' ¥ a para a € R*.

4. SiY = AX + b, entonces Xy = A Yx Al

Ejemplo 1.5. Sean X, X, y X3 variables aleatorias que representan los promedios
mensuales (2023) de las concentraciones de ozono (ppb) registradas por las estaciones
de monitoreo atmosférico: CUA (Cuajimalpa), BJU (Benito Juarez) y CCA (Centro
de Ciencias de la Atmdsfera); estamos interesados en saber si existe una relacion lineal
entre las concentraciones de ozono de cada estacion.

Para calcular cada covarianza, primero obtenemos los valores de E[X; X,], E[X;X3] v
E[X,X3] para después aplicar la ecuacién Cov(X;, X;) = E[X; X;] — E[X;] E[X}].

Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 1.1: Promedios mensuales de concentraciones de ozono (ppb) del afio 2023.

Mes (2023) CUA X; |BJU X, | CCA X5 | X1X, | X1X5 | X2X5
Enero 28.804 19.363 26.166 || 557.747 | 753.680 | 506.657
Febrero 32.352 21.404 28.629 || 692.472 | 926.206 | 612.768
Marzo 33.569 22.929 30.692 || 769.702 | 1030.306 | 703.746
Abril 32.968 24.340 29.784 || 802.434 | 981.913 | 724.953
Mayo 34.237 24.603 30.956 || 842.354 | 1059.864 | 761.633
Junio 33.208 26.726 33.465 || 887.497 | 1111.292 | 894.367
Julio 28.660 20.806 26.411 || 596.306 | 756.929 | 549.518
Agosto 26.950 21.634 23.612 || 583.021 | 636.336 | 510.820
Septiembre 30.524 28.498 26.766 || 869.863 | 816.982 | 762.769
Octubre 25.719 22.673 20.730 || 583.116 | 533.153 | 470.001
Noviembre 24.449 21.041 19.952 || 514.453 | 487.816 | 419.820
Diciembre 18.401 15.287 14.195 || 281.299 | 261.204 | 217.001
E[X;]; E[X;X;] | 29.153 22.442 25.946 || 665.022 | 779.640 | 594.504
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De esta forma, calculamos cada covarianza a pares Cov(X;, X;):

Cov(X1, Xo) = E[X1 X,] — E[X] E[X5] = 665.022 — (29.153)(22.442) = 10.770 ppb?.
Cov(X1, X3) = E[X, X3] — E[X;] E[X3] = 779.640 — (29.153)(25.946) = 23.236 ppb?.
Cov(Xy, X3) = E[X5X3] — E[X,] E[X3] = 594.504 — (22.442)(25.946) = 12.224 ppb?.

Ademas, si obtenemos las varianzas de cada variable:
Var(X;) = 20.266; Var(X,) = 10.886; Var(X3) = 27.808.

Podemos construir la matriz de covarianza, que esta dada por:

20.266 10.770 23.236
Y(X)=110.770 10.886 12.224
23.236 12.224 27.808

Conclusiones del analisis de covarianzas del Ejemplo 1.3:

Referente a la diagonal principal de la matriz de covarianza podemos deducir que la
variable X3, de la estacién CCA, es la que tiene mayor dispersion en los datos regis-
trados de concentracion de Os; mientras que Xs, correspondiente a la estacién BJU, es
la més estable concentrando sus valores alrededor de su media (22.442 ppb).

Sobre los resultados de las covarianzas, los tres valores positivos nos confirman que
si existe una relacién lineal directa de las concentraciones de ozono entre las tres esta-
ciones de monitoreo; sin embargo, se observa una relacién de mayor magnitud (23.236
ppp?) entre la estaciéon de Cuajimalpa (zona suroeste) y la estacion CCA ubicada en
Coyoacan (zona sureste). Ademads, la covarianza entre la estacién en Benito Juérez (zona
central) y las periféricas es menor, sugiriendo diferencias en los patrones de dispersién
de contaminantes.

Estos resultados indican que el comportamiento de las particulas de ozono en la
regién podria estar influenciado por factores meteorolégicos (fuertes vientos en la zona
sur; mayor radiacién solar) o factores geograficos (zonas menos urbanizadas; afectacio-
nes industriales); provocando una mayor correlacién entre zonas periféricas que con el

centro urbano de la Ciudad de México.

Nota 1.8. La covarianza mide la relacién lineal entre dos variables aleatorias, pero
tiene limitaciones: depende de las unidades de medida y no esta acotada, lo que difi-
culta interpretar su magnitud. Por ello, se prefiere utilizar el coeficiente de correlacién
de Pearson (p), que normaliza la covarianza usando las desviaciones estandar de las

variables. A continuacion, se define esta medida.
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Definicién 1.33. Sean X; y X, dos variables aleatorias, se define el coeficiente de
correlacion de Pearson como:
COV(Xl, XQ)

P Xs = \/Var(Xl)Var()Q) =11

Definicién 1.34. Sea cada p;; el coeficiente de correlacion entre X; y X, donde p;; = 1;

la matriz de correlaciéon R se define como:

1 pi2 - pue
R — ,0'21 1 T P?k
Prk1 Pr2 - 1

El coeficiente de correlacion de Pearson px, x, es una medida estandarizada que permite
comparar la fuerza de las asociaciones lineales, cuantificando el grado y direccién de
asociacion entre dos variables aleatorias. Ademas, identifica patrones de dependencia

lineal, 1til para validar supuestos en modelos como regresion lineal multiple.

Lema 1.5. Bajo normalidad: X; y X5 son independientes si, y solo si, pjo = 0.

Este resultado no se generaliza a distribuciones arbitrarias.

Tabla 1.2: Interpretacion del coeficiente de correlacion de Pearson.

P C‘;‘;‘:il;f’fn Comportamiento de la relacion lineal
p=1 Perfecta Aumento directamente proporcional.
(0.7,1) Fuerte Asociacién entre altos valores de contaminantes.
(0.3,0.7) Moderada Discernible, afectada por otros factores.
(0,0.3) Ausente Puede haber relaciones no lineales.
p=0 Independencia No existe relacién lineal entre las variables.
P Correla.c ion Comportamiento de la relacion lineal
Negativa
(—0.3,0) Ausente No implica independencia (relacién no lineal).
(—0.7,—-0.3) Moderada Si Xy aumenta, X7 tiende a disminuir.
(—1,—-0.7) Fuerte Asociacién inversa en niveles de contaminacion.
Dl Perfecta Incremento inversamente proporcional. No hay

casos reales en sistemas ambientales.
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Ejemplo 1.6. Siguiendo con el Ejemplo 1.3, ahora calcularemos los coeficientes de
correlacion de las tres variables aleatorias correspondientes a las estaciones de monitoreo

atmosférico antes descritas:

. COV(Xl, XQ) . 10.770 .
P2 Nar(X,) Var(Xa)  +/(20.266)(10.836)
COV(AXVl7 Xg) 23.236
P13 = = =
v/ Var(X;) Var(X3)  /(20.266)(27.808)
COV(X27 Xg) 12.224
P23 = =

~ Var(X;) Var(Xs)  +/(10.886)(27.808)

Asi, la matriz de correlacion esta dada por:

1 0.725 0.979
R=|0725 1 0.703
0979 0.703 1

Conclusiones de la matriz de correlacion:

Se observa una correlacién lineal practicamente perfecta entre las variables X; y X3
(p13 = 0.979), lo que indica que las estaciones de Cuajimalpa y la del Centro de Ciencias
de la Atmosfera comparten practicamente la misma informacién; indicando que estan
determinadas por factores geograficos o atmosféricos muy similares.

Esta fuerte relacién sugiere que, para muchos propédsitos practicos, podria ser re-
dundante incluir ambas estaciones de monitoreo atmosférico en anélisis posteriores, ya
que proporcionan esencialmente la misma informacién.

Por otro lado, las correlaciones de la estacién Benito Juarez con las demas muestran
una relacion positiva significativa pero considerablemente mas débil, lo que indica que
la zona de esta estacion de monitoreo contiene informacién adicional no capturada

completamente por las estaciones periféricas.
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Capitulo 2

Fundamentos de estimacion

parameétrica

El objetivo principal de un analisis estadistico. tanto descriptivo como inferencial,
es extraer informacién significativa a partir de datos para apoyar la toma de decisiones,
responder preguntas de investigaciéon o comprender patrones y relaciones en los datos.
Sin embargo, cada tipo de analisis tiene enfoques especificos:

La estadistica descriptiva se enfoca en resumir, organizar y presentar los datos
de manera clara y comprensible. Se enfoca en describir caracteristicas basicas de los
datos e identificar patrones, distribuciones o anomalias en los datos; sin embargo, no
busca hacer generalizaciones, sino describir la muestra analizada.

En cambio, la estadistica inferencial obtiene conclusiones o realiza predicciones
sobre una poblacion mas grande a partir de una muestra de datos. Se enfoca en estimar
parametros poblacionales con intervalos de confianza, realiza pruebas de hipdtesis para
comparar grupos o evaluar relaciones causa-efecto y generaliza resultados con un margen

de error controlado.

2.1. Principios de estimacién

Un objetivo en el modelado estadistico es usar informaciéon muestral para hacer
inferencias sobre la estructura de probabilidad de la poblacién de la cual surgieron los
datos. La inferencia equivale a la estimacion de esta distribucion para la cual existen
dos enfoques distintos: paramétrico y no paramétrico. Para este andlisis se desarrollara
la teoria para seguir un enfoque paramétrico; asumiendo que las variables aleatorias

de los datos siguen distribuciones conocidas de la TVE.
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Definicién 2.1. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria y 7'(X7, ..., X,) un estadistico;
si se emplea T para estimar un parametro desconocido €, entonces 1" recibe el nombre
de estimador de #. Ademas, el valor especifico de ¢ como un resultado de los datos

muestrales recibe el nombre de estimacion de 6.

Definicién 2.2. Un estimador puntual para el parametro desconocido 6, que se
denota 6, es una funciéon de una muestra aleatoria X, ..., X,, que sirve para estimar el

valor del parametro desconocido 6.

Se estudiara el caso de una variable aleatoria continua X cuya funcién de densidad
de probabilidad existe y estd dada por f(z;0). Suponga que los datos xy,xs, ..., T,
comprenden una muestra aleatoria de observaciones independientes de X, cuya f.d.p.
pertenece a una familia conocida de distribuciones de probabilidad con funciones de

densidad que no dependen de parametros desconocidos:

F={f(z;0):0€ 0}

La inferencia se reduce, por tanto, a la estimacién del parametro 6. Cuyo valor puede
ser un escalar o puede representar un vector de pardmetros como 6 = (u, o), en el caso
de la familia normal.

Dado que los datos son resultados de variables aleatorias, las repeticiones del ex-
perimento generarian datos diferentes y, por lo tanto, una estimacion diferente. Asi, la
aleatoriedad en el proceso de muestreo induce aleatoriedad en el estimador.

La distribucién de probabilidad inducida en un estimador se dice que es su distri-
bucién muestral. Dado que es deseable que las estimaciones estén cerca del valor del

parametro que se estan estimando, se define el sesgo de un estimador.

Definicién 2.3. El sesgo de un estimador cuantifica la diferencia sistematica entre
el valor esperado del estimador y el verdadero valor del pardametro poblacional. Para

un pardmetro 6 y su estimador 0, el sesgo (B) se define como:

~ A

B(0) =E[f] — 0.

Lema 2.1. Si E[é] = 6, el estimador 6 se denomina estimador insesgado; o bien, se

~ ~

dice que tiene sesgo nulo si B(f) = 0. Ademds, si B(#) # 0 se tiene:

= Sesgo positivo: Si B (é) > 0, hay una sobreestimacién sistematica de 6.

~

» Sesgo negativo: Si B(f) < 0, Subestimacion sistemaética de 6.

26



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ESTIMACION PARAMETRICA

Definicién 2.4. El error cuadratico medio (ECM) mide la variacién del estimador

6 en torno al valor real del parametro 6; se define como:
ECM(9) = E[(§ — 0)?].

El ECM puede expresarse en términos de la varianza y el sesgo del estimador:

ECM(6) = Var(0) + B()? = Var(0) + [E[4] — 6].

El ECM considera tres criterios para su interpretacion:

» Medida de precision: Cuantifica la calidad del estimador.
= Unidades: Se expresa en unidades al cuadrado del parametro original.

» Minimizacién: Se buscan estimadores con ECM minimo.

En cualquier muestra en particular, un ECM bajo implica que probablemente la esti-

macion se acerca al valor real del pardmetro.

Definicién 2.5. Se define el error estandar (SE) del estimador 6 como la desviacién
estandar de su distribucién muestral: SE(0) = 1/ Var(6).

Interpretacion del error estandar
- El error esténdar mide la dispersién de 6 alrededor de E[6].
- Cuantifica precision: cuanto menor sea SE, mayor sera la precision del estimador.

- Es clave para realizar pruebas de hipotesis y construir intervalos de confianza.

2.1.1. Estadisticas de orden

Los estadisticos de orden tienen muchas aplicaciones dentro de la estadistica no pa-
ramétrica e inferencial. Algunos ejemplos de estadisticos de orden son: el valor minimo,
el maximo, la mediana y otros cuantiles de una muestra.

En estadistica, se suele considerar el estadistico de orden i de una muestra aleatoria
como el i-ésimo valor més pequeno. Para una muestra aleatoria de tamano n, y sea
x1,..., T, una realizacion de esa muestra; el minimo es siempre el valor mas pequeno
de la muestra, esto es, X(;) = min{zy, ..., z,}; mientras que el maximo es el valor mas
grande de la muestra, esto es X(,,) = max{w1,...,2,}.

El ordenamiento de datos es el proceso de reorganizar un conjunto de datos en
una secuencia especifica, como ascendente o descendente. Esto puede hacerse de manera

numérica, alfabética o alfanumérica.

27



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ESTIMACION PARAMETRICA

Dada una muestra aleatoria X1, ..., X,,, se puede evaluar cada una de estas variables
en cualquier punto muestral w y obtener una coleccién de nimeros reales X (w), ..., X, (w).
Estos nimeros pueden ser ordenados de menor a mayor, incluyendo repeticiones. Si
X(i)(w) denota el i-ésimo nimero ordenado, se tiene entonces la coleccién no decrecien-
te de nimeros reales: X)(w) < -+ < Xy (w).

Ahora bien, si se hace variar el argumento w para cada w € €2, se obtienen n v.a.
llamadas estadisticas de orden. Este proceso de ordenamiento resulta ser bastante

util en muchas aplicaciones, principalmente en la teoria de valores extremos.
Definicién 2.6. Sean X1, ..., X,,, una muestra aleatoria, a las v.a.’s ordenadas:

X(l) = min{Xl? s 7Xn}>
X(Q) = mfn{Xl, e ,Xn}\{X(l)},
X(3) = mfn{Xl, e 7Xn}\{X(1)7 X(Q)},

Xy =max{Xy,..., X,},
se les conoce como estadisticas de orden.
Observacién 2.1. Con base a esta definicion se debe de considerar lo siguiente:

1. Las estadisticas de orden no son v.a. independientes, pues deben mantener la
relacion X(l) S X(g) S S X(n).

2. La i-¢sima estadistica de orden X(;) es una funcién de todas las variables de la

muestra aleatoria.

En otras palabras, puntualmente X;) es alguna de las variables X1, ..., X,,, pero global-
mente no es necesariamente una de ellas. En general, X(; se llama i-ésima estadistica

de orden, parat=1,...,n.

Asi, las estadisticas de orden son nuevas variables aleatorias; suponiendo que Xy, ..., X,
es una muestra aleatoria cuya distribucion es conocida, y por simplicidad se supondra
absolutamente continua, en donde cada variable tiene funcién de densidad f(z) y una
funcién de distribucién acumulada F'(z); el objetivo es encontrar algunas férmulas re-
lacionadas con las distribuciones de probabilidad de las estadisticas de orden.

Por ejemplo, para encontrar las distribuciones del primer y del iltimo estadistico de
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orden se calcula:

Fmin(‘r) = FX(I)(ZE) = ]P)(X(l) < l‘) = ]P’(min{Xl, R 7Xn} < J])
=1—P(min{X;,..., X,} > x)
=1-PXy >z, Xo>z,...,X, > 1)
=1-[[P(X; > 2) =1 [P(X; > )]
i=1

—1-[1-P(X;<a)]"=1-[1 - F()]"

Teorema 2.1. Paran > 1,
L fxy (@) =nf(2)[l — F(z)]"
2. fxg, (@) =nf(@)[F(x)]"

La demostracion del teorema es inmediata, pues sélo bastaria derivar las funciones
de distribucion acumulada que se obtuvieron anteriormente.

De manera general, se tiene la siguiente definicion de la f.d.p.:

Definicién 2.7. La funcion de densidad de la i-ésima estadistica de orden es:

n

.)zf<x>[F<x>r-1u P

1

fxa (@) = (

Las estadisticas de orden representan un conjunto de observaciones independientes
de una variable aleatoria X con funcién de distribucién F(x).

En la préctica, (Xq, ..., X,,) se trata de una muestra de n elementos tomada de cierta
poblacién; por lo que se puede reordenar de menor a mayor para obtener la secuencia:

Xin < X, < -+ < X,.n, que son los estadisticos ordenados de la muestra.

Definicién 2.8. El r-ésimo elemento de la secuencia de desigualdades X,.,, se le conoce
como r-ésimo estadistico ordenado. Los casos particulares del primer y el tltimo es-
tadistico ordenado, reciben el nombre de valores extremos o simplemente extremos:;

X1., es conocido como el minimo y X,,., como el maximo.
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2.1.2. Nivel de retorno

Definicién 2.9. Sea X una v.a. continua, tal que su f.d.a. F(z) es estrictamente
mondtona y continua en el intervalo (0, 1), entonces se define la funcién cuantil Q(x)

como la funcién inversa de F'(z) en este intervalo:
Q(z) = F~'(x), paratodo x € (0,1).

Definicién 2.10. El cuantil de probabilidad acumulada p o cuantil de orden p de

la funcién de distribucién F'(z), con p € (0, 1), se define como:

Anélogamente, a F'~1(1 — p) se le conoce como cuantil de orden (1 — p), cuantil de

probabilidad acumulada (1 — p) o cuantil por exceso; se denota por Q1_, = 2,.

Es necesario definir los conceptos de nivel de retorno y periodo de retorno, ya que es
de interés conocer cual es el valor que, en promedio, se excede una vez cada determinado
tiempo. Para tal propoésito, se considerardn v.a.i.i.d. con funcién de distribucion comin

F(z) conocida, tomadas en periodos de tiempo iguales.

Definicién 2.11. El periodo de retorno T de cualquier evento extremo se define
como el lapso de tiempo que en promedio se cree que serd igualado o excedido dicho

evento, es decir, es la frecuencia con la que se presenta tal evento.

En general, sea {X;};>; una sucesién de v.a.i.i.d. con funcién de distribucién F(z) y
w un valor dado. Considérese también la sucesion 1y X;>w},o, de v.a.iid. con distribucién
Bernoulli que toman el valor 1 (éxito) si X; > w y 0 en otro caso, con probabilidad
p=1— F(w) y 1 — p, respectivamente.

Entonces, el instante del primer éxito esta dado por
Y(w)=min{i > 1| X; > w},

es decir, el instante de la primera excedencia del valor w, es una variable aleatoria con

distribucién geométrica y funcién de probabilidad

1
Por lo tanto, T=-, donde T = E[Y (w)].
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Definicién 2.12. Al valor w se le llama nivel de retorno con periodo de retorno

T = 1/p para los eventos {X; > w};>1.

Ejemplo 2.1. Si se desea encontrar el nivel de retorno w correspondiente a un periodo
de 20 anos, entonces se debe encontrar el valor de w tal que E[Y (w)] = 20, es decir,
encontrar w tal que p = 1/20 = 0.05.

Como p = 1—F(w), el problema consiste en resolver la ecuaciéon F'(w) = 1—0.05 = 0.95

para w. Por lo tanto, w es el 0.95-cuantil de la distribucién F(z), esto es, Qo.o5

Nota 2.1. El nivel de retorno es igual al cuantil por exceso, es decir, w = z,.

2.2. Meétodo de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud es considerado como uno de los mejores méto-
dos en estimacién paramétrica debido a sus propiedades 6ptimas en muestras grandes:
consistencia, eficiencia (varianza minima) y normalidad asintética.

Intuitivamente, el método selecciona los valores 6 que hacen mas plausibles los da-
tos observados. Su versatilidad lo hace aplicable a modelos complejos y su capacidad
para derivar intervalos de confianza mediante la teorfa asintética lo consolidan como la

herramienta fundamental en inferencia estadistica.

2.2.1. Estimador de maxima verosimilitud (EMYV)

Cada valor # € O define un modelo en F que asocia diferentes probabilidades a
los datos observados. La probabilidad de los datos observados como funcion de 6 se
denomina funcién de verosimilitud.

Los valores de 6 que tienen alta probabilidad corresponden a modelos que dan alta
probabilidad a los datos observados. El objetivo es hallar el estimador que asigna la

mayor probabilidad al parametro de los datos observados.

Definicién 2.13. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién
de densidad fx(z;0). La funcién de verosimilitud de la muestra, denotada por

L(0) = L(0; x4, ..., z,,), se define como la funcién de densidad de probabilidad conjunta
de X1, ..., X, es decir:
L(8) = fxrxo (@1, 203 0) = [, (20:0) -+ fx, (20:0) = [ [ o (23:6).
i=1
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Proposicion 2.1. En la practica, es mas conveniente tomar logaritmos y trabajar con

la funcién log-verosimilitud:
((0) =log L(A) = Y log fx,(x:;6).
i=1

Cabe mencionar que /() es méxima en el mismo punto en donde L(f) lo es, esto
debido a las propiedades de continuidad y monotonia de la funcién logaritmo.

El método de maxima verosimilitud consiste en obtener el valor de # que ma-

ximice la funcién de verosimilitud L(#), o bien, que maximice la funcién £(6).

Definicién 2.14. El estimador de maxima verosimilitud (EMV) de 6, denotado

por By, se define como el valor de 6 en donde £(6) alcanza el méximo:

Orry = arg méx 0(0).

Ejemplo 2.2. Sea X, ..., X,, unam.a.i.i.d. de una distribucién exponencial con parame-

tro 3, cuya funcion de densidad de probabilidad es:

f(z;8) = %GXP (—%) ., x>0.

La funcién de verosimilitud para la muestra observada es:

n

L(B) =[] f(z:i:8) Zﬁ%exp (—%) = (%)nexp (—%ix> :

=1

Tomando la funcién log-verosimilitud:
(8) = L() = —nlnf- L3
= In = —nin —_ = ZT;
p i=1
Para encontrar el maximo, derivamos respecto a [ e igualamos a cero:
al -

Resolviendo para f:

nﬁzzn:xi = 5:%271:331-:1:.
i=1 i=1
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Por lo tanto, el EMV de (8 corresponde a la media muestral:
v =13 %=X
MV — n £ i — .

Observacion 2.2. Observaciones generales sobre el método de méaxima verosimilitud:
a) Puede aplicarse para distribuciones discretas y continuas.
b) No siempre es facil encontrar el méximo de L(6).

¢) En algunos casos, el EMV puede no existir.

2.2.2. Propiedades del EMYV y condiciones de regularidad

La invariancia funcional es una de las propiedades fundamentales de un EMV.

Definicién 2.15. Sea 6 = (04, ...,6,,) un vector n-dimensional de parametros de una
distribucion. Si 7 : R®™ — R es cualquier funcién, entonces a 7(0) se le llama funcién

paramétrica o parametral.

Principio de invarianza: Suponga que Xi,..., X, es una muestra aleatoria de
una poblacién cuya funcién de densidad estd dada por f(z;0) y 0 es el EMV de 6. Si
se desea estimar una funcién del parametro 6, es decir, una funcién paramétrica 7(0),

~

se puede hacer mediante 7(6).

Teorema 2.2. Sea 0 el estimador de maxima verosimilitud de 0, entonces el estimador

A~

de méxima verosimilitud de cualquier funcién paramétrica 7(0) esta dado por 7(6).

El principio de invarianza establece que una vez calculado el EMV é, el EMV de
cualquier funcion de 6 se obtiene por simple sustitucién.

El principio de invarianza se puede generalizar de la siguiente manera:

Teorema 2.3. Sea 6 = ((91, o ,ék) el estimador de méxima verosimilitud de 8 =
(01,...,0k). Si T7(0) = (11(0),...,7-(0)) para 1 < r < k es un vector r-dimensional
de funciones paramétricas, entonces el estimador de maxima verosimilitud de 7(0) =
(11(8),...,7,(0)) es T(8) = (11(8),...,7.(8)), donde 7;() es el estimador de méxima

verosimilitud de 7;(0) para j =1,...,r.

Los EMV tienen otras propiedades fundamentales como consistencia, insesga-
dez asintética y normalidad asintdtica; sin embargo, a diferencia de la propiedad
de invarianza funcional, estas otras propiedades se cumplen bajo ciertas condiciones

generales, llamadas condiciones de regularidad.
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Condiciones de regularidad

A continuacion se enuncian dichas condiciones para el caso uniparamétrico, es decir,
cuando 6 es un escalar; sin embargo, estas condiciones pueden extenderse al caso donde

0 = (0y,...,0;) es un vector k-dimensional de pardmetros.

Definicién 2.16. Sea X,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con una
funcién de densidad f(x;0) y T(Xy,...,X,) es un estimador de la funcién paramétrica
7(0). Entonces las condiciones de regularidad de la funcién de densidad f(z;6) y

del estimador T'(X7, ..., X,,) son las siguientes:

1. El soporte de la f.d.p. f(z;60) dado por el conjunto {z|f(x;0) > 0} no depende

del parametro 6.

2. Para todo z en el soporte de f(z;6), la funcién In[f(z; )] es diferenciable respecto

al parametro 6.

0 - 0
3. %/"'/J:llf(%,@) dfl?l"'dxn—/"'/%J:!f(%,@) dry---dx
4 / / Yz - d / / 3 |n| Yz - d
. 89 3727 £ - Ly = 8 1 3727 £ - Tn,

donde = = (xl, . ,xn).

5.0 < E[(%ln e 9)])2} < 0.

Finalmente, se mencionan otras dos propiedades fundamentales del EMV:
» Insesgadez asintdética: Bajo las condiciones de regularidad, si 6, es el EMV del
parametro 6 basado en una m.a. de tamano n, entonces 0, es msesgado asintoticamente,

es decir:
lim E(6,) = 0.

n—o0

= Consistencia: Bajo las condiciones de regularidad, si 0,, es el EMV del pardmetro 6
basado en una m.a. de tamano n, entonces 6,, es consistente para 6, es decir, se cumplen

las siguientes dos condiciones:

a) lim E(6,) = 0. b) lim Var(6,) = 0.

n—oo n—o0

Por tanto, todo EMV es insesgado asintéticamente y su varianza converge a cero.
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2.3. Teoria univariada de verosimilitud

La funcion de verosimilitud permite cuantificar la plausibilidad de algin valor del
parametro desconocido € con base en una muestra observada, es decir, el EMV 0 es
el valor de # mas probable, més plausible o mas verosimil de # en el sentido que este
maximiza la probabilidad de lo que se ha observado. Se considera el caso univariado, es
decir, cuando la funcién de verosimilitud depende de un tnico parametro desconocido

f, también se conoce como caso uniparamétrico.

Definicién 2.17. Se define la funcién score S(f) como la primera derivada de la

funcién de log-verosimilitud, es decir,
SO)=10(0) = ——=.
Por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud 6 es la solucién de la ecuacion score:
S(0) = 0.

Observacion 2.3. Dado que 6 es un maximo, la derivada de segundo orden de la
funcién log-verosimilitud evaluada en 0 es negativa, esto es,
d2€(0) _ é”(é) <0
do? N '

0=0

Definicién 2.18. Se define la curvatura en 0 como 7 (6), donde,

d20(0)
o2

T(0) = —0'(6) = —S'(6) = —

Asi, una condicién para que 0 sea un EMV es que J (é) > 0.

Nota 2.2. En la teorfa de verosimilitud, [ (#) se conoce como informacién de Fisher
de la muestra; y el numero J (é) es una cantidad clave llamada informacién de

Fisher observada.

Definicién 2.19. Se define la funcién de verosimilitud relativa (FVR) de 6§ como

~

la razén de la funcién de verosimilitud L(6) y su maximo L(6):

donde 0 < R(A) <1y R(f) =1.
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La funcién R(6) proporciona una medida relativa de compatibilidad con los datos

observados:

» Para valores de 6 con R(f) cercanos a R(f) = 1 hacen a la muestra observada casi
tan probable como lo hace el EMV 6.

» Valores de 6 con R(6) cercanos a cero hacen que la probabilidad de la muestra
observada sea pequena con respecto a su maxima probabilidad alcanzada en 0.

Definicién 2.20. La funcién de log-verosimilitud relativa de 6 es el logaritmo

natural de la funcién de verosimilitud relativa:
r(0) = In[R(#)] = In L(0) — In L(0) = £(0) — £(h),
donde ¢(0) es la funcién de log-verosimilitud y —oo < r(#) < 0 para todo 6.

Definicién 2.21. El conjunto de valores de 6 para los cuales R(6) > p, donde p es su
nivel de verosimilitud y p € (0, 1); se llama regién de verosimilitud o intervalo de
verosimilitud (IV) del (100 p) % para 0, esto es:

1V(p) ={0 | R(0) > p}.

A IV (p) también se le conoce como intervalo de verosimilitud de nivel p para 6.
Observaciéon 2.4. Se hacen algunas observaciones sobre el intervalo de verosimilitud.

a) La regién de verosimilitud consiste en un intervalo de valores reales.
b) Usualmente se consideran los intervalos de verosimilitud del 50 %, 10 % y 1 %.

c¢) Se clasifican los valores de 6 contenidos en los intervalos de verosimilitud de nivel
p = 0.1 como valores “plausibles” y a los de nivel p = 0.5 como “muy plausibles”.
Por otra parte, cuando p = 0.01 considera los valores fuera del intervalo como

practicamente imposibles.

d) Los intervalos del 14.7% y 3.6 % corresponden aproximadamente a los intervalos
de confianza del 95% y 99 %.

e) Los intervalos de verosimilitud pueden ser determinados con la grafica de r(6).

f) r(0) > —0.69, r(0) > —2.30 y r(#) > —4.61 son los intervalos de verosimilitud del
50 %, 10 % y del 1% respectivamente.

g) Los puntos finales del IV del 100p % pueden encontrarse como raices de la ecuacién
r(f) —In(p) = 0.
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2.3.1. Probabilidad de cobertura

Definicién 2.22. Sean Xj,..., X, una m.a. con funcién de distribucién F'(x;6) don-
de 6 es un pardmetro unidimensional fijo en un valor 6y, A = T1(X1,...,X,,) v B =
To(Xy,...,X,) dos estadisticos tales que A < By x1,...,x, una muestra observa-
da proveniente de la m.a. de tamano n. Entonces con base en esta muestra aleatoria
se puede construir un intervalo [A, B] para el valor verdadero 6p; se denomina como

intervalo de estimacion.

Ahora, si se construye nuevamente un intervalo [A, B| pero con otra muestra del
mismo experimento o fenémeno aleatorio de interés, casi seguramente se obtendrda un
intervalo diferente al anterior. Esto ocurre debido a que los intervalos [A, B] son variables
aleatorias. Por tanto, cada vez que se varie la muestra, los intervalos [A, B] algunas veces

cubriran el valor verdadero 6, y otras no.

Definicién 2.23. La probabilidad de cobertura (PC) de un intervalo aleatorio
[A, B] de 6, es la probabilidad de que dicho intervalo cubra o contenga el verdadero

valor 6 del parametro 0, es decir,
PC(0y) = P(A< 6y < B|0=10,).

En otras palabras, la probabilidad de cobertura PC(6) expresa el porcentaje de
veces que el intervalo [A, B] cubre al valor verdadero 6y en un nimero muy grande de
repeticiones de un experimento.

Ahora bien, la distribucién de probabilidad de los extremos del intervalo A y B se

pueden calcular a partir de la distribucion de la m.a. pero generalmente depende de 6.

Definicién 2.24. Un intervalo aleatorio [A, B] es llamado intervalo de confianza
(IC) para 6 cuando su probabilidad de cobertura no depende de 6y, es decir, cuando
el valor de PC(fy) es el mismo para todo valor del pardametro 6,. En este caso la
probabilidad de cobertura es igual a un nimero (1— «) llamado coeficiente de confianza

o nivel de confianza.

Por tanto, de la definicién anterior, se dice que [A, B] es un IC para 6 con nivel de

confianza (1 — «) si

Ademas, si o € (0,1) se dird que [A, B] es un intervalo de confianza del 100(1 — «) %.
El nivel de confianza se refiere a la probabilidad de que 6y se encuentre entre las
variables aleatorias A y B antes de que se observen los datos, y generalmente se utilizan

niveles de confianza superiores al 90 % (a < 0.1).
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Nota 2.3. Cabe mencionar que una observacién del intervalo [A, B] es un intervalo

[a,b] con a =Ty (x1,...,2,) y b="To(xy1,...,2,).

2.3.2. Normalidad asintética del EMV

El método de maxima verosimilitud ofrece como principal ventaja la normalidad
asintotica de sus estimadores, propiedad que posibilita la aproximacién de errores
estandar y la construccion de intervalos de confianza. A continuacion se presenta formal-
mente este resultado fundamental para los EMV, junto con otros teoremas relacionados

y un previo panorama de la distribucién normal multivariada.

Definicién 2.25. Se dice que el vector X = (Xj,...,X,) tiene una distribucién

normal multivariada si su funcion de densidad de probabilidad conjunta es

1 1 1 ¢
Ixooxo (@1, o, 20) ZWQXP —5(33—#)2 (x—p)'|,
en donde = (x1,...,2,) € R", p = (u1,...,u,) es la esperanza del vector aleatorio

X, ¥ es la matriz de covarianza del vector X, |X| es el determinante de la matriz ¥ y

Y71 es la matriz inversa de 2.

Para denotar que un vector aleatorio X sigue una distribucién normal multivariada

con vector de medias p y matriz de covarianza Y, se escribe:
X ~NM(p,X).

La matriz ¥ de la definicion anterior es una matriz de dimensiéon n x n definida
positiva, es decir,

x Y x' >0 paratodo vector & € R".

Lema 2.2. Si el vector X ~ NM (p,Y), se verifica que X; tiene distribucién marginal
2

N(u;,0?), donde u; y o? es la esperanza y la varianza de la variable aleatoria X;,

respectivamente, para ¢ =1,...,n.

Teorema 2.4 (Normalidad asintética del EMV). Sea X7, ..., X, una sucesién de va-
riables aleatorias independientes con funcién de distribucién comin F(x) y sea 6 ¢l
estimador de maxima verosimilitud del vector de pardmetros 8 = (6, ...,6,). Enton-

ces, bajo condiciones de regularidad, para n suficientemente grande
0 ~ NM(6,1;(9)),
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donde
e11(0) e12(0) - e14(0)
R A P
g1(0) €g2(0) - eq4(0)

(@) =5 |~

La matriz simétrica Ix(0) es llamada matriz de informacién esperada.

El teorema afirma que el EMV 0 tiene una distribucién normal multivariada con
vector de medias igual al vector ¢-dimensional de pardmetros 6 y matriz de covarianza

igual a la inversa de la matriz de informacién esperada.

Observacion 2.5. Es posible obtener los intervalos de confianza aproximados para las
componentes individuales de 0, es decir, los intervalos de confianza para 6, ..., 6,.
Denotando un término arbitrario e; ;(@) en la matriz inversa de (@) por 1; ; se sigue

del Lema 2.2 que, para n suficientemente grande, se cumple
s ~ N(0:, i)

Por lo tanto, si ¢;,; es conocido, un intervalo de confianza del (1 — «)100 % para 6; esté

dado por
0; + Zas2\/ Vi

donde z,/5 es el (1 — a/2)-cuantil de la distribucién normal estandar.

Generalmente el verdadero valor de 8 es desconocido y por tanto es usual aproxi-
mar los términos de la matriz de informacién esperada, Ig(80), con los términos de la

informacién de Fisher observada, J(60) para el caso univariado.

Similarmente si se denotan los términos de la matriz inversa de la matriz de in-

formacion de Fisher por 1; ;, se sigue que un intervalo de confianza aproximado del

(1 — @)100 % para 6; estd dado por
0; + Za/21/ I;zz

Los intervalos de confianza para muestras grandes de este tipo se denominan intervalos
de confianza de Wald.
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2.3.3. Razon de verosimilitud

Un método alternativo para cuantificar la incertidumbre en el EMV ¢-dimensional 8
de 6 se basa en la funcién de devianza, también conocida como razén de verosimilitud

o indice de probabilidad, definida por
D(6) = —21n[R(0)],
donde R(0) es la funcién de verosimilitud relativa conjunta de (6, ...,6,).

D(6) = —2In[R(8)] = —2In [L(a) /L(é)] — 2(lnL(0) — L) = 2 [¢(H) — £(0)].

Lema 2.3. La funcién de devianza puede ser definida en términos de la funcién

log-verosimilitud:
D(0) = 2[¢(0) — ¢(0)].

Recordemos que las regiones de verosimilitud se refieren sélo a la verosimilitud o
plausibilidad relativa de los distintos valores del parametro 8, y no a la incertidumbre
del intervalo. Sin embargo, en algunos casos es posible aproximar la probabilidad de
que estas regiones contengan el verdadero valor del parametro, y una forma de hacer

esto es considerando la funcién de devianza y haciendo uso del siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sea X,..., X, una sucesion de variables aleatorias independientes con
funcién de distribucién comin F(z) y sea 0 el estimador de maxima verosimilitud del
vector de pardmetros 6§ = (6y,...,0,). Entonces, bajo condiciones de regularidad, la

funcién de devianza satisface

D,(0) 4 X; cuando n — oco.

Es decir que, bajo condiciones de regularidad, la funcién de devianza tiene una

distribucién chi-cuadrada con ¢ grados de libertad.

A continuacién se muestra la metodologia para aproximar la probabilidad de cober-
tura de un intervalo de verosimilitud del 100p % a través de la distribucién de probabi-

lidad de la devianza para un 6 fijo en 6.

Para un valor particular @ = 8, se cumple la siguiente cadena de implicaciones:

0y IV(p) <= R(0y) >p < —2InR(O;) < —2In(p).
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De aqui que la probabilidad de cobertura del IV (p) sea
PC(6y) =P(6o € IV(p) | 8 = 6y) =P(D, < —2In(p) | 6 = 6y).
Asi, se tiene que la probabilidad de cobertura del IV (p) es aproximadamente
P(x2 < z), donde x = —2In(p).

De esta manera, cuando © = ¢, 4, donde ¢, 4 €s el (1 — a)-cuantil de la distribucién X2>
se tiene que el intervalo de verosimilitud de nivel p, con p = exp(—c, 4/2), heredara una
probabilidad de cobertura aproximada del 100(1 — «) %.

Noétese que la probabilidad de cobertura del IV (p) no depende de 6y, de modo que el

intervalo de verosimilitud es también un intervalo de confianza.

Observacién 2.6. Una regién de confianza de nivel aproximado 100(1 — «) % esta
dada por:
Caq =1{0[ D(6) < Caq}-

Y en términos de la verosimilitud relativa, se puede escribir como:
Caq=1{60] R(0) > exp(—caq/2)}.

donde ¢q 4 es el (1 — a)-cuantil de la distribucién 2.

Ejemplo 2.3. Consideremos una m.a. de tamano n = 50, donde X; ~ Exp(6), para
cada i =1,...,50, con funcién de densidad: f(z|0) = @ exp(—6zx), x > 0 y una media
muestral de X = 2.

» Primero, debemos calcular el Estimador de Maxima Verosimilitud (EMV):

La funcién de verosimilitud es

L(0) = [ [ 0 exp(—6X;) = 6" exp(—6 nX)

=1

La log-verosimilitud
(0)=nlnd — 0 nX

Derivando e igualando a cero para encontrar el EMV:

i n _ ~ 1 R
5= n 0=10 X:>9 /

= Ahora, calculamos la funcién de devianza y construimos un IC al 95 %:
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La devianza se define como
D(6) = 2[1(0) — 1(0)] = 2 [n In (g) —nX (0 — 9)] =2 {50111 (%) —100(1/2 — 9)}

Para n grande, D(6) ~ x32. Para a = 0.05, el cuantil es x7 g5 = 3.841.

Resolvemos: )
D(0) < 3.841 «<— [ln (%> -(1- 20)} < 0.03841

Definimos la funcién

1
f(0) =1n (%) + 260 — 1.03841

Nos apoyamos de la grafica para hallar la solucién: IV=(0.374, 0.652).

Soluciones de la desigualdad

)
0 20 40 60 80

2.4. Pruebas de hipodtesis

Antes de revisar la metodologia para realizar una prueba de hipotesis estadistica,
estudiaremos algunos conceptos y teoremas fundamentales que ayudaran a comprender
mejor la teoria de valores extremos.

La ley de los grandes ntimeros asegura que, bajo ciertas condiciones, el promedio de

variables aleatorias converge a la media comun p conforme n tiende a infinito.

Teorema 2.6 (Ley de los grandes nimeros). Sea X, Xs,... una sucesién infinita de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con media

finita p; entonces,

1 n
— E X; =, cuando n — oo.
n

i=1

en donde la convergencia se verifica en el sentido casi seguro (ley fuerte) y también en
probabilidad (ley débil).
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Nota 2.4. Este resultado no establece la distribucion de las variables aleatorias; estas
pueden tener distribucién discreta o continua, pero si es indispensable que la media p
sea finita. Ademds, notese que la ley fuerte implica la ley débil, ya que la convergencia

casi segura conlleva la convergencia en probabilidad.

El teorema central del limite es de amplio uso en estadistica y otras ramas de apli-
cacion de la probabilidad; existen muchas versiones y generalizaciones de este teorema,

a continuacién se enuncia una de ellas.

Teorema 2.7 (Teorema del limite central). Sea {X;}2°,, una sucesién de v.a.i.i.d. tales

_ 1 <
que E[X,] = i, Var(X,,) = 0? < 0o y considerando X = — g X, entonces:
n
i=1

X —
J/\/g i>N(O,1), cuando n — 0.

Corolario 2.1. Si consideramos las mismas condiciones del teorema anterior, pero

1 n
ahora con E[X,,| = p, Var(X,,) = pg < oo y considerando p = — E X, entonces:
n
i=1

PP i>N(0,1), cuando n — oo.
pg/n

;

2.4.1. Variables aleatorias estandarizadas

Definicién 2.26. Para una v.a. X con media px y desviacién estandar ox > 0, la

variable aleatoria estandarizada Z estd definida por:

_ X~ bx
ox ’

Z

donde los valores de la media y la desviacién estdandar de Z son: puy =0y oz = 1.
N
Teorema 2.8. Sea {X;}" , una m.a.iid. si X; ~ N(u,0?) y X = — ZX“ entonces:
n
i=1

2
XNN(u,0—>.
n

Teorema 2.9. Sea {X;}!"; una m.a.i.i.d. donde E[X;] = p, Var(X;) = 0% < oo, con la
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n

distribucién no necesariamente conocida, y considerando X = — E X; entonces

n
=1

X -
0/\/_

Lema 2.4. Sea {X;} , una m.a.i.i.d. con E[X;] = pu, Var(X;) = 0?; entonces

Z =

~ N(0,1), cuando n — 0.

L D (X - X)?

n—14
=1

es un estimador insesgado de o2, para n suficientemente grande.

Corolario 2.2. Sea {X }, una m.adid. con n < 30 y X; ~ N(u,0?) donde o2 es

n

desconocida, X = Z X,y S*= 1 Z(XZ — X)? entonces
n p—

i=1 i=1

X = ~t
T = _1.
S/\/_ n 1
Utilidad de estandarizar variables aleatorias
» Permite construir intervalos de confianza mediante la distribucién normal estandar.
» Facilita el calculo de valores-p en las pruebas de hipétesis, mediante la tabla normal.

» Identifica outliers (|Z] > 3) y compara medidas de distintas distribuciones.

2.4.2. Metodologia para una prueba de hipdtesis

Una prueba de hipdtesis permite evaluar la compatibilidad de datos muestrales con
afirmaciones respecto a alguna caracteristica desconocida de una poblacién. En esencia,
se trata de un proceso para determinar si la evidencia empirica respalda o refuta una

hipétesis preestablecida.

Definicién 2.27. Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura acerca de

la distribucién de una o mas variables aleatorias.

Si una hipotesis estadistica asigna valores particulares a todos los parametros des-
conocidos e identifica la forma funcional de la distribucién de interés, recibe el nombre
de hipdtesis sencilla o simple. De otra forma, se conoce como hipétesis compuesta.

En general, se contrastan dos hipdtesis de acuerdo al siguiente esquema y notacion:

Hy : (hipétesis nula) wvs Hj : (hipétesis alternativa).
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Definicién 2.28. Una prueba de hipétesis es una regla para decidir si no se rechaza

la hipdtesis nula (Hy) o si se rechaza en favor de la hipdtesis alternativa (Hy).

La hipétesis nula Hj es una conjetura sobre lo que se espera obtener de una carac-
teristica poblacional; debe considerarse como verdadera y someterse a una refutacién
mediante datos muestrales.

La hipétesis alternativa H; o H, representa alguna forma de negacién de la
hipdtesis nula, representa el efecto o la diferencia que el investigador busca detectar.
También se le conoce como hipdtesis del investigador.

La regla de decision de una prueba de hipdtesis se expresa en términos de una
regién critica (RC), que esta delimitada por el o los valores criticos (VC); la decisién

de rechazar Hj se basa en determinar si el estadistico de prueba cae dentro de la RC.

Definicién 2.29. El estadistico de prueba es una variable aleatoria calculada a
partir de datos muestrales cuya distribucién bajo Hj es conocida; permite cuantificar

la discrepancia entre Hy y los datos observados.

El estadistico de prueba no es un parametro poblacional, sino una herramienta
inferencial. Su eleccién depende del parametro bajo estudio y de los supuestos sobre la

poblacién (normalidad, tamano muestral, etc.).

Definicién 2.30. Una regién critica o regiéon de rechazo es un subconjunto de valores

de una muestra aleatoria para los cuales se rechaza la hipotesis nula.

Procedimiento para una prueba de hipétesis

1. Plantear la hipdtesis nula (Hy), con la que se contrastan los datos de la muestra

y la hipétesis alternativa (Hy).
2. Determinar el estadistico de prueba T'=T'(X1, ..., X,,) y su distribucién.
3. Fijar el o los valores criticos para establecer la regién de rechazo.
4. Calcular el estadistico de prueba con base en la muestra.
5. Tomar una decision: ;jLos datos evidencian que la hipotesis nula es falsas?

» Si. Se rechaza Hy siy sélo si T € RC.
» No. No se rechaza Hy; T ¢ RC.

Cuando T' € RC se dice que la prueba es significativa y cuando 7' ¢ RC' se dice que

la prueba es no significativa.
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Nota 2.5. Rechazar Hy no necesariamente significa que la hipotesis nula sea falsa; pero
la evidencia muestral con base en la cual se toma la decisién proporciona un grado de
confiabilidad con el que puede procederse como si Hy fuese falsa.

Por otra parte, no rechazar Hy no implica demostrar su veracidad, sino la insuficiencia

de evidencia en contra.

Observacion 2.7. La regién de rechazo no depende de la muestra x4, ..., z,, es decir,
ain antes de tomar la muestra, la region de rechazo tiene existencia propia. Los datos
intervienen para tomar o no la decisién de rechazar Hy, lo cual se realiza con la region

de rechazo, al comparar el valor de T" con el conjunto RC.

Errores de tipo I y tipo 11

Definicién 2.31. Los dos tipos de errores que pueden surgir al tomar una decisién en

una prueba de hipdtesis son los siguientes:

= El Error tipo I se comete al rechazar una hipdtesis nula cuando en realidad es

verdadera; se le conoce como falso positivo.

= El Error tipo II se comete por no rechazar Hy cuando en realidad es falsa;

también es llamado falso negativo.

En cualquiera de los casos, ha habido una decision errénea, por lo que es necesario
disenar buenas reglas de decisiéon que minimicen estos tipos de errores. Sin embargo,
para cualquier tamano de muestra dado, al tratar de disminuir un tipo de error, suele

incrementarse el otro.

Definicién 2.32. A la probabilidad de cometer el error tipo I se le denota por «;
a = P(“Error de tipo I”) = P(“Rechazar Hy” | “H, es verdadera”).
A la probabilidad de cometer el error tipo II se le denota por la letra (3, es decir,

B = P(“Error de tipo II”) = P(“No rechazar Hy” | “Hy es falsa”).

A « se le llama tamano de la regién critica o tamano de la regién de rechazo. A esta

probabilidad también se le conoce como nivel de significancia de la prueba.

Las probabilidades a: y 5 no son complementarias, es decir, no suman uno y se busca

que ambas probabilidades sean pequenas.
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La tnica manera de reducir los dos tipos de errores es aumentando el tamano de la
muestra, lo que no siempre es posible.
En la préactica, un tipo de error puede ser més importante que otro y habra que sacrificar

uno con objeto de limitar al mas notable.

Prueba de significancia p-valor

En general, las pruebas de hipdtesis se realizan con un cierto nivel de significancia
a, con 0 < o <1, por tal razén muchas veces se denota a la region de rechazo RC' con
el subindice a para indicar que se trata de una prueba de nivel «; usualmente se toman
valores a = 0.05, o bien a = 0.01.

Por otro lado, el nivel de confianza de una prueba se denota por (1 — a) y se
interpreta como el porcentaje 100(1—«) % de que se haya tomado una decisién correcta.

Si al disenar la regla de decisiéon se elige el nivel de significancia a = 0.05, entonces
existe el 5% de posibilidad de que se rechace una hipdtesis que resulta ser verdadera;
es decir, se tiene una confianza de aproximadamente 95 % de que se ha tomado la
decision correcta. En tal caso se dice que Hy ha sido rechazada al nivel de significancia

0.05, lo que significa que la hipdtesis tiene una probabilidad de 0.05 de ser errénea.

Definicién 2.33. El p-valor (o valor p) es la probabilidad de obtener un estadistico
muestral tan extremo o mas extremo que el obtenido, suponiendo que la hipétesis nula

sea verdadera.

Para tomar una decisién en esta prueba, se establece previamente un nivel de sig-
nificancia « y luego se calcula el p-valor:
Si el p-valor < « se rechaza Hy; en caso contrario, no se rechaza H,.

En la Tabla 2.1 se visualizan los casos en los que se ha tomado una decisién correcta

y los casos en los que se cometen los errores de tipo I y II.

Tabla 2.1: Errores Tipo I y Tipo II en pruebas de hipotesis

Decision Hy Verdadera H, Falsa

No rechazar Accion Correcta Error Tipo II
Hipétesis nula p-valor > « Falso negativo
Rechazar Error Tipo I Accién Correcta
Hipodtesis nula Falso positivo p-valor < «
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Pruebas de bondad de ajuste

Definicién 2.34. Dado un conjunto de observaciones, una prueba de bondad de
ajuste es una técnica de validacién estadistica que permite verificar de qué distribucion

provienen dichas observaciones o cual es la distribucién que mejor ajusta a los datos.

Para realizar una prueba de bondad de ajuste es necesario utilizar la técnica de

prueba de hipdtesis y contrastar las siguientes dos hipotesis:
» Hy: hip6tesis nula: los datos provienen de la distribucién F(z).
= H;: hipétesis alternativa: los datos no provienen de la distribucién F(z).

La prueba de bondad de ajuste no solo permite verificar si una muestra proviene
de una distribucion teorica especifica, sino que también puede extenderse para evaluar

independencia estadistica entre variables categéricas. En este contexto,
= H, Hipotesis nula: plantea que las variables son independientes.
= H, Hipdtesis alternativa: sugiere asociacion entre ellas.

Bajo el marco ya establecido para pruebas de hipétesis, esta técnica se adapta para
contrastar patrones de independencia en tablas de contingencia, utilizando distribucio-

nes como la chi-cuadrada 2, o por medio de la funcién devianza.
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Capitulo 3

Teoria de valores extremos

univariante

La teoria de valores extremos (TVE) univariante proporciona el marco tedrico para
modelar el comportamiento estocastico de eventos raros pero de consecuencias significa-
tivas. En el contexto de la calidad del aire en la CDMX, esto se traduce en comprender
las concentraciones maximas de ozono que exceden los umbrales de seguridad. Este
capitulo desarrolla los fundamentos matematicos que sustentan el andlisis de extremos,
comenzando con conceptos de equivalencia asintética, pasando por la formulacién del

modelo general y culminando con la distribucién limite que caracteriza estos fendmenos.

3.1. Funciones asintéticamente equivalentes

El estudio de valores extremos requiere comprender cémo se comportan las funciones
en los limites de su dominio. Las funciones asintéticamente equivalentes son ttiles para
calcular dichos limites mediante la sustitucién de funciones de aspecto complejo por
versiones aproximadas mas simples, preservando el comportamiento limite original.

Antes de formalizar el concepto de funciones asintoticamente equivalentes, se deben
establecer algunos fundamentos matematicos que sustentan esta teoria, que permitiran
una mejor comprension del tema.

Sea A C R, un punto z € R se llama punto de acumulacién de A, si para todo
e > 0, existe algiin punto x € A con x # z tal que: ||z — z|| < e.

El conjunto derivado A’ de A es la coleccién de todos sus puntos de acumulacién:

A" ={z € R| z es un punto de acumulacién de A}.
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A continuacion, se enuncia la primera definicién de funciones asintéticamente equi-
valentes, la cual analiza la convergencia local de funciones cerca de un punto finito de
acumulacién zg del dominio comun A.

Este enfoque es til para estudiar aproximaciones locales y limites en puntos especificos.

Definicién 3.1. Sean A C R, f,g: A — R funciones y zy € A’; cuando x tiende a x,
se dice que las funciones f y g son asintéticamente equivalentes o asintéticamente

iguales cuando:

lim ﬁ =1.
Tr—rx0 g l’)

Se denota por f(z) ~ g(x) cuando x — .

La segunda definiciéon examina la convergencia global cuando = — oo, este caso no
requiere de dominios idénticos ni condiciones sobre puntos de acumulacion.

Se aplica en andlisis de crecimiento de funciones y complejidad asintotica.

Definicién 3.2. Sean A, BCR, f: A—Ryg: B — R;se dice que las funciones f y

g son asintéticamente equivalentes o asintoticamente iguales, si se cumple:

. f(=)
lim —% =1.
=00 g(x)

En tal caso, solo se denota por f(z) ~ g(x).

Todas las funciones que cumplan con estas condiciones, seran funciones asintética-
mente equivalentes; por lo que existe una gran variedad de ellas. Los siguientes teoremas

mencionan las equivalencias asintéticas mas utilizadas en la practica.

Teorema 3.1. Sin € N, ap,ay,...,a, € Rcona, #0y p: R — R dada por:
p(r) = X"+ Ay 12" - - -4 a12+ag; entonces cuando x — 00, las siguientes funciones

son asintéticamente equivalentes:
a) p(z) ~ a,z”. b) In(p(x)) ~ nlnz.

Teorema 3.2. Si f(z) ~ g(x), se cumplen las siguientes equivalencias asintdticas:
a) g(x) ~ f(x).
b) f(z)" ~ g(x)", para cualquier exponente r (posiblemente negativo).
c) Sig(z) = oo, In f(x) ~ Ing(x) cuando x — 0.
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Equivalencias asintéticas notables

A continuacién, se enuncian las principales funciones asintéticamente equivalentes:

Teorema 3.3. Si z — 0, las siguientes funciones son asintéticamente equivalentes:

a) tanz ~ . e) n"(1+z)~z", reR.

b) arctanz ~ . f) sin"z ~ 2", r eR.

c) arcsinz ~ x. g) 1 —cosz ~ x?/2.

d) exp(z) — 1 ~ x. h) 1+2)*—1~azx, a€R

Corolario 3.1. Si x — 1, se tienen las siguientes equivalencias asintoticas:
a) Inz ~ (z—1). b) exp(z® — 1) ~ (2% —1).

Teorema 3.4. Sea AC Ry f,g: A— R; cuando = — zg, f(x) ~ g(z) siy solo si

para toda funcién h(z) se cumple:

lim f(z)h(z) = lim g(z)h(x).

r—x0 T—x0
o o fle) ,
Dem: Si f(x) ~ g(z) cuando x — xg, por definicién, lim ——= = 1. Asi,
=0 g(x)
) o fl@)
Jim f(x)h(z) = Jim Mﬂ@)h(ﬂ?)

7z x Z.
= 0 o), 9EIM)

= lim g(x)h(x).

El teorema de equivalencia asintética (3.4) es especialmente 1til en calculo de
limites indeterminados, series y aproximaciones asintoticas; apoyandose con las defini-
ciones y teoremas de las funciones asintoticamente equivalentes.

Para aplicar este teorema y calcular limites indeterminados, se realiza lo siguiente:

1. Analizar el limite a resolver lim f(z) e identificar su forma indeterminada.
Tr—a

2. Buscar una funcién g(z) asintéticamente equivalente a la funcién en el limite que

se estd calculando: f(z) ~ g(z). (Consultar las equivalencias asintéticas).

3. Se sustituye la funcién f(x) en el limite por otra asintéticamente equivalente a
ella, siempre que sea un factor en el limite; se busca que el nuevo limite sea mas

sencillo de calcular.
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3.1.1. Sucesiones asintéticamente equivalentes

Una sucesion de ntimeros reales es una funcién @ : N — R; usualmente se denotan
por {x,}, {yn}, {zn}, 0 simplemente por x,, yn, z,. Para definir cudndo dos sucesiones
son asintéticamente equivalentes solo se van a considerar sucesiones de nimeros reales;

asi nos referiremos a la sucesion de nimeros reales simplemente como sucesion.

Definicién 3.3. Dos sucesiones a,, y b, son asintéticamente equivalentes si:

Se denota por a, ~ b,.

El principio de sustitucion afirma que el limite de una sucesién convergente o di-
vergente no se altera al sustituir uno de sus factores o divisores por otro asintéticamente

equivalente. Este principio se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Sean x,,,y, dos sucesiones asintéticamente equivalentes (x, ~ y,), ¥ 2

una sucesion cualquiera; entonces se cumple que:
a) Tz, es divergente si y solo si y,z, es divergente.

b) z,z, es convergente si y solo si y,z, es convergente.

En tal caso, ambas sucesiones tienen el mismo limite: lim z,z, = lim y,z2,.
n—oo n—oo

Definicién 3.4. Una sucesion a,, se denomina infinitesimal o infinitésimo si:

lim a, = 0.
n—oo

Proposicion 3.1. Sean a, y b, sucesiones infinitesimales, se dice que a, y b, son

infinitésimos equivalentes, denotado por a, ~ b,; si se cumple:

Teorema 3.6. Si a,, es una sucesion infinitesimal, entonces:

a) sin(a,) ~ a,. e) 1—cos(a,)~a2/2, reR.
b) tan(a,) ~ a,. £) (1—an)®—1~ aa,.

c) arctan(a,) ~ a,. g) exp(a,) — 1~ a,.

d) arcsin(a,) ~ a,. h) In(1+a,) ~ a,.
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3.2. Formulacion del modelo para maximos

Para una sucesion de v.a.i.i.d. Xy, Xs,..., X, donde n > 1, y con funcién de distri-
bucién F'(z); el objetivo de esta seccién es desarrollar el modelo que representa el marco
tedrico esencial de la teoria de valores extremos (TVE), el cual se enfoca en analizar el

comportamiento asintotico del maximo muestral:
Mn = maX{Xl,XQ, ce 7Xn}

Las v.a. X; representan valores de un proceso de mediciéon en una escala de tiempo
regular. Por ejemplo, las mediciones por hora de la concentracion de particulas de Os
en la atmosfera, o los promedios diarios registrados por las estaciones de monitoreo.

Por lo tanto, M,, representa el mdxzimo sobre n unidades de tiempo dentro del proceso
de observacién. Si n es el nimero de observaciones tomadas durante un ano, un mes o

un dia; entonces M,, corresponde al maximo anual, mensual o al maximo diario.

3.2.1. Aproximacion mediante distribuciones limite

Tedéricamente, se puede obtener la distribucién de M,, en forma exacta para todos

los valores de n, teniendo en cuenta las propiedades de independencia:

Fu, (2) =P(M, < z) = P(méx{ X1, Xo, ..., X,,} < 2)
(X1 <2, X< 2,...,X, <2)

(X1 <2)xP(Xy<2z2)x---xP(X, <2)
~ [P = F(2).

Y derivando, se podria obtener su funcién de densidad:  far, (2) = n[F(2)]" ' f(2).
Pero en la préactica, usualmente se desconoce la funcién de distribucién F(z); ain

asi, se puede aproximar esta distribucién utilizando los datos observados y sustituir esta

estimacién en la ecuacion de Fiy, (z) = [F(2)]". Desafortunadamente, discrepancias muy

pequenas en la estimacién de F' pueden producir grandes diferencias para F"(z).

Distribucién limite no degenerada de M,,

Un enfoque alternativo es aceptar que F es desconocida y buscar aproximar familias
de modelos a la distribucién de F"(z) que puedan estimarse basandose inicamente en

los datos extremos; es decir, se busca una distribucién limite que aproxime a F™(z).
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Para este enfoque, se procede analizando el comportamiento de la distribucion del
maximo Fj;, = F" cuando n — oo. Si definimos a w como el extremo derecho de
F(z) tal que w(F') = sup{z: F'(z) < 1} < oo; diremos que M,, es una sucesion creciente
que converge a w(F') con probabilidad 1.

Por lo tanto, M,, converge en distribucion a una v.a. degenerada; sin embargo, esta

dificultad se puede evitar realizando una re-normalizacion lineal de la variable M,,.

Nota 3.1. El método a seguir serd similar a lo que ocurre con las sumas de v.a.i.i.d. y

el teorema del limite central.

Definicién 3.5. Para obtener una distribuciéon limite no degenerada de M,,, se

deben elegir sucesiones constantes {a, > 0} y {b,}, de manera que

Mn_bn

*_
M, =
an

converja a una distribucién no degenerada cuando n — oo.

Elecciones apropiadas de {a,} y {b,} estabilizan la escala y la ubicacion de M} a
medida que n aumenta, evitando las dificultades que surgen con la variable M,,.

Por lo tanto, para la distribucién Fy-(2) = P(M; < z), cuando n — 0o, se busca:

M. —
P (n—bn < z> = F"(anz + by) N G(2),
Qn

donde G(z) sea una distribucién limite no degenerada de M.

Nota 3.2. En la Teoria de Valores Extremos los parametros de escala y de ubicacion

se denotan por p y o; ademads se usa & para el parametro de forma.

3.3. Distribuciones limite para valores extremos

En 1928, Fisher y Tippett formularon un teorema fundamental, que mas tarde fue
probado rigurosamente por Gnedenko en 1943. Este resultado permite aproximar la
distribucién de una normalizacién lineal del maximo muestral M,,, y aparece en el
estudio de las posibles distribuciones limite para maximos normalizados de v.a.i.i.d.

Es decir, el teorema establece que los maximos muestrales reescalados (M,, —b,,)/a,,
convergen a una variable que tiene una distribucién limite dentro de una de las tres

clases de familias denominadas I, IT y III.
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3.3.1. Teorema de valores extremos

Teorema 3.7 (TVE). Si existen sucesiones de constantes {a,} > 0y {b,} € R para

n > 1, tales que

a

P {M < z} = F"(anz + by) N G(z2),

cuando n — oo, donde G(z) es una funcién de distribucién no degenerada; para £ > 0,

G(z) pertenece a alguna de las siguientes tres familias de distribuciones:

Tipo I: G(z) =exp (—exp(—=2)), z € R.
0, z <0,
Tipo II: G(z) =
exp(—z7%), z2>0.

exp(—(—2)%), 2<0,
1, z > 0.

Tipo III: G(z) =

En conjunto, estas tres familias de distribuciones del Tipo I, IT y III se denominan
distribuciones de valores extremos (DVE); y son ampliamente conocidas como
las familias Gumbel, Fréchet y Weibull, respectivamente.

Es importante mencionar que el teorema de valores extremos no garantiza la exis-
tencia de un limite no degenerado para M, y, cuando el limite existe, no establece cual
es. Ademads, las sucesiones de constantes {a,} > 0y {b,} € R no son unicas y existen

distintas formas de encontrarlas.

Nota 3.3. La caracteristica notable de este resultado es que cuando M, puede ser
estabilizada con sucesiones de constantes adecuadas {a,} > 0y {b,} € R, los tres
tipos de distribuciones de valores extremos son los wunicos limites posibles para las
distribuciones de M}, independientemente de la distribucién F(z) para la poblacion.
Es en este sentido que el teorema proporciona un resultado andlogo al teorema del

limite central.
Densidades asociadas a la DVE

Las densidades de las distribuciones de valores extremos son las siguientes:

Tipo I (Gumbel): g¢(z) = exp(—=z) exp(—exp(—2)), z € R.
Tipo I (Fréchet): g(z) = €2~ exp (—2_5) , 2> 0.
Tipo IIT (Weibull): g(z) = [£|(—2)* " exp (—(—2)¢) , 2z < 0.
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Las distribuciones de valores extremos son unimodales, es decir, hay una tunica
moda y por tanto, el nivel de asimetria de estas distribuciones se describe mediante

tres categorias conocidas:

a) Distribuciones simétricas: (v, =~ 0).
b) Distribuciones asimétricas positivas, o asimetria a la derecha: (v; > 0).

¢) Distribuciones asimétricas negativas, o asimetria a la izquierda: (v; < 0).

En cuanto al sesgo de las densidades, las densidades de Fréchet y Gumbel son
sesgadas a la derecha; mientras que el sesgo de las densidades Weibull varia de acuerdo

al siguiente criterio del pardametro de forma &:

Si £ > —3.6 son sesgadas a la izquierda.
Si & < —3.6 presentan sesgo a la derecha.

Para ¢ = —3.6 son aproximadamente simétricas.

En la TVE cada distribucion representa una familia de distribuciones segin los
valores del pardmetro de localizacion o ubicacion p y del pardmetro de escala o.

De manera que, el TVE puede presentarse frecuentemente de la siguiente forma:

Teorema 3.8 (TVE). Suponga que existen sucesiones de constantes {a,} > 0y {b,} €
R para n > 1 tales que

P {M”—_b" < z} — F(anz 4 by) = G(2),

a

cuando n — oo, donde G(z) es una funcién de distribucién no degenerada, entonces

G(z) pertenece a algunas de las siguientes tres familias de distribuciones:

Tipo I: G(z) :eXp{—eXp {— (Z;“ﬂ } 2 ER;

Tipo II: G(z) =

Tipo III: G(z) =
L, z 2>

para parametros ¢ > 0, u € R, y en el caso de las familias II y III, £ > 0.
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Corolario 3.2. Del TVE, si existen sucesiones a,, > 0 y b, € R, para todo punto z
donde G(z) es una funcién continua y no degenerada, si se cumple la condicién:

lim F"(anz + b,) = G(2),

n—o0

entonces G(z) es una distribucién de valores extremos (DVE).

En principio se deducen las siguientes equivalencias de formulaciones de suceciones

asintéticamente iguales:

lim F"(a,z +b,) = G(z) < lim nln F(a,z +b,) = InG(z)

n—oo n—o0

< lim n(—InF(a,z+b,)) = —InG(2).

n—o0

Nota 3.4. Cabe mencionar que, de estas formulaciones asintoticamente equivalentes,
se puede verificar que para cada z fijo F(a,z + b,) — 1.

Dando como resultado el siguiente lema.

Lema 3.1. Sean a, > 0y b, € R dos sucesiones de constantes, F(z) y G(z) dos
funciones de distribucién. Para cualquier z tal que 0 < G(z) < 1 se cumple que:
lim F"(anz+b,) =G(2) <= lim n(l — F(a,z +b,)) = —InG(z).
n—oo n—oo
Densidades asociadas a la DVE para maximos
Las densidades asociadas a las DVE para maximos, con parametros p, o y &; se

obtienen derivando de manera directa cada distribucion.

Para las densidades asociadas a las DVE para maximos, se denota:

d 1 — —
Tipo I : AMu,0;z2) = CjiiZ) = — exp {— exp (N Z) + K Z} , z€eR
o o o

_ —(1+¢) o —£
Tipo Il : ¢(u,0,&;2) = dG(2) = 3 (Z M) exp | — <Z U,u) ] , 2> L.

dz o o
. dG(z) ¢ < z—,u)f_l [ ( z—uﬂ
Tipo 11 : ¢(u,0,;2) = ==|- exp |— | — , 2z < b

dz o o o

Nota 3.5. Si Q(x) es la funcién cuantil, variando su valor para cada tipo de dis-
tribucién. Los cuantiles de probabilidad acumulada se obtienen al resolver la ecuacion
G(Q,) = pparap € (0,1), donde G(z) es la funcién de distribuciéon de Gumbel, Fréchet

y Weibull respectivamente.
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Asi, las expresiones para el cuantil de probabilidad acumulada p son:

Tipo I (Gumbel): @, = 1 — o ln[—In(p)].
Tipo II (Fréchet): @, = p+ o[—1In(p)] ¢.
Tipo III (Weibull): @, = p — o[—In(p)]¢.

ey

e

En las aplicaciones de la teoria de valores extremos, por lo general se adopta una
de las tres familias de DVE para modelar eventos extremos, y luego se estiman los
pardmetros relevantes o de interés asociados a la distribucién elegida. [Molina (2010)]

Desafortunadamente, el TVE no proporciona informacién sobre como discernir entre
las tres familias de distribuciones, por lo que es necesario presentar una reformulacion
que permita la aplicacién de técnicas de inferencia estadistica para cuantificar la incer-

tidumbre al momento de elegir una de ellas.

3.4. Distribucion de valores extremos generalizado

Entre los anos de 1954 y 1955, Von Mises y Jenkinson propusieron que las familias de
distribuciones Gumbel, Fréchet y Weibull del TVE podian ser combinadas en una sola
distribucién con parametrizaciéon comun; a este nuevo resultado se le conoce como la
parametrizacién de Jenkinson-Von Mises o comtinmente conocida como la distribucion

de valores extremos generalizada (DVEG), o GEVD por sus siglas en inglés.

Definicién 3.6. La forma de la familia de la DVEG, definida sobre el conjunto
{z:14+&(2—p)/o) >0} donde 0 >0y u,& € R, estda dada por:

G(2) :eXp{— {1+£ (%)r}

donde p, 0, & son los parametros de localizacion, de escala y de forma respectivamente.

El comportamiento de la cola de la DVEG esta determinada por la especificacién

del parametro de forma &, dependiendo del valor que tome este pardametro se tendra:

La distribuciéon Fréchet si & > 0.
La distribucién Weibull si £ < 0.
La distribucién Gumbel si & = 0.

Esta ultima se interpreta como el limite de la DVEG cuando ¢ — 0.
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Nota 3.6. Para representar que una variable aleatoria X sigue una distribucion de
valores extremos generalizada de parametros u, o y &, se escribe: X ~ VEG(y, 0,§).

Ademas, por lo mencionado previamente se demuestra que:
X ~ Gumbel(p,0) siysélosi X ~ VEG(u,0,0).

El soporte de la DVEG esta dado por los conjuntos de todos los z tales que:

z € (u, —{—oo) cuando & >0,

3
z € (—oo, ,ug;a) cuando & <0,
z € (—o0, +00) cuando & = 0.

3.4.1. Teorema de valores extremos generalizado

Teorema 3.9 (TVEG). Suponga que existen sucesiones de constantes {a,} > 0y

{bn} € R para n > 1 tales que

M _
}P’{”a—b" < z} = F(anz + by) — G(2),

cuando n — oo y G(z) es una funcién de distribucién no degenerada; entonces G(z)

pertenece a alguna familia de DVEG:

G(z):exp{— {1+§(Z;“)F},

definida sobre el conjunto {z [1+¢& (3£) >0}, donde o > 0y p1,§ € R.

[

Teorema 3.10 (DVEG). La DVEG puede ser escrita de la siguiente forma:

exp [~ [1+€(52) ] 7], sig#0,

G(z) =
exp [— exp (“;Z )} , si€=0.
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Densidades asociadas a la DVEG

Si G(z) es la DVEG para el caso £ # 0, al derivar ambos lados se tiene lo siguiente:

e (O R [ ()
o e (] YD Lo o),

Sl pee (L (5T 6)

e () e[ (]

La cual corresponde a la funcion de densidad del modelo DVEG para & # 0.

=

Si G(z) es la DVEG y £ = 0 entonces G(z) es la distribucién Gumbel, cuya funcién

de densidad G'(z) ya se obtuvo previamente.

Asi, las densidades del modelo de DVEG con pardametros (p, 0, &) estdn dadas por:
Si &€ # 0; para todo z tal que 1 + ¢ (ﬂ) > 0, la densidad es:
o

=3 pre(E] e e (5]

Si & = 0; para todo z € R, la densidad estd dada por:

a9 25

La distribucién de valores extremos generalizada (DVEG) resulta particularmente

util en la préctica, pues la estimacién del pardmetro de forma & permite determinar

directamente el tipo de modelo apropiado para los datos.

Ademas, es posible emplear métodos de inferencia estadistica que proporcionen una
medida cuantitativa de la incertidumbre asociada a la seleccién del modelo, como se

desarrollara posteriormente.

Nota 3.7. La distribucién de valores extremos generalizada tiene propiedades muy
particulares que la caracterizan: la media existe si & < 1, mientras que la varianza

existe si £ < % Es decir, el k-ésimo momento existe si £ < %
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3.4.2. Max-estabilidad

La max-estabilidad es una propiedad fundamental en la teoria de valores extremos,

estrechamente relacionado con el teorema de valores extremos generalizado.

Definicién 3.7. Una funcién de distribucién F'(z) se dice que es max-estable si, para

cada n > 2, existen sucesiones de constantes a,, > 0y b, € R tales que:
F'(anz 4+ by) = F(2).

Considérese un conjunto de v.a.i.i.d. Xy,..., X, con funcién de distribuciéon comuin
F(z). El méximo M,, = max{X3, ..., X,,} sigue entonces una distribuciéon F"(z).
La condicién de max-estabilidad establece que existen constantes de normalizacién

a, >0y b, € R tales que, tras una transformacion lineal del maximo:

M, — b,

Qn

~ F(2),

es decir, el maximo normalizado conserva la misma distribucion que las va-
riables originales. Esta notable propiedad caracteriza a las distribuciones limite en el

andlisis de valores extremos.

Teorema 3.11. Una funcién de distribucién es max-estable si y sélo si corresponde

a una distribucién de valores extremos generalizada DVEG.

La demostracion de que toda DVEG es max-estable puede obtenerse mediante ope-
raciones algebraicas elementales. Sin embargo, la prueba del reciproco, que toda dis-
tribucion max-estable es DVEG, requiere herramientas avanzadas de analisis funcional
que exceden los objetivos de este trabajo, por lo que se omite su desarrollo.

Cabe destacar que la DVEG unifica las tres familias de distribuciones Gumbel,
Fréchet y Weibull del teorema de valores extremos. Esta unificacién permite una for-

mulacién alternativa del resultado anterior.

Teorema 3.12. Una distribuciéon es max-estable si y sélo si es una distribucion de

valores extremos DVE.

Este resultado establece que, cuando la distribucién F(z) de la poblacién sigue una
DVE, el méaximo de muestras independientes preserva el mismo tipo distribucional bajo

transformaciones lineales adecuadas.
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Capitulo 4

Métodos de estimacion paramétrica
de la DVEG

Segun [Coles et al. (2001)] se han propuesto muchas técnicas para la estimacion de
los parametros del modelo de valores extremos. Entre ellas, se incluyen técnicas graficas
basadas en probabilidad, el modelo de bloques, el método de momentos, procedimientos
donde los pardmetros se estiman como funciones especificadas de las estadisticas de
orden, asi como los métodos basados en maxima verosimilitud.

Cada técnica tiene sus ventajas y sus desventajas; pero la utilidad y la adaptabilidad
a la construccion de modelos complejos de técnicas basadas en la verosimilitud hacen
que este enfoque sea particularmente atractivo para estimar los parametros de la DVEG,

Una serie temporal se define como un conjunto de observaciones de una variable
que consiste en mediciones secuenciales en el tiempo, cuantificada en momentos es-
pecificos o periodos determinados. Estas observaciones suelen registrarse en intervalos
fijos: horarios, diarios, semanales, mensuales o anuales; aunque se pueden aplicar en
cualquier otro periodo.

La dinamica de una serie temporal suele explicarse mediante la interaccion de cuatro
elementos constitutivos: tendencia, variacion ciclica, componente estacional y fluctua-
ciones irregulares, cuya combinacién genera los valores observados.

Cabe destacar que estos componentes de las series temporales no siempre se pre-
sentan solos, frecuentemente interactiian de manera conjunta, pudiendo presentarse de

manera combinada o incluso, pueden presentarse todas juntas.

A continuacién, se definen a grandes rasgos cada uno de ellos:

= Tendencia: Es un un cambio progresivo hacia niveles superiores o inferiores que

persiste durante un extenso lapso temporal, manifestandose a través de multiples
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periodos de observacion. Estas tendencias pueden adoptar formas lineales, no

lineales o presentar ausencia de patron direccional.

= Variacioén ciclica: La serie de tiempo muestra un comportamiento de tendencias
periodicas, caracterizadas por oscilaciones recurrentes sobre la linea de tendencia

subyacente que superan el umbral anual.

= Componente estacional: Cuando existen patrones de fluctuacion periédicos con

ciclos completos que no exceden el intervalo de un ano.

= Fluctuaciones irregulares: Componente que captura las variaciones aleatorias

observables, no atribuibles a los demés factores identificados.

De acuerdo al TVEG, el méaximo M,, de una sucesién de v.a.i.i.d. se aproxima a una

distribucién G(z) de una familia de DVEG, es decir; para n suficientemente grande,

P{M < z} ~ G(z).

a

El problema practico surge en la estimacion de las sucesiones constantes de norma-

lizacién a, y b,, el cual se puede resolver aplicando la siguiente metodologia.

M, — b,
Lema 4.1. Si Z = — tal que Z ~ VEG(u,0,¢) con P(Z < z) = G(z); para
a

n
Yy = apz + b, y por el teorema de convergencia de familias, se sigue que:

]p{M”—_bngz}z]P’{Zgz} — P{Mn_bngy_b"}%P{Zgy_b"}
n mn an

a a an,

b
= P{Mngy}zIP’{Zgy ”}

Qn,

— P{Mngy}zG(y_b").

G,

y— by
Qp,

Dado que G ( ) = G*(y), se tiene finalmente:

P{M, <y} = G"(y),

donde G*(y) es otro miembro de la familia de DVEG.

Este resultado asegura que, si la distribucién del méximo M* = (M,, — b,)/a, se
puede aproximar por un miembro de la familia de DVEG para n suficientemente grande,
entonces la distribucién de M,, también puede ser aproximada por un miembro diferente
de la familia de DVEG.
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Por otra parte, como los parametros de la distribucién tienen que ser estimados, en

la practica no es necesario que los parametros de la distribucién G(z) sean iguales a los

de la distribucién G*(z).

Nota 4.1. El vector de pardmetros @ = (p,0,£) € R x RT x R consiste del pardmetro

de localizacién p, el parametro de escala o y del parametro de forma &.

Si se tiene una muestra Xi,..., X, de v.a.ii.d. de G(z;0) se pueden usar méto-
dos estandar de estimacion paramétrica. Sin embargo, la hipdtesis de que X; tienen

exactamente una DVEG puede no ser realista en la mayoria de los casos.

4.1. Meétodo de maximos por bloques

El método de maximos por bloques consiste en agrupar los datos en k bloques de
igual tamano o longitud y posteriormente ajustar la DVEG al conjunto de los maximos

correspondientes a cada uno de los bloques.

La seleccién del tamano de bloque (k) es crucial y debe adaptarse a la periodicidad
caracteristica del fenémeno bajo estudio. La eleccién de bloques muy pequenos afectara

la calidad de la aproximacion del modelo.

Considere una coleccion de datos X1, ..., X, que se agrupan en k conjuntos disjuntos

de datos consecutivos llamados bloques BY), ... B® y de igual longitud.

Si se interpreta el pardmetro s como el tiempo, entonces cada bloque B® contiene
la informacién correspondiente a un periodo fijo de tiempo | B®| = s; a menudo los

bloques se eligen para un periodo de un mes o de un ano.

La eleccion del periodo s compensa las variaciones internas, optimiza el balance

entre estacionariedad y ofrece un tamano muestral efectivo k = [n/s].

Por lo tanto, los datos originales se distribuyen en:

BO = (x{V,....xV)

B = (X, x®)

BH) = (X{’“), . ,X(’“))

Donde se supone que BY, ... B® son independientes e idénticamente distribuidos,

pero las componentes de cada vector B%) pueden ser dependientes.
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La m.a.i.i.d. para G(0; z) sobre la cual se hara inferencia es:

s

Zi:méx<X1(i),...,X(i)), i=1... ..k

La DVEG proporciona un modelo para la distribucién de cada Z;.

Ejemplo 4.1. En la Ciudad de México, las estaciones de monitoreo atmosférico realizan
mediciones por hora de la concentracién de particulas de ozono troposférico y estan
ubicadas en diferentes zonas de la ciudad.

Supdngase que, por las condiciones geogréaficas de la zona de Cuajimalpa, estamos

interesados en los datos marcados por esta estacion en el ano 2023 (n = 8760).

a) Si se quiere saber cudles fueron los registros maximos por dia en esa zona, el

periodo serd s = 24 (horas en un dia) y habra & = 365 bloques.

b) En cambio, para conocer los registros maximos por mes, se tendrd un periodo de

s = 720 (horas en un mes) y habra k£ = 12 bloques.

4.2. Estimaciéon por maxima verosimilitud

Sea ¢(6; z) la funcién de densidad de G(0; z) y sean Zi, ..., Zj v.a.ii.d. con DVEG.
Para el caso £ # 0:

s La funcién de verosimilitud para esta dada por:

L(O) = 92y,25,..., Zk(e; R1y %2y - - 7271) =9z (0’ Zl) e 'gzn(e’ ZN>

()T e e ()]
« Por tanto, la funcién de log-verosimilitud es:
(8) = n[In(1) — In(0)] + é {m ([1 i (zi - “)} _(Hé)) } - é {1 +¢ (zi = M)F

:—nln(a)—(1+%)§1n[1+§(%;u)} —g[lﬁ(z";“)}_ ,

con

N

l-l—f(zi_u) >0, parai=1,..., k.
o

66



CAPITULO 4. METODOS DE ESTIMACION PARAMETRICA DE LA DVEG

Nota 4.2. Para las combinaciones de parametros en las cuales no se cumple la ultima
desigualdad, indica que al menos uno de los datos z; se encuentra fuera del rango de
valores admisibles, es decir, cae mas alla del punto final de la distribucién en cuestion;
lo que conduce a una verosimilitud nula L(0) = 0, y una log-verosimilitud indefinida

0(0) — —oo, invalidando asi dicha configuracién paramétrica.

» Las derivadas parciales con respecto a u,o y & respectivamente de la funcién de

log-verosimilitud se expresan algebraicamente como:

S I G

(]

ou

- Eufioe (5] UL ot

() e

ln[1+§(2igﬂ)}.

|
JE'H
(]
1
[
+
725"
/N
K
=
N—
| I
|
P

Para el caso £ = 0 (Gumbel):

s La funcién de verosimilitud esta dada por:

L) = g2,,25,..2,(0; 21,22, ..., 2n) = 97,(0;21) - - - 92, (0, 2,)

() Wew o (*52) 57
=| - Hexp —exp +
o) i3 o o
1\" - w— z; - W= 2
(3 (Sl ()-S5}
» La funcién log-verosimilitud para este caso es:

0(6) = —nln(o) — zn: {exp (—z";“)] . 2:; [ZZ;“} .

=1
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= Las derivadas parciales con respecto a p y o de la funcién de log-verosimilitud son:

[gualando a 0 estas derivadas parciales para el caso Gumbel se obtienen:
n P
0=n-— E exp | — :

0:n+g<zigu) [eXp (_%;u) —1]

Nétese que no hay una solucion explicita de p y o, y cuando £ # 0 es ain més

complicado, de modo que la maximizacion de las ecuaciones log-verosimilitud no tienen
solucion analitica; sin embargo, para un conjunto de datos proporcionado, la maximi-
zacion se obtiene de manera directa usando algoritmos numéricos de optimizacién.

Al aplicar este método, se deben considerar un par de dificultades:

1. Al usar algoritmos numeéricos, se debe asegurar que las combinaciones de parame-

tros cumplan con las evaluaciones de ¢(0) para ambos casos.

2. Las condiciones de regularidad no son satisfechas por la DVEG, lo que implica

que el método de maxima verosimilitud no pueda aplicarse automaticamente.

Nota 4.3. Las condiciones de regularidad se requieren para que las propiedades asintéti-
cas asociadas con el EMV sean vélidas. Estas condiciones no son satisfechas por la
DVEG porque los extremos (p— ) /& son una funcién de los parametros; es decir, para

¢ < 0 es un punto final superior, y cuando £ > 0 es un punto final inferior de la DVEG.
Se estudio este problema a detalle y se demostraron los siguientes resultados:

» Cuando & > —0.5 los estimadores de maxima verosimilitud son regulares, es decir,

tienen las propiedades asintéticas usuales.

s Cuando —1 < & < —0.5 es posible obtener los estimadores de maxima verosimili-

tud pero no tienen las propiedades asintdticas usuales.

= Cuando & < —1 es posible que no puedan obtenerse los estimadores de maxima

verosimilitud.

68



CAPITULO 4. METODOS DE ESTIMACION PARAMETRICA DE LA DVEG

El caso cuando £ < —0.5, la distribucion presenta una cola superior extremadamente
corta y acotada. Sin embargo, esta situacién es inusual en la practica de la teoria de va-
lores extremos, por lo que las limitaciones tedricas del enfoque de méxima verosimilitud
tienen poca relevancia en las aplicaciones reales.

Cuando £ cumple con las condiciones establecidas, los estimadores 0 = (1,0, é) se
aproximan a una distribucién normal multivariada centrada en los parametros reales
(,0,€), con matriz de covarianza dada por la inversa de la matriz de informacién de
Fisher evaluada en los EMV.

Aunque esta matriz se puede calcular analiticamente, es mas sencillo calcularla
numéricamente. Los intervalos de confianza aproximados y otras formas de inferencia

se siguen inmediatamente de la normalidad asintética del estimador.

4.3. Inferencia para los niveles de retorno

Considérese el problema de estimacion clasico en el cual se tiene una muestra alea-
toria X,..., X, con densidad G(0;z) y supéngase que 0 es el estimador de maxima
verosimilitud de 6. En esta situacién es inmediato obtener un estimador de los cuan-
tiles; dado que la DVEG es invertible se tiene que para cualquier p € (0,1) el p-cuantil
estd dado por Q, = G7(0 ;p).

Asi, por el principio de invarianza de los estimadores de maxima verosimilitud, un

estimador natural para (), basado en la muestra Xi,..., X, es
Qp = Gil(a ;p)'

Estimacion del p-cuantil de la DVEG
s Cuando & # 0
La férmula G(Q,) = p esta dada por

on{-[rre(222)] L)

Por lo tanto, al despejar (), se obtiene el cuantil por defecto de la DVEG:

Qp=p— % {1 —[-In(p)]~*}.
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s Cuando £ =0
La férmula G(Q,) = p esta dada por

of e |- (272)]} -
o
De donde, se obtiene el cuantil por defecto para la distribucién Gumbel:
Qp = pr — o In[—1In(p)].

Por lo tanto los cuantiles por defecto de la DVEG estan dados por:

u—%{kﬁ—m@ﬂf% £#0

o — o In[—In(p)], £=0.

Qp:

Sea (Q1_, = z, para todo 0 < p < 1 donde G(z,) = 1 — p, entonces los cuantiles por

exceso estan dados por:

u—%{l—k4ml—pﬂéh £#0

p—oln[—In(1 — p)], £ =0.

Zp =

Diagrama de retorno

Si se define y, = —In(1 — p), los cuantiles por exceso se pueden expresar como:
o
p——z1-yt], €#0
D L
p—on(y), §=0.

De esto ultimo, se deduce que si z, se grafica contra y, en una escala logaritmica o
equivalentemente, si z, se grafica contra In(y,), se obtiene un diagrama de retorno.
Interpretacién del diagrama de retorno

n Si € = 0 la gréfica obtenida es una linea recta.

o
n Si £ < 0 la grafica es concava con limite asintético en pu — g cuando p — 0.

» 5i & > 0 la grafica es convexa y no tiene cota finita.

Debido a la simplicidad de la interpretaciéon y a la eleccion de la escala logaritmica, se
comprime la cola de la distribucion permitiendo resaltar los efectos de la extrapolacion

a valores extremos, lo cual es 1til para representar y validar el modelo.
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4.4. Meétodos graficos de diagndstico

El proceso de modelacion estadistica tiene como objetivo fundamental encontrar
una representacién adecuada de fenémenos reales mediante estructuras matematicas
que permitan realizar inferencias confiables. Estas inferencias dependen criticamente
del modelo seleccionado, lo que hace esencial lograr el mejor ajuste posible a los datos
observados, incluso cuando esto se limite al tamano de la muestra.

Sean X1, X5, ..., X, una muestra aleatoria con funcién de distribucién comin F(x)
y si consideramos una realizacion ordenada de observaciones obtendremos la secuencia
ra) < 22 < ... < (), donde cada x(;) representa el i-ésimo valor en esta ordenacion.

Una propiedad de las estadisticas de orden es que exactamente ¢ observaciones son
menores o iguales a x(;). Por lo que una estimacion empirica de la probabilidad acumu-

lada en ese punto es F(z(;)) = i/n.

Nota 4.4. En la préctica, se prefiere usar la modificacién F(z;) = i/(n+1), que evita

la estimacién perfecta F (2(y) = 1. Esto lleva a la siguiente definicién.

Definicién 4.1. Dada una muestra ordenada de observaciones independientes
Ty Sz < .S T,

de una poblacién con funcién de distribucion F'(x), se define la funcién de distribu-

cion empirica por
x) = ara r) < < T(ii1)-

4.4.1. Grafica de probabilidad (P-P)

Suponga que F(z) es una estimacién de F(z) que se obtuvo por el método de
méxima verosimilitud, de modo que la distribucién empirica F (x) sirve como referencia
para validar el modelo candidato. Cuando F'(z) estima adecuadamente F(z), se espera
congruencia entre F(z) y F (x), principio que fundamenta multiples pruebas de bondad

de ajuste mediante comparacion directa entre ambas funciones.

Definicién 4.2. Dada una muestra ordenada de observaciones independientes de una
poblacion z(y < x) < ... < 2y, con funcion de distribucién estimada a (z), la grafica

de probabilidad, grafica probabilidad-probabilidad o grafica P-P consiste del siguiente

{(ﬁ(x(i)),nil) :izl,...,n}.
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Interpretacién del Grafico P-P

aSi F (x) es un modelo razonable para la distribucién de la poblacién, se espera que
los puntos en la gréfica de probabilidad se alineen cerca de la recta identidad o linea
identidad.

s Las desviaciones sustanciales de la linealidad proporcionan incongruencias entre
el modelo propuesto y el comportamiento real de los datos, sugiriendo que F () no

captura correctamente las caracteristicas de la distribucion subyacente.

4.4.2. Gréfica cuantil (Q-Q)

Definicién 4.3. Dada una muestra ordenada de observaciones independientes

de una poblacién con funcién de distribucion estimada F (x), la grafica cuantil, grafica

cuantil-cuantil o grafica Q-Q consiste del siguiente conjunto de puntos

() no)

Interpretacién del Grafico Q-Q
a Si F(z) es una estimacién razonable de F(x), los puntos en el gréfico cuantil-cuantil
(Q-Q) deben distribuirse alrededor de la recta identidad.

s Para la grafica Q-Q es comun agregar intervalos de confianza para los cuantiles

para considerar la variabilidad de las observaciones en el ajuste.

Nota 4.5. La gréfica de probabilidad y la grafica de cuantiles contienen la misma infor-
macion expresada en una escala diferente. Esta diferencia en escalamiento puede afectar
la percepcion visual del ajuste: un modelo que parece adecuado en una representacion

podria mostrar inconsistencias evidentes en la otra.

Validacion de un modelo VEG

Definicion 4.4. Sean z(1) < 22y < -+ < 2(,) una realizacion de maximos por bloques

ordenada. La funcién de distribucién empirica evaluada en z(;) viene dada por:
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N

Al sustituir los pardametros estimados en la DVEG se obtiene el modelo estimado:

(beeC))

Si el modelo de valores extremos generalizados funciona bien, entonces para cada :

G(24)) = exp

~

G(Z(i)) ~ G(Z(i))

s La grafica de probabilidad en el modelo VEG consiste en los puntos

{(GGw) GG)) =1,

» Por otra parte, la grafica cuantil, consiste en los puntos

(6 () ) o).
e (i) i 2 {m )]

Las desviaciones de la linealidad en el grafico Q-Q también indican una falla del modelo.

Cualquier desviacién sustancial de la linea identidad indica alguna falla en el modelo.

donde

4.4.3.

Grafica de nivel de retorno

Por otro lado, para la DVEG se tiene una gréafica particular que se utiliza como
presentacion del modelo estimado y para la validacién de ajuste del mismo.

Dicha gréfica recibe el nombre de grafica de nivel de retorno y consiste en el lugar
geométrico de los puntos

{(In(ys),
donde

Se pueden agregar intervalos de confianza correspondientes a cada punto de la grafica

de nivel de retorno para aumentar su capacidad informativa. La grafica es lineal para

el modelo Gumbel, céncava para el caso Weibull y convexa para el caso Fréchet.
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Nota 4.6. Para completar un diagnéstico de métodos graficos se contrasta la funcion
de densidad de probabilidad del modelo ajustado con el histograma de los datos.

Este ultimo gréafico es generalmente menos informativo que las graficas anteriores, ya
que la forma de un histograma puede variar sustancialmente con la eleccién de los

intervalos de agrupacién o intervalos de clase.

El uso de modelos graficos de diagnostico son esencialmente ttiles para la valuacién
de modelos. Ademas, la visualizacién del comportamiento de la distribucién de los datos
complementa la validacién de los resultados obtenidos por las herramientas tedricas

estadisticas explicadas en esta tesis.
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Capitulo 5

Aplicacion: Concentraciones

maximas de ozono

En este capitulo se aplica la metodologia de la TVE al estudio de las concentraciones
maximas diarias de ozono registradas en la Ciudad de México y su zona metropolitana.
Los datos analizados provienen de estaciones de monitoreo atmosférico distribuidas en
distintas regiones de esta area urbana, las cuales miden de manera continua los niveles
por hora de contaminantes criticos, entre ellos el ozono (O3). Se realiza un breve andlisis
descriptivo de los datos, seguido de la aplicacién de la metodologia de estimacién de
parametros y validacién de modelos desarrollada en el capitulo anterior.

Para la implementaciéon de los métodos estadisticos y la generacion de graficos de
diagnostico, se utilizé el software R-Studio, con un enfoque particular en el paquete
evd (Extreme Value Distributions), el cual proporciona funciones especializadas para
el andlisis de extremos. Los resultados obtenidos permitiran evaluar el comportamiento
de las concentraciones maximas de ozono por dia y su relacién con eventos extremos en

la zona de estudio.

5.1. Descripcién del problema

La contaminacién atmosférica se define como la presencia en el aire de sustancias
o formas de energia que impliquen riesgos para la salud o el medio ambiente. Aunque
existen fuentes naturales, la contaminacién antropogénica constituye gravemente el pro-
blema actual; los procesos de combustion, especialmente el uso de combustibles fosiles,
son la principal fuente de emisién de contaminantes primarios como diéxido de carbono
(COy), 6xidos de nitrégeno (NO,), particulas (PMss, PMjg) y compuestos orgénicos
volatiles (COV).
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En la Ciudad de México, las fuentes antropogénicas se deben a las grandes indus-
trias y a las aglomeraciones urbanas con multiples emisores. Ademas, la dispersién y
evoluciéon de los contaminantes dependen de factores atmosféricos y topograficos, lo
que determina su distribucién espacial y temporal. Historicamente, el monitoreo de los
niveles de inmisién' ha sido fundamental para estudiar sus efectos en la salud piblica
y disenar politicas de control ambiental.

El ozono troposférico (O3) es un contaminante secundario que se forma a partir
de reacciones fotoquimicas entre NO, y COV en la atmédsfera. El O3 es uno de los
contaminantes con mayor importancia y atencion a nivel mundial, debido a que tiene
efectos adversos en el ambiente y en la salud humana; existen grupos de poblacion
que son mas susceptibles a la exposicion de este contaminante, como son los adultos
mayores, ninos, embarazadas, personas que trabajan en exteriores, asi como aquellas
que padecen enfermedades respiratorias.

Existe una cantidad considerable de estudios que aportan evidencia sobre los efectos
de la exposicién a ozono a corto y largo plazo. De acuerdo a la OMS (2021), los efectos

a corto plazo son principalmente problemas respiratorios, de los mas comunes son:
» Dificultad para respirar, sibilancias® y tos.
= Incremento en la frecuencia de ataques de asma.
= Mayor riesgo de infecciones respiratorias.
= Susceptibilidad a la inflamacién pulmonar.

La exposicién al O3 a largo plazo puede aumentar el riesgo de muerte prematura por
enfermedades respiratorias [SEDEMA (2023a)]. Ademads, las investigaciones recientes
proporcionan evidencia sobre mas efectos de la exposiciéon crénica entre los que se

encuentran:

= Aumento de hospitalizaciones por enfermedades respiratorias preexistentes como

asma infantil.

= Puede causar danos reproductivos y de desarrollo, como bajo peso al nacer y

disminucién de la funcién pulmonar en recién nacidos.

» Incremento del riesgo de trastornos metabdlicos como intolerancia a la glucosa,

hiperglucemia y diabetes.

!Concentracién real de contaminantes en el aire.
2Sonidos al respirar provocado por la obstruccién de las vias respiratorias.
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s Afectacion del sistema nervioso central.

= Puede causar danos cardiovasculares como ataques cardiacos, accidentes cerebro-

vasculares, enfermedades e insuficiencia cardiaca.

= Aumenta la respuesta a los alérgenos en personas con rinitis alérgica, también

ocasiona mayor sensibilidad a los alérgenos exteriores.

= Respirar O3 en combinaciéon con SOy y NO,, puede ocasionar que los pulmones

reaccionen con mas fuerza que sélo respirar Os.

= Los adultos mayores enfrentan un mayor riesgo de muerte prematura incluso a

niveles menores al estandar.

Estos hallazgos subrayan la urgencia de implementar estrategias de monitoreo y control
de Og, en zonas urbanas con alta contaminacion primaria de precursores.

En la Ciudad de México, donde la combinacion de factores geograficos, meteorologi-
cos y antropogénicos favorece la acumulacién de contaminantes, el ozono troposférico
representa un riesgo significativo para la salud publica. La exposicién cronica a concen-
traciones superiores a los umbrales establecidos en las normas oficiales puede agravar
los efectos adversos documentados, particularmente en una poblacién urbana densa con
alta vulnerabilidad.

La vigilancia sistematica y el andlisis de valores extremos de O3 adquieren asi gran
relevancia, no solo como herramientas de evaluacion ambiental, sino como insumos
fundamentales para la proteccion de la salud y la implementacion de politicas publicas
efectivas. Este escenario justifica plenamente el estudio de las concentraciones maximas
de O3 mediante enfoques estadisticos robustos, como la TVE, que permitan anticipar

episodios de alta contaminacién y sus potenciales impactos.

5.2. Descripcién y manipulacién de los datos

Los datos de las concentraciones de ozono, se descargaron de la pagina oficial de la
Direccién de Monitoreo Atmosférico de la Ciudad de México, SIMAT: (http://www.
aire.cdmx.gob.mx/estadisticas-consultas/consultas/download_imeca.php).

Las bases de datos anuales del indice de calidad del aire contienen informacién de
seis contaminantes criterio (O3, NOy, SOy, CO, PMjg y PM25) que se miden a través
de la RAMA (Red Automaética de Monitoreo Atmosférico), donde se reporta el indice
maximo horario por estacién de monitoreo, desde 2019. [SEDEMA-SIMAT].
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A continuacion, se describe la estructura de la base de datos y se mencionan algunas
especificaciones importantes:
= Se eligié la base de datos del anio mas reciente disponible, la cual fue del ano 2023. Se
descargé el archivo comprimido imeca-2023.gz.
= La carpeta contiene ocho archivos con extencion “.csv” (Excel); seis de ellos correspon-
den a la informacién de cada contaminante, y los otros dos son catélogos de informacion,
uno de mediciones y el otro de las estaciones de monitoreo.
» Nos interesa el archivo “O3.csv” que contiene las concentraciones horarias de ozono
del ano 2023, medidas en ppb (partes por billén) y clasificadas por estacion.
s Cada estacién contiene 8760 registros; desde 01/01/2023 de la hora 01:00, hasta
31/12/2023 de la hora 24:00.
» Hay un total de 34 estaciones de monitoreo atmosférico (Fig. 5.1), sin embargo,
algunas de ellas no contienen informacién del contaminante O3, y algunas otras tienen

una considerable cantidad de datos nulos, etiquetados como -99.

Configuracion del Sistema de Monitoreo Atmosférico
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Figura 5.1: Distribucion de las estaciones de monitoreo del SIMAT.

Los registros horarios de concentracién de ozono nos revela la interaccién con emi-
siones precursoras como la radiacién solar y la presencia de gases primarios. Las fuentes
antropogénicas también nos brinda informacién relevante sobre como la dinamica diaria
de la poblacion alteran las mediciones de Os, evidenciando los momentos del dia de ma-
yor exposiciéon a este contaminante. Por lo tanto, es de interés analizar las mediciones

maximas por dia de los datos horarios de concentracion atmosférica de ozono.
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Al haber demasiados registros perdidos, se realizé una depuracion de la base de datos
bajo el siguiente criterio; en principio se eliminaron las estaciones que no contenian
informacion existente de la concentracién de Ogs; luego se decidié omitir las estaciones
que tenian mas del 20% de mediciones perdidas, o bien, méds de 1752 datos nulos.
Asi, de las 34 estaciones disponibles, solo se consideraron 15 centros de medicién como

candidatos para realizar el andlisis descrito.

Se revisaron detalladamente las 15 estaciones y se seleccionaron aquellas que con-
taban con mayor informacion, con la finalidad de tener una mejor interpretacién del
comportamiento de las concentraciones maximas diarias. Cabe mencionar que los po-
cos datos nulos que se detectaron en estos sitios de monitoreo fueron rellenados con el
promedio del resto de las estaciones correspondientes a esa misma hora del mismo dia

del registro faltante, permitiendo preservar la distribucion general de los datos.

Ademas, para tener un panorama amplio del comportamiento del contaminante Os
en la ZMCM, también se considerd la ubicacién de cada una de las estaciones, ya
que las estaciones cercanas podrian contener informacion similar por las condiciones

atmosféricas, geograficas y antropoldgicas de la region.

Finalmente se seleccionaron tinicamente 3 estaciones de monitoreo atmosférico para
analizar el comportamiento general de las concentraciones maximas de la ZMCM, las
tres estaciones cuentan con suficiente informacién del contaminante y estan ubicadas

estratégicamente en distintas zonas de la regién.

La hipotesis general es que los datos de concentraciones maximas diarias de ozono
se ajustan o pueden aproximarse con la distribucion de valores extremos generalizada.
En la teoria de valores extremos se contemplan observaciones aleatorias e independien-
tes; sin embargo, las observaciones de concentraciones atmosféricas que se analizan no
cumplen con esta propiedad debido a que los datos son consecutivos y estan bajo las
mismas condiciones ambientales. Por tanto, se procede a realizar 365 bloques por dia
de los registros horarios disponibles para cada estaciéon, de esta manera se disminuye la

correlacion entre las mediciones.

Debemos recordar que nuestros datos estan establecidos bajo los estandares de la
normatividad NADF-009-AIRE-2017, la cual establece los requisitos para elaborar el
Indice de Calidad del Aire en la Ciudad de México. Sin embargo, es importante men-
cionar que esta norma ambiental no considera las actualizaciones de los valores limite
en las NOM (Normas Oficiales Mexicanas) de salud ambiental, realizadas entre 2019 y
2021.

Nota: La norma NADF-009-AIRE-2017 establece que el limite maximo horario es de 95
ppb, valor que no debe ser rebasado en ningiin momento del ano [SEDEMA (NOM)].
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5.3. Analisis de los datos por estacién

Las tres estaciones de monitoreo atmosférico seleccionadas para el analisis fueron
las estaciones: CUA, BJU y LPR; las cuales integran parte de la RAMA (Red Au-
tomédtica de Monitoreo Atmosférico) de la CDMX. La Tabla 5.1 muestra los nombres y
la informacién geografica® de cada sitio de monitoreo. Las alcaldias de Cuajimalpa de
Morelos y Benito Juarez estan ubicadas dentro de la Ciudad de México, mientras que

el municipio de Tlalnepantla de Baz pertenece al Estado de México.

Tabla 5.1: Informacion geografica de las estaciones atmosféricas en estudio.

Clave Nombre Municipio (Zona) Latitud | Longitud | Altitud

CUA Cuajimalpa | C. de Morelos (Suroeste) | 19.36531° | -99.2917° | 2704 msnm
BJU | Benito Judrez | Benito Judrez (Centro) | 19.37167° | -99.1591° | 2250 msnm
LPR La Presa Tlalnepantla (Norte) 19.53473° | -99.1177° | 2302 msnm

Para el analisis individual de cada estacion atmosférica se usard la siguiente no-
tacién: T <—media muestral, S <—desv.est. muestral, ), <—p-cuartil ()2 <—mediana),

IQR <rango intercuartilico, v, <—coef. de asimetria y 7, —curtosis.

Estacién: Cuajimalpa (CUA)

La estacion CUA esta ubicada en la direccién: Monte Encino No. 14, Col. Jests del
Monte, C.P. 05260; en la zona suroeste de la ZMCM, cerca de la carretera México-Toluca

y zonas boscosas como el Desierto de los Leones.

o
-

Figura 5.2: Caseta de monitoreo de Cuajimalpa (ID: 484090040109)

3La altitud usa la unidad de medida estandar: metros sobre el nivel del mar (msnm).
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Esta caseta de monitoreo comenzé a operar desde 1994 y realiza mediciones de
la concentracion atmosférica de Oz, CO, SOy, NOy y PM;g, considerando variables
meteorolégicas como temperatura, humedad, radiacion solar y velocidad del viento.
Para las mediciones de ozono esta clasificada como tipo 4-Urbana segin estandares
de representatividad del SEDEMA-SIMAT, es decir, que la caseta logra registrar la
concentracion de Og dentro de un perimetro de 4 a 50 km.

La Alcaldia de Cuajimalpa cuenta con una poblacion de alrededor de 217,686 habi-
tantes, con una densidad de 2,689 habitantes por km?. Esta zona tiene algunas carac-
teristicas geograficas y atmosféricas que son importantes mencionar:

Una publicacién del Observatorio Territorial del Poniente (OTP) realizado por la
UAM-CUA (2022) describe que el terreno es montanoso en la Sierra de las Cruces, lo que
genera efectos de canalizacién de vientos e inversiones térmicas nocturnas frecuentes.
Ademas, se asevera que hay un area cubierta por bosques, predominando arboles de
pino-encino y oyamel, lo que contribuye a la formacion de COV biogénicos.

De acuerdo a un estudio del panorama geogréfico y estadistico de la Alcaldia de
Cuajimalpa de Morelos, IPDP (2024), el clima que predomina es templado subhimedo
y con lluvias en verano de mayor humedad. En cuanto a la temperatura, afirman que
la media anual oscila entre los 12°C y 18°C, con variaciones segun la altitud.

En resumen, se detectaron algunos factores particulares que pueden presentar sin-

gularidades en la dinamica del Os:

= Mezcla urbana-forestal. El area estudiada combina zonas residenciales, comer-

ciales y areas naturales protegidas.

= Influencia de bosques. La vegetacion emite compuestos volatiles que, con la

luz solar, favorece la formaciéon de ozono troposférico.

s Trafico vehicular. La cercania a la carretera México-Toluca y avenidas princi-

pales contribuye a emisiones de NO,.

» Vientos dominantes. Los vientos del sur-poniente pueden transportar contami-

nantes desde otras zonas de la ciudad.

Analisis descriptivo general de los registros horarios

En la estacién CUA, del total de 8,760 mediciones horarias, se identificaron 8,235
registros validos (94 % de completitud), en contraste se detectaron 525 datos nulos

(6 %), los cuales fueron imputados mediante sustitucién con el promedio horario.
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La Tabla 5.2 muestra los valores tedricos del andlisis descriptivo, lo que sugiere
algunas inferencias en cuanto a la dinamica de las mediciones horarios de O3 registradas

en Cuajimalpa en el 2023.

Tabla 5.2: Estadisticas descriptivas generales: Estacién CUA

T S Min Q: Q: Q3 Max IQR v Y2
29.11 24.17 0 14 23 36 161 22 1.84 3.87

De los valores que se ubican en los extremos (cuadros verdes) podemos observar que
hay una concentracion promedio anual de 29.11 ppb con una considerable dispersion
en los niveles de ozono oscilando sobre este promedio; mas atn, se infiere una distribu-
cién en forma leptoctrtica con asimetria positiva pronunciada con la cola derecha muy
alargada, debido a registros excepcionalmente altos de ozono. Por otra parte, del valor
de los cuartiles, vemos que el 50 % de los datos centrales se encuentra entre 14 ppb y
36 ppb, un intervalo pequeno considerando la gran dispersion, esto sugiere la posible

presencia de outliers; por ultimo hacemos énfasis en el valor méaximo anual de 161 ppb.

Andlisis de las maximas concentraciones diarias

Siguiendo la metodologia del modelo de maximos por bloque; se dividieron los 8760
datos en 365 bloques, cada uno con las concentraciones maximas diarias de O3 registra-
das en las 24 horas del dia correspondiente. Las Tablas 5.3 y 5.4 muestran los primeros
120 bloques de maximos por dia, resaltando con rojo los valores maximos por mes. De
este modo se identificé que el valor maximo anual de 161 ppb pertenece al bloque 54,

del dia 23 de febrero del 2023.

Tabla 5.3: Concentraciones maximas por dia (bloques 1-59): Estacion CUA

ENERO

Blogq | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Max | 44 22 30 96 73 65 69 84 94 65 61 71 50 45 104

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
101 84 81.23 121 110 65 105 37 36 122 73 104 80 108 105 106

FEBRERO

Bloq | 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
Max | 130 109 50 115 46 8 115 104 88 118 100 119 104 35 36

Bloq | 47 48 49 50 51 52 53 54 95 56 57 58 B9
Max | 109 143 120 33 8 90 36 161 120 42 49 100 106
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Tabla 5.4: Concentraciones maximas por dia (bloques 60-120): Estacién CUA

MARZO

Bloq | 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 " 71 72 73 74
Max | 100 47 99 109 120 8 57 59 76 61 82 &84 59 50 41

75 6 77 78 79 80 81 82 8 &4 85 8 87 8 8 90
3227 | 80 31 36 43 129 104 116 104 135 153 104 108 101 117 143

ABRIL

Bloq | 91 92 93 94 95 9 97 98 99 100 101 102 103 104 105
Max | 98 113 139 106 131 102 44 96 61 49 48 39 41 46 49

Bloq | 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
Max | 71 50 67.17 67 105 51 44 43 47 46 51 45 117 63 67

Se mostraron los primeros 120 bloques para identificar el bloque que contiene el
maximo anual, sin embargo al haber 365 bloques, es poco préactico mostrar todos los
valores maximos diarios encontrados. Por esta razén se muestra la Tabla 5.5 que indica
la cantidad de bloques que hay en los meses restantes, asi como el maximo mensual
registrado y el bloque al que le pertenece dicho valor.

Nota: En los préoximos analisis se mostraran los maximos por bloque de esta manera.

Tabla 5.5: Concentraciones maximas por mes (bloques 121-365): Estacion CUA

Mes Bloques B.Max Max Mes Bloques B.Max Max
Mayo 121-151 123 126 | Septiembre 244-273 264 137
Junio 152-181 167 130 Octubre 274-304 294 134
Julio 182-212 196 124 | Noviembre 305-334 324 142

Agosto  213-243 223 131 Diciembre  335-365 353 94

Para analizar la dindmica de las concentraciones atmosféricas maximas diarias de
O3 se presenta la Tabla 5.6 de estadisticos descriptivos de los 365 valores maximos por
dia; ademds se generd un diagrama de dispersion y un grafico de “caja y bigotes™ para

complementar con un andlisis tedrico y visual.

Tabla 5.6: Descriptivos de los méximos por dia: CUA
Min Q. Q> Media Qs Max IQR
14.00 46.00 73.00 75.26 104.00 161.00 58.00

La Figura 5.3 muestra ambos graficos, donde se marca con una linea roja horizontal
el valor promedio de los valores maximos diarios de concentracion de ozono, que fue de

75.26 ppb, muy cercano a la mediana de 73 ppb.
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En el box-plot podemos confirmar que este valor promedio se asemeja al valor de
la media, lo cual indica que los méximos diarios se aproximan a una distribucion mas
simétrica, a diferencia de lo indicado en la Tabla 5.2 de los descriptivos generales.
En cuanto a la dispersién de los puntos del primer diagrama, no se observa alguna
tendencia clara para las concentraciones méaximas de ozono, las lineas anaranjadas del
mismo grafico, indican los valores del primer y tercer cuartil, intervalo dentro del cual

se encuentra el 50 % de los datos centrales.

Diagrama de dispersion Grafico Box-plot
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Figura 5.3: Gréfica de dispersién y Box-plot: Estacién CUA

El valor minimo de los maximos diarios fue de 14 ppb, el cual pertenece al bloque
347, del dia 13 de diciembre del 2023, lo cual tiene sentido ya que en la Tabla 5.5 se
observa que diciembre tiene el menor de los valores maximos por mes; estos niveles de
concentracion de O3 estan relacionados a las bajas temperaturas decembrinas.

En el box-plot, se visualiza una distribucion casi simétrica, por la forma de la caja y
la longitud de los bigotes, ademas la media y la mediana practicamente se sobreponen
una de otra. Mas atin, no se visualiza la presencia de valores atipicos y esto se confirma
calculando la CSI (Cota Superior Interior), umbral que determina si un dato es con-
siderado atipico y se calcula de la siguiente manera: C'ST = Q3 + 1.5 x IQR = 191;
cantidad que sobrepasa el maximo de los datos, por lo que no existe ningiin candidato
a outlier dentro de la distribucion de los maximos diarios.

Por todo lo anterior, se espera una distribucion de los maximos aproximadamente
simétrica y con forma platicirtica, de colas no pesadas, con un ligero alargamiento de

la cola derecha (asimetria positiva minima o nula).
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Ajuste de los registros maximos diarios a una DVEG

Para ajustar una base de datos a una DVEG, primero debemos obtener la estimacién
paramétrica para la funcion de distribucién; usando el método de méxima verosimilitud

obtenemos los estimadores de los parametros de localizacion, de escala y forma:

fi=63.322, 6=31551, &= —0.259.

Para estimar los errores estandar de cada estimador, podemos apoyarnos de la matriz
de covarianza ¥ definida en el capitulo 1; suponiendo que 0 = (i1, 0, é) es el vector de

estimadores, la matriz var-cov estd dada por:

3.536774  0.392245 —0.036485
2(0) = | 0.392245  2.008446 —0.039702
—0.036485 —0.039702  0.001931

Como ya sabemos, la diagonal principal de la matriz 3 corresponde a las varianzas de
cada estimador, aplicando la raiz cuadrada se obtienen los errores estandar de cada
uno:

SE; =1.8806, SE;=14172, SE;=0.0439.

Notemos que el estimador é = —0.259 < 0, indicando que el modelo de distribucién
a la que se ajustan las concentraciones maximas de ozono de la estaciéon CUA, es un
modelo Weibull. Sin embargo, al ser un valor cercano a cero, no podemos descartar la
posibilidad de que se ajuste a una distribucion Gumbel. Por otro lado, podemos des-

cartar el modelo Fréchet, ya que no es adecuado bajo el criterio de estimacién puntual.

Lo que sigue es determinar qué parametros son razonables y cuales son contradichos
por los datos; recordemos que un estimador puntual no proporciona informacién acerca
de la incertidumbre en la estimacién, por eso se recomienda calcular los intervalos de
verosimilitud, o bien, los intervalos de confianza de cada parametro. El estimador de
forma f > —0.5 establece que los EMV son regulares y por lo tanto cumplen las propie-
dades asintoticas de normalidad. Asi, es posible calcular los intervalos de confianza para

cada pardmetro a un nivel del 95 %; por lo tanto, fijando un valor o = 0.05, obetenemos:

1€ (59.5967, 66.9707),
o€ (28.8490, 34.4505),
¢ € (—0.3468, —0.1749).
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Estos intervalos nos brindan un nivel de confiabilidad para asegurar que un verda-
dero valor de algin parametro desconocido se encuentre dentro de estos intervalos de
estimacién. Bajo este argumento y dado que el IC para & no captura el valor 0, podemos
descartar la posibilidad, con un nivel de confianza del 95 %, de que la funcién Gumbel
es un buen modelo de ajuste para la distribucion de las concentraciones maximas de
ozono de la estacion CUA. Por lo tanto, los datos proporcionan evidencia suficiente
para elegir el modelo Weibull de la familia de DVEG.

Validacién del modelo Weibull

Lo que prosigue es aplicar métodos de validacién para determinar si, en efecto,
la distribuciéon de las mediciones maximas diarias de O3 se ajustan a esta funcién.
Para esto, usaremos métodos gréaficos de diagndstico que nos permiten visualizar la
proximidad de los datos a la distribuciéon Weibull.

La grafica de probabilidad (PP-plot) y la gréfica de cuantiles (QQ-plot) son dos
métodos de diagndstico para evaluar la precision del modelo Weibull ajustado a las

concentraciones atmosféricas maximas de ozono medidas por la estacion CUA.
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Figura 5.4: Graficas de diagnéstico P-P y Q-Q del modelo Weibull: Estacién CUA

En la Figura 5.4 se presentan ambos graficos, en donde se observa una considerable
proximidad de los datos a las rectas de referencia (y = x), afirmando un buen ajuste
del modelo Weibull. Sin embargo, a pesar de la cercania de los registros (puntos azules
y rosas) con las lineas de identidad correspondientes (roja y verde), se notan ligeras
oscilaciones que sugieren una posible autocorrelacion entre los datos, es decir, patrones

ciclicos que dependen de mediciones anteriores, lo cual es comun en series temporales.
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En general, los graficos de diagnoéstico confirman que el modelo Weibull captura
adecuadamente la distribucién de los datos, indicando que los parametros estimados /i,
oy é son apropiados, pero la presencia de las oscilaciones no debe ser ignorada; podrian
estar senalando variaciones estacionales no capturadas por el modelo.

Siguiendo con el analisis grafico de la dindmica de la concentracién de ozono, en la
Figura 5.5 se muestra el diagrama de niveles de retorno y la grafica de la funcién de
densidad ajustada con el histograma de los datos reales; estas dos gréficas adicionales
se utilizan para la presentacién y validacién del modelo ajustado.

El grafico de la funcion de densidad de probabilidad ajustada consiste en comparar la
densidad del modelo ajustado, en nuestro caso del modelo Weibull, con el histograma
de los datos de concentraciones atmosféricas maximas de ozono por bloque medidos
por la estacién de monitoreo de Cuajimalpa de Morelos. Este ultimo grafico es menos
informativo que los gréaficos anteriores, ya que la forma de un histograma puede variar
sustancialmente con la eleccién de los intervalos de agrupacion.

El niimero de clases del histograma se eligié con el criterio de la rafz (v/365 ~ 19.10),
y dado que en esta estacién el valor minimo fue de 14 ppb y el maximo de 161 ppb;
se opté por tomar 19 clases en un rango de 12 a 163, asi cada clase tendra la misma

dimension, cubriendo toda la informacién de los registros maximos.
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Figura 5.5: Grafica de niveles de retorno y densidad ajustada (GEVD)

En cambio, la gréfica de niveles de retorno muestra suficiente evidencia de que
el modelo Weibull es adecuado para los datos de concentracién de Os registrados en

Cuajimalpa, debido a que la grafica es céncava.
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Por lo tanto, de los resultados obtenidos en los graficos de diagnéstico P-P y Q-Q y
de la informacién visual que proporcionan estos dos 1ltimos, se concluye que el modelo
Weibull se ajusta adecuadamente a las concentraciones maximas diarias de

concentracién de O; medidas en la estacién CUA.

Estimacion de riesgos por concentracién de O3 en Cuajimalpa

Es necesario recordar que, en la introduccién de esta tesis, se establecieron los um-
brales en unidades ppb, la calidad del aire segtin los limites permisibles, asi como los
riesgos v las recomendaciones pertinentes. De manera que, una concentracion de O3z por
arriba de 95 ppb cataloga la calidad del aire como Mala, ocasionando que los grupos
susceptibles presenten efectos daninos en su salud, y deberan limitar su exposicién al
aire libre. Mas atin, un valor por encima de 154 ppb indica una Muy Mala calidad del
aire, lo que provoca que la poblacion en general pueda presentar sintomas, agravando
ain mas la salud de los grupos susceptibles, entrando a la Fase 1 de contingencia, donde

toda la poblacion debe limitar sus actividades al exterior.
Se realizard un ajuste de los registros de las concentraciones méximas diarias de
ozono de las mediciones en Cuajimalpa usando la distribuciéon del modelo Weibull;

cuya funcién de distribucién esta dada por:

1
z —63.322\ | ©:259
= —_— 1 —_ _2 _—
G(z) exp{ [ 0 59( 31 EEL )]

}, 2 € (185.1405, c0).

La grafica de esta funcion de distribucion y la gréfica de la funcién de densidad de
probabilidad ajustada son herramientas que nos ayudan a visualizar el comportamiento
de las concentraciones atmosféricas maximas de Os. La funciéon de densidad para el
modelo Weibull y para z € (185.1405, co) esté dada por:

1 » —63.322\ 1% 2 —63.322\ %%
— 1-0259 22222 —[1-0259 222 .
9:) = 5551 { ( 31.551 )1 P { < 31.551 >]

En la Figura 5.6; la funcién de distribucion indica que la probabilidad de tener una

concentraciéon promedio méxima menor a 95 ppb es del 73.06 % (P(z < 95) = 0.7306),
lo que implica que la probabilidad de tener una Mala calidad del aire un dia cualquiera
del ano es del 26.94 % (P(z > 95) = 1 —P(2 < 95) = 0.2694). En la funcién de densidad
podemos ver que en el 2023 hubo una gran cantidad de dias que superaron este valor,
para ser precisos fueron 127 dias (34.79 %) del afio 2023 en los que se catalogo una
Mala calidad del aire.
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Funcion de Distribucion (GEVD) Funcion de Densidad (GEVD)
< N
o] 1 ______k P(z>154) = 0.0052 S
g @ o
T O . i
Iy - P(z>95) = 0.2694 N
2 - ----" - > S -
3 o g °
< — o 1
O 7] <
o 7] & 8 -
2 3 8 3
§ 7] — Mala calidad
° o | 8 de aire
o o T T T T T g T T T I I
0 30 60 90 120 150 0 30 60 90 120 150
Concentracion de Ozono (ppb) - Estacion CUA Concentracion de Ozono (ppb) - Estacién CUA

Figura 5.6: Funciones de distribucién acumulada y densidad de probabilidad (GEVD)

Por otra parte, la probabilidad de superar el umbral maximo de 154 ppb un dia
cualquiera del ano es del 0.52% (P(z > 154) = 0.0052), aunque esta probabilidad
es muy baja, o practicamente imposible de que suceda, la funcion de densidad nos
indica que en el 2023 hubo por lo menos un caso en el que se superd ese umbral, el
cual corresponde al maximo anual marcado por el bloque 54 con una concentracion de
ozono de 161 ppb el dia 23 de febrero del 2023. En este dia debid activarse la Fase 1 de
Contingencia por una Muy mala calidad de aire.

Estos resultados son bastante realistas, y es la razén por la cual las normas oficiales
se han ido actualizando constantemente; en la ZMCM la contaminacién atmosférica

cada vez es mayor y se deben ajustar los valores limite establecidos por el gobierno.

Niveles de retorno

Los niveles de retorno permiten cuantificar el riesgo de excedencias peligrosas de
concentracion de ozono, apoyando la gestion ambiental y la proteccion de la salud
publica. En general, en la TVE es de interés conocer niveles de retorno asociados a
periodos de 20, 50 y 100 anos. Sin embargo, los periodos de retorno pueden variar
segtin convenga al fenémeno natural analizado y a quien lo estudia.

En el caso de las concentraciones atmosféricas maximas diarias de ozono, vamos a
considerar periodos de retorno de T' = 365, 1825, 3650 y 7300 dias que equivalen a 1, 5,
10 y 20 anos, respectivamente.

La Tabla 5.7 muestra los periodos y niveles de retorno, la varianza asociada a cada

%, calculada con el método delta, y los IC del 95 % estimados para cada nivel de retorno.
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Tabla 5.7: Periodos y niveles de retorno del modelo Weibull: Estacién CUA.
T (dias) T (anos) Nivel de retorno Var(z,) IC del 95%

365 1 158.647 ppb 28.080  (148.26, 169.03)
1825 5 167.649 ppb 44.286  (154.61, 180.69)
3650 10 170.507 ppb 52.018  (156.37, 184.64)
7300 20 172.895 ppb 60.135  (157.69, 188.09)

Para la interpretacion de los valores obtenidos, veamos un ejemplo:
El nivel de retorno estimado de 167.649 ppb para un periodo de retorno de 5 anos
(T" = 5) indica que, en promedio, se espera que la concentracién méxima diaria de
ozono exceda este valor al menos una vez en los proximos 5 anos. La varianza asociada
al estimador que indica un error estandar aproximado de 6.655 ppb junto con el IC del
95 % demuestran una precision aceptable para esta estimacion.

Cabe destacar que, una caracteristica importante de la distribucion Weibull es que
tiene un limite superior, por lo que las concentraciones méaximas de ozono no superaran
el valor tedrico de p — o /€ =~ 185.14 ppb; esto se refleja en el aplanamiento progresivo

de la curva de niveles de retorno conforme aumenta el periodo de retorno (Figura 5.7).
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Figura 5.7: Niveles de retorno maximos por dia (Weibull): Estacién CUA

Estos resultados son relevantes para la evaluacion del riesgo ambiental y el diseno
de politicas publicas relacionadas con la calidad del aire, ya que permiten cuantificar

la probabilidad de ocurrencia de eventos extremos de contaminacién por Os.
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Estacién: Benito Juarez (BJU)

La direccion de la estacion BJU es: Municipio libre y Uxmal, Col. Santa Cruz Atoyac,
Benito Juarez, C.P. 03310, ubicada en la region central de la ZMCM. Al ser una zona
urbana se encuentra cerca de plazas comerciales como Antara y Centro Santa Fe, ademas
dentro de la Alcaldia hay parques locales como el parque Hundido y el Parque de los
Venados. Esta caseta comenzé a operar desde el anio 2015 y cuenta con registros de la
concentracion atmosférica de Oz, CO, SOy, NOo, PM;g y PMs 5, considerando variables
meteorolégicas como temperatura, humedad, radiacion solar y velocidad del viento.
Tiene clasificacion tipo 3-Vecinal segin estdndares de representatividad del SEDEMA-
SIMAT, es decir, que la caseta logra registrar la concentracion de Oz dentro de un

perimetro de 0.5 a 4 km.

Figura 5.8: Caseta de monitoreo de Benito Judrez (ID:484090140309)

La Alcaldia Benito Juarez tiene una poblacién estimada de 434,153 habitantes, con
una densidad poblacional de 18,592 habitantes por km?; de acuerdo al INEGI es una
de las densidades mas altas de toda la CDMX. Al ser un area tan poblada, a parte de
considerar variables metereoldgicas, esta estacion también considera diversos factores

antropoldgicos que pueden alterar las mediciones de concentracién de ozono.
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Los principales focos de contaminacion que contribuyen en la emision de NO, y de

Compuestos Organicos Volatiles en region central son:

= Avenidas de alto trafico. La Av. de los Insurgentes que es una de las mas
transitadas, y ejes viales como Mixcoac, Félix Cuevas y Rio Churubusco generan

emisiones de NO,,.

» Zonas industriales y comenciales. Polanco y Santa Fe concentran edificios
corporativos, centros comerciales y pequenas industrias que usan gran cantidad

de solventes.

= Areas verdes cercanas. El Bosque de Chapultepec y los parques locales emiten
COV biogénicos.

» Factores metereoldgicos. En la zona central hay fuertes vientos que arrastran
contaminantes desde industrias aledanas como Azcapotzalco; presenta un clima

templado promedio de 18°C con variaciones estacionales entre 6°C y 28°C.

Analisis descriptivo general de los registros horarios

La estacién BJU tuvo 91.67 % de completitud en los datos, es decir que del total
de 8,760 mediciones horarias se identificaron 8,030 registros validos, lo que implica que
hubo 730 datos nulos (8.33 %) que tuvieron que ser sustituidos por el promedio horario.
Los resultados del analisis descriptivo de todos los registros horarios estan indicados en
la Tabla 5.8 de los cuales podemos hacer algunas observaciones respecto a la dinamica
de la base de datos.

Tabla 5.8: Estadisticas descriptivas generales: Estacion BJU
T SE Min Q1 Q: Q; Max IQR 7 Y2
22.42 23.08 0 6 15 31 141 25 1.77 6.37

El valor tan alto de la curtosis (72) indica una distribucién en forma leptocurtica
muy pronunciada, esto es debido a que el rango total de los datos es robusto comparado
con la distribucién de los mismos, dado que el 50 % central estdn entre 6 ppb y 31 ppb;
este hecho y la clara asimetria positiva que se observa (v, > 0) afirman una distribucién
con un pico muy alto con poca dispersion y la cola derecha muy alargada, infiriendo
posibles valores extremos. En este caso hubo una concentracion horaria promedio de
22.42 ppb, que supera a la mediana de 15 ppb y el valor maximo anual, que es el de

interés para esta tesis, fue de 141 ppb.
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Andlisis de las maximas concentraciones diarias

Nuevamente se utilizaron 365 bloques con las mediciones maximas horarias, como
se menciond en el andlisis anterior, en la Tabla 5.9 se presenta una organizacién por
intervalos de la cantidad de bloques que hay en cada mes, asi como el maximo men-
sual registrado y el bloque al que le pertenece dicho valor. Se logré identificar que la

concentracion maxima anual pertenece al bloque 241, del dia 29 de agosto del 2023.

Tabla 5.9: Intervalos de bloques con registros maximos mensuales: Estacion BJU

Mes Bloques B.Max Max Mes Bloques B.Max Max
Enero 1-31 19 106 Julio 182-212 185 112
Febrero 32-59 54 120 Agosto 213-243 241 141
Marzo 60-90 87 126 | Septiembre 244-273 257 128
Abril 91-120 93 114 Octubre 274-304 295 124
Mayo 121-151 132 109 | Noviembre 305-334 325 139
Junio 152-181 152 123 | Diciembre 335-365 365 109

En la Tabla 5.10 se muestran los resultados del anélisis descriptivo de las maximas
concentraciones de ozono diarias de la estaciéon Benito Juarez. Estas cifras junto con
el diagrama de dispersién y el grafico box-plot revelaron mucha informacién sobre la

dinamica de los datos maximos.

Tabla 5.10: Descriptivos de los maximos por dia: BJU
Min Q]_ Q2 Media Qg Max IQR
9 46 67 69.24 94 141 48

En ambos gréficos de la Figura 5.9 se marca con una linea roja horizontal el valor
promedio de los valores maximos diarios de concentracion de ozono, que fue de 69.24
ppb; en el boxplot podemos notar que este valor se asemeja mas al valor de la media de
67 ppb, lo cual indica que los maximos diarios siguen una distribucién casi simétrica,
con una posible asimetria positiva muy baja, a diferencia de la distribucion de la base
de datos original.

En cuanto a la dispersion de los puntos del primer diagrama, no se observa alguna
tendencia clara para las concentraciones maximas de Ogs; las lineas anaranjadas del
mismo grafico indican los valores del primer y tercer cuartil, intervalo dentro del cual se
encuentra el 50 % de los datos centrales. El hecho que los puntos fuera de este intervalo
no se alejen tanto de las lineas de los cuartiles junto con los “bigotes™ del box-plot

demuestran una distribucién de colas pesadas.
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Diagrama de dispersion

Grafico Box-plot
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Figura 5.9: Grafica de dispersiéon y Box-plot: Estacion BJU

Al calcular la CSI, Q3+1.5x IQQ R = 166 ppb, notamos que sobrepasa el valor maximo
de 141 ppb, lo que quiere decir que no hay ningtin valor candidato a ser atipico; tal y
como se visualiza en el box-plot. En este mismo gréfico, la forma peculiar de la “caja”
y los no tan alargados “bigotes™ sugieren una forma platictrtica de la distribucion de
los datos con colas no muy pesadas, al calcular el valor de la curtosis (7, = 2.04 < 3)

se confirma esta aseveracion.

Ajuste de los registros maximos diarios a una DVEG

Usando el método de maxima verosimilitud obtenemos los estimadores de los pardme-

tros de localizacion, de escala y forma:

[l =58.737, & =27.547, &= —0.254.

Al calcular la raiz cuadrada de los valores de la diagonal principal de la matriz cov-var,

obtenemos el error estandar de cada estimador:

SE;, =1.651, SE;=1.235, SEE = (0.046.

El estimador é = —0.254 < 0, nuevamente descarta por completo al modelo Fréchet
como un buen modelo de ajuste para la distribucién de las concentraciones maximas

diarias de ozono para la estacion Benito Juarez.
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Indicando que los posibles modelos de ajuste al comportamiento de los datos son
el modelo Weibull o el modelo Gumbel, por lo que debemos calcular los intervalos
de confianza para asegurarnos de qué modelo debemos elegir. Como é > —0.5, los
EMV cumplen las propiedades asintéticas de normalidad, asi que es posible calcular los

intervalos de confianza del 95 % para cada pardmetro:

1€ (55.4990, 61.9696),
o€ (25.1254, 29.9662),
¢ € (—0.34294, —0.1642).

Notamos que el IC del parametro £ no contiene el valor 0, por lo que descartamos la
probabilidad, con un nivel de confianza del 95 %, de que la distribucién Gumbel sea un
buen modelo de ajuste para la dinamica de las concentraciones maximas de ozono de la
estacion BJU. Por lo tanto, los datos proporcionan evidencia suficiente para determinar

que el modelo Weibull es el mejor para realizar el ajuste de los valores maximos.

Validacién del modelo Weibull

Los gréficos de diagndstico de probabilidad (P-P) y de cuantiles (Q-Q) del modelo
Weibull para la estacion BJU se muestran en la Figura 5.10; en ambos casos se visualiza
una clara proximidad de los puntos de los datos a las respectivas rectas identidad de
referencia (y = ), indicando que la distribucién Weibull se ajusta adecuadamente a

las concentraciones maximas diarias de Os.
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Figura 5.10: Graficas de diagnéstico P-P y Q-Q del modelo Weibull: Estacion BJU
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Cabe mencionar que en este caso también se observan ligeras oscilaciones de los
puntos, aunque son menos notorias que las que senalé la estaciéon de Cuajimalpa, tam-
bién indican posibles patrones ciclicos y variaciones estacionales en los datos que no
captura el modelo. Sin embargo, esto no es prueba suficiente para refutar que el modelo

Weibull se ajuste adecuadamente a los valores maximos de ozono.

Siguiendo con la validacién del modelo con métodos graficos, en la Figura 5.11 se
visualiza el diagrama de retorno y el histograma de los datos reales con la funcién
de densidad ajustada del modelo Weibull. Como sabemos, el histograma puede variar
dependiendo de la agrupacion que se elija; para esta estaciéon también se seleccionaron
19 clases en un rango de 9 ppb hasta 142 ppb, de esta manera se asegura cubrir todos

los datos y también se obtienen clases con la misma dimension.
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Figura 5.11: Gréfica de niveles de retorno y densidad ajustada (GEVD)

En el segundo grafico, notamos una clara proximidad de la densidad ajustada del
modelo Weibull con el histograma de los datos maximos de ozono. Ademas, la forma
céncava de la curva que se muestra en la grafica de niveles de retorno son evidencia
suficiente para determinar que la distribucién del modelo seleccionado se ajusta ade-
cuadamente a la dinamica de los valores maximos; por estd razon, y por los resultados
de los gréaficos P-P y Q-Q, podemos concluir que el modelo Weibull es adecuado
para un buen ajuste de los registros maximos diarios de concentracion de

O3 en la estacién de Benito Juarez.
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Estimacion de riesgos por concentraciéon de O3 en Benito Juarez

Como ya hemos mencionado antes, los limites permisibles establecidos por la norma
NOM-020-SSA1-2014 y que son aplicados por la NADF-009-AIRE-2017 en unidades ppb
corresponden a los umbrales 95 ppb y 154 ppb. Sin embargo, en esta estacion el
maximo anual fue de 141, por lo que no hubo ningin dia del ano 2023 en la que se
activara la Fase 1 de Contingencia por sobrepasar el segundo umbral. De manera que,
nos enfocaremos en los dias en los que hubo una Mala calidad del aire y en los efectos
daninos en la salud para los grupos susceptibles y las recomendaciones pertinentes.

A continuacion, se realiza el ajuste de los registros de las concentraciones maximas
de ozono de las mediciones en la estacién BJU usando la distribucién Weibull que esta

dada por:

1

2 — 58737\ @250
- —|1—o0254 (2222020
G(z) exp{ [ 0.25 ( 57 EAT )]

Para complementar el analisis visual del comportamiento de las concentraciones maxi-

}, z € (167.1898, c0).

mas por dia, se calcul6 la funcién de densidad de probabilidad ajustada del modelo
Weibull, para z € (167.1898, 00):

1 2 —53.737\1*%" z —58.737\ 1*%"
- 1—0.254 (2225000 {10954 (2222000 .
9(2) 27.547{ 025 ( 27.547 )} P { 025 ( 27,547 )]

Ambas funciones se muestran en la Figura 5.12.
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Figura 5.12: Funciones de distribucién acumulada y densidad de probabilidad (GEVD)
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La funcién de distribucién nos indica que la probabilidad de tener una concentracién
promedio maxima por debajo de 95 ppb es del 81.66 % (P(X < 95) = 0.8166), lo que
implica que la probabilidad de tener una Mala calidad del aire un dia cualquiera del
ano es del 18.34 %. En la funcién de densidad podemos ver que en el 2023 hubo una
gran cantidad de dias que superaron este valor, para ser exactos fueron 84 dias de 365
(=23 %) en los que se catalogé una Mala calidad del aire.

A pesar de todos los factores que se detectaron que pueden generar contaminantes
primarios que componen el ozono troposférico; no hubo concentraciones demasiado altas
de O3 registradas por la estacion BJU. En general, durante el ano 2023 se registré una
calidad del aire buena o regular; esto puede deberse a los bajos niveles de temperatura
que alcanza la zona o bien, a los fuertes vientos que se llevan parte de la concentracion

atmosférica hacia otra region de la ZMCM.

Niveles de retorno

Para cuantificar el riesgo de excedencias peligrosas de concentracion de ozono, se
calculan los niveles de retorno correspondientes a los periodos de retorno de los dias
T = 365, 1825, 3650 y 7300 que equivalen a 1, 5, 10 y 20 anos, respectivamente.

La Tabla 5.11 muestra los periodos y niveles de retorno, la varianza asociada a cada z,

calculada con el método delta, y los IC del 95 % estimados para cada nivel de retorno.

Tabla 5.11: Periodos y niveles de retorno del modelo Weibull: Estacion BJU.
T (dias) T (anos) Nivel de retorno Var(z,) IC del 95%

365 1 143.035 ppb 21.536  (133.94, 152.13)
1825 ) 151.199 ppb 34.10 (139.75, 162.64)
3650 10 153.808 ppb 40.101  (141.40, 166.22)
7300 20 155.997 ppb 46.404  (142.64, 169.35)

Estos resultados estiman que, para un periodo de 10 afnos, el nivel de retorno es de
153.808 ppb con un IC del 95 % que demuestra su precision; es decir que, en promedio,
se espera que la concentracion maxima diaria de ozono exceda este valor al menos
una vez en los proximos 10 anos. Como 153.808~154 ppb, se espera que dentro de los
proximos 10 anos se active la Contingencia en la Fase 1 al menos 1 vez.

Por 1ltimo, se presenta la curva de los niveles de retorno de la distribucion Weibull,
donde notamos que las concentraciones maximas de ozono no superaran el limite teérico
de p — o /€ = 167.386 ppb, esto se refleja en el aplanamiento progresivo de la curva

en la Figura 5.13.
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Niveles de retorno de maximos diarios (Weibull)
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Figura 5.13: Niveles de retorno méximos por dia (Weibull): Estacién BJU

Estacion: La Presa (LPR)

Este centro de monitoreo esta ubicado en el municipio de Tlalnepantla de Baz, en
el Estado de México y forma parte de una zona urbana-industrial al norte de la ZMCM
con direccién en: Asociacién Mexicana de Excursionistas del D.F. s/n, Col. La Presa,
C.P. 54189. La caseta de monitoreo comenzo6 a operar desde 1986 y sélo realiza medi-
ciones de la concentracion atmosférica de Oz, CO, NOy y SOy considerando variables
meteorolégicas de temperatura, radiacién solar, humedad y velocidad del viento; para
los registros de concentracién de Ojz esta catalogada como tipo 3-Vecinal, teniendo un
alcance de medicién de 0.5 a 4 km. [SEDEMA-SIMAT].

Figura 5.14: Caseta de monitoreo de La Presa (ID:484151040203)
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En el 2023, se estimé una poblacion total de 714,799 habitantes en el municipio de
Tlalnepantla, con una de las més altas densidades poblacionales del Edomex con 6,210
habitantes por km?. Esta zona urbana-industrial tiene dos infraestructuras cercanas
que son criticas en la contaminaciéon del aire; el Parque Industrial Tlalnepantla que se
ubica a 3 km al sur y la Autopista México-Querétaro a 2 km al este.

Se ha registrado una temperatura promedio de 18.2°C, alcanzando un méximo
histérico de 34.6°C en mayo del 2023 debido a una ola de calor; la media anual de
la velocidad del viento se estima en 2.8 m/s con una direccién predominante del noreste
que se dirige hacia el suroeste.

Las principales fuentes de COV y NO, que contribuyen a la formacién del ozono tro-
posférico y que provocan alteraciones en las mediciones de la concentracion atmosférica

registradas por la caseta LPR son emitidas por:

= Alta densidad industrial. Ademas del Parque Industrial Tlalnepantla, hay mas
de 2,000 industrias quimicas registradas dentro de la zona que son emisoras de
gran cantidad de NO,.

= Vialidades de alto trafico. Hay congestiones frecuentes en Periférico Norte,
transito intenso en la Avenida Gustavo Baz y un flujo constante en la Autopista

México-Querétaro; todas son emisoras de COV evaporatorios.

» Areas verdes. La principal fuente de COV biogénicos es el Bosque de los Tepe-

tates que se encuentra a 2.3 km al noroeste de la estacién LPR.

= Factores meteoroldgicos. Ademéds de los vientos dominantes y de la tempe-
ratura promedio, la inversién térmica atrapa contaminantes cerca de La Presa,

inhibiendo la dispersién del ozono troposférico.

Analisis descriptivo general de los registros horarios

La estacién LPR tiene un porcentaje de completitud del 95.91 % con 8402 datos
vélidos del total, siendo el porcentaje méas alto (en las mediciones de ozono) de todas
las estaciones que forman parte de la RAMA, esto implica que hubo 358 datos (4.09 %)
que tuvieron que ser sustituidos con el promedio horario.

En la Tabla 5.12 se observan los resultados del analisis descriptivo de todos los
registros horarios de la estaciéon LPR, esta informacién es relevante ya que nos ofrece
un panorama general sobre el comportamiento de la concentracion de Og registrada en

la zona de estudio en el ano 2023.
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Tabla 5.12: Estadisticas descriptivas generales: Estacion LPR
T SE Min Q]_ Q2 Q3 MéX IQR Y1 Y2
18.76 18.78 0 4 14 27 126 23 1.83 7.59

Se obtuvo un promedio anual de 18.76 ppb, valor que supera a la mediana de 14
ppb, indicando nuevamente asimetria positiva; lo cual se confirma con el valor positivo
de ;. La gran diferencia entre el rango total con el rango intercuartilico hacen suponer
poca dispersién de los datos; donde el 50 % de los registros centrales se concentran entre
4 ppb y 27 ppb, por lo cual se deduce un pico alto en las concentraciones més bajas
de O3. Lo anterior se confirma con el alto valor de la curtosis de 7.59 ppb, aseverando
una distribucién con forma leptocurtica con la cola derecha muy alargada, que podria
implicar la presencia de valores atipicos. Finalmente, en esta estacion el valor maximo

anual fue de 126 ppb.
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Figura 5.15: Histograma de frecuencias de los registros horarios: Estacién LPR

En esta ocasién, se agrega el histograma de frecuencias de los registros horarios
de concentraciéon de ozono medidos por la estacion LPR en el ano 2023 para verificar
de manera visual lo que se acaba de inferir con los resultados tedricos de la tabla de
estadisticos descriptivos. La grafica de la Figura 5.15, en efecto, demuestra todo el
razonamiento anterior: hay una notoria asimetria positiva en forma leptocurtica con un
pico muy alto en las concentraciones mas bajas y una cola derecha muy alargada.

En general, los datos de la concentracién de Oz de casi todas las estaciones de monitoreo
tienen un comportamiento muy similar; con asimetria positiva y formas leptoctrticas,

variando en el peso de la cola derecha y en la dispersién de las mediciones.
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Andlisis de las maximas concentraciones diarias

Siguiendo con la misma metodologia de los andlisis anteriores, se muestra la Tabla
5.13 con la distribucién de los 365 bloques organizados en intervalos por mes, donde se
muestran los maximos mensuales y el bloque al que pertenece. De este modo, se logré
identificar que el maximo anual de 126 ppb le pertenece al bloque 323, proveniente del
mes de noviembre; para ser mas exactos, el méaximo anual de 126 ppb fue registrado el
dia 19 de noviembre del 2023.

Tabla 5.13: Intervalos de bloques con registros maximos mensuales: Estacién LPR

Mes Bloques B.Max Max Mes Bloques B.Max Max
Enero 1-31 18 121 Julio 182-212 185 82
Febrero 32-59 43 115 Agosto 213-243 223 118
Marzo 60-90 83 119 | Septiembre 244-273 257 112
Abril 91-120 93 112 Octubre 274-304 292 104
Mayo 121-151 143 107 | Noviembre 305-334 323 126
Junio 152-181 152 108 | Diciembre  335-365 353 84

Siguiendo con el andlisis del comportamiento de los méximos diarios de concen-
tracién de Ogs registradas por la estacion LPR, es necesesario presentar la Tabla 5.14
con los resultados tedricos del andlisis descriptivo de las concentraciones maximas de
ozono. Ademas, para visualizar la dindmica de estos datos, se presentan en conjunto el

diagrama de dispersion y el Box-plot en la Figura 5.16.

Tabla 5.14: Descriptivos de los maximos por dia: LPR
Min Q]_ Q2 Media Qg Max IQR
850 36 46 55.09 73 126 37

En contraste con los andlisis de las estaciones CUA y BJU, podemos notar una
mayor diferencia entre la media de 55.09 ppb y la mediana de 46 ppb, sugiriendo que
hay un ligero sesgo a la derecha en la distribucion de los maximos. En ambos gréficos,
donde la linea roja representa el valor de la media, es mas evidente dicho sesgo: en
el diagrama de dispersion se distingue por una mayor cantidad de puntos azules por
debajo del promedio y en el box-plot se muestra por la diferencia en el tamano de los
“bigotes”, siendo el inferior mas corto que el superior, y por el promedio que ya no se

sobrepone a la linea de la mediana.
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Por todo lo anterior, se confirma que la dispersion de los datos méximos para esta
estacion presenta una ligera asimetria positiva, con la cola derecha mas alargada.
El rango intercuartilico de 37 ppb, representado por las lineas naranjas en el diagrama
de dispersién y por el tamano de la “caja” verde en el box-plot, indica que el 50 %
de los datos se concentra entre 36 ppb y 73 ppb. La “caja” puede parecer estrecha
en comparacion con la dispersion total sugiriendo una distribucion leptocirtica, sin
embargo, al no haber evidencia de valores atipicos y por la poca dispersién de los
datos (bigotes cortos) se afirma que la cola derecha de la asimetria de la distribucién es
ligera, dando indicios de una forma mas platicirtica. Lo anterior se confirma calculando
el valor de la curtosis (72 = 2.5783 < 3), demostrando una forma platictirtica no muy

pronunciada.
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Figura 5.16: Grafica de dispersion y Boxplot: Estacién LPR

Esta forma distintiva que muestran los valores maximos diarios es consecuencia de
la gran cantidad de registros bajos en la concentracién horaria de ozono que se hicieron

en la estacion LPR, tal como se mostro en el histograma de frecuencias.

Ajuste de los registros maximos diarios a una DVEG

Los estimadores de los parametros de localizacién, escala y forma que se obtuvieron

con el método de maxima verosimilitud fueron:

~

fi=42.335, & =19.561, &= 0.068.
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Los errores estandar se calcularon con la raiz cuadrada de la varianza, mediante la

matriz de covarianza Y, para cada estimador se obtuvo:

SEy =1.175, SE; =0.886, SE; = 0.046.

Para la estaciéon de La Presa, el estimador é = 0.068 > 0 sugiere que el modelo
de distribucion a la que se ajustan las concentraciones maximas diarias de ozono es
un modelo Fréchet. Este valor de f descarta por completo el modelo Weibull, ya que
no es adecuado bajo el criterio de estimacién puntual; pero al ser un valor cercano a
0, no podemos descartar la posibilidad de que el modelo Gumbel también se ajuste

adecuadamente a la distribucién de los datos, por lo que es necesario calcular los IC.

El estimador de forma (é > —0.5) establece que los EMV son regulares y cumplen
las propiedades asintéticas de normalidad, por lo que es posible calcular los intervalos

de confianza para cada pardmetro a un nivel del 95 %:

1€ (40.0307, 44.6342),
o€ (17.8237, 21.295),
¢ € (—0.0211, 0.1577).

Se puede notar que el IC del 95% para & captura el valor 0, lo cual indica la po-
sibilidad de ajustar los maximos diarios con una distribucion Gumbel; por otro lado,
valores muy negativos de & son poco plausibles, confirmando que el modelo Weibull no
es adecuado a la luz de los datos observados. Por lo tanto, los datos no proporcionan

evidencia suficiente en contra de los modelos Fréchet y Gumbel de la familia de DVEG.

Prueba de hipodtesis

Es importante recordar que siempre se busca representar adecuadamente un fenémeno,
en este caso atmosférico, a través de un modelo estadistico con el cual sea posible rea-
lizar inferencias de interés. Estas inferencias pueden variar dependiendo del modelo
elegido, por lo cual es indispensable que el modelo seleccionado se ajuste lo “mejor”

posible al conjunto de datos disponible.

Ante estos casos de incertidumbre en la eleccién del mejor modelo de la familia de
DVEG que mejor se ajuste a las concentraciones maximas diarias de Og, se recomienda
realizar una prueba de bondad de ajuste, bajo la hipétesis nula de que la distribucion
del modelo Gumbel es la méas adecuada para ajustar los datos maximos, es decir, bajo
la suposicion de Hj : f =0vs Hy: é # 0.
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Definiendo el vector de estimadores 8 = (ﬂ,&,f) y asumiendo H, verdadera, de-
bemos calcular el vector 8y = ({10, 60,0) = (10, 00), que corresponden a los EMV del

modelo Gumbel:
fio = 43.050, SE;, = 1.105; a9 = 20.089, SE;, = 0.847.

Para el estadistico de prueba usaremos la razén de verosimilitud (funcién de de-
vianza) Dy = —21n[L(6y)/L(0)], donde L(8,) y L(6) son funciones de verosimilitud
basadas en los modelos de la DVEG para f =0y f # 0, respectivamente; en este caso,
basadas en los modelos Gumbel y Fréchet.

Bajo condiciones de regularidad, este estadistico de prueba se distribuye como una
x? con 1 grado de libertad, indicado por la diferencia de pardmetros entre modelos.

Para esta prueba de hipdtesis se elegira un nivel de significancia o = 0.05, asi la
region de rechazo queda determinada por el cuantil 0.95 de una distribucién x3, es decir,
Co = (3.84, 00).

Al calcular el valor del estadistico de prueba y el p-valor, obtenemos:

Dy = —21n [L(Mo,ao)] ~ om { L(43.050, 20.089)

L(ji,6,6) L(42.335,19.561, 0.068)
= — 2] £(43.050, 20.089) — £(42.335,19.561,0.068)]
= — 2[-1688.32 — (—1677.718)] = 21.205 € (3.84, ).

p-valor = P[x? > 21.205] = 1 — P[\? < 21.205] = 0.000006 < 0.05 = p-valor < a.

Como Dy = 21.205 cae dentro de la regién de C,, se rechaza la hipétesis nula
eliminando por completo la posibilidad de que el modelo Gumbel sea un buen modelo
de ajuste para los datos con un nivel de significancia o = 0.05.

El resultado del p-valor< a nos indica que en esta prueba de hipdtesis no se cometio
el error de ningun tipo. Por lo tanto, los datos proporcionan evidencia suficiente para
determinar que el modelo Fréchet es el mejor para ajustar las concentraciones maximas

diarias de O3 provenientes de la estacién La Presa.

Validacién del modelo Fréchet

Ahora, se utilizardn las gréficas de probabilidad (P-P) y de cuantiles (Q-Q) como
métodos de diagnostico, su interpretacién conjunta permite detectar desviaciones en
la forma, colas y tendencia central de los datos respecto al modelo teérico de Fréchet.

Posteriormente, se usara el diagrama de retorno para la validacion final del modelo.
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En la Figura 5.17 se presentan ambos graficos; en donde la proximidad de los datos a
la recta identidad en el grafico de probabilidad es mas evidente que en el grafico de cuan-
tiles. Es relevante notar que en el grafico P-P no se detectan desviaciones pronunciadas
en los extremos, esto quiere decir que el parametro de forma £ captura adecuadamente
el comportamiento de las colas de la distribucién ajustada. Sin embargo, se distingue
una ligera oscilacion que no deberia ser ignorada, ya que podria indicar patrones ciclicos
en donde las mediciones actuales dependen de mediciones anteriores, lo cual es comun

en procesos estacionarios.
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Figura 5.17: Graficas de diagndstico P-P y Q-Q del modelo Fréchet: Estacion LPR

En contraste con lo anterior, la desviacién hacia abajo de la cola derecha del gréfico
de cuantiles indica que los valores maximos de los datos tienen colas mas ligeras que las
de Fréchet, sugiriendo una sobrestimacion del parametro £ y que deberia ser reducido;
esto pudo ser consecuencia del sesgo positivo que presentaron los datos maximos y de
la incertidumbre que hubo en la eleccion del modelo.

Es importante tener en cuenta que el grafico de cuantiles es més sensible a desvia-
ciones en colas, por lo que la sobrestimacién del parametro £ en la grafica Q-Q no es
prueba suficiente para senalarlo como inapropiado. Ademads, el resultado tedrico de la
prueba de bondad de ajuste mostrd que este parametro en particular si es el adecuado.

En general, podemos decir que los graficos de diagndstico confirman que el modelo
Fréchet captura adecuadamente la distribucion de los datos, indicando que los pardme-

tros estimados p, o y € son apropiados.
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Continuando con la validacién del modelo con métodos graficos, en la Figura 5.18 se
muestra la grafica de niveles de retorno y la grafica de la funcién de densidad ajustada
con el histograma de los datos reales.

La proximidad de la grafica de niveles de retorno a una linea recta, podria haber
sugerido que el modelo Gumbel se ajustaba de manera adecuada a los datos, sin embargo
ya se elimind esa posibilidad con una prueba formal tedrica. Por lo tanto, la ligera
concavidad que se logra distinguir en la curva es evidencia suficiente de que el modelo
Fréchet es adecuado para los maximos diarios de concentracion de Oz registrados en la

estacion de La Presa.
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Figura 5.18: Gréafica de niveles de retorno y densidad ajustada (GEVD)

En el grafico de la funcion de densidad de probabilidad ajustada se compara la
funcién de densidad del modelo Fréchet con el histograma de los maximos diarios de
concentraciones atmosféricas de ozono medidos por la estacién de monitoreo LPR.

Aunque este ultimo grafico suele ser menos informativo que los anteriores, para
este analisis en particular nos ayuda a visualizar la forma asimétrica que se infirié
en la distribucion de los datos maximos, verificando la existencia de un pequenos sesgo
positivo y demostrando que la cola derecha es ligera provocada por la forma platictrtica
que casi no se distingue.

Finalmente, por los resultados del andlisis de verificacién con métodos graficos y
por el resultado tedrico de la prueba de hipdéteis concluimos que el modelo Fréchet

es un buen modelo de ajuste.
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Estimacion de riesgos por concentracién de O3 en La Presa

Debemos recordar que los limites permisibles establecidos por la normativa bajo
la cual se regula la base de datos, cataloga una Mala calidad del aire a partir de
concentraciones de O3 por arriba de 95 ppb, ocasionando que los grupos susceptibles
presenten efectos daninos en su salud, y deberan limitar su exposicién al aire libre.

Para visualizar la dindamica de las concentraciones atmosféricas maximas de Oj
registradas en la estacion LPR usaremos la funciéon de distribucién acumulada y la
funcién de densidad de probabilidad ajustada del modelo Fréchet.

La funcién de distribucion esta dada por:

1
2 —42.335\ | 0068
= — |1 . —_— —245.32 .
G(z) exp{ [+0068( 10561 )] }, z € (—245.3268, 00)

La funcién de densidad de probabilidad ajustada para z € (—245.3268, 00) es:

1 2 —42.335\] "7 2 —42.335\] 7
— |1+ 0068 (20 — |1+ 0068 (22220 .
) = 19561 { 0068 ( 19.563 >] P { 0068 < 19.563 )}

La grafica de cada funcion se muestra en la Figura 5.19.
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Figura 5.19: Funciones de distribucién acumulada y densidad de probabilidad (GEVD)

La funcién de distribuciéon indica que la probabilidad de tener una concentracién
promedio méxima por debajo de 95 ppb es del 91.87% (P(X < 95) = 0.9187), esto
implica que la probabilidad de tener una Mala calidad del aire un dia cualquiera del
ano es del 8.13%. La funcién de densidad determina que en el anio 2023 hubo 46 dias

en los que superd6 este valor umbral.
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En general, se visualiza que durante el ano 2023 la calidad del aire en la Col. La
Presa, se catalogd entre buena y moderada debido a los bajos registros que se obtuvieron
de esta estacion. Ademéds, no hubo ningin dia del afio 2023 en el que se haya activado
una Contingencia Fase 1 por superar el umbral de 154 ppb, por tanto, los datos de la

estacién LPR no muestran probabilidad de tener una Mala calidad del aire.

Niveles de retorno

Para cuantificar el riesgo de excedencias peligrosas de concentracion de ozono se
calculan los niveles de retorno para 7' = 1,5, 10 y 20 anos, respectivamente. Los resul-
tados se muestran en la Tabla 5.15 junto con la varianz y los IC del 95 % asociados a

cada Z,.

Tabla 5.15: Periodos y niveles de retorno del modelo Fréchet: Estaciéon LPR
T (dias) T (anos) Nivel de retorno Var(z,) IC del 95 %

365 1 184.389 ppb 3.518 (180.712, 188.066)
1825 5 234.189 ppb 5.105 (229.761, 238.617)
3650 10 257.369 ppb 5.819 (252.642, 262.098)
7300 20 281.671 ppb 6.545 (276.656, 286.685)

La grafica muestra un crecimiento sublineal debido al bajo valor de & = 0.068, esta
distribucién no alcanza un limite superior tedrico, por lo que los niveles de retorno
seguirdn creciendo indefinidamente; este comportamiento y los resultados de la tabla
reflejan mayor incertidumbre en estimacines mas extremas, es recomendable evaluar la

sensibilidad del modelo debido a la naturaleza asintética de la distribucion Fréchet.
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Figura 5.20: Niveles de retorno maximos por dia (Fréchet): Estacién LPR
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Activaciéon de Contingencias por Ozono en el 2023

En la actualidad la contaminacion atmosférica es considerado uno de los riesgos
ambientales que tiene mayor impacto en la salud. Los hallazgos cientificos en el mundo,
incluyendo estudios realizados en México, demuestran que el aumento de la conta-
minacion del aire incrementa la morbilidad y mortalidad en las personas por causas
respiratorias o cardiovasculares, siendo el ozono troposférico el principal causante.

La magnitud de los efectos depende de diversos factores como el tiempo, la frecuen-
cia de exposicién, la concentracion del contaminante en el aire y las caracteristicas de la
poblaciéon expuesta. La dindmica de la ZMCM es un factor importante que influye direc-
tamente en la calidad del aire, en la CDMX se rebasan los limites méximos permisibles
de ozono en varios dias al ano. Por esta razén, se requieren mecanismos para informar
a la poblacion de manera adecuada y oportuna sobre los niveles de contaminacién y su
variacion en el tiempo, con el fin de salvaguardar la salud publica.

El SIMAT es uno de los principales instrumentos de gestion de las politicas ambien-
tales del aire de la Secretaria del Medio Ambiente del Gobierno de la Ciudad de México,
con €l se evalta la eficacia de las acciones implementadas en la regiéon metropolitana.
La metodologia para el calculo del Indice de Calidad del Aire utiliza las Normas Ofi-
ciales Mexicanas en materia de Salud Ambiental vigentes, este indice debe ser revisado
periédicamente y modificado cuando existan cambios en las NOM o cuando se presente
una nueva evidencia de riesgo.

En el contexto de la calidad del aire, la TVE se aplica para estimar riesgos aso-
ciados a concentraciones extremas de Oz, un contaminante critico que afecta la salud
respiratoria y cardiovascular. Mediante el analisis de concentraciones maximas de Osg,
la TVE permite disenar alertas tempranas y politicas de reduccion de emisiones, lo cual
es clave para evaluar el cumplimiento de normativas ambientales y proyectar impactos
del cambio climatico en la formacién de Os.

Las contingencias ambientales de ozono son eventos atipicos y transitorios en los
que se alcanzan valores muy altos de concentracion de Oz y son el resultado de una
combinacion especifica de factores meteorolégicos como la estabilidad atmosférica, altas
temperaturas, viento débil, intensa radiacion solar y cielos despejados que son causados
por los sistemas de alta presion.

La Comisién Ambiental de la Megaldépolis (CAMe), es la entidad responsable de
activar o desactivar las contingencias ambientales atmosféricas y considera los datos
provenientes de la RAMA del SIMAT, asi como la revisién de los prondsticos meteo-
rolégicos para el dia actual y el siguiente; con la finalidad de estimar si las condiciones

seran favorables para la dispersién de contaminantes.
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En la Tabla 5.16 se presentan los umbrales establecidos por los limites permisibles de
acuerdo a la normativa NOM-020-SSA1-2014 para activar el programa de contingencias,
el cual establece bajo qué condiciones se determina la activacion y suspension de las

Fases de contingencia por Os.

Tabla 5.16: Programa de contingencias ambientales atmosféricas vigente 2022

FASES PREVENTIVAS

Condiciones de Activacion Suspension
Pronéstico O3 > 142 ppb Al dia siguiente (19:00 h) o con la
Prob. de ocurrencia del 70 % activacion de Fase de Contingencia.
FASES DE CONTINGENCIA
Contingencia Activacion Suspension
FASE I (FI) > 154 ppb Concentracién menor a la de la Fase con
FASE II (FII) | > 204 ppb | prondstico meteorolégico favorable sig. dia.

En el 2023 se presentaron cuatro Contingencias Fase I por ozono en la ZMCM.
En la Tabla 5.17 se presenta la cronologia de estos eventos, en los que las estaciones
metereologicas de la RAMA registraron una concentracién de O3 mayor a 154 ppb, se

presenta el registro maximo de las casetas de monitoreo ubicadas por zona. Se puede
realizar la consulta en la pagina oficial del SIMAT [SEDEMA (CONSULTAS)].

Tabla 5.17: Cronologia de las contingencias atmosféricas durante 2023

Indice de Calidad del Aire mayores a 154 ppb para O3 por Zona
Fecha Noroeste | Noreste | Central | Suroeste | Sureste
23/02/2023 | 123.32 122.14 155 171 144.56
25/03/2023 161 131.58 | 138.66 132.76 124.5
26/03/2023 | 137.48 130.4 145.74 157 120.96
20/11/2023 | 122.14 158 99.72 139.84 68.6

Se observé que la primer Contingencia FT se presenté el dia 23 de febrero con una
concentracion maxima de 171 ppb registrada al Suroeste de la ZMCM, la regién Central
también activo la Fase I con una concentracién de 155 ppb y en la zona Sureste solo se
activo la Fase Preventiva ya que sobrepasé el umbral de 142 ppb.

El segundo evento fue a finales del mes de marzo y tuvo 2 dias de duraciéon con un
registro méaximo de 161 ppb en las estaciones de la zona Noroeste y otra activacion FI
al dia siguiente en el Suroeste con 157 ppb, en el segundo dia la zona Central activo

una Contingencia Preventiva por registrar una concentracion de O3 mayor a 142 ppb.
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El 20 de noviembre se activd por ultima vez la Contingencia FI por una concentra-
cién de 158 ppb reportada en el Noreste de la ZMCM. En contraste, ese mismo dia se
catalogé una Buena calidad del aire en la zona Sureste, pues no sobrepasé el limite de
concentracion de 70 ppb para Os.

En el andlisis de las estaciones CUA, BJU y LPR solo hubo un registro mayor a
154 ppb para la concentracion de Os, detectado el dia 23 de febrero en la Alcaldia de
Cuajimalpa de Morelos (CUA), en la zona Suoeste con una medicién de 161 ppb.

Para la elaboraciéon de esta tesis se estimaron los niveles de retorno para periodos
de 1, 5, 10 y 20 anos (365, 1825, 3650 y 7300 dias). Sin embargo, para este fendmeno
natural, es de mayor interés realizar el prondstico con periodos de retorno de 24 a 48
horas, para estimar la probabilidad de ocurrencia de superar los umbrales al siguiente
dia y tomar las medidas preventivas necesarias.

Finalmente, es importante comprender que estos prondsticos son herramientas com-
plementarias que funcionan como una guia para la toma de decisiones, y que su fia-
bilidad dependerd del desempeno que tengan a lo largo del tiempo. Sin embargo, es
necesario buscar tener la menor incertidumbre posible con el objetivo de ofrecer una

mejor informacién y otorgar mayor proteccion a la salud de la poblacion.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se implementé la TVE para modelar tendencias de conta-
minacion atmosférica provocada por O3 aplicada al caso particular de la contaminacion
ambiental de la CDMX en el ano 2023. Siguiendo un enfoque paramétrico, se supuso que
los registros maximos de cada dia de medicién de ozono se pueden modelar de acuerdo
a una DVEG, cumpliendo con las condiciones de regularidad y aplicando normalidad
asintotica para los estimadores.

Para realizar este andlisis, se seleccionaron estratégicamente tres estaciones meteo-
rologicas que forman parte de la RAMA; la estacion CUA de Cuajimalpa de Morelos,
la estacion BJU de la Alcaldia Benito Juarez en CDMX y la estacion LPR de la colonia
La Presa, ubicada en el municipio de Tlalnepantla de Baz, en el Edomex.

En general, las concentraciones maximas diarias de ozono condujeron a modelos
adecuados de ajuste de la familia de DVEG, aunque se detectaron ciertas peculiari-
dades que sugieren independencia de los datos o patrones ciclicos de temporalidad no
identificados por el modelo. Ademas, se aplicé inferencia estadistica estableciendo pe-
riodos de retorno y calculando los niveles de retorno y la probabilidad de ocurrencia,

los cuales estan asociados a la gestiéon o estimacion de riesgos.



Acronimos

Acrénimo Definicién

CDMX Ciudad de México

(0{0)Y Compuestos Organicos Volatiles

EDOMEX Estado de México

IAS Indice Aire y Salud

ICA Indice de Calidad del Aire

IMECA Indice Metropolitano de la Calidad del Aire

NADF Norma Atmosférica del Distrito Federal

NOM Norma Oficial Mexicana

OMS Organizacién Mundial de la Salud

RAMA Red Automatica de Monitoreo Atmosférico

SEDEMA Secretaria del Medio Ambiente de la Ciudad de México
SIMAT Sistema de Monitoreo Atmosférico de la Ciudad de México
SMN Servicio Meteorolégico Nacional

SSA Secretaria de Salud del Gobierno Federal

UV-A y UV-B | Radiacién Ultravioleta A y Ultravioleta B

ZMCM Zona Metropolitana de la Ciudad de México

ZMVM Zona Metropolitana del Valle de México
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http://www.aire.cdmx.gob.mx/descargas/monitoreo/normatividad/NADF-009-AIRE-2017.pdf
http://www.aire.cdmx.gob.mx/estadisticas-consultas/consultas/download_imeca.php
http://www.aire.cdmx.gob.mx/estadisticas-consultas/consultas/download_imeca.php
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Apéndice A

Cdédigo en el software R

Cédigo para la Estaciéon CUA (Cuajimalpa)

El codigo para las estaciones BJU y LPR son analogos, salvo etiquetas en las graficas.

# ANALISIS DE LA ESTACION DE MONITOREQ CUA (CUAJIMALPA)
# PARA LAS CONCENTRACIONES MAXIMAS DIARIAS DE 0ZONO

library(readxl)

# Se cargan los datos de la estacion CUA

datos<- read_excel("C:/Users/REALICE/Downloads/LMA TESIS/Ozono_CUA.x1lsx")
x <- datosECUA

tamx<-length(x) # Tamafio de 8760 datos

# Obtiene el vector de mdximos

n <- x
B = 365 # Nimero de bloques
h = trunc(tamx/B) # Nimero de datos por bloque (h=24)

M <- numeric(length = B)
#Se llena el vector de mdzimos por dia
for(j in 1:B){
a<-(j-1)*h+1
b<-j*h
aux<-n[a:b]
M[jl<-max(aux) # Vector de mazimos de tamafio B
}
# Obtiene los maxzimos diarios clasificados por mes

bloque <- 1:365
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Mr <- round(M, digits = 2) # Mdzimos redondeados a dos decimales
# Nombres de todos los meses
meses <- c("Enero", "Febrero", "Marzo", "Abril", "Mayo", "Junio",
"Julio", "Agosto", "Septiembre", "Octubre", "Noviembre", "Diciembre")
# Dias por mes (afio 2023)
dias_mes <- c¢(31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31)
# Inictalizacion
k<1
dias <- list()
maxis <- list()
for (i in 1:length(meses)) {
# Calcular rango de dias para el mes actual
fin <- k + dias_mes[i] - 1
# Asegurarnos de mo pasarnos del dia 365
fin <- min(fin, 365)
# Generar secuencia por mes
mes <- bloquelk:fin]
maxmes <- Mr[k:fin]
# Almacenar resultado
dias[[meses[i]]] <- mes
maxis[[meses[i]]] <- maxmes
# Mostrar resultados divididos en mitades (por quincena)
mitadl <- bloquel[k: (k+14)]
maxmitadl <- Mr[k:(k+14)]
mitad2 <- bloquel[(k+15) :min(fin, k+30)]
maxmitad2 <- Mr[(k+15) :min(fin, k+30)]

cat(meses[i], ":\n")

cat("Bloques:", mitadl , " \n", sep = " ")
cat("Maximos:", maxmitadl , " \n", sep = " ")
cat("Bloques:", mitad2 , " \n", sep = " ")
cat("Maximos:", maxmitad2 , " \n\n", sep = " ")

# Actualizar contador
k <- fin + 1
# Si ya llegamos al dia 365, salir del bdbucle
if (k > 365) break
b
# Para acceder a cualquier mes especifico:

# divasfEnero maxisf{Enero
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62 H T

63 # ESTADISTICAS DESCRIPTIVAS DE LOS MAXIMOS DIARIOS

64 library(moments)

65 summary (M)

66 asimetria <- skewness(M, na.rm = TRUE) # Asimetria

67 curtosis <- kurtosis(M, na.rm = TRUE) # Curtosis

68 cat("Coeficiente de asimetria:", round(asimetria, 4), "\n")
60 cat("Coeficiente de curtosis:", round(curtosis, 4), "\n")

70 # Hallar a que bloque le pertenece el dato minimo

71 diamin <- which.min(M)

72 diamin

73 H o

74 # DIAGRAMA DE DISPERSION Y BOXPLOT

75 # Diagrama de dispersion

76 par(mfrow = c(l, 2)) # Para mostrar dos grdificos en una ventana
77 layout (matrix(c(l, 2), nrow = 1, ncol = 2), widths = c(6, 4))
7s  plot(bloque, M, xlab = 'Nimero de bloques (dias)',

79 ylab='Concentracién maxima de ozono (ppb)',
80 main='Diagrama de dispersién', xlim = c(1, 366),
81 ylim = c(0, 165), col="blue", axes = F)

s2 axis(l, at = seq(l, 365, 28), cex.axis 1) # Para editar ejes
s3 axis(2, at = seq(0, 165, 30), cex.axis = 1, las = 3)

ga  box()

85 abline(h=75.26 , col="red", 1lwd=2) # Para la linea de media

s6 abline(h=46 , col="orange", lwd=3, lty=2)

s7 abline(h=104 , col="orange", lwd=3, lty=2)

ss # Bozplot

so boxplot(M, xlab = "Estacién de Cuajimalpa", col="lightgreen",
90 main = "Grafico Box-plot", ylim = c(0, 165), axes = F)
91 axis(2, at = seq(l, 161, 40), cex.axis = 1, las = 3)

92 box()

93 abline(h=75.26, lty=2, col="darkred")

94 par(mfrow = c(1, 1)) # Volvemos al estado original

95 layout(l) # Restablecer layout

96 H T

or # AJUSTE DE LOS VALORES MAXIMOS A UNA DVEG

9s # install.packages("evd") # Instalar si es necesario

99 # install.packages("ismev") # Instalar st es necesario
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library(evd)

library(ismev)

# Ajustar DVEG por Mdxima Verosimilitud
dismv <- gev.fit(M)

param <- dismvle

se <- dismVEse

# Extraer pardmetros estimados:

mul <- param[1] # Estimador mu

sigmal <- param[2] # Estimador sigma

xil <- param[3] # Estimador 1

se_mul <- sel[1] # Error estdndar de mu
se_sigmal <- se[2] # Error estandar de sigma

se_xil <- sel[3] # Error estdndar de 1

# Método Nelder-Mead

z <- fgev(x=M, std.err = TRUE, corr=TRUE, method= "Nelder-Mead")
# Mostrar resultados

# summary (z)

estim <- zEestimate

estimse <- zEstd.err

mcov <- zEvar.cov

mcorr <- zEcorr

estim # Estimadores

estimse # Errores estandar

mcov # Matriz de covarianza

mcorr # Matriz de correlacion

# Se calculan los intervalos de confianza a un 957
IC <- fgev(M)

confint (IC ,level=0.95)

# METODOS GRAFICOS DE DIAGNOSTICO PARA DVEG

par(mfrow = c(1,2)) # Divide la wentana grifica

orderM <- sort(M) # Ordena los datos de menor a mayor
# Usar B # Numero de bloques

mu <- estim[1] # Estimador de ubicacion (mu)

sigma <- estim[2] # Estimador de escala (stgma)

xi <- estim[3] # Estimador de forma (xzi)

# Grafica de Probabilidad o Grdfica P-P
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# Probabilidades empiricas (férmula de Weibull)

empiricaP <- (1:B) / (B + 1)

# Probabilidades tedricas (FDA de GEV)

modeloP <- exp(-(1 + xi * ((orderM - mu)/sigma))” (-1/xi))

# Crear grdfico P-P

plot(x = empiricaP, y = modeloP, type = "p", pch = 8, col = "lightblue",

main = "Grafico P-P (GEV)", xlab = "Probabilidades empiricas",
ylab = "Probabilidades tedéricas (GEV)" )
abline(a = 0, b = 1, col = "red", lwd = 3) # Linea de referencia

# Grafica de Cuantiles o Grdafica (-Q
# Funcidon del cuantil tedrico GEV (inversa de la FDA)
quantile_gev <- function(p, mu, sigma, xi) {
if (abs(xi) < le-6) {
# Caso Gumbel (zi 0)
mu - sigma * log(-log(p))
} else {
# Caso general GEV
mu + (sigma / xi) * ((-log(p))~(-xi) - 1)

}

# Cuantiles tedricos

modeloQ <- sapply(empiricaP, quantile_gev, mu = mu, sigma = sigma, xi = xi)

# Crear grdafico (-@

plot(x = modeloQ, y = orderM, type = "p", pch = 8, col = "pink",
main = "Grafico Q-Q (GEV)", xlab = "Cuantiles teéricos (GEV)",
ylab = "Cuantiles empiricos")
abline(a = 0, b = 1, col = "darkgreen", lwd = 3) # Linea de referencia

par(mfrow = c(1, 1)) # Resetea formato grdfico

# FUNCION DE DISTRIBUCION Y FUNCION DE DENSIDAD (Weibull o Frechet)
par (mfrow = c(1, 2))
ozono <- seq(from = 0, to = 165, by = 0.1)
# 1. Functon de Distribucion Acumulada (FDA)
dis <- pgev(ozono, loc = mu, scale = sigma, shape = xi)
plot(x = ozono, y = dis,
main = "Funcién de Distribucién (GEVD)",
xlab
ylab

"Concentracién de Ozono (ppb) - Estacién CUA",
"Probabilidad Acumulada F(x)",
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176 type = "1", 1lwd = 3, col = "darkblue",

177 xlim = c(0, 165), ylim = c(0, 1.1),

178 xaxs = "i", yaxs = "i", # desactiva el espacio adicional
179 xaxt = "n", yaxt = "n", # Suprime el ejes automdticos

180 )

181 axis(l, at = seq(0, 165, by = 30))

seq(0, 1, by = .1))

183 dis_95 <- round(1-dis[950], digits = 4) # Probab de superar 95 ppb
18a  dis_154 <- round(1-dis[1540], digits = 4) # Probab de superar 15/ ppb
185 lines(x=c(0,95), y=c(dis[950], dis[950]), col="orange", lty=2, lwd=2)

186 points(95, dis[950], pch = 19, col = "orange")

182 axis(2, at

187 text(68, 0.78, paste(expression("P(X>95) ="),dis_95), col = "orange",cex
188 lines(x=c(0, 154), y=c(dis[1540], dis[1540]), col="red", lty=2, lwd=2)
189 points(154, dis[1540], pch = 19, col = "red")

190 text(134, 1.04, paste(expression("P(X>154) ="),dis_154), col = "red",cex
191 # 2. Funcién de Densidad (FDP)

192 den <- dgev(ozono, loc = mu, scale = sigma, shape = xi)

193 plot(x = ozono, y = den,

194 main = "Funcién de Densidad (GEVD)",

195 xlab = "Concentracién de Ozono (ppb) - Estacién CUA",
196 ylab = "Densidad fx)",

197 type = "1", lwd = 3, col = "#D81B60",

198 xlim = c(0, 165), ylim = c(0, max(den) * 1.05),

199 xaxs = "i", yaxs = "i",

200 xaxt = "n",

201 )

200 axis(l, at = seq(0, 165, by = 30))

203 # Area bajo la curva

204 polygon(c(ozono[ozono >= 95], 154, 95),

205 c(den[ozono >= 95], 0, 0),

206 col = "pink", border = NA)

207 text (95, 0.0014, "Mala calidad\nde aire", col = "#D81B60", cex = 1)
208 polygon(c(ozono[ozono >= 154], 165, 154),

209 c(den[ozono >= 154], 0, 0),

210 col = "darkred", border = NA)

211 text (150, 0.002, "Muy Mala\ncalidad\nde aire", col = "black", cex = 1)
212 par(mfrow = c(1, 1)) # Restaurar pardmetros graficos

213 K T
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# DIAS QUE SUPERARON LOS UMBRALES CORRESPONDIENTES
u9s <- 0
for (i in 1:365){
if (i == 1){cat("Dias que superaron el umbral 95 ppb en 2023:\n")}
if (M[1] > 95){
cat("Bloque:", bloquel[i],"ppb:", M[i],"\n")
u95 <- u9b+1

}
cat("\nCantidad de dias que excedieron 95 ppb:", u95,"\n")
cat ("\nProbabilidad de exceder 95 ppb:", round(dis_95%100, 2),"%\n")
ulb4 <- 0
for (1 in 1:365){
if (i == 1){cat("Dias que superaron el umbral 154 ppb en 2023:\n")}
if (M[i] > 154){
cat("\n Bloque:", bloquel[i],"ppb:", M[i],"\n")
ulb4 <- ulb4+1

+
cat("\nCantidad de dias que excedieron 154 ppb:", ulb4,"\n")

cat("\nProbabilidad de exceder 154 ppb:", round(dis_154%100, 2),"%\n")

# GRAFICAS DE NIVELES DE RETORNO E HISTOGRAMA DE DENSIDAD AJUSTADA GEVD
# Grafica de Niveles de Retorno
ps <- seq(from = 0.1, to = 0.99, by = 0.001) # Probab acumuladas

periodo <- log(-log(l - ps)) # Transformacidn para eje

niveles <- ggev(l - ps, loc = mu, scale = sigma, shape = xi) # N. de retorno
par (mfrow = c(1, 2))

layout (matrix(c(1l, 2), nrow = 1, ncol = 2), widths = c(4, 6)) # Propoporcion
plot(periodo, niveles, main = "Niveles de Retorno (GEVD)",

type = "1", col = "blue", lwd = 2, xaxs = "i", yaxs = "i",

xlab = expression(log(y[pl)), ylab = expression(hat(z) [p]))
# Histograma y Densidad Ajustada
hist (M, freq = FALSE, breaks = 19, main = "Densidad Ajustada",
ylab="Densidad", xlab ="Concentracién de ozono (ppb): Estacién CUA",
xlim= c¢(12,163), ylim=c(0,0.02), col = "lightgreen")
curve(dgev(x, loc = mu, scale = sigma, shape = xi), add=T, col="red", lwd=2)

box ()
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par(mfrow = c(1, 1)) # Restaurar pardmetros grdificos

layout(1l) # Restablecer layout

# NIVELES DE RETORNO y METODO DELTA GEVD (FRECHET O WEIBULL)
# Niveles de retorno
T_afios <- c(1, 5, 10, 20)
T_dias <- T_afios * 365
p <~ 1-1/T_dias
niveles <- ggev(p, loc = mu, scale = sigma, shape = xi)
niveles
# Calculo de la wvarianza a traves del metodo Delta
Mcov <- zEvar.cov
for (i in 1:4){
vector <- matrix(c(l, -xi~{-1}*(1-(-log(i-pl[il)) ~{-xi}),
sigmaxxi~{-2}*(1-(-log(1-p[i])) "{-xi})-sigmaxxi~{-1}x*
(-log(1-pl[il)) "{-xi}*log(-log(1-p[il))), nrow = 1, ncol = 3)
vector_t <- t(vector)
varianza <- vector/*/Mcov/*/vector_t
# Intervalos de confianza del 957
iclow <- niveles[i]-1.96*sqrt(varianza)
icup <- niveles[i]+1.96*sqrt(varianza)
cat("Intervalos de confianza del afio:", T_afios[i],"\n")
cat("Inf:", iclow,"Sup:", icup,"\n")
cat("Nivel de retorno:", niveles[i],"ppb \n")
cat("Varianza:", varianza,"\n\n")
}
# Grdafica de niveles de retorno

plot(T_afios, niveles, log = "x", type = "b", col = "red", lwd=2,

xaxs = "i", yaxs = "i", # desactiva el espacio adicional
xlab = "Periodo de retorno (afios)", ylab = " Concentracién de ozono
< (ppb)",
main = "Niveles de retorno (maximos diarios)")
grid()

# ROMAN EMMANUEL HERNANDEZ CARRILLO
# LICENCTATURA EN MATEMATICAS APLICADAS
# UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA
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