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Introducción 

Los fundadores de la geometría analítica Pierre de Fermat (1601-1665) y René Des­
cartes (1596-1650) tienen una gran influencia en la teoría espectral, puesto que entre sus 
escritos se encuentra el principal teorema de los ejes de la geometría analítica, a este 
teorema se le puede reconocer como precursor directo del teorema espectral. 

La generalización de la parte algebraica de este teorema la realizó Joseph Louis Lagrange 
(1736-1813) en un artículo sobre máximos y mínimos de funciones de varias variables. 

David Hilbert (1862-1943) fue un matemático destacado del siglo XIX y principios del 
siglo XX quien trabajó en ecuaciones integrales, y por medio de una serie de seis artículos, 
los cuales fueron publicados en Gottingen Nachrichten, describió las definiciones y teore­
mas básicos de la teoría espectral. 

John Von Neumann (1903-1957) durante 1927-29 revolucionó el estudio de la teoría es­
pectral al introducir el concepto abstracto de un operador lineal en el espacio de Hilbert, 
esto fue un gran avance desde el punto de vista de la teoría espectral. La teoría de Von 
Neumann fue desarrollada en 1930 por Frederic Riesz (1880-1956) y más ampliamente, 
por Marshall H. Stone (1903-1989) en la Universidad de Yale. 

Por último se tiene que Toeplitz (1881-1940) extendió el teorema espectral de Hilbert 
a formas cuadráticas normales completamente continuas al mostrar que dicha forma era 
unitariamente equivalente a una forma diagonal. De manera más general, la resolución 
espectral [9]. 

La teoría espectral es un término inclusivo para las teorías que extienden la teoría de 
vectores y valores propios ( autofunciones y autovalores, respectivamente) de una matriz 
cuadrada a la más amplia teoría de la estructura de operadores en espacios matemáticos 
específicos. Con ayuda de esta teoría, un operador lineal que cumpla ciertas condiciones 
puede ser expresado como una combinación lineal de operadores, los cuales son más sim­
ples, a esta combinación se le conoce como descomposición espectral. Este trabajo solo se 
enfocará en estudiar esta teoría en espacios de dimensión finita. 
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El trabajo de tesis se encuentra enmarcado en la teoría de operadores lineales en espacios 
vectoriales con producto interior, este trabajo tiene como propósito reafirmar conocimien­
tos adquiridos en asignaturas como álgebra lineal, análisis matemático y análisis funcional 
para poder utilizados de manera adecuada en el estudio de la teoría espectral de operado­
res en espacios de dimensión finita. Por una parte, el estudio de la teoría espectral durante 
la licenciatura es muy escaso, con este proyecto se podría complementar la formación y 
puede ser material de apoyo para el estudio de teoría espectral de operadores en espacios 
de dimensión infinita, que generalmente son impartidos en posgrado. 

Por otra parte, la teoría espectral es muy amplia y tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, 
[6] describe cómo las vibraciones y ondas son propagadas a lo largo de un sistema semi
infinito de masas y resortes, [14] utiliza la teoría espectral para estudiar ondas en redes y
cristales, todos estos problemas se abordan en espacios de dimensión infinita. En [2, 7, 13]
se abordan diversas aplicaciones en espacios de dimensión finita. Por ejemplo, problemas
en física, tales como vibraciones mecánicas y circuitos eléctricos, así como aplicaciones en
biología, incluidos modelos de crecimiento poblacional e interacciones presa-depredador,
también se exploran aplicaciones en finanzas ( economía) mediante el análisis de sistemas
de Markov.

Para poder presentar el teorema espectral y a su vez hacer uso de él, con el fin de analizar 
y resolver un modelo de un sistema mecánico de partículas en interacción, es necesario el 
estudio de algunos conceptos y teoremas que ayudan a la comprensión de este resultado, 
razón por la cual este trabajo considera estructurarse de cuatro capítulos en los cuales se 
planea alcanzar tal fin. 

En el primer capítulo se presentan las definiciones y resultados fundamentales que consti­
tuyen la base para el teorema espectral. Entre estos conceptos destacan valores y vectores 
propios, la norma en un espacio vectorial y la representación matricial, entre otros, los 
cuales pueden ser consultados en [8, 10]. Cabe destacar que, en espacios de dimensión 
finita, el análisis espectral de operadores es equivalente al estudio de los datos espectrales 
de las matrices, lo cual se debe a la representación matricial única de los operadores en 
dichos espacios. 

El segundo capítulo se centra en los operadores, se muestran las definiciones y propie­
dades de cada uno de ellos, teoremas en los cuales están involucrados y son importantes 
para el entendimiento del teorema espectral [8], todos estos resultados fueron trabajados 
y se muestran sus respectivas demostraciones. Además se presenta el teorema espectral 
con una demostración detallada, esto será posible contando con el análisis y estudio de 
este capítulo y el anterior. 

El tercer capítulo se reduce a matrices de Jacobi, aquí se analizan sus propiedades, cómo 
están dados sus datos espectrales y cómo obtenerlos, así mismo, resultados de su función 
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espectral, presentados en [12]. Este análisis se basa en resultados más generales que se 
presentan en [1, 4]. El estudio de las matrices de Jacobi será fundamental para el desarro­
llo del cuarto capítulo, ya que estas matrices no solo desempeiían un papel crucial en la 
formulación del problema sino que también de ellas surgen ecuaciones en diferencias [7]. 
Para complementar este capítulo se presentan ejemplos de matrices con el propósito de 
que se tenga una mayor comprensión de esta clase de matrices. 

En el cuarto capítulo se plantea y formula el problema de un sistema mecánico de masas 
y resortes, para después construir un modelo de un sistema de partículas en interacción. 
Una vez definido el modelo, se utiliza la teoría espectral, desarrollada en el tercer capítulo, 
para resolverlo. Esto se debe a que el sistema de ecuaciones de segundo orden que pro­
porciona la solución al problema está relacionado a las entradas de una matriz de Jacobi, 
tal solución resulta ser una superposición de oscilaciones armónicas que dependen de las 
características mecánicas del sistema. 

Además, en el cuarto capítulo se analiza el problema inverso asociado al sistema me­
cánico [11]. Para abordar el problema inverso, se parte de una función escalón, la cual 
permite construir un espacio vectorial con producto interior. La representación matricial 
del operador de multiplicación con respecto a polinomios ortonormales en este espacio, 
genera una matriz de Jacobi. Una vez obtenidos los elementos de la matriz de Jacobi, se 
procede a reconstruir un sistema de masas resortes. Esta reconstrucción se realiza me­
diante las razones entre las constantes de elasticidad y las longitudes de los resortes, así 
como los valores de las masas del sistema. Cabe destacar que para determinar todas las 
características del sistema, es indispensable conocer previamente el valor de al menos una 
masa y una razón. Finalmente, se presentan un par de ejemplos de reconstrucción de una 
matriz de Jacobi a partir de una función espectral. 
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= T ⇤T.
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V
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T
()) T T �

T v 2 V T (v) = �v T
||T (v)|| = ||v||

||v|| = ||T (v)|| = ||�v|| = |�|||v||



v 6= 0 |�| = 1
(() T |�| = 1 � T

T =
kX

i=1

�iTi T �i T Ti

Wi i = 1, 2, . . . , k

TT ⇤ =
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=
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=
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T
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V
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�
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�iTi

T
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�iTi

!⇤

=
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⇤
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!
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T
T = �1T1 + · · ·+�kTk Tj

T

gj gj(t) =
kY

i=1
i 6=j

t� �i

�j � �i
i, j = 1, . . . , k

gj(�i) = �ij

gj(T ) =
kX

i=1

gj(�i)Ti

=
kX

i=1

�ijTi

= Tj.

Tj T ⌅



� A Av = �v
v 6= 0 (A��I)v = 0 v 6= 0

(A��I)v = 0 v = 0
A � �I det(A � �I) = 0

p(�) = det(A� �I)
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Jn =

0

BBBBBBBB@

a1 b1 0 · · · 0
b1 a2 b2
0 b2 a3

an�2 bn�2 0
bn�2 an�1 bn�1

0 · · · 0 bn�1 an

1

CCCCCCCCA

ai, bi 2 R bi 6= 0 i = 1, 2, . . . , n

J2 =

✓
2 1
1 3

◆
, J3 =

0

@
4 2 0
2 5 3
0 3 6

1

A , J4 =

0

BB@

2 1 0 0
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1
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✓
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◆
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0

@
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0 3 6

1
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0

BB@
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2 1 5 0
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1
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� Rn [LJn ]� = Jn

LJn

� Jn c = (c1, c2, . . . , cn)t Jn
�

Jnc = �c.

a1c1 + b1c2 = �c1,

bi�1ci�1 + aici + bici+1 = �ci,

bn�1cn�1 + ancn = �cn,

i = 2, . . . , n� 1



c1 = 0 c2 = 0
b1 6= 0 i = 2, . . . , n � 1
ci+1 = 0 c = 0 c

Jn

Jn
{P1, P2, . . . , Pn�1} grad(Pi) = i i = 1, . . . , n� 1

c = (c1, c2, . . . , cn) �
Jn c = k(1, P1(�), P2(�), . . . , Pn�1(�)) k

c1 6= 0
c2

c2 = c1

✓
�� a1
b1

◆
= c1P1(�)

P1(�) :=
�� a1
b1

.

grad(P1) = 1
i = 2

c3 =
�c2 � b1c1 � a2c2

b2

=
�c1
b2

✓
�� a1
b1

◆
� b1

b2
c1 �

a2c1
b2

✓
�� a1
b1

◆

= c1


�

b2

✓
�� a1
b1

◆
� a2

b2

✓
�� a1
b1

◆
� b1

b2

�

= c1P2(�),

P2(�) :=
�

b2

✓
�� a1
b1

◆
� a2

b2

✓
�� a1
b1

◆
� b1

b2
.

grad(P2) = 2
ci+1 = c1Pi(�) grad(Pi) = i

i = 3, . . . , n� 1 c = c1(1, P1(�), P2(�), . . . , Pn�1(�))t ⌅

Jn �
(1, P1(�), P2(�), . . . , Pn�1(�))

c1 = 1 P0 := 1



P n

P (x) = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0

an, . . . , a0 F an 6= 0 P
an xn

Jn
Pi ↵i

Pi i = 1, . . . , n� 1 ↵i = (b1b2 . . . bi)�1

c1 = 1

P1(�) = ↵1�� a1
b1
.

P2(�) = ↵2�
2 � a2 + a1

b1b2
�+

✓
a1a2
b1b2

� b1
b2

◆

= ↵2�
2 +R1(�),

R1(�) grad(R1(�)) = 1

Pi(�) =
1

bi
(�Pi�1(�)� aiPi�1(�)� bi�1Pi�2(�))

=
1

bi
�(↵i�1�

i�1 +Ri�2(�))�
aiPi�1(�)

bi
� bi�1Pi�2(�)

bi

=
↵i�1

bi
�i +

�Ri�2(�)

bi
� aiPi�1(�)

bi
� bi�1Pi�2(�)

bi

= ↵i�
i +

�Ri�2(�)

bi
� aiPi�1(�)

bi
� bi�1Pi�2(�)

bi
= ↵i�

i +Ri�1(�).

Ri�2(�) Ri�1(�) grad(Ri�2(�)) = i� 2
grad(Ri�1(�)) = i� 1

↵i = (b1b2 . . . bi)�1 i = 1, 2, . . . , n� 1 ⌅

bn�1Pn�2(�) + anPn�1(�)� �Pn�1(�) = 0 .

Q(�) := �Pn�1(�)� anPn�1(�)� bn�1Pn�2(�),



grad(Q) = n

Jn

Jn Q
Q Jn

�0

Jn (1, P1(�0), P2(�0), . . . , Pn�1(�0)) �0

Pi(�)

bn�1Pn�2(�0) + anPn�1(�0) = �0Pn�1(�0),

Q(�0) := bn�1Pn�2(�0) + anPn�1(�0)� �0Pn�1(�0) = 0.

�0 Q ⌅
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1
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2
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1
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i = 2, . . . , n� 1 a2

1

2t
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1

2ti�2
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1
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1
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1
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i = 2, . . . , n� 1

�0 =
1

2

✓
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1

t

◆
.
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c
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c
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c

1

2
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1

2
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2
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1
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Jn
P0, P1, P2, . . . , Pn�1

Jn
{P0, P1, P2, . . . , Pn�1} P0 := 1

Jn Mn⇥n(R) P0, P1, . . . , Pn�1

� µ

(�� µ)
n�2X

i=0

Pi(�)Pi(µ) = bn�1[Pn�1(�)Pn�2(µ)� Pn�1(µ)Pn�2(�)]

bn�1 = (Jn)n�1,n n � 1, n Jn

P0, P1, . . . , Pn�1

n� 1
� µ

a1P0(�) + b1P1(�) =�P0(�),

a1P0(µ) + b1P1(µ) =µP0(µ),
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� µ ⌅



Jn Mn⇥n(R) P0, P1, . . . , Pn�1
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li+1
+

ki
li

◆
, bi = � ki+1

li+1
p
mimi+1

.



d2

dt2
v(t) = �Jv(t).

J

x = (x1, x2, . . . , xn�1, xn)t J
A

J = M
�1
2 AM

�1
2 M

xtJx = (Jx)tx = hJx, xi = hM
�1
2 AM

�1
2 x, xi = hAM

�1
2 x,M

�1
2 xi > 0.

⌅

d2

dt2
v(t) = �Jv(t),

J

v(t) = ewtc
�w2c = Jc �w2

v(t) =
nX

k=1

(Ak cos(
p
�kt) + Bk sen(

p
�kt))ck,



Ak Bk

p
�k ck

J k = 1, . . . , n ck
k

mi ui

v(t) ui =
vip
mi

v(t)
J

d2

dt2
v(t) = �

✓
10 �4
�4 10

◆
v(t), v(t) =

✓
v1(t)
v2(t)

◆
,

v(0) =

✓
d1
d2

◆
, v̇(0) =

✓
f1
f2

◆
,

J =

✓
10 �4
�4 10

◆
�1 = 6

�2 = 14 c1 =

✓
1
1

◆
c2 =

✓
1
�1

◆

J

v(t) = A1

✓
1
1

◆
cos(

p
6t) + B1

✓
1
1

◆
(
p
6t) + A2

✓
1
�1

◆
cos(

p
14t)

+B2

✓
1
�1

◆
(
p
14t),

A1, A2, B1 B2

A1 =
d1 + d2

2
, A2 =

d1 � d2
2

.

v0(t) = A1

p
6

✓
1
1

◆
(
p
6t) + B1

p
6

✓
1
1

◆
cos(

p
6t)� A2

✓
1
�1

◆
(
p
14t)
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✓
1
�1

◆
cos(

p
14t).

B1 =
f1 + f2
2
p
6
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f1 � f2
2
p
14
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J
m1 = m2 = 1

k1 = 6 k2 = 4 k3 = 6 l1 = l2 =
l3 = 1

d2

dt2
v(t) =

✓
0 �1

2
�1

2 0

◆
v(t), v(t) =

✓
v1(t)
v2(t)

◆
,

v(0) =

✓
a1
a2

◆
, v̇(0) =

✓
b1
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◆
,

v1(t)
00 = �1

2
v2(t),

v2(t)
00 = �1

2
v1(t),

v1(0) = a1 v2(0) = a2 v01(0) = b1 v02(0) = b2

v(4)1 = 1
4v1(t),

v1(t) = C1e
1p
2
t + C2e

� 1p
2
t + C3 cos

⇣
1p
2
t
⌘
+ C4 sen

⇣
1p
2
t
⌘
,

C1 =
b1
2
p
2
� b2

2
p
2
+ a1

4 � a2
4 C2 = � b1

2
p
2
+ b2

2
p
2
+ a1

4 � a2
4

C3 =
a1+a2

2 C4 =
b1+b2p

2

v2(t)

v2(t) = �C1e
1p
2
t � C2e

� 1p
2
t + C3 cos

⇣
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2
t
⌘
+ C4 sen

⇣
1p
2
t
⌘
.
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2
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2 = �1

2
v1,

v01 = u1,

v02 = u2 .
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1
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0
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CCA , c2 =

0

BB@

1p
2

�1p
2

�1
1

1

CCA , c3 =
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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⇣
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d2

dt2
v(t) +

✓
1 �1

2
1
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◆
v(t) = 0,

v(0) =

✓
1
0

◆
, v̇(0) =

✓
0
1

◆
,

v1(t)
00 = �v1(t) +

1

2
v2(t)

v2(t)
00 = �1

2
v1(t)� v2(t).

v1(0) = 1 v2(0) = 0 v01(0) = 0 v02(0) = 1

v(4)1 + 2v001 +
5
4v1 = 0,

v1(t) = C1e
↵t cos(�t) + C2e
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�↵t cos(�t) + C4e

�↵t sen(�t),
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2
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1

2
p
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p
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p
5
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,
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p
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+
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p
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p
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1 = �v1 +

1

2
v2,

u0
2 = �1
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v01 = u1,
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p
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p
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0 0 e�↵t sen (�t) e�↵t cos (�t)

1

CCAP�1X0,
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�2+
p
5
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2
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✓
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2

◆
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✓
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↵

◆
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✓
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5
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1

2

◆
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+

✓
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↵

◆
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v2(t) =

✓
1p
5
↵

◆
e↵t cos (�t) +

✓
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5
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2

◆
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✓
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5
↵

◆
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+

✓
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⇢ : R ! R
h·, ·i⇢

Mn ⇢ : R ! R

⇢

⇢(�) ! 0 � ! �1 ⇢(�) ! 1
� ! +1

n �k

k = 1, 2, . . . , n 0 < �1 < �2 < · · · < �n

⇢ 2 Mn Pn�1(⇢)
n � 1

1,�, . . . ,�n�1

P̂0(�) := 1, P̂k := �k �
k�1X

j=0

h�k, P̂ji
||P̂j||2

P̂j, k = 1, . . . , n� 1.

� = {P0, P1, . . . , Pn�1}

Pk(�) = (�1)khP̂k, P̂ki
� 1

2
⇢ P̂k(�), k = 0, 1, . . . , n� 1.

⇢ 2 Mn M
� M : Pn�1(⇢) ! Pn(⇢), (MP )(�) = �P (�) �

M �

(MP )(�) = �Pk(�) = ak,k�1Pk�1(�) + ak,kPk(�) + ak,k+1Pk+1(�),



k = 1, 2, . . . , n� 2

(MP0)(�) = �P0(�) = a0,0P0(�) + a0,1P1(�),

ak,i

ak,i = h�Pk, Pii⇢ =
Z

R
�Pk(�)Pi(�) d⇢(�),

ak,i = ai,k ak,i = 0 |k � i| > 1

grad(�Pk(�)) = k + 1
Pn�1(⇢) k  n � 2

(MP )(�) = �Pk(�) =
k+1X

i=0

ak,iPi(�), k = 0, 1, . . . , n� 2,

ak,i = h�Pk, Pii⇢ =
Z

R
�Pk(�)Pi(�) d⇢(�) = h�Pi, Pki⇢ = ai,k.

ak,i
Pj(�) R(�) grad(R(�)) < j

ak,i = 0 i > k + 1 k > i + 1

�P0(�) = a0,0P0(�) + a1,0P1(�),

�Pk(�) = ak,k�1Pk�1(�) + ak,kPk(�) + ak,k+1Pk+1(�),

k = 1, 2, . . . , n� 2 ⌅

an�1,n�1

�Pn�1(�) Pn�1(⇢) an�1,n�1

an�1,n�1 =

Z

R
�Pn�1(�)Pn�1(�) d⇢(�).

⇢ 2 Mn � Pn�1(⇢)
M

�

J =

0

BBBBBBBB@

a1 b1 0 · · · 0
b1 a2 b2
0 b2 a3

an�2 bn�2 0
bn�2 an�1 bn�1

0 · · · 0 bn�1 an

1

CCCCCCCCA



ai > 0 bi 6= 0 i = 1, 2, . . . , n

bk�1Pk�1(�) + akPk(�) + bkPk+1(�) = �Pk(�), k = 0, 1, . . . , n� 2,

b�1 := 0

M �
ak,i ak,i = 0 |k � i| > 1

M �
ak,i ak,i = ai,k

ai := ai,i = h�Pi�1, Pi�1i⇢, bj := h�Pj�1, Pji⇢,
b�1 := 0 i = 1, . . . , n j = 1, . . . , n� 1

h�Pi, Pii⇢ =
Z

R
�PiPi d⇢ = ||�Pi||2

Z

R
�d⇢ = ||�Pi||2

"
nX

j=1

�⇢(�j)

#
> 0,

⇢

bk�1Pk�1(�) + akPk(�) + bkPk+1(�) = �Pk(�), k = 1, . . . , n� 1,

k = 1, 2, . . . , n� 2 bk 6= 0 grad(�Pk) = k+1
M �

J ⌅

J Mn⇥n(R)
⇢J J ⇢ 2 Mn �

⇢ ⇢J Pn�1(⇢)

Z

R
R(�)S(�) d⇢J(�) =

Z

R
R(�)S(�) d⇢(�),

R(�), S(�) 2 Pn�1(⇢)

⇢J

Q(�) := �Pn�1(�)� anPn�1(�)� bn�1Pn�2(�),

Pk(�)
k = 0, 1, . . . , n� 1 Pn�1(⇢J)

Pn�1(⇢)
⇢J(�) ⇢ Pn�1(⇢)

Z

R
R(�)S(�) d⇢J(�) =

Z

R
R(�)S(�) d⇢(�),

grad(R(�)), grad(S(�))  n� 1 ⌅



⇢ ⇢J Pn�1

hR, Si⇢ = hR, Si⇢J , R(�), S(�) 2 Pn�1(⇢).

⇢ 2 Mn ⇢J

⇢(�) = ⇢J(�), � 2 R.

Q(�) Pj(�)
d⇢(�)

Z

R
Q(�)Pj(�) d⇢(�) =

Z

R
�Pn�1(�)Pj(�) d⇢(�)� an�1hPn�1, Pji⇢ � bn�2hPn�2, Pji⇢.

j < n� 2
j = n� 2

Z

R
�Pn�1(�)Pn�2(�) d⇢(�) = bn�2.

hPn�1, Pn�2i⇢ = 0, hPn�2, Pn�2i⇢ = 1.

j = n� 1

Z

R
�Pn�1(�)Pn�1(�) d⇢(�) = an�1.

hPn�1, Pn�1i⇢ = 1, hPn�2, Pn�1i⇢ = 0,

Z

R
Q(�)Pj(�) d⇢(�) = 0 j = 0, 1, . . . , n� 1,

Pj(�) Pn�1(⇢)

Z

R
Q(�)R(�) d⇢(�) = 0,



R(�) Pn�1 R(�) =
Y

j 6=j0

�� �j

�1 < �2 < · · · < �n ⇢

Q(�j0)
Y

j 6=j0

(�j0 � �j)�j0 = 0,

�j0 = �⇢(�j0) �j0Y

j 6=j0

(�j0 � �j)�j0 6= 0 Q(�j0) �i

Q i = 1, . . . , n
⇢J ⇢

R(�) = S(�) =
Y

i 6=j0

�� �i

Y

i 6=j0

(�j0 � �i)
2�j0(J) =

Y

i 6=j0

(�j0 � �i)
2�j0 .

�j0(J) = �j0 �j0(J) �j0

⇢J ⇢ �j0 ⇢J = ⇢ ⌅

⇢ 2 Mn

J
⇢

ai bi

ai =
1

mi

✓
ki+1

li+1
+

ki
li

◆
bj = � kj+1

lj+1
p
mjmj+1

,

mi i ki i
li ri :=

ki
li

{mi}ni=1

{ri}n+1
i=1

miai = ri+1 + ri, i = 1, . . . , n,
p
mjmj+1bj + rj+1 = 0, j = 1, . . . , n� 1.

2n�1 2n+1



⇢(�) =

8
><

>:

0, � < 6,
1
2 , 6 < � < 14,

1, 14 < �,

�1 = 6 �2 = 14

1 �

1
2 �

⇢

⇢

{R0, R1} P1 R0(�) = 1 R1(�) = �

P̂0(�) = R0(�) = 1,

P̂1(�) = R1(�)�
hR1, P̂0i⇢
hP̂0, P̂0i⇢

P̂0

= ��
R
R � d⇢R
R d⇢

(1)

= �� 10.



P̂k k = 0, 1

P0(�) =
P̂0(�)

||P̂0(�)||
=

P̂0(�)q
hP̂0, P̂0i⇢

= 1,

P1(�) = � P̂1(�)

||P̂1(�)||
=

P̂1(�)q
hP̂1, P̂1i⇢

= ��� 10

4
.

⇢
1, ��� 10

4

�

a1 = h�P0, P0i⇢ =
Z

R
� d⇢ =

2X

j=1

�j�⇢(�j) = 10,

b1 = h�P0, P1i⇢ =
Z

R
�

✓
��� 10

4

◆
d⇢ =

2X

j=1

�j

✓
��j � 10

4

◆
�⇢(�j) = �4,

a2 = h�P1, P1i⇢ =
Z

R
�

✓
��� 10

4

◆2

d⇢ =
2X

j=1

�j

✓
��j � 10

4

◆2

�⇢(�j) = 10.

✓
10 �4
�4 10

◆

m1 = 1 r1 = 6
m2, r2 r3

m1a1 = r2 + r1
m2a2 = r3 + r2p

m1m2b1 + r2 = 0.

m2 = 1, r2 = 4 r3 = 6

⇢

⇢(�) =

8
>>>><

>>>>:

0, � < � 1p
2
,

1
4 ,

�1p
2
< � < 0,

3
4 , 0 < � < 1p

2
,

1, 1p
2
< �,



�1 = � 1p
2 �2 = 0 �3 =

1p
2

1 �

1
4 �

3
4 �

⇢

⇢

{R0, R1, R2} P2

P̂0(�) = R0(�) = 1,

P̂1(�) = R1(�)�
hR1, P̂0i⇢
hP̂0, P̂0i⇢

P̂0 = �

= ��
R
R � d⇢R
R d⇢

(1)

= �,

P̂2(�) = R2(�)�
hR2, P̂0i⇢
hP̂0, P̂0i⇢

P̂0 �
hR2, P̂1i⇢
hP̂1, P̂1i⇢

P̂1

= �2 �
R
R �

2 d⇢R
R d⇢

(1)�
R
R �

2(�) d⇢R
R �

2 d⇢
(�)

= �2 � 1

4
.

P̂k k = 0, 1, 2

P0(�) =
P̂0(�)

||P̂0(�)||
=

P̂0(�)q
hP̂0, P̂0i⇢

= 1,



P1(�) = � P̂1(�)

||P̂1(�)||
=

P̂1(�)q
hP̂1, P̂1i⇢

= �2�,

P2(�) =
P̂2(�)

||P̂2(�)||
=

P̂2(�)q
hP̂2, P̂2i⇢

= 4�2 � 1 ,

{1, 2�, 4�2 � 1}

a1 = h�P0, P0i⇢ =
Z

R
� d⇢ =

3X

j=1

�j�⇢(�j) = 0,

b1 = h�P0, P1i⇢ =
Z

R
�2�2 d⇢ =

3X

j=1

�2�2
j�⇢(�j) = �1

2
,

a1,3 = h�P0, P2i⇢ =
Z

R
4�3 � � d⇢ =

3X

j=1

(4�3
j � �j)�⇢(�j) = 0,

a2 = h�P1, P1i⇢ =
Z

R
4�3 d⇢ =
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Conclusiones 

En este trabajo se ha logrado cumplir con los objetivos planteados en la introducción, 

abordando de manera rigurosa el estudio de la teoría espectral en espacios de dimensión 

finita y su aplicación al modelo del sistema de masas y resortes. A través del análisis y 

desarrollo de los cuatro capítulos, se han presentado las definiciones, conceptos fundamen­

tales, resultados teóricos con sus respectivas demostraciones, y ejemplos que permiten una 

comprensión profunda de la teoría. 

En el primer capítulo se estableció una base sólida mediante la revisión de conceptos 

fundamentales. Estos conceptos son esenciales para el análisis espectral, donde en espa­

cios de dimensión finita, por ejemplo, la representación matricial única de los operadores 

permite interpretar el análisis espectral de matrices como equivalente al de operadores. 

Posteriormente, en el segundo capítulo, se profundizó en el estudio de los operadores 

lineales, definiendo sus propiedades y presentando teoremas clave junto con sus demostra­

ciones. Este enfoque detallado permitió una preparación exhaustiva para la comprensión 

del teorema espectral, el cual fue presentado al final de este capítulo. Los dos primeros 

capítulos permitieron reafirmar conocimientos de distintos cursos que se tomaron durante 

los estudios de la licenciatura, además de conocer y profundizar más detalles de estas 

teorías. 

El tercer capítulo se centró en el análisis de las matrices de Jacobi, destacando sus propie­

dades y sus datos espectrales. Un resultado relevante en este capítulo fue que, al considerar 

una matriz de Jacobi, todos sus valores propios son distintos. Analizar las matrices de 

Jacobi no solo sirvió para desarrollar herramientas teóricas, sino también para presentar 

resultados que complementan la comprensión de estas matrices y proporcionan ejemplos 

prácticos. 

En el cuarto capítulo se integró la teoría desarrollada en los capítulos anteriores para 

abordar el problema de un sistema mecánico de partículas en interacción. Este modelo 

demostró cómo la teoría espectral permite resolver sistemas de ecuaciones de segundo 

orden mediante matrices de Jacobi, vinculando sus propiedades espectrales con las ca-
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racterísticas dinámicas del sistema. Además, se exploró el problema inverso asociado, 

reconstruyendo el sistema de masas y resortes a partir de la función espectral y las pro­

piedades de la matriz de Jacobi. 

En particular, este trabajo ha demostrado cómo las matrices de Jacobi desempeiían un 

papel crucial en la conexión entre propiedades espectrales y características dinámicas de 

sistemas mecánicos. Además, se ha presentado un enfoque claro y accesible para resolver 

tanto el problema directo como el inverso, ofreciendo un ejemplo concreto de recons­

trucción basado en una función espectral. Cabe mencionar que esta teoría no se estudia 

comúnmente en los cursos de licenciaturas y el fin es conocer resultados clásicos de ésta 

para abordar futuros problemas complejos bajo una teoría más general. 

Finalmente, este trabajo no solo aporta una visión accesible y completa de la teoría 

espectral en espacios de dimensión finita, sino que también establece una base sólida para 

futuros estudios en la teoría de operadores en espacios de dimensión infinita, abriendo 

nuevas posibilidades para aplicaciones más complejas en matemáticas y física. 
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