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Resumen

Las vibraciones se encuentran presentes en muchos de los escenarios cotidianos; estas son
perjudiciales para estructuras o elementos que se encuentran sometidos a estas, puesto
que ocasionan desgaste y fallas que comprometen su vida util y seguridad. Para evitar esto,
es de suma importancia implementar sistemas de amortiguamiento que permitan reducir
las amplitudes de vibracidn y de esta manera proteger los elementos. Desde el nacimiento
del control de vibraciones, se ha mantenido una investigacion e implementacién constante
de estos dispositivos, donde el absorbedor dindmico de vibracién (DVA’s) es uno de los mas
utilizados por el rendimiento dindmico que ofrece.

La investigacion del absorbedor dindmico de vibracion ha permitido el descubrimiento del
inersor, el cual es el andlogo de un capacitor en los dispositivos eléctricos. La utilizacion del
inersor tiene grandes ventajas, tales como: modificar su frecuencia natural y la disminucién
de las amplitudes de vibracién del sistema al modificar la inertancia (masa aparente) del
dispositivo. Esta uUltima es muy importante, puesto que genera esta propiedad sin la
necesidad de incrementar la masa gravitacional. Con este efecto dinamico se incrementan
las capacidades de amortiguamiento en este tipo de sistemas.

Otra propiedad importante es que el inersor es un elemento de dos terminales, razén por
la cual se pueden lograr diferentes configuraciones de redes mecdnicas basadas en él,
donde a eleccidn del disefio se trabaja con la ideal para el sistema. Pero no solo el inersor
es un descubrimiento importante, pues la rigidez negativa es un elemento que, al trabajar
en conjunto con el inersor logra incrementar el rendimiento dindmico del DVA.

La rigidez negativa consiste en un resorte que se encarga de ejercer la fuerza que soporta el
movimiento de una estructura; es decir, debe de ayudar al movimiento en lugar de
oponerse a este, contrario a la rigidez convencional. Para incrementar el rendimiento, es
necesario optimizar los parametros del modelo de acuerdo al disefio. Esto se logra mediante
la utilizacidn de la técnica de los puntos fijos extendida.

De esta manera, en este trabajo se presenta el disefio de un absorbedor de vibracién no
tradicional basado en inersor y rigidez negativa. Para realizar la evaluacién del rendimiento
dinamico mediante los pardmetros fisicos del dispositivo, se emplea la técnica de los puntos
fijos extendida. Finalmente, después de aplicar esta técnica, se busca demostrar el correcto
funcionamiento en la supresién de vibracién de la estructura armdénicamente excitada del
dispositivo propuesto.
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NS-NIDVA Absorbedor dindamico de vibracidn no tradicional basado en inersor y rigidez
negativa

NS-NIDVA-C3 Absorbedor dindmico de vibracion no tradicional basado en inersor y rigidez
negativa implementando la configuracién de la red mecdnica C3
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l. Introduccion

De acuerdo a su aplicacidn, se tienen diferentes elementos estructurales. La viga es un
elemento estructural que, de manera general, se dispone en forma horizontal; sin embargo,
en funcion de su aplicacidn, es posible utilizarla en configuraciones inclinadas. La finalidad
de una viga es tolerar cargas transversales. Sus aplicaciones son vastas; de manera general,
se puede encontrar empleada en construcciones (estructuras), vehiculos (chasis del
vehiculo) y maquinaria. Puesto que es uno de los elementos mas simples de estructuras
continuas, es un elemento tipico en ingenieria mecdnica y civil.

En la vida cotidiana, a menudo se ven implicadas las vibraciones de alguna u otra manera,
desde hacer sonar un instrumento hasta las grandes aplicaciones en la ingenieria, como son
estructuras, turbinas, motores, maquinas y sistemas de control. Como se sabe, la vibracion
ocasiona un desgaste mayor en los elementos de las maquinas, lo que puede ocasionar fallas
en estas. De igual manera, es importante tener en cuenta el fendmeno de resonancia, el
cual se presenta cuando la frecuencia natural de la maquina o estructura coincide con la
frecuencia de excitacion. Esto ocasiona que las amplitudes de las ondas de vibracidon se
incrementen y sea mayor el esfuerzo producido. Es por estas razones que es de suma
importancia mantener controladas las vibraciones para incrementar la seguridad y el
tiempo de vida de los elementos sometidos a vibracion.

A lo largo de la historia se han implementado diferentes sistemas de control para vibracion,
donde el absorbedor de vibraciéon dindmico o DVA (por sus siglas en inglés) es el mas
utilizado, puesto que ofrece mejor rendimiento de acuerdo a diversas pruebas y estudios
realizados [1]. Sin embargo, en diversas investigaciones recientes se ha observado la
implementacién de nuevas tecnologias que ofrecen un aumento en el rendimiento del DVA,
tal como el inersor que, desde su descubrimiento por Smith en 2002 [2], su utilizacién se
incremento gradualmente, puesto que al implementarlo en conjunto con el DVA mejor¢ el
control de la vibracidon en el modelo. La investigacién en esta rama busca siempre reducir la
amplitud de las vibraciones y mejorar de esta manera el rendimiento de la maquina, viga o
estructura.

De esta manera, la investigacidon y los avances se mantienen en constante actualizacién, lo
cual permitiéd el descubrimiento de la rigidez negativa, un nuevo concepto e idea
revolucionaria que consiste en colocar un resorte en paralelo a la red mecdnica, obteniendo
asi mejores propiedades de amortiguacién [3-6].

Con la finalidad de mejorar el funcionamiento de las estructuras estacionarias, se pretende
combinar el rendimiento de control del inersor con los del dispositivo de rigidez negativa. El
absorbedor de vibracion con rigidez negativa consta generalmente de un enfoque indirecto
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para incrementar el efecto de inercia de la masa fisica del absorbedor; esto se logra gracias
al valor negativo de la rigidez incorporada, lo que resulta en una fuerza de resorte en fase
con la fuerza de inercia. Para lograr un funcionamiento idéneo, es de suma importancia la
eleccidn de la red mecanica con la cual se trabajara.

Dentro de la clasificacidon de las redes mecanicas, se encuentran diferentes tipos de arreglos
o configuraciones de dos terminales a y b donde es posible implementar amortiguadores,
resortes o inersores. En la Figura 1.1 se muestran los mas representativos [7], [8].

Cz Cs

Cy
’ ki
L w— | c
¢ b
Cs s
ki
ki
b

Figura 1.1. Tipos de arreglos mecdnicos basados en inersores.

Donde b es la inertancia, c es el coeficiente de amortiguamiento y k; es la constante de
rigidez [7], [9].

Donde cada configuracion se detalla a continuacion:

C; — arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador

C, — arreglo en serie de un inersor y un amortiguador

C; — arreglo en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador

C, — arreglo en serie de un inersor con un arreglo en paralelo de un resorte y un amortiguador

Cs — arreglo en serie de un amortiguador con un arreglo en paralelo de un inersor y un resorte

Cg — arreglo en serie de un resorte con un arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador

El disefio no solo se refiere a la implementacién de la rigidez negativa y el uso del inersor.
Es de suma importancia elegir una red mecanica adecuada para el modelo; la
implementacién de esta radica en el rendimiento que esta ofrece al modelo, ya que los
parametros obtenidos nunca cambiaradn y, a pesar de las diferentes disposiciones, estos
pardmetros seran agregados al modelo.

Universidad Tecnoldgica de la Mixteca - IMA 2
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De este modo, es importante calcular los pardmetros ideales con los cuales el modelo
trabajard de la forma mds adecuada. Ademds, de manera similar, es muy importante
considerar los pardmetros asociados a la rigidez negativa, ya que, si el DVA no trabaja dentro
de los parametros dptimos obtenidos mediante los cdlculos realizados, se ocasiona un
problema que es perjudicialmente mayor que cuando el modelo entra en resonancia.
Puesto que la frecuencia a la que vibra el modelo se incrementa de manera exponencial,
razén por la cual el modelo puede fallar de manera mas facil.

Dado que la rigidez negativa es un tema reciente en la investigacion, su aplicaciéon no se
encuentra desarrollada ampliamente. Pero a medida que el conocimiento en esta area va
creciendo, se ha buscado implementarlas en los diversos rubros que abarca el andlisis de
vibraciones mecanicas.

1.1 Planteamiento del problema

En el campo de las vibraciones mecanicas, el estudio de los sistemas de amortiguamiento
es una de las principales ramas en las que se tiene desarrollo. El estudio ha ido creciendo
conforme se aprenden nuevos conocimientos; sin embargo, el objetivo se ha mantenido.
Como se sabe, este es reducir la vibracion del sistema. Esta se puede hacer disefiando de
manera adecuada el sistema o implementando los avances tecnolégicos y dispositivos para
obtener un mejor rendimiento del sistema con la implementacién de estos.

Dentro de los sistemas de amortiguacién se tienen: amortiguadores viscosos, topes de
impacto, absorbedores dindmicos de vibraciéon, amortiguadores de fluido inteligentes,
inersores, etc. Uno de los utilizados ampliamente es el absorbedor dinamico de vibracion;
este, al ser sintonizado correctamente, produce un equilibrio dindmico en el sistema,
minimizando de esta manera las amplitudes de vibracién. Implementando ademas nuevas
tecnologias, es posible incrementar la reduccién de la vibracion.

Uno de los mas importantes descubrimientos es el inersor, el cual, después de su aparicion,
se implementé en los sistemas de control, adquiriendo de esta forma un mejor rendimiento
del sistema. En ultimas publicaciones [10], se han estudiado distintos tipos de sistemas, para
los cuales la utilizacion del inersor es indispensable. Como muestra, se ha planteado la
amortiguacion de una estructura tipo viga con un absorbedor dinamico de vibracion
conectado en serie basado en inersor. Mediante esta configuracion, se logré aumentar en
un 17% la disminucién de vibracidn en la estructura tipo viga, en comparacién a la
implementacién solo del DVA clasico, para el caso de vibracién armdnica. De forma similar,
en la literatura, se ha demostrado que la configuracion de este tipo de absorbedores con
arreglo en serie es mas eficiente en comparacién con los absorbedores en paralelo.

También, se observd que la rigidez negativa implementada en conjunto con el inersor ofrece
un rendimiento aun mayor que el obtenido solo con el inersor. Pero la implementacion del
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sistema implica varios retos, puesto que, si el disefio del sistema se hace de manera errénea,
esto puede ocasionar una falla de forma mas precipitada.

Por lo anterior, en este trabajo se propone el disefio dptimo de un absorbedor de vibracion
no tradicional basado en inersor y rigidez negativa conectado a una estructura tipo viga.
Implementando de esta manera la rigidez negativa en un DVA, el cual estara formado por
la conexién del absorbedor de vibracién dinamico con un inersor y la rigidez negativa que
se puede ejemplificar como un resorte conectado en paralelo al absorbedor vy tierra.

En la Figura 1.2 se muestra el sistema propuesto en este trabajo de tesis, el cual consta de
una viga, la cual se encuentra sometida a una fuente de excitacion armodnica; a su vez, esta
se encuentra conectada a un arreglo en paralelo de un amortiguador y un resorte. A
continuacion, se incluye al absorbedor de vibracién dindmica (DVA) conectado en serie;
finalmente, se conecta en paralelo el arreglo de la rigidez negativa con la red mecanica C3

[71,[8].
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f(x)g(t)

y2(t)

y3(t)

Figura 1.2. Sistema utilizado en este trabajo de tesis.
Donde
f(x)g(t) Carga distribuida.
y(x, t) Desplazamiento transversal de la viga.
L Longitud de la viga.
m Masa asociada al DVA.
k, Rigidez correspondiente al DVA.
c; Amortiguamiento correspondiente al DVA.
y,1(t) Desplazamiento correspondiente a la masa m.

kys Rigidez correspondiente al resorte de rigidez de la red mecdnica C3.
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k, Rigidez correspondiente al resorte de la red mecdnica C3.
y,(t) Desplazamiento correspondiente al inersor.

b Inertancia.

y5(t) Desplazamiento correspondiente al inersor.

¢, Amortiguamiento correspondiente al amortiguador de la red mecanica C3.

1. 2 Justificacion

Como se sabe, todo sistema vibratorio esta constituido segin Rao [11]: por un resorte, el
cual se encarga de almacenar la energia potencial, un medio para conservar la energia
cinética (inercia o masa) y un medio por el cual la energia se disipa gradualmente
(amortiguador). Donde la vibracidon se refiere a como el sistema convierte la energia
potencial en cinética. Pero cuando el sistema amortigua, como es el caso del absorbedor de
vibracién dindmica, este disipa esta energia.

En el control de vibraciones, la disipacién de las ondas de vibracién es su objetivo, puesto
gue cuanto mejor sea esta, el rendimiento del absorbedor es mayor. Los dos factores mas
importantes en el aislamiento de vibracién son el amortiguamiento vy la rigidez, donde Ia
forma es la responsable de determinar la resonancia de estos sistemas vy la rigidez influye
en la disipacién de energia. Pero el absorbedor de vibraciéon dinamica se enfrenta a un
problema que es la resonancia y que no se encarga de cubrir frecuencias mas altas. Es aqui
donde la rigidez negativa nos ofrece una solucién, puesto que puede soportar vibracién aun
cuando esta entre en resonancia.

Mediante la implementacién del inersor se mejora la amortiguacién y se obtienen
parametros de funcionamiento éptimo. En diferentes articulos se menciona que la
implementacién de ambas tecnologias puede incrementar de manera significativa la
vibracién a la que sea sometido el sistema. Sin embargo, el incremento de la rigidez negativa
se encuentra limitado por el limite de estabilidad elastica del absorbedor, que es el principal
problema de esta.

Con base en lo anterior, se propone en este trabajo de tesis la implementaciéon de un DVA
basado en inersor y rigidez negativa, donde esta configuracion constituye el dispositivo
denominado como NIDVA. De acuerdo a la investigacion recopilada, se espera que con la
implementacién del NIDVA se obtenga un mejor rendimiento dindmico del dispositivo y
ademas se obtendra una alta reduccidén de la vibraciéon. De esta manera se busca
comprender la utilizacion de este tipo de nuevas tecnologias no solo en el campo de estudio
del control de vibraciones, puesto que esta tecnologia tiene diferentes campos de
aplicacion, como en el sector automotriz o industrial.
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La funcionalidad de este trabajo es que los parametros optimos de funcionamiento
obtenidos se pueden agregar a diferentes modelos sin necesidad de cambiar demasiado la
configuracion o adecudndose al espacio necesario, otorgando una amplia gama de
aplicaciones, tales como proporcionar a las estructuras una mayor robustez, incrementando
de esta manera la seguridad de edificios o construcciones propensas a colapsar por
fendmenos naturales como los sismos, incrementar el funcionamiento y vida éptima de
elementos de suspension automotriz, chasis y partes moviles, etc.

Finalmente, con este trabajo de tesis se busca comprobar mediante simulacién si las
investigaciones sobre estas nuevas tecnologias son correctas y la viabilidad que estas
tendran en un futuro conforme las investigaciones y aplicaciones sigan creciendo. Es
importante aclarar que para comprobar fisicamente los resultados de la investigacion se
encontré una limitante de suma importancia, la cual es: alto costo econdmico para el
desarrollo del sistema a utilizar en este trabajo (la construccién del inersor y fuente de
excitacion).

1.3 Hipoétesis

Con la integracion de la rigidez negativa, a la red mecdnica no tradicional basada en inersor
NIDVA-C3, se lograra incrementar tanto el ancho de banda como el rendimiento de la
supresién de vibracidn en comparacién al DVA clasico. Esto mediante la implementacion de
la técnica de los puntos fijos extendida.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general

Disefiar tedricamente un absorbedor de vibracién no tradicional basado en inersor y rigidez
negativa conectado a una estructura tipo viga para incrementar el rendimiento del sistema.

1.4.2 Objetivos particulares

Desarrollar el modelo matematico del sistema propuesto implementando el formulismo
Euler-Lagrange.

Aplicar la técnica de optimizacion de los puntos fijos extendida con el propdsito de obtener
soluciones de forma cerrada para el disefio éptimo del absorbedor dindmico propuesto.
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Comparar el resultado de la implementacién de la técnica de optimizacidn para verificar que
los resultados obtenidos sean correctos, mediante graficas de la funcidn de respuesta en
frecuencia del sistema viga-absorbedor de vibracién no tradicional.

1.5 Metas

Obtener el modelo dindmico y frecuencial de la estructura tipo viga conectada al absorbedor
de vibracién de alto rendimiento.

Implementar el criterio de optimizacidén para el disefio éptimo del sistema absorbedor de
vibraciones propuesto.

Realizar simulaciones numéricas considerando los pardmetros dptimos obtenidos a partir
de los criterios de optimizacion.

1.6 Metodologia

En este trabajo de tesis, la metodologia utilizada se basa en el método de la investigacion
tecnoldgica, el cual fue presentado por Canales et al. [12]. Las fases que comprenden esta
metodologia se muestran en el esquema de la Figura 1.3.

Determinacién del
problema

Documentacién

v

\ 4

Definicién del método

a5

Creacion de la hipdtesis

4

Resolucién, validacion y

Analisis de resultados y

\ 4

verificacion conclusiones

v

Redaccion del informe

final

Figura 1.3. Metodologia de la investigacidn utilizada en esta tesis [12].
Donde cada fase consiste en lo siguiente:

Documentaciodn: esta etapa consiste en la investigacidn, recopilacion y clasificacion acerca
de un tema en especifico; esta servira para el desarrollo de un producto, servicio o tema de
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investigacion. En cuanto a la documentacidn, esta servird para desarrollar el estado del arte
del tema de investigacién, asi como también para el desarrollo del marco tedrico, el cual
consiste en modelos, metodologias y técnicas sobre las cuales se basard este trabajo de
tesis.

En lo que comprende a este trabajo de investigacion, esta etapa consistird en investigar
sobre el control de vibraciones, los absorbedores de vibracidon no tradicional basado en
inersor y rigidez negativa; esto se debe de hacer para tener un panorama general acerca del
fendmeno, los dispositivos utilizados y la implementacion de estos en el control de las
vibraciones mecanicas. Adicionalmente, es necesario conocer sobre las técnicas de
optimizacidon documentadas en la literatura para el disefio dptimo de los absorbedores de
vibracién, que es la finalidad de este trabajo de tesis.

Determinacion del problema: este es el procedimiento mediante el cual se especifica de
manera clara y concisa en qué consistird la investigacién; esta parte de igual manera es
importante, ya que, de no delimitar correctamente el problema, este trabajo seria muy
extenso y no se podria realizar.

En el caso de este trabajo, el problema es el control de la vibracion de una estructura tipo
viga; esto se consigue con la implementacion de un absorbedor de vibracién no tradicional
basado en inersor y rigidez negativa (NIDVA). De manera similar, para el disefio éptimo del
absorbedor de vibracion, se necesita de la aplicacidon de técnicas de optimizacion para,
mediante estas, obtener los pardmetros éptimos con los cuales se minimicen las maximas
amplitudes de vibracién del sistema.

Creacion de la hipdtesis: esta etapa consiste en considerar los posibles resultados y posibles
explicaciones tentativas del fendmeno a investigar. Estas respuestas son solo provisionales
a las preguntas de investigacion, esto quiere decir que son solo una presuncién de acuerdo
a los hechos e informacion recopilada. Esta hipdtesis puede ser verdadera o falsa; sin
embargo, es de suma importancia la comprobacién de esta mediante el desarrollo del
trabajo de investigacidn para, al final de este, afirmarla o, en caso contrario, refutarla. Asi,
la hipdtesis se encarga de poner a prueba técnicas fisicas y matematicas, permitiendo de
esta manera el nacimiento de nuevas teorias, las cuales se encontraran basadas en el marco
tedrico. Cabe recalcar que la hipétesis indica que, tomando en cuenta lo existente, se debe
llegar a nuevo conocimiento.

De esta manera, para este trabajo de tesis, la hipdtesis planteada es la siguiente:

e Con laintegracion de la rigidez negativa, a la red mecénica no tradicional basada en
inersor NIDVA-C3, se lograra incrementar tanto el ancho de banda como el
rendimiento de la supresién de vibracion en comparacion al DVA clasico. Esto
mediante la implementacién de la técnica de los puntos fijos extendida.
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Definicion del método: para este trabajo, se utilizard el método de la mecanica lagrangiana
para desarrollar el modelo matematico que rige el comportamiento dindmico de Ia
estructura tipo viga con el NIDVA. Subsiguientemente, realizando el andlisis modal y
después de aplicar diferentes teoremas matematicos, se obtendrd la funcion de respuesta
en frecuencia de la estructura tipo viga. Finalmente, con esta funcidn, se formulard un
problema de optimizacidon; este se abordard a partir de la técnica de optimizacién de los
puntos fijos extendida.

Resolucion, validacion y verificacion: mediante la utilizacidon de herramientas matematicas,
el modelo matematico se somete a diferentes consideraciones tanto fisicas como
matemdticamente légicas y que sean posibles, para que de esta manera se demuestre la
efectividad de los métodos empleados. En el caso de ser una teoria general, esta debe de
aterrizarse a casos particulares que sean simples y sencillos, conocidos reportados
previamente en la literatura.

Andlisis de resultados y conclusiones: después de realizar los cdlculos y obtener los
resultados numeéricos, estos se comparan con los obtenidos en la investigacion y reportados
en la literatura, para de esta manera corroborar si estos afirman o refutan la hipdtesis. De
manera similar se evalla si se cumplieron los objetivos y metas propuestas en la tesis.
Cuando estos no se cumplen en su totalidad, se plantean soluciones al problema y se debe
de responder a la pregunta del porqué no se resolvié de manera total el problema. De forma
breve, se formulan ideas que nutren al tema de investigacidn para trabajos a futuro y cémo
se puede continuar con la investigacion.

Redaccion del informe final: al concluir el proceso de analisis de investigacion, se realizara
la redaccion del documento de tesis. Este debera comunicar de manera detallada y con la
mayor claridad posible los resultados, comprobaciones, descubrimientos, impedimentos o
analisis logrados durante el proceso de investigacion.

1.7 Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis esta organizado por 6 capitulos, los cuales se especifican a
continuacion:

o En el Capitulo | se presenta el tema de investigacion, cuyo eje central es el control
de las vibraciones mecanicas. Al mismo tiempo, se incluye el planteamiento del
problema, la justificacién, hipdtesis, objetivos (general y particulares), metas y
metodologia a seguir en este trabajo de tesis.

o En el Capitulo Il se presenta la investigaciéon documentada en la literatura y se
sefialan los sucesos relacionados que dieron inicio a las investigaciones acerca de los
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absorbedores dindmicos de vibracién. En segundo término, se proporciona
informacidén relevante acerca de los elementos importantes de esta investigacién
(inersor y rigidez negativa).

o En el Capitulo Ill se expone el marco tedrico, en el que se muestra toda la teoria
sobre la cual se basa el desarrollo de esta tesis (leyes, teoremas, definiciones y
conceptos). Se realiza un repaso de los temas mas relevantes e importantes, que
incluyen los temas de analisis dimensional (teorema de IT Buckingham), ecuaciones
diferenciales parciales en vibracidn lateral de vigas, ecuaciones de Euler-Lagrange,
el andlisis modal y teorema de Vieta. De igual manera, se ejemplifica la optimizacién
de parametros mediante la técnica de calibracidn de frecuencias de los puntos fijos
extendida.

o En el Capitulo IV se presenta el desarrollo matemdatico del modelo de la estructura
tipo viga propuesto en este trabajo de tesis.

o En el Capitulo V se presentan los resultados analiticos y numéricos obtenidos
mediante el método de optimizacidn.

o Finalmente, en el Capitulo VI se exponen las conclusiones basandose en los

resultados obtenidos durante la realizacién de la tesis. Ademas, se plantean
propuestas para trabajos futuros que puedan desarrollarse.
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Capitulo Il

Il. Estado del arte

2.1 Control de vibraciones

Las vibraciones se encuentran presentes en nuestra vida cotidiana, desde hablar hasta las
grandes edificaciones y maquinaria. Es por esta razén que es de suma importancia mantener
la amplitud de esta dentro de rangos adecuados, puesto que esto mejora el rendimiento
dindmico. De manera similar, es necesario que las estructuras y maquinas funcionen a bajos
niveles de vibracidn, gracias a que cuando trabajan en este rango se reduce la fatiga, tension
y ruido provocado por las vibraciones. Es en esta necesidad donde surgen los dos métodos
de control de vibraciones, los cuales son el control activo y pasivo.

Por su rango de funcionamiento dptimo es que nace el control activo de vibraciones, puesto
gue en la mayoria de aplicaciones practicas, las vibraciones se encuentran en el rango de
baja frecuencia.

El control activo de vibraciones (ACV), por sus siglas en inglés, hace referencia a la utilizacién
de potencia externa para de esta forma realizar su funcién. El control se basa en los
principios de superposicion e interferencia destructiva [13-14]; esto se logra mediante la
utilizacidon de una fuerza de igual magnitud, pero en fase inversa, a la vibracién producida
por la estructura o mdaquina, con esto se obtiene como resultado que las vibraciones se
anulen entre si. En la Figura 2.1 se muestra el funcionamiento de este tipo de control

Vibracién ‘Anti-vibracién'

P ra
A r
/ \ / N ,
/ \ " \( ‘.m:«l]m:u
A\ 7 \ P e
\ ! ) /
\ \
No . A £

Figura 2.1. Principio del control activo de vibraciones [13].

El control pasivo de vibraciones basa su funcionamiento solo en la implementacién de un
sistema de resorte-amortiguador; este dependerad solo de la masa y el resorte, de la
capacidad dindmica que estos puedan ofrecer. Es por esta razén que el control de pasivo no
es efectivo por debajo de 1,4 veces la frecuencia de resonancia [15]; su principal area de
funcionamiento es dentro del rango de frecuencias altas.

El control de vibraciones tiene amplias aplicaciones, tanto para sistemas de ingenieria como
el aislamiento de vibraciones de estructuras, control de mecanismos de maquinas, control
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de ruido, para obtener el comportamiento dinamico deseado, mayor confiabilidad en el
proceso y una precision mejorada. Mientras que, para las aplicaciones practicas, se emplean
en el aislamiento de vibraciones tanto activo como pasivo, control acustico estructural
activo y amortiguamiento de vibraciones.

El control de vibraciones pasivo se divide principalmente en tres categorias: disipador de
energia, absorbedor dindmico de vibraciones (DVA) y aislador de vibraciones.

Los disipadores de energia (ED) son dispositivos cuyo principio basico es convertir la energia
cinética en calor y de esta manera reducir las vibraciones estructurales. Estos a su vez se
pueden subdividir en amortiguadores de rendimiento metdlico, amortiguadores de friccion,
amortiguadores viscoeldsticos y amortiguadores de fluido viscoso.

2.2 Absorbedor dinamico de vibracion

Los absorbedores dindmicos de vibraciones (DVA) basan su funcionamiento en el principio
de transferir la energia originada por las vibraciones a un sistema auxiliar; estos constan
principalmente de dos formas comunes: amortiguador de masa sintonizado (TMD) vy
amortiguador de liquido sintonizado (TLD).

El TMD nacié en 1909, cuando Hermann Frahm presentd una patente de un nuevo
dispositivo para “amortiguar las vibraciones de los cuerpos”. Su funcionamiento se basé en
conectar de forma deliberada un oscilador mas pequefio al sistema; de esta forma se
reduciria la resonancia en un sistema oscilante. La idea principal consistié en disefar la
frecuencia de resonancia del dispositivo pequefio de manera particular, para que los dos
sistemas influyeran entre si; entonces las mayores amplitudes de vibracién se reducian.
Estos dispositivos se componen a partir de un sistema que puede tener hasta tres
componentes, es decir, una masa, un amortiguador de fluido viscoso y un resorte, donde de
esta manera se logra un equilibrio dinamico entre los desplazamientos de la estructura
principal y la estructura secundaria. En la Figura 2.2 se muestra la configuracién de un
absorbedor de vibracidn.
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Figura 2.2. Absorbedor de vibracion: (a) No amortiguado, (b) Amortiguado [10].

El absorbedor de vibraciones es una estrategia de control, el cual se implementa con la
premisa de que el sistema al cual es acoplado se puede aislar o desacoplar de fuertes
perturbaciones, protegiendo de esta manera a las estructuras de peligro [16]. Al
implementar el absorbedor, se puede cambiar la frecuencia natural de la estructura a la de
la perturbacidn externa y de esta manera las vibraciones se pueden atenuar.

Con el paso del tiempo se ha demostrado la importancia de la implementaciéon de los
sistemas de control de vibraciones pasivos en la practica, aunque existen algunas
complicaciones que limitan su implementacién. Algunas de estas limitaciones son las
siguientes: los aisladores convencionales son efectivos solo cuando la frecuencia de entrada
es 2 veces mayor que la frecuencia natural de la estructura aislada, mientras que para el
caso en el que es menor, la respuesta, en lugar de disminuir, se agravaria, afectando asi a la
estructura en lugar de ayudarla. Para los DVA, la eficiencia del control depende en gran
importancia de la relacidon de masa; esto hace referencia a la relaciéon que tienen las masas
fisicas de las estructuras primaria y secundaria. Después de diferentes andlisis e
implementaciones, se ha observado que se necesita de una gran masa secundaria para que
el DVA trabaje en condiciones dptimas.

Con los avances en las investigaciones, han surgido diferentes metodologias para el disefio
O6ptimo de los DVA’s. En 1928, Ormondroyd y Den Hartog [17] consiguieron soluciones
analiticas para la elaboracion del disefio éptimo del DVA, utilizando la técnica de los puntos
fijos extendida, después de identificar la presencia de frecuencias invariantes. Luego, en
2005, Ozer y Royston [18] ampliaron esta metodologia a sistemas mecdanicos con diversos
grados de libertad. Mediante la implementacién de un método distinto, Asami et al. [19] y
Nishihara y Asami [20, 21] emplearon la optimizaciéon H,, y H, basados en la técnica de
perturbaciony el teorema de Vieta para desarrollar soluciones analiticas que desarrollaran
soluciones analiticas para el disefio éptimo del DVA. Y recientemente, en el aiio 2015,
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Argentini et al.[22] consiguieron soluciones analiticas para el disefio éptimo del DVA sujeto
a fuerzas de excitacién de desbalance rotatorio.

2.3 El inersor

El inersor es un nuevo elemento mecanico propuesto por el profesor Malcom C. Smith; él lo
define como “un dispositivo mecanico de dos terminales mecdnicas, una herramienta con
la propiedad de que a sus terminales se les pueden aplicar fuerzas iguales y opuestas, lo cual
sera proporcional a la aceleracién relativa de sus terminales” [2]. En la Figura 2.3 se muestra
la representacién del inersor.

-
U2

.
-

Figura 2.3. Representacion del inersor [10].

En términos matematicos, la fuerza que se genera en el inersor se representa como [10]:
F - b(ﬁz - 1'71) (2.1)

En la ecuacion 2.1, la constante b se llama inertancia con unidades en kilogramos. Cabe

~ . . o pe 1 . .
sefialar que la energia almacenada por el inersor se puede cuantificar como ;b(vz —1;)2.

La motivacién principal de proponer el inersor fue completar la analogia fuerza-corriente
entre los sistemas mecdnicos y eléctricos. Es conocido que el funcionamiento de los
sistemas mecanicos y eléctricos tiene dinamicas similares. Entonces, la fuerza y la velocidad
en los sistemas mecanicos pueden relacionarse con una analogia a la corriente y el voltaje
en los sistemas eléctricos. Asimismo, en los sistemas mecdnicos, el resorte y el amortiguador
pueden representar a la resistencia y al inductor en el sistema eléctrico. En la Tabla 2.1 se
presenta una analogia detallada de fuerza corriente .
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Sistema mecdnico Equivalencia Sistema eléctrico
Fuerza > Corriente
Velocidad > Voltaje
Tierra mecdnica > Tierra eléctrica
Energia cinética PEEN Energia eléctrica
Energia potencial > Energia magnética
Resorte PRI Inductor
Amortiguador PRI Resistencia
Masa PRI Condensador a tierra

Tabla 2.1 Analogia fuerza-corriente entre redes mecdnicas y eléctricas [1,8].

La analogia fuerza-corriente y las correspondencias mostradas en la tabla 2.1 son mas
detalladas; esto se debe al concepto de variables transversales. En términos generales, una
variable pasante (como la fuerza o la corriente) implica un solo punto de medicion y es
necesario que el sistema se corte en ese punto para llevar a cabo la medicién. En cambio,
una variable transversal (como la velocidad o el voltaje), puede ser medida sin necesidad de
intervenir en el sistema, y la cantidad significativa para el estudio de la red es la diferencia
entre dos puntos de la variable, incluso si un punto es el suelo. En [23] se ofrece una
perspectiva general para el estudio de redes fundamentada en dicho formalismo. Como
resultado, los métodos de andlisis de mallas y nodos se pueden aplicar a redes mecanicas.

No obstante, no hay un mecanismo para anotar el condensador en los sistemas eléctricos.
De acuerdo con la segunda ley de Newton, la aceleracién de la masa inercial es relativa a un
punto fijo en el marco de inercia, lo que significa que la masa no es un dispositivo auténtico
de dos terminales. Sin embargo, la masa es vista como el elemento mecdnico
correspondiente al capacitor en los sistemas eléctricos. Lo que significa que una de las
terminales de la masa es el suelo y la otra terminal es el centro de la masa [8]. De esta
manera, el inersor es el dispositivo faltante en la analogia de los sistemas mecanicos y
eléctricos, donde su semejante es el capacitor, como se muestra en la Figura 2.4.
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Figura 2.4. Elementos de la analogia fuerza-corriente [24].

Gracias a esta propiedad fundamental, el inersor tiene tres beneficios potenciales:

1.- Elemento de dos terminales: los tres elementos fundamentales de una red mecanica
ordinaria son el resorte, amortiguador y masa. Donde el resorte y amortiguador son
elementos de dos terminales, mientras que la masa es un elemento de solo una terminal;
de esta manera las conexiones entre los elementos estdn restringidas. El inersor, al ser un
elemento de masa de dos terminales, logra diferentes configuraciones de conexién y con
esto permite generar redes mecdnicas mas efectivas.

2.- Efecto de amplificacién de masa: la implementacion del inersor logra un efecto de
amplificacion de masa considerable, especialmente cuando el inersor estd conectado a
tierra. Fisicamente no se observa incremento del peso de la red mecanica. Este efecto hace
gue el inersor sea una solucidn para reducir la masa auxiliar o secundaria de los sistemas de
control de vibraciones convencionales.

3.- Efecto de rigidez negativa: el inersor puede generar una fuerza para, en lugar de
oponerse al movimiento, ayudar a este; es el caso contrario a la rigidez positiva. Gracias a
esto se puede utilizar al inersor para reducir la frecuencia natural de un sistema de
vibracion. Ademas, el inersor no responde a cargas estdticas, por lo que se pueden evitar
los problemas de inestabilidad estructural en el sistema con dispositivos convencionales de
rigidez negativa; también se evitan las respuestas estaticas agravadas.

2.3.1 Implementaciones del inersor en la industria automotriz

En la literatura [25], se ha realizado algunas implementaciones del inersor en el sector de la
industria automotriz. En la Figura 2.5, se presenta la suspensién de un vehiculo a la cual se
le aplico el inersor, esto con la finalidad de reducir las vibraciones en la cabina de pasajeros.
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Figura 2.5. Suspension de un automovil aplicando un inersor donde (a) Banco de pruebas y (b)
Modelo de la suspension con inersor [25].
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Rigidez del
Neumatico

Donde la eficiencia del inersor se comprobd mediante la medicion de forma experimental
de la aceleracion y desplazamiento. Para la aceleracién se consiguié una reduccién del
0.29%, 0.64% y 0.55% en velocidades de 10 m/s, 20 m/s y 30 m/s respectivamente, que,
aungue parece que la disminucion fue minima, se consiguidé un porcentaje superior al de la
suspension tradicional. Mientras que para el desplazamiento la reduccién fue mas
significativa, puesto que se obtuvo una disminucién del 18.02%, 19.97% y 19.95% respecto
a la suspensidén tradicional. En la Figura 2.6, se muestran las graficas de las mediciones
realizadas de forma experimental a estos parametros.
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Figura 2.6. Densidad espectral de potencia (PSD por sus siglas en inglés) de (a) Aceleracion del
cuerpo del vehiculo y (b) Desplazamiento de la suspension.

Estos resultados experimentales confirmaron de manera clara los beneficios de la utilizacion
del inersor en las suspensiones activas y pasivas. Los resultados que muestra este articulo
son favorables. De forma similar, la teoria valida el uso de los inersores tanto en la industria
automotriz como fuera de esta.

2.4 Absorbedores de vibracion dinamicos no tradicionales

Como su nombre lo indica los absorbedores dindmicos de vibracidn no tradicionales
(NSDVA’s por sus siglas en inglés), son absorbedores no clasicos. Esto significa, que, en esta
configuracién, un amortiguador viscoso lineal se conecta directamente a tierra en lugar de
al sistema principal, esto se ejemplifica en la Figura 2.7.
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Figura 2.7. Absorbedor de vibracion dindmico (a) tradicional y (b) no tradicional [10].

En la literatura se ha demostrado que este sistema no tradicional de NDVA’s otorga una
mejor respuesta en la minimizacién de la amplitud maxima del sistema principal sujeto a
excitacidon armdnica, esto frente a un sistema tradicional de DVA’s. Wong y Cheung [26],
mediante la utilizacién de la técnica de los puntos fijos, obtuvieron parametros ideales que
reducen la vibracién del sistema principal en respuesta a una excitacion arménica en la base.
Igualmente, Wong y Cheung [27, 28] emplearon los criterios de rendimiento de H,, y H,
para la optimizacion de los parametros éptimos para un NDVA.

2.5 Absorbedores dinamicos de vibracion no tradicionales basados en inersor

Son configuraciones de DVA’s que tienen un arreglo no tradicional, puesto que presentan
una red mecdnica que contiene inersores, resortes de rigidez positiva y amortiguadores de
fluido viscoso, donde todos estos elementos estan contenidos en un Unico sistema
denominado como absorbedor de vibracién no tradicional basado en inersor (NIDVA’s por
sus siglas en inglés). Esta configuracion se muestra en la Figura 2.8 [29].
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Figura 2.8. Absorbedor de vibracion no tradicional basado en inersor [29].

Con la aplicacidon conjunta del dispositivo inersor y el concepto del absorbedor dindmico no
tradicional, el rendimiento del DVA puede optimizarse en cierta medida. No obstante, con
la creciente demanda de disminuir las vibraciones, el rendimiento de los DVA’s se vuelve
cada vez mas dificil para satisfacer de manera adecuada las necesidades crecientes de la
practica en la ingenieria. Con la finalidad de incrementar el rendimiento del DVA, resulta
interesante la implementacion conjunta de la rigidez negativa e inertancia.

2.6 Rigidez negativa

El concepto de rigidez hace referencia a la relaciéon entre la fuerza generada y el
desplazamiento generado [30]. Mientras que la rigidez positiva se presenta cuando la
deformacién se produce en la misma direccidon que la fuerza aplicada, la rigidez negativa
conlleva una inversién de la relacion de la fuerza y deformacion.

Wang y Lakes [31] en el aiio de 2004 realizaron investigaciones acerca de las propiedades y
condicion de estabilidad del sistema de rigidez negativa, demostrando que el sistema de
vibracién al cual se le implementé el efecto de rigidez negativa otorga diferentes ventajas,
como: funcionamiento a bajas frecuencias, gran capacidad de cargay, a favor, un efecto de
aislamiento de vibracion. Como resultado, en afios recientes, la implementacién de
elementos de rigidez negativa para la reduccién de vibraciones ha ido creciendo. Asimismo,
el desarrollo de sistemas de aislamiento de vibraciones altamente efectivos lo efectud
Platus en el afio de 2004 [32]. Con la evolucion de esta tecnologia, los investigadores han
realizado considerables investigaciones sobre la factibilidad de la rigidez negativa; el
excelente rendimiento de esta también se verifica mediante la implementacion de
experimentos. Existen diferentes maneras de implementar un dispositivo de rigidez
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negativa, pero una de sus caracteristicas principales consiste en combinar elementos de
rigidez negativa con rigidez positiva [33].

A pesar de ser un dispositivo prometedor en el aislamiento de vibraciones, las
investigaciones realizadas se limitan a estructuras o sistemas a escala, donde se incluyen
vehiculos, suspensiones de trenes, puentes y edificios. En el sector automotriz se
encuentran diversas publicaciones, como es el caso de Thanh et. al [34], donde propusieron
un modelo experimental de un asiento, donde la rigidez negativa busca suprimir las
vibraciones de baja frecuencia.

Por lo general, la implementacion de la rigidez negativa es sencilla y es posible lograrla de
diferentes maneras, como un elemento con pre-carga o péndulo invertido [35]. Sarlis et al.
[36] detallan el dispositivo de rigidez negativa y sus elementos, presentan modelos
analiticos y computacionales, asi como también resultados experimentales de componentes
de bancos de pruebas que validan los modelos analiticos y computacionales que fueron
aplicados a estructuras masivas como puentes y edificios.

2.6.1 Implementacion de la rigidez negativa en la industria automotriz

Es posible encontrar diferentes articulos cientificos donde se incluyan implementaciones
sobre la rigidez negativa en el sector automotriz. Como es el caso de Thanh et al. [37],
quienes implementaron la rigidez negativa a un modelo experimental de un asiento de
automovil para suprimir las vibraciones a baja frecuencia.

En la Figura 2.9 se muestran ejemplos de modelos (un asiento), al cual se le aplicé la rigidez
negativa como sistema de aislamiento. En la Figura 2.9(a), se observa el modelado en 3D del
sistema implementado, mientras que en la Figura 2.9(b) se muestra el diagrama de cuerpo
libre del sistema a utilizar, donde los resortes ubicados de forma horizontal son los resortes
de rigidez negativa.
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(a) (b)

Figura 2.9. Asiento con suspension utilizando el sistema de aislamiento propuesto (a) Modelo y (b)
representacion esquemadtica [37].

En la Figura 2.10, se muestra el banco de pruebas experimentales de forma fisica; en este
se encuentra el sistema a implementar, se observa a detalle la estructura a la cual se le
implementd rigidez negativa y el conjunto del aparato experimental.

{H1

(b)

(a)

Sensor de
; desplazamiento
Marco exterior

Estructura
de rigidez
negativa Amortiguador
Resorte -
principal

Generador de
vibraciones

(©

Figura 2.10. Banco de pruebas del sistema propuesto (a) Sistema experimental, (b) sistema de
rigidez negativa y (c) fotografia del sistema [37].
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Figura 2.11. Valor RMS del desplazamiento de la masa generada por una excitacion aleatoria [37].

Segun lo reportado en el articulo, con el sistema implementado se logré una reduccién del
67.2% de la excitacion sufrida originalmente por el asiento; estos resultados se muestran en
la Figura 2.11, logrando asi minimizar las vibraciones con este tipo de sistema.
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1. Marco tedrico

3.1 Sistema con excitacion armdnica
De acuerdo a la teoria, el modelo matematico que gobierna un sistema dinamico lineal es:
Megk + CogX + kegx = F,q(t) (3.1)

Donde: F, (t) esla entrada (funcién de entrada o forzada) del sistema. La respuesta o salida
del sistema en cuestion es una solucién de la ecuacidon diferencial que se encuentra sujeta
a las condiciones iniciales del problema. m,, es la masa equivalente, c,, el coeficiente de
amortiguamiento y k., la rigidez equivalente del sistema [38].

En el movimiento oscilatorio existe la posibilidad de que este se repita con regularidad, es
decir, en intervalos de tiempo iguales; a este se le conoce como movimiento periddico.
Donde la forma mas simple de un movimiento periédico es el movimiento arménico. De
forma general, en sus representaciones matematicas son empleadas funciones de seno y
coseno. La fuerza externa mas comun que actla en un sistema es la fuerza de excitacién
armoénica simple (Feq) [39]. No obstante, encontramos diversos tipos de excitaciones
periddicas, las cuales producen vibraciéon forzada de la estructura y esta vibra a la frecuencia
de excitacidon periddica, los cuales se representan en la Figura 3.1 [40].

A
- T > fe— T —>] 7 —

Figura 3.1. Ejemplos de excitaciones periddicas [40].

Considerando una fuerza de excitacion armdnica compleja, la vibracién forzada se describe
matematicamente como:

F,q = Foe®t (3:2)

Donde: F es la amplitud de excitacion y w es la frecuencia de excitacion externa. Es
importante sefalar la diferencia entre w y la frecuencia natural w,, la cual se encuentra
definida en funcidn de las propiedades de masa y rigidez del sistema en cuestién.
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3.2 Ecuaciones diferenciales parciales en deflexion de vigas

A menudo encontramos numerosas estructuras; estas se encuentran constituidas a base de
vigas, placas o columnas; estas pueden sufrir distorsiones o desviaciones, generadas ya sea
por algun agente o fuerza externa o debido a su propio peso. En comparacién con las
funciones de Green, una de las formas menos complejas es el método de separacion de
variables, donde este sirve para modelar matemdticamente sistemas fisicos vibratorios
como placas, cuerdas y vigas.

-
lw(x, 1) | /g;

Figura 3.2. Esquema del modelo de la viga [40].

AN

Al considerar como ejemplo la vibracion lateral de una viga [40]. Para esto, es necesario
considerar el esquema de un elemento de la viga uniforme, como el de la Figura 3.2, donde
su longitud total es L, drea transversal A, momento de inercia centroidal | y que se encuentra
constituido por un material con propiedades fisicas de mdédulo de elasticidad E y densidad
de masa p, la cual se encuentra sujeta a una fuerza externa por unidad de longitud f(x, t).
El desplazamiento transversal de la viga se encuentra dado por w(x, t).
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Figura 3.3. Fuerzas que actlan en un elemento diferencial de la viga [40].

Analizando el DCL de la Figura 3.3, se tiene que la ecuacién de movimiento producido por la
fuerza es:

v x+dx azw

v—(v —d) f ) dE = pA——d 33
(v+gpax)+ | rEnde=pagar (33)

Se obtiene al aplicar el teorema del valor medio a la ecuacién (3.3):

) 6V_ Aaza)
fx =52 =PA55

(3.4)

Analizando el DCL de la Figura 3.3, se tiene que la ecuacién de movimiento producido por
el momento es:

oM 1% x+dx
M—(M+ il dx)— <V+ il dx) dx + f (€ = 0)f (£, 1) dE
0x 0x
x (3.5)
dx
= pA——dx <—)
Puesto que dx es infinitesimal, los términos de orden dx? son despreciables contra los de

dx. Aplicando el teorema del valor medio y puesto que ¢ — x es menor que dx en todo el
intervalo de integracidn, la ecuacién (3.5) se simplifica a:

oM
- _ 2 3.6
x (3.6)
De acuerdo con la teoria elemental de flexidon de vigas y considerando la convencién de
signos de acuerdo al DCL:
M EIl 0%w
d0x?

(3.7)
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Considerando las propiedades de una viga uniforme (I = cte), se tiene:

*w(x, t 2%w(x,t
( )+pA (x,t)

El——= 7 = o) (3.8)

Donde la ecuacidn (3.8) representa la dindmica vibratoria de una viga sujeta a una fuerza
externa [41].

3.2.1 Condiciones de frontera en vigas

Las condiciones de frontera para vibraciones transversales de vigas mas frecuentemente
utilizadas son [41, 42]:

1. Extremo libre

e Momento de flexion

0%w (3.9)
El—=0 )
0x?
e Fuerza cortante
0 0%w
Y -0 (3.10)
6x< axz)

2. Extremo simplemente apoyado (de pasador)

e Deflexion

w=0 (3.11)
e Momento de flexion
0w (3.12)
El— =0 '
0x?
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3. Extremo fijo (empotrado)

e Deflexion

w=0 (3.13)
e Pendiente
d
9% _ o (3.14)
0x
4. Corredizo (deslizandose)
e Pendiente
0
99 _ o (3.15)
0x
e Fuerza cortante
0w (3.16)
El—=0 )
0x?

En la Figura 3.4 se presenta con detalle las condiciones de frontera utilizadas con mayor
frecuencia; asimismo, se muestran sus ecuaciones de frecuencia, modos normales vy
frecuencias naturales.

Universidad Tecnoldgica de la Mixteca - IMA 30



Capitulo Il

Condiciones

en los extremos Ecuacion
de la viga de frecuencia Modo (funcién normal) Valor de 3,/
Ambos extremos sen B,/ =0 W, (x) = C,[sen B,x] Bil=m
articulados Byl =2
’G_}l: = 3r
Byl = 4m
Ambos extremos  cos B,/ - cosh B,/ = 1 W,(x) = C,[sen B,x + senh x Byl = 4.730041
libres + @, (cos B,x + cosh B,x)] Bol = 7.853205
C—1 donde B3l = 10.995608
o — [scn B, — senh Bm’) ﬁ;:: = (‘]4-13?1?5
"~ |\ coshBI=cos B = 0 para el mo-
cosh B, = cos B do de cuerpo rigido)
Ambos extremos cos B, -cosh B, =1 W, (x) = Cy[senh B x ,x — sen B,x Bil = 4-?§0U4I
empotrados + @, (cosh B,x —cos B,x)] B,/ = 7.853205

donde B3l = 10.995608

o« = senh 8,/ — sen B,/ Byl = 14137165
" cos B,/ — cosh 3,1

T N
N

Un extremo cos ,an’ - cosh B”f =-1 H’;!(X) = CH[SC“ BMX — senh ﬁyr‘ -EllI = L&75104
empotrado — a, (cos B,x — cosh B,x)] Byl = 4.694091
y el otro libre donde Bl = 7.854757
Y/ m— o (senByl+senh g\ Pul = 10995541
" \cos Bl + cosh B[
Un extremo tan 3,/ — tanh B,/ = 0 W, (x) = C,[sen B,x — senh f,x Byl 3.926602
empotrado + @, (cosh B,x —cos B,x)] Bl = 7.068583
y el otro articulado donde B3l = 10.210176
7 w _ (sen Bl — senh B, Byl = 13.351768
’ " \cos B,l — cosh B,/
Un extremo tan 3,/ —tanh B,/ =0 W, (x) = C,[sen B,x + a, senh B, x| B = 3.926602
articulado donde Bal 7.068583
y el otro libre o [sen B, Bsl = ](].2]-(]17(,
*:J n senh B,] Byl = 13.351768

(Bl = 0 para el mo-
do de cuerpo rigido)

Figura 3.4. Condiciones de frontera mds habituales para la vibracidn transversal de una viga [41].

3.3 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Dentro de la historia del estudio de la fisica encontramos los principios de minimo, dentro
de los cuales se basan y desarrollan distintas investigaciones aplicadas al campo de la fisica,
como son 6ptica y cdlculo. La primera aplicacion referida a la mecanica aparece en el afio
de 1747, cuando Maupertuis afirmé que el movimiento dinamico tiene lugar siempre bajo
la minima accion.

Cuando Lagrange tomo este principio, fue quien le otorgd una base matematica sélida en el
afo de 1760. Finalmente, en sus publicaciones Hamilton expuso el principio dindmico sobre
el cual se puede fundamentar toda la mecanica, el cual se puede formular de la siguiente
manera:

“De todas las trayectorias posibles (compatibles con ligaduras) que puede seguir un sistema
dindmico para desplazarse de un punto a otro en un sistema determinado, la trayectoria
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verdaderamente seguida es aquella que hace la minima integral temporal de la diferencia
entre las energias cinética y potencial” [43].

De lo anterior se deduce que los principios de Lagrange y Hamilton se toman como los
pilares fundamentales donde se sustenta la mecanica clasica. Estos son de gran utilidad,
puesto que se obtienen las ecuaciones de movimiento utilizando solamente la energia
cinética, energia potencial y fuerzas no conservativas (trabajo virtual), haciendo mas facil el
analisis en el caso de no conocer las fuerzas asociadas al sistema. Lo cual es necesario si se
hiciera con las ecuaciones de Newton. Aunque no en todos los casos se facilitard mas utilizar
el principio de Hamilton y Lagrange.

En forma general, el principio de Hamilton constituye que la forma en que evoluciona un
sistema fisico se define mediante un principio variacional, el cual se basa en la lagrangiana,
la cual estard asociada siempre al sistema aplicado. Este a su vez contiene toda la
informacién referente a las variables y fuerzas que actian sobre el sistema; esto quiere decir
que se utilizan de forma general o implicita las ecuaciones de restriccidon propuestas en la
teoria, las cuales a su vez reducen de forma simultanea el nUmero de ecuaciones necesarias
para detallar la mecanica del sistema [44].

La expresién matematica de las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d 0 d

———T-U)——((T-U)=0, k=12,..., 3.17

50T~V =5- (=) n (317)
Donde: T es la energia cinética, U la energia potencial y g las coordenadas generalizadas.

La lagrangiana se define como:

L(Q1, qz .-, qn, qll q.Zl'"'qri) t) =T-U (318)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de un sistema dindmico son:
id—.ﬁ—d—[::O k=12,...,n (3.19)
dtoqr  qx

La ecuacion (3.19) corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas
conservativos [45].

Es importante mencionar que la funcidn lagrangiana no es Unica; esto significa que para un
sistema fisico pueden existir diferentes funciones lagrangianas, donde finalmente se
obtiene el mismo conjunto de ecuaciones de movimiento para el sistema dindmico.
Exactamente, las ecuaciones de movimiento son Unicas mientras que la lagrangiana no [46].
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3.3.1 Funcion de disipacion de Rayleigh

Considerando el caso cuando existen fuerzas no conservativas que, si generan trabajo, las
ecuaciones de Euler-Lagrange pueden tomarse como se sigue:

— =0 k=12,..,n (3:20)

Donde L es el lagrangiano contenido en el potencial debido a fuerzas conservativas, y Qy
representa a las fuerzas que no provienen de un potencial. Un caso de ejemplo es el de la
fuerza de friccion viscosa, que es proporcional a la velocidad:

F=—-uv (3.21)

En las cuales, estas fuerzas pueden derivar de una funcidn de disipacion de Rayleigh (funcién
de las velocidades generalizadas) de la forma [47]:

1
F :E‘u|v|2 (3.22)

De esta manera, las fuerzas de amortiguamiento viscoso pueden escribirse de forma
explicita en el contexto de las ecuaciones de Lagrange expresandolas de la forma:

0F
Qrvisc = BET k=12,..,n (3.23)
dk

Debido a que, suponiendo que las fuerzas generalizadas Qj, incluyen todas las fuerzas
conservativas, sin considerar a las fuerzas viscosas, las ecuaciones de Euler-Lagrange en su
forma generalizada, se pueden reescribir como [48]:

d T _oT U OF _
dtdqy, 0qx 0Jqx 0qy

Ok k=12, ..,n (3.24)

La cual aplicada a sistemas con amortiguamiento viscoso, en términos del lagrangiano es:

d oL oL oF _
dtdq, 0Jqx 04y

o k=12, ..,n (3.25)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se utilizan para sistemas no conservativos y es necesario
gue cumpla con la condicién que las fuerzas no conservativas sean proporcionales a la
velocidad de las particulas y opuestas al movimiento. Es decir, que estas son fuerzas
disipativas, puesto que el sistema pierde energia por su accion [45].
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3.4 Analisis dimensional

Desde el principio de la historia, el hombre ha observado los diferentes fendmenos
naturales. El conocimiento de estos llega por abstraccion; de esta manera, observar la altura
o diferentes lineas en diversos objetos genera en el ser humano el concepto de longitud.
Esta idea se puede aplicar también al color, peso o demas magnitudes fisicas.

A lo largo de la historia, el analisis dimensional se utiliza como un primer paso para la
resolucién de problemas o fendmenos fisicos. Esto se logra mediante las consideraciones
de las dimensiones de una magnitud fisica involucradas en un sistema fisico (mecdnico).
Estas provienen de tres dimensiones elementales, las cuales son: longitud L, masa M y
tiempo T, las cuales en el Sistema Internacional de Unidades tienen unidades de metro,
kilogramo y segundo respectivamente.

El fundamento del andlisis dimensional se encuentra con base en que, en la ecuacion con la
cual se trabaja, las dimensiones de ambos lados deben de corresponder, es decir, deben de
ser iguales. Es de suma importancia mencionar que no es posible incluir informacién con
respecto a constantes adimensionales que intervengan en el sistema en cuestién. Es por
esta razén que resulta adecuado considerar su presencia en las ecuaciones obtenidas en el
proceso del analisis dimensional [49].

En la Tabla 3.1 se presentan diferentes variables fisicas con sus respectivas dimensiones y
abreviaturas; estas son las que se utilizan principalmente en diferentes areas de la fisica.
Estas se muestran expresadas en términos de las tres dimensiones mencionadas
anteriormente: L, My T.

Es importante tomar en cuenta de la tabla mostrada a continuacidon que la fuerza (es igual
a masa * aceleracién), por su parte, el trabajo (es igual a fuerza * distancia), la rigidez a su
vez (es igual a fuerza / distancia) y, finalmente, el amortiguamiento (igual a fuerza /
velocidad).
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Variable fisica Dimension Abreviatura
longitud
velocidad g— LT~
tiempo
longitud
aceleracion g— LT =2
(tiempo)?
volumen (longitud)? L3
_ masa B
densidad (ongitud)? ML
masa * longitud
fuerza , MLT ™2
(tiempo)?
longitud)?
trabajo masa *, (ongitud) MIL2T~2
(tiempo)?
masa
amortiguamiento . MT™ 1
tiempo
i masa S
rigidez (tiempo)? MT

Tabla 3.1.- Andlisis dimensional de pardmetros empleados generalmente en fisica.
Como ejemplo, se toma como referencia la siguiente ecuacion:
T=F *xd (3.26)
Donde: T es el torque o momento, F es la fuerza y d la longitud de la palanca [50].

De manera general, se sabe que el torque o momento es fuerza por distancia. Al aplicar a la
ecuacidn el andlisis dimensional, se observara si la ecuacidn es congruente en cuanto a sus
unidades.

F = [M][L][T~?] d=[L] (3.27)
Por lo tanto:
Fxd= [M|[L][T~?] [L] = [M][L?][T"?] =T (3.28)

De esta manera se corrobora la congruencia de las unidades correspondientes al torque o
momento.
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3.5 Teorema de II Buckingham

Para utilizar el método del andlisis dimensional, el teorema de 1 (pi) Buckingham es esencial
para llevarlo a cabo. La primera persona en anunciarlo fue el cientifico Aimé Vaschy en el
afno de 1892 y publicado por primera vez en el afio de 1911 por Dimitri Riabouchinski, pero
en el ano de 1914 el fisico Edgar Buckingham incorporé trabajos con suma relevancia y fue
donde gand popularidad, ademas de que fue él quien dio la primera demostracién de este
para casos especiales. Es por estas razones que el teorema lleva su nombre [51]. El método
de repeticion de variables, cuyo proceso consiste en hallar, de un sistema fisico en concreto,
sus valores adimensionales m’s y de esta manera simplificar el proceso de solucién del
problema a resolver [52].

Este teorema es de suma importancia para el andlisis dimensional. Ademas, formaliza el
método de analisis dimensional de Rayleigh [53], mencionado con anterioridad. El cual
afirma que es posible describir un fendmeno fisico con una cantidad de parametros
adimensionales (I1y,I1,,...,I1,,_;-), que es menor o igual que la cantidad de pardmetros
adimensionales involucrados (41,93, ---,qn)-

Es importante mencionar que el Teorema de m Buckingham, puede utilizarse para
corroborar que las variables adimensionales utilizadas en el desarrollo de este trabajo son
congruentes.

3.6 Analisis modal

Para poder solucionar una ecuacion diferencial lineal con coeficientes variables,
habitualmente es necesario utilizar métodos numéricos o métodos de series infinitas. La
serie de potencias es el método mas general y efectivo de resolver estas ecuaciones. Cuando
se trabaja con una ecuacién diferencial parcial y homogénea en una funcién incégnita de
dos variables independientes y sus derivadas, también seran solucion las sumas de estas
soluciones. Asimismo, suponiendo condiciones de divergencia “fuertes”, esta se puede

expresar de la siguiente manera:
a= Z an (3.29)

n=1

Definicién Un conjunto de funciones, como {fy(x), fi(x), f2(x),..., fn(x),...} se dice, que
es ortogonal con respecto a la funcion de peso w(x) en el intervaloa < x < b, si [54]:

0, sin#m

#0,sin =m (3.30)

| (a0 i)l = {

Para la ecuacion (3.30), su representacion en series es de la forma:
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oo

> k@ (3:31)

n=0
En la ecuacidn (3.31): ¢, son coeficientes numéricos y {f,,(x)} es un conjunto ortogonal.

Teorema: Dado un conjunto de funciones:

{¢0(X), ¢1(X), ¢2(X),...,¢n(X),...}, (332)

Linealmente independientes y continuas en el intervalo a < x < b, y dada una funcion de
peso w (x) positiva y continua en el mismo intervalo, tendremos un conjunto de funciones:

o), (), f2(0), ., fn (), ) (3.33)

Con las préximas propiedades [54] :
1.- Cada f,,(x) es una combinacion lineal de las ¢.
2.- Las f,(x) son linealmente independientes del intervaloa < x < b.

3.-{ f,(x)} es un conjunto ortogonal con respecto a la funcién de peso w (x) en el intervalo
a <x <b.

Para los sistemas continuos, se conocen diferentes métodos para hallar la respuesta forzada
del sistema, tales como el método de coeficientes indeterminados, la transformada de
Laplace y el analisis modal. Donde este ultimo es el mas efectivo y mayormente utilizado
[40].

Considerando una fuerza externa y (x, t) como el término no homogéneo adimensional en
una ecuacioén diferencial parcial. Cabe recalcar que estos términos no homogéneos también
pueden generarse en la superficie del contorno. Mediante el método del analisis modal, es
posible calcular el desplazamiento transversal de la viga, para lo cual es factible expandir en
forma de serie de potencias como [55]:

Y = D fu @) (3.34)
Donde:
F(® = (V00 0,80 () (3.35)

¢, (x) es la i-ésima funcion modal y es factible determinarla mediante el problema de
valores particulares con cierta condicién de frontera.

Para el caso de una viga empotrada, las ecuaciones que satisfacen dichas condiciones son
las siguientes [55]:
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L d*f
[ fieniedx =8, v L2 = i (336)

Donde: B;es el eigenvalor de la ecuacion caracteristica de la viga, L es la longitud y §;;es la
delta de Kronecker, que se encuentra definida por [45]:
1, i=j,

El método de analisis modal permite determinar la respuesta de vibracion forzada; de la
misma forma, es posible también obtener las caracteristicas dindmicas estas, a su vez
incluyen las frecuencias naturales, factores de amortiguamiento y formas modales. Este
método esta basado en utilizar las coordenadas principales para desacoplar las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el movimiento, tanto para sistemas amortiguados como
proporcionalmente amortiguados. Con base en lo anterior, este método es el mas util para
solucionar un sistema de multiples grados de libertad lineal.

3.7 Teorema de Vieta

El dlgebra es una rama esencial de las matematicas. Desde su concepcidn, esta se utilizé
para resolver ecuaciones lineales o cuadrdticas; con su evolucién, estas fueron
incrementando su orden y, de la misma manera, nuevos métodos para poder solucionarlas.
La resolucién de estas implica obtener todas las raices (reales o complejas), de forma precisa
o mediante aproximaciones [56].

Cuando se trabaja con un polinomio, se conocen diferentes métodos para darles solucidn,
desde utilizar aproximaciones, realizar factorizaciones para de esta manera obtener las
raices del polinomio; sin embargo, no siempre es posible obtener de forma simple mediante
estos métodos, las raices del polinomio. Es entonces cuando se buscan métodos que
permitan la obtencién de informacién acerca de las raices del polinomio mediante la
observacion de los coeficientes del polinomio, como es el caso de las ecuaciones de Vieta
[57].

Para aplicar las ecuaciones de Vieta, se considera un polinomio moénico(a, = 1) de la
forma:

Apx™ + ap 1 x" L taxt +agx® =0 (3.38)

La ecuacidn (3.38) contiene n raices x4, X5, ..., X,. Estas raices pueden hallarse con base en
los términos ay, a4, a,, ..., a,_; independientes del polinomio.

Generalizando las soluciones de la ecuaciéon (3.38) y vinculdndolas con los términos
independientes, se tiene [57, 58]:
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Ap_1 = =+ ... 4+x,) (3.39)
Ay = (x4 . Fxxy + X503+ . X1 Xxy) (3.40)
an_j = (—1)] Z Xi1Xi2 - ..xl-j (341)

aO = (_1)nxle - xn (34‘2)
Para el caso de una ecuacion cuartica, es decirn = 4.
x*+azxd+ax?+a;x+a;=0 (3.43)

Los coeficientes de la ecuacidén (3.43) se pueden expresar en términos de las sumas vy
productos de sus raices x;, X5, X3, X4 las cuales se expresan como sigue:

az; = —(x; + x5, + x5+ x4) (3.44)

a, = (X125 + X1X3 + X1X, + XpX3 + X3X, + X3X,) (3.45)
a; = —(X1X2%3 + X1X2X4 + X1X3X4 + X3X3X4) (3.46)
Ay = X1XX3Xy (3.47)

En el caso especifico de los absorbedores de vibracién dinamicos basados en inersor
(IDVA’s), Barredo et al. [59] propusieron una metodologia nueva basandose en las férmulas
de Vieta para la obtencidén de los parametros dptimos de los absorbedores de vibraciéon
basados en inersor.
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3.8 Optimizacion

Las técnicas de optimizacion estan orientadas a resolver un problema y a su vez que estas
soluciones sean 6ptimas; esto lo desarrolla determinando un conjunto de valores que,
ademas de satisfacer todas sus restricciones, maximizan o minimizan, segun sea el caso a
resolver, el valor de la funcién objetivo [60]. Estas se clasifican en: lineales y no lineales.

De manera general, un problema de optimizacién se compone generalmente de los
siguientes elementos:

» Un conjunto de restricciones

» Un conjunto de soluciones factibles, donde este incluye todas las combinaciones
posibles de variables independientes que satisfacen al conjunto de restricciones.

» Una funcion objetivo, la cual asocia las soluciones factibles con el desempefio-
rendimiento del sistema.

Teorema A: Teorema de existencia de maximos y minimos

Sea f continua en unintervalo cerrado [a, b] entonces f alcanza un valor maximoy un valor
minimo en ese intervalo [61].

En la Figura 3.5 se muestra el concepto de maximos y minimos de una funcién. Por medio
de derivadas se conseguira informacion sobre los maximos y minimos globales y locales.

Es necesario conocer las primeras y segundas derivadas de la funcion objetivo para
solucionar problemas de optimizacién, puesto que de estas se obtendrd informacién
sumamente importante.

Puntos fronterizos

Figura 3.5. Mdximo y minimo de una funcion arbitraria [61].

La primera derivada de la funcion f'(x) indica si esta ha alcanzado la trayectoria 6ptima,
ademads, otorga la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto x. De esta
manera, si f'(x) > 0 la recta tangente asciende hacia la derecha, lo que sugiere que f es
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creciente. De forma reciproca, si f'(x) < 0, la recta tangente desciende hacia la izquierda,
sugiere que f es decreciente [62].

La segunda derivada permite determinar los intervalos de concavidad y los valores maximos
y minimos. Suponga que f"’ es continua cercade c. Si f'(c) =0y f"(c) > 0, entonces f
tiene un minimo local enc. Si f'(c) = 0y f"(c) < 0, entonces f tiene un maximo local en
c [62].

3.9 Técnica de los puntos fijos

Uno de los métodos de optimizacidén para los DVA’s, usualmente descritos en la literatura,
es el propuesto por Den Hartog [63] y esta basado en la disminucidn de la respuesta de la
amplitud maxima de un sistema primario.

Esta se encuentra fundamentada en dos condiciones de operaciones de los absorbedores
dinamicos de vibracion, cuando el:

l.  Amortiguamiento es cero ({ — 0)
[I.  Amortiguamiento tiende a infinito ({ — )

Como se ilustra en la Figura 3.6, estas dos condiciones dirigen a los puntos fijos o puntos
invariantes relacionados con el factor de amortiguamiento del sistema, los cuales se
determinan mediante la respuesta en estado estable.

Figura 3.6. Grdfica de un DVA cldsico donde aparecen los puntos fijos P y Q correspondientes al
comportamiento de los estados del sistema para cuando el amortiguamiento es cero e infinito [10].

Dentro del intervalo formado por estos puntos, obligatoriamente existirda un valor de
amortiguamiento, en el cual la cresta producida sea minima. En el caso de hallar esta
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posicion, el problema estaria resuelto practicamente, puesto que la curva mas favorable es
la que pasa con su tangente horizontal a través de los puntos fijos P y Q [64].

A este amortiguamiento tal que el producto de la fuerza de amortiguamiento por el
desplazamiento resulta maximo, entonces su amplitud de resonancia serd pequefia; a esto
se le conoce como amortiguamiento éptimo.

Nota: Todas las curvas pasan a través de los puntos fijos P y Q independientemente del
amortiguamiento del sistema [63].

En la Figura 3.7, se ejemplifica el comportamiento del DVA cuando la relacidon de
amortiguamiento toma valores arbitrarios, incluyendo ambas consideraciones
fundamentales de operacién del DVA.

Figura 3.7. Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al DVA cldsico considerando
diferentes valores del factor de amortiguamiento. Obsérvese que todas las lineas pasan a través de
los puntos fijos Py Q.

De otro modo, la técnica de los puntos fijos estd basada en considerar dos estados de
operacion del sistema (amortiguamiento cero e infinito), donde las amplitudes (FRF de la
estructura principal) son iguales. Considerando estas restricciones y haciendo uso de
procedimientos matematicos, se consiguen los parametros éptimos del sistema.

Puesto que todas las lineas se localizan entre los puntos P y Q de la Figura 3.7, poseen
diferentes amplitudes que implican cambios bruscos cuando el sistema entra en resonancia.
El objetivo del criterio de H,, y la técnica calibracién de frecuencias de los puntos fijos
extendida es encontrar la respuesta 6ptima entre estos puntos para aumentar el rango de
operacion del DVA.
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Nota: E/ mejor balance dindmico del sistema primario se obtendrd cuando su curva FRF
Optima sea mds plana en todo el rango de frecuencias de excitacion [10].

3.10 Técnica de los puntos fijos extendida

Barredo et al. [59] formulan una generalizacion de la teoria de Den Hartog; esta se puede
utilizar en el desarrollo de expresiones algebraicas cerradas, para el disefio dptimo de
absorbedores dindamicos basados en inersor (IDVA).

La técnica de calibracion de frecuencias de los puntos fijos extendida estd fundamentada en
cambiar los puntos invariantes del sistema, consiguiendo variables 6ptimas que se
encuentran vinculadas con la respuesta del sistema R(s) y su norma euclideana || H .
Representada matematicamente como:

R(s) =l H Il (3.48)
Por medio de los siguientes pasos se explica la técnica de los puntos fijos extendida:

I.  Obtener el modelo matematico del sistema; en este trabajo, la ecuacién de

movimiento resultante se encontrara en el dominio de s Laplace.

II.  Obtener la funciéon de transferencia H(s) del sistema, conocida generalmente como
la respuesta R(s) del sistema.

lll.  Reemplazar la expresion s = jw
En la cual j es la unidad imaginaria. La expresion es valida debido a que el sistema
dinamico es causal y oscilante establemente si y solo si, todos los polos de funcién
de transferencia H(s) estan en el semiplano izquierdo. De esta manera, la region de
convergencia para H(s) incluye el eje jw [65].

IV.  Reescribir la funcidn de transferencia H(s) de la siguiente forma:

A+ jB
H(s) = (3.49)
(s) C+jD
V.  Sustituir los parametros adimensionales asociados al teorema de Pi Buckingham.
VI.  Obtener el médulo de H(s) mediante la multiplicacidn del conjugado complejo.
2 2
HOI = g (350)
C%+ D2
VII.  Utilizar las dos condiciones esenciales de la técnica de los puntos fijos.
A? 3.51
|H(5)|§’—>0 = C? (351)
? (3.52)
|H(s)|?—>oo = ﬁ '
VIIl.  lgualar las ecuaciones (3.51) y (3.52).
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IX.  Efectuar un cambio de variable 2 = Q? para reducir de grado la ecuacién obtenida.

X.  Convertir la ecuacién del paso IX a un polinomio moénico.

Xl.  Encontrar soluciones dptimas por medio del teorema de Vieta. Mediante este
teorema, se igualan las sumas y productos de las raices entre las dos ecuaciones
obtenidas al utilizar las dos condiciones esenciales de la técnica de los puntos fijos.

XIl.  Obtener los pardmetros dptimos [10].

Xlll.  Reemplazar los pardmetros éptimos. Al realizarlo, se obtiene una aproximacién de
la norma H, [66] y es la amplitud de la vibracién en los puntos invariantes, lo cual a
suvezes| H |.

XIV.  Obtener la solucién optima para el factor de amortiguamiento {,,,; mediante Ia
teoria de Krenk [66].

Esta Ultima teoria es utilizada para aplanar la curva de respuesta de frecuencia de la
estructura primaria y definir el coeficiente de amortiguamiento 6ptimo ¢,,;. Emplear la
técnica propone que se originan tres frecuencias resonantes no amortiguadas, conocidas
también como frecuencias invariantes Q,, Q; y (), , para obtener el factor de
amortiguamiento optimo {,,, del sistema.

De esta manera, para calcular Q; y Q, se iguala a cero el denominador de la ecuacién (3.52),
cuando el amortiguamiento tiende a infinito. Entonces, se sustituyen los parametros
Optimos Uopt, Noptr Qopt Y S€ resuelve la ecuacion resultante en términos de (). Las raices
obtenidas seran las frecuencias resonantes no amortiguadas (1, y ().

Para calcular la frecuencia resonante no amortiguada faltante (,, es necesario igualar a
cero el denominador de la ecuacién (3.51), cuando el amortiguamiento tiende a cero.
Sucesivamente, se sustituyen los parametros Optimos foyt, Nopes opt Y S€ resuelve la
ecuacion en términos de ().
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IV. Modelo matematico

En este apartado se describe el comportamiento dinamico del sistema, implementando los
aspectos tedricos descritos en el capitulo 1ll, como lo son las ecuaciones de Euler-Lagrange
y la teoria de la vibracién lateral de vigas, para que de esta manera se obtengan las
ecuaciones necesarias para aplicar la técnica de los puntos fijos extendida. Mientras que
para obtener la solucidn de la vibracidn forzada de la viga se empleara el andlisis modal. De
esta manera se encuentran las respuestas en funcién de la frecuencia de la viga y las
amplitudes en frecuencia asociadas al desplazamiento del DVA.

4.1 Respuesta en frecuencia

Para el desarrollo del modelo matematico, se consideré el sistema de la Figura 1.2; esta es
una configuracién de una viga doblemente empotrada (viga Euler-Bernoulli) de longitud L
sujeta a una carga distribuida f(x)g(t), donde f(x) es una funcidn espacial y g(t) una
funcién temporal deterministica. Para determinar el comportamiento dindmico del inersor
y el resorte de rigidez negativa, se plantea una fuerza de excitacion externa tipo arménica.
La viga se encuentra conectada en serie a un arreglo en paralelo con un resorte de magnitud
k, y un amortiguador de magnitud c;. De forma similar, se propone la configuracién de un
sistema de control pasivo de vibraciones basado en inersor y rigidez negativa (NS-NIDVA-
C3), localizado en el punto x = a que se encuentra conectado en serie al arreglo del
amortiguador y resorte por una terminal, mientras que por la otra se encuentra conectado
al suelo (tierra mecanica). El DVA esta compuesto por una configuracion de red mecanica
C3; esa, a su vez, contiene una masa de valor m, un resorte de rigidez negativa kyg, un
amortiguador de fluido viscoso c,, un resorte de rigidez positiva k, y, por ultimo, un inersor
con inertancia b.

En el apéndice A, se muestra el andlisis y proceso matematico de la estructura.

Para describir el comportamiento dindmico del sistema, se requiere utilizar las ecuaciones
de Euler-Lagrange en su forma generalizada y la teoria de vibracién lateral de vigas; por lo
tanto, esta se puede describir como:

o'yt 0%yot)
R (+1)

w0 0) + {e1[Y1(®) = y(a, O] + ki [y (8) — y(a, )36 (x — a)
Donde:

A area de la seccion transversal
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I es el momento de inercia

p es la densidad de masa

E es el moédulo de elasticidad

6 (x — a) es la funcién Delta de Dirac

Para obtener la solucién de la vibracion forzada de la viga, se aplica el principio de
superposicién de modos, conocido también como andlisis modal. Para esto, la deflexion de
la viga y sus condiciones de frontera se expresan como se sigue:

d*¢; (x)

dx*

Y0 =) Hi@a® ¥ = i) (42)
i=1

Donde: f3; es el valor caracteristico (eigenvalor) de la ecuacién caracteristica de la viga y ¢;

es el i-ésimo modo de vibracién de la viga.

Al sustituir la ecuacion (4.2) en (4.1) y multiplicando posteriormente por la funcién modal
¢, (x) y aplicando las propiedades de la funcién delta de Dirac, se consigue:

, 4p. , =
Z EIq,(£)B:(x) + Z pAdi(x) = .. )

fGOG(D + {5 (D) = 9@ D) + k(326 — y(@ ©)}6x — @)

Para determinar la respuesta en frecuencia del sistema, se considerd el caso donde el
sistema se encuentra sujeto a una excitacién armdnica. Asi, con lo anterior, se supone que
g(t) = e't, por lo tanto, como el sistema es lineal, entonces, y(t) = Y(w)e't es la
respuesta en funcién de la frecuencia de la viga, de manera similar, y;(t) = Y; (w)e!®ty
y,(t) = Y,(w)e'®t son las amplitudes en frecuencia asociadas a los desplazamientos de la
masa y el inersor del DVA respectivamente, mientras que j se denota como numero
imaginario. Con lo anterior, la respuesta en funcién de la frecuencia del desplazamiento
transversal de la viga se puede expresar como:

G,(a,w) - G;(x,w)

J’(x, (1)) = Gl(x! (1)) -
% + G, (x, w) (44)
Donde:
a; = J f)$;(x)dx (4.5)
0
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P (x)p;(a)
G,(x, = 4.6
C a;¢p;(x)
G,(x, = 4.7
2 (x, ) ) LEIB - pA?) (4.7)
_ ki(Ibw*c;my + bw*kymy — I((b + my)ky + bkys)c,w? ...
Ibw4C2m1 + ba)3k2m1 - ICZ((b + ml)kz + b(kl + st))(IJZ aen (4_8)

oo — bwkykys + Ic, ko kys) kY (a, w)
N kzb(kl + st)(U + IkZCZ(kl + st)

Al evaluar la posicién del NS-NIDVA-C3 en el punto x = a, se obtiene la expresién en
términos de Y (a, w). Por lo que H(w) se puede escribir como:
H(w) = mw?] (4.9)

Donde ] esta dada por:

1 1 ky(Ibw*cymy + bw’kymy — I((b +myk, ...

T mw? Ibw*c,my + bwdk,my — Ic, (b +myk, ...

o+ bkyg)Cyw? — bwkykys + Icykykys)
vt b(ky + kys))w? — kyb(ky + kys)w + Tkycp (ky + kys)

(4.10)

La ecuacion (4.10) es la funcidon dimensional de respuesta en frecuencia del DVA. Para
encontrar esta ecuacién, pero en forma adimensional, es necesario introducir variables
adimensionales que se encuentran relacionadas con las propiedades fisicas de la estructura
tipo viga con el sistema absorbedor de vibraciones; estas son las siguientes:

ki, =mwi: k,=bwt: c,=2mw, (4.11)
— kns _b @ Y —_® L, 9
a=- =— =72, n= e Q=T vi=5 (412
Donde:

w1 Frecuencia natural asociada a la viga.
w4 Frecuencia natural asociada a la masa.
W Frecuencia natural asociada al inersor.

w; Frecuencia natural asociada del i-ésimo modo de vibracion.

yi Relacién de frecuencias naturales.
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{ Factor de amortiguamiento asociado al DVA.

U Relacion de masas entre la masa y el inersor.

q Relacién de frecuencias naturales no amortiguadas para el DVA.

1 Relacidén de frecuencias naturales no amortiguadas entre la inertancia y el DVA.

Q Relacién de frecuencias forzadas.

a Relacién de rigidez entre el resorte asociado a la viga y el resorte de rigidez negativa.

De lo anterior, la respuesta dindmica de la ecuacion (4.10) en el dominio de la frecuencia de
forma adimensional es:

_ ki(Ibw*c;my + bw’kymy — I((b + myk, ...
— myw?(Ibw*c,my + bwdkymy — Icy((b + myk, ...
o+ bkyg) a0 — bwkykys + Icykokys)
vt b(ky + kyg))w? — kyb(ky + kys)w + Tkycokq + kys)

(4.13)

De modo que al sustituir la frecuencia de excitacién del sistema H(w) se reescribe como:
H(w) = mw?], (4.14)
Donde J; se define como JQ2.

Considerando asi lo anterior y sus correspondientes sustituciones, la funcién de respuesta
en frecuencia del desplazamiento transversal de la viga cuando es sometida a una fuerza
armonica es:

S(x,Q) = pAll,wlz z b, (%) ..
) o Badi(@) (a) ]] (4.15)

a; bi (a) [ Lyt

2 _ QZ
141 V1 2?01 ﬂqul (a) +]_1

Mientras que la funcién de respuesta en frecuencia de la aceleracion transversal de la viga
cuando se tiene excitacién de tipo armdnica se puede expresar como:

S, (x, Q) = —w?QS(x, Q) (4.16)
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La ecuacion (4.16), a su vez, representa también la respuesta en frecuencia del
desplazamiento de la viga cuando se considera una excitacion de tipo inercial. Considerando
el primer modo de vibracion, la ecuacion (4.15) puede expresarse como:

¢1a9
Bl197 — Q02 + yP)pALw?

S(a,Q) = (4.17)
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V. Resultados

En esta seccion se detalla el proceso mediante el cual se obtuvieron las expresiones éptimas
para cada variable adimensional del NS-NIDVA-C3, asi como también los resultados
numéricos de la optimizacidén realizada al sistema con excitacién armodnica.

5.1 Técnica de los puntos fijos extendida

Teniendo como base la metodologia de los puntos fijos extendida propuesta por Barredo et
al. [40], se llevé a cabo la optimizacion del NS-NIDVA-C3 propuesto que se encuentra
sometido a una fuerza armdnica como fuente de excitacidn, considerando la respuesta de
estado estable del sistema.

Para llevar a cabo la técnica de calibracidn de frecuencias de los puntos fijos extendida, se
da comienzo con la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) en estado estable de la
estructura tipo viga con el NS-NIDVA-C3. Como resultado de considerar el modo
fundamental de vibracién (y; = 1) y al evaluar en el punto x = a, se consigue:

1
phioi(a) — Q% +1

Con la finalidad de obtener la magnitud de la ecuacidn (5.1), se reescribe como el cociente
entre dos niumeros complejos, es decir,

S(a,w) =

(5.1)

H(s) = (5.2)

Los coeficientes 4, B, C y D se describen en el apéndice B.

Para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la ecuacidn (5.2) por
el conjugado del complejo del numerador y denominador correspondiente. Obteniendo:
A? + B?
H($)I? = s (53)
C*+D
Como se menciond, la técnica se basa en dos principales condiciones de operacidn. Al aplicar
la primera condicion de la técnica de los puntos fijos (seccién 3.11) a la ecuacién (5.3), se
obtiene:
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((a+1)q? - QZ)Z
(aBqtp? + ((—Bp? —a— 12 +a+1)g2+Q* — 92)2

IHI; o = (5.4)

De manera similar, aplicando la segunda condicién de la técnica de los puntos fijos (seccidn
3.11) a la ecuacion (5.3), se obtiene:

M*(@+ Dg* — (e + D+ a..
(apr*a’¢; + (((—“ — 1+ (—u—Dpe?)n* - aBdﬁ) 02 + n?(a + 1)) q* ...
~+1)Q%q% + O*)?

|H|Z o0 =

(5.5)

2
(((“ + 0+ Bl at 1) 0+ (—p— D —a— 1) 0%q? — 6 + 0%

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccidn 3.11, se obtiene el polinomio ménico de
cuarto grado independiente del factor de amortiguamiento. Se prosigue con la metodologia
de los puntos fijos extendida hasta obtener los parametros éptimos, los cuales se muestran
a continuacion:

2B 97

_ 5.6

Hopt —Boi+aZ+2a+1 (56)

—Bpi +a?+1

Nopt = o) (5.7)
a+1

_ 5.8

Topt —afpi+a?+2a+1 (>8)

—aB¢p? +a*+2a+1
R(s) = POt e’ +2a (5.9)

(a + 1)¢1\/E

La ecuacion (5.9) representa la amplitud de vibracion del sistema en los puntos invariantes,
que también es la amplitud minima de vibracién de la estructura tipo viga con el dispositivo
NIDVA-C3.

El conjunto de soluciones 6ptimas [y, Nopt Y Gope 8ENEraN los parametros necesarios para
producir la misma amplitud de vibracién en las frecuencias invariantes de la viga. Estas
soluciones 6ptimas se encuentran en términos de 8, ¢, y a . En el caso de la relacién de
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masas 3, es necesario utilizar un valor adecuado, puesto que si este es demasiado pequefio
no soportara demasiados cambios en la frecuencia de excitacién antes de que falle,
mientras que valores mayores tienden indicar un disefio deficiente. De forma general, el
valor éptimo de [ se encuentra en el intervalo 1% < u < 25% [67]. Para el caso de ¢
se consideran condiciones para una viga empotrada. Finalmente, para a, se toma un valor
adecuado para la Figura 5.2.

Esto se realiza con la finalidad de obtener soluciones numéricas para los parametros
6ptimos del sistema y de esta manera visualizar los resultados obtenidos. Los valores
numeéricos propuestos se muestran en la Tabla 5.1.

Variable Valor
B 0.1
¢4 V2
a -0.5

Tabla 5.1.- Variables establecidas para las variables independientes.

Por medio de una herramienta computacional se sustituye el conjunto de valores de la tabla
5.1 en las ecuaciones de los parametros Optimos Uyye, Nopts Y Gope (€CUaACiONES (5.6)-(5.9)).
Los resultados se muestran en la Tabla 5.2, considerando seis cifras significativas.

Parametro Valor
Hopt = 8.00000
Nopt = 0.31622
Qopt = 1.19522

Tabla 5.2.- Valores numéricos obtenidos para los pardmetros optimos .

Posteriormente, para obtener la FRF del sistema, se sustituyen los valores numéricos de las
tablas 5.1y 5.2 en la ecuacion (5.4), considerando un amortiguamiento igual a cero, es decir
¢, — 0, entonces:

toptToptopt (0.7142857150 — 02)?

= 5.10
220 (0.5102040819 — 2.000000001 Q2 + Q*)2 ( )
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De manera similar, al sustituir los valores numéricos de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuacion
(5.5), entonces, se obtiene la FRF del sistema considerando un amortiguamiento infinito, es
decir ¢, — oo,

HoptMoptaoy: | (0.1020408166 — 2.000000002 Q2 ...
Game ~ .[(0.07288629755 — 0.2653061230 Q2 ...

(5.11)

. +Q0%)?
..+1.428571430(1.6 02 — 1.4)Q? — Q6 + O%)?

Asimismo, se propone un amortiguamiento {, = 0.2 para observar el comportamiento de
la relacién de amortiguamiento cuando se considera un valor arbitrario. Al sustituir los
valores numéricos de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuacion (5.3), se obtiene:

lorToptaope _ | _(0.9142857151(0.7142857150 ..
$2=02 ~ /(09142857151 02(0.5102040819 ...

..—02)2 +0.16(0.1020408166 ...
(5.12)

..—2.000000001 Q2 + Q*)2 + 0.16(0.07288629755 — 0.2653061230 Q?

...—2.000000002 Q2 + 0*%)?
.+ 1.428571430(1.6 Q2 — 1.4) Q2 — Q6 + O0*%)2

La representacion grafica de las ecuaciones (5.10)-(5.12) se muestra en la Figura 5.1, donde
la linea de color rojo representa la condicién {, = o, la linea de color amarillo representa
la condicion {, = 0y la linea azul representa un amortiguamiento arbitrario de {, = 0.2.
Para determinar las coordenadas rectangulares de los puntos fijos P;, P,, P; y P,, se sabe
que h = ||H||?. Por lo tanto, al igualar las ecuaciones (5.10) y (5.11) se resuelve para (Q,
obteniendo:

P, = (0.2,1.566), P, = (0.663,1.566), P; = (1.149,1.566) y P, = (1.483,1.566)
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Figura 5.1 Respuesta en frecuencia de la viga acoplada al NS-NIDVA-C3 contra la relacion de
frecuencia Q utilizando los pardmetros dptimos y un factor de amortiguamiento arbitrario.

Como se menciond anteriormente, el conjunto de soluciones optimas Uops, Nopes Y Qopt
genera todas las curvas que pasan por los puntos fijos o invariantes que son independientes
de la relacion de amortiguamiento, tal y como se observa en la Figura 5.1.

Sin embargo, estos parametros no son suficientes para aplanar la curva de respuesta en
frecuencia del NS-NIDVA-C3 en todas las frecuencias de excitacion; por esta razon es
necesario encontrar la relacién de amortiguamiento éptimo, es decir Zzopt'

Para esto, se determina primero el valor dptimo para a,,,, se resuelve entonces la ecuacion
de restriccion (ecuacion (5) del conjunto de ecuaciones del teorema de Vieta). Se evalla
entonces H(Q = 0) en la ecuacion (5.2), se tiene:

H(Q = 0)2 = n*(a +1)*q"

(aBn®q®ef + n*(a + 1)q*)?
La ecuacion (5.9) muestra la amplitud maxima de la respuesta en frecuencia de la viga, es
decir R(S),p¢, por lo tanto, la ecuacion de restriccion se expresa como:

(5.13)

n*(a + 1)2q® B —afpi+a’+2a+1
(aBn?q®¢i +n*(a + 1)q*)? (@+ DB

(5.14)

A continuacidn, se sustituyen los parametros éptimos de las variables 1 y gq; después, se
resuelve para a consiguiendo las siguientes soluciones:
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-1+ (,1)1\/?, -1- ¢1\/F,

1 1 1 1 (5.15)
---§ﬁ¢f -1 +5 /ﬁzfi"f —4,3¢12»§ﬁ¢f -1 —5 ’,[?Zgbf — 4B p7

Por lo tanto, el valor optimo para a,,; es el que proporciona solamente valores positivos
de los demads parametros éptimos, entonces:

a>—1+¢/B (5.16)

La ecuacion (5.16) implica que el valor de @,,; es proporcional al valor de \/ﬁ de esta
manera se puede graficar para observar los puntos en los que se puede utilizar (Figura 5.2).
En la Figura 5.2 se muestra que los valores optimos para a,,; son las que se encuentran en
el drea encerrada por la curva.

06 T T

0.4

02— =

06 07 08 09 1

Figura 5.2. Grdfica de la funcidén a contra f3.

Al aplicar la teoria de Krenk para obtener el amortiguamiento 6ptimo de la viga doblemente
empotrada sujeta al NS-NIDVA-C3, se producen tres frecuencias invariantes con las
siguientes condiciones: (14, ), cuando { = ooy (), cuando { = 0.

Para ; y ), cuando { — 00, es necesario resolver la ecuacion resultante de igualar el
denominador a cero de la ecuacion (5.4).

(aBq*p? + ((—Bp2 —a— D2 +a+1)g2 +0* —02)" =0 (5.17)

Se sustituyen los pardmetros 6ptimos Lope, Nopes Y Qopt €N la ecuacion (5.17) y se resuelve
para (), se obtienen cuatro soluciones para las frecuencias invariantes para esta condicion,
¢ = oo, las cuales se encuentran en la ecuacion (5.18).
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Q5 (5.18)
Donde (), , se describe en el Apéndice B.

Asi, (; esigual a la primera raiz positiva:

1 BpE 420 +da+ 2+ pIB(BPE + 4(a + 1)?) £ 19
Ql_E‘/E —afpi +a’+2a+1 (>:19)

Por lo tanto, Q,es igual a la segunda raiz positiva:

. - 1 |22B¢f —4a® —8a+ 2+ JIpBL +4(at D) —4 (5.20)
272 afpi —a? —2a—1

Mientras, la frecuencia invariante (), cuando { — o, se puede obtener igualando a cero el
denominador de la ecuacion (5.5) y sustituyendo los parametros 6ptimos Loy, Nopts Y Qopt-
Esto deriva en:

(@prPa°} +(((-a = 1+ (—u— DFSDIN - ad?) 02 + n?(@+ D) g* .

(5.21)
...+(((u+1)7]2+ﬁ¢%+a+1)ﬂz+(—y—1)r]2 —a—l)Qz Z_05+0MH =0

En consecuencia, (), es el valor que se encuentra entre las frecuencias £, y {),, por lo tanto,
se toma como:

0, =1 (5.22)

Se asigna este valor a (), puesto que se nota al realizar los calculos de Q; y Q,, que las
ecuaciones resultantes son extensas y complejas de manipular. Ademas, al sustituir los
valores frontera, se aproxima a la unidad, por lo tanto, se le asigna el valor de 1.

Para obtener de forma numérica la relacion de amortiguamiento dptimo, que esta a su vez
aplana la curva de respuesta en frecuencia de la estructura principal, deben de sustituirse
las soluciones de Uopt, Nopts Gope» R(S) (ecuaciones 5.6-5.9), también Q;,Q,y Q,
(ecuaciones 5.19, 5.20 y 5.22), en la ecuacion (5.3). Esto generard tres valores de
amortiguamiento en cada frecuencia resonante no amortiguada, los cuales se muestran en
la Tabla 5.3 a seis cifras significativas.
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Amortiguamiento Valor
{2, = 0.515668
(25 = 0.322088
{2 = 0.383885

Tabla 5.3. Valores numéricos de la relacion de amortiguamiento para cada frecuencia
resonante no amortiguada.

Los coeficientes de {3 ,, {3, ¥ (5. se describen en el Apéndice B.

La relacién de amortiguamiento dptimo se obtiene calculando el valor medio cuadratico
(RMS) de los valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia invariante.
Sustituyendo los valores de la tabla 5.3, se tiene:

1
C2ope = 5\/362A2 +303,% +3;.° = 0415139 (5.23)

De manera que al sustituir los valores de las tablas 5.1-5.2 y el factor de amortiguamiento
Optimo (zupt (ecuacidn 5.23) en la ecuacién (5.3) se obtiene:

H

(Zopt

HoptMoptaope | 0-9142857151(0.7142857150 ...
~ [0.9142857151 02(0.5102040819 ...

..—02)2 + 0.6893647912(0.1020408166 ...
(5.24)

..—2.000000001 Q2 + O0*)2 + 0.6893647912(0.07288629755 ...

..—2.000000002 Q2 + O*)2
..—0.2653061230 Q2 + 1.428571430(1.6 Q2 — 1.4)Q% — Q6 + O*)?

Las graficas de las ecuaciones (5.10), (5.11), (5.12) y (5.24) se muestran en la Figura (5.3). En
la figura 5.3 se observa la respuesta en frecuencia de la estructura tipo viga sujeta en los
extremos con un absorbedor de vibracién NS-NIDVA-C3 con los valores dptimos de los
pardmetros adimensionales (Tabla 5.4), sujeta a una fuerza de excitacién armodnica. En la
grafica se muestran 4 curvas: la azul, denotada con la relacién de amortiguamiento {, =
0.2. La curva purpura corresponde a la relacién de amortiguamiento éptimo. Es importante
mencionar que con la implementacion del amortiguamiento 6ptimo se observa una
disminucion de la amplitud de vibracién.
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(6)]

H

S(a, 53, q,¢1,52, ¢1)
N w

-t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1:2 1.4 1.6 1.8 2
Q

Figura 5.3. Curvas de respuesta en frecuencia para estructura tipo viga sujeta al NS-NIDVA-C3 con
los pardmetros 6ptimospopt, Nopt» Gopt incluyendo también la relacién de amortiguamiento
arbitrario y de amortiguamiento optimo.

Parametros optimos para el NS-NIDVA-C3

Hopt Nopt opt Aopt Copt

8.0 0.31622 1.19522 -0.5 0.415139

Tabla 5.4. Valores dptimos para el NS-NIDVA-C3

Para calcular el porcentaje de la supresidn de vibraciones, se calcula el indice de ancho de
banda de supresion de vibraciones %SA. De este modo, se debe tener en cuenta la funcién
de respuesta en frecuencia del sistema tipo viga con absorbedor basado en inersor y rigidez
negativa (NS-NIDVA-C3) y la FRF del sistema tipo viga con absorbedor dindmico de vibracion
clasico (DVA) reportado por Lopez-Garcia [10]. Para comparar ambos sistemas, se toma
como referencia la FRF cuando no existe absorbedor dinamico de vibracidn en la estructura
tipo viga (estructura sin control). En la Figura 5.4 se muestran las curvas del analisis
mencionado anteriormente, donde en la linea punteada de color negro se muestra la FRF
de la estructura sin control, en la linea de color azul se muestra la FRF del DVA cldsico y en
la linea de color rojo se muestra la FRF del sistema NS-NIDVA-C3 .
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6 T T T
I |
gl ,' Aoyaciiscs i‘ —DVA Clasico
« : > = =Estructura sin control
i ——NS-NIDVA-C3

9
%SLys.NiDvA-C3

H()
w

Figura 5.4. Comparacion de las curvas de las FRF del DVA cldsico por Gustavo [10] y NS-NIDVA-C3.

En consecuencia, la ecuacion para calcular el alargamiento del ancho de banda operativo
del sistema es:

SApys— —c3—SA isi
%S Ansnipyacs = NS—NIDVA-C3 DVAClésico 100 (5.25)

SADVA Clasico

De forma similar, para calcular el indice de reduccién de la amplitud del sistema (%SL) del
NS-NIDVA-C3 con respecto al DVA clasico, se localizan los puntos maximos
correspondientes a cada FRF entre los puntos invariantes asociados a cada amplitud
maxima de la FRF. Por consiguiente, la ecuacién para el indice de reduccién de la vibracion
del sistema es:

SL ssico — SLns— -
%S Ly Nipya_cs = DVA Clésico NS=NIDVA=C3 100 (5.26)

SLDVA Clasico

Al llevar a cabo los respectivos célculos, se obtiene que el %SAys_nipya—cs Para el NS-
NIDVA-C3 es del 69.23 %y el %SLys_nipva—c3 €s del 48.57 % en comparacién con el DVA
clasico. Por consiguiente, el NS-NIDVA-C3 genera un desempefio adecuado en la mitigacidn
de vibraciones cuando esta sometido a una fuerza de excitaciéon armonica. En la tabla 5.5,
se muestran las comparaciones de los valores numéricos del indice de ancho de banda
operativo e indice de reduccién de la amplitud de vibracidn de las curvas de la figura 5.4.
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Tipo de control %SA %SL
DVA 17.21% 27.45%
NS-NIDVA-C3 69.23 % 48.57 %

Tabla 5.5. Valores numéricos del ancho de banda operativo e indice de reduccion de la
amplitud de vibracion.

El andlisis del indice de rendimiento sefiala que el rango de frecuencias de excitacién donde
la viga (estructura primaria) sujeta al NS-NIDVA-C3 o DVA cldsico supera a una viga sin
absorbedor (estructura sin control). También se observa que la implementacién del sistema
NS-NIDVA-C3 incrementa el indice de ancho de banda y el reduce la amplitud del sistema
tanto para el caso de la estructura sin control como para el caso en el que se implementa el
DVA como sistema de control. Es importante considerar que la implementacion de este
sistema consta solo de la implementacion de elementos pasivos, lo que quiere decir que no
es necesario la utilizacion de fuerzas o elementos activos, siendo sobresaliente el
desempeiio que otorgan estos elementos implementados en este tipo de sistemas de
control. Finalmente, con los resultados del indice de rendimiento y el indice de ancho de
banda se demuestra que la hipétesis inicial de proponer el sistema NS-NIDVA-C3 y con su
implementacidon se incrementa tanto el ancho de banda como el rendimiento de la
supresién de vibracion.
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VI. Conclusiones

En este trabajo de investigacion se empled el desarrollo matematico, a partir del cual fue
posible determinar el disefio dptimo de un absorbedor de vibracién no tradicional basado
en inersor y rigidez negativa conectado a una estructura tipo viga doblemente empotrada.
De esta manera, se cumplio el objetivo general de este trabajo de investigacion, el cual fue:
Disefiar tedricamente un absorbedor de vibracion no tradicional basado en inersor y
rigidez negativa conectado a una estructura tipo viga para incrementar el rendimiento del
sistema.

La estructura tipo viga se analizé considerando la condicidn de que a esta se le ejerce una
fuerza de excitacidn armdnica. El NS-NIDVA-C3 propuesto se encuentra configurado con la
estructura tipo viga de longitud L conectada al sistema de absorcidn de vibracion. A su vez,
el sistema de absorcidon de vibraciéon se encuentra constituido por un absorbedor de
vibracién dindmico conectado a la configuracién en paralelo con conexién a tierra de una
red mecanica basada en inersor y un resorte de rigidez negativa. De igual forma, la red
mecdnica basada en inersor se encuentra compuesta por un resorte, un inersor y un
amortiguador; estos tres elementos estan conectados en serie.

Para utilizar el analisis cinematico, es necesario comenzar con la obtencion de las ecuaciones
de movimiento del sistema; en este caso en especifico se realizé mediante la teoria de Euler-
Lagrange, con la consideracion de fuerzas conservativas no generalizadas. Enseguida, se
continud con la transformacion a pardmetros adimensionales, de acuerdo al teorema de 7
Buckingham para asi trabajar en el dominio de la frecuencia, esto con la finalidad de que el
calculo de los valores numéricos se realizara de forma sencilla, esto se desarrollé en el
capitulo IV, cumpliendo asi el primer objetivo especifico: Desarrollar el modelo matematico
del sistema propuesto implementando el formulismo Euler-Lagrange, igualmente cabe
sefialar que se cumplid la primer meta: Obtener el modelo dindmico y frecuencial de la
estructura tipo viga conectada al absorbedor de vibracion de alto rendimiento, puesto que
con este desarrollo es necesario para describir de forma adecuada el comportamiento del
sistema.

La validacion del modelo matematico de forma numérica del sistema se realizd con
resultados reportados en la literatura. El problema de optimizacién que reduce el valor
maximo de las funciones fue analizado y estudiado.

La optimizacién se llevd a cabo mediante la técnica de los puntos fijos extendida, que a su
vez considera los teoremas de Vieta y Steen Krenk, los cuales son métodos continuamente
utilizados para la resolucién del problema planteado en este trabajo. La técnica de los
puntos fijos extendida facilita de gran manera los célculos, puesto que no es necesario
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resolver un conjunto de ecuaciones no lineales, donde la soluciéon de estas depende de
forma directa de la capacidad de procesamiento de cdmputo; en cambio, requiere solo del
conocimiento de la suma y producto de sus raices reales de las ecuaciones cuarticas, esta
se desarrolld en el capitulo V, donde se aplicé la técnica y se obtuvieron soluciones cerradas
para los valores éptimos del absorbedor propuesto, cumpliendo tanto el objetivo especifico
aplicar la técnica de optimizacion de los puntos fijos extendida con el propdsito de
obtener soluciones de forma cerrada para el disefio 6ptimo del absorbedor dinamico
propuesto, como la meta de implementar el criterio de optimizacidn para el disefio 6ptimo
del sistema absorbedor de vibraciones propuesto.

En el capitulo V se obtuvieron las gréaficas de respuesta en frecuencia del sistema viga-
absorbedor de vibracién no tradicional, con la finalidad de corroborar que los valores
Optimos obtenidos sean correctos, cumpliendo de esta manera el objetivo especifico
comparar el resultado de la implementacion de la técnica de optimizacion para verificar
que los resultados obtenidos sean correctos, mediante graficas de la funcion de respuesta
en frecuencia del sistema viga-absorbedor de vibracién no tradicional, asi como también
la meta de realizar simulaciones numéricas considerando los parametros Optimos
obtenidos a partir del criterio de optimizacién.

La hipdtesis planteada fue con la integracién de la rigidez negativa, a la red mecanica no
tradicional basada en inersor NIDVA-C3, se lograra incrementar tanto el ancho de banda
como el rendimiento de la supresion de vibracion en comparaciéon al DVA clasico. Esto
mediante la implementacidon de la técnica de los puntos fijos extendida. La cual fue
demostrada en el capitulo VI con la obtencién de los resultados que proponer el sistema
NS-NIDVA-C3 y con su implementacion se incrementa tanto el ancho de banda como el
rendimiento de la supresion de vibracion.

6.1 Trabajos futuros

Para complementar el trabajo desarrollado en este trabajo de tesis, se sugieren los
siguientes estudios posteriores para mejorar determinados aspectos del sistema
implementado y asi incrementar los resultados obtenidos:

e Obtener el modelo matematico de la estructura tipo viga doblemente empotrada
considerando diversos tipos de fuerzas de excitacién, tales como fuerzas inerciales
o aleatorias.

e Desarrollar la implementacion fisica del modelo matematico de la estructura tipo
viga con el NS-NIDVA-C3.

e Verificar los resultados obtenidos de forma tedrica comparandolos contra los
resultados experimentales, comprobando de esta manera la efectividad del sistema
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propuesto en este trabajo. Es importante recalcar que este punto recomendable
realizarlo en las instalaciones adecuadas, puesto que su implementacion fisica es
costosa y esto seria adecuado realizarlo por instituciones que se dediquen a esta
rama de investigacion, pues cuentan con la infraestructura necesaria.

e Implementar este sistema en el amortiguamiento automotriz y examinar la
viabilidad de su uso en la industria automotriz.
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A. Apéndice A

Modelo matematico

Mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtienen las energias asociadas al sistema de
la figura 1.2.

e Paralaviga:

0ty(x,t 0%y(x,t
El y(x )+ y(x,t)

oxt P T o T (A1)
W fO0t) + e [V (0) —y(a, )] + ki [y, (1) — y(a, )]}6(x — a)

e Parael DVA:

myy; () + ¢, [V (t) —y(a, )] + kq[y:1(t) —y(a, t)] ...

ot [y (D) — ya(a, O] + kysys () = 0 (A2)
e Paraelinersor:
b[y>(t) — ¥5(O)] + kz[y2(6) —y,(©)] = 0 (A.3)
e Para el amortiguador:
b[y;(t) — ¥>()] + c;y5(t) = 0 (A4)

Donde b es la inertancia, m; la masa del absorbedor y kys el resorte de rigidez negativa.

Se realiza el analisis para el amortiguador, considerando excitacion de tipo armodnica;
entonces obtenemos los valores de la Tabla A.1.

y2(t) = Yyelvt y3(t) = Yzel®t
Yo (t) = lwY,e!®* Y3(t) = lwYze!®*
Y, (t) = —w?Y,e®* y3(t) = —w?Yze®t

Tabla A.1. Cambio de variables para el andlisis considerando excitacion de tipo armdnica.
Sustituyendo los valores de la tabla en la ecuacion (A.4), tenemos:
b(w?Y, — w?Y3)e!®t + Ic,wY;e'®t = 0 (A.5)
Por lo tanto, Y; es igual a:

bwY,

Yo = ——— .
3 Ic, — bw (A-6)
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Se realiza el procedimiento de forma similar al del amortiguador, ahora para el inersor, asi
el analisis para el inersor considerando excitacion armoénica es:

b - ((UZYZ + w2Y3)elwt + kZ(YZ - Yl)elwt = 0 (A.7)
Se sustituye Y5 ecuacidn (A.6) en la ecuacidn (A.7) y se resuelve para Y,, entonces:

Y1k2 (ICZ - ba))

Y, = —
2 (I(UCZ + kz)(l)b - 1C2k2

(A.8)

Finalmente, de manera analoga se realiza el andlisis del DVA considerando excitacion
armonica; asi se tiene:

—myw?Ye'®t + ¢, (oY, — oY (a,w))e!®t + ki (Y, — Y(a, w))e'®t

A9
+ ky(Y; — Y,)el®t + kygYief®t =0 (A9)

Se sustituye Y, ecuacidén (A.8) en la ecuacion (A.9), considerando que ¢; = 0y se resuelve
para Y;, entonces:

y,=—2 (A.10)

Donde:

0 = ky(Ibw?c, — Icyky + bwk,)Y (a, w) (A.11)

L = Ibw4C2m1 + bw3k2m1 - 162((b + ml)kz + b(kl + st))(A)Z

— kyb(ky + kys)w + Tkycy (ky + kys) (#12)
Considerando:
P =mw?Y, — Ic,wYs — kygY; (A.13)
Sustituyendo Y3,Y, y Y5, ecuaciones (A.6, A.8 y A.10), tomando ademds en cuenta que se
puede expresar de forma simplificadaa P = —H(w)Y (a, w), se puede definir H(w) como:
H= Hraum (A.14)
T
Donde:
Hpum = ky(Ibw*c;my + bwik,my) — (b + my)k, + bkys)cow? (A.15)

- b(l)kszS + ICZkaNS
De esta manera, la ecuacién (A.14) puede expresarse de forma simplificada como:

H=mw? (A.16)
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Donde J esta dado por:

_ 1 1 kl(lbw4C2m1 + wakzml - I((b + ml)kz e
~ my w? Ibw*c,my + bw3k,my — Ic,((b 4+ my)k, ...

A.17
+ kas)Csz - b(l)kszS + ICzkszs) ( )

vt b(ky + kys))w? — kyb(ky + kyg)w + Tkyco(ky + kys)

Se definen las siguientes variables adimensionales:
k, = mwi k, =bw? c, =20 mw, (A.18)
kns b =@ % g_ @
@= kq T m 1= ay; n Wc w1 (A.19)
] Wi 2 _ Elﬁ? (A.20)
Vi = o, Wi = ys .

Sustituyendo las ecuaciones (A.18-A.20), la ecuacidn (A.17) queda expresada en su forma
adimensional como:

1
_ U%q*n*a —5uq*n*aQ —159%((u + Dn* ..

Q2182 (@ + 1Dq* — gugn?(a + DA

) (A.21)
ot a)q? + 5 uqnQ° + 18,0%)q?

w—I1G((+ D2+ a+1)0%q% + %,uqnzﬂ3 + 13,04

A continuacion, se sustituye la frecuencia de excitacion del sistema w = Qw; en la ecuacion
(A.16), por lo tanto:

H =m,w?0?] (A.22)
Donde:
)= 9% (A.23)

Sustituyendo la ecuacion (A.23), se tiene entonces:

Universidad Tecnoldgica de la Mixteca - IMA 70



Apéndice A

1
_q*U%e e — FugPn*aQ — 1508 (e + Dn® .

1
I18m*(a + Da* - 5puq*n*(a + DA - 17, ..

1 (A.24)
-t a)q® + Euqnzm +13,0%)
(u+ D2+ a+1)0%% + %,uqnzﬂ3 + 13,04
La ecuacién que rige el comportamiento dinamico del sistema es:
G,(a,w)G,(x, w)
(% w) = Gy (x, w) == : (A.25)
o) + G, (a, w)
Sustituyendo las ecuaciones correspondientes en la ecuacion (A.25), se tiene:
s ==Y g0
x,Q) = DAL . 1¢1 X) ...
=
o Budi@ | (az6)
a; ¢i(a) Flyr-02
2 2 2 _
=%y o B (@)
! ! 2l 1 2 QZ +]_1
Donde:
- [ s (A27)
0

La ecuacion (A.26) representa la funcidon de respuesta en frecuencia del desplazamiento
transversal de la viga cuando se tiene una excitacién armdnica. Considerando el primer
modo de vibracidn, la ecuacidon (A.26) se reescribe como:

b1a9
BL1¢7 — 02 + yP)pALw]

Ademas, para el primer modo de vibracién y; (y; = 1) esigual a la unidad, por tanto:

S(a, Q) = (A.28)

S(a, MpALw? $1a,
P10, ﬁ]1¢12 -02+1

Como se menciond anteriormente, en la ecuacion (A.29) la fuerza de excitacion es armodnica.
De forma similar, la respuesta del sistema en estado estable con excitacion armdnica puede

(A.29)

expresarse como:

Universidad Tecnoldgica de la Mixteca - IMA 71



Apéndice A

1
S =
Bl1p7 — Q% +1

Sustituyendo (A.24) en la ecuacion (A.29), se obtiene una ecuacidn de la forma:

S_A+m
C+1ID

Donde:

A=n*((a+ 1)q* - 0*)uq
B =-20(n*(a+1q* — (e + Dn? + a +1)Q%q% + Q%)

C =n*uQ(aBq*d? + (—Bp? —a — 1%+ a + 1) + Q* — 0?)q

D = =20, (apn?q*¢?

+(((—a =1+ (—u = DEPPN® — af$?)0? +n2(a + 1)) ¢*

+((+ D2+ B2 +a+1)0% + (—p— Dy’ —
~1)0%¢% - Q¢ +0)
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B. Apéndice B

Puntos fijos extendida
Coeficientes necesarios para utilizar la técnica de los puntos fijos:

A=n*((a+ 1)q* - 0*)uq
B =-20(n%*(a+ 1)q* — ((u + Dn? + a + 1)Q%q% + Q%)
C =n*uQ(aBq*d? + ((—Bp? —a — 1%+ a + 1)q> + Q* — 0?)q

D = -2, (apn?q*¢?
+(((a =1+ (—u = DBDN® — af$p?)0? +n*(a + 1)) ¢
+ (e + D02 + Bo? +a+1)0% + (—p— Dn? —a — 1) 02q?
- 0%+ 0*)
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Frecuencias invariantes para el caso { = oo:

_1V2{(—aBi + a? + 2a + 1)(B7 + 202 +4a ..

127 » —aﬁd)lz + a? ..
ot 2+ POT T 407847 + BaB B ¥ 450T)
wt2a+1
_1\/(—aﬁ¢12 +a?+2a+ 1) (BP7 + 2a% + 4a ...
2 —afdpi +a? ..
o+ 2+ FPOT T 40784 + BaB T+ 4560)
wt2a+1
(B.5)
1y=(=2aB¢; +2a% + 4a + 2)(—B¢; — 2a2 ..
2 —af i +a? ..

J ot B2PY + 42?7 + BaBpf + 4B¢7 — 4a —2)

wt2a+1
_1yJ=(=2aB¢? +2a? + 4a + 2)(=B¢} — 2a2 ...

2 —af i +a? ..

o+ NPOT T 4a7BGT + BaB B+ 45T — dar—2)
wt2a+1

Coeficientes de amortiguamiento éptimo:
( V2 (@ + D269} ~ 20% — 4a ~ 2YFTBGHT T 4l + D7) + F45 .
24 =
J(a + D*4pg? ... (B.6)

\/...— 6a? — 24a3 — 36a? — 24a — 6)(Bp? —%az —%a —%)

V. —9a% — 18a — 9)2
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V2 [(a+ DY +20% + 4a + 2 VFTRBAT + 4a + D7) + 2 .

C2p
2 J@@+ D*Ap¢? . 57
\/ — 6a? — 2403 — 36a?% — 24a — 6)BPpZ(BPp? — %az - %a — %)
V. —9a? — 18a — 9)2
[P3@rD(@pei-(a+1)2)(ps3-4)8
2. = (B.8)

J(Be2-4) @1y
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