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Prefacio

Esta tesis, titulada “Sobre los niimeros de Markov y algebras de conglome-
rado”, es el resultado de una investigacién profunda de trabajos hechos en los
campos de la teoria de ntmeros y el algebra. En el desarrollo de esta tesis se ex-
plora la interseccion entre los nimeros de Markov y las algebras de conglomerado,

analizando sus relaciones y propiedades.

La motivacion detras de este trabajo es buscar una comprensién mas profunda
de los nimeros de Markov y su conexion con la teoria de las algebras de conglo-
merado, con el objetivo de promover los diferentes avances en estas areas ademas
demostrar que toda terna de Markov puede obtenerse a partir de un conglome-
rado por medio de un concepto llamado “mutacién”. A lo largo de este proceso,
se abordan desafios tedricos y se aplican métodos matematicos para estudiar las
propiedades de los nimeros de Markov y su relacién con el dlgebra de conglome-

rado.

Espero que este trabajo no sélo contribuya al avance del conocimiento en los
campos de la teoria de ntimeros y el dlgebra, sino que también sirva como punto de

partida para futuras investigaciones en estas fascinantes areas de las matematicas.
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Tabla de simbolos

Simbolo Significado
R Conjunto de los nimeros reales.
N Conjunto de los niimeros naturales.

Conjunto de los nimeros racionales.

Conjunto de los niimeros enteros.

Conjunto todos los triples de niimeros enteros.
Conjunto de todos los ntimeros enteros positivos.

Conjunto de fracciones ireducibles en el intervalo abierto
(0,1).

Conjunto de los nimeros reales mayores que cero.
n divide a m para n,m € Z.

Por lo tanto, luego, pues.

Pertenece a.

Fraccién continua finita.

Fraccion continua simple.

La funcién piso, para a, € R asigna el mayor nimero
entero igual o menor que a,.

a y b son aproximadamente iguales.

IX



Simbolo Significado
a#b a es diferente a b.
M La sucesién de nimeros de Markov.

C(z,y)

méx(a, b, ¢)

med(a,b) con a,b € Z

a es congruente con b médulo m.
Para todo.

a es menor o igual que b.

a es menor que b.

Conjunto vacio.

Camino de una grafica que parte del vértice x y llega al
vértice y.

El niimero maximo entre los niimeros a, b, c.

El maximo comun divisor es el mayor ntimero entero que
puede dividir a a y b sin dejar residuo.

Queda demostrado.




Introduccion

El tema principal de este trabajo es la relacién entre las algebras de conglo-
merado y la ecuacion de Markov. Dicha relaciéon ha sido objeto de estudio tanto
en Algebra como en Teorfa de Ntimeros a lo largo de las tltimas dos décadas [10].
A continuacién describimos brevemente el contexto en el cudl se enmarca nuestra
investigacion.

La ecuacién de Markov, es una ecuacion diofantica que lleva el nombre del
matematico ruso Andrey Markov, quien la estudié por primera vez a finales del

siglo XIX. La ecuacion de Markov tiene la forma:
2?7+ 22 = 3ayz.

Esta ecuacién es de particular interés debido a la relevancia que sus soluciones
enteras positivas, conocidas como ternas de Markov, tiene en teoria de niimeros y
en particular en la aproximacion de los ntimeros irracionales por medio de ntime-
ros racionales. Estas ternas tienen propiedades notables y han aparecido tanto en
teorfa de nimeros como fuera de ésta [15].

Por otro lado, las dlgebras de conglomerado son una clase particular de alge-
bras conmutativas introducidas por Sergey Fomin y Andrei Zelevinsky a princi-
pios de la década de 2000. Originalmente fueron introducidas para estudiar bases
canodnicas de grupos cuanticos. Mas ain, desde su introducciéon, se descubrio que
estas algebras estan estrechamente relacionadas con la geometria algebraica y la
combinatoria (vea [10] y [29]). Sin embargo, a lo largo de los ltimos 20 anos se
ha descubierto que las algebras de conglomerado juegan un papel distinguido en
contextos tan diversos tales como la teoria de nimeros, la teoria de representa-
ciones de dlgebras asociativas, la geometria (algebraica, hiperbdlica, simpléctica y
tropical), la teoria de nudos y la fisica tedrica, solo por mencionar algunos.

La conexion entre las dlgebras de conglomerado y la ecuaciéon de Markov se

establecié por primera vez en 2004, cuando Sergey Fomin y Andrei Zelevinsky



descubrieron que las soluciones de la ecuaciéon de Markov estan relacionadas con
ciertas estructuras combinatorias llamadas “conglomerados”. Estos conglomera-
dos son los elementos fundamentales en la construccion de las dlgebras de conglo-
merado y tienen propiedades notables [14].

A través de esta conexion, se descubrié que las ternas de Markov estan estre-
chamente relacionadas con las configuraciones de conglomerados. En particular,
se encontré una correspondencia entre las ternas de Markov y los conglomerados
iniciales de un algebra de conglomerado particular, que hoy en dia se le conoce
como el dlgebra de conglomerado de Markov, ver [10].

Desde entonces se han investigado en profundidad las relaciones entre las alge-
bras de conglomerado y la ecuaciéon de Markov. También se han estudiado las
propiedades estructurales de las dlgebras de conglomerado en relacion con las so-
luciones de la ecuacion de Markov, y se han utilizado técnicas combinatorias y
algebraicas para explorar estas conexiones.

La estructura del presente trabajo de tesis es la siguiente.

En el Capitulo [1] se presenta un teorema de Markov que explica la importancia
que tiene la ecuacion de Markov con la teoria de aproximacion de nimeros irra-
cionales por medio de niimeros racionales con un denominador acotado. También
se enuncian algunas propiedades importantes de los nimeros de Markov, ademas
se presenta y enuncia la famosa conjetura de unicidad que guardan las soluciones
de la ecuacién de Markov. Dicha conjetura fue enunciada por Frobenius hace mas
de 100 anos y hoy en dia sigue abierta.

En el Capitulo [2 se muestra el arbol de Markov, que sirve para modelar la
estructura combinatoria que poseen las ternas solucién de la ecuacion de Markov,
asi como su relacién con diferentes sucesiones de niimeros muy conocidas, a saber,
la sucesion de nimeros de Fibonacci y de Pell.

En el Capitulo [3] se introducen los conceptos claves para lograr definir a las
algebras de conglomerado.

En el Capitulo {4 se expone la relacion que existe entre las algebras de conglo-
merado con la ecuacién de Markov de manera ilustrativa con el carcaj de Markov
asociado.

Por 1ltimo, en la parte de Conclusiones explicamos los avances en el entendi-
miento de la conjetura de unicidad que se han logrado gracias a la conexion entre

las algebras de conglomerado y los ntimeros de Markov.



Capitulo 1

El teorema de Markov y la

conjetura de unicidad

1.1. Una breve semblanza de Markov

A.A. Markov.
Imagen tomada de:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/70/AAMarkov. jpg

Andrey Andreyevich Markov, nacido en 1856 en Rusia, fue un destacado ma-
temdtico que pasé la mayor parte de su vida en San Petersburgo. Demostré un
extraordinario talento matematico desde muy temprana edad, ganando premios
cuando aun era estudiante [5]. Es reconocido por su trabajo pionero en proba-
bilidad y procesos estocasticos. Asi mismo, Markov realizé contribuciones signi-
ficativas en el campo de la estadistica y la teoria de ntimeros. Sin embargo, su
mayor reconocimiento proviene de la creacion de las cadenas de Markov, modelos

matematicos que describen una secuencia de eventos en la que la probabilidad de
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que ocurra un evento futuro depende tnicamente del evento actual [§].

Cabe mencionar que Markov también suele escribirse como “Markoft”. Puesto
que Markov era un matematico ruso, ambas formas de escribir pueden conside-
rarse correctas o, mejor dicho, incorrectas. En la literatura, parece que Markoff
se usa mas en trabajos relacionados con la teoria de nimeros, y Markov se usa a
menudo en otros campos, como la teoria de la probabilidad, donde da nombre a
las ya mencionadas cadenas y procesos de Markov [15].

A lo largo de su carrera, Markov publicé numerosos articulos y libros que han
dejado una huella duradera en la teoria de la probabilidad y la estadistica. Alguno

de estos son:

1. A. A. Markov. Extension of the Law of Large Numbers to Dependent Quan-
tities (in Russian). Izvestiya Fiziko-matematicheskogo obschestva pri Ka-

zanskom universitete, 2nd series, 1906 [27].

2. A. A. Markov. An Example of Statistical Investigation of the Text FKuge-
ne Onegin Concerning the Connection of Samples in Chains (in Russian).
Bulletin of the ITmperial Academy of Sciences of St. Petersburg, 1912 [26].

3. A. A. Markov, Aleksandr Aleksandrovich Chuprov, and Kh. O. Ondar, The
correspondence between A.A. Markov and A.A. Chuprov on the theory of
probability and mathematical statistics. 1981 [25].

Su trabajo ha sido fundamental en el desarrollo de los procesos estocasticos y
ha encontrado aplicaciones en campos tan diversos como la biologia, la sociologia
y la lingiiistica [1§].

Andrey Andreyevich Markov falleci6 en 1922, pero su legado de investigaciones

importantes sigue influyendo en la teorfa matemaética moderna [§].

1.2. Los numeros de Markov y la ecuacién de
Markov

A lo largo de esta seccion se van a introducir varios conceptos de teoria de
fracciones continuas con la finalidad de trabajar rigurosamente con las aproxima-
ciones de ntimeros irracionales por nimeros racionales. La fuente principal es el

libro [I1], del cual se extraen los conceptos principales, asi como algunas de sus



propiedades.

En el extenso ambito de la teoria de nimeros, las fracciones continuas y los
nimeros irracionales desempenan un papel fundamental [13]. Las fracciones con-
tinuas, una representacién alternativa de los niimeros reales, se empezaron a es-
tudiar en los siglos XVII y XVIII, y su comprension ha llevado a importantes
descubrimientos tanto en mateméticas como sus aplicaciones [I1].

Las fracciones continuas son expresiones matematicas que representan de ma-
nera unica nimeros reales tanto racionales como irracionales, esto con la finalidad
de estudiar sus propiedades aritméticas més que la expresién en decimales puesto
que la representacién decimal presenta ciertas dificultades al tratar con nimeros
irracionales, los cuales requieren una secuencia infinita de digitos. Estas represen-
taciones continuas de los nimeros han sido utilizadas en la resolucion de ecuacio-
nes, en la teoria de aproximaciones, en la teoria de nimeros y en la criptografia,

entre otros campos [34].

Definicién 1.2.1. Las fracciones continuas finitas se denotan y se definen

como expresiones de la forma:

by

[ag, a1, ..., ap; by, ...y by ] == ag +

a; +

Con a;,b; € Ry parai € {1,..., n}.

Ademds, si todos los a; con i € N son enteros y b; =1 con i € N, entonces

[al, ..., a,] == a1 +

az +

(p-1 + —
n

es una fraccion continua simple [11].



Teorema 1.2.1. Si x es un numero racional, es posible expresarlo como una

fraccion continua simple.

Demostracion:
Ug .
Seax = — €Q,conuy €7Zyu € Z~g. Como u; > 0, por el algoritmo de la
U

division existen ai,r; € Z tales que ug = uja; + 1 con 0 < ry < u;. Por tanto

Ug 71
— = ap+—,
Uy Uy
. 1 1 . .
con 0 < ry < uy. Para r; # 0, se tiene que — = , al realizar la sustitu-
(51 U1
™
cién correspondiente en la ecuacién previamente escrita, se obtiene el siguiente
resultado:
Ug 1
— = (11+— = G,1+
Uy Uy Uy
]

Como 0 < ry, nuevamente, por el algoritmo de la divisién existen as, 7o € Z tales

que

Uy T2
— = ay+ )
T1 (&

con 0 < ry < ry. Siguiendo este procedimiento, se obtiene una secuencia de
residuos r; tales que ;41 < r;, y dado que son nimeros enteros positivos, forman
un subconjunto no vacio de N, por el principio del buen orden, este subconjunto
de N tiene un minimo, es decir, se concluye que este proceso es finito. De esta
manera, se establece la fraccién continua correspondiente

Uo

— = [al, as, ...,an].
Uy

Ergo, todo ntimero racional x puede expresarse como fraccion continua simple. ll

Ejemplos 1.2.1.

1. La fraccion % se puede desarrollar como fraccion continua simple como

o= [1,1,2,3].

En efecto, se comienza dividiendo el numerador entre el denominador:

17 - 7
10 10°



Ahora, se considera la fraccion %. Para obtener el siguiente coeficiente, al

vertir la fraccion y tomar su parte entera:

3

Ahora, al considerar la fraccion 5. Para oblener el siguiente coeficiente,

nuevamente se invierte la fraccion y al tomar su parte entera:

7 1
S = 24 =,
3 T3

Finalmente, se considera la fraccion % Para obtener el siguiente coeficiente,

de igual manera se invierte la fraccion y se toma su parte entera:

2= 3
1

Por tanto, los coeficientes de la fraccion continua son [1,1,2,3], asi

1 1
1,1,2,3] = 1+ — = 1+
1 1
1+ —— 1+ —
1 7
2 —
3 3
1 1
-1+ — = 14+ —
3 10
1 —
5 7
717

17

2. La fraccion 15 se puede desarrollar como fraccion continua simple como

o= [1,1,2,2,1].

En efecto, en primer lugar se divide el numerador entre el denominador:

17 - 7
10 10°

Ahora, se considera la fraccion 1—70. Para obtener el siguiente coeficiente, se



wwvierte la fraccion y se toma su parte entera:

10 3
7 T

Ahora, se toma en cuenta la fraccion % Para calcular el siguiente coeficiente,

se ha de invertir nuevamente la fraccion y considerar solo su parte entera:

7 1
S
3 T3

Finalmente, se analiza la fraccion % Para obtener el siguiente coeficiente,

se invierte la fraccion y se toma su parte entera:

3
- =3 =241
1 +

Por tanto, los coeficientes de la fraccion continua son [1,1,2,2,1], asi

1 1 1
[1,1,2,2,1] = 1+ = l4— = 1+
1 1 1
1+ — 1+ —— 1+ —
1 1 7
2+ —— 2 + = 3
1
2+ -
1 1 7 17
=14+ — =1+ — =14 — = —
* 3 * 10 +10 10
1+ = 7

Al examinar detenidamente los ejemplos presentes, se observa que la fraccién

17
0 puede expresarse de dos maneras distintas, esto nos lleva a la conclusién sub-

siguiente, la cual postula que existen al menos dos expansiones posibles de un

numero racional en su forma de fraccion continua simple.

Teorema 1.2.2 (Representacién Alternativa de Fracciones Continuas Simples).

Uo Ny

Sean — € Q, con uy € Z, uy € Z=o y |a1,...,a,] una representacion en frac-
Uy

cion continua simple. Entonces, existe al menos otra representacion alternativa



de dicha fraccion, es decir,

Ug
=— = ey @y — 1,11,
[ah ) an] Uy [ala , @ ]
Demostracion:
Sea [ay, ..., a,) la representacién en fraccién continua simple de o con o € Q.
U1 U1
Noétese que
1
[a, ...,a,—1,1] = a1 +
1
as +
1
+
1
Qp—1 +
1
n - 1 3
(an = 1) + 5
1
= a; +
1
as +
1
C+
1
P R
1
= a1 +
1
as +
1
-+
1
Qp—1 + —
Qn,
= [al, ceey CLn].

Notese que no importa si a,, = 1 pues al final de su expresion en fraccién continua

simple resulta:
1 1
h—l+to=1-14-=1,
a + 1 + 1
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por lo que la fraccion no se indetermina.
Dado [ay, ..., a,] es una representacién en fraccién continua simple de
Uo
— vy a1, ...,a,] = [ay,...,a, —1,1]
Uy
se tiene que [ay, ..., a, — 1, 1] también es representacién en fraccién continua simple
Uo . . . -y
de —. Ergo, todo nimero racional tiene al menos dos formas de representacién

Uy
en fraccién continua simple. |

Los niimeros irracionales, han cautivado a matematicos y entusiastas por igual
debido a sus propiedades excepcionales. Desde la demostracion de la existencia de
numeros irracionales por los antiguos matematicos griegos hasta el descubrimiento
de ntmeros trascendentes, los niimeros irracionales han desafiado y enriquecido
nuestra comprension de los nimeros reales [11].

El estudio de las propiedades de los nimeros irracionales ha llevado al desa-
rrollo de conceptos fundamentales en matematicas, como la irracionalidad de la
raiz cuadrada de dos, la trascendencia de niimeros como 7 y e, y la conexiéon entre

nimeros irracionales y fracciones continuas [12].

Definicién 1.2.2. Las fracciones continuas infinitas simples se denotan y

se definen como:

r = al,ag,ag,...] ::a1+—1,
CL2+
CL3+'

donde a; € Rog parai e {1,..., n}.
Observaciones 1.2.1.

1. Para obtener una representacion adecuada para algin x € R, se establece
una secuencia a, por medio de un proceso recursivo. Inicialmente, se asigna
ay = x. Luego, para cadan € N, si o, ¢ Z se define

1
Opy1 =
n — Qn
Utilizando la secuencia o, asi generada, se determinan los coeficientes co-

rrespondientes a la fraccion continua de x como a, = |ay].
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2. A partir de la construccion recursiva de la sucesion a,, es posible analizar
el comportamiento de sus convergentes. En virtud del Teorema 9.13 el cual
se encuentra en la pagina 222 del libro Elementary Introduction to Number
Theory [2])], se garantiza que toda sucesion generada por una fraccion conti-
nua finita simple es convergente, lo que confirma la validez del método para

representar cualquier numero real mediante fracciones continuas.

Nota 1.2.1. Si en algun momento se cumple que o, = a,, entonces la fraccion
continua serd finita y representard un numero racional, lo cual concuerda con las
Definicion [1.2.1. Es por eso, que las fracciones continuas infinitas simples son

representaciones de numeros irracionales.

A continuacion, se procedera a calcular una representacion para el nimero m
por medio de la aplicacién de su correspondiente fraccion continua. Esta metodo-
logia permite obtener estimaciones sucesivas que se acercan al valor real de 7 con

un grado de precision variable.

Ejemplo 1.2.1. Considerando la vasta cantidad de mdas de 22 billones de cifras

conocidas de m, se considerardan unicamente las primeras nueve, es decir,
& 3.141592654.

Sea x = weR. Asi, ay =7 con lo cual, el primer nimero de la secuencia es:
a; = |lag| = 7] = 3.

Luego,
1 1
Q11 = Qg = = 3 ~ 7.062513285.

a1 — ap ™ —

Por tanto, el seqgundo nimero de la secuencia es:
as = |ag| =[7.062513285| = 7.

El cdlculo del tercer término de la secuencia se efectiua de la siguiente manera

1 1
s —ay  7.062513285 — 7

oy = Qg = ~ 15.99659976,

as = || = [15.99659976| = 15.
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El cuarto término de la secuencia se determina mediante el siguiente cdlculo

1 1

R ~ 1.003411841
oz —az  15.99659976 — 15 ’

Q341 — Qg =

as = |z = [1.003411841 ] = 1.

Prosiguiendo de esta manera, se obtiene una fraccion continua infinita que repre-

senta el valor de m, es decir,

1 1 1
T =1[3,7151,...] = 3+ i SERES i :3+—1
T+ 7+ 1 7+15 :
15 + 154 T
1+
1 1 11
= 3 + =3+ :3+—3:@z3.14159292.
74 113 16 113
16 16

Por lo tanto,
A 3.141592654 = [3,7,15,1,...] ~ 3.14159292.

Como se ha mencionado previamente, el manejo de numeros decimales conlleva
ciertas complicaciones, pues se puede solo aproximar la fraccion continua con un
margen de “error”. Por ende, el objetivo es minimizar dicho margen de error.

Esta reconocida aproximacion de w es altamente precisa, dado que el error aso-

ciado es significativamente bajo, de orden de 1077 [11].

Ejemplo 1.2.2. Dado el gran nimero de digitos conocidos para /2 en este andli-

sis, solo se considerardn las primeras ocho cifras, es decir,
V2 ~ 1.41421356.

Sea = 2 €R. Asi, a1 = /2 con lo cual, el primer nimero de la secuencia

€es.

a = lon) = [V2] = 1.
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Para el seqgundo elemento de la secuencia:

1 1
a, —a; | 1.41421356 — 1

141 = Qg = = 241422135,

as = |ag| = (2.41422135| = 2.
Para el tercer elemento de la secuencia:

1 1
g —ag | 2.41422135 — 2

Qoil = Q3 = — 2.41416817,

az = |az| = [2.41416817| = 2.
Para el cuarto elemento de la secuencia:

1 1
s —az  2.41416817 — 2

Q311 = Oy = = 241447815,

ag = |ou] = |2.41447815] = 2.

Continuando de esta manera, se obtiene que una fraccion continua infinita pe-

riodica, es decir, después del 1 solo hay 2 en la sucesion:

1
1
1

V2 = [1,2,2,2,...] = 1 +
2+
2+

24

A continuacién, se presentard un ejemplo que ilustra la manera en que una se-

cuencia, establecida conforme a la Definicién produce un nimero irracional.

Ejemplo 1.2.3. Se pretende encontrar del valor de x € R, el cual corresponde a

la fraccion continua definida como:

1
1

I
b+ —

x=[b,b,bb,.]=b+
b+

Primero, notese que x puede ser reescrito como

1
r = b+ —.
T
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Al multiplicar por x en ambos lados de la ecuacion se obtiene:
2 = xzb+ 1.
Finalmente, se obtiene una ecuacion homogénea de sequndo grado:
> —axb—1 = 0.

Resolviendo esta ecuacion cuadrdtica con la formula general:

b+ Vb?+4
5 .

Tr =

Sin embargo, dado que se estd buscando una solucion positiva que corresponda a

la fraccion continua, se elige la solucion positiva:

b+ Vb2 +4
— s

xr =
Observacién 1.2.1. En el Ejemplo[1.2.3 si se toma a b =1, entonces se obtiene

1+V5
-

T = ¥

que es conocida como la razon durea, por lo tanto, la fraccion continua de la razon

durea es: .

1

1
1+ —

o=[1,1,1,1,..] =1+
1+

Definicién 1.2.3. Una ecuacion diofdantica, se refiere a una ecuacion algebrai-
ca que tiene dos o mds variables desconocidas y cuyos coeficientes son numeros
enteros. El objetivo de estas ecuaciones es encontrar soluciones que sean enteras
o naturales.

Una ecuacion diofdantica lineal se define como
a1r1 + agxe + - -+ apx, = C,

dénde a;,x;,c € Z, para i € {1,2,...,n}.

Teorema 1.2.3.
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1. La ecuacion diofdntica lineal
a1 + asxe = ¢, (1.1)
tiene solucion entera si y solo si

med(aq, ag)lc.

2. Simcd(ay,az) = 1y ademds (xp, 7)) es una solucion particular de la ecua-
cion diofantica lineal (1.1), entonces (g, x1) es la solucion de la ecuacion

(1.1) sty solo si existe n € Z ta que
/
Tog = Iy +a2n,
/
K = Ty —an.

Demostracion:

1. =] Se asume que la ecuacién diofantica lineal ([1.1)) tiene solucién entera y
sea d = mcd(ay, as).
Como la ecuacion (|1.1]) tiene solucién entera, se tiene que existen g, x; € Z
tales que

a1 + asxr; = c.

Por otra parte, como d es un divisor comuin de tanto a; como de as, entonces

existen al, ay € Z tales que

a; = day,
as = daj.
En consecuencia, resulta
/ / !/ !/
c = mTo+ axy = dayxy + dayry = d(ajze + ayzy),

puesto que a}, ay, xo, r1 € Z y que Z es cerrado bajo la suma, se obtiene que
ayxy + ahry =k € Z.
Por lo tanto, queda una expresién del tipo ¢ = kd, ergo d|c, es decir,

med(ay, as)|c.
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<] Se asume que d|c, con d = med(ay, ag).

Dada la hipétesis, se tiene que existe un k € Z tal que
c = kd.

Por otro lado, segtin se establece el algoritmo de Euclides (véase la pdgina

web [22]), existen s,t € Z tales que
d = saj + tas,
multiplicando ambos lados de esta igualdad por k, se obtiene
kd = k(say +ta) = ksay; + ktay = (ks)a; + (kt)as,

puesto que k, s,t € Z y que Z es cerrado bajo multiplicacion, se obtiene que
ks, kt € Z.

Por lo tanto, queda una expresién del tipo ¢ = (ks)a; + (kt)as, ergo la
ecuacion tiene solucion entera.

. Se asume que mecd(ar,a2) = 1y ademds que (z(,x]) es una solucién
particular de la ecuacién diofantica lineal (1.1)).

=] Si se supone que (zg, 1) es la solucién de la ecuacién (|1.1)), entonces
a1Tg + asxry = c.

Ademads, como (zf,z}) es una solucién particular de la ecuacién (1.1)), se

tiene
a1ry+ ar; = c.
Restando estas igualdades,
/ /
a1xo + asry — (azy + asx}) = ¢ —¢,
/ /
a1To + ax1 — a1 Ty — asry; = 0,
/ /
ar(xg — xy) —as(x] — 1) = 0.

Dado que xg, x(, 2,21 € Z y Z es cerrado bajo la suma, se tiene que

xg—xy = ko, ¥y —x1 = ky con ko, ky € Z.
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Sustituyendo y despejando a kg, se obtiene

alk'() - CLQ]fl = 0,

artky = azky,
Por lo que
ay | azk;,
pero como med(ay, as) = 1, por el lema de Euclides [I] se tiene que
ai | kl?
asi, existe n € Z tal que k&; = ayn, es decir,
/ —

Ty — 1 = an,

despejando a x1, se tiene
/
ry —an = I.
azky .
Como ky = ——, se tiene,
ai
/ / /
/ as () — 1) as(zy — (¢1 — ain)) az(ain)
To — SL’O = = = = agn,
ai ay ax

despejando a xg, se tiene

To = 136 + asn.

3 / /

<:] Si se supone que para n € Z, rg = Tyt amyx = x;— an.

Despejando a x, y «, de sus respectivas ecuaciones, se tiene
Ty = To—any T} = T+ amn.

Como (xf,2) es una solucién particular de la ecuacién diofantica lineal

(1.1)), se tiene ayz(, + asx] = ¢, sustituyendo se obtiene

/ /
¢ = mrytaxr; = ai(xo—agn)+as(xi+ain) = a1x9—aaan+asri+asain,



18

por tanto
cC = a1xy+ asxy.
Ergo, (zg,x1) es solucién de la ecuacion diofantica lineal ([1.1).
|

Como se ilustra en el Ejemplo [1.2.3] las fracciones continuas pueden ser re-
levantes para la resolucién de ecuaciones diofanticas lineales. Para ilustrar este

hecho, se procede a examinar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.4. Para encontrar la solucion de la ecuacion diofantica
205131 + 171‘2 = 17,

se puede emplear el método de las fracciones continuas.

Primero, se observa que el med(20,17) = 1, claramente 1|17 por el primer inciso
del Teorema[1.2.5, la ecuacidon tiene solucion.

Ahora, se procede a determinar la fraccion continua finita simple correspondiente

[ nu —:
al niimero 7—

0,3
17 17’
17_r+2
3 7Ty
3
=14
2 Ty
2
]

1
Por tanto,
20
— = 1,512
17 [7 77]

En sequida, se procede a eliminar el ultimo término de la sucesion, asi se obtiene

la siguiente fraccion continua [1,5,1] que representa el nimero:

1 7
[1,5,1] +5 i +5+1 +6 5
+I
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De esta forma se obtiene
20(6) — 17(7) = 1.

Al multiplicar por 17 de ambos lados de la ecuacion y agrupar, resulta:
20(102) 4+ 17(—119) = 17.

Por lo tanto, una solucion particular de la ecuacion es (z(, x)) = (102,—119),

ast, por el sequndo inciso del Teorema[1.2.3, la solucidn general es de la forma

rg = 10241 yx; = —119 — 20n para n € Z.

Observacién 1.2.2. En el Ejemplo[1.2.9 se analizd el caso de una fraccion sim-
ple infinita periodica, sin embargo, cuando se trunca en ciertos términos de la
secuencia ocurre algo interesante:

Si se trunca en el primer término:

Si se trunca en el segundo término:
1 3
2 =~ [1,2] = 1+4= = —-.

Si se trunca en el tercer término:

1 7
ﬁz[1,2,2]:1+—1:;.
24 - 7
2
S7 se trunca en el cuarto término:
1 17
V2~ (1,222 =14+ ——— = —.
1 12
2—|——1
2+ -

2
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Si se trunca en el quinto término:

1 41
V2~[1,2,2,2,2] =1+ =,
1 29
24—
2+ —7
94 =
+ 2
Si se trunca en el sexto término:
1 99
V2~[1,2,2,2,2,2] =1+ =
1 70
2+ 1
24—
2+ —T
91 =
+ 2
Si se trunca en el séptimo término:
1 239
V21,222,222 =1+ ==
1 169
2+ 1
2+ —7
91 =
* 2

Al continuar con el procedimiento de truncamientos de la fraccion continua

de la raiz cuadrada de 2, se observa que algunos de los denominadores de las

fracciones presentan niumeros peculiares.
Los nimeros marcados en rojo son numeros de Markov, que se definirdn en breve.

El matematico ruso Andrey Markov los investigd a finales del siglo XIX. En
particular, demostré un teorema destacado sobre el valor minimo de una forma
cuadratica binaria real que ahora se conoce como el teorema de Markov [5].

En el ambito de la investigacién matematica que se aborda, es de sumo interés

la siguiente ecuacién diofantica:

o]+ 73 + 73 = 33,3073, (1.2)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Markov y es de especial relevancia

debido a sus soluciones enteras denominadas nimeros de Markov.
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Definicién 1.2.4. Las ternas de Markov describen las ternas solucion (my, ma, mg) €
Z3 de la ecuacion (1.2)) con m; > 0 parai € {1,2,3}. Los nimeros de Markov
son aquellos niumeros que aparecen en alguna terna de Markov. La sucesion de

numeros de Markov se denota por M.

Los primeros nimeros de Markov son,

M ={1, 2, 5, 13, 29, 34, 89, 169, 194, 233, 433, 610, 985, 1325, ...},

los cuales figuran como entradas de las siguientes ternas de Markov

(1,1,1), (1,1,2), (1,2,5), (1,5,13), (2,5,29), (1,13,34), (1,34,89), (2,29,169),

(5,13,194), (1,89,233), (5,29,433), (1,233,610), (2,169,985), (13,34,1325), ...

Durante la sesién de problemas de la 19th International Fibonacci Conferen-
ce, se planted la pregunta de si el coeficiente 3 en la ecuacién de Markov podria
ser reemplazado por cualquier otro nimero k € Z-q, y si este nuevo valor de k
también generarfa una terna de Markov como solucién [32].

El siguiente resultado garantiza que los tnicos casos interesantes son cuando
k = 1y k = 3, mas aun, las soluciones para £k = 1 estdn completamente

determinadas por el caso k = 3 y viceversa.

Proposicion 1.2.1. La ecuacion
o]+ 2+ a5 = krmaws, (1.3)

tiene soluciones positivas solo para k =1y k =3. Para k = 1, (b1, bs,b3) es una
by by b3

solucion si y solo si 3 divide a b;, parai € {1,2,3} y (3’ 37

) es una solucion

de la ecuacion de Markov para k = 3.

Demostracion:
Noétese que si se multiplica por una constante k£ a los elementos de una solucion

(a1, az, az) de la ecuacion ([1.3)). Al multiplicar cada componente por una constante
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k, se obtiene que

(ka1)? + (kag)® + (kas)? = k*a® + k*a2 + k2a?
= k*(a} + a3 + a3)
= k?*(kajasas)
= k2ajasas

= (ka1)(kag)(kas),

dado que (ay, az, ag) es una solucién de la ecuacion (|1.3)), entonces, (kay, kas, kas)
es una solucién de la ecuacién z? + 22 + 22 = 1013,

En contraste, suponga que (by, by, b3) es una solucién de la ecuacion
b3+ b3+ b3 = bybybs.

Al considerar esta ecuacion en el contexto de aritmética modular con médulo 3,
se observa que b? para i € {1,2,3}, es congruente con 0 mddulo 3 si b; para i €
{1,2,3} es multiplo de 3, y es congruente con 1 médulo 3 en caso contrario, es

decir,
b? = 0(mod 3) si  3|b; parai € {1,2,3},

b? = 1(mod 3) si 3 Jb; parai € {1,2,3}.

Si al menos un b? parai € {1,2, 3} es congruente con 0 médulo 3 y otro b? para j €
{1,2,3} es congruente con 1 médulo 3, entonces el lado derecho de la ecuacién
serfa congruente con 0 moédulo 3, mientras que el lado izquierdo no lo seria, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, todos los b; para i € {1,2,3} deben ser
multiplos de 3.

Dado que b; para i € {1,2,3} es multiplo de 3, se puede establecer que

b;
a; = 7, para i€{1,2,3}.
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Esto nos lleva a que

b\> b\ (b3’
a§+a§+a§—(§1) +(§2> +(§3)

2B
"9 9y

1

= (Ui + 05 +05)
1

= (bibabs)

1
=5 (3a1)(3az)(3as3)

1
== 5(27(11@2&3)

1
= 5(3(9)a1a2a3)

= 3ayaqas,

lo que demuestra la segunda parte del enunciado.
Ademas, como los niimeros en una terna de Markov son coprimos (esto se demos-
trara mas adelante, ver Nota , se deduce que el maximo comun divisor de
cualquier solucién positiva (by, by, b3) de la ecuacién b? + b3 + b2 = bbbz debe
ser 3, es decir,

med(by, by, bs) = 3.

Esto implica que (kay, kag, kas) no puede ser una solucién de la ecuacién
b3+ b5+ b3 = bibybs

a menos que k sea igual a 1 o 3. |

Nota 1.2.2. Debido que aun se carece de los conocimientos necesarios para de-
sarrollar la demostracion de que cualquier par de niumeros pertenecientes a una

terna de Markov son coprimos, la misma se realizard en la seccion @ Arboles de
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Markov.

Nota 1.2.3. Los numeros que aparecen en la terna solucion de la ecuacion
2 2 2
]+ 25+ 23 = T1X2T3

son el conjunto {3m : m € M}. También podria considerarse como la definicion
de M de la sucesion de Markov.

Nota 1.2.4. La sucesion de nimeros de Markov aparece en la OFIS (Online

Encyclopedia of Integer Sequences) como la sucesion A002559 [2].

1.3. El espectro de Lagrange

Se sabe que todo numero real o puede ser aproximado tan bien como uno lo
desee utilizando ntimeros racionales. Por ejemplo, si a es un niimero irracional, se
puede considerar su expansion decimal y aproximarlo por racionales considerando
cada vez mas decimales de esta expansion. Notese que entre mas decimales se to-
men, la fraccién (en general no reducida) que aproxima a « tiene un denominador
mayor. Si se toma n decimales se puede encontrar un racional expresado como
una fraccién con denominador 10" que da esta aproximacion.

Por ello uno se puede preguntar si jse puede aproximar arbitrariamente bien a un
nimero real o por medio de racionales {Z—:}neN tales que el denominador ¢, se
mantiene acotado en algin sentido?

Una primera respuesta a esta pregunta la proporciona un teorema clésico de
Dirichlet.

Teorema 1.3.1 (Dirichlet). Sia € R y N € N, entonces existe b €EQcong< N
q
tal que

Demostracion:

Recordando que todo niimero real o puede escribirse como
a=|a] +{a}

dénde:
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» |« es la parte entera de a.
» {a} es la parte decimal de «, con 0 < {a} < 1.

Sean a € Ry N € N. Considérese la particién del intervalo [0,1) en N subinter-

valos de igual longitud

N-lp . .
t 1+1
0,1)=| ]2, 2).
o0=U v v)
También considérese los N + 1 nimeros: {a}, {2a}, {3a}, {4a}, ..., {(N + 1)a}.
Por el Principio de Dirichlet de las cajas, al distribuir N + 1 nimeros en N
subintervalos, al menos dos de estos nimeros decimales, {ka} y {la}, caerdn en

el mismo subintervalo. Esto implica que:

{la} — {ka}| < %
Sisedefineag=1—kyp=|la] — |ka], entonces
{la} —{ka} =la — |la] — (ka — |ka])
=la— |la| — ka+ |ka]
= (I = k)a = ([la] = [ka])

= qa — p.
Asi, se tiene
1
— < —.
g —pl <
Dividiendo entre g, se obtiene:
P 1
a—=| < —.
q’ qN
[ |
Corolario 1.3.1.
1. Si oo € Q entonces hay infinitos b € Q que satisfacen
q
1
a— 73‘ <= (1.4)
q q
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2. Sia= r € Q, entonces la desigualdad
S

C
a—=| < —= (C>0),
. q2( )

p ‘
se cumple solo un numero finito de b € Q.
q

Demostracion:

1. Sea a ¢ Q. Por el Teorema [1.3.1] existen Pn ¢ Q con
dn

1

2

’ Prn
o= —
In

4n

para cada n € N.

Se asume que no existen una infinidad de &, entonces, sea P € Q tal que
dn qk

Dada la hipédtesis de a € Q, resulta que o # @, por tanto, para n suficien-
dk

temente grande,

|
IN

1 1
n n

Lo cual no puede ocurrir, ergo, hay infinitos %7 € Q que satisfacen (|1.4)).

2. Seaa=-¢ Q y considérese la desigualdad
s

C
a—=—| < — (C>0).
. qQ( )

Sustituyendo a « en la desigualdad por su equivalencia:

o—=—| =|-—=
q s 9
rq — Sp
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Como 1 < |rq — sp|, se tiene que

1 C
— < —.
sq¢ ¢
Multiplicamos ambos lados por ¢:
pe
s
Esto implica que
q < sC.

Por lo tanto, ¢ tiene un numero finito de valores posibles, ya que ¢ es un

nimero entero positivo y esta acotado por sC.

Ahora uno puede preguntarse qué tanto se puede mejorar a la cota dada en el
punto 1 del Corolario [1.3.1}
Lagrange introdujo el siguiente concepto cuyo objetivo es precisamente enten-

der qué tanto puede mejorarse dicha cota.

Definicién 1.3.1 (Numeros de Lagrange). El nimero de Lagrange L(«) para

a € R es el supremo de todos los L > 0 para los cuales la desigualdad

a——‘ < — (1.5)

se cumple para una infinidad de P € Q.
q

En primera instancia no es claro cémo usar la Definicién [1.3.1] para calcular
L(cv). Sin embargo, uno puede usar a las fracciones continuas para hacerlo.
En la pagina 23 del libro Markovs theorem and 100 years of the uniqueness con-
jecture se encuentra la Proposition 1.22 con su respectiva demostracién, la cual
relaciona a los nimeros de Lagrange con las fracciones continuas. Dicha proposi-

cién enuncia lo siguiente:
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Proposicién 1.3.1. Si o = [a1,a9,a3,...,0,, Gyt1,Gnro, .. .| € Q y definimos a
& = Apy1, Ao, ... entonces a = [ay,as,as, ..., a,, '], mds ain, el nimero de

Lagrange de o se obtiene de la siguiente manera:

L(o) = limsup A\, ().

n—o0

1
Con A\, (a) = [o/] + ﬂ_ = [aps1, Qnio, -+ [0, a0, ... a1] ¥ By = [an, an_1, ..., a1].

Ejemplo 1.3.1. Considérese la fraccion continua infinita simple de la razéon durea

enunciada en la Observacion [1.2.1]

1 5
o= 1Y5 i
2
Como
" Qpi1 = [Ant1, Gngo, -] €S la cola de la fraccion continua infinita simple.
w B, = [an,Gn_1,...,a1] es el nimero truncado a partir del n — término de la
fraccion continua inversa.
Y dado que la fraccion continua es constante: a = 1 para todo k € {1,...,n} se
tiene que
1++5
Upt1 = [1, 1,. . ] =
2
Y
Bn=1[1,1,...,1].
Por lo que el valor de \,(p) es:
1++5 1 1++5 1
A (@) = Ay =11,1,1,1,... = :
2 ( 2 ) [ T > T
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Como la fraccion continua es constante, el limsup es simplemente lim, por lo que

L <1+\/3> = limsup A, <1+\/3>

2 n—00 2

= lim 1+\/3+ !
n—00 2 1,...,1]

14++5 1
I T T
:1+\/5+ 1 |
2 1+5
2
pero
1 2 21=vB) 21 —+5)  2(1—+5)
145 1+v6 (1+VB)(1-v5) 12-(v5)2  1-5
2
C2(1-V6) 1-VB  —1+4/5
-4 =2 2
Por lo que

L<1+\/5> :1+\/3+—1+\/5'

2 2 2
1+ VE-1+445
2
25
T2
= /5.

Definicién 1.3.2 (El espectro de Lagrange). Al conjunto £ = {L(«) : « € R\ Q}

se le denomina el espectro de Lagrange.

Dada la complejidad en el uso de la Definicion [1.3.2| para calcular £, Markov
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trabajé en un teorema que permite calcular de manera méas sencilla al espectro
de Lagrange, hoy en dia se le conoce como el Teorema de Markov (ver Teorema
1.4.1]).

1.4. El teorema de Markov

La relacién entre el teorema de Markov y el espectro de Lagrange radica en el
hecho de que los nimeros que satisfacen el teorema de Markov también forman

parte del espectro de Lagrange [5].

Definicién 1.4.1. Un nimero o es irracional cuadrdtico si o no es racional

y « es una solucion de una ecuacion cuadrdtica con coeficientes enteros.
Ejemplo 1.4.1.

= Como bien se sabe el nimero /2 es irracional porque no puede ser expresa-
do como una fraccién de dos enteros (ver la pagina web [35]). Ademas, es

cuadrdtico porque es una solucion de la ecuacion cuadrdtica:
2> —2=0.

Dado que 1 y —2 son numeros enteros y son coeficientes de la ecuacion

22 —2 =0, se tiene que V2 es un nimero irracional cuadrdtico.

» Como ya es conocido el nimero m es irracional (ver la pdgina web [37]),
pero no es cuadrdtico, a diferencia de /2, ™ no es solucion de ninguna
ecuacion cuadrdtica con coeficientes enteros. De hecho, m es un nimero
trascendente, lo cual significa que no es solucion de ninguna ecuacion
algebraica de coeficientes enteros, sea cual sea el grado de la ecuacion (ver
la pagina web [36] ).

Por lo tanto, ™ no es un numero irracional cuadrdtico.

Teorema 1.4.1 (Markov). Sea M el conjunto de los nimeros de Markov. En-
tonces el conjunto de niumeros que pertenecen al espectro de Lagrange y que son

menores que 3 puede describirse de la siguiente manera

{\/9m2 —4
Loz = §———

m

mE./\/l}. (1.6)
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Ejemplo 1.4.2. Se procede a hacer el cdlculo con los 5 primeros numeros de
Markov:

» Para I:

» Para 2:

s Para 5:
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n Para 13:

9m? —4 _ +/9(13)7 — 4

9(169) — 4
13
V52l —14

V1517
13
~ 2.996

n Para 29:

om? —4  +/9(29)2 —4

9(841) — 4
29
V7560 — 4

V7565
29
~ 2.999

VIm? — 4
Se observa que ———— se aproxima a 3 por abajo. Para una mayor legibilidad,
m

se organizan los numeros previamente calculados en la siguiente tabla:

M 1 2 5 13 29
YOmPd | /5~ 2,236 | 2v/2 = 2.828 | V2L ~ 2,973 | YIBIT ~ 2,996 | YIS ~ 2,999
Tabla 1.1: Valores aproximados de —”9”;12_4 para los primeros 5 niimeros de Markov.
En la Tabla[1.1], se ilustra que
9m? —4
m— < 3’
m

para los primeros 5 numeros de Markov.

Una parte importante del teorema establece que, para cada m € M, existe un
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numero irracional 7, tal que

9m?2 — 4
- .

L(vm) =

Ademads, se cumple que v/9m? — 4 es un irracional cuadratico.

De hecho, puede demostrarse que se puede tener

_ —3m+ vVIm? —4

Tm 9

Para mas detalles, consultese el Teorema de Markov en la pagina 35 del libro

Markov’s Theorem and 100 Years of the Uniqueness Conjecture [5].

1.5. Conjetura de unicidad

La conjetura de uniciad de los nimeros de Markov es un problema matematico
que ha intrigado a muchos investigadores en mas de 100 anos. Esta conjetura, fue
formulada por el matematico ruso Andrey Markov, Sin embargo, Markov evito la
prueba del Teorema [1.4.1| pues la conjetura solo requeria los nimeros de Markov,
independientemente de la conjetura. Debido a que Frobenius hizo la afirmacién
en 1913, a veces también se la conoce como la conjetura de Frobenius [5] desde
entonces los matematicos han intentado probar o refutar esta conjetura, pero
hasta ahora no se han descubierto pruebas sélidas que respalden ninguna de las

afirmaciones.

Conjetura 1. Cada numero de Markov aparece exactamente una vez como madxi-

mo en una terna de Markow.

Para tener una vision maéas clara de esta conjetura, se procede a analizar el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.1. Considérese la terna de Markov, (1,5,13), la conjetura dice que
el max(1,5,13) = 13 es dnico por lo que no existe otra terna de Markov cuyo

mdzximo sea 13, en otras palabras, no existe la terna (my, ms, 13) con
13>m1>m2, m17é1, m27§5

El Corolario 1.2. del articulo [9] afirma que la conjetura es verdadera para dos

casos particulares.
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Proposicién 1.5.1 (Theorem 1.3 de Uniqueness Theorem of Generalized Markov
Numbers that are Prime Powers [21]). La conjetura es verdadera cuando el nimero
Markov es una potencia de un primo impar, ¢ = p”, o el doble de una potencia de

un primo impar, ¢ = 2p".



Capitulo 2

Arboles de Markov

A lo largo de este capitulo se van a introducir varios conceptos de teoria de
graficas con la finalidad de trabajar rigurosamente con los arboles. La fuente prin-
cipal es el libro [20], del cual se extraen los conceptos principales, asi como algunas
de sus propiedades.

Los arboles fueron utilizados por primera vez en 1847 por Gustav Kirchhof
(1824-1887) en su trabajo de redes eléctricas, aunque posteriormente fueron de-
sarrollados y definidos de nuevo por Arthur Cayley (1821-1895) [20].

Los arboles de Markov son una herramienta efectivas en el &mbito de la teoria
de nuimeros, utilizados para explorar las soluciones enteras de la ecuacion de Mar-
kov . Esta ecuacion dio lugar a una fascinante estructura de soluciones que
forman un arbol, donde cada nodo representa una solucién de la ecuacion de Mar-
kov y cada nueva solucién se deriva a partir de las transformaciones aplicadas

a nodos anteriores [5].

Definicién 2.0.1. El par G = (V, E) es una grdfica dirigida si V # () es un
conjunto finito de vértices (nodos), y E es un conjunto de aristas posiblemente
vacio de parejas ordenadas de elementos de V' (La orientacion de una arista se
senala mediante una flecha dirigida sobre ella).

Se dice que G es una grdfica no dirigida si E es un conjunto de pares no or-
denados sobre V.

Toda grdfica G admite una representacion visual colocando un nodo por cada vérti-

cedeveV
v
o

y en el caso de que G sea una grdfica no dirigida, se coloca una arista entre los

35
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vértices v Yy w

para cada par (v,w) € E.

St G es una grafica dirigida, se coloca una flecha entre los vértices v y w

v w
[ ]

para cada par (v,w) € E.

Para cual sea G se cumple lo siguiente

1. Se dice que una arista e € E es incidente a dos vértices vi,vo € V si e
une a vy con vy. Los vértices vy, vy se denominan adyacentes entre si. Mas
atn, si G es una grdfica dirigida y € es una flecha que une a vy con v,
entonces a el vértice v1 se le conoce como vértice origen de la arista e y

el vértice vy se le conoce como vértice terminal.

2. Siv €V yv no tienen aristas incidentes, entonces, a v se le denomina

vértice atslado.

3. Sie € E conecta a un vértice consigo mismo, entonces e es un lazo.

Ejemplo 2.0.1.

N 1 5
[ ] o [ ]
A
[ ]
P ] 3 4
[ ] [ [
[
D
° [ ] [ ]
I 2 6
Figura 2.1: Grafica dirigida con cinco Figura 2.2: Grafica no dirigida con

nodos. seis nodos.
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En la Figura se proporciona un ejemplo de una grdfica dirigida G = (V, E)
con V={P,I,D,A,N} y E={(P,I),(I,D),(D, A), (A, A)}.
En la misma Figura[2.1] las aristas e € E, son:

1. La arista e = (P, 1) es incidente con los vértices P, I, por lo que los vértices
P, I son adyacentes entre si. Ademds, el vértice P es el vértice origen de la

arista e y el vértice terminal de e es I.

2. La arista e = (I, D) es incidente con los vértices I, D, por lo que los vértices
1, D son adyacentes entre si. Ademds, el vértice I es el vértice origen de la

arista e y el vértice terminal de e es D.

3. La arista e = (D, A) es incidente con los vértices D, A, por lo que los vértices
D, A son adyacentes entre si. Ademds, el vértice D es el vértice origen de

la arista e y el vértice terminal de e es A.
4. La arista e = (A, A) es un ejemplo de un lazo.
5. El vértice N que no tiene aristas incidentes es un vértice aislado.

La Figura[2.9 muestra una grdfica no dirigida con aristas {1,2}, {1,3},{2,4}, {3,5},
{4,6},{5,6}. A pesar de ello, una arista como {1,2} representa {(1,2),(2,1)}.

Definicién 2.0.2. Sean xy y y vértices (no necesariamente distintos) de una
grafica no dirigida G = (V, E).

1. Un camino de xy ay es una sucesion alterna finita de vértices y aristas de

la forma

C(xo,y) = Z0,€1,T1,€2,T2,€3,...,p—1,Tpn—1,€En, Y
con e; una arista de r; a ;1.

2. La longitud de un camino es el niumero total de aristas que hay entre el
vértice de partida hasta el vértice final. En caso de que el nimero de aristas

sea nulo, al camino se denominard camino trivial.

3. Si ningin vértice del camino Cs(zo,y) se repite, entonces a Cs(xg,y) se le
conoce como camino simple. El término ciclo se utiliza para referirse a

un camino simple que es cerrado, denotado como Ce(xg, o).
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Ejemplo 2.0.2.

D\j/.
P,

Figura 2.3: Grafica no dirigida con seis nodos y un lazo.
Para la grifica de la Figura se tienen los siguientes caminos:

1) {1,2},{2,2},{2,1},{1,4},{4,5}: éste es un camino C(1,5) de longitud 5 en

el que se repiten la arista {1,2} asi como los vértices 1 y 2.

2) {3,1},{1,5},{5,6},{6,4},{4,1},{1,2}: aqui se tiene un camino C(3,2) de

longitud 6, donde solamente se repite el vértice 1.

3) {3,1},{1,4},{4,5}: claramente en este camino no se repite ningun vértice,

por lo que es un camino simple Cs(3,5) de longitud 3.
4) Las aristas {1,4},{4,5},{5,1} conforman un ciclo Co(1,1) de longitud 3.

Definicién 2.0.3. Sea G una grifica no dirigida. Se dice que G es conexa si
para cualquier par de vértices diferentes en G hay un camino simple que los une.

Se dice que una grdfica es disconexa si no es conexa.

Ejemplo 2.0.3.
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b c

NV

d

Figura 2.4: Grafica no dirigida con siete nodos.

En la Figura se presenta una grdafica no dirigida, G = (V, E) con V =V} U
Vo y E = Ey; U E,, ddnde los conjuntos de vértices son Vi = {a,b,c,d}, Vo =
{e, f,g} vy los conjuntos de aristas son E; = {{a,b},{d,c},{a,d},{b,d}}, B2 =
{{e, f},{f,g}}. Esta grdifica G = (V,E) no es coneza, pues no eziste un camino
simple que una a los vértices ¢ con g. Sin embargo, la grafica G esta compuesta
por dos piezas Gy = (V1, Ey), Go = (Va, Ey) que por si solas son grdficas conezxas.
Por lo tanto, se puede deducir que una grdfica no dirigida G = (V, E) es disconeza
sty solo si V' se puede separar en al menos dos subconjuntos Vi, Vs, tales que no
exista una arista en e € E de tal forma que un vértice incidente de e esté en V;

y el otro esté en V.

Definicién 2.0.4. Sea G = (V, E) una grdfica no dirigida sin lazos. Se dice que

G es un darbol si aparte de ser conexa, G no contiene ciclos.

Ejemplo 2.0.4.
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Figura 2.5: Arbol de 6 nodos. Figura 2.6: Grafica no arbol.

En la Figura[2.3]la grdfica mostrada es un drbol con 6 nodos al ser conexa y no con-

tener ciclos, pero la Figura[2.6no lo es, porque contiene un ciclo {1,2},{2, 3}, {3, 6},

{6,5},{5,4},{4,1}.

Definicién 2.0.5. Sea G = (V, E) un drbol. Se dice que G es un drbol con raiz,

si se elige un vérticer € V' de G que se considera distinguido.

Ejemplo 2.0.5. Considérese el drbol de la Figura[2.5. Si por ejemplo se elige a

el vértice 2 como distinguido entonces dicho drbol se dice arbol con raiz.

Definicién 2.0.6. Sea G = (V, E) un drbol con raiz r. La distancia dev € V a
r es la longitud del camino mds corto que conecta a v con r. Para n € N el nivel
n de G es el conjunto de vértices a distancia n de r.

Sin <n' se dice que el nivel n es mds alto que el nivel n’.
Ejemplo 2.0.6. Considérese el drbol de la Figura[2.5 con raiz 2.
» Bl vértice 5 estd a distancia n = 3 de la raiz del drbol.
w El vértice 1 estd a distancia n =5 de la raiz del drbol.

Como 3 < 5 se dice que el nivel del vértice 3 es mds alto que el nivel del vértice 5.
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Definicién 2.0.7. Sea G = (V, E) un drbol. Siv € V estd a niveln yv' € V estd

a niveln+1 yv yv' estdn conectados por una arista, se dice que v’ es hijo de v.

Ejemplo 2.0.7.

R A1 D As

[ ] [ ] [ ] [ ]
Figura 2.7: Arbol con rafz.

En la Figura[2.7 se muestra un drbol con raiz el cual posee la siguiente estructura:
E: Es el nodo raiz del arbol. Representa el nivel mas alto y es el punto de partida
para todos los demds nodos.

Primer Nivel de Hijos

S: Es un hijo directo de F.

T': Es otro hijo directo de E, paralelo a S.

Sequndo Nivel de Hijos

Bajo el nodo S:

R: Este nodo es un hijo de S. Ay: Este es otro hijo de S.

Bajo el nodo T':

D: Este nodo es un hijo de T. As: FEste es otro hijo de T'.

Los arboles son herramientas ttiles para examinar propiedades y para la or-

ganizacién de datos en diversos campos, tales como:

1. En informatica, hacen més eficaz la recuperacién de datos, mejorando sig-

nificativamente el rendimiento de las operaciones de busqueda.

2. En telecomunicaciones, los arboles ayudan a optimizar el encaminamiento

de las redes, mejorando la eficacia y fiabilidad de las redes de comunicacion.
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3. En las ciencias medioambientales, los arboles se utilizan para modelizar y
simular ecosistemas con el fin de estudiar el impacto de diversos factores en

la biodiversidad.

Estos arboles también ofrecen una representacion grafica sencilla de entender, la

cual facilita ver patrones y conexiones [33].

2.1. Ternas de Markov

Markov demostré que todos los niimeros de Markov se pueden producir de una
manera sencilla [5]. En esta seccion se ilustrara cémo un arbol particular permite

estudiar a las ternas de Markov.

Definicién 2.1.1. Se dice que una terna de Markov (my, ms, m3) es singular
si al menos tiene dos numeros iguales. A las ternas que no cumplen esta definicion

se les denominan mo singulares.
Ejemplos 2.1.1.

1. La terna (1,1,2) es una terna singular pues tiene dos nimeros iguales.

2. La terna (1,2,5) es una terna no singular pues todos los nimeros de la terna

son distintos entre si.

Lema 2.1.1. Las ternas de Markov (1,1,1) y (1,1,2) son las unicas ternas sin-

gulares.

Demostracion:
Sea (mq,mg, m3) una terna de Markov singular, sin pérdida de generalidad se

asume que mg = mzy m; = m, entonces la ecuacién (1.2 resulta

m? 4+ m3 + m3 = 3mmams,
m? 4 2m3 = 3mm3,
m? = 3mm32 — 2m2,

m? = m3(3m — 2).

Lo cual implica que m3 | m? que a su vez conlleva que msy | m, por lo que, existe

k € Z tal que m = msk, en consecuencia se tiene que

(mok)? = mi(3mak — 2),
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k* = 3mok — 2,

2 = 3mok — k2,

2 = k(B3mg — k). (2.1)
Por lo tanto, k divide a 2, lo que fuerza a que k = 10k = 2.

Ahora

» Sik = 1, entonces de (2.1)) se obtiene

2=(1)(3mgy — 1),
3= 3m2,

1:m2.

Asi, m = mok = (1)(1) = 1.

» Sik = 2, entonces de (2.1]) se deduce

2=(2)(8mg - 2),

1 =3m,y — 2,
3:3m2,
1:m2.

Asi, m = mok = (1)(2) = 2.

Ergo, las ternas de Markov (1,1,1) y (2,1,1) son las tnicas con niimeros repeti-
dos. [ |

Una interrogante muy intuitiva es ;Existe un método para generar todas las
ternas de Markov a partir de una terna dada?. El siguiente resultado garantiza

como generar nuevas ternas de Markov a partir de una terna dada.

Proposicion 2.1.1. Las ternas de Markov son autoreplicantes. Mds precisa-
mente, dada una terna de Markov (my, mq,m3) se puede construir una nueva

terna de Markov de la forma (my, mg,my), donde ms # my y necesariamente

mh = 3mymsy — mg.

Demostracion:

Sea (my,mg, m3) una terna de Markov, con my, my fijos, en este momento, el
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objetivo es localizar todas las ternas de Markov de la forma (my,mq, m}), para

esto, se procede a resolver la siguiente ecuacion
mi +m3+my? = 3mimams.

Dado que (mq, mg, mg) satisface la ecuacién , se tiene
mi+m;+m; = 3mimams.

Asi, todo se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

mi+m3 +my? = 3mymyms, (2.2)

mi+ms+m; = 3mymams. (2.3)

Multiplicando a ({2.3) por —1 y suméndole la ecuacién ([2.2)), se llega a

/2 2 _ /
ms < —m3s = 3myma(ms — ms),

(my — mg3)(ms3 4+ m3) = 3mima(ms — ms),
my + ms = 3myma,

my = 3mymg — ms.

Asi, se genera una nueva terna de Markov (my, mq, mji = 3mimg —ms). [ |

Observacion 2.1.1. En wvirtud de la Proposicion si se fijan a my,ms y

meo, ms3 se generan las ternas

(mq, my = 3myimg —mg, mg3)

(m} = 3mamg —my, ma, ms),

respectivamente.

Por lo tanto, a partir de una terna de Markov se pueden construir otras ternas de
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Markov bajo las siguientes reglas de recurrencia:

my = 3mimg — ms, (2.4)
my = 3myms — ma, (2.5)
my = 3mams —my. (2.6)

Definicién 2.1.2. Se dice que dos ternas de Markov son adyacentes si pueden

obtenerse una de otra mediante alguna de las reglas de recurrencia establecidas en
la Observacidn 211

Ejemplo 2.1.1. Considérese la terna (1,1,1). Si se aplica cualquiera de las reglas
de recurrencia de la Observacion a esta terna se genera la terna (1,2,1).

Pues

my =3(1)(1) -1 my =3(1)(1) — 1 my =3(1)(1) — 1
=3-1 =3-1 =3-1
=9 =2 =2

Por lo tanto, las ternas (1,1,1) y (1,2,1) son adyacentes.
En virtud de la Definicién [2.1.2 se establece la siguiente propiedad de las

ternas adyacentes.

Proposicion 2.1.2. La relacion de adyacencia entre dos ternas de Markov es
simétrica, es decir, si (my, mg, m3) es adyacente a (ny,ng, n3), entonces (ny, ng, n3)

es adyacente a (my, mg, m3).

Demostracion:
Sea (my, mg, m3) una terna de Markov, sin perdida de generalidad, se considera su
terna adyacente (mq, me, mjs). Resta demostrar que (my, ms, ms) puede obtenerse
a partir de (my, ma, mj) bajo alguna de las reglas de recurrencia de la Observacién
211
En efecto, al aplicar la regla de recurrencia sobre la terna (my, ms, mj) se

obtiene:

" /
Mg = 3mimsy — My
= 3m1m2 — (3m1m2 — mg)
= 3m1m2 — 3m1m2 + ms

= ms.
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Por lo que la terna resultante es (my, mg, m4) = (my, me, ms3). Ergo la relacién de

adyacencia entre dos ternas de Markov es simétrica. |

Se observa que las ternas singulares solo tienen dos vecinos. Toda terna no
singular (mq,mg, m3) tienen tres ternas adyacentes, las cuales son diferentes entre
si. Més atn, (mj, ms, m3) tiene una tnica terna adyacente cuyo elemento maximo
es menor al maximo de (my,me, ms). La terna (1,2,5) es especial en el sentido

del resultado siguiente.

Corolario 2.1.1. La terna de Markov (1,5,2) es la tinica terna no singular que

es adyacente a una terna singular.

Demostracion:
Por el Lema se sabe que las unicas ternas singulares son (1,1,1), (1,1,2)
y por el Ejemplo se sabe que la terna (1,1,1) solo tiene a la terna (1,1,2)
como terna adyacente. Por lo que todo se reduce a calcular las ternas adyacentes
a(1,1,2).

» Es facil verificar que si se aplica la regla de recurrencia (2.4) se genera la
siguiente terna
(1,1,1),

puesm; = 1 = mg, mg = 2asimi = 3(1)(1) -2 = L
» Claramente si se aplica la regla de recurrencia (2.5)) se genera la siguiente

terna

(17 57 2)7

puesm; = 1 = mg, mg = 2asimf = 3mymg—my = 3(1)(2)—1 = 5.

» Notoriamente si se aplica la regla de recurrencia ([2.6|) se genera la siguiente

terna
(5,1,2),

puesm; = 1 = my, mg = 2asim) = 3(1)(2)—1 = 5.

Por lo tanto, la terna (1,5, 2) es la tinica terna no singular con una terna singular

adyacente. |
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Definicién 2.1.3. Sea (mq, mg, m3) una terna de Markov no singular. Si
my > mg > Mg,

entonces amy se le denomina como el elemento mdximo de la terna y se denota

por mdx(my, ma, m3) = M.
Ejemplo 2.1.2.

» Para la terna (1,2,5). Puesto que 5 > 2 > 1 se tiene que

mazx(1,2,5) = 5.

» Para la terna (1,13,5). Dado que 13 > 5 > 1 se intuye que

mdz(1,13,5) = 13.

» Para la terna (29,5,2). Debido a que 29 > 5 > 2 se concluye que

max(29,5,2) = 29.

Claramente se puede notar que el elemento mdzximo de la terna (1,13,5) es mayor
que el elemento mdzximo de la terna (1,2,5) pero menor que el elemento mdzximo
de la terna (29,5,2).

Con base en lo observado en el Ejemplo [2.1.2] se puede notar que hay maximos
mas grandes que otros entre una terna y sus ternas adyacentes, lo cual lleva al

siguiente lema.

Lema 2.1.2. Sea (my,ms, m3) una terna de Markov no singular, entonces sdlo
una de las tres ternas adyacentes tiene un elemento maximo menor que el elemento

maximo de (my, mg, m3).

Demostracion:

En efecto, sea (mq,ms, m3) una terna de Markov no singular, por la Observacién

se sabe que sus ternas vecinas son

(mh My, 3mimsy — m3),
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(m1, 3mimg —ma, mg),
(3mams — my, mg, mg).

Sin pérdida de generalidad se asume que m; > mg > ms.

Dado que my > mg, se sigue que my(3ms — 1) > mg, por lo que
3mime — ms3 > my.

Como my > ma, se tiene my(3mg — 1) > my, por tanto
3mims — mo > my.

Finalmente, se fija a mo y ms.

Se considera la siguiente ecuacién
f(x) = 2% +mj+mj — 3zmams = 0,

f(x) es un polinomio de grado 2 y toda solucién entera positiva da lugar a una

terna de Markov. Por construccion, se sabe que m; es solucién por lo que

fl@) = (z=mi)(x—mi)

dénde m/ es la otra raiz del polinomio f.

En particular se tiene que
2 2 2 / 2 / !
=+ ms+ms —3xmemg = (x —mq)(x —mi) = z°— (mg +m))x +mm;
Asf se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

my+m) = 3mgmsg,

/ 2 2
mim;y =mj; + m3.
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Despejando a m) de ambas ecuaciones, se obtiene

m} = 3mamsz —my,
, m3 + mj
my =-—"=.
my

Como m; € Z para i = {1,2,3} y 3 € Z, cualquier combinacién lineal de estos
nuameros vuelve a ser un entero. Particularmente de la primera ecuacion del sistema
se obtiene que m} € Z. Ademds, al ser m; > 0 para i = {1, 2,3} se tiene que

m3 + m3

my = > 0.

my
Por lo que se deduce que m) € Z.
Se afirma que my > m/.
En efecto, para demostrar este hecho se evalia f en msy, por un lado, se
obtiene:

f(my) = m3+m3+m3 — 3mamams

y por otro:

f(ma) = (mg —ma)(my —m)).

Por hipétesis (mg —my) < 0, pues my > mo.

Para deducir que my —m) > 0 es suficiente con demostrar que

f(ms) < 0.
Noétese que
f(my) = 2m3 +mj — 3mams = 2m3 +mj — 3mams +m3 — mj
= 3mj +mj — 3mamz —m5 = 3my(1 —m3) +m3 —m3.

Puesto que m; > 0 para i € {1,2,3}, se tiene que 3m3(1 — m3) < 0, pues
1—m3§0y3m§>0.

Como my > mg, se tiene m2 > m2, asi 0 > m3 — ma3.

Por lo tanto, f(mz) < 0 pues f(ms) es la suma de dos nimeros negativos. Ergo
solo uno de los tres vecinos tiene un elemento maximo menor que el elemento

méaximo de (my, mg, ms). [ |
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Observacion 2.1.2. Con el fin de establecer un orden claro en adelante, el valor
mdximo de una terna de Markov se ubicard en el centro, mientras que los otros
dos valores podran disponerse en cualquier posicion. Esta disposicion facilitard la
comprension y el andlisis de las relaciones entre los elementos mdrimos de cada

terna.

Como ya se ha hecho mencién, los nimeros de Markov se pueden organizar en
los vértices de un arbol, llamado el arbol de Markov.
Para construir el darbol de Markov, cada nodo esta etiquetado con una terna de
Markov. Si dos ternas de Markov son adyacentes, hay una arista entre ellos. Dado
que cada terna de Markov no singular tiene tres ternas adyacentes, tres aristas
se ramifican desde cada vértice del arbol de Markov, a excepcién de los vértices
que corresponden a las ternas singulares. Por lo tanto, el arbol de Markov tiene

la siguiente estructura:

i
i

(1,13,5 5,29,2)
(1,347V 3 194,5 (5, 433 \@169,2)
[ \ / [ )
(1,89, 34) (34,1325, 13) S .. (29,14701,169) (169, 985, 2)

A A A A

Definicién 2.1.4. Un drbol con raiz construido como se muestra en la Figura[2.8

es un drbol Ty, de Markov.
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Con base en los resultados del Lema y la Observacién [2.1.1] se obtienen
las siguientes propiedades del arbol T.

Teorema 2.1.1. Si (my, ma, m3) es una terna de Markov no singular, entonces

se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. Toda terna de Markov aparece como etiqueta de un vértice de Ty.

2. La terna (mq, ma, mg) tiene una unica aparicion en el drbol T.

Observacién 2.1.3. Si (my,ma,m3) es un vértice de Ty, entonces existe un

camino simple en Ty que une a (my, mg, mg) con el vértice etiquetado (1,5,2).

La estructura de arbol simplifica la demostraciéon de muchas méas propiedades

interesantes de los nimeros de Markov, alguna de las cuales ya se ha hecho mencién

en el Capitulo [1]
Teorema 2.1.2 (Propiedades de los nimeros de Markov).

1. Los tres numeros de Markov de cada terna son coprimos a pares.

2. Todo numero de Markov aparece como mdzimo de alguna terna de Markov.

Demostracion:

1. Para las ternas (1,1,1), (1,2,1) y (1,2,5), la afirmacién se cumple.
Sea (mq,me, m3) una terna de Markov no singular. Sea d un divisor tanto
de my como de my. Se pretende ver que d = £1. Se tiene que d | my y d | may
lo cual implica que, existen ki, ky € Z tales que my = dky y mo = dks.
Sustituyendo en la ecuacién resulta

(dky)? 4 (dky)? +m?2 = 3(dky)(dky)ms
B*K? + d’k2 +m2 = 3d%kikyms
d*(k? + k3) + m3 = 3d°kikamy
m3 = 3d%kikomy — d*(k} + k3)
ma2 = d*(3kikams — (K2 + k2)).
Esto implica que d* | m3, se deduce que d | ms.

Sea (n1,ng,n3) una terna adyacente a (mjq,ms, m3). Se observa que d nece-

sariamente divide a nq, ny y n3. En efecto, las reglas de recurrencia de la



52

Observacién nos dicen que todos los nimeros de la terna (ng, no,ns)
son combinaciones lineales de my, ms y mg; como d es un divisor comuin de
my, Mo ¥ Mg se sigue que d divide a ny, ny y ns.

Retrocediendo en el arbol T4 es posible establecer una conexién con la terna
(mq,mg, mg) con la terna (1,2,5). Se concluye finalmente que d divide a 1,2
y 5, por lo que d = +1, ergo cualesquiera dos nimeros de Markov de una

terna de Markov no singular son coprimos a pares.

2. Sea (mjy,mg, m3) una terna de Markov no singular ordenada, es decir, m; >
me > m3y seam € M, tal que, m es alguno de los tres niimeros de la terna

(mq, mg, m3). Bajo esta suposicién surgen los siguientes tres casos.

a) Se hace la suposiciéon que m = my. Como m; > mg > mg se tiene

m > ms > mg por lo que, se concluye la demostracion.

b) Se asume que m = my. Por el Lema [2.1.2 se deduce que m = my >

m/, m3 para la terna vecina (m,m), ms), volviendo al caso a).

c¢) Se supone que m = mg. Por el Lema , se sabe que al remplazar
el elemento maximo de una terna se produce otra donde el elemento
maximo disminuye.
Asi, m3 = m se convierte en el segundo mas pequeno o bien contintan
siendo el mas pequeno.
Si ocurre lo primero recae en el caso b), pero si ocurre lo segundo

entonces por el Teorema eventualmente se llega a la terna (1, 5, 2).

Por lo tanto, todo niimero de Markov aparece como maximo de alguna terna
de Markov.

En virtud del Teorema [2.1.2] el conjunto de los nimeros de Markov M esta
cubierto por los numeros resaltados en el arbol Ty,. Es decir, resultan ser el niimero
maximo de cada terna.

Con base en la informacién previamente establecida, la Conjetura [1| puede ser

reescrita de la siguiente manera.

Conjetura 2. Todos los componentes resaltados del darbol Ty, son diferentes entre

s

S1.



53
2.2. Ntumeros de Fibonacci y numeros de Pell

La secuencia matematica conocida como nimeros de Fibonacci se define de
forma recursiva. Esta secuencia numérica, comienza con 0 y 1, dénde cada ntime-
ro siguiente es la suma de los dos anteriores [4].

Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci presenté la secuencia como la
solucion a un problema sobre la reproduccion de conejos, lo que llevo a la popu-
larizacion de la secuencia en el mundo occidental [I7]. Con el pasar del tiempo,
la secuencia de Fibonacci ha encontrado aplicaciones en diversas areas, desde la
computacién hasta la biologia, a la par ha capturado la imaginacién de muchos
debido a su aparicién en la naturaleza, como en la disposicién de las hojas, la
forma de las galaxias y la estructura de los caparazones de moluscos [4].

Las caracteristicas intrigantes de la secuencia de Fibonacci incluyen la razéon
aurea (ver la Observacién , que se crea dividiendo dos niimeros consecutivos
en la secuencia. Al igual que muchos tipos de arte y arquitectura a lo largo de la
historia utilizan esta proporcién [17].

Por otro lado, la secuencia de los nimeros de Pell también se define de manera
recursiva. Esta secuencia numérica comienza con 0 y 1, y cada niimero subsiguien-
te es la suma del doble del nimero anterior y del niimero anterior a este.

Los numeros de Pell llevan el nombre del matematico inglés John Pell, quien
los investigd en el siglo XVII [16].

Estos nimeros son los denominadores de la fraccion continua de la raiz cua-
drada de dos (ver la Observacién y se utilizan para aproximar este nimero
irracional con gran precisién. Ademas, los nimeros de Pell tienen aplicaciones en
la busqueda de ntimeros cuadrados triangulares, la construccion de aproximacio-
nes de nuimeros enteros al tridngulo rectangulo isésceles y la resolucion de ciertos

problemas de enumeracién combinatoria [3].

Definicién 2.2.1 (Numeros de Fibonacci). La sucesiéon de Fibonacci es la
sucesion {Fy, }n>o definida utilizando la regla de recursiva F,1 = F,+ F,_1 con
los valores iniciales Fo = 0 y Fy = 1. A los nimeros que forman parte de esta

sucesion se les denominan niumeros de Fibonaccs.

Ejemplo 2.2.1. Como se menciona en la Definicion los primeros dos niume-

ros de Fibonacci son Fy =0 y Fy = 1. Por lo que se procede a calcular el tercer
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numero de la sucesion usando la regla recursiva F,.1 = F, + F,_1, conn = 1.

Fiygw=F+Fi

Fy=F +F)
F,=1+0
=1

Por lo tanto, los primeros tres numeros de Fibonacci son:
Fg = O,Fl == 1yF2 = 1.

Definicién 2.2.2 (Nimeros de Pell). La sucesion de Pell es la sucesion { P, },>o
definida utilizando la regla de recursiva P, = 2P, + P,_1 con los valores ini-
ciales Php = 0 y P, = 1. A los numeros que forman parte de esta sucesion se les

denominan numeros de Pell.

Ejemplo 2.2.2. Segin lo descrito en la Definicion[2.2.3, los dos primeros nime-

ros de la sucesion de Pell son Py = 0y P, = 1. A continuacion, se calcula el
tercer numero de la sucesion aplicando la formula recursiva P,1 = 2P, + P,_1
conn=1.

Py =2P + P

P, =2P, + P,
Py=2(1)+0
Py=2

En el drbol se aprecia que las dos ramas externas del arbol toman

valores de Fibonacci y de Pell con indices impares, siendo la rama izquierda la
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que toma numeros de Fibonacci y la rama derecha la que toma ntmeros de Pell.

Tabla 2.1: Los diez primeros niimeros de las sucesiones

0123, 4|56 7] 8|9
O/11112 3|58 13|21 | 34
P, 011215122970 169 | 408 | 985

33

(1,5,2)
(1713/ \29,2)
(17347M. i \@169,2)
(1,89, 34) (169,985, 2)

Figura 2.9: Arbol de Markov, Fibonacci y Pell
Teorema 2.2.1 (Numeros de Markov-Fibonacci y Markov-Pell).
1. Todo numero de Fibonacci con indice impar es un numero de Markov.

2. Todo numero de Pell con indice impar es un numero de Markowv.

Demostracion:

1. Los nimeros de Fibonacci con indices pares satisfacen la Identidad de Cas-

sini: anan+1 — Fg = (-1)” [6]

Fopi1Fopy — Fy, = 1.
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Despejando a Fj, se obtiene
F3, = Fopp1Fopq — 1.
Respecto al marco de la Definicion [2.2.1] se sabe que F5, es
Fon = Fopyr — Fopy.
Asi,

(Fong1 — Fon1)? = Fonp1 Fon1 — 1,
F22n+1 - 2F2n+1F2n—1 + F22n_1 = F2n+1F2n—1 - ]-7
F22n+1 + F22n—1 + 12 = 3F2n+1F2n—1-

Por lo tanto, la terna (Fb,.1, Fo,_1,1) es una terna de Markov, ergo, los

niumeros de Fibonacci con indices impares son nimeros de Markov.

. Los numeros de Pell satisfacen la siguiente propiedad:

P, 1P.y1 — P? = (—1)" como Cassini (ver la pdgina 3 de [7]).

De aqui se deduce que los nimeros de Pell con indices pares satisfacen que
Py 1Poy1 — P2 = 1.

Despejando a P}, se obtiene
P22n = Py 1Pop1 — 1.

Respecto a la Definicién [2.2.2] se sabe que Py, es
Py = Pop1 — Popr.

Asi,

(P2n+1 - P2n71)2 = Py 1Popi1 — 1,
P22n+1 - 2P2n+1P2n71 + P22n,1 = P2n71P2n+1 — 1,
Py + Pay 417 =3Py 1 Py

Por lo tanto, la terna (P11, Pay—1,1) es una terna de Markov, ergo, los
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nimeros de Pell con indices impares son ntimeros de Markov.

2.3. Arbol de Farey

La sucesion ordenada de fracciones irreducibles con denominadores que no
superan un determinado numero, se le conoce como la Sucesion de Farey. John
Farey fue un gedlogo britanico quien en 1816 publicé una carta sobre la conjetura
de que cada nuevo término en una secuencia de Farey es el mediante de sus vecinos
en la revista Philosophical Magazine. No obstante, fue el matematico Augustin
Louis Cauchy quien en su libro Exercises de mathématique demostré la conjetura
publicada de Farey [28].

Definicién 2.3.1. Sea % € Q. Se dice que % es irreducible si med(a,b) = 1.
Ejemplos 2.3.1.

8
1. Considérese la fraccion T2 € Q.
Se procede a hacer el calculo de los divisores positivos de los niumeros 8 y
12

» Los divisores de 8 son: 1,2,4 y 8.

= Los diwisores de 12 son: 1,2,3,4,6 y 12.

Claramente, el mayor divisor comun es 4, por lo tanto, med(8,12) =4 # 1.

8
Ergo, 13 "0 €S wrreducible.

3
2. Ahora, considérese 1 € Q.

» Los divisores de 3 son: 1 y 3.

= Los divisores de 4 son: 1,2 y 4.

El inico divisor comin es 1, por lo tanto, med(3,4) = 1.

3
Ergo 1 wrreducible.
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Definicién 2.3.2 (Sucesién de Farey). Sea n € N, la sucesion {Fa,}nen es la
secuencia de todas las fracciones irreducibles entre 0 y 1 que se pueden crear a
partir de fracciones con un denominador menor o igual a n, escritas en orden
creciente. A esta sucesion {Fa,} donde Fa, = {§|7 € [0,1] y (a,b) = 1,0 < n}
se le conoce como la sucesion de Farey y a los niumeros que aparecen en esta

sucesion se les denominan fracciones de Farey.

Ejemplo 2.3.1. La sucesion de Farey para un valor especifico de n contiene todas
las fracciones irreducibles entre 0 y 1 con denominadores de hasta n, ordenadas

de menor a mayor.

Sucesion de Farey de ordenn = 1:

Sucesion de Farey de orden n = 2:
0 1 1
Fag=<—-, =, —».
a2 { 17 27 1 }

Sucesion de Farey de orden n = 3:

01 1 2 1

FCLg = T 9 A o) 1 .
173 2 31

Sucesion de Farey de orden n = 4:

0 1
FCL4:{—

En cada caso, las fracciones estan en su forma irreducible y en orden creciente,

cumpliendo la condicion de que el denominador de cada fraccion es menor o igual

an.
!/
Definicién 2.3.3. Dados %, % € Q irreducibles, se define a el mediante de
estos numeros como
c a ad a+ad
d b b b+

g\

c
di -
Se dice que( T

SalES]
Sy

/
/) es una terna de Farey si g es el mediante de 7Y %.
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Ejemplo 2.3.2. Considérese la sucesion de Farey de orden n = 2 ilustrada en el

Ejemplo
0 1 1
Fay=4-, =, —¢.
1721
a 1 d 1
Sean — = -y — = —.
T2ty T
El mediante de estas dos fracciones se calcula como:
c 1 1 1+1 2
d 2 1 2+1 3

Por lo tanto, la terna de Farey correspondiente es

121
2'371)°

Si se organizan las fracciones irreducibles en forma de arbol binario utilizando

la formula recursiva de la Definicién [2.3.3] y tomando como nodo raiz a la terna

o1l
21

resulta la representacion que se muestra a continuacion.

m/\m ;22/\521
CEVAN /\ /\ /\i:i
/\ /\

Figura 2.10: Arbol de Farey
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Definicién 2.3.4. Un drbol con raiz similar al presentado en la Figura es

conocido como drbol Tr de Farey.

Ahora se procede a la construccién de una tabla que incorpora a la sucesion

de Farey {Fa,}nen. En la primera fila, se escriben los niimeros racionales

0 1 1
172" 1
Paran = 3,4,..., seescribe la fila n copiando la (n—1) en orden pero insertando
el mediante entre dos fracciones continuas
a a
b’ Y
de la fila (n — 1).
0 1
1 1
0 1 1
1 2 1
0 1 1 2 1
1 3 2 3 1
0 1 1 1 2 3 1
1 4 3 2 3 4 1
0 11 2 1 3 2 3 4 1
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1
Tabla 2.2: Fracciones de Farey
Siguiendo este procedimiento de forma iterativa para n = 3,4, ..., se obtiene

un arreglo infinito de niimeros racionales conocido como la tabla de Farey. Esta
tabla no solo organiza las fracciones en orden creciente, sino que también exhibe

propiedades notables.
Lema 2.3.1.

1. Cada fila se compone de niumeros racionales entre 0 y 1, que aumentan
estrictamente de

1
a 1
1

[l e



es decir,

a - a+ad - a'

b b+ b b
2. Sean /
a a
b’ v

dos fracciones consecutivas de Farey en la misma fila, entonces

ab — ab = 1.

3. Toda fraccion de la tabla[2.9 de Farey es irreducible.

Demostracion:

1. En efecto, se asume que
a

b

entonces, por un lado, se tiene que

> e

ab + al/

a(b+ 1)

y por otro,

o Q2 oI

ba—+dt

b(a+a)

(2.8)
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a+ad _ a
b+ b b
Por lo tanto,
a a-+a a

< — < .
b b+ b
2. Se demostrara la validez a través de induccion matematica.

Bases de induccion: Claramente esto se cumple para la primera fila.

Hipdtesis de induccion: Se asume que es cierto para la fila n — 1. Entonces

para cualesquiera dos fracciones
a a
[

consecutivas en la fila n — 1 fuerza a que en la siguiente fila dos fracciones

consecutivas tienen que tener una de las siguientes formas:

a d

b’ v’
0

a a+d

b” b+b’
0

a+d d

b+b" U

Si tienen la primera forma se cumple de inmediato por la hipdtesis de in-
duccién.

Si tienen la segunda forma, entonces
(a+a)b—alb+V) = ab+db—ab—ab = ad'b—ab = 1.
Si tiene la tercera forma, entonces
db+V)—(a+d) = db+dV —ab —dV = db—al = 1.

Con esto termina la prueba por induccion y se concluye que es valida para

todo numero natural n.

3. Sean

@\

SulES
<
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dos fracciones consecutivas en la tabla de Farey, entonces por el inciso 2 se

tiene que

ab—ab =1,
a'b+ab—ab—ab =1,
b(a' +a) —a(d +b) =1.

Por el algoritmo de la divisién se obtiene que
med(1, a’ +a) = med(a’ + a, b+ ),
pero med(1, ' +a) = 1, entonces
med(a’ +a, V' +b) = 1,

asi, por la Definicién [2.3.1] se tiene que

a +a
v 4+0b

es irreducible, ergo toda fraccién en la tabla [2.2] de Farey es irreducible.

[ |
/
Definicién 2.3.5. Sean %, % dos fracciones consecutivas en la tabla de Farey.
a d

Si g < y Yy

a ad| 1

b b| by’

a d

entonces se dice que —, son vecinos de Farey.

b
Ejemplo 2.3.4. Considérese la sucesion de Farey de orden n = 4 enunciada en

el Ejemplo[2.3.1):
Fa, — 01 1 1 2 3 1
g4 = 17 47 37 27 37 47 1 .
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1. Las fracciones +, L

- 1 _ 1
1 3 € Fay son vecinos de Farey, pues 1 < 3y

'1 1‘ 1(3)—1(4)‘

3 4(3)

13-4
|12

|1

12

1

12

1

- A3)

2. Las fracciones i, % € Fay no son vecinos de Farey, a pesar que % < %, no

se cumple la igualdad requerida, pues

-
_ ﬂ'
8
_ |2
8
_ =t
4
_1
4

Con base en el Lema se deducen las siguientes propiedades de los niimeros
de Farey cuyas demostraciones se encuentran en las paginas 52 y 53 del libro

Markov’s theorem and 100 years of the uniqueness conjecture [5].

Teorema 2.3.1 (Propiedades de los niimeros de Farey).
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1. Sean

a a

— < J—
b b
vecinos de Farey, entonces la mediante de los niumeros

a d
4

es la unica fraccion con el denominador mds pequeno.

2. Sean )
a a
[
con
0< 2 < a—/ <1
— b Vo
tales que a'b — ab' = 1, entonces
a d
2y

son vecinos de Farey en alguna fila y estos estdn contenidos en una terna

de Farey.

3. En la tabla de Farey, todo numero racional entre 0 y 1 se puede generar

como el mediante de dos nimeros sélo una vez.

Segtin el Teorema [2.3.1} cada nimero racional ¢ € Q1) aparece exactamente
una vez como elemento medio en 7r. Como resultado, los nimeros de Markov

tienen una indexacidn.

Definicién 2.3.6. Se define la correspondencia entre las ternas de Farey y las

ternas de Markov de la siguiente manera:
¢ : Q(o,l) — M

t— my

donde el nidmero de Markov m € Ty recibe el indice t € Qo,1), que corresponde a

su posicion en Tr. Cuando m = my, se dice que t es el indice de Farey de m;.

Ejemplo 2.3.5.
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ory| —

1/ \z 13/ \gg

/\ / ¢ ﬂ/\mwx
/\ f:/ H89/\ \

o Ut v~

Figura 2.12: Arbol con niimeros

Figura 2.11: Arbol con median- de Markov

tes de Farey

Al construir un darbol como en la Figura |2.11, con vértices etiquetados con los
mediantes de cada terna de Farey y otro drbol como en la Figura[2.13 con vértices
etiquetados con los valores mazrimos de cada terna no singular de Markov, se puede

ver con mayor claridad como consiste la indexacion ¢, siendo asi que

. , 1
= Si se considera at = 3 entonces

por lo que

. . 1
= Si se considera at = 3’ entonces

por lo que
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. , 2
= Si se considera at = 3’ entonces

por lo que

. . 2
= Si se considera at = 5 entonces

por lo que

. . 3
= 51 se considera a t = 5 entonces

por lo que

De manera general la indexacion ¢ para los numeros de Fibonacci y de Pell que
aparecen en el drbol de la Figura esta dada por las siguientes relaciones,

respectivamente:

Fopppr=m1 (n>2), Py =mna1 (n>2).
Por lo tanto, debido a esta relacion que posee el arbol de Farey con el arbol
de Markov, permite enunciar la siguiente variante de la Conjetura
Conjetura 3. La indezxacion ¢ es inyectiva.

Ambas conjeturas expresan la unicidad de los nimeros de Markov desde pers-
pectivas diferentes. La Conjetura [l establece que cada niimero de Markov aparece

como maximo una vez en una terna, asegurando que no se repite en distintas
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combinaciones. Por otro lado, la Conjetura [3| al afirmar que la indexacién ¢ es
inyectiva, formaliza esta unicidad al nivel de la correspondencia, garantizando que
cada nimero de Markov tenga una posicion unica dentro de la estructura.

Al ser conjeturas equivalentes, si una de estas conjeturas es cierta, implica direc-

tamente la validez de la otra.



Capitulo 3
Algebras de conglomerado

A lo largo de este capitulo se van a introducir varios conceptos asi como al-
gunas de las propiedades de las algebras de conglomerado. La fuente principal
son los apuntes del curso sobre algebras de conglomerado del manuscrito de Lara
Bossinger [10].

Las Algebras de Conglomerado son una rama relativamente nueva de las ma-
tematicas cuyos fundamentos combinan al dlgebra, la geometria algebraica y la
combinatoria. Estas algebras se originaron en la teoria de la positividad total de
grupos algebraicos y bases canénicas para grupos cuanticos [19].

La historia de las algebras de conglomerado se remonta a inicios del siglo
XXI, cuando Sergey Fomin y Andrei Zelevinsky introdujeron por primera vez el
concepto de “conglomerado”. Desde entonces, las algebras de conglomerado han
sido objeto de intensa investigacion y han demostrado tener conexiones profundas
con diversos temas matematicos. Estas algebras han encontrado aplicaciones en
la teoria de representacion, la teoria de singularidades, la fisica matematica y la
fisica tedrica.

El concepto central en las Algebras de Conglomerado es el de “mutacién de
conglomerados”, que describe las relaciones entre los generadores en un algebra.
Estas relaciones estan codificadas en matrices llamadas “matrices de intercam-
bio”, que representan ciertas relaciones distinguidas entre los generadores. Estas
algebras tienen propiedades notables [10]. Las matrices de intercambio pueden

describirse por medio de carcajes. Este es el enfoque que se tomara aqui.

69
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3.1. Carcajes

Coloquialmente hablando un carcaj es un recipiente para flechas que usan los
arqueros en el hombro para transportarlas [31], sin embargo, en mateméticas este

término se define rigurosamente como sigue:

Definicién 3.1.1. St Q) es una cuarteta en la cudl los elementos son
s (o : = un conjunto de vértices.
= ()1 : = un conjunto de flechas entre los vértices de Q)y.

w5, t: Q1 — Qo funciones que asignan a cada flecha su vértice inicial y

final, respectivamente.
entonces a Q = (Qo, Q1, s, t) se le denomina Carcay.

Todo carcaj () admite una representacion visual colocando una etiqueta por

cada vértice de v € Qg

y una flecha entre los vértices v, w,

<

Definicién 3.1.2 (Tipos de flechas y vértice). Dentro de los conjuntos Qo y (1

se define a

w Sean k € Qo ya € @, sis(a) = k dt(a) = k, entonces se dice que av es

una flecha incidente al vértice k.

s F C Qo es un conjunto distinguido de vértices llamados vértices conge-
lados, los cuales se dibujan dentro de una caja, es decir, sii € F' entonces

i serd representado por |1,

s A los vértices que no pertenecen al conjunto F se les denominan vértices

mutables y se denotan como M = Qo \ F.



71

Nota 3.1.1. Teniendo en cuenta el conjunto Qo = {1,...,n+m} de un carcaj
finito, se dird que los vértices mutables son 1,...,n y los vértices congelados son
n+1,...,n+m.

Ejemplo 3.1.2. En el siguiente ejemplo se puede observar claramente que Qo =

{1,2,3,4} y que Q1 = {aq, a9, a3, a4} forman el siguiente carcaj

/\
\/

Para determinar a s(«;), coni € {1,2,3,4}, o sea, el origen de cada flecha «;

se identifica observando de donde parte cada flecha.
» s(ay) =1, es decir, la flecha oy parte del vértice 1.
» s(ag) =4, es decir, la flecha oy parte del vértice 4.
» s(az) = 2, es decir, la flecha oy parte del vértice 2.
» s(ay) =1, es decir, la flecha oy parte del vértice 1.

Ahora, para determinar a t(«;), con i € {1,2,3,4}, es decir, el destino de cada

flecha «; se identifica observando hacia donde apunta cada flecha.
» t(a1) = 2, 0 sea, la flecha que apunta a 2.
» t(ag) = 3, 0 sea, la flecha que apunta a 3.
» t(a3) = 3, 0 sea, la flecha que apunta a 3.
w t(oy) =4, o sea, la flecha que apunta a 4.

Mas ain, los vértices congelados son F' = {3} y los vértices mutables son M =
{1,2,4}.

Se procedera a describir la clase de carcajes objeto de nuestro estudio.
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Nota 3.1.2. Las siguientes hipotesis se imponen a cada carcaj () que se tome en

cuenta a partir de ahora.
Hipétesis 1. Qg y Q1 son conjuntos finitos.
Hipétesis 2. Los vértices congelados de () carecen de flechas entre ellos.

Hipétesis 3. Q no tiene ni lazos ni 2-ciclos, es decir, las siguientes subgraficas

2,

En virtud de lo anterior, se define una de las ideas cruciales para la definicién de

no estan permitidas

algebras de conglomerados.

Definicién 3.1.3. Sean QQ un carcaj y k € M. Se define a p(Q) como la mu-
tacion de () en direccion k modificando a ) conforme a los siguientes cuatro

Pasos:
1. Se agrega una flecha de i — j por cada camino orientado i — k — j.
2. La direccion de todas las flechas incidentes a k se invierten.

3. De haberse originado en pasos anteriores, se elimina una coleccion mdximal

de 2-ciclos.

4. De haberse originado en pasos anteriores se eliminan las flechas entre los

vértices congelados.

Observacion 3.1.1. En la Definicion se establece que los conjuntos de
vértices de Q y pp(Q) son los mismos. Por lo tanto, ambos carcajes comparten
el mismo conjunto de vértices mutables y, en consecuencia, el mismo conjunto de

vértices congelados.
Ejemplos 3.1.1.

» Considerando el carcaj del Ejemplo [3.1.4. Se procede a realizar los cdlcu-
los mecesarios para determinar a pi(Q) y u2(Q) siguiendo los pasos de la
Definicion [3.1. 5,
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1. Para j11(Q):
En el primer paso, dado que no existen caminos © — 1 — j entonces
no se le agrega ninguna flecha.

En el seqgundo paso se invierten todas las flechas incidentes al vértice

4/ \2
\ /

Finalmente, como no hay 2-ciclos ni tampoco hay flechas entre vértices

1, resultando

congelados entonces la mutacion de ) en direccion a 1 es

4/ \2
\ /

m(Q)=

2. Para u2(Q):
En el primer paso se agrega una flecha de 1 — 3, pues en el carcaj

existe el camino orientado 1 — 2 — 3

1

/I

4 2

\l/

En la sequnda etapa, se procede a invertir la direccion de todas las
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flechas incidentes al vértice 2

1

/I

4 2

\/

Finalmente, como no hay 2-ciclos ni tampoco hay flechas entre vértices

congelados entonces la mutacion de ) en direccion a 2 es

/I\

Q)= 4 2

A/

» Considérese el siguiente carcaj @), con dos vértices congelados y dos vértices

mutables:

4

AN

2

Se realiza el cdlculo para determinar ps(Q), aplicando los pasos descritos en
la Definicion |3.1.5,

Como primer paso, se anaden las flechas 3 — 1 y 3 — 4, dado que en Q)
existen los caminos 3 — 2 — 1 y 3 — 2 — 4, respectivamente:

N

'\_/




)

En sequida, se invierten todas las flechas incidentes al vértice 2:

N

\/

D

Como tercer paso, se elimina la coleccion maximal de 2-ciclo presente entre

los vértices 3 y 4.

\j/

Finalmente, se elimina la flecha que conecta el vértice 3 con el vértice 1,
dado que ambos son vértices congelados. Resultando asi la mutacion de ()

en direccion al vértice 2.

p2(Q) =

2

Co

El teorema que sigue representa un hallazgo fundamental en lo que respecta a

la mutacion de los carcajes.

Teorema 3.1.1. La mutacion de un carcaj es una involucion, es decir, para toda
k€ M se tiene que pugp(p(Q)) = Q.

Demostracion:

Sean «, 8 € Z~g, v € Z y () un carcaj con un camino

Q= i k J
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con «, 3,7 el numero de flechas correspondientes y k € M. Se impone las

siguientes reglas sobre «, 3, 7:

1. Si v > 0, entonces la direccion de la flecha es la siguiente:

P

f)/

2. Siy < 0, entonces la direccion de la flecha es la siguiente:
e
-

3. Si las direcciones de las flechas son las siguientes:

o B

entonces af > 0.

4. Si las direcciones de las flechas son las siguientes:

o B

entonces af < 0.

Por demostrar que pi(ux(Q)) = Q. Para esto, se realizaran los cdlculos de
i (Q) conforme a los procedimientos estipulados en la Definicién m

En el primer paso se anaden las a8 flechas i — j, quedando de la siguiente manera:

v+ ab

Finalmente, se invierten todas las flechas adyacentes al vértice k, obteniendo asi:
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Para determinar p(ux(Q)), se aplicaran nuevamente los procedimientos deli-
neados en la Definicién m pero ahora al carcaj p(Q).

En el primer paso se agregan las a3 flechas j — i, quedando asi:

PO S j
\_/
v+ af —af

Por 1ultimo, se procede a invertir la direccién de todas las aristas adyacentes al

vértice k, de la siguiente manera:

.« g o« g
v+ af —af g
Ergo la mutacién de carcaj es una involucion. [

Definicién 3.1.4. Dos carcajes Q y Q' son equivalentes bajo mutacion si existe
una secuencia de vértices ki, ko, ..., ky tal que al aplicar las mutaciones sucesivas

iy © g, © <+ 0 lg, (Q) = Q. Esto se denota como:
Q~ Q.
Ejemplos 3.1.2.

1. Considérese el sequndo carcaj Q) de los Ejemplos y el siguiente carcaj

4

o=

] —2—[3]

Se tiene que Q ~ @', pues si se aplica la siguiente secuencia ps(pa(p2(Q)))

se obtiene
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4 4
pap2(Q)) = ‘ p2(pa(p2(Q))) = / l
— 22— — 2—3|

2. Si consideran el siguiente par de carcajes
3 3

2 2

entonces se tiene que QQ % Q)', ya que no existe una secuencia de mutaciones

en vértices mutables que, al aplicarse a @Q, produzca @Q'.

3.2. El arbol n-regular

Para una comprensiéon mas profunda del proceso de mutacién de carcajes, es
util considerar una grafica en el cual los nodos representan los carcajes que inci-
dentes al aplicar sucesivamente el proceso de mutacién.

Maés precisamente, este grafico se construye de tal manera que cada nodo corres-
ponde a un carcaj y las aristas entre ellos representan las mutaciones individuales.
Asi, al transitar de un nodo a otro a través de una arista, se estd efectuando una
mutacién iterada del carcaj asociado al nodo de origen, resultando en el carcaj
correspondiente al nodo de destino.

Este enfoque permite visualizar el conjunto de todos los carcajes equivalentes bajo

mutacién, dénde cada nodo del espacio esté asociado a un carcaj dado [10].

Definicién 3.2.1. Un drbol n-regular, denotado como T, es un drbol en el que
las aristas estdn etiquetadas de forma unica con los elementos de un conjunto

[n] ={1,2,...,n}, el cual satisface las siguientes propiedades:

1. Cada vértice del arbol tiene exactamente n aristas incidentes, lo que lo con-

vierte en una grdfica n-reqular.
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2. Las aristas incidentes a cada vértice tienen etiquetas distintas, es decir,

cada arista se identifica de manera unica mediante una etiqueta tomada del

conjunto [n].

3. Cualesquiera dos vértices de T, estdn conectados por un unico camino.

4. El arbol T, tiene un vértice especial etiquetado con ty, el cual se le denomina

vértice de inicio.

Ejemplo 3.2.1. Sin =1, entonces el drbol T es trivial y consta de 2 vértices y

una arista:

Sin embargo, para n > 1 el drbol T, es una grdfica infinita.

Sequidamente, se presenta una parte del drbol 2-reqular.

Figura 3.1: Una porcién del arbol 7T;. Se excluyen las etiquetas de las aristas mas
cortas.

A continuacion se presenta una parte del darbol 3-reqular
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.tl t2.

: 2 2 :
o] 3
. @ o [ o -
t3 \ / (7
3N\t 1
[ ]

2
[ ]
Ve
ts 2 1 g
e L@ ° ° ® ...
3 2
'.t'? ts.r...

Figura 3.2: Una porcién del arbol 7T3. Se excluyen las etiquetas de las aristas mas
cortas.

Definicién 3.2.2. Dos vértices t,t' € T, estan a distancia k € Z>, si el camino

mds corto que conecta at cont' en T, consta de k aristas.

Ejemplo 3.2.2. En la Figura|5.9 el vértice t; estd a una distancia k = 2 del

vértice tg y el vértice to estd a una distancia de k =5 del vértice ts.

Nota 3.2.1. Dado que la mutacion es una involucién (ver Teorema , cada

vértice del arbol n-reqular estd asociado a un unico carcay.

Para que quede mas claro la Nota y la relacién que tienen los carcajes

con el arbol n-regular, se procede a analizar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.3. Considérese el siguiente carcaj

Aplicando los pasos establecidos en la Definicion[3.1.5 al carcaj Q, se obtienen
las siguientes mutaciones de Q):
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Siguiendo los pasos enunciados en la Definicion al carcaj p1(Q), se ob-

tienen las siguientes mutaciones:

/1\2 ps(p(Q)) = %]
3/ J

Siguiendo el procedimiento establecido en la Definicion al carcag p2(Q),

se obtienen las siguientes mutaciones:

1 1
p(pe(Q)) = \ 2 ps(p2(Q)) = x 2

3
De acuerdo con el procedimiento definido en la Definicion|5. al aplicar este
al carcaj p3(Q), se obtienen las mutaciones que se presentan a continuacion.
1

T

/

3
De acuerdo con la definicion de mutacion, es posible calcular una variedad de car-

1(p3(@Q p2(p3(Q)) = 2

cajes. Para organizar estos resultados de manera mas clara, se utiliza un drbol n-
reqular, en el cual las mutaciones del carcaj Q) se estructuran de forma sistemdtica.
El vértice inicial se etiqueta como @, mientras que las flechas se identifican con el
indice correspondiente a la mutacion realizada. Los nodos resultantes se etiquetan

como 1;(Q), donde i € {1,2,3}, representando la mutacion aplicada.
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. 2 2 .

\ 1 3 \
e ———— e 13(Q) Q) @ ——— o —
i (Q) \ / 13(Q)

3N Q@ 1
2
* 11r(Q)
VN

p2(Q) 2 1 m(Q)
— ‘ o 11(Q) p3(Q) e T —

3 2 :

Figura 3.3: Organizacion del carcaj @) en el arbol 73. Se excluyen las etiquetas de
las aristas mas cortas.

3.3. Semillas

Las semillas y las mutaciones son nociones necesarias para definir a las algebras
de conglomerado. Uno podria imaginar que las semillas de dicho élgebra se plantan
en la raiz de un arbol regular. A medida que el drbol crece, se producen mutaciones
que modifican a las semillas. Estas mutaciones determinan las relaciones entre los

elementos del dlgebra [10].

Definicién 3.3.1. Se define y denota a F = C(uy, ..., Upim) como el campo de

funciones racionales en n + m variables sobre C.

Ejemplos 3.3.1.
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1. Considérese an =2 ym =1, por lo que se tienen 3 variables: uy, us, us.

Una funcion racional es:

2 3
uy + uj

—————, para ui,ug, uz € C.
uz + UUs

f(U17U27U3) =

En este caso, f es una funcion racional de tres variables. El numerador y
el denominador son ambos polinomios en las tres variables, y esta es un

elemento del campo de funciones racionales C(uy, uz, us).

2. Ahora, tomese en cuenta an =1y m = 2, , es decir, tenemos 3 variables:
Uy, U2, U3-

Una posible funcion racional es:

3

2

———, para uy,uz, uz € C.
ui + ujg

9(“1,U2,U3) =

En este caso, la funcion g es también una funcion racional en las tres va-
riables, con el numerador y denominador siendo polinomios en esas tres

variables.

Ndotese que ambas funciones estan definidas en C y las funciones solo pueden
indeterminarse cuando el denominador es igual a cero.
Estas son dos funciones que pertenecen al campo de funciones racionales F =

C(uy,uz,u3), ya que son cocientes de polinomios en las variables uy, us, ug.

Definiciéon 3.3.2. Sean F el campo de funciones racionales y K un subcampo de
F. Se dice una secuencia finita de elementos uy, ..., Uprm € F es algebraica-
mente dependientes sobre K si existe un polinomio f no nulo con coeficientes

en K tal que
f(ula s 7un+m) = 0.

En caso de que no exista tal polinomio f, se dice que los elementos son algebrai-

camente independientes sobre K.
Ejemplos 3.3.2.
1. S5t K = Q, entonces, este subcampo K es algebraicamente dependiente sobre

el campo de los nimeros racionales, dado que el polinomio no nulo

fug,ug) = u% + Us
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resulta cero cuando u; = \/ﬁ, Uy = —2.

2. Sea K = Q(uq,uz), el campo de funciones racionales en dos variables uy, us
con coeficientes en Q.
Ahora, considérese los elementos u, = V2 Y Uy = V3 en F. Se procede a
demostrar que uy e ug son algebraicamente independientes sobre Q.
supongase, por contradiccion, que uy e us son algebraicamente dependientes
sobre Q.
Entonces, existe un polinomio no nulo f(Uy,Us) € Q[Uy, Us] tal que f(uq,us) =
0.

considérese f(Uy,Us) como:

F(ULU2) =) ai;UiU3
2%
con coeficientes a; j € Q.

Se observa que los términos en la suma son combinaciones lineales de po-

tencias de V2 yv/3. Como f(ug,uz) =0 se tiene
> aiguiuh =) ai;(V2)'(V3Y
4,J ,J
— Z ai,jgégé
,J

=0.

Dado que uy y ug son wvariables independientes en el campo de funciones
racionales Q(uy,us), la unica forma en que esta suma puede ser cero es si
todos los coeficientes a;; son cero. Pero esto contradice la suposicion de que
f(Ur,Us) es un polinomio no nulo.

Por lo tanto, uy = V2 Y Uy = /3 deben ser algebraicamente independientes
sobre Q.

Definicién 3.3.3. Un conjunto libre generador de F sobre C es un subcon-

gunto {1, ..., Tpim} de F que es algebraicamente independiente sobre C y tal que
F = C(l‘l,...,xn_;’_m).

Ejemplo 3.3.1. Considérese el campo de funciones racionales F = C(uy, us, us3),
que tiene n + m = 3 variables.

Un posible conjunto libre generador de F sobre C es {uy,us,us}. Este conjunto es
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algebraicamente independiente sobre C, ya que no existe una relacion polinémica
no trivial entre uy, ug, ug con coeficientes en C.
Ademds, todo elemento de F puede escribirse como una funcion racional de uq, us, us,

por lo que se cumple que:
F = C(Ul, U, Ug).

Definicién 3.3.4. Un par (X, Q) es una semilla etiquetada en F de rango n

que esta dada por:

1. X = (T1, , TpyTpst, s Touam) € F" es una (n + m) — tupla confor-
mado por la n — tupla, x = (x1,---,x,) y por la m — tupla, ' =
(Tng1, -+ s Tpam) tal que el conjunto {x1, -+, Tp, Tpst1, * , Tpyim} €s libre

generador de F sobre C.
2. Q) es un carcaj con n vértices mutables y m vértices congelados.

Toda semilla (X, Q) admite una representacion visual colocando una etiqueta por

cada variable de conglomerado x; € X coni € {1,...,n+m}.

X1

y una flecha entre los vértices w1, 19 € X

rN — T2

Considérese una semilla denotada por el par (X, @), se usard la siguiente

nomenclatura:
1. X es el conglomerado extendido.
2. x es el conglomerado.
3. x1,...,T, son las variables de conglomerado.
4. Tpi1, ..., Tyim son las variables congeladas.

Maés aun el término “etiquetado” en la Definicién indica que X es una n+m-

tupla ordenada.

Ejemplo 3.3.2. La semilla asociada al carcaj Q del Ejemplo es
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/N
\/

Definicién 3.3.5. Sea k un vértice mutable de (). Se define y denota a la mu-

tacion en direccion k de la semilla (X, Q) como

:uk(ia Q) = (§/7 /Lk(@)),
donde
1. (Q) es la mutacion del carcaj en direccion a k dada en la Definicion[3.1.5

> ’ ’ < ;o i i ’ . .
2.x = (2,2}, donde z; = xz; sii# k yx) sedetermina a partir

de la siguiente relacion de intercambio

| IEUZ'-|— | | X
/ 1—k k—j
— 3.1
L T 3 ( )

donde el primer (resp. sequndo) producto corre sobre todas las flechas de @

que terminan (resp. empiezan) en k.
Nota 3.3.1.

1. El producto vacio es 1. En particular, si no hay ninguna flecha que entre
(resp. sale) de k, entonces el sumando en (3.1) que corresponde a las flechas

que entren (resp. salen) de k es igual a 1.

2. La mutacion ux(X', Q) admite otra notacion, conocida como notacion sim-
plificada. En esta notacion, cada etiqueta del nodo del carcaj le corresponde

un elemento de X'.

Ejemplos 3.3.3.
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1. Considérese el carcaj Q del Ejemplo yseaX = (x1,T9, x4, 3). La tupla
(X, Q) es una semilla etiquetada que tienen n = 3 variables de conglomerado
y m = 1 variables congeladas.

Se procede a efectuar los cdlculos pertinentes para determinar

M1 (ia Q) = (ilv Nl(Q))

Se usard la ecuacion de la Deﬁnicz’o’n para llevar a cabo el calculo
de X'.

Para el primer término de la suma, se toman en cuenta todas las flechas que
terminan en el vértice 1, puesto que no hay ninguna flecha, por el primer
apartado de la Nota el primer sumando es 1.

Para el sequndo sumando, se toma en consideracion a las dos flechas que
salen del vértice 1: una termina en el vértices 2 y la otra en el vértice 4, por

ello este sumando es xoxy4. por lo cual

’ 1"—%21’4
ZL‘1 - y
X
asi
> /
x' = (2,29, x3,24).

El carcaj po(Q) se calculd en los Ejemplos m Por lo tanto,

(X Q) = @ (@) = | orrem) x\ /
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En notacion simplificada, la mutacion de la semilla en direccion 1 resulta:

1+ Loy

i
/N
mx Q) = T4 L2

\/

2. Sean X = (x1,...,x5) Y

Q- 1 ——[3

tal que (X, Q) es una semilla etiquetada, se procede a calcular a pi(X, Q).
Usando la ecuacion de la Deﬁnicién para llevar a cabo el calculo
de x.

Para el primer sumando se consideran las dos flechas que terminan en el
vértice 1: ambas salen del vértice 4, por ello este sumando es x3.

Para el sequndo sumando, se consideran las cuatro flechas emergentes del
vértice 1: una termina en el vértice 5, dos terminan en el vértice 3 y una
termina en el vértice 2, por ello este sumando es Tax3xs, por lo cual

2 2
PR e ol XY

ry = —————————
T ’

x' = (2}, 1973, 24, T5).
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Usando los pasos de la Definicion se llega a que

Por lo tanto,

)

%J

(%, Q) = [ o TLT TS

W 4

Teorema 3.3.1. La mutacién de semillas es una involucion.

Demostracion:
Sean (X,()) una semilla etiquetada y k un vértice mutable. Por demostrar que
(%, Q) = (K, m((Q) = (%Q).
Por el Teoremal[3.1.1]se tiene que (1 (Q)) = @, por lo que, basta con demostrar
que X" = X.
Para calcular p(X) se usara la ecuacién de la Definicién [3.3.5]

HxZ—I—Hx]

/ i—k k—j
X =

T

Ahora, se procede a realizar el cdlculo de x” usando la ecuacién (3.1)) de la Defi-
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nicién Se tiene que X" = (z1,...,&}, ..., Tpim) donde

=+ ]]=

" i—k k—j
ka - 7
X
k

Es importante ver que los productos estédn indexados por flechas en pux(Q). Susti-

tuyendo a x}, por su igualdad

I« 11 = (H%+Ih0m

no_ i—keQ k—jeQ o i—k k—j o
T, = = = Tk.
I =+ I = [T+ 1]
i—hen(Q) k—jenn(Q) ik kg
T,

La ultima igualdad se cumple pues

{i > keQ}={k—jecuQ)}
{k—=jeQ}=1{i—keu@Q)}

Por lo tanto, la mutacion de semillas es una involucién. |

Considerando que la mutacion de semillas constituye una involucion, se deduce
que los vértices del arbol 7, no solamente parametrizan los carcajes equivalentes
por mutacién a @, sino que también parametrizan a las semillas equivalentes por

mutacién a una semilla inicial dada (zy,, Qy,)-

Definicién 3.3.6. Un patron de semillas de rango n es una asignacion que

asocia a cada vértice del drbol T, con una semilla (X¢, Q¢)ier,, de tal manera que:

w Al vértice inicial del drbol se le asocia la semilla inicial (x4, Qy,)-

» Para cualquier par de vértices t,t' € T, conectados por una arista etiquetada

con k, se cumple que:

donde X(t') = (Tit, -+, T(ngm)st)-

Este patron se denota por P,,.
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Ejemplo 3.3.3. Sea

((‘/L‘h‘r?)v l——— 2)

la semilla inicial.

Considérese la otra notacidon de la semilla:

T1 — T

Por lo tanto, el patron de semillas de rango 2 es:

1 — X9
N
14 a2, . 2 1+
T 4]
2/ \1
1+I2 1+I1+[E2 1+I1+.T2 1+l‘1
1 T1X2 T1T9 )
1 |2
1+ 14+x+ 29 1+ + 29 1+ 2
X2 T1T2 T1X2 X1
2\ /1
1 —+ T 1 o 1 + i)
To X
™~ 5
T «— X1

Nota 3.3.2. Notese que los patrones de semillas estdn bien definidos ya que la

mutacion de semillas es una involucion.

Definicién 3.3.7. Sean t € T, y (x, Q) una semilla asociada a P,. Se dice que
(x4, Q) estd a distancia k € Zxq de la semilla inicial (x4, Q) si la distancia
dety at esk.

Ejemplo 3.3.4. En el Ejemplo la semilla xo < x1 estd a una distancia

k =05 de la semilla inicial xo — 7.
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3.4. Algebras de conglomerado

En el contexto de las dlgebras de conglomerado, la semilla desempena un papel
fundamental en su construccién. A partir de la semilla, junto con su mutacién, se

establece y desarrolla la estructura algebraica que caracteriza a estas algebras.

Definicién 3.4.1. Sea K un campo. Una K-dlgebra es una tupla
A=(A+,-0,1),
donde
1. (A, +,-) es un K-espacio vectorial.

2. -1 AXA — A es una operacion asociativa y 1 es el neutro de esa operacion.

3. La suma distribuye al producto, es decir, Va,b,c € A se cumplen

a-(b+c)=a-b+a-c (b+c)-a=b-a+c-a.

4. La multiplicacion escalar conmuta con la multiplicacion de A, es decir,
Va,b € A ya € K se cumple

a-(a-b)=(a-a)-b=a-(a-b).

Ejemplo 3.4.1. Sea K = R (el campo de los nimeros reales). Considérese el
conjunto A = R[z|, el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales. Se

definen las siguientes operaciones:
s La suma de dos polinomios se realiza de manera usual.

s La multiplicacion de dos polinomios también se realiza de manera usual.

Entonces:
- El elemento neutro para la suma es el polinomio cero: 0.

- El elemento neutro para la multiplicacion es el polinomio constante 1.

Ademds, se cumplen las propiedades:
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1. (A, +,-) es un espacio vectorial sobre R.

2. La multiplicacion es asociativa: para todos p(x),q(z),r(x) € A, se cumple

p(x) - (q(z) - r(z)) = (p(z) - q(z)) - r(x).

3. La suma distribuye sobre el producto: para todos p(x),q(x),r(x) € A, se
cumple p(z) - (q(x) +r(z)) = p(z) - g(z) + p(z) - r(2).

4. La multiplicacion escalar conmuta con la multiplicacion en A: para o € R y
p(x),q(z) € A, se cumple - (p(x) - q(x)) = (a-p(x))-q(x) = p(z) - (- q(2)).

Por lo tanto, (A,+,-,0,1) es una R-dlgebra.

Definicién 3.4.2. Sea X un subconjunto de una K-dlgebra A. El conjunto
(X)={f(x1,...,2,) € Alf € K[y1,...,y] para alginr > 1y xq,...,2, € X}
es la sub-dlgebra de A generada por X.

Si X # (), por construccién tenemos que 0,1 € (X) y ademds, (X) es cerrado

en A bajo suma y multiplicacién. Por lo tanto (X)) es una K-algebra.

Ejemplo 3.4.2. Considérese la R-dlgebra establecida en el Ejemplo [3.4.1, A =
(R[z],+,-,0,1) y el subconjunto X = {x?}.
La sub-dlgebra generada por X = {z*} es:

(X) = {Zﬁlﬂ% | a; € R y a; =0 para casi toda z} .
i=1
Definicion 3.4.3. Sean P, un patron de semillas y
X = |Jz),
teTn

la union de todos los conglomerados de P,. El dlgebra de conglomerado Ap,

asociada a P, es la sub-dlgebra de C(x1, ..., Tpim) generado por x sobre Clx,, ..., Tnim].

Nota 3.4.1. Usualmente se denota al dlgebra de conglomerado asociado a P,

como:
A’Pn — C[xn+1, ---al'n—i-m] [X] C f
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Ejemplo 3.4.3. Considérese el patron de semilla del Ejemplo|3.5.5 sin variables

repetidas.
1 — T2
SN
1 -+ i)
— T9 T «— X1
T
2/ \
1+I2 1+$1+$2 1+JI1 T
E—
T T1X2 o)
\ /
1+ 14+x+ 29
T2 T1T9

De aqui se obtiene que el dlgebra de conglomerado Ap, asociada a este patron de

semillas Py es:

1—{—&72 1—|—£L'1+£E2 1—{—271 1—|—ZL‘1
APQ = <.ZU1,J72, ) ) ) >
a1 12 o) o)

Definicién 3.4.4. Sean t € T, y x; un conglomerado asociado al P,. Se dice que
x; estd a distancia k € Z>( del conglomerado inicial x4, st la distancia de ty at

es k.

Ejemplo 3.4.4. En el Ejemplo[3.4.3 el conglomerado

R 1"—1’2 1+I1+l‘2
1,42, T 9 109

estd a distancia k = 2 del conglomerado inicial (xy1, xs).
Definicién 3.4.5.
1. Se dice que el dlgebra de conglomerado Ap, es de tipo finito si hay unica-

mente un numero finito de variables de conglomerado.

2. Se dice que el dlgebra de conglomerado Ap, es de tipo mutacion finita
si existe una cantidad finita de carcajes que son mutaciones equivalentes al

carcaj asociado a la semilla inicial.
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Ejemplo 3.4.5. El dlgebra de conglomerado Ap, enunciado en el Ejemplo [3.4.
es un ejemplo claro de un dlgebra de tipo finito pues este dlgebra consta de un

total de 6 variables de conglomerado.






Capitulo 4

El algebra de conglomerado de
Markov

Definicién 4.0.1. Sean x = (x1,x9,23) un conglomerado y considérese el carcaj

Sean Py el patron de semillas asociado a la semilla inicial (x,Qr) y A el

dalgebra de conglomerado correspondiente. Se denomina a Axng como el dlgebra
de conglomerado de Markov y el carcaj Qg como el carcaj de Markov.

Por construccion

Anm C C(x1, 72, 23).

Nota 4.0.1. La notacion Ang nos permite referirnos especificamente a esta es-
tructura algebraica en el contexto de los numeros de Markov y su relacion con las

algebras de conglomerado.

A continuacién, se presenta la conexién precisa entre An, y los nimeros de

Markov. Se procede a examinar las consecuencias de implementar las mutaciones

97
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de la semilla (z,Qa) con el objetivo de aclarar el comportamiento del algebra

de conglomerado A . Este andlisis se realizara en conformidad con la Definicién

B.3.5

Primero, nétese que si se invierten todas las flechas del carcaj de Markov se obtiene

» Para p,, (2, Q) se obtiene:

2 2
T5+ @
:ul(l’) = ( 2 3a Za, 1'3),
T

el carcaj opuesto,

Moy (QM) = ,(/)\Ijl'

» Para pi,,(z, Q) se tiene:

2?2+ 22
M3($) = (9317 T2, ! 2)
T3
y
Mﬁﬁ‘i(QM) = (/)\I/)(a

Del anélisis previo se obtiene el siguiente resultado.
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Lema 4.0.1. El carcaj de Markov Qg es estable bajo mutacion, mds precisamen-

te, para i € {1,2,3} se tienen

i @m = Qi
,ui( ?5() = Qum-

Corolario 4.0.1. Se cumple la siguiente Qum = f1;1:(Qm), Vi, j € {1,2,3} para
i

Demostracion:
En efecto, sean 4, j € {1, 2,3}, luego u;(Qr) por el Lema es Q% ast 1 (Q%)
por el Lema es Q. Por lo tanto p;1,(Qm) = Qm. [ |

Teniendo en cuenta las reglas de recurrencia establecidas en la Observacion

2.1.1]y la ecuacién de Markov expresada en la ecuacion (1.2)), se deduce que

2 2 2
mi +m;+mz = 3mimaoms,
2 2 2
ms +ms; = 3mymaoms —miy = 3my(3mamg —my),
m% + m%

= 3maoms — my,
my

lo cual permite enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4.0.1. Sea x; = (uy, Uz, u3) un conglomerado de Ay, Si “k con

k,i € {1,2,3}, denota la evaluacion de uy en xy = x9 = x3 = 1, entonces

— |w

es una terna de Markov. Mds aiun, todas las ternas de Markov aparecen de esta

Tt Us

manera.

Demostracion:
Se demostrard la primera afirmacién por induccién sobre la distancia de (uy, ug, ug)

al conglomerado inicial (z1, s, T3).
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Si la distancia es k = 0, entonces

(U17U2,U3) = (%;952,%3)

(wuzus)| - — (1,1, 1).
1

Hipétesis de induccién: Se asume que el enunciado es verdadero para los con-
glomerados a distancia k.

Por demostrar que el enunciado es cierto para los conglomerados a distancia k4 1.
Sea t € T, a distancia k + 1 de ty. Por definicién existe ¢ a distancia k de ty tal

que t’' estd conectado a t por una arista.

to

Por la hipdtesis de induccion el conglomerado z satisface el enunciado.

Supongase que

t : t

Sin perdida de generalidad, se asume que 7 = 1.

Si se escribe xy = (uq, ug, ug) entonces x; = (u}, ug, uz) dénde

2, .2

; Uyt uj

ul —_— .
Uy

Por la hipétesis de inducciéon se tiene que

es una terna de Markov.
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Sean
a="
T;=
b="
x;=1
c="
x;=1

asi se tiene que
a? 4+ b* 4 ¢ = 3abc.

Considérese la ecuacion
22+ 0% + & = 3abe

esta tiene dos soluciones, una de ellas es a y sea a’ la otra solucién. Asi se tiene
que
2% —3zbe+ b+ = (v —a)(z — d)

lo cual implica que

aad' = b* +

, b2+
a =
a
pero
2 2
b + C _ ull
a ;=1

Ergo el enunciado se cumple para ;.

Por construccion se ve que la mutacién de conglomerados da lugar a ternas adya-
centes en el arbol de Markov.

Como (1,1, 1) se obtiene evaluando conglomerados en x; = 1, todas las ternas de

Markov se obtienen de manera similar. [ |

Nota 4.0.2. De acuerdo a la Definicion|3.4.5 se concluye que el dlgebra de con-
glomerado asociada al carcaj de Markov es de tipo mutacion finito, pero no es de

tipo finito.

En el arbol se aprecian las mutaciones que se requieren para llegar a la
construccién del drbol de Markov ([2.8)).
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Tabla 4.1: Las primeras cuatro mutaciones del carcaj de Markov

Ternas Ky Moo g Hogo s oy | Pao Has My
(21,29, 73) | 74 THT THTRTY | Tyl
(1,1,1) (1,2,1) | (1,5,2) | (1,29,2) | (1,13,5)
Con
o x? + 12 o r! + 2323 + 22322 + 2}
2 243 T 2
i) €T5T3

il o8 + 22822 + xixy + 23 (428 + Saiad) + x4 (6] + 4a3xd) + 25(4aF + 23) + 25

12573

;o a8+ 2xtad + atag + 22 (3w] + 2232d) + 3aixd + 28
ToXglo = 3 9
T3

(1,1,1)
Hay
(1,2,1)

Haxs

(1,5,2)
:U’Iz lu’fbl

(1,13,5) (5,29,2)
Has Hay Mo s

(1,34,13) (13,194,5)  (5,433,29) (29,169, 2)

Figura 4.1: Arbol de Markov con mutaciones.



Conclusiones

Los nimeros de Markov es un tema que ha generado mucho interés desde que
Markov los introdujo a finales del siglo XIX [I5]. Las inesperadas conexiones de
los nimeros de Markov con otras ramas de las matematicas, como la geometria
hiperbdlica, la geometria algebraica y las algebras de conglomerado contribuyen
a que los nimeros de Markov sigan generando interés hoy en dia.

Por otro lado, ha habido varios enfoques para abordar la conjetura de Markov,
que tiene mas de 100 anos abierta. Las algebras de conglomerado representan una
herramienta novedosa que ha permitido avanzar en el entendimiento de esta con-
jetura.

En esta tesis presentamos algunas de las herramientas que han sido de mayor
utilidad en el estudio de los nimeros de Markov, en particular, la indexacién de
los niimeros de Markov con los racionales positivos usando los arboles de Markov
y Farey. Ademads, en este trabajo, se plantea una conjetura sobre los niimeros de
Markov presentada por Anier en Markov’s theorem and 100 years of the unique-
ness conjecture [5] que se logré demostrar usando a las dlgebras de conglomerado.
Esto muestra que la combinatoria subyacente las algebras de conglomerado, asi
como el control que se tiene sobre la misma, tiene el potencial para mejorar nues-
tro entendimiento sobre los niimeros de Markov y eventualmente lograr demostrar
o refutar la conjetura de unicidad.

La conjetura de Anier a la que se hace referencia es el siguiente teorema de-
mostrado en M. Rabideau and R. Schiffler, Continued fractions and orderings on

the Markov numbers, Adv. Math. 370, 26 (2020), Article 107231 [30)].
Teorema 4.0.2. Sean p,q,1 € Z~q tales que

= p<gq;

= Dy q son primos relativos;

" g+ Yy p son primos relativos.
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Entonces los niumeros de Markov asociados a § Y # satisfacen la siguiente des-

1qualdad:

me < M_p_.
q q+i

Aunque en este trabajo no se da una demostracién del Teorema ya que no
es el objetivo de esta tesis, nos gustaria recalcar que la demostracién de dicho teo-
rema utiliza fuertemente la relaciéon entre los nimeros de Markov, las fracciones
continuas y las algebras de conglomerado[23], temas revisados a detalle en este
trabajo de tesis, por lo cual consideramos que es un trabajo accesible e introduc-
torio para estudiantes de matematicas que deseen adentrarse en estos temas.

Cabe mencionar que el Teorema es solo un ejemplo de la aplicacion efec-
tiva de las algebras de conglomerado al estudio de los nimero de Markov. Otro
ejemplo similar puede encontrarse en Kyungyong Lee, Li Li, Michelle Rabideau,
and Ralf Schiffler. On the ordering of the markov numbers. Advances in Applied
Mathematics, 143:102453, 2023 [23].
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