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Introduccion

El tema de la tesis pertenece a las ramas de la Matematica conocidas como
Topologia y Sistemas Dindmicos. La Topologia es una rama de las matemaéticas
dedicada al estudio de aquellas propiedades de los cuerpos geométricos que perma-
necen inalteradas por transformaciones continuas [?]. Por otro lado, los Sistemas
Dinamicos es un area de las matematicas que estudia fenémenos que dependen del
tiempo. Los sistemas dindmicos se describen mediante una serie de variables (cuyo
valor en un instante determina el estado del sistema), y un conjunto determinista
de reglas que establecen como serd el siguiente estado futuro a partir del actual
(por ejemplo, mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de las variables que
describen el sistema dindmico). Asi, cualquier proceso en el que exista movimiento

y variacién a lo largo del tiempo puede ser considerado un sistema dinamico.

De manera formal, un sistema dindmico es una terna (X, T, ¢) donde X es un
espacio métrico compacto, T' es un conjunto de tiempos, el cual generalmente es
un subgrupo aditivo de R, y ¢ es una funcién de 7" x X en X que satisface las
siguientes propiedades:

(i) La funcién ¢ es continua.

(ii) ¢(0,2) = x, para todo x € X.

(iii) o(t, ¢(s,x)) = ¢(t + s,x), para todo t,s € T y para todo = € X.

Dado un sistema dindmico (X, T, ¢), el espacio X suele llamarse espacio de
fases o espacio de estados, y a la funcion ¢: T x X — X suele decirse que es
un operador de evolucion o flujo del sistema, entonces para todo (t,z) € T x X,
¢(t, x) representa el estado del sistema en el instante ¢. El estado del sistema en
el instante inicial ¢ = 0 es x. El problema basico en sistemas dinamicos es de-
terminar cudl serd el estado final del sistema, es decir, qué valores tomara ¢(t, x)

cuando t es arbitrariamente grande, esto con el fin de que dicha informacién sir-



va para poder decir algo sobre el sistema dindmico. Dependiendo de cémo es el
conjunto de tiempos 7', los sistemas dinamicos se dividen en dos clases: aquellos
en los que el tiempo varfa continuamente (sistemas dindmicos continuos) y en
los que el tiempo transcurre discretamente (sistemas dindmicos discretos). Los
sistemas de tiempo continuo se expresan con ecuaciones diferenciales. Por otro
lado, si el tiempo es discreto los sistemas se escriben por medio de ecuaciones en

diferencias. En este trabajo de tesis nos interesan los sistemas dindmicos discretos.

Los sistemas dinamicos discretos tienen diversas aplicaciones en muchas areas:
biologia, economia, andlisis numeérico, etc. Se sabe que al discretizar una ecuacién
diferencial ordinaria para resolverla por métodos numéricos aparecen las ecuacio-
nes en diferencias. Otro ejemplo donde aparecen las ecuaciones en diferencias es al
modelar las poblaciones de animales que se producen en ciertas épocas del ano, en
algunas ocasiones es preferible usar ecuaciones en diferencias en vez de ecuaciones
diferenciales porque el tamano de la siguiente generacion esta determinada en gran
parte por el tamano de la actual. Muchos conceptos y tipos de soluciones para las
ecuaciones diferenciales tienen su equivalente para las ecuaciones en diferencias

3.

Dentro de la clase de los sistemas dinamicos discretos, tenemos los sistemas
dindmicos discretos de una dimensién y los sistemas dinamicos discretos de dos
o mas dimensiones. Los sistemas dindmicos discretos de una dimensién son en
los que sélo aparece una variable dependiente en la ecuacién en diferencias. Las
ecuaciones en diferencias discretas de una dimension pueden ser representadas de

manera general como sigue.

F(Yttns Yrn—1, s Y41, Yp, 1) = 0. para cada t € Z,.

Cuando en los fenémenos el nimero de variables es mayor que uno, entonces nos
apareceran sistemas de ecuaciones en diferencias. De entre este tipo de sistemas
uno muy ocupado es el que consiste en dos ecuaciones y dos variables, conocidos
como bidimensionales [21].

El objetivo general de este trabajo de tesis es presentar la teoria basica sobre
modelos dindmicos discretos bidimensionales asi como algunas de sus aplicaciones,

incluyendo los aspectos cuantitativos y los cualitativos.



Para lograr dicho objetivo, el trabajo de tesis estd organizada en cuatro capitu-
los. El Capitulo 1 tiene como objetivo establecer una base sélida de conceptos
fundamentales que son necesarios para el desarrollo y comprension de los temas
que se discutirdn en esta tesis. Por tal motivo, en el Capitulo 1, se presentan
notaciones y definiciones de ciertos conjuntos y conceptos basicos relacionados
con el concepto de funcién, espacios métricos y sucesiones. Ademas, se presentan
algunos conceptos de algebra lineal, necesarios para este trabajo. Cada concepto
se acompana de su respectivo ejemplo. También, se presenta el tema de induccién
matematica, donde se incluye informacién relevante sobre el tema y algunos ejer-

cicios resueltos para facilitar la comprension.

En el Capitulo 2 se define el concepto de modelo matematico, se abordan los
diferentes tipos de modelos matematicos que existen, clasificandolos segin sus
caracteristicas. Se explora, por ejemplo, los modelos deterministas, que propor-
cionan resultados predecibles a partir de condiciones iniciales especificas, y los
modelos estocasticos, que incorporan elementos de aleatoriedad e incertidumbre.
También, se discuten modelos matematicos discretos y continuos. Para ilustrar
estos conceptos, se presentan ejemplos concretos de cada uno de estos tipos de
modelos matematicos. En este capitulo también se incluye el tema de ecuaciones
en diferencias unidimensional de orden n, con n € N y se estudian algunos méto-

dos de solucién analitica de dichas ecuaciones.

Dado m € N, en el Capitulo 3 se presenta la definicion de un sistema en
diferencias lineal con coeficientes constantes de m ecuaciones y m variables. Se
particulariza esta definicion para el caso m = 2, y obtener un sistema de ecuacio-
nes en diferencias bidimensional. Se muestran algunas aplicaciones en areas como
biologia y ecologia destacando cémo las ecuaciones en diferencias pueden modelar
fenémenos como el crecimiento poblacional y las interacciones entre especies. Es-
tas aplicaciones resaltan la relevancia de los sistemas en diferencias en contextos

practicos.

Finalmente, en el Capitulo 4 se analizan los sistemas bidimensionales de ecua-
ciones en diferencias lineales y no lineales desde el enfoque cualitativo. Se presen-
tan algunos conceptos fundamentales como: el concepto de orbita de un punto,

punto fijo, punto periodico, en el caso bidimensional. Adem4s, se presentan ejem-



plos especificos que ilustran el comportamiento de estos sistemas bidimensionales,
se analiza un ejemplo de un sistema lineal y se presentan unos ejemplos de sistemas

no lineales.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo, presentamos notacién relacionada con conjuntos. Ademas, ex-
ponemos algunos conceptos basicos sobre funciones, espacios métricos y de algebra
lineal, necesarios para este trabajo. Dicho apartado estd compuesto por seis seccio-
nes. En la primera secciéon mencionamos propiedades de conjuntos y de funciones,
asi como el concepto de iteracion de una funcién y propiedades que satisfacen las

iteraciones. En la segunda seccién, se presenta el concepto de espacio métrico.

1.1. Notaciones y conceptos basicos

Como es usual denotamos por N, Z, ,Z, R, R,, Q y C al conjunto de los ntiime-
ros naturales, los nimeros enteros no negativos, los niimeros enteros, los ntimeros
reales, los nimeros reales positivos, los nimeros racionales, y los ntimeros com-
plejos, respectivamente.

Por otra parte, dado un conjunto X, denotamos por P(X) al conjunto potencia
de X, es decir, P(X) ={A: AC X}.

Definicién 1.1. Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x del
conjunto A exactamente un elemento y del conjunto B. El elemento y se denota
como imagen (o valor) de x mediante f, y se indica como f(x). El conjunto A
se denomina domino de f, denotado por Domy. El conjunto B se denomina

codominio de f y el conjunto f(A) se denomina recorrido de f.

Notacién 1.1. Para definir una funcién se emplea la notacién

f: A— B.



Es frecuente escribir simplemente y = f(x) y denominar a « variable independiente

y a y variable dependiente.
Algunos ejemplos de funciones son los siguientes.

Ejemplo 1.1. Sea X un conjunto. La correspondencia idx : X — X dada por
idx () =z, para cada x € X, es una funciéon de X en X. Esta funcién es llamada

la funcion identidad en X.

Ejemplo 1.2. Sean X y Y conjuntos, f : X — Y una funcién y A C X. Definimos
la restriccion de f a A, denotada por f [4: A — Y, como f |4 (a) = f(a), para
cada a € A.

Otra de las definiciones que debemos recordar es la de composicién de funcio-
nes. Dadas dos funciones f: X — Y y ¢g: Y — Z, se define la funcién compo-
sicién go f: X — Z, como (go f)(z) = g(f(z)), para cada x € X. Utilizando la

definicién de funciéon composicion consideremos la siguiente.

Definicién 1.2. Sean A un conjunto y f: A — A una funcion. Las iteraciones

de f se definen mediante la siguiente regla recursiva:
fOi=idy oy fri=pio g,

donde idx es la funcion identidad en X y fo f indica la composicion de funciones.

Observacién 1.1. Sean A un conjunto y f: A — A una funcién. Note que:

M = fOof=idyof=Ff. (1.1)
A= fof=rorf (1.2)
B = flof=(foflof=fofof (1.3)

En la tltima expresion omitimos los paréntesis porque la operacién de composicién

es asoclativa.

Ahora dado los conjuntos Xi, Xs,..., X}, se denota y define su producto

cartesiano como:

k
X1XX2X"'XXk: HXi:{(.I'l,IQ,...,.I‘k)ZJ)Z'GXZ', paracadaie{l,Z,...,k}}.
i=1



Una vez recordado el producto finito de conjuntos, recordemos el concepto
de producto de funciones. Para los conjuntos X, Xo,..., X;, Y1,Y5, ..., Yy, v las
funciones f;: X; — Y;, paracadai € {1,...,k}, denotamos la funcién producto

como . .
fi X fox oo X fi: HXZ‘—>HY1',
i1 =1

y se define por:

(fi X fax oo X fi) (21, 22,...,7%) = (f(zl)af(ﬂfz)w--af(ﬂ?k)),

para cada (1, 22,...,T;) € Hle X;.

Definicién 1.3. Sea X un conjunto mo wvacio que representa el espacio de fa-
ses de un sistema dindmico. Un mapa f es una funcion continua f : X — X
que describe la evolucion temporal del sistema en intervalos de tiempo discretos.
Formalmente, esta evolucion se puede expresar mediante la siguiente ecuacion

Tecursiva:

Tnt1 = f(xn); Tn € X7

donde x,, es el estado del sistema en el tiempo t, (generalmente, t, = n con
n € N, donde n representa el nimero de iteraciones o pasos discretos), y T,1 €s

el estado del sistema en el siguiente paso de tiempo t, 1 =n+ 1.

1.2. Espacios métricos

En esta secciéon mostramos propiedades de espacios métricos, se presentan
algunos ejemplos y conceptos importantes. Para mayor informacion sobre este

tema puede consultar el libro [19].

Definicién 1.4. Un espacio métrico es un par (X, d) formado por un conjunto
no vacio X y una funcion d: X x X — R, llamada métrica o funcion distancia
de X, tal que:

1. d(z,y) =0 si y sdlo si x =y, para todo z,y € X
2. d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € X

3. d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo x,y,z € X

7



A continuaciéon mostramos algunos ejemplos de espacios métricos.

Ejemplo 1.3. Sean z,y € R. Definamos la funciéon d : R x R — R dada por
d(z,y) = |r — y|. Se tiene que d es una métrica para R y se le conoce como

métrica usual o métrica euclidiana.

De aqui en adelante cada vez que se hable de la recta real nos estaremos

refiriendo al espacio métrico (R, d) del Ejemplo [1.3]

Ejemplo 1.4. Sean x = (z1,%2,....,%n), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € R™. Definamos la
funcién d,, : R® x R® — R dada por,

n 2
dn(2,y) = Vo1 — g7 + (22 — 1l o+ (Tn— ) = (Zm - '”) |
i=1
Se puede verificar que d,, es una métrica para R”, a d se le conoce como métrica

euclidiana para R".

De igual manera, de aqui en adelante cada vez que consideremos R"™, nos
estaremos refiriendo al espacio métrico (R", d,,) del Ejemplo [1.4]

Ejemplo 1.5. Sean z,w € C. Definimos la funcién d : C x C — R dada por
d(z,w) = |z —w|, donde |z —w| denota el mdédulo de la diferencia entre z y w. Se

puede verificar que d es una métrica, conocida como la métrica usual en C.

Por otro lado, sabemos que cada conjunto X tiene una coleccién de subconjun-
tos, su conjunto potencia P(X). Asi, cada métrica definida en X no solo convierte
a X en un espacio métrico, sino que determina una métrica en cada miembro de

P(X) y lo convierte en un subespacio métrico de X.

Definicién 1.5. Supongamos que (X,d) e (Y,e) son espacios métricos. Decimos
que X es un subespacio métrico de Y y que Y es un superespacio métrico de

X si, y solo si, X es un subconjunto de Y y d es una restriccion de e.

A menudo, siempre que no genere confusion, utilizaremos la misma letra para

designar la métrica de un subespacio y la métrica de su superespacio.

Ejemplo 1.6. Consideremos R con su métrica usual. Se tiene que R es un subes-
pacio métrico de C ya que la funcién de valor absoluto en R es la restriccion a R

de la funcion de médulo en C.



De manera similar, se pueden considerar los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.7. Consideremos R con su métrica usual, Q y N subconjuntos de R. Se
tiene que Q y N son subespacios métricos de R. De hecho, cualquier subconjunto de
R puede considerarse como un subespacio métrico de R simplemente utilizando
en €l la restricciéon apropiada de la funcién de distancia usual. El subconjunto
(0,1) U (4,6) de R, por ejemplo, es un espacio métrico cuando se le dota de la

funcién de distancia usual heredada de R.

De aqui en adelante cada vez que consideremos un subconjunto M de R", nos

estaremos refiriendo al subespacio métrico (M, d,|y) de (R",d,) (vea Definicién
i3

Definicién 1.6. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X yr > 0.

1. La bola abierta con centro en a y radio r, se denota y define como:
By(a,r) ={r e X :d(z,a) <r)}.

2. La bola cerrada con centro en a y radio r, se denota y define como:
Ba(a,r) ={z € X :d(z,a) <71)}.

Definicién 1.7. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Se dice que A es un
conjunto abierto en X si para cada a € A, existe r, > 0 tal que B (a,r,) C A.
Ejemplo 1.8. En el espacio métrico (R? dy), sean v = (a,b) € R* y r > 0. Se

tiene que:

B(u,r) = {(x,y) eR?:(a—2z)2+ (b—y)? <r}

es un conjunto abierto en R2.

Ejemplo 1.9. En el espacio métrico (R?,d3), sean u = (a,b,c) € R¥yr > 0. Se

tiene que:

B(u,r) = {($,y,z) €R3:\/(a—a:)2+(b—y)2+(c—z)2<r}

es un conjunto abierto de R?.

Definicién 1.8. Sean (X, d) un espacio métrico. El espacio (X,d) es disconexo
st existen subconjunto abiertos U y V en X tales que U y V no son wacios,
UNV =0y X =UUV. En tal caso se dice que los subconjuntos U y 'V forman

una disconexion para X . El espacio (X, d) es conexo si no es disconexo.

9



1.3. Funciones vectoriales

En general, al estudiar fenémenos del mundo real es usual que una cantidad

dependa de més de una variable [16].

Definicién 1.9. Sea D un subconjunto de R™. Una funcion f: D — R se llama
funcidn real de n variables si, a cada vector x = (z1,x9,...,x,) € D CR", le

asigna un valor real f(x).

En el caso particular del conjunto R?, se dice que se tiene una funcién real de

dos variables.

Definicién 1.10. Una funcién real de dos variables es una regla que asigna
a cada par ordenado (x,y) perteneciente a un subconjunto D C R? un inico valor
real z, es decir, z = f(x,y), donde f es una funcion que mapea los puntos de D
a valores reales. En otras palabras, para cada punto (z,y) € D, existe un inico

nidmero real z tal que z = f(x,y).

A continuaciéon mostramos algunos ejemplos de funciones reales de 2 y 3 va-

riables, respectivamente.

Ejemplo 1.10. Consideremos f: R?* — R definida por f(z,y) = 1+ 2%+ y? para

cada (z,y) € R?. Se tiene que f es una funcién de 2 variables.

Ejemplo 1.11. Consideremos f: R?* — R definida por f(z,y,2) = 2% + y* + 2?

para cada (z,v, 2) € R3. Se tiene que f es una funcién de 3 variables.

Definicién 1.11. La longitud euclidiana de un vector v = (z1,...,x,) en

R™ es |v| = /22 + -+ 22,. Sea p = (p1,p2;---,Pm) € R™, y sea € un nimero
positivo. La e-vecindad N.(p) es el conjunto {v e R™:|v—p| <e}. A veces

llamamos a N(p) un e-disco centrado en p.

Ejemplo 1.12. Consideremos R con su métrica usual. Sean v,p € Ry ¢ > 0. Por

lo tanto,
Ne(p) ={veR:|v—p| <€}

={veR:—e<p—v<e}

El conjunto N.(p) es el intervalo abierto (p—¢, p+¢). En la Figura se muestra

geométricamente dicha vecindad.

10



pE p+e

i p {
. * 7

Figura 1.1: Vecindad de un punto p € R, N.(p).

Ejemplo 1.13. Consideremos R? con su métrica usual. Sean v = (1, 79) € R?,

p=(p1,p2) €ER? y e >0, luego

Ne(p):{veR2:|v—p|<e}:{v€R2:\/(xl—p1)2+(x2—p2)2<e}.

El conjunto N.(p) es el interior de un circulo con centro en (p;,ps) y de radio e.
En la Figura se muestra geométricamente dicha vecindad.

Eje Y

Eje X
Figura 1.2: Vecindad de un punto p € R?, N(p).

Por otro lado, otro tipo importante de funciones son las funciones vectoriales,

las cuales asignan un vector a un punto del plano. Estas funciones se llaman

campos vectoriales.

Definicién 1.12. Dada la region (conjunto abierto conexo) w C R™ una funcion
del tipo F': w — R" tal que para a cada punto p € w le asocia el punto ¢ = F(p)

en R™ se le conoce como campo vectorial.

11



Sean p = (21,%2,...,%n), ¢ = (Y1,Y2,---,Yn) € R". En los correspondientes

sistemas de coordenadas la funcién se escribiria

F<p) = F(Sﬂl,.ﬁg, o ,l’n) = <y17y27 <o ;yn) =4q. (14)

Como las coordenadas y.s, i € {1,2,...,n}, dependen del punto p cada una

de ellas es una funcion real independiente de p se obtiene que:

v1 = filp) = filzr, 22, .. 20)
Y2 = fo(p) = folw1, 22, .. 20)

Yn = fu(p) = fu(z1, 22, ..., T0)

siendo cada una de las f/s, i € {1,2,...,n}, funciones reales de variable vectorial
definidas en w, f;: w — R, las cuales son llamadas las funciones coordenadas

de la funcion F'. Esto es, la funcién F' se escribe en coordenadas como:

F(zy,29,...,2,) = (filz1, 20, o0 20), - ooy foX1, T2, .o ). (1.5)

En particular, en este trabajo estamos interesados en las funciones F': w — w,
donde w C R2.

1.4. Sucesiones

En esta seccién se expone el concepto de sucesion asi como algunos ejemplos

bésicos.

Definicién 1.13. Una sucesion es una funcion f: Z, — R. Es decir, una fun-

cion cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos
f: Z+ — R

definida por f(n) = y,, para cada n € 7, .

Observacién 1.2. Algunas observaciones importantes son las siguientes:
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1. El valor que una sucesion f toma en cada n € N se suele denotar y,, en lugar

de f(n) y recibe el nombre de término n-ésimo de la sucesién, es decir,

—_
~
—
—_
N~—
I
<
—

Los ntimeros y1, ¥2,... Y, ... son los términos de la sucesiéon. El nimero y,
es el término n-ésimo (o término general) de la sucesién y la sucesién

completa se denota por {y, }nen 0 {yn ;.

2. Dado n € N, no debe perderse de vista que cada término y, lleva doble

informacion: su valor y el lugar n que ocupa.
3. Una sucesion tiene siempre infinitos términos.

Para definir una sucesion, es necesario conocer la ley o regla de formacion. A

veces la regla parece evidente desde los primeros términos.

Ejemplo 1.14. Consideremos las siguientes sucesiones:

1. 1,3,5,7,9,..., es una sucesion conocida como sucesion aritmética.
2. 2,4,8,16,... es una sucesién conocida como sucesién geométrica.

Algunas veces lo que nos interesa es que la sucesion nos queda definida una vez que
conocemos sus valores iniciales y la ley de sucesion. En el primer caso, la regla es
que cada miembro de la sucesién es 2 mas que el anterior y que el primer término
es 1. Asi, en este caso, la regla de la sucesion puede ser descrita por ¥, 11 = 2+ Yy,
y1 = 1. En el segundo caso, cada miembro de la sucesion es 2 veces el elemento
anterior y el primer elemento es 2. Por lo tanto, el segundo ejemplo puede ser

descrita por la regla general y,, .1 = 2y, y1 = 2.

Una de las sucesiones mas conocidas es la sucesién de Fibonacci. A continua-

cion damos su regla.
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Ejemplo 1.15. La sucesién de Fibonacci, descrita por Leonardo de Pisa, ma-
tematico Italiano del siglo XIII, consiste en la sucesién infinita de niimeros natu-
rales 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... expresada por la siguiente funcién F': NU{0} — R
definida por
0, sit=0;
F(t)=1 1, sit=1;
Ft-—1)+F({t—-2), sit>1,

como solucion a un problema de cria de conejos: “Cuantas parejas de conejos pue-
den ser producidas en un ano partiendo de una sola pareja si: cada pareja produce
una nueva pareja cada mes, cada nueva pareja se reproduce desde la edad de un

mes, y ningtin conejo muere” [26].

Definicién 1.14. Sean (X,d) un espacio métrico, {xy},cy una sucesion en X
y v € X. Se dice que x es punto limite de {z,}, . en X o que la sucesion
{@n},en converge a x en X, si para cada € > 0, existe N € N tal que para cada

n > Nz, € B(e,z). En tal caso escribimos:

Tp — T 0 bien que lim = x.
n—oo

St {xn},eny no converge en X, se dice que diverge en X.

Ejemplo 1.16. En (R, d,), para cada n € N, definimos x,, = n. Asi, la sucesién

{z,}02, diverge.

Ejemplo 1.17. En (R, d,), para cadan € N, definimos z,, = % Luego, la sucesién

{z,}5°, converge a 0.

Se puede abordar el estudio de las sucesiones de dos maneras [?]. Podemos
suponer que la sucesion es un conjunto dado de ntimeros dispuestos en un orden y
podemos examinar el conjunto para ver qué tipo de regularidades se muestran en
estos nimeros. El conjunto limitado de nimeros son los datos, y éstos se examinan
y analizan de manera muy similar a como un cientifico examina los datos para
discernir tendencias y leyes de cambio. De esto surgen cuestiones de extrapolacién,
es decir, llevar la sucesion mas alla del rango en el que estd dada, y cuestiones
de interpolacién, es decir, insertar un valor en algin punto dentro de la sucesién

en el que falta uno de los miembros, del mismo modo que se podria predecir el
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peso atomico de un elemento a partir de la tabla periédica cuando ain no se
ha obtenido un conocimiento experimental preciso sobre el elemento. El segundo
método, es recurrir al estudio de la funcién a partir de una relacién general y
estudiar sus propiedades.

Ahora, consideremos una funcién y: Z, — R definida por y(n) = y,, para cada
n € Z,. En este trabajo nos interesa estudiar este tipo de sucesiones y examinar
la conexion entre miembros sucesivos de la sucesién con el propésito de exponer
otros aspectos de la estructura de la sucesién que son de importancia. Denotemos

por C el conjunto de todas las funciones de este tipo, es decir,

El conjunto C es un espacio vectorial sobre el campo R, con las operaciones
estandar de suma de funciones y multiplicacion por escalares definidas de la si-

guiente manera:

= Suma de funciones: Para dos funciones y;,y> € C, la suma de estas fun-

ciones esta definida por
(y1 +y2)(n) = y1(n) + y2(n) para cadan € Z,.

= Multiplicacién por un escalar: Para un escalar a« € R y una funcién

y € C, la multiplicacion de y por « esta definida por

(ay)(n) = a-y(n) paracadan € Z,.

De esta manera, (C,+,-,R) es un espacio vectorial , lo que proporciona una
estructura algebraica adecuada para estudiar las propiedades y las relaciones entre

las sucesiones definidas de esta forma.

1.5. Induccion matematica

Otro tema necesario para el desarrollo de este trabajo, es el tema de induccion
matematica, en este apartado colocamos informacion importante sobre el tema y
algunos ejercicios resueltos. El método de induccién matematica, es un método
util para demostrar que algunas afirmaciones son ciertas para todos los ntimeros

naturales [5].

15



Definicién 1.15. Cuando una propiedad requiere ser demostrada y es concer-
niente a los numeros naturales, hay un tipo de demostracion, llamada induccién
matematica que se lleva al cabo de la siguiente forma:

Supongamos que se quiere demostrar la propiedad P(n) donde n € N. Los dos

pasos siguientes son necesarios y suficientes:

1. Se demuestra la validez de P(1); es decir, que la propiedad vale cuando

n=1.

2. Se supone que P(n) es vdlida y a partir de esto se demuestra la validez de
P(n+1) ; es decir, se supone que la propiedad es vdlida para n y a partir

de esto se demuestra que es valida para n + 1.

Una vez llevados al cabo estos pasos, la conclusion es que la propiedad es valida

para todos los numeros naturales.

Ejemplo 1.18. Sean y € C y a € R. Demostraremos que para todo n € N,

Yn = a"yg es solucion de la ecuacion vy, 1 — ay, = 0 con condicién inicial .

Demostracién: Primero, comprobemos que se cumple para n = 1, es decir,

probemos que y; = ay, satisface la ecuacién yo — ay; = 0. En efecto:
yo — ayr = a*yo — alayo) = a’yo — a’yo = 0.

Ahora, supongamos que la afirmacion es cierta para un n = k, es decir, supon-
gamos que y; = a*yg es solucién de la ecuacion y,, —ay, = 0, o equivalentemente,
Yrs1 = ayg. Verifiquemos que la afirmacién también se cumple paran = k+ 1. En
efecto:

Yerz = gt — alay) = a%ye = aZatyy — a2y,

Por lo tanto, por el principio de induccién matematica, concluimos que la

afirmacion es cierta para todo n € N. O

Ejemplo 1.19. Sean y € C y a € R. Demostremos que para todo n € N, la

ecuacion y,1 — a(n)y, = 0, con condicién inicial yp, tiene como solucién a

Yn = [1:[ a(i)] Yo.
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Demostracion: Veamos que se cumple para n = 2, esto es,

Yo = [H a(z’)] Yo

es solucién de la ecuacién y3 — a(2)ys = 0. En efecto,

es solucién de la ecuacién yg.1 — a(k)yr = 0, o equivalentemente, que

Yer1 = a(k)yp.

Probemos que la afirmacién también se cumple para n = k + 1, es decir, que

Ykt2 = [H a(i)

Yo

satisface la ecuacién ygio — a(k 4+ 1)yry1 = 0. En efecto:
k-1 k+1

Yrr2 = a(k + Dyr = a(k + Da(k)y, = a(k+1)a(k) [H a(i)] Yo = [H a(i)] Yo-
i=0 i=0

Por el principio de induccién matematica, concluimos que la afirmacién es

cierta para todo n € N. n

Ejemplo 1.20. Sean y € C y a € R. Demostremos que para todo n € N, la

ecuacion y,.1 — ay, — b(n) = 0, con condicién inicial yo tiene como solucién

i a”_l_rb(r)] :

r=0

Yn = any() +
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Demostracion: Veamos que se cumple para n = 2, esto es, probemos que
1
Y2 = a’yo + Z a'~"b(r)
r=0
es solucién de la ecuacién y3 — ays — b(2) = 0. En efecto:

a*yo + Z al_’”b(r)] —b(2)

2
ys — ayo—b(2) = a’yo + Z a®>"b(r) —a
= r=0

=a’yo + a*b(0) + ab(1) + b(2) — a [a’yo + ab(0) + b(1)] — b(2)
=a’yo + a*b(0) + ab(1) + b(2) — a*yo — a*b(0) — ab(1) — b(2)
=0.
Ahora, supongamos que la férmula es cierta para n = k, es decir, que
k—1
yk = a*yo + Z a* 17" b(r)

r=0

es solucion de la ecuacién yg1 — ayr — b(k) = 0, o equivalentemente,

Yrr1 = ayx + b(k).

Probemos que la férmula también se cumple para n = k + 1, es decir, que

k+1

Y2 = a" Py + Z a* ()

r=0
satisface la ecuacion ygio — aypy1 — b(k + 1) = 0. En efecto
Yrt2 = ayr1 + 0(k + 1)
= a(ayr +b(k)) + b(k+ 1)
= a’yy, + ab(k) +b(k + 1)
k-1
Pyo+ > a"b(r) + ab(k) + b(k + 1)
=0
k+1

k+2y0 + Z ak+1frb(r).

r=0
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Por lo tanto, por el principio de induccién matematica, concluimos que la afirma-

cion es cierta para todo n € N. O

1.6. Transformaciones lineales

En esta seccién, exploramos las propiedades fundamentales de las transfor-
maciones lineales, asi como la nocién de valores y vectores propios. Presentamos
ejemplos clave y conceptos esenciales que facilitan la comprension de estas ideas.
Para una informacion mas detallada sobre este tema, se recomienda consultar el
libro [11].

Sea A una matriz de tamano m x n, cuyas entradas a;; son numeros reales
para cada ¢+ = 1,2,....,my 7 = 1,2,...,n. . Utilizando la notacién matricial
para vectores en R y R" definimos una funcién 7: R® — R™ por medio de
T(v) = Av, para cada v € R" [T} pag. 501]. Observemos que si v es una matriz
de n x 1, se obtiene que el producto Av es una matriz de m x 1. Asi, T es una
funciéon de R™ a R™. Ademas, T es lineal. En efecto, sean a,b € R, y v,w € R™.

Se tiene que
T(av 4+ bw) = A(av + bw) = aAv + bAw = aT'(v) + bT'(v).

A esta transformacién lineal se le conoce como una multiplicacién por una

matriz m x n. En particular, las transformaciones lineales en R? son aquellas de

T
la forma T: R? — R? definida por T(v) = Av, para cada v = donde
Y
@11 a2 . .
A= es una matriz 2 x 2. Es decir,
21 A22
x air a2 x a11x + a2y
Y Qo1 @G22 Y 21T + Q22Y

A continuacién, recordemos la definiciéon de valor propio y vector propio de

una matriz.

Definicién 1.16. Si A es una matriz de n X n, entonces se dice que un vector
diferente de cero x € R™ es un eigenvector de A (o vector propio) si Ax es un

multiplo escalar de x, es decir, Ax = A\x, para algun escalar \. El escalar \ se
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denomina eigenvalor de A y se dice que x es un eigenvector correspondiente

a .

De igual forma, recordemos el concepto de valor propio asociado a una trans-

formacion lineal.

Definicién 1.17. Sea T: R™ — R" una transformacion lineal y v € R™ diferente
de cero. Decimos que v es un eigenvector de T si T'(v) = \v, para algin escalar
A (posiblemente cero). Como antes, \ se llama eigenvalor de T y se dice que el

eigenvector v pertenece a (o corresponde a, o estd asociado con) \.

Observacién 1.3. Algunos autores también le dan a los eigenvalores los nombres
de valores propios o valores caracteristicos. Los eigenvalores y los eigenvectores
tienen una interpretacién geométrica titil en R? y R3. Si A es un eigenvalor de A
correspondiente a z, entonces Ar = Az, de modo que la multiplicacién por A,

dilata a z, contrae a x, o invierte la direccion de x dependiendo del valor del .

A continuacién recordemos dos conceptos maés, el concepto de ecuacién carac-

teristica y el de polinomio caracteristico.

Definicién 1.18. La ecuacion p(\) = det(A — A) = 0 se conoce como ecuacién

caracteristica de A, p()\) se conoce como el polinomio caracteristico de A.

Teorema 1.1. [11, pdg. 547] Sea A una matriz de n X n. Entonces, las siguientes

proposiciones son equivalentes:

(a) X es un eigenvalor de A, donde A € C (nimeros complejos).
(b) El sistema de ecuaciones (A — A )x = 0 tiene soluciones no triviales.
(¢) Eziste un vector no nulo x € R" tal que Ax = Ax.

(d) X es una solucion (real o compleja) de la ecuacion caracteristica

p(A) = det(A — AI) =0.

El siguiente ejemplo tiene como finalidad recordar como se calculan los valores

y vectores propios asociados a una matriz de 2 x 2.
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Ejemplo 1.21. Consideremos la matriz

A:
3 3

Calculemos los valores y vectores propios asociados a la matriz A.

Solucion. El polinomio caracteristico de A se determina como sigue:

4 2
p(A) =det(A — \) = —A =
3 3 0 1 3 3—A

=(@4-NB-N)—-6=X-TA+6=(\—1)(A—06).

Por lo tanto, la ecuacién caracteristica de A es:

PO\ = —1)(A—6) =0.

Las raices de esta ecuacién son \; = 1 y Ay = 6. Segun el Teorema [1.1] estos
son los valores propios de A.

Sea v € R?, usando la definicién de vector propio, consideramos el caso para
)\1 =1:

Av = \jv.

Esto se traduce en el resolver el siguiente sistema:

4 2 x T
= (1.6)
3 3 Y Y
De (1.6]), obtenemos:
dr +2y =x 3x+2y=0
=
3r+3y =y 3r+2y=0
La solucion de este sistema es x = —%y, donde y € R. Por lo tanto, los vectores

que satisfacen el sistema tienen la forma
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=y , yeR

|
wIN

Asi, el vector es un vector propio de A correspondiente al valor propio

A= 1.

Ahora, consideremos el caso de Ay = 6:

Av =X v = Av = 06w.

Esto lleva a resolver el sistema:

4 2 x x

3 3 Y Y

El sistema se expresa como:

—20+2y=0 —r+y=0
3r—3y =20 r—y=20

La solucion es x = y. Los vectores que satisfacen este sistema son de la forma

Por lo tanto, el vector es un vector propio de A correspondiente al valor
1

propio Ay = 6.

Definicién 1.19. Sean A y B dos matrices de tamano m X m con coeficientes en
R, decimos que A y B son matrices similares si existe una matriz invertible P
de tamano m x m tal que A = P~'BP.

Teorema 1.2. Sean A y B dos matrices de tamano mxm con coeficientes en R. Si
A y B son matrices semejantes, entonces tienen el mismo polinomio caracteristico

y por lo tanto, los mismos valores propios.
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Demostracién: Sean

pa(N) = det(A — )
pe(A) =det(B — \I).
Dado que A y B son matrices similares, existe una matriz invertible P tal que:

A = P~'!BP. Entonces, se cumple que:

pa(N) = det(A — AI)
= det (P™'BP — \I)
= det (P"'BP — P~'\IP)
=det (P~'- (B—AI)-P)

= det(P~ 1) - det(B — \I) - det(P)
= det(B — \I)
=pB(N).

Teorema 1.3. Si A y B son matrices similares, entonces:

det(A) = det(B).

Demostracion: Dado que A y B son matrices similares existe una matriz inver-
tible P tal que A = P~'BP. Luego
det(A) = det(P'BP).

Aplicando la propiedad multiplicativa del determinante tenemos:

det(A) = det(P™') - det(B) - det(P).

Como det(P~!) = obtenemos:

1
det(P)”’

det(A) = -det(B) - det(P).

1
det(P)

por lo que:

det(A) = det(B).
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Por lo tanto det(A) = det(B). O

Interpretacion geométrica del determinante de una

matriz de 2 x 2

Sea la matriz

a b
A= ,
c d
7’ a .
la cual esta formada por los vectores columna y . En la Figura|l.3
c
a b o
se muestran los puntos y en el plano zy, y se dibujan los segmentos
c d
. 0 .
de recta que van desde el origen hacia cada uno de estos puntos. Suponemos
0
. . b
que estos dos vectores no son colineales, es decir, que el vector no es un
d
multiplo escalar del vector

c
El area generada por A se define como el drea del paralelogramo cuyos

o 0 a b

veértices son , y
0 c d
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I u;
5 -
4 1 /
= 3
2 .
] /
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0 1 2 3 4 5 3]
by
a b
Figura 1.3: Paralelogramo formado por los vectores u; = V Uy =
c
Teorema 1.4. Si A es una matriz de 2 X 2 dada por
a b
A= ,
c d
a b
formada por los vectores columna Y , entonces el drea generada por la
c d

matriz A es igual al valor absoluto de su determinante, es decir, | det(A)| [11).

«
Ejemplo 1.22. Sean u; = ! y Ug = "] dos vectores en R2. Definimos la

(%) 52
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matriz B como la matriz formada por u; y us como columnas:

B=<u1 u2>= ar By

%) 52

y sea v; = Auy y vy = Aug, donde A es una matriz de 2 x 2 no singular (es decir,
det(A) # 0). Definimos la matriz C' como la matriz formada por vy y vy como

columnas:

V11 V21

V12 Va2

V11 V21
donde vy = y Uy =

V12 V22
Entonces, el drea generada por C, denotada A(C'), es igual al valor absoluto

del determinante de A multiplicado por el drea generada por B, denotada A(B).

Es decir:

A(C) = | det(A)|A(B).

Solucién. Segin el Teorema la 4rea generada por la matriz B es:
A(B) = | det(B)].

Ahora, definimos los vectores v; = Au; y v9 = Aus. Los vectores vy y v son las
imagenes de u; y us bajo la transformacién lineal representada por la matriz A.

Supongamos que:

A=
c d

Entonces, los vectores v; y v se calculan como:

V11 ac + bOéQ

V1 = - )
V12 coy + dOéQ
V21 afi + 0B

Vo = =
V22 cfr + dps
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Ahora podemos reescribir la matriz C' como el producto de las matrices A y B:

+b +b
O — acy ay  ab B2 _AB.

cay +dag  cfy + dfs

Por el Teorema [1.4] el &rea generada por C' es:

A(C) = |det(C)| = | det(AB)| = | det(A)|| det(B)| = | det(A)|A(B).
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Capitulo 2

Modelacion matematica mediante

sistemas dinamicos discretos

Un instrumento con el que actualmente contamos para analizar y predecir el com-
portamiento de un sistema (econdmico, biolégico, etc.), es la construccién de un
modelo matematico. En este capitulo precisaremos lo que entendemos por un mo-
delo matematico. Al mismo tiempo, mencionaremos algunos tipos de modelos que
se conocen. Ademads, daremos algunos ejemplos de los tipos de modelos mencio-

nados.

2.1. Modelaciéon matematica

En esta seccion discutimos la naturaleza y el objetivo de la modelaciéon ma-
tematica. Para ello primero presentaremos el concepto de modelo, para posterior-
mente, definir lo que entenderemos por un modelo matemético. Ademas, en este
apartado presentamos varios ejemplos elementales de modelos matematicos. La

siguiente definicién fue tomada del libro [?, pag. 3, Definicién 8].

Definicién 2.1. Un modelo es un conjunto de relaciones, que se utiliza para re-
presentar y estudiar de forma simple una porcion de la realidad de algun fenomeno,
ya sea bioldgico, fisico, quimico, economico, etc. Un modelo es, en definitiva, una

herramienta de ayuda a la toma de decisiones.

Definicién 2.2. Un modelo matematico es un tipo de modelo cientifico que em-

plea formalismo matemdtico, que para los casos que nos ocupan serdn funciones.
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Estas describen idealmente el comportamiento de un fenomeno el cual se constru-

ye a partir de datos obtenidos en un experimento o la observacion del fenomeno
]

Definicién 2.3. Por modelacion matematica nos referimos al proceso me-
diante el cual formulamos y analizamos el modelo matemdtico. Este proceso in-
cluye la introduccion de las magnitudes o variables importantes y relevantes invo-
lucradas en el modelo, tomar suposiciones especificas del modelo sobre esas canti-
dades, resolver las ecuaciones del modelo por algun método y luego comparar las

soluciones con datos reales e interpretar los resultados [?].

Algunos modelos matematicos no necesitan involucrar matematicas muy sofis-
ticadas. El conteo, la aritmética y, de hecho, la nocién misma de ntmero, consti-
tuyen herramientas de modelado matematico que ciertamente han demostrado ser
de importancia fundamental para todas las culturas. La geometria y el desarrollo
posterior del dlgebra y la graficacién han proporcionado técnicas adicionales, no
sOlo para describir importantes propiedades espaciales del mundo tridimensional
en el que vivimos, sino también para investigar mas convenientemente fenémenos
naturales y cientificos, tanto cuantitativamente con el uso de ecuaciones, y visual-
mente con el uso de graficos. Ademads, el calculo nos ha proporcionado un lenguaje
matematico para abordar procesos que cambian continuamente en el tiempo o el
espacio, lo que ha contribuido enormemente a nuestra comprensién de las leyes
del universo fisico [?].

Asi, modelar se puede entender simultdneamente como ciencia y como arte.
Es una ciencia pues se basa en un conjunto de procesos estructurados: anélisis y
deteccion de las relaciones entre los datos, establecimiento de suposiciones y sim-
plificaciones en la representacion de los problemas, desarrollo o uso de algoritmos
especificos de solucién. Es un arte porque materializa una visién o interpretacién
de la realidad no siempre de manera univoca. Cada persona imprime su estilo en
el modelo mismo y en la especificacion, en el desarrollo y en la documentacién
[24].

2.2. Tipos de modelos matematicos

Una motivacion frecuente para quienes construyen o usan modelos matemati-

cos es la de hacer predicciones: jA que hora llovera manana? ; Cuanta gente tendra
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gripe el proximo invierno? ;Cuanto valdra una determinada inversion dentro de
10 anos? Para ayudar a responder estas preguntas se han desarrollado muchos
modelos matematicos a lo largo de los tltimos siglos. Hoy en dia esos modelos son
referidos comtinmente como sistemas dinamicos [7].

Dentro del mundo de los modelos matematicos hay un sinntimero de clasifi-
caciones, y cada uno refiere a un aspecto distinto de los mismos. En esta seccién

hablaremos de algunos tipos [31].

2.2.1. Modelos deterministas y modelos estocasticos

En esta subseccion mencionaremos dos categorias generales de modelos, los
modelos deterministas y los modelos estocéasticos. Los modelos deterministas,
intentan hacer predicciones con un 100 % de certeza, y modelos estocdsticos,
cuyo objetivo es presentar una gama de posibles resultados, cada uno con su propia

probabilidad asociada de ocurrir [?].

Observacion 2.1. Los modelos deterministas se emplean normalmente cuando
el nimero de cantidades involucradas en el proceso que se modela es relativamen-
te pequeno y todos los principios cientificos subyacentes se comprenden bastante
bien. En este caso normalmente solo se necesitan unas pocas variables y las ecua-
ciones que expresan las relaciones entre ellas a menudo pueden expresarse de

manera muy sucinta y con gran precision.
A continuacién veamos un ejemplo de un modelo determinista.

Ejemplo 2.1. Supongamos que deseamos predecir qué tan rapido caerd un ob-
jeto en t segundos después de dejarlo caer desde una determinada altura inicial.
Por lo que se conoce de fisica cualquier objeto que cae libremente sufre la misma
aceleracién constante —g, la cual es aproximadamente —9.8m/seg?, siempre que
los efectos de la resistencia del aire sean insignificantes. Ademas, de calculo dife-
rencial se aprende que la aceleracién es la primera derivada de la velocidad v(t),

lo que significa que esta funciéon de velocidad debe satisfacer:

= —g. (2.1)

Si el objeto en realidad simplemente se deja caer en lugar de arrojarse, entonces
su velocidad inicial en el tiempo ¢t > 0 debe ser v(0) = 0, lo cual constituye

un modelo matemético simple para la cantidad variable tinica v (). Observemos
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que la ecuacién diferencial (2.1]) es ordinaria y de primer orden. Este modelo es
determinista ya que, para cualquier ¢ > 0, intentamos predecir el valor exacto de

v(t).

Utilizando céalculo integral se puede encontrar la solucion de la ecuacién dife-

rencial (2.1)) y obtener:
v(t) = —gt+C, C = cte. (2.2)

Asi, con esta solucién ahora es posible predecir con gran precisién (excepto la
resistencia del aire) la velocidad del objeto que cae en cualquier momento hasta

que golpea el suelo.

Comparemos el Ejemplo con el Ejemplo el cual intenta hacer predic-

ciones cuando no se conocen por completo factores subyacentes importantes.

Ejemplo 2.2. Supongamos que lanzamos una moneda y tratamos de predecir si
el resultado serd Cara o Cruz. Aunque la moneda ciertamente debe estar sujeta
a algunas leyes fisicas bien conocidas, para que su trayectoria completa pueda
calcularse en teoria, hay otros factores que podrian influir en esa trayectoria vy,
por lo tanto, en el resultado final. Por mencionar algunas habria que saber de
antemano cantidades tales como:

(1) la direccién exacta en que se lanzé la moneda y su velocidad inicial;

(2) su altura cuando se suelta y cuando aterriza; etc.

Incluso si tales cantidades estuvieran disponibles, escribir el conjunto de ecua-
ciones diferenciales que gobiernan el movimiento de la moneda no seria nada facil,
por no hablar de intentar resolverlas.

Por esta razén, en la préactica rara vez se intentaria calcular el resultado exacto
de un lanzamiento de moneda. En lugar de ello, se utiliza un enfoque completa-
mente diferente y se emplean medios diferentes para describir el resultado. En
lugar de asumir la imposible tarea de tener en cuenta cada factor que podria
influir en el resultado de un lanzamiento de moneda, todos estos factores se fusio-
nan en un efecto promedio que tienen sobre el resultado. Este efecto promedio sélo
puede conocerse observando muchos lanzamientos repetidos de la moneda. Con
los resultados registrados de innumerables lanzamientos de monedas a lo largo de
la historia de la humanidad, se ha llegado a la conclusion de que este efecto pro-
medio hace que una moneda simétricamente equilibrada o justa arroje: H (Cara)

la mitad de las veces y T (Cruz) la otra mitad del tiempo (generalmente no se
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considera la improbable posibilidad de que la moneda caiga en su borde). Otra

forma de decir esto es
PH)=05 y P(T)=0.5, (2.3)

donde P(H) y P(T) representan las probabilidades de que ocurra cara y cruz, res-
pectivamente. La ecuacién (2.3)) se conoce como distribucién de probabilidad
para el conjunto de resultados del problema del lanzamiento de una moneda. Esto

hace que el problema del lanzamiento de una moneda sea un modelo estocastico.

2.2.2. Modelos en tiempo continuo y tiempo discreto

Cuando se modela un proceso que evoluciona con el tiempo, el sistema dinami-
co utilizado debe ser uno que intente describir el estado de ese proceso durante
todo el intervalo de tiempo de interés. Si consideramos el Ejemplo [2.1] al resolver
la ecuacién diferencial (vea la ecuacién (2.1])) se obtiene una funcién de velocidad
v(t) (vea la ecuacién (2.2))), la cual se define para todo el tiempo ¢ € R, hasta
que el objeto golpea el suelo. Observemos que la funcién de velocidad v(t) puede
evaluarse para cualquier eleccién de t € R, y puede usarse para calcular la ve-
locidad exacta en ese momento. Este tipo de modelado, en el cual generalmente
se implementa mediante el uso de una ecuacién diferencial, se le conoce como
modelado en tiempo continuo.

Sin embargo, este tipo de modelado en tiempo continuo, no siempre es el
mejor enfoque. Existen numerosas situaciones en las que no es deseable intentar
describir el estado de un proceso para todos los valores en tiempo real, debido
a la complejidad que estaria asociada con el modelo resultante. En casos como
estos, un modelo de tiempo discreto puede resultar una opciéon maés inteligente.
En este tipo de sistema dinamico, en lugar de tratar de describir un proceso para
todos los valores reales de tiempo durante algin intervalo, el estado del proceso
se determina sélo para una coleccion de valores de tiempo separados o discretos,
que a menudo estan igualmente espaciados en el eje del tiempo.

Los modelos de tiempo discreto o sistemas dinamicos discretos como
se los conoce cominmente hoy en dia, a menudo se prestan a analisis y soluciones
cuantitativas mucho mas facilmente que sus correspondientes versiones de tiempo
continuo.

El siguiente problema trata de ilustrar lo anteriormente mencionado.
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Problema 2.1. [?7] Supongamos que intentamos trazar la trayectoria de una pelota
que rebota. Ademds, con cada rebote, una pelota generalmente pierde parte de la
energia que tenia justo antes de ese rebote. Para simplificar, supongamos que la
pelota pierde }L de su energia con cada rebote y nuevamente no hay resistencia del
aire (Vea Apéndice . Esto significa que la velocidad de la pelota cada vez que
deja el suelo, la altura mdzima a la que luego se eleva y el tiempo total de vuelo

hasta que vuelve a tocar el suelo, todo disminuye con cada rebote.

5(t)

e

to £y 5] t3
Tiempo(t)

Figura 2.1: Recorrido de la pelota en tiempo continuo.

En el Ejemplo [2.3]se plantea un modelo del Problema [2.1| en tiempo continuo.

Ejemplo 2.3. Supongamos que la altura de la pelota es denotada por s(t) entre
dos rebotes consecutivos. Recordemos que del calculo, la aceleracion de la pelota
entre rebotes consecutivos es la segunda derivada de su altura s(¢). Dado que,
como vimos antes, todos los objetos que caen libremente y sin resistencia del aire

tienen una aceleracién de —g. Se obtiene la ecuacion:

= —g. (2.4)



La ecuacién es una ecuacién diferencial de segundo orden para s(t). Para de-
terminar s(t) para todo t > 0, primero se debemos resolver la ecuacién diferencial
que aparece en la ecuacion , para tg <t < ty, donde tg = 0 y ¢; representan
el momento en que la pelota golpea el suelo por primera vez (vea Figura . Se

puede verificar que la solucion tiene la forma:

1
S(t) = —§gt2 + vot + S0,

para tg <t < t1, donde vy y 5o son constantes que pueden determinarse haciendo
uso de la altura inicial y la velocidad de la pelota, que se supone son conocidas.
Una vez hecho esto, también se puede calcular el valor de ¢;, que depende de ellos.

A continuacién, se encuentra s(t) parat; <t <ty , donde ty, como se muestra
en la Figura [2.1| representa la segunda vez que la pelota toca el suelo, la ecuacién

(2.4]) debe resolverse nuevamente. La solucién ahora es:
L oo
S(t) = —égt +U1t+81,

para t; <t < iy, donde v; y s; son constantes por determinar, que dependen no
solo de vy, sg y t1, sino también de que la pelota haya perdido }1 de su energia
durante el primer rebote. Una vez que se encuentran v, y s, se puede calcular
to. De manera similar, la altura de la pelota desde t, hasta el momento ¢3 cuando

vuelve a tocar el suelo, nuevamente como se muestra en la Figura debe ser

1
S(t) = —§gt2 + 'Ugt + Sog,

para to < t < t3, donde vy v vy son nuevamente constantes desconocidas. Estos,
junto con t3, tendrian que determinarse utilizando datos encontrados previamente
y teniendo en cuenta la mayor pérdida de energia de la pelota después del segundo
rebote. En general, vemos que la altura de la pelota para todo tiempo continuo

t > 0 esta dada por
L
s(t) = —Egt + vpt + Sp,

t, <t <t,.1, donde t, representa el instante en que la pelota toca el suelo por
n-ésima vez. Los valores de t,,, v, y s, deben calcularse para cadan € {1,2,3,...}
con el fin de obtener una descripciéon completa de s(t) para todo ¢ > 0.

Finalmente, para obtener s(t) para todo tiempo real t € R, requeriria un conjunto

bastante sustancial de calculos.
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A continuacién mostraremos un sistema dinamico discreto que modela esen-

cialmente el mismo Problema 2.11

Ejemplo 2.4. Supongamos que la altura de la pelota es denotada por s(t) entre
dos rebotes consecutivos. Ademads, supongamos que dejamos que Sy represente la

altura inicial de la pelota cuando se deja caer (con una velocidad inicial de 0).

| (
J |
| |

Figura 2.2: Recorrido de la pelota en tiempo discreto.

Dado que suponemos, como antes, que la pelota pierde }1 de su energia con
cada rebote y que no hay resistencia del aire, la pelota debe retener % de su energia
de una altura méaxima a la siguiente. Desde el punto de vista fisico, esto significa

que debe volver a elevarse hasta una altura maxima de

3
Sl = ZSO

después del primer rebote (vea Figura . Por la misma razén, la pelota debe

elevarse hasta una altura maxima de

3
Sy = 151,

después del segundo rebote, y una altura maxima de

3
53 = L_LSS’
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después del tercero, como se muestra en la Figura [2.3
Es facil ver que en general cada altura maxima S, esta relacionada con la

siguiente S, por la ecuacién

Sn+1 - an, (25)

donde n € {0,1,2,...}. La ecuacién iterativa ([2.5) representa un modelo de tiem-
) ) Y
po discreto para nuestra pelota que rebota. Con Sy conocido, se puede iterar esta
ecuacion repetidamente para determinar una secuencia tnica de iteraciones Sy,
So, S3,. ..
Por ejemplo, si Sy = 4 unidades, entonces, sustituyendo en la ecuacién ([2.5)) ob-
) 0 ) ’

tenemos que :

S = 250 - 2(4) _3
Paran =1
S, — ZSI - 2(3) 995,
Paran =2
Sy = 29, = 3(2.95) = 1.6875.
4 4
etc.

Por otro lado, si Sp = 6 unidades, entonces sustituyendo en la ecuacién (2.5))

se obtiene que:

3 3

Paran=1
S —§S —§(45)—3375
2 = 4 1 = 4 . — 9. .
Paran =2 5 5
S3 = =55 = —(3.375) = 2.53125.
4 4
ete.

Cualquier sucesién completa de tales iteraciones S,, para n € {0,1,2,...}
constituye una soluciéon de . Notemos que la ecuacion tiene un nimero
infinito de soluciones, dependiendo del valor elegido para Sy. Cabe senalar que es
mucho mas sencillo generar una solucién en tiempo discreto S, del problema de la

pelota que rebota que obtener una solucién en tiempo continuo s(t). A diferencia
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de los modelos de tiempo continuo, cuya frecuente dependencia de ecuaciones di-
ferenciales significa que puede ser dificil encontrar soluciones precisas, soluciones
muy precisas de sistemas dinamicos discretos como siempre estan disponi-
bles, especialmente si se puede emplear algin tipo de dispositivo informatico para

realizar los célculos.

Observacion 2.2. La relativa facilidad de generar soluciones de esta manera,
a través de iteracion numérica directa, explica en cierta medida la reciente po-
pularidad de los sistemas dinamicos discretos en nuestra era actual de hardware

informatico extremadamente rapido pero bastante econémico [?].

Es importante senalar que (2.5) no es la unica forma de expresar la relacién

entre iteraciones sucesivas 57, 59, . . ., en el siguiente ejemplo colocamos otra forma.

Ejemplo 2.5. Consideremos el Ejemplo 2.4 Observemos que en lugar de consi-
derar la ecuacién ([2.5) se puede escribir:

3
=-S5 _ 2.
Sn 1o (2.6)

donde n € {1,2,3,...}. Suponiendo que Sy representa la altura inicial dada de la

pelota, si n =1 en (2.6) se obtiene
3
Sl - 1507

que es el mismo valor de S; que se obtuvo en (2.5). De manera similar, si n = 2

en la ecuacion ([2.6)) se obtiene
3

SQ - ZSl
como antes. Cada iteracion posterior se puede calcular sucesivamente a partir de
(2.6) dejando n € {3,4,5,...}. Al final, esto genera exactamente la misma solucién

So, S1,52, ... que la que se obtiene con la ecuacién ([2.5)).

Aunque la ecuacién ([2.6) proporciona un medio alternativo para representar
un modelo del Problema [2.1] en tiempo discreto, se elegira el estilo mas comun, el
cual lo proporciona la ecuacion . De ahora en adelante se adoptara este estilo
al escribir una ecuacién iterativa.

Ahora, para cualquier pelota que rebote que retiene la fraccién r de su energia

después de cada rebote, donde 0 < r < 1 y la resistencia al aire nuevamente se
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supone que es insignificante, se puede obtener un modelo discreto el cual se coloca

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6. Supongamos que una pelota que rebota retiene la fraccién r de
su energia después de cada rebote, donde 0 < r < 1 y la resistencia al aire
nuevamente se supone que es insignificante. Denotemos por Sy la altura inicial de
la pelota cuando se deja caer, y para cada n € {1,2,3,...}, S, representemos la
altura maxima después del n-ésimo rebote. La siguiente ecuacién modela la altura
de una pelota que rebota y que retiene la fraccion de su energia después de cada
rebote:

Spi1 =1Sp, (2.7)

donde 0 < r < 1.

A la ecuacién (2.7)) algunas veces se le conoce como ecuacién iterativa o
como ecuacién recursiva, y al proceso de resolverlos algunas veces se le conoce

como recursividad. En la Subseccién 2.3l se ahondaré en este tema.

Ejemplo 2.7. Sea t € N. Supongamos que N(¢) denota la cantidad de sustancia
(o poblacién) que estd en crecimiento o bien en decaimiento en el tiempo t. La

ecuacion
Nip1 = 2Ny,

es otro ejemplo de ecuacién recursiva.

2.2.3. Modelo lineal y no lineal

Existe una clasificacién mas de los modelos matematicos, los modelos lineales o
modelos no lineales. Los modelos lineales son representados mediante ecuacio-
nes lineales y los modelos no lineales, se representan mediante ecuaciones no

lineales.

Ejemplo 2.8. Consideremos el Ejemplo [2.6] El modelo de la pelota que rebota se
denomina lineal ya que su ecuacion que lo representa es lineal. Por ejemplo, si en el
modelo S, 11 = 1S, reemplazamos S,, por x y S,1 por y, entonces S, 11 =195, se
convierte en y = rx, puesto que r es una constante o parametro que no depende
de x = S, oy = S,41. Esto significa que y = rz es una ecuacion lineal que
involucra las dos variables x e y tunicamente, o de manera equivalente, y es una

funcién lineal de x. Por tanto, el modelo se clasifica como lineal.
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En este trabajo estudiaremos algunos modelos matematicos deterministas, dis-

cretos, lineales y no lineales.

2.3. Ecuaciones en diferencias

Las ecuaciones en diferencias o también llamadas “ecuaciones de recurrencia”,
“ecuaciones recursivas” o “ecuaciones iterativas”, surgen como modelo matemati-
co de un cierto fenémeno que evoluciona en el tiempo cuando la medida y que
describe el sistema se realiza en instantes ¢,,, donde n € N, separados por un inter-
valo o periodo de tiempo de amplitud constante (un afio, un mes, etc.). Algunas
veces escribimos ¥, o bien y(0), para representar el estado inicial del sistema, y;
mide el estado del sistema en el primer periodo t;, y» mide el estado del sistema en
el segundo periodo %9, y asi, sucesivamente. La evolucién del sistema estara repre-
sentada por la sucesion de nimeros reales yo, y1, ¥o, - - - [9, pdg. 15]. A continuacién

escribimos el concepto abstracto de una ecuacién en diferencias.

Definicién 2.4. [?7] Una ecuacién en diferencias es una expresion del tipo:

Yn+t = F(n, Yn+t—1) Yn+t—25 - - - 7yn)7 para cada n € ZJr: (28)

donde t es un numero natural. Para permitir que la sucesion se pueda calcular y
esté definida de manera unica a través de esta relacion, se requiere, informacion
suficiente que permita calcular t valores sucesivos de y, digamos y1, Yo, Y3, .-,
Yi- Estas son las condiciones de frontera que, cuando se utilizan junto con la
ecuacion en diferencias, hacen que todos los valores sucesivos de y sean calculables

de forma tunica.

Observacion 2.3. [?] La ecuacién (2.8) algunas veces se escribe también de la

forma
Fnyyin+t—1),yn+t—2),...,y(n)) =y(n+t) paracadane€Z,. (2.9)

Si colocamos n = 1 en la ecuacion en diferencias esto nos permite calcular
yr+1 a partir de los valores de frontera dados. Luego, colocando n = 2 podemos
calcular y;, o a partir de la ecuacién, los valores dados de y y el valor calculado de
yir1- Mediante este proceso avanzamos paso a paso hasta cualquier valor posterior

de y.
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Definicién 2.5. El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion recibe el nom-
bre de solucién general de la ecuacion. Si se cuentan con ciertas condiciones
iniciales, se puede determinar soluciones particulares de la ecuacion en dife-

renclas.

Definicién 2.6. Llamamos orden de la ecuacion en diferencias, a la diferencia

entre el mayor y el menor de los indices que afectan a y.

Ejemplo 2.9. Sea y € C. Algunos ejemplos de una ecuacién en diferencias son

los siguientes.
" Y,u1— Y, =05, paracada ne€Z,.
" Y1 — Y, =2n+1, paracada n € Z,.
= Ypi4— Y, =n, paracada n € Z,.
Ejemplo 2.10. Sea y € C. Considerando el Ejemplo se tiene que:
= la ecuacion en diferencias y,11 —y, =2n+ lesdeordenn+1—n =1,

= la ecuacion en diferencias y,,4 — y, = n, es de orden n +4 —n = 4.

Una clase especial de ecuaciones en diferencias, son las llamadas ecuaciones
lineales y ecuaciones no lineales. Cabe mencionar que el uso de los términos lineal
y no lineal es completamente analogo a su uso en el campo de las ecuaciones

diferenciales. A continuacién damos la definicién formal.

Definicién 2.7. Una ecuacion en diferencias sera lineal con coeficientes

constantes de orden t cuando su expresion sea
Yn+t T Q—1Yntt—1 + - + Q1Ynt1 + QoYn = g(”)) para cada n € Z-i-' (210)

Se dird que es una ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden ¢

cuando g(n) = 0. Es decir, cuando su expresion sea
Yntt + Q—1Yntt—1 + -+ QYng1 + aoyn =0,  para cada n € Z, (2.11)

Observacién 2.4. La ecuacién (2.10) algunas veces también se expresa de la

siguiente manera:

yn+t)+ayin+t—1)+---+ay(n+1)+ay(n) = g(n), paracadan e Z,.
(2.12)
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Como caso particular de la Definicion tenemos las ecuaciones en diferen-

cias lineal de orden 1 y 2 que son las que escribiremos a continuacion.

Definicién 2.8. Una ecuacion en diferencias lineal de primer orden es de
la forma:

Yns1 + aoyn = g(n), para cadan € Z,. (2.13)

Definicién 2.9. Una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden es

de la forma:

Ynt2 + Q1Yns1 + aoyn = g(n), paracadan € Z,. (2.14)

A continuacién colocamos ejemplos de una ecuacién en diferencias lineal de

primer y segundo orden.

Ejemplo 2.11. Sea y € C. Ejemplos de ecuaciones en diferencias lineal de primer

orden son los siguientes.
1. Ypi1 —yn =05, paracadan € Z,.
2. Ypy1 + Oy, =2n, paracadaneZ,.
3. Yps1 — 4y, =n, paracadaneZ,.

Ejemplo 2.12. Sea y € C. Ejemplos de una ecuaciéon en diferencias lineal de

segundo orden.
1. Ynio+ 3Yny1 — Dy, =n, paracadan e Z,.

2. Ypio + Yns1 —Yn =0, paracadan € Z,.

Un ejemplo de una ecuacién en diferencias no lineal es el siguiente.

Ejemplo 2.13. |20, pag. 6] La ecuacién
Yns1 = 4yn(1 —y,), paracadan € Z,. (2.15)

es conocida como ecuacién en diferencias logistica.
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Sean € Z, . Consideremos R con la métrica usual y una funcién f: R — R. La
ecuacion ([2.15)) responde al siguiente modelo general: analizar el proceso dinamico
que se genera al aplicar la funcién f sucesivamente, de manera iterada, partiendo

de un determinado valor inicial xg.

Se puede imaginar este proceso o sistema dinamico como el modelo de la evolucién
de un sistema real (ya sea fisico, bioldgico, etc.) a lo largo de una sucesién de
periodos cuando se supone que el estado del sistema en cada uno de esos periodos
estd reflejado por un nimero real x y que la “ley de cambio” que transforma un
estado en el siguiente estd determinado por la funcién f [0, pag. 18]. Colocando

F™o) = yn 0 f™(v0) = y(n) podemos representar el proceso ([2.16)) de la siguiente
forma:

Ynt+1 = f(yn)a

(2.17)
y(O) = Yo-

conocido en algunas ocasiones como problema de valor inicial relativo a la ecua-
ci6én en diferencias y,11 = f(y,). Observe que es la misma forma de nombrar un
problema en el area de Ecuaciones diferenciales cuando se cuenta con una condi-
cién inicial (vea Apéndice[B]). Nos referimos a como un sistema dindmico
unidimensional [20]. La funcién f es llamada la funcién asociada a (2.17). Si la
funcién f es lineal se obtendrd una ecuacion en diferencias lineal.

En general, una ecuacion en diferencias es una relacién de recurrencia o proceso
iterativo de la forma f"(yo) = y,, que también llamaremos un sistema dindmico
discreto [9, pag. 19]. Asi, algunas veces se plantea la ecuacion en diferencias para
hablar del sistema dinamico y otras se plantea solo el espacio X con el que se
trabajard y la regla de la funcién f y se dice: el sistema dinamico (X, f). Sabe-
mos que el estudio del comportamiento del sistema dindmico (X, f) se representa

mediante una ecuacién:
Yns1 = f(yn), paracadan €Z,. (2.18)

En la Seccién y en la se discute la teorfa general para resolver algunos
tipos de ecuaciones en diferencias lineal.

Otro ejemplo de ecuacion en diferencias es el siguiente.
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Ejemplo 2.14. [20, pag. 7] Sea n € Z.. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1]

con la métrica del subespacio de la recta real. La ecuacién
Ynt+1 = To(yn), donde (2.19)
T: [0,1] — [0, 1] es una funcién definida por:

2x, si x € [0, —} ;
Tr(z) =

2—2x, si z€ [%,1},

para cada x € [0,1]. La ecuacién en diferencias es conocido como la ecuacion

tienda.

Grafica de la funcién T»(x)

1.0 1 — T2(x)

0.8 1

0.6

To(x)

0.4

0.2 1

0.0

T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3: Grafica de la funcion 7.
Mas generalmente, tenemos la siguiente definicién.
Definicién 2.10. Sean X un espacio métrico y una funcion g: Z, x X — X.
Una ecuacion en diferencias es una relacion de la forma:

Yn+1 = g(N,Yn), para cada (n,y,) € Zy x X. (2.20)
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donde la funcion g depende del entero positivo n, el cual va indicando los sucesivos
periodos. Cuando la “ley de cambio” dada por la funcion es autonoma respecto
al tiempo se dice que se trata de una ecuacién auténoma (ecuacion ([2.17)) y
en el caso en el que el valor de y depende no solo del valor de y en el periodo

anterior sino también del periodo en el que esté, se le conoce como ecuacion no

auténoma (ecuacion )[9, pag. 19].
Observacion 2.5. A continuacién anotamos algunas observaciones importantes.

= Sila funcién ([2.20) modela el funcionamiento de un fenémeno fisico, sus so-
luciones describiran las evoluciones de dicho sistema. Al plantear una ecua-
cién en diferencias como modelo de un determinado fenémeno real una de

las cosas que interesa es el comportamiento del sistema a largo plazo.

» Una forma alternativa de escribir la ecuacién ([2.20) es:

y(n+1) =g(n,y(n)), para cadan € Z,.

2.4. Operadores

En esta seccion se expondran dos operadores esenciales en el estudio de las ecuacio-
nes en diferencias: el operador diferencia y el operador shift. Para ello, es necesario

recordar que C = {y: y: Z; — R} es un espacio vectorial sobre R (vea Seccién
)

Definicién 2.11. Definimos los siquientes operadores: Sea y € C.

» Fl operador diferencia de y se denota por Ay: Z, — R y se define por:
Ay(t) = y(t +1) —y(1),

para cadat € Z. .

= FEl operador shift de y se denota por Ey: Z,. — R y se define por:
Ey(t) =y(t+1),

para cada t € 7 .
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Lema 2.1. El operador diferencia es lineal.

Demostracién: Sean y, x € C,t € Z, y a € R.

aAy(t) + Az(t) = aly(t+ 1) —yt)] + x(t + 1) — z(t)
=ay(t+1) —ay(t) +zt+1) — z(t)
=ay(t+1)+z(t+1) — [ay(t) + ()]
= A(ay(t) + z(t)).

De lo anterior concluimos que A es lineal. O
Lema 2.2. El operador shift es lineal.

Demostracion: Sean y, x € C, t € Z, y a € R. Veamos que el operador shift es

lineal. Para esto, calculemos lo siguiente:

E(ayt)+x(t) =ay(t+1) +x(t+ 1)
= aFy(t) + Ex(t).

De lo anterior concluimos que E es lineal. O

Lema 2.3. Seany € C, t € Z, y k € N. Se tiene que EFy(t) = y(t + k).

Demostracion: Haremos la demostracién por induccién matematica. Veamos

que se cumple para k = 2, esto es
E?y(t) = EEy(t) = Byt +1) =yt +1+1) = y(t + 2).
Ahora supongamos que se cumple para k — 1, es decir
EMy(t) =yt + &k —1).
Verifiquemos que se cumple para k.
Efy(t) = EEF'Yy(t) = Ey(t +k— 1) =yt +k—1+1) = y(t + k).

]

Ejemplo 2.15. Sea y € C, definido por y(t) = ¢, para cada t € Z,. Se tiene que
(E—1)%(t) =0.
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En efecto,

(B —=1)%y(t) = (B* = 2E + 1)y(t) = E*y(t) — 2By(t) + y(t)
oyt +2) — 2+ 1) b y(t) = (E+2) — 2+ 1) +1
—ty2- 221t
— 0.

Ejemplo 2.16. Sea y € C, definido por y(t) =t + 1, para cada t € Z, . Se tiene
que (E? — 1)y(t) = 2.

En efecto,
(E? = 1)y(t) = E?y(t) —y(t) = y(t +2) —y(t) = (t+2+1) = (t+1) =2,

Ejemplo 2.17. Sea y € C, definido por y(t) =t + 1, para cada t € Z,. Se tiene
que (E—1)y(t) = 1.

En efecto,
(£ —Dyt) =Ey(t) —yt) =ylt+1) —yt) =+ 1) +1-(+1) =1L

Ejemplo 2.18. Sea y € C, definido por y(t) = 2, para cada t € Z, . Se tiene que
(B - 2)y(t) = 0.

En efecto,

(E—2)y(t) = Ey(t) —2y(t) = y(t +1) —2- 2" =21 — 21 = .

2.4.1. Acciéon de un polinomio

Sea k € Z,. Consideremos un polinomio de grado k en E:

p(E) = agB" + a, E¥' + - 4 aid. (2.21)
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La accién de un polinomio de grado k en el operador de desplazamiento E en el

término b', para cualquier constante b consiste en [8, pag. 59]:

p(E) = (apE* + @ E¥ '+ -+ ap D)V
= aoEFbt + a  EFNW 4 - ID
= agbF 4 a bR bt
= (agh® + a b* 1 4 - 4 ap)b!
= p(b)t.

Ahora, consideremos la ecuacion en diferencias lineal de orden n
Yn + a1 () Yrpn—1 + -+ @n1(O) Y1 + an(t)ye = g(t),

usando el operador shift F, la ecuacién se reescribe como:

donde p(E) = E" + a1 E" ' + -+ + a,I, ya que

p(E)y(t) = (E"+ @B -+ a0 )y(t)
= E"y(t) + e E" y(t) + - 4+ a,)y(t)
= ylt+n)+aylt+n—1)+--+a,y(t).

(2.27)

(2.28)

Lema 2.4. [8, pdg. 60] Sean p(E) el polinomio dado en y g(t) cualquier

funcion discreta. Entonces

p(E)(V'g(t)) = V'p(bE)g(t).
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Demostracién:

b'p(bE)g(t) = b [ag(bE)* + a1(bE) " + -+ a,1] g(t)
= 0 [agb"E*g(t) + arb* T EF g (t) + - + anIg(t)]
= 0 [agb"g(t + k) + ab" gt +k — 1)+ + a,Ig(t)]
= agb™Fg(t + k) +a b gtk — 1)+ -+ arblg(t)
= aoE*b'g(t) + a1 E*¥ W g(t) + - - 4+ arbig(t)
= [aoE* + a1 B+ -+ a, 1] (bg(t))
= p(E)(b'g(t)).

[]

Definicién 2.12. Un operador polinomio N(E), donde E es el operador despla-

zamiento, se dice que anula a g si
N(E)g(t) =0, paratodote Z,. (2.30)

En otras palabras, N(F) es un anulador de g si g(t) es una solucién de (12.30)).

Ejemplo 2.19. Sea g € C dada por g(t) = 2, para cada t € Z,. Un anulador
de g(t) es N(E) = E — 2. En efecto, y; = y(t) = 2" es solucién de la ecuacién
N(E)y(t) =0 ya que:

N(E)y(t) = (E=2)y(t) = Ey(t) —2y(t) =yt +1) —2y(t)  (2.31)
21T —2y(t) = 2!t — 2. 2t = 2! 9t = (2.32)

2.5. Teoria general de una ecuacion en diferen-
cias lineal con coeficientes constantes de or-

den n

En esta seccién examinamos una clase especial de ecuaciones en diferencias,
las llamadas ecuaciones lineales. Las ecuaciones no lineales las abordaremos pos-
teriormente.

Consideremos una ecuacién en diferencias lineal de orden n con coeficientes
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constantes.
Yttn + G1Ytan—1 + -+ @Yy + anyr = g(t), paracadat € Z,. (2.33)
Resolver una ecuacion en diferencias implica encontrar una funciéon que da,

para cada valor de ¢t un valor para y.

Teorema 2.1. Cualquier solucidn y(n) de puede escribirse como

u(O) = uplt) + 3 ai(t)

donde {x1(t),x2(t),...,xk(t)} es un conjunto fundamental de soluciones de la

ecuacion homogénea asociada a la ecuacion [2.35.

A partir de este teorema, se puede ver que cualquier solucién y(t) de la ecuacién

(2.33) tiene la forma
y(t) = yn(t) + yp(1), (2.34)

donde y;(t) = Zle a;z;(t) y y,(t) es una solucién particular de la ecuacién en
diferencias [§]. En algunas ocasiones es posible determinar la funcién y(t).

A continuacion, desarrollaremos la teoria bésica para determinar la forma de
la solucién de la ecuacién en diferencias lineal homogénea. Consideremos una

ecuacién en diferencias lineal homogénea:

Yitn + Q1 Yi4n—1 + QYipn—2 + -+ + an_1Ys1 + apyy =0 (2.35)

con a; € R, para cada i € {1,2,...,n} y a, # 0. Sea t € N. Consideremos una
solucién de la forma g, = r con r # 0 como la solucién de la ecuacién ([2.35)).
Luego y; = r' debe de satisfacer la ecuacién ([2.35)). Esto es

™t T art =0
(4 ar™ o aar +ay) =0

Dado que r' # 0 se obtiene que:

r' 4 alr”_l +--tapar+a, =0. (236)

En consecuencia, y; = r* es una solucién de ([2.35)) si y sélo si r satisface la

ecuaciéon (|2.36)).
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Definicién 2.13. A la ecuacion
P(ry=r"+ar" '+ - +a,_1r+a, =0, (2.37)

le llamamos ecuacidén auxiliar (o ecuacién caracteristica) asociada a la ecua-

cion en diferencias .

Teorema 2.2. ry es una raiz de la ecuacion caracteristica , sty solo st
yr =} es solucion de la ecuacion (2.35).

2.5.1. Solucion general de una ecuacion en diferencias li-
neal homogénea de primer y segundo orden con co-

eficientes constantes.

Consideremos la ecuacion en diferencias lineal homogénea de primer orden
con coeficientes constantes, y,.1 — ay; = 0, donde y : Z, — R es una funcién
definida para t € Z, y a € R. Dicha ecuacién en diferencias tiene como ecuacién
caracteristica:

P(ry=r—a=0,

la cual tiene como raiz a r = a. Asi, por el Teorema [2.2] se tiene que una solucién

de la ecuacién (2.42) es:

y = a’.

Ahora, consideremos una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden:
Yer2 + a1Yis1 + azy, = 0. (2.38)
Por la ecuacion en diferencias tiene como ecuacién caracteristica:
P(r)y=r*+air +ay =0 (2.39)

La ecuacién auxiliar es cuadratica y sus raices son:

—a =+ 4/ (a1)2 — 4@2 —a; — (a1)2 — 4&2
9 y T2=

2

r =

Cuando el discriminante (a1)2 — 4as es positivo, las raices r; y ro son reales y

distintas. Si (a;)? —4ay = 0 las raices son reales e iguales. Cuando (a1)? —4ay < 0
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las raices son complejas. Por tal motivo, los casos a considerar son los siguientes:

Caso 1.

Caso 2.

Caso 3.

La ecuacién caracteristica tiene dos raices reales diferentes r; y 5. En este

caso,

1t 2t
Yy =71 Y Y =Ty

son soluciones de la ecuacién en diferencias. Ademas, la combinacién lineal

de estas soluciones forman la soluciéon general para la ecuacion ([2.38)).

La ecuacion caracteristica tiene una raiz real » de multiplicidad dos. En este

caso,

y =1y y=tr

son soluciones linealmente independientes de la ecuacion en diferencias. La
combinacion lineal de estas soluciones forman la solucién general para la

ecuacion (2.38)).
La ecuacién caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas
rr=a-+1i y ro=a—1b.

Luego,

1_ ¢ 2t
Yy =T1 Y Yy =79

son soluciones de la ecuacién ([2.38). La combinacién lineal de estas forman

la solucién general de la ecuacion ([2.38)):
Y = klr’i + k’gr;, donde ky y ko son constantes reales. (2.40)

Expresando los nimeros complejos 71, 73 en su forma trigonométrica y te-
niendo en cuenta que poseen el mismo médulo y argumentos opuestos se

obtiene que:

r1 = a+1ib = p(cos(0) + isen(f)) ry =a —ib = p(cos(f) — isen(H)).
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Luego,
rt = p'(cos(th) + isen(th)) rh = p'(cos(th) — isen(th).)
Asi, la ecuaciéon (2.40) se puede reescribir de la siguiente manera

y; = k1p'(cos(t0) + isen(tf)) + kop'(cos(t) — isen(th)).

Dado que rt = p'(cos(t0) + isen(t0)) y rt = p'(cos(th) — isen(tf)) son soluciones,
1=P 2

entonces cualquier combinacion lineal de estas también lo serdn, en particular

1 1
—rt + —rl = plcos(t0)

2 2
Yy
lri — —rb = p'sen(th)
21 21

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (2.38)) es:

y; = kip'cos(th) + kop'sen(th). (2.41)

2.6. Algunos tipos de ecuaciones en diferencias

de primer orden y sus soluciones

En esta seccion planteamos la solucién de algunos tipos de ecuaciones en di-
ferencias de primer orden tutiles para este trabajo. Para mayores detalles puede

consultar [?].
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2.6.1. Ecuacién en diferencias lineal de primer orden ho-

mogénea con coeficiente constante

La solucién de la ecuacién en diferencias lineal de primer orden homogénea

con coeficiente constante
Yir1 = ayy, paracada t € Z, ya€R. (2.42)

con la condicion inicial yg, se puede obtener mediante iteraciones de y, esto es:

Yyr = a¥Yo
Y2 = ay; = aayp = a’yo
Ys = aYy2 = @CZQZ/O = @3?/0-

y asi, sucesivamente. Se puede probar utilizando induccién matematica que la

solucién para la ecuacién (2.42)) es
yi = a'yo. (2.43)

Ejemplo 2.20. Consideremos la ecuacion y;11 = 3y, con t € Z, y la condicién
inicial yo = 1, donde y: Z, — R. Por se sabe que su solucion de la ecuacion
en diferencias lineal es y; = 3'yy.

Sustituyendo la condicién inicial se obtiene que y; = 3! es la solucién del problema.
En efecto, y,.1 = 3y; es equivalente a y,,1 — 3y; = 0. Ahora, sustituyendo la

solucién obtenemos que:

Yer1 — 3y, = 3 = 3(3") = 3 — 3 = 0.

2.6.2. Ecuacion en diferencias lineal de primer orden ho-

mogénea con coeficiente no constante

En el caso en que el coeficiente a de la ecuacién (2.42)) no sea constante, la

solucién de la ecuacion en diferencias lineal de primer orden homogénea

Y1 = a(t)y;, paracada t € Z,, (2.44)
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con la condicién inicial 19, nuevamente se puede obtener mediante iteraciones de

Y, esto es:

y1 = a(0)yo
y2 = a(l)yr = a(1)a(0)yo
ys = a(2)y: = a(2)a(1)a(0)yo.

Nuevamente, utilizando induccién matematica se puede probar que la solucién

para la ecuacion ([2.44)) es
t—1
Yr = [H a(i)] Yo- (2.45)
=0

Ejemplo 2.21. Consideremos la ecuacion y;11 = (t+ 1)y, con la condicién inicial

yo. Por (2.45)) se sabe que su solucién de la ecuacién en diferencias lineal es

t—1

[JG+1)

=0

Y = Yo-

En efecto, y,11 = (t + 1)y; es equivalente a y,.q — (t + 1)y, = 0. Ahora,

sustituyendo la solucién obtenemos que

t

[+

=0

t—1

[IG@+v

=0

Y1 — (t+ Dy = Yo — (t+1) yo = 0.

2.6.3. Ecuacién en diferencia de primer orden no homogénea.
Tipo 1

La soluciéon de una ecuacién en diferencia de primer orden no homogénea de
la forma
Y1 = ay; + b, paracada t€Z, ya € R\ {1}, (2.46)

con b € R y la condicién inicial gy se obtiene de la siguiente manera:

y1 = ayo+>b
Yo = ay +b=alayo +b) +b=a’yo+ab+b
y3 = ays+b=ala’yy+ab+0b)+b=a’yy+a’b+ab+b
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Utilizando inducciéon matematica se puede probar que
y = ay1 +b=ayo+a " b+a"Fb+a b+ a®b 4 ab+ b (2.47)

Para determinar la solucién de (2.46) procedemos de la siguiente manera. Defini-

mos
Sa=a"b+a*b+a"b+-- - +a’b+ab+b. (2.48)

Esto implica que
aSa=a'b+a b+ a""?b+ -+ a’b+ a’b+ ab. (2.49)
Asi, restando las dos ecuaciones anteriores, ([2.48]) y (2.49)), obtenemos lo siguiente

Sa—aSa = (a"'b+a"Pb+a"Pb+ -+ a’b+ab+b)
— ab—a"tb—a"*h— - —a*h—ab

Sa—aSa = b—a'b

Sa(l—a) = b(1—a)

Despejando Sa obtenemos:
b(1 —a')

Sa:m.

(2.50)

Por lo tanto, sustituyendo (2.50) en (2.47) obtenemos que la solucién para la

ecuacion (|2.46|) es:
b(1 —a)

(1—a)

Ejemplo 2.22. Consideremos la ecuacion y,.1 = —3y; + 10, donde t € Z, y

Y, = a'yo + (2.51)

y : Z, — R. Por la ecuacién (2.51]) se sabe que su solucién de la ecuacién en

diferencias es

10[1 — (—3)]

(1+3)
= (9o + 2 [1 - (-3)
= (~3)'p— 5(-3)' + 2.

En efecto, dado que ;11 = —3y; + 10 es equivalente a y;.1 + 3y, — 10 = 0.

Y = (—3)ty0 +
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Ahora sustituyendo la soluciéon obtenemos

5 5 5 5

Yor1 + 3y — 10 = (=3)"Fyo — 5(—3)t+1 t5+3 (—3)"y0 — 5(—3)t t5]— 10
5 5 15 15

= —=3(=3)'yo — =(=3)""" + = +3(=3)'yo — —(-3)"+ — — 10
2 2 2 2

5 5
= 5(—3)(—3)t + 5(3)(—3)t +10 — 10
= 0.

Ejemplo 2.23. Consideremos la ecuacién

Yir1 = 2 + 5
con la condicién inicial yo, donde t € Zy y y : Zy — R. Por (2.51)) se sabe que su
solucion de la ecuacion en diferencias es

5(1— 21

W:2ty0+5(2t—1).

yr = 2y +

En efecto, y;11 = 2y, + 5 es equivalente a y;11 — 2y, — 5 = 0. Ahora sustituyendo

la solucion obtenemos que:

Yer1 — 2y — 5 =2y + 5 (2 — 1) — 22y +5(2' = 1)] =5
_ 2t+1y0 +5 (2t+1> _5— 2t+1y0 5 (2t+1 B 2) _5
=502 —5-5(2""") +10-5
=0.

2.6.4. Ecuacién en diferencia de primer orden no homogénea.
Tipo 2

Consideremos una ecuacién en diferencias lineal de primer orden de la forma
Yre1 = ayy + b(t), paracada t€Z, yaeR (2.52)

con la condicion inicial yy € R.
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Nuevamente, la solucion se obtiene aplicando iteraciones a y, esto es

1 = ayo+ b(0)
Yo = ay; +b(l) = a2y0 + ab(0) 4+ b(1)
ys = ays+b(2) = adyo + aQb(O) + ab(1) 4+ b(2).

Asi,
Y = ay—1 + b(t —1).

Utilizando induccién matemaética se puede probar que:
Y, = a'yo + a7 0(0) + a'2b(1) + - - + a®b(t — 3) + ab(t — 2) + b(t — 1).

Asi, se obtiene que la solucién para la ecuacion (2.52| )es:

t—1

Z a1 "h(r)

r=0

Y, = a'yo + : (2.53)

Ejemplo 2.24. Consideremos la ecuacion y; 1 = 5y; + 2t con la condicién inicial
Yo, donde t € Z, y y : Z, — R. Por (2.53) se sabe que su solucién de la ecuacién

en diferencias lineal es

yr = 5'yo +
r=0

i 5t1’”b(7")] .

En efecto, y;.1 = 5y, + 2t es equivalente a y;, 1 — by, — 2t = 0. Ahora, sustituyendo

la solucion obtenemos que:

Yer1 — By — 2t = 5"y +

Zt: 5t—’”b(r)] -5 [5ty0 - tz 5t—1—’“b(r)] — 2t

r=0 r=0
t t—1
= 57Tb(r) = > 57Th(r) — 2t
r=0 r=0
t—1 t—1
=2t+ Y 57"b(r) = Y 57h(r) — 2
r=0 r=0

=0.
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2.7. Teoria general de una ecuacion en diferen-

cias lineal no homogénea

En esta seccién se expondra el método de coeficientes indeterminados para
calcular la solucion particular de una ecuacion en diferencias lineal con coeficientes
constantes. Basicamente, el método consiste en hacer una suposicién inteligente
sobre la forma de la soluciéon particular y luego se sustituye esta funcién en la
ecuacion en diferencias [8, pag. 85].

Para esto empecemos esta seccién considerando una ecuacién en diferencias

lineal de orden n:

Yirn T G Ytin—1 + - + an_1Yer1 + anye = g(1). (2.54)

Donde y : Z, — Ry g: Z, — R son funciones definidas para t € Z,. Los
coeficientes aq,as,...,a, son constantes reales. Para un término no homogéneo
completamente arbitrario g(t), este método no es efectivo. Sin embargo, se pueden
establecer reglas definidas para la determinacién de una solucién particular por
este método si ¢g(t) es una combinacién de términos, cada uno de los cuales tiene

una de las formas
a', sen(bt), cos(bt) o t* (2.55)

o productos de estas formas
a'sen(bt), a't*, a't"cos(bt). (2.56)
Escribiendo la ecuacion (2.54]) en términos del operador shift £ se obtiene:
p(E)y(t) = g(), (2.57)

donde p(E) = agE* + a; E* + - - + a;I. Supongamos que N(FE) es un anulador
de g(t) en (2.57)). Aplicando N(E) en ambos lados de (2.57)), obtenemos:

N(E)p(E)y(t) = 0. (2.58)

Sea k € N. Sean i, \g,..., A\, las raices caracteristicas de la ecuacién ho-
mogénea:

p(E)y(t) = 0. (2.59)
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Sean i1, o, - - ., g las raices caracteristicas de la ecuaciéon homogénea:

N(E)y(t) = 0. (2.60)

Debemos considerar dos casos.

Caso 1.

Caso 2.

Ninguno de los A; es igual a ninguno de los p;. En este caso, se sugiere escri-
bir y,(t) como la solucién general de (2.60) con constantes indeterminadas.
Posteriormente, se sustituye esta soluciéon particular “estimada” en ([2.54)),

después, encontramos los valores de las constantes.

Ai = pj para algunos 4,7 € N. En este caso, el conjunto de raices carac-
teristicas de (2.58) es igual a la unién de los conjuntos {A;}, {u;} y, en
consecuencia, contiene raices de mayor multiplicidad que los dos conjuntos
individuales de raices caracteristicas. Para determinar una solucién particu-
lar y,(t), primero encontramos la solucién general de (2.58) y luego se elimina
todos los términos que aparecen en y.(t). Posteriormente, se procede como

en el Caso 1 para calcular los valores de las constantes.

En [?, padg. 270] aparece una forma alternativa de expresar lo mencionado

anteriormente, lo escribimos porque puede ser 1til para el lector. Nuevamente,

para encontrar la solucion general de una ecuacién lineal completa de segundo

orden consideramos en el término independiente g(t), y segin sea, procederemos

de una manera u otra segin los siguiente casos:

Caso 1.

Caso 2.

Caso 3.

Si g(t) = a', entonces para encontrar la solucién de la ecuacién completa
probamos con la solucién particular Cha’ (excepto si a es rafz de la ecuacion

caracteristica).

Si g(t) es un polinomio de grado n, entonces se propone con un polinomio
del mismo grado. Si uno es raiz de la ecuacion caracteristica, tomaremos un
polinomio de grado n + 1, si ademas tiene multiplicidad v, probaremos con

un polinomio de grado n + 7.

Si g(t) es la funcién sen(at) o cos(at), entonces tomaremos [sen(at) +

v cos(at). Objetivo determinar los valores de las constantes (3 y .

La siguiente tabla contiene varios tipos de funciones g(t) y sus soluciones par-

ticulares correspondientes [§, pag. 86].
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9(t) Yp(t)

a ca
tk co+clt+---+cktk
that coal + cital + - - + cpttal
sen(bt) crsen(bt) + co cos(bt)
cos(bt) crsen(bt) + co cos(bt)
a'sen(bt (e1sen(bt) + co cos(bt))a’

)
a’ cos(bt) (e1sen(bt) + co cos(bt))a’
a'tFsen(bt) | (co + cit + - -+ + FtF)alsen(bt) + (do + dit + - - - d*t*)a’ cos(bt)
a't® cos(bt) | (co+ et + -+ + Fth)alsen(bt) + (do + dit + - - - d*t¥)a’ cos(bt)

Tabla 2.1: Soluciones particulares de y,(t).

Con los ejemplos y explicaremos el método de coeficientes indeter-

minados.

Ejemplo 2.25. Resolvamos la ecuacion en diferencias
Tipo — Tey1 — 62, = 6(37). (2.61)

Donde x : Z, — R es una funcion definida para t € Z, . Para resolver la ecua-

cion en diferencias primero determinemos una solucion de la ecuacion homogénea
Tyro — Ty — 62 = 0. (2.62)

La ecuacién caracteristica asociada a es:
r?—r—6=0. (2.63)

La ecuacién (2.63) tiene por soluciones 11 = 3y rp = —2. Asf, 2t = (3)t y
xh = (—2)" son soluciones de la ecuacién en diferencias. Por lo tanto, la solucién

general de la ecuacién homogénea es:
xh = ki1(3)" + ko(—=2)", donde ky = cte y ky = cte. (2.64)

En lo que resta determinemos una soluciéon particular de la ecuacion en di-

ferencias (2.61)). Se tiene que un anulador de 6(3") es N(FE) = E — 3. Ahora
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N(E)x(t) = 0 siy sdlo si:

N(E)x(t) = (F—3)x(t) = Ex(t) — 3x(t)
= z(t+1)—3xz(t) = 6(3") — 3(6(3"))
= 2.3"2 _2.3"2 =,

Asi, la ecuacién caracteristica asociada de ([2.65)) es:
pw—3=0.

Esto implica que @ = 3. Por otro lado, observemos que:

Tipo — Tip1 — 61y = (B? — B — 6)2(t) = (B — 3)(E + 2)z(t) = p(E)x(t).

(2.65)
(2.66)
(2.67)

(2.68)

(2.69)

Asi, la ecuacién x;19 — 2441 — 62y = 6(3") se puede reescribir en términos del

operador shift F como (E — 3)(E + 2)x(n) = 6(3"). Luego,

N(E)p(E)a(t) = (E — 3)(E — 3)(E — 2)z(t) = (E — 3)2(E — 2)z(t) = 0. (2.70)

Por lo tanto, el conjunto de las raices de la ecuacién (2.70]) es igual a {3, 3, —2}.

Asi, una solucion general de (2.70)) es:

l'(t) = a13t + CLQt?)t + a3<—2)t.

(2.71)

Omitiendo de z(t), los términos 3" y (—2)* que aparecen en ([2.64) se obtiene que

), = x,(t) = ast3".

Sustituyendo el valor de x}, (vea (2.72)) en (2.61)) obtenemos:

ag(t +2)32 —ag(t + 1)3" — 6ayt3" = 6(3")
ag(t +2)3"- 3% — ag(t +1)3" - 3 — 6agt3" = 6(3)
[aa(t +2)3% —ax(t +1) - 3 —6ast] 3* = 6(3").
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Esto implica que:

as [(t+2)3° = (t+1)3-6t] = 6
a [(t+2)9— (t+1)3—6t] = 6.

Desarrollando obtenemos que:

as [9t+18 —3t—3—6t] = 6
asg [15] = 6
6 2
“ = 575
En consecuencia,
2
), = x,(t) = gt3t. (2.73)

Por lo tanto la solucién general de la ecuacion en diferencias es
t t 2 t
xt:k1(3)+k2(—2)+gt3, ]{Zl,l{igeN.
Ejemplo 2.26. Resolvamos la ecuacion en diferencias
Tty — 6[Et+1 + 5I't = —10t — 1. (274)

Donde x : Z, — R es una funcion definida para t € Z, .

Primero resolvemos la ecuacién en diferencias homogénea de segundo orden
asociada
T4 — 6$t+1 + 5.27,5 = 0. (275)

La ecuacion (2.75)) tiene por ecuacién caracteristica:
r? —6r +5=0. (2.76)

La ecuacién (2.76]) tiene como soluciones 1 = 5y o = 1. Asi, 3t = (5)' y & = (1)?
son soluciones de la ecuacién en diferencias. Por lo tanto, la solucién general de

la ecuaciéon homogénea es:

:1:? = k5" +ky, donde k; = cte y ky = cte. (2.77)
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Ahora, determinemos una solucién particular a la ecuacién no homogénea. Por
la forma de la funcién independiente y como 1 raiz del polinomio caracteristico,
proponemos una solucién particular de la forma 2} = at?>+bt+c, donde a, b, c € R.

Sustituyendo la solucién particular en la ecuacién ([2.74) obtenemos:
[a(t +2)? +b(t+2) + ] —6la(t +1)* +b(t + 1) + ] + 5(at* + bt +c) = —10t — 1.
Desarrollando obtenemos:

[a(t® + 4t +4) + bt + 2b+ ] — 6[a(t® + 2t + 1) + bt + b+ | + 5at® + 5bt + 5¢)
= —10t — 1.

Esto implica que:

at? 4 dat + 4a + bt + 2b + c—6at? — 12at — 6a — 6bt — 6b — Ge+5ar? + 5bt + 5
— 10t — 1.

Agrupando términos nos queda:

at® — 6at® + 5at® + 4at + bt — 12at — 6bt + 5bt + 4a + 2b + ¢ — 6a — 6b — 6¢ + 5e
=10t — 1.

En consecuencia,

—8at — 2a — 4b=—-10t — 1
— 8at — (2a + 4b) = —10t — 1.

De esto obtenemos las siguientes igualdades —8a = —10 y —(2a + 4b) = —1,
despejando a a se tiene
a= —10 =a= >
- -8 4

Despejando a b y sustituyendo el valor de a se obtiene que

1 -2 1—2(2) 3
e VU .
= 1 U778

—(2a+4)=-1=b=
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Haciendo ¢ = 0, una solucién particular es

5 3
o=t — =t

4 8

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion en diferencias es:

5 3
Ty = ]{515t + kQ + 1752 — gt
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Capitulo 3

Analisis cuantitativo de algunos
modelos matematicos

bidimensionales

En este capitulo planteamos la solucién de algunos tipos de sistemas de ecua-

ciones en diferencias de segundo orden.

3.1. Introduccién a los sistemas de ecuaciones

en diferencias

En esta seccion colocamos el concepto de un sistema en diferencias lineal.
Posteriormente, planteamos el tipo de sistema en diferencias que nos interesara

en este trabajo.

Definicién 3.1. Sea m € N. Un sistema en diferencias lineal con coeficientes
constantes de m ecuaciones y m variables, es una expresion que podemos escribir

matricialmente de la siguiente manera:

Y a1 a2 v Qg i fi(t)
yfﬂ | G2 G2 e dom yf n f2(t)
yﬁ_l Am1 Qm2 *° Amm yln fm (t)

Uno de los casos que nos interesara para este trabajo de tesis consiste en dos
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ecuaciones y dos variables, es decir, uno de la forma:

yt1+1 = any, + apy; + fi(t) (3.1)
Yi1 = any; +any; + fo(1) (3.2)

donde y},y?, f1(t), f2(t) € C y para cada i,j € N, los coeficientes a;; son cons-
tantes reales. En este proyecto estamos interesados, entre otras cosas, en estudiar
los métodos para hallar soluciones numéricas y el andlisis cualitativo de dichos
sistemas.

Un procedimiento para resolver este tipo de sistemas, es expresarlo como una
ecuaciéon en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Con-
siderando la ecuacion en el tiempo t + 1 obtenemos:

Ytyo = a11Yiyq + a2y, + fi(t +1). (3.3)
Sustituyendo el valor de la segunda de las ecuaciones del sistema en se tiene:
Yths = anyp + a(any) + any; + f2(8) + fi(t + 1),
En consecuencia,
y§+2 = a11?/tl+1 + a12a21Y; + a12a20y; + arafo(t) + fi(t + 1), (3.4)
Por otro lado, despejando aj9y? de en el sistema se obtiene:
anpy; = ?Jtl+1 —any; — fi(t). (3.5)
Sustituyendo en se tiene:
Ytio = Q1Y + @221y + a2(Ypq — anyl — fi(t)) + annfo(t) + fi(t + 1),
Nuevamente, distribuyendo obtenemos:
Yiro = @11y + a2a21y, + a2y 1 — aznany; — anfi(t)) + anfo(t) + fi(t +1).
Sacando como factor comin y;,, y y;, se tiene:
Yrro = (@114 an)yi 1 + (a12a01 — asea11)y, + as fi(t) + arafo(t) + fi(t+1). (3.6)
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Notemos que (3.6) es una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden no

homogénea.

3.2. Aplicacién de sistemas bidimensionales en

ecologia

En esta seccion analizaremos algunos sistemas particulares bidimensionales.
Empezaremos con el siguiente sistema, el cual surgié a partir del ejercicio 7, no

resuelto, de la Seccion 9 de [?].

Ejemplo 3.1. La evolucién de dos especies que comparten un mismo territorio

viene dada por el sistema de ecuaciones en diferencias,

Tpp1 = 22 — 3y,

Yer1 = Ty — 2Y;.

donde xy,y; representan al nimero de animales de la primera y segunda especie
en el ano t, con t € Z, . Supongamos que inicialmente el nimero de individuos de
cada especie es o = 150 y yo = 70. Analizar el comportamiento a largo plazo de
las dos especies.

Solucion. Evaluando la primera ecuacion del sistema de ecuaciones en el momento

t + 2 se obtiene que:
Tty = 2$t+1 — Syt+1. (37)
Sustituyendo la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones en diferencias en la

ecuacion (3.7)) se obtiene:

Tty = 21',54,_1 -3 (l‘t — 2yt> (38)
= 2:Ut+1 — 3.’13t + 6yt (39)
Por otro lado, de la primera ecuacién del sistema se tiene que:

. 2% — Ty

Y = 3 (3.10)
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Sustituyendo (3.10]) en (3.9) obtenemos:

20, — x
Tiyo = 2T441 — 3, +6 (tTt“) (3.11)

= 21},4’_1 — 31} + 41',5 — 2(1715_;,_1. (312)
Asi, obtenemos la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden
T4 — Ty = 0. (313)

Esto implica que la ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién en diferencias

r?—1=0. (3.14)
Observemos que la ecuacién (3.14) tiene como raices a r = 1y r = —1. Asi,

vt = (1)" y y5 = (—1)" son soluciones de la ecuacién en diferencias. Por lo tanto,

la solucién general a la ecuacion homogénea ((3.13)) es:
zy, =k (1) + ko (—=1)" =k + ko - (—1)", donde k; = cte y ko = cte. (3.15)

Para determinar y;, consideremos (3.10)) y sustituimos el valor encontrado de z;,

obteniendo:

2 [k + ka(=1)"] — [k + ko (=1)"]

Yy = 3
. 2/{51 + 2k2(—1)t — ]{31 — k’g(—l)t—H
N 3
2k + 2ky(—1)t — ky + ko(—1)"
N 3
k1A 3k (1)
p— f.

Finalmente, encontremos la solucién particular del sistema correspondiente a las
condiciones iniciales, o = 150 y yo = 70. Sustituyendo en las expresiones de z; e

y; obtenemos el sistema

150 = Ky +ko(—1)° =k + ky (3.16)
ki + 3ko(—1)°  ky + 3k
70 1+332( S 1232. (3.17)
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Resolviendo el sistema determinamos que k; = 120 y ks = 30. En consecuencia,

z, = 1204 30(—1)" (3.18)
Y = 120+3(§O)(_1)t — 40 + 30(—1)". (3.19)

Dado que 120 > 30(—1)" y 40 > 30(—1)" para todo t € Z,, se concluye que las

poblaciones de las especies x; v y; no pueden desaparecer.

Ejemplo 3.2. Dos especies conviven de acuerdo con el siguiente modelo discreto:

Tiy1 = —Tp +yp + 3
Z/t+1 = 42715 —|— 2yt —|— 3t.

donde el tiempo t € Z, se encuentra expresado en anos. Supongamos que inicial-
mente el nimero de individuos de cada especie es o = 200 y yo = 300. Analizar
el comportamiento a la larga de las dos especies.

Solucién. Sabemos que un procedimiento para resolver este tipo de siste-
mas, es expresarlo como una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con
coeficientes constantes. Asi, considerando ay; = —1, a19 = 1, as; = 4, ax = 2,

fi(t) = 3"y fo(t) = 3" de la ecuacién (3.6) el sistema se transforma en:

Typo = Typ1 + 62 + 2 (3°) 4 3 + 37
= Tt41 + 61',5 + 3t+1 + 3t+1
= l’t+1 ‘I— GCL't ‘I— 2 <3t+1) .

Equivalentemente
T4 — Tyl — 6[L‘t =2 (3t+1) =6 (3t) . (320)

Observemos que se trata de una ecuacién en diferencias de segundo orden no
homogénea. En el Ejemplo [2.25] se resolvié dicha ecuacion. Se determiné que la

solucion general de la ecuacién homogénea es:

o = k(3" 4 ko (—2)f,  donde ky = cte y ky = cte. (3.21)
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Ademas, la solucién particular es 2t = §t3t. Por lo tanto la solucién general es

2
Ty — k’l (B)t + kQ(_2)t + gt3t (322)
Por otra parte, de la ecuacién (3.5)) se sabe que:

a2y = Ypo1 — anyy — f1(1). (3.23)

Dado que a;; = —1 y a1 = 1, se obtiene que:

2 2
Yo = |y (3) 4 ka(—2)1H + g(t + 1)3”1} + {k1(3t) + ko(—2)" + gt(3’f) — 3t

Para encontrar las constantes ki y ko usamos las condiciones iniciales xy =

200, yo = 300 y las sustituimos en las soluciones z; y y; teniendo:

2
xo = k13 + ko (—2)° + 5(0)30 = ki + ko.
2 2
Yo = {k130+1 + ky(—2)0 + 5(0 + 1)30“} + {1@30 + ko (—2)° + §(0)30 —3°
6
= 4k) — ko + =
- 1 2 5-

Asi, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

k1 + ko = 200
20k; — ko = 1499.

El cual tiene como solucién k; = %29,1@ = %.

particular del sistema con sus respectivas condiciones iniciales es

Por lo tanto, la solucion

2499 2501 2

n= g5 B) ¥ 55 (A

5

2499 .. 2501 ., 2 ol T2499 . 2501,
et k) 1 laidi ke

v {25 (B + 55 (T 3T 4 |5 (3) + ()

+§t (36} - 3"
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Simplificando las soluciones tenemos lo siguiente

92499 2501 2
— 3t) + 2)t + =3t
ST (3 + 5 (7Yt

24 2 2501
— (—99 4 —t) g4 2200 o)

25 5 25
2499 + 10t ., 2501, .,
== 2t
( 25 > T
2499 .\ 2501, .0 2 b, 2499 2501 2,
= (=2 Zt+1 iy ()
-3t
3(2499) ., 2499 , . 2(2501), ., 2501, ., 6. ., 6.,
=2 (31 + 2 (3Y) — (o) (=) 4 (3 4+ —(3Y) — 3
o 3+ 55 (3) = =g (2 5 (524 5H3) + 5 ()
2
+—5t(3%
4(2499) 2501, ., 8., 1.,
= (31 — S (—2)t 4+ 23t 4+ 23
25 () 25( )+5 +5

10001 8 2501
= 3 3 — —(-2)%
10O )+ St (31) - 224 (g
Para analizar el comportamiento en el tiempo de la especie z; consideremos que

para todo t > 1 se cumple:

<2499 + 10t) gt > 2501

2)¢.
25 25 5 (2

Asi, para valores grandes de t, z; tiende a infinito.
Ahora para analizar al comportamiento en el tiempo de la especie y; notemos

que para todo t > 1 se cumple que

10001 8 2501 10001 8 2501

v =55 (3) +51(3) - 55~ (-2 2 == (3) + 5163 - 5572

y dado que para valores de t grandes se tiene que la expresiéon 1020501 (34 + 8t3t —

%T tiende a infinito, se puede concluir que y; tiende a infinito.

Ejemplo 3.3. Dos especies que conviven en un mismo territorio, evolucionan del

modo descrito por el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

Tpp1 = Twg — 2yp — t + 2
Yey1 = 614 — y; + 5,
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donde el tiempo t se encuentra expresado en anos. Si, inicialmente, el nimero de
individuos de cada especie es o = 70 y yg = 251, resolver el sistema para obtener
la poblacién de cada especie en funcion de t y analizar el comportamiento a largo
plazo de las dos especies. Analizar el comportamiento a largo plazo de las dos
especies. Comprobar que al cabo de un ano se ha extinguido la primera especie.
Solucion. Sabemos que un procedimiento para resolver este tipo de siste-
mas, es expresarlo como una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden con
coeficientes constantes. Asi, considerando ay;; = 7, ajs = —2, as; = 6, as = —1,
fi(t) = —t+2y fo(t) = 5t de la ecuacién el sistema lineal se transforma en:

= Gy — B+t —2— 10t — £+ 1 (3.25)
= 6241 — 5wy — 10t — 1. (3.26)

O bien,
Tty — 6[Et+1 + 5.2Ut = —10t — 1. (327)

La cual es una ecuacién en diferencias de segundo orden no homogénea. La

ecuacion en diferencias homogénea de segundo orden asociada es:
Tyyo — 61441 + By = 0. (3.28)
Por el Ejemplo sabemos que la ecuacion tiene por solucion general:
o = k5" + ky, donde k; = constante y ky = constante. (3.29)

Ademas, una solucién particular a la ecuacién no homogénea es:

Por lo tanto, la solucién general de la ecuaciéon en diferencias (3.27)) es:
5 3
= k15" + ko + -7 — =t
Ty 10 + Ko + 1 3
De la ecuacién (3.5) sabemos que:

a12y; = Ypoy — anyy — f1(1). (3.30)
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En este caso a1 = —2, y ay; = 7 en consecuencia:

5 3 5, 3
=2y = | k5™ 4k + i 1)? — =(t+ 1)} —7 [lﬁEf + ko + ~t* — —t}

8 4 8
+t—-2
) ) 5 3 3 35 21
-9 — t+1 42 D A T A t o TY g2 =
+t—2

15 23 9
Oy, = —9 6y _ k> i
23 9
yr = k1(5Y) + 3ky + —t* — —t

Finalmente, encontremos la solucion particular utilizando las condiciones iniciales

b} 3
Tog = 70 — ]{7150 + k?g + 1(0)2 + g(O) = kl + k‘g

15 23 9 9
— — 0 —_— 2 _ — _—= —_—
yr—%l—kﬁ-+%&+4(@ 8«D+16 kr+%b+16

Asi obtenemos el siguiente sistema de 2 x 2

k1 + kg =70
ki + 3ky = 2057

Resolviendo el sistema anterior se tiene que:

. —647 2887

M= v k=

En consecuencia, la solucion particular es:

—6475t 2887 5,5, 3

= T 2000 9 2y
R ML s R LI
647, 2887 15, 23 9
- iU B P
=gy () +35+ FRTE

Analicemos el comportamiento a largo plazo de las especies. Para la especie x;
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notemos que la funcién exponencial %? crece a un ritmo mas rapido que la
funcién cuadratica %tz. Dado que la funciéon exponencial es negativa, se tiene que,
para valores de t grandes x; tiende a menos infinito. Es decir, la poblacién x;
tiende a desaparecer.

Otra forma de analizar el comportamiento de x; es calculando su limite de la

siguiente manera.

52 | 2887 5y
4 32 7 2
m ————=— = 11
tooo SI5¢ 4 3¢ 100 SI5¢In(5) + 2
5
— i 2
50 97 10 (5)5¢ In(5)
160 o L
=————— lim —
2(647) In(5)?2 toc 5t
=0.

Dado que el limite es cero podemos concluir que la funciéon en el denominador
crece mas rapido que la funciéon del numerador. Por lo tanto, para valores grandes
de t, x; tiende a desaparecer. Siguiendo esta misma idea se puede concluir que para
valores de ¢ grandes y; tiende a —oo. Es decir, la poblacién y; tiende a desaparecer.

Mas atn, se puede ver que al cabo de un ano la especie x; se extingue, dado que

647 2887 5
- 4+ 2 - =-10.
™ (5) + + 1 0

= 32

3.3. Aplicaciéon de sistemas bidimensionales en
biologia

Ejemplo 3.4. Sean a,b € R. El crecimiento de dos especies que coexisten viene

descrito por el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

T1 = (9—a)zy + (4 =0y + 5", x9=10;
Y1 = (b — 2)1} + 5yt + 5t, Yo = 45.
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Solucion. Tomando a3 =9—a,a10 =4—b,a91 = b—2, a5 = 5. Por la ecuacién

(3.6]) obtenemos lo siguiente:

Tepo = [(9 — a) + 5]z + [(4 — b)(b—2) = 5(9 — a)]z, + 5 (5') + (4 — b)5" + 57!
= (14 — a)zey1 + (—b° + 6b+ 5a — 53) 2, + (14 — b)5".

(3.31)
La ecuacién homogénea es
Tso — (14 — @)z — (—b* 4 6b + 5a — 53) z; = 0. (3.32)
Su ecuacion caracteristica es
r? — (14 — a)r +b* — 6b — 5a + 53 = 0. (3.33)

La solucién de la ecuacién caracteristica es:

1
r=3 14 — a4+ Va2 — 8a + 24b — 412 — 16| .

Definamos a | = va? — 8a + 24b — 4b%2 — 16. Analizando el discriminante de la

ecuacion se obtienen los siguiente.

14—a
2

14 —a\’ 14 —a\’
$t:/{31< 2a) ‘l‘k’zt( 2&)

Ahora proponemos la solucién particular como z; = ¢;5'. Sustituyendo en

(3.31)) se tiene:

15 — (14 — a)e, 5 — (=0 4 6b + 5a — 53) ;5" = (14 — 6)5'
¢1[25—5(14 —a) +b* —6b—5a+53] =14 —b
¢1 [25 — 70 + 5a+b* — 6b — 5a+ 53] =14 —b
1 [0* —6b+8] =14 —b
14—b
b? — 6b + 8

Caso 1. Si el discriminante es cero, r = y la solucion de la ecuaciéon es

C1 =

conb#4yb#2.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion en diferencias de segundo
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orden es:

14—a\’ 14-a\" 14-0
=k kot 5"
o 1( 2 >+2< 2 >+b2—6b+8
De la ecuacién (3.5) sabemos que:

a12y; = Ypoy — anyy — f1(1). (3.34)

En este caso a5 =4 — b, y a;; = 9 — a en consecuencia:

14 — g\ ! 14 — g\ ! 14 — b
—b)y, = 1 —— 5!
(4= D)y k:1< 5 ) + kot + )( 5 ) s

14 — 14 —a\" 4-b
( ) +k2t( > ) T s’

14—a 14 — l—a) (l4-a !
2 2 2

4—a\ (14—a 5(14 —b) _,
( 2 < 2 )+b—6b+85 Sl

g;;fa; AR
U 2 U2 U2 !

14—a\" [514-b) (9—a)(14—0) .
_(9_“)k2t]< 2 >+[b2—6b+8_ b2 —6b+8 _1}5‘

— 5t

14 — 14 — 14—
(4— by, = C 9ta)k+ C 9t a) ket + ) k,
2 2 2
14 —a\" [70 —5b— (126 — 9b — 14a + ab) 4+ b* — 6b 4+ 87 _,
+ 5
2 b2 —6b+8
a—4 a—4 14 —a 14 —a\’
[t s ] (1)
N 14a + b* — (a + 2)b — 48 st
b2 — 6b + 8
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Por lo tanto

2(4 — b) 2(4 = b) 2
14a + 0% — (a+2)b— 487 _,
[ (4 — b) (b2 + 6b + 8) ]

a—4 14 —a 14 —a\’
Yy = |: (k1+k2t)+—]€2:| ( )
+

Ahora encontremos la soluciéon particular usando las condiciones iniciales

xo =10y yo = 45:

14— b
kit =10
=Mt T 8
a—4 d—a lda+b*— (a+2)b—48
o a ) T aa =T T @y —6b+8)

De la primera igualdad tenemos que

14-0

by =10 — ———
! b2 — 6b+ 8

Sustituyendo k; en la segunda igualdad se obtiene que

2(4 — b) 24-1b) [ a—4 14— b
R e V (2(4—19)) <10_b2—6b+8>
_2(4-0) (14a+b2—(a+2)b—48>
4—a \_ (4—b)(b>—6b+38)
_90(4-b) (a—4) <1062+59b+66) - 2(14a+ b — (a +2)b — 48)
b? — 6b + 8 (14 — a) (b2 — 6b + 8)

14—a 14—a
~90(4—b) N (38 — 10a)b® + 61ab — 94a — 232b + 360
- l4-a (14 — a) (b — 6b + 8) ‘

Caso 2. Si el discriminante es positivo, la soluciéon es
k k
xt:51[14—a+l]t+52[14—a—l]t.

Y usando la solucién particular obtenida en el Caso 1 se tiene que la solucién

general de la ecuacién en diferencias de segundo orden es:

kl t k2 t ]_4—b ¢
=— 14— — |14 —a — — 5. 3.35
T 2[ a+l]+2[ a l]+b2—6b—|—85 (3.35)
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De la ecuacién (3.5 sabemos que:

a12y; = Yio1 — anyy — f1(0). (3.36)

En este caso a;9 =4 — b, y a3 = 9 — a en consecuencia:

k k
(4—6)y; = 31 [14—a+ """ + 52 (14 —a— 1"

14-10
b2 — 6b+ 8

—(9—a) {%(14—@—[]

5141 (9 — ) [%(14—a+l)]t

. (9—a)(14-b)

t et
b? — 6b+ 8 50

:(5+z)%(14—a+1)t+<5—l)%(14—a—l)t

gk

Por lo tanto

CkhG+D(14—a+l)" k(-1 ;
o= 2(4—b) T ou—y el
(14 — b)(a — 4) L]

(4—b)(12—6b+8) 4—b|""

(3.37)

Ahora encontremos las constantes k; y ko usando las condiciones iniciales

xo =10y yo = 45.

ko ok 14-b
o Ty Te—ers
CRGHD)  RG-1) (14— b)a—4) 1

Zo

— =45
P24 T 24-b)  G-b—6b+8) 4-b
de la primera igualdad tenemos que
2(14 — b)

Sustituyendo k; en la segunda igualdad y despejando ko
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1 (14 — b)(a — 4) 2(4 — b)
k2 =9 [2(4—b)2(b2—6b+8) TG+ - g0+
(3.39)
45 1
C24-b) 24— b)2} ‘
En consecuencia.
B 1 (14 — b)(a — 4) 45 1
h=20-g {2(4—6)2(b2—6b+8) “a—p aa—pe 206+

_2(4—b)(5+l B 2(14 — b)
b2 — 6b+ 8 b2 —6b+ 8

Caso 3. Si el discriminante es negativo, pasamos las raices a su forma polar, esto es
ry = x + iy = p(cos(f) + isen(h))
ro = x — 1y = p(cos(f) — isen(0))

donde ” .
z= 2_&, y = 5V=a? +8a— 246+ 47 + 1.

14—a\? 1
p:\/x2+y2:\/( 5 a) +Z(—a2+8a—24b+4b2+16)
= v/ —5a + b2 — 6b + 53.

) _ 2
0 — tan-! (g) ! (\/ a? + 8a — 24b + 4b +10>.

T 14 —a

Asi la solucion es
xy = kyp' cos(t0) + kap'sen(th).

Usando la solucion particular obtenida en el Caso 1 se tiene que la solucién

general de la ecuacién en diferencias de segundo orden es:

14—-10

zy = k1p' cos(t0) + kop'sen(t0) + m5t.
De la ecuacién (3.5)) sabemos que:
a2y} = Y — any, — fi(t). (3.40)
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En este caso a1o =4 — b, y a;; = 9 — a en consecuencia:

14 —b
_ 1 1 1
(4= b)ys = k1p"™ cos(t0 + 0) + kop''sen(tf + 0) + m5t+
14 -0
— (9 —a) | k1p' cos(t0) + kqp'sen(t0) + m5t — 5
4 —b 5t+1
= klthrl cos(td + 0) + kgptﬂsen(te +0)+ m
9—a)4—-0
— (9 — a)kyp' cos(td) — (9 — a)kqp'sen(tf) — O—ald-b) . )6(1) s )5t
_ 5t
= [pcos(td + 0) — (9 — a) cos(t0)]k1p" + [psen(td + 0)
5(4 —b) (9—a)(4—0)
— (9 — t0)|kap’ — — 115"
(9 = a)sen(i0)]kzp” + [52 “6b+8 P _6b+8

Por lo tanto

Yy = %—b{ [pcos(td + 0) — (9 — a) cos(t0)] k1 p"

+ [psen(t + ) — (9 — a)sen(t0)] kop'

+[ 5(4 — b) (9-@(4-6)_1] 5t}.

b2—6b+8 b2 —6b+8

Ahora encontremos las constantes k; y ko usando las condiciones iniciales
To = ].O,yo = 45.

14—6

— —:1
=kt m—grg 0

B 5(4 —b)
Yo=71"3 {[p cos(6) +a — k1 + [psen(O)lkz + | ;=2

(9—a)(4—b)

_UZa)EZ0 Ly

D — 6b+ 8 °

Despejando £y de la primera igualdad y sustituyendo este valor en la segunda

igualdad se tiene lo siguiente

14—-10

kih=10— —.
1 =10 b2 — 6b+ 8
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s b)?isen(ﬁ)) B {pcosp(segn—&? - 9} (10 o 8)

1 [O-a)d—b)  5(4-b)
psen(0) [ ! 1} '

b? —6b+ 8 b2 — 6b+ 8

Caso particular del Ejemplo 3.4
Tomando a = 10 y b = 1 en el Ejemplo 3.4, obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones en diferencias:

Ti41 = —T¢ + 3yt + 5t, Ty = 10,
Ypy1 = —2 + Dy + 5, Yo = 45.

De la ecuacion (3.32) se deduce que la ecuacion en diferencias de segundo orden
es

Tipo — 4wy — 22 = 0.

Por la ecuacién (3.33)), la ecuacién caracteristica asociada es

r?—4r —2=0.

Dado que el discriminante de la ecuacién es positivo, estamos en el caso 2
marcado en el Ejemplo (3.4]), sustituyendo los valores de a y b para hallar el valor

de [, obtenemos

I = Va2 —8a+ 24b — 4b2 — 16 = v/24 = 21/6.

Evaluando a = 10, b =1 y [ = 2v/6 en la ecuacién 1} obtenemos que

ko = 17.578.

A continuacién, evaluando a = 10, b =1, = 2v/6 y ky = 17.578 en la ecuacién

(3.38)), obtenemos que

k= —6.245.

Luego, de la ecuacion (3.35)), obtenemos la siguiente expresién para x;:
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| —6.245 17.578

Ty —

t
14—10+2¢6}+
Lo M-l

12— 6(1) + 8
13

= —3.1225(8.9)" +8.789 (—0.9)" + 35#

t
[14— 10 — 2v/6

Finalmente, de la ecuacion (3.37)), obtenemos

~ —6.245(5+2V6)(14 — 10+ 2v6)*  17.578(5 — 2v/6)
e 2(3) 2(3)
(13)(6) 1]

31—6+8) 3
= —10.3(8.9)" + 0.3(=0.9)" + 8.33(5").

(14 — 10 — 2/6)"

En lo que resta, analicemos el comportamiento a largo plazo para las especies x;

y y;. Para z;, observamos lo siguiente:
= El término —3.1225 (8.9)" tiende a menos infinito cuando t — oo.

= El término 8.789 (—0.9)" tiende a 0 cuando ¢ — oo, ya que el valor absoluto

de —0.9 es menor que 1.
= El término 1—5’5t tiende a infinito porque 5¢ crece exponencialmente.

Sin embargo, debemos notar que la suma de los dos primeros términos domi-
nantes, —3.1225 (8.9)t + 13—35t, siempre es negativa para cualquier ¢ € N. Por lo
tanto, x; tiende a menos infinito cuando ¢ — oo, lo que implica que, a largo plazo,
la especie z; tiende a desaparecer.

Por otro lado, para y,;, tenemos:

= El término —10.3(8.9)" tiende a menos infinito cuando ¢ — oo.
= El término 0.3 (—0.9)" tiende a 0 cuando ¢ — oo.

» El término 8.33 (5%) tiende a infinito cuando ¢ — oo.

Al igual que en el caso de x;, la suma de los dos términos dominantes,
—10.3(8.9)" 4 8.33 (5%) < 0, para cualquier t € N. Por lo tanto, y, tiende a menos
infinito cuando t — 00, lo que indica que la especie y; también tiende a desaparecer

a largo plazo.
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Capitulo 4

Analisis cualitativo de algunos
modelos matematicos

bidimensionales

Las ecuaciones en diferencias y los sistemas en diferencias son herramientas
matematicas para el estudio de los modelos de tiempo discreto o sistemas
dindmicos discretos [?]. En el Capitulo 2 analizamos algunos tipos de ecuacio-
nes en diferencias lineales para determinar la solucion de la ecuacion en diferencia
lineal. En el Capitulo 3 analizamos un tipo especial de sistema de ecuaciones en
diferencias lineal y revisamos un método analitico para la obtencién de su solucién
de un sistema de dos por dos. Sin embargo, en algunas ocasiones no es posible
plantear un esquema andlogo para las ecuaciones o sistemas no lineales [9]. En
este capitulo, estamos interesados en analizar algunos modelos matematicos bidi-
mensionales, ahora de manera cualitativa. Finalmente, es importante mencionar
que en este capitulo por una funcién nos referimos a una funciéon continua cuyo
dominio serd un subconjunto de R?, generalmente un subespacio abierto, del plano
R2. Por ejemplo, D podria ser un rectdngulo abierto (es decir, que no contiene su
borde) o todo el plano R?.

Empezaremos este capitulo, recordando el concepto de sistema dinamico dis-

creto.

Definicién 4.1. Sea X un espacio métrico. Un sistema dinamico discreto es

una ecuacion en diferencias de la forma
Tpt+1 = f(xn)7 n >0,
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donde f es una funcion continua y suprayectiva f: X — X. Usualmente, al es-
pacio métrico X se le llama espacio fase, espacio de configuraciones o espacio de
estados. En el caso en que X =R y f: R — R se le conoce como sistema discreto

unidimensional.

Uno de los conceptos importantes en el estudio de los sistemas dindamicos es el

de érbita de un punto, el cual definimos a continuacién.
Definicién 4.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X.

1. Se define la 6rbita de x bajo f, denotada por Orbs(x), como el conjunto:
Orbs(z) = {f"(x) : n € Z,} = {z, f(x), f2(x), f*(2),...}.

2. Se dice que x es un punto fijo de X si f(z) = x.

Observacion 4.1. Cuando se quiere traducir un problema como el presentado
en el Ejemplo [3.1] al lenguaje presentado en la Definicién lo primero que se
determina es el “espacio”del problema. En el caso del Ejemplo el estado del
sistema se describe a través de dos variables de estado x; e y; por lo que el espacio

de los estados es un conjunto X = {(n,m): n,m € Z, } subconjunto de R.

Sean E,D C R? f: E — Ry g: D — R funciones continuas. Sean F =
(f,9): END — R*y p=(x,y) € EN D. En este apartado nos centraremos en

analizar sistemas dinamicos discretos de ecuaciones en diferencias de la forma

Tpt+1 = f(xna yn)

(4.1)
Yn+1 = 9(Tn, Yn),

donde f y ¢ son funciones dadas, n € Z, y (z,,y,) € E N D. Analizaremos los
sistemas dinamicos discretos, desde su punto de vista cualitativo, para esto, se
introducirdn algunos conceptos bésicos de los sistemas dindmicos discretos [20,
pag. 75]. Los conceptos basicos descritos en un contexto unidimensional (1D), se
aplica con pocas modificaciones en el contexto bidimensional (2D), que es nuestra
principal preocupacion en este capitulo. En el contexto bidimensional (2D) ya no
tenemos la comodidad de un gréfico visible de la funcién, como en el caso ID, ya

que ahora es la grafica de una funcién 2D [1].
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4.1. Sumideros y soluciones de equilibrio

En este apartado se exponen los preliminares necesarios para abordar el estudio
de los sistemas dindamicos discretos bidimensional con los cuales trabajamos.

Empezaremos esta seccién adaptando la Definicién 4.2 de érbita de un punto en
un sistema dindmico, para el caso de un sistema dinamico bidimensional. Ademas,
presentaremos otras definiciones y resultados que nos ayudan a analizar algunas

propiedades de dichas orbitas.

Definicién 4.3. [20, pdg. 85] Sean E,D CR?, f: E — E yg: D — D funciones
continuas. Sean F' = (f,9): END — END yx = (x9,y0) € Domp. La érbita
de z bajo F, denotada por O(z, F), es el conjunto:

O(x,F) = {F"(z) :n € Z,} = {x, F(x), F*(x), F3(z),...}. (4.2)

Los pares (z1,v1), (22, Y2), - . . definidos inductivamente por se denominan

iteraciones de (zo,v0), y la sucesion {(zn,yn)}° se denomina orbita positiva de
(x07y0)'

Ejemplo 4.1. Consideremos a f,g: R? — R definidas por f(z,y) =z +y+1y
g(z,y) =x —y+ 1, para cada (x,y) € R>.
Definimos F'(p) = (f,9)(p) y p = (0,0). La 6rbita de p bajo F' es:

O(p, F) = {(0,0),(1,1),(3,1),(5,3),(9,3),(13,7), ...},

dado que

F*(p) = F(F(p)) = F(1,1) = (f(1,1),9(1,1)) = (3,1)

F(p) = F (F*(p)) = F(3,1) = (f(3,1),9(3,1)) = (5,3)
F'(p) = F (F*(p)) = F(5,3) = (£(5,3),9(5,3)) = (9,3)
F°(p) = F (F*(p)) = F(9,3) = (f(9,3),9(9,3)) = (13,7).

A continuacién presentamos otros conceptos importantes en sistemas dinami-
cos bidimensionales. Dichos conceptos nos ayudaran a determinar cuando la érbita
de un punto es finita o no.

Definicién 4.4. [20, pdg. 84] Sean E,D CR?, f: E - R yg: D — R funciones
continuas. Sean F'= (f,g9) yp = (z,y) € Dompg. Decimos que p es:
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» una solucién de equilibrio de o punto fijo de la funcién F si
F(p) = p. Es decir, si se satisface

(f9) ) =p <= (f(0),9(p)) =p = (f(p),9(p)) = (v, y).

Esto implica que

= yn punto periddico de periodo m si p es un punto fijo de la m-ésima

iteracion F™ de la funcion F.

» un punto periédico de periodo minimo m o periodo primo m si F™(p) =

p y m es el menor numero para el que pasa esto.

Ejemplo 4.2. Consideremos las funciones f, g : R> — R definidas por f(x,y) =
zy+zy g(z,y) = 2z + y. Denotemos F' = (f, g). Sea p = (z,y). Para encontrar
un punto fijo de F', necesitamos que se cumpla F'(p) = p, lo cual es equivalente a

resolver el sistema:

(f(x,y), 9(x, ) = (2, ).

Esto se traduce en las ecuaciones:

r = f(r,y),
y =g(z,y).

De aqui, obtenemos el siguiente sistema:

Ty +r =2,
20 +y =y.

Simplificando, tenemos:

Esto implica que x = 0 y y puede ser cualquier niimero real. Por lo tanto, los
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puntos de equilibrio son de la forma (0, y) para y € R. Notemos que, en particular,

si p=(0,1), se obtiene que:

F(p) = (f(0,1),9(0,1)) = (0,1) = p.

Lo anterior confirma que p es un punto fijo.

El término sumidero en la discusién de funciones o mapas unidimensionales
se ocupa para referirnos a un punto fijo u érbita periddica. Una fuente es un
punto fijo que repele una vecindad. Estas definiciones tienen sentido en espacios
de estados de dimensiones superiores sin alteracién. En el plano, por ejemplo, las

vecindades en cuestién son discos (interiores de circulos).

Definicién 4.5. [3, pdg. 58] Sean F un mapa de R™ en R™ y p € R™ un punto
fijo.

» Si existe un ¢ > 0 tal que para todo v en la e-vecindad N.(p),limy,_,o F¥(v) =

p, entonces p es un sumidero o punto fijo atractor.

» Si existe una vecindad N.(p) tal que para cada v € N.(p) , tal que v # p,

existe k € Z, tal que F*(v) ¢ N.(p), entonces p es una fuente o repulsor.

Observacion 4.2. De manera similar que como en el caso unidimensional, si
todos los puntos en una vecindad del punto fijo se acercan al punto fijo cuando se

iteran por la funcién, consideramos que el punto fijo es un atractor.

La Figura muestra vistas esquematicas de un sumidero y una fuente para
un mapa bidimensional (Figura [4.1] (a) y Figura [4.1] (b), respectivamente), junto
con una vecindad, un disco tipico y su imagen bajo el mapa. Junto con el sumidero
y la fuente, se muestra un nuevo tipo de punto fijo en la Figura (¢), que no
puede ocurrir en un espacio de estado unidimensional. Este tipo de punto fijo,
al que llamaremos silla, tiene al menos una direccion atractiva y al menos una

direccién repulsiva. [3].
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(a) (b) (©

Figura 4.1: Dinamica local cerca de un punto fijo.

Definicién 4.6. Sea O(z, F') la drbita de un punto x = (o, o) bajo F'. El punto
p € Domp es un punto w-limite de la drbita O(xg,yo) si existe una sucesion de
enteros positivos {n;} tal que n; — oo cuando i — oo y F"i(xg,y0) — p cuando

17— 00.

Ejemplo 4.3. Sea F : R? — R? definida por F(z,y) = (£, %), para todo (z,y) €
R? vy sea (xg,y0) = (2,4). La 6rbita de (o, yo) bajo F es:

onm- 1~ {02 (1), (22) )

Veamos que (0,0) es un punto w-limite de la érbita O((zg,yo), F'). Para ello
definamos n; = i. Notemos que la sucesién n; tiende a infinito. Por otra parte
F™ (zg,y0) tiende a (0,0) cuando i — oo. Por lo tanto (0,0) es un punto w-
limite de la érbita O((xg, yo), F).

4.2. Mapas Lineales

En esta seccidén se presentan nociones y resultados de la teoria de sistemas
y ecuaciones lineales. Sea a € R. Consideremos la funcion lineal unidimensional
f: R — R definida por f(r) = ax, para cada z € R. Se sabe que dicho sistema
dindmico tiene como tunico punto fijo el punto 0 (vea por ejemplo [33]). En el
caso de un sistema dindmico de dos dimensiones, la estabilidad del punto fijo se
investiga de la misma manera que en el caso unidimensional. En algunos casos, la

dindmica para un mapa bidimensional se asemeja a la dinamica unidimensional.
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Comenzaremos examinando algunos ejemplos importantes de mapas lineales

en R2.

Ejemplo 4.4. Sean a,b,c,d € R2 Consideremos el sistema de ecuaciones en

diferencias:

Tp+1 = f(xna yn)

(4.4)
Yn+1 = g<xna yn)a
donde f(l‘na yn) = ax, + by’m g(xnv yn) = CTy + dyn yne Z—i-'
El sistema (4.4]) se puede reescribir como el sistema:
Tpy1 = ATy + byn
(4.5)
Ynt+1 = CTp + dyy,
El sistema (4.5]) se puede reescribir en notacién matricial como:
Tna1 Tn a b
=A , donde A = (4.6)
Ynt1 Yn c d
xn
Sea Z, = . Asi, (4.6) se puede expresar como:
Yn
Observacion 4.3. Se puede probar que la solucién de (4.5)) tiene la forma
Z, = A"Z. (4.8)

Definicién 4.7. Consideremos el Ejemplo . Una solucion del sistema
es una expresion que satisface este sistema para todos los valores dem € {0,1,...}.
La solucion general es una expresion que contiene todas las posibles soluciones
del sistema. Esta solucion general incluye una familia de soluciones, es decir,
cualquier solucion particular del sistema se puede obtener a partir de la solucion
general al fijar los valores de las constantes arbitrarias que aparecen en ella. Una

solucién particular de es una solucion que satisface una condicion inicial
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de la forma
To = C Yo = da (49)

donde ¢ y d son numeros reales dados. El problema de encontrar una solucion
particular para el sistema con condiciones iniciales especificadas se

denomina problema de valor inicial, que se abrevia como PVI.

Ejemplo 4.5. Consideremos el sistema dindmico (R?, F') definido por el sistema
(4.4). Sean F = (f,g) y * = (z0,v0) € R?. Por (4.7) el sistema dindmico se puede

ver de la forma:

Znir = AZ,, (4.10)

En consecuencia, la érbita de = = (xg, o) es:
Oz, F) = {z, F(x), F*(z), F*(2),...}. (4.11)
Considerando (4.10)): y la 6rbita de x = (g, yo) puede escribirse como:
O(z, F) = {x, Ar, A%z, .. .}. (4.12)

Ejemplo 4.6. Sean a,d € Ry n € Z,. Consideremos el sistema de ecuaciones en

diferencias:

Tpi1 = ATp

(4.13)
Ynt+1 = dyn
El sistema dindmico (4.13)) se puede reescribir en notacién matricial como:
Tn a 0 T
= . (4.14)
yn—l—l O d Yn
Sea x = (xg,yo) € R?. Por el Ejemplo 4.5|la érbita de z = (xq, 1) es:
O(z, F) = {x, Ar, A%z, .. .}. (4.15)

En este caso particular, el resultado de iterar la matriz A, n veces, se representa

mediante la matriz
a 0

0o o

Ar =
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Sea n € N. Para determinar los puntos del sistema (4.14)), entonces tenemos

que resolver la ecuacién

Z = AZ. (4.16)
De (4.16)) se desprende que el origen, es el tnico punto de equilibrio.

Ejemplo 4.7. Sean a,b € Ry n € Z,. Consideremos el sistema dindmico definido

por las ecuaciones en diferencias:

Tpi1 = ax, — by,,

(4.17)
Ynt1 = bz, + ay,.
El sistema (4.17) se puede reescribir en notaciéon matricial como:
T, a —b Tn
= . (4.18)
Yn+1 b a Yn
Sea la matriz:
a —b
A=
b a

Para obtener los valores propios de la matriz A, resolvemos el determinante de
A — M, donde I es la matriz identidad de 2 x 2:

a— A
det(A — M) = det =(a—A)?*+b=0.
Expandiendo:

(a—A?+b =0 = a®*—2a\+ )\ + b =0.

Esta ecuacién cuadratica tiene soluciones complejas:

)\1:a+bi, )\Qza—bi,

donde 7 = v/—1 es la unidad imaginaria. Los vectores propios correspondientes a
estos valores propios son vy = (1, —i) y vg = (1,14), respectivamente. Sin embargo,

estos vectores son complejos. Para interpretarlos en términos de vectores reales,

93



realizamos el siguiente paso.
Multiplicamos y dividimos por r = v/a? + b?, de manera que obtenemos una

forma mas interpretable en términos de rotacion y escala:

b cos —sen
B \/m (9) (9)
4 sen() cos(f)

r

A=r

3|l 319

Aqui hemos utilizado el hecho de que cualquier par de nimeros ¢ y s tales que
¢ + 5% = 1 puede escribirse como ¢ = cos(f) y s = sen(f), para algin dngulo 6.

El angulo 6 puede identificarse como:

f = arctan <§> .

C

Tomando ¢ = %y s = 2, tenemos que ¢ + s> = 1, ya que

5 9 a\?2 b\° @ B a2+ 12
c+s :(—> Tl =) =5 t=5= 5 -
r r 2 oor T

Pero como r = v/a? + b2, tenemos:

452 = _a2+b2 =
a0
Lo que implica que ¢ = cos(f) y s = sen(f) para algin angulo 6. Dado que

¢ =cos(f) y s = sen(f), podemos identificar el angulo  mediante:

f = arctan <9) .
a

El dngulo € en la matriz A es el angulo de rotacion que describe cémo se trans-

forman los vectores bajo la accion de esta matriz. La parte de la matriz

cos(#) —sen(0)
sen() cos(0)

es responsable de rotar los puntos del plano alrededor del origen (0, 0) por un
angulo 6. Si tomamos cualquier vector en el plano, al multiplicarlo por esta matriz,
el vector rotara en sentido antihorario por el angulo 6.

Por ejemplo, si tenemos un vector v = (z,y), al aplicar la matriz, el vector
resultante tendra la misma longitud, pero su direccién serd modificada por el

angulo . Es decir, la rotaciéon cambia la orientacién del vector en el plano, pero
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no su magnitud.
Por otra parte, el término va? + b? es un factor de escala. Multiplicar por este

factor tiene como efecto estirar o contraer el vector, dependiendo del valor de

Vva? + b2
= Siva?+ b > 1, entonces el vector se expande (su longitud aumenta).
= Siva?+ b2 < 1, entonces el vector se contrae (su longitud disminuye).

s Siva?+ b? =1, entonces la longitud del vector no cambia, solo su direccién.

Por lo tanto, esta transformacion no solo rota los vectores, sino que también
cambia su longitud. En otras palabras, la multiplicaciéon por la matriz A combina

una rotacion del plano con una dilatacidn (expansion o contraccién) del vector.

= Si la magnitud de los valores propios es menor que 1, los puntos se acercan
al origen. En este caso, el origen actiia como un sumidero: todos los puntos

del sistema tienden a moverse hacia el origen.

= Si la magnitud de los valores propios es mayor que 1, los puntos se alejan
del origen a medida que pasa el tiempo. En este caso, el origen actiia como

una fuente: todos los puntos del sistema tienden a alejarse del origen.

4.3. Cambios de Coordenadas

En el caso de las transformaciones lineales o (mapas) lineales, podemos obser-
var que una matriz representa un mapa lineal. Es decir, la matriz asociada a una
transformacién lineal describe como se transforma un vector de entrada bajo la
accién de dicha transformacion. Si F' : R™ — R™ es una transformacion lineal,

entonces existe una matriz A tal que:

donde v es un vector en el espacio R™, y A es la matriz que representa la transfor-
macién lineal F. Asi, los cambios de coordenadas pueden simplificar los calculos
de estabilidad para mapas de dimensiones superiores [3, pag. 67].

Un vector en R™ puede ser representado de muchas maneras diferentes, de-

pendiendo del sistema de coordenadas elegido. Elegir un sistema de coordenadas
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es equivalente a elegir una base de R™; las coordenadas de un vector son simple-
mente los coeficientes que expresan el vector en esa base. Cambiar la base de R™
requiere cambiar la matriz que representa el mapa lineal F. En particular, sea S
una matriz cuadrada cuyas columnas son los nuevos vectores de base. Entonces la
matriz ST1AS representa el mapa lineal F' en la nueva base. Por la Deﬁniciénm
la matriz C' = S7!'AS, donde S es una matriz invertible, es similar a la matriz A.

Por los Teoremas y las matrices A y C tienen el mismo conjunto de
valores propios y el mismo determinante. Por el Teorema y el Ejemplo
sabemos que si A es la matriz que representa a la transformacion lineal F' y toma-
mos R C R? entonces el drea generada por la imagen de R bajo la transformacién
F| es decir, el drea de F(R), es igual al valor absoluto del determinante de A
multiplicado por el area de R. El determinante de A mide como la matriz cambia
el area de la region R al aplicar la transformacién lineal. La transformacion de
area es independiente de la eleccion de coordenadas.

Las matrices que son similares tienen las mismas propiedades dinamicas cuan-
do se ven como mapas, ya que solo difieren por el sistema de coordenadas utilizado
para verlas. Por ejemplo, si (0,0) es un sumidero bajo A, lo sigue siendo bajo C.
Esto nos coloca en posicién de analizar la dinamica de todos los mapas lineales
en R2.

Dado que las matrices similares tienen los mismos valores propios, decidir la
estabilidad del origen para un mapa lineal F' es tan simple como calcular los valores
propios de una representacién matricial A. Por ejemplo, si los valores propios a y

b de A son reales y distintos, entonces A es similar a la matriz

A2:

Por lo tanto, el mapa tiene esta representacion matricial en algin sistema de coor-
denadas. El mismo analisis funciona para matrices con valores propios repetidos
o un par de valores propios complejos. El siguiente teorema puede consultarlo en
[3, pag. 68].

Teorema 4.1. Sea F' un mapa lineal en R™, que estd representado por la matriz

A (en algin sistema de coordenadas). Entonces:

1. El origen es un sumidero si todos los valores propios de A tienen mddulo

menor que uno.
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2. FEl origen es una fuente si todos los valores propios de A tienen mddulo

mayor que uno.

En dos dimensiones también debemos considerar mapas lineales de estabilidad

mixta, es decir, aquellos para los cuales el origen es un punto silla.

Definiciéon 4.8. Sea A una matriz que representa un mapa lineal en R™. Decimos
que A es hiperbdlico si A no tiene valores propios con mddulo igual a uno. Si
un mapa hiperbolico A tiene al menos un valor propio con modulo mayor que uno
y al menos uno con modulo menor que uno, entonces al origen se le llama punto

silla.

Por lo tanto, hay tres tipos de mapas hiperbdlicos: aquellos para los cuales el
origen es un sumidero, aquellos para los cuales el origen es una fuente y aquellos

para los cuales el origen es un punto silla.

4.4. Mapas no lineales y la matriz Jacobiana

En la Seccién [4.2] se estudiaron funciones lineales (o mapas lineales), los cuales
siempre tienen un punto fijo en el origen. En esta seccién se discutiran mapas no
lineales, y en particular cémo determinar la estabilidad de los puntos fijos.

Sea f: R — R un mapa no lineal. En el caso unidimensional, la linearizacion
estd dada por la derivada en el punto fijo. Si p es un punto fijo y h es un niimero
pequeno, entonces el cambio en la salida del mapa en p + h, comparado con la
salida en p, estd bien aproximado por el mapa lineal L(h) = Kh, donde K es el

nimero constante f’(p). En otras palabras,

flp+h)~ f(p)+hf'(p),

donde ~ indica que f(p + h) es aproximado a f(p) + hf'(p). Si |f'(p)] < 1, el
punto fijo p es un sumidero, y si |f'(p)| > 1, es una fuente. La situacién es muy
similar para mapas no lineales en dimensiones superiores. El lugar de la derivada

en la discusion anterior es ocupado por una matriz.

Definicién 4.9. Sean ¥ = (f1, fo, ..., fm) un mapa en R™, y p € R™. La matriz
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Jacobiana de F en p, denotada DF(p), es la matriz

L) - ()
DF(p) = : :

Ofm Ofm
%(p) DRI %(p)
de derivadas par ciales evaluadas en P

Dado un vector p € R™ y un vector pequenio h, es decir, que su médulo |h|
es cercano a cero, el incremento en F debido a h se aproxima mediante la matriz

Jacobiana multiplicada por el vector h:
F(p+h)—F(p) ~DF(p)-h,

Este vector h representa un cambio pequeno en la entrada del mapa F.

La expresién de la aproximacion lineal es valida cuando h es pequeno, y el error
en esta aproximacién es proporcional a |h|%. Es decir, el error en la aproximacién
disminuye cuadraticamente con el tamano de h. Esto significa que, cuando h es
pequeno, el error es pequeno de manera proporcional al cuadrado de la norma
de h. Si duplicamos el tamano de h, el error en la aproximacion aumentara por
un factor de cuatro, ya que el error depende de |h|?. Por ejemplo, si |h| = 0.1, el
error serd proporcional a 0.1 = 0.01; y si |h| = 0.01, el error serd proporcional a
0.012 = 0.0001. Este comportamiento refleja que la aproximacién se vuelve mas
precisa a medida que h se hace mas pequeno. Si asumimos que F(p) = p, entonces,
para un cambio pequeno h, el mapa F mueve el punto p + h aproximadamente
a la posicién p + DF(p) - h, es decir, F magnifica un pequeno cambio h en la
entrada a un cambio DF(p) - h en la salida. Cuando el cambio es pequeno, la
accion del mapa F cerca de p se aproxima a la de un mapa lineal. Es decir, si
consideramos un cambio pequeno h, la transformacién que realiza F sobre p se
comporta de manera similar a la transformacién lineal definida por h — A - h,
donde A = DF(p) es la matriz Jacobiana de F en p. Esto significa que, cerca de
p, el mapa F no es muy diferente de una transformacion lineal.
Geométricamente, esto implica que las vecindades de p se mapean de forma apro-
ximada por el mapa F a regiones que tienen una forma similar a la que tendrian
si la transformacion fuera lineal, definida por la matriz A.

El siguiente teorema determina la estabilidad de un mapa en un punto fijo basado
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en la matriz Jacobiana en ese punto.

Teorema 4.2. [3, pdg. 70]. Sean F un mapa en R™, p € R™ y supongamos que
p es un punto fijo de F.

1. Si el mddulo de cada valor propio de DF(p) es menor que 1, entonces p es

un sumidero.

2. Si el médulo de cada valor propio de DF(p) es mayor que 1, entonces p es

una fuente.

Sea m € N tal que m > 1. Los mapas lineales de R™ en algunos casos, las
érbitas (las trayectorias de los puntos bajo F) divergen de 0 en ciertas direcciones,
lo que significa que los puntos se alejan de 0. Por ejemplo, si la matriz tiene valores
propios mayores que 1, las trayectorias se expanden en esas direcciones. Por otro
lado, las 6rbitas pueden converger a 0 en otras direcciones, lo que significa que los
puntos tienden a acercarse al origen si los valores propios son menores que 1. Los
puntos fijos de los mapas no lineales pueden atraer puntos en algunas direcciones

y repeler puntos en otras.

Definicién 4.10. [3, pdg. 70] Sean F un mapa en R™, m > 1 y p € R™. Supon-
gamos que F(p) = p. Entonces el punto fijo p se llama hiperbélico si ninguno de
los valores propios de DF(p) tiene magnitud 1. Si p es hiperbdlico y si al menos
un valor propio de D F(p) tiene magnitud mayor que 1 y al menos un valor propio

tiene magnitud menor que 1, entonces p se llama punto silla.

Nota 4.1. En el caso de un punto periédico de periodo k, se debe analizar el

mapa iterado F* en lugar de F, es decir, debemos estudiar los valores propios de
DF*(p).

Finalicemos esta seccion con algunos ejemplos de sistemas dindmicos lineales.

Ejemplo 4.8. Consideremos el Ejemplo Analicemos la estabilidad del sistema
dado en . Como se analizé previamente, el tinico punto fijo del sistema es
p = (0,0), para cualquier valor de a y d (vea Ejemplo [4.6).

Para encontrar la matriz Jacobiana, consideramos la funcién F = (f, g), donde
f(z,y) = ax y g(x,y) = dy. Derivamos parcialmente las funciones f y g respecto

a x e y. La matriz Jacobiana DF(xz,y) del sistema es:
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of of

DF(z,y) = Ov Oy | _
g 9
o a—g 0 d

En lo que sigue evaluemos la matriz Jacobiana en el punto fijo p = (0, 0):

Los valores propios de la matriz DF(p) son simplemente los elementos diago-
nales, es decir, a y d.

Para determinar la estabilidad del sistema, consideramos los siguientes casos:
» Caso 1: Si a,d € (0,1), entonces se cumple que:
la| <1 y |d <1
Luego, segtn el Teorema , el punto fijo (0,0) es un sumidero.
s Caso 2: Si a,d > 1, entonces:
la| >1 y |d| > 1.
En este caso, segin el Teorema , el punto fijo (0,0) es una fuente.

Ejemplo 4.9. Sean a,b € Ry n € Z,. Consideremos el sistema de ecuaciones en

diferencias:

Tp+1 = ATy + Yn

(4.19)
Yn+1 = AlYn-
El sistema (4.19)) se puede reescribir en notacién matricial como:
Ty, a 1 Tn
= . (4.20)
Yn+1 0 a Yn
Sea © = (g, yo) € R?. Por el Ejemplo 4.5/ la érbita de x = (xq, 1) es:
Oz, F) = {z, Av, A%z, .. .}. (4.21)

100



Sea
a 1

0 a

A=

En este caso particular, el resultado de iterar la matriz A, n veces, es la matriz

Sea n € N. Para determinar los puntos fijos del sistema [4.19] tenemos que resolver
la ecuacién.

7 = AZ. (4.22)

De (4.22)) se desprende que el origen p = (0,0), es el tinico punto de equilibrio.
Para encontrar analizar la estabilidad de este punto fijo consideremos la funcién
F = (f,g) con f(z,y) = ax —y, g(z,y) = ay. Luego la matriz Jacobiana DF(x,y)

del sistema es

of  of —1

9r 0 @
DF(z,y) = BZ o | =

R ri 0 a

Evaluamos la matriz Jacobiana en el punto fijo p = (0,0). Como la matriz

Jacobiana es independiente de = y y, obtenemos:

Ahora, para encontrar los valores propios de la matriz DF(p), necesitamos
resolver la ecuacién caracteristica. Esto se obtiene al calcular el determinante de
DF(p) — A, donde [ es la matriz identidad y A representa los valores propios. Es

decir:

det(DF(p) — M) = det
Asi, el determinante de esta matriz es:

det(DF(p) — M) = (a — N)(a — \) = (a — \)*.

Para encontrar los valores propios, igualamos el determinante a cero:
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(a—N\)?*=0.

De esta ecuacién obtenemos un tinico valor propio es A = a, con multiplicidad
2. Para determinar la estabilidad del punto fijo p = (0,0), analizamos el valor

propio A = a. Consideremos los siguientes casos:

= Si|a| < 1, entonces el valor propio tiene médulo menor que 1, lo que, segin

el Teorema implica que el punto fijo p es un sumidero.

= Si|a| > 1, entonces el valor propio tiene médulo mayor que 1, lo que, segin

el Teorema implica que el punto fijo p es una fuente.

4.5. Mapa de Hénon

Michel Hénon es un matemaético belga nacido en 1937, conocido principalmente
por su trabajo en el campo de la dinamica no lineal y el caos. A lo largo de su
carrera, M. Hénon ha realizado contribuciones a la teoria de sistemas dinamicos,
la geometria y la astronomia.

En la década de 1970, M. Hénon se convirtié en un pionero en el estudio
de sistemas dinamicos discretos. Su trabajo més famoso es el mapa de Hénon,
introducido en 1976, el cual es un modelo mateméatico simple pero poderoso para
ilustrar el caos en sistemas no lineales. Este mapa se deriva de la exploracién de
sistemas que muestran sensibilidad a las condiciones iniciales, un rasgo distintivo
del comportamiento cadtico [?].

La formulacién del mapa de Hénon se basa en dos ecuaciones en diferencias:

T = 1 —ax? + y,,
i Y (4.23)

Yn+1 = bxn

donde a, b € Ry n € Z,. Hénon demostré que, para ciertos valores de estos
parametros, el mapa puede presentar un comportamiento cadtico, conver-
giendo a un atractor extrano que exhibe una estructura fractal [?].

El impacto del trabajo de Hénon se extendié mas alld de la matematica pura.
Sus hallazgos en dindmica no lineal han influido en diversas areas, como la fisi-
ca, la biologia y la economia, donde se observan fenémenos cadticos en sistemas

complejos.
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Hoy en dia, el mapa de Hénon se utiliza ampliamente en la ensenanza y la
investigacion, sirviendo como un ejemplo clasico de cémo la matemaéatica puede
modelar comportamientos complejos en sistemas reales. La obra de M. Hénon
contintia siendo relevante en el estudio contemporaneo del caos y la dindmica no

lineal.

4.5.1. Dinamica del mapa de Hénon

Sean a, b € R. En este apartado hablaremos un poco sobre este sistema dindmi-
co Fop: R? — R? definido por

Foo(z,y) = (a — 2% + by, :c) , para cada (z,y) € R?. (4.24)

Sabemos que dicho sistema dinamico discreto no es lineal y es conocido como
el mapa de Hénon [3] pag. 70]. Determinemos los puntos fijos de F,; y los puntos
de perfodo dos de F, ;. Para esto, sea (z,y) € R?. Por definicién para determinar
los puntos fijos de F,, se tiene que determinar cuando F,,(z,y) = (x,y). Lo cual

implica el sistema:

r=a—1x*+b
Y (4.25)
y=2.

El sistema (4.25)) es equivalente a la ecuaciéon x = a — z? + bz, o bien
22— (b—1)x —a=0. (4.26)

Usando la férmula cuadrética, obtenemos las raices de la ecuacién (4.26)), los

cuales son:
b—1)++/(b—1)2+4a

2
La ecuacién (4.27)) implica que los puntos fijos existen siempre y cuando

(4.27)

r =

4a > —(b—1)% (4.28)

Asi, para determinar los puntos fijos del mapa de Hénon consideremos la relacién
que aparece en la ecuacion , interseccién con la recta y = x. Consideremos
los siguientes casos:

Caso I. 4a = —(b— 1)%

. b—1 : .
En este caso, de 1} se obtiene que x = (2—) En consecuencia, el 1nico
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: (b-1) (-1)
punto ﬁJO €S (T, T)

Caso IL. 4a > —(b— 1)

De (4.27)) se obtiene que los dos puntos fijos son:

<(b_1)+ éb—1)2—|—4a’(b—1)+ éb—l)“r%)y (4.29)
<(b_1)_ éb—1)2+4a,(b—1)— ;b—l)”‘la), (4.30)

De Caso I y Caso II obtenemos que el mapa tiene a lo sumo dos puntos fijos.

Para buscar puntos de periodo dos, establecemos F ,(z,y) = (,y). Lo ante-
rior es equivalente a:
Foy(a— 2%+ by, ) = (2,7). (4.31)

Asi, por (4.24]) obtenemos:

r=a-— (a—x2+by)2—|—bx (4.32)
y=a—z°+by. (4.33)

Resolviendo (4.33) para y obtenemos:

(1-by=a—2* (4.34)
2
a—x
y=T3 (4.35)

Sustituyendo (4.35)) en (4.32} obtenemos:

— 22\ \?
xza—(a—xQ—i-b(al_i)) + bx
1—b a—22\\?
o 2
T=aq (a x (—1—b)+b(1—b)) + bx

N <(a—x2)(1 —b) +b(a—x2)>2+bx.

1-b
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Lo anterior implica

CL—CCQ 2
=q— ) 4.
r=a (1—b> + bx (4.36)

Asi, de (4.36]) obtenemos

0=a-— (“1__12)2 —(1- bz (4.37)
En consecuencia de (4.37)) tenemos
0=a(l—b)?—(a—2*)?—(1-0b)’z. (4.38)
De obtenemos
0= (2 —a)’ + (1 =b)z— (1-b)a. (4.39)
Finalmente, por (4.39))se obtiene:
0=(2"-(1-bz—a+(1-0)?% (z2*>+ (1 -b)z—a). (4.40)

Observe que el factor de la derecha de la ecuacién (4.39) corresponde al lado
izquierdo de la ecuacién (4.26)), asi los ceros de este corresponden a puntos fijos
de F, 4, que también son puntos fijos de Fva. Los puntos de periodo 2 estan dados

por la raiz de la ecuacién 2 — (1 — b)x — a + (1 — b)?. Las raices son:

_1-bx /I d(—a+ (1D

v 2

(4.41)

Finalmente, (4.41)) implica que

_ 1—b+\/4a—3(1 —b)?
— . ,

T (4.42)

Asi, el mapa de Hénon tiene puntos de periodo 2 si 4a > 3(1 — b)2.

4.5.2. Casos particulares

En lo que sigue consideremos algunos casos particulares. Empezaremos toman-
do el caso en que a = 0y b = 0.4. Sustituyendo en (4.26)) el sistema dindmico F,
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tiene como puntos fijos (0,0) y (—0.6, —0.6). La matriz Jacobiana DF, es

—2x b
1 0

D Fa,b(xa y) =

Evaluada en el punto (0,0), la matriz Jacobiana es

0 0.4
1 0

D F0,0.4(0: 0) =

Utilizando el Teorema podemos determinar que DF(4(0,0) tiene valores
propios ++/0.4, aproximadamente iguales a 0.632 y -0.632. Por lo tanto, por el
Teorema 4.2 el punto (0,0) es un sumidero.

Ahora, evaluemos la matriz Jacobiana en el punto (—0.6, —0.6):

1.2 04
1 0

D F070.4(—0.6, —06> -

Nuevamente, utilizando el Teorema podemos determinar que sus valores pro-
pios son aproximadamente iguales a 1.472 y -0.272. Asi, por la Definicién el
punto (—0.6,—0.6) es un punto silla.

En los que sigue consideraremos los parametros a = 0.43 y b = 0.4. Susti-
tuyendo estos valores en se sabe que el mapa de Hénon tienen puntos de

periodo dos. Asi por (4.41]) esos puntos son:

. (1—04)++/(1- 0.4)22— 4(—0.43 + (1 — 0.4)? (4.43)

_ 0.6 +/(0.36) —24(—0.43 + 0.36) (4.44)

0.6+ /(036) — 4(=0.07) (4.45)

2
_ 0.6+/(0.36) + 0.28 (4.46)

2
0.6 ++v064 064038

= 4.47

5 5 (4.47)

(4.48)

Lo anterior implica que las dos raices son x; = 0.7 y xo = —0.1. Sustituyendo
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x1 = 0.7 en (4.35)), obtenemos

043 —(0.7)> 043—049 —0.06
= = = —0.1. 4.49
1—04 0.6 0.6 (4.49)

n

De manera similar se sustituye o = —0.1 en la ecuacién (4.35)). Con lo cual vemos
que la drbita de periodo dos es {(0.7,—0.1),(—0.1,0.7)}, donde las trayectorias
del sistema alternan entre estos dos puntos bajo iteraciones sucesivas del mapa F.

En lo que resta, determinemos la estabilidad de esta o6rbita. Para esto, calcule-
mos la matriz Jacobiana de F3,4370.4 evaluada en el punto (0.7,—0.1). Por la regla

de la cadena, sabemos que:

DF} 4504(2) = DFou304(Fous04(2)) - DFou304(). (4.50)

En consecuencia, de (4.50) obtenemos:

D F§.4370.4((0.7, —0.1)) = DF4304((—0.1,0.7)) - DFp.4304((0.7, —0.1))

[ —2(-01) 04 —2(0.7) 0.4
1 0 1 0
[ 012 008
1.4 04

Los valores propios de la matriz jacobiana son aproximadamente 0.26 4 0.30z,
que son numeros complejos de magnitud apréximadamente 0.4. Por el Teorema
la o6rbita de periodo dos es un sumidero. Observemos que los mismos valores

propios se obtienen al evaluar
D F8.43’0‘4((—0.17 0.7)) = DF043,04((0.7,—0.1)) - DF4304((—0.1,0.7)).

En este apartado se han considerado dos casos particulares del mapa de Henon,
con diferentes valores para los parametros a y b, con el fin de explorar como estos
afectan la dindmica del sistema, especialmente en relaciéon con los puntos fijos y
las érbitas periddicas.

En el primer caso (¢ = 0, b = 0.4), el andlisis de los puntos fijos (0,0) y

(—0.6,—0.6) ha mostrado que el punto (0,0) es un sumidero, mientras que el
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punto (—0.6,—0.6) es un punto silla.

Dado que el punto (0,0) es sumidero, implica que existe una vecindad de punto
(0,0) tal que cualquier trayectoria iniciada dentro de esta vecindad del punto fijo
tenderd a acercarse a él conforme pasa el tiempo. En el caso del mapa de Henon,
un sumidero sugiere que, para ciertos valores de a y b, el sistema tiene una zona de
atraccion en la que las trayectorias convergen, lo que genera un comportamiento
de estabilidad local en torno a este punto.

Ahora el hecho de que el punto (—0.6, —0.6) sea un punto silla, significa que
tiene un comportamiento mas complejo. Las trayectorias cercanas a este punto
fijo se alejan en una direccién (asociada con el valor propio positivo) y se acercan
en la otra (asociada con el valor propio negativo). Este tipo de punto fijo es tipi-
camente inestable y sugiere que el sistema es sensible a las condiciones iniciales
en torno a este punto.

En el segundo caso (a = 0.43, b = 0.4), la presencia de una 6rbita periddica de
periodo dos que actiia como un sumidero indica que el sistema muestra un com-
portamiento ciclico estable. Este comportamiento ciclico es una caracteristica de
los sistemas no lineales, donde el comportamiento global puede ser muy diferente
al comportamiento local de los puntos fijos individuales.

La estabilidad de la érbita de periodo dos es una propiedad global de la érbita
completa, no de los puntos individuales. Esto significa que, a pesar de que las tra-
yectorias individuales en la érbita no son atractivas por si solas, la 6rbita como un

todo atrae las trayectorias cercanas, creando un comportamiento ciclico estable.

4.6. Modelo presa-depredador

Durante la Primera Guerra Mundial, la poblacién de selaceos (un grupo de peces
cartilaginosos como tiburones y rayas) en el lado norte del mar Adriatico aumenté
dréasticamente, lo que presenté al bidlogo Umberto D’Ancona un aparentemente
enigma irresoluble de encontrar la razén del incremento. Present6 el problema
a un experto en matematicas, su suegro, Vito Volterra, quien proporcioné una
brillante solucion al enigma construyendo un modelo simple, pero objetivo y 1til
[18].

Volterra dividié la poblacién de peces en dos categorias: depredadores (los
seldceos) y presas. Suponiendo que el nimero de encuentros por unidad de tiempo

entre pares de los dos grupos es proporcional al producto de sus tamanos y favorece
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el aumento de los depredadores mientras disminuye el otro grupo, Volterra propuso
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para estudiar la dinamica de las dos
poblaciones. Supongamos que las variables z(t) y y(t) representan la poblacién
de presas y depredadores, respectivamente, en el tiempo t; y a, b, ¢, d y € son

parametros no negativos:

2'(t) = azx(t) — bz (t)y(t) — ex(t)
y'(t) = —cy(t) + da(t)y(t) — ey(t).

Este sistema es no lineal debido a los términos z(t)y(t) v x(t)y(t) en las ecua-

ciones diferenciales, los cuales involucran el producto de las dos variables. Esta
no linealidad dificulta la obtencion de soluciones exactas en términos simples. En
su lugar, se buscan soluciones aproximadas o se realiza un analisis cualitativo del
sistema. Una forma de obtener soluciones aproximadas es mediante el uso de méto-
dos numéricos, como el método de Euler, el método de Runge-Kutta, los cuales
se pueden consultar en los libros [?] y [?]. Estos métodos permiten aproximar las
soluciones de las ecuaciones diferenciales de manera eficiente, incluso cuando no
es posible obtener soluciones exactas.
Los ultimos términos de las dos ecuaciones, —ex(t) y —ey(t), representan la ac-
tividad pesquera. Debido a las hostilidades de la guerra, esta actividad se redujo
significativamente de 1915 a 1919, periodo caracterizado por el gran aumento en
la proporcion de selaceos capturados por los pocos barcos pesqueros que operaban
en la zona.

El modelo fue clave para entender la dinamica de las poblaciones de peces
desde un enfoque matemaético y tedrico, lo que permitié a los cientificos y gestores
pesqueros tomar decisiones mas informadas sobre la conservacién y manejo de los

recursos marinos [35), 4]. El modelo ayudé a:

= Formular politicas de pesca sostenible: Gracias al modelo, las autori-
dades pudieron crear estrategias que evitaran fluctuaciones drasticas en las

poblaciones de peces y promovieran su sostenibilidad.

= Predecir impactos ambientales: También fue 1til para prever como cam-
bios en la cantidad de pesca y las condiciones ambientales podrian afectar

a largo plazo las poblaciones de peces.

Una investigacién numérica de la ecuacién diferencial se puede realizar utili-

zando el método de Euler de un solo paso. Se selecciona un paso de tiempo At = h
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y las dos derivadas se reemplazan por

x(t+h) — x(t) y(t+h) —y(t)
h Y I ’

respectivamente. Obtenemos el sistema:

z(t+ h) = (14 ah)x(t) — bha(t)y(t) — ehx(t) (4.51)
y(t+ h) = (1 —ch)y(t) + dhx(t)y(t) — ehy(t)

Tomando ¢ = 0 y las condiciones iniciales z(0) = x¢, y(0) = yo . La sustitucién

da
1 = x(h) = (14 ah — eh)xy — bhxoyo,

y1 =y(h) = (1 — ch — eh)yo + dhzoyo.
Ahora tomando ¢t = h. A partir de las ecuaciones (4.51)) y (4.52) obtenemos

(4.52)

9 = x(2h) = (1 + ah — eh)x; — bhayy,
y2 = y(2h) = (1 — ch — eh)y; + dhzyy;.

En general, después de n + 1 pasos llegamos a

Tpni1 = x((n+ 1)h) = (1 4+ ah — eh)x, — bhx, Yy,
Ynt1 = y((n +1)h) = (1 — ch — eh)y, + dhz,y,.

(4.53)
Si consideramos el efecto de la pesca como nula, tenemos que el valor de los
pardametros ¢phxz(t) y ¢hy(t) son cero y obtenemos el siguiente sistema dindmico

Tn+1 = (1 + ah)ajn - bhmnyna
Ynt1 = (1 — ch)y, + dhaz,y,.

Consideramos la funcién F = (f, g) con:
f(x,y) = (1 + ah)x — bhxy,

g(z,y) = (1 — ch)y + dhzy.

Sea (z,y) € R2. Si (z,y) es un punto fijo de F, se debe cumplir que F(z,y) =
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(z,y), es decir

flz,y) =2
9(x,y) =y.

Lo anterior implica,
(1 + ah)x — bhxy = x;

(1 —ch)y + dhzy = y.
Reorganizando términos obtenemos:

(14 ah)x — x — bhxy = 0;

(1 —ch)y —y+ dhay = 0.

De lo anterior tenemos que:

ahx — bhxy = 0;

—chy + dhay = 0.
Factorizando x e y:

x(ah — bhy) = 0;

y(—ch + dhx) = 0.
Por lo tanto, tenemos dos casos:
Casol z=0yy=0.
Caso Il ah — bhy =0y —ch + dhxz = 0.

< e

Del segundo caso tenemos que r =% ey= 7. Porlo tanto los puntos fijos de la

d
funcién F = (f, g) son: (fl %) Anahcemos el tipo de estabilidad de estos

puntos fijos. Como
F(z,y) = ((1 + ah)x — bkxy, (1 — ch)y + dhxy),
la matriz Jacobiana es

1+ ah — bhy —bhx
dhy 1 —ch+ dhx

DF(z,y) =
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Asi que,
1+ ah 0
0 1—ch

DF(0,0) =
Encontremos los valores propios de la matriz DF(0,0). Para esto hacemos

1+ ah 0 10 1+ah — A\ 0
DF(0,0) — X = - A =
0 1—-ch 0 1 0 1—ch—M\

Ahora encontramos el determinante de DF(0,0) — AI. Dado que el determi-
nante de una matriz diagonal es el producto de sus componentes en su diagonal
principal:

det(DF(0,0) — AI) = (14 ah — A)(1 — ch — A).

Para encontrar los valores propios, igualamos el determinante a cero:

det(DF(0,0) — M) = 0;
(14 ah —A)(1—ch—\) =0.

De aqui obtenemos que
M=1+ah y I=1-—ch.

Por lo tanto, los valores propios de DF(0,0) son 1 + ah y 1 — ch. Dado que
a y h son parametros positivos, el modulo del primer valor propio es mayor que
1, mientras que el médulo del segundo es menor que 1. Por la Definicién el
origen es un punto hiperbdlico, mas aun, es un punto silla. En consecuencia el
origen es inestable.

Ahora evaluemos la matriz Jacobiana en el otro punto.

DF (=,5 L=
<3’6>_ adh 1
b

Nuevamente, encontremos los valores propios de la matriz DF ( ) Para esto

c a
d’ b
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hagamos

c a 1 bk 10 11—\ =beh
DF(—,—)—)\I: T I - d
d b adh g 0 1 adh )

b

Ahora calculamos el siguiente determinante

ca 1—X b
det(DF (8’6) —an=| N
adh _
Luego
coay 2 [ —bch adh
det(DF (d, b) M) = (1—\) ( =

= (1—X)?— (—cah®)
= (1 = \)? + ach®.

Igualando el determinante a cero:

(1 =X +ach® =0,
(1—X\)?*= —ach?,
1— X = +iVach?,

A=1=+iVach?.

Por lo tanto obtenemos que los valores propios son:
A =1+ihvac y Xy =1—ih/ac.

Dado que a, ¢ y h son parametros positivos los modulos de A\; y de Ay son
mayores que uno. Por el Teorema el punto (g, %) es una fuente. Para visualizar
este comportamiento, elijamos los valores numéricos 1+ah = 1.2, bh = 0.2, 1—ch =
0.8,dh = 0.2. El punto de equilibrio es (1,1). Comenzando en (xg,yo) = (1.3,1)

las dos poblaciones (ver Figura 4.2).
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Gréfico de x contra y con puntos de la orbita

Trayectoria

« Puntos de la drbita

® Condicion inicial (1.3, 1)
Punto de equilibrio (1, 1)

2.5

2.0

1.5

1.0 1

0.5 1

0.0

0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.2: Punto de equilibrio en R?

El punto de equilibrio (1, 1) estd marcado en negro. Observamos que las tra-
yectorias tienden a alejarse de este punto si la condicion inicial estd lejos de €1, lo
cual es consistente con la inestabilidad observada en el analisis de la matriz Jaco-
biana. La gréafica ilustra las oscilaciones de poblaciones de presas y depredadores
en el tiempo. A través de estos ciclos, podemos observar cémo las interacciones
entre las presas y los depredadores llevan a un equilibrio dindmico donde ambas

poblaciones oscilan de manera periddica.






Conclusiones

Este trabajo proporciona una introduccion a los sistemas dindmicos discretos
bidimensionales. A lo largo de esta tesis se presenta la teoria basica sobre modelos
dindmicos discretos bidimensionales asi como algunas de sus aplicaciones, inclu-
yendo los aspectos cuantitativos y los cualitativos. Se planteé una metodologia
para solucionar de forma analitica los sistemas dinamicos bidimensionales linea-
les, asi como la solucién y analisis de algunos problemas de areas como biologia y
ecologia. Esta parte estuvo basada en [?] y [29)].

Para el caso de los sistemas no lineales se revisaron conceptos fundamentales
que permiten un estudio cualitativo de dicho sistemas, como la estabilidad de
puntos fijos, asi como su clasificacién en sumideros, fuentes y puntos silla, que
permite analizar el comportamiento a largo plazo del sistema. Estos conceptos son
importantes para entender la dindmica de sistemas especificos. Dos de los sistemas
dinamicos bidimensionales revisados fueron el Mapa de Hénon y el modelo presa-
depredador consultados en [3] y [18], respectivamente.

Finalmente reservamos como trabajo a futuro un estudio mas riguroso del
analisis cualitativo de los sistemas bidimensionales discretos, ya que analizamos
unicamente una pequena parte de los numerosos conceptos que se pueden ocupar

para realizar un andlisis mejor.
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Apéndice A
Coeficiente de Restitucion

Una medida de la inelasticidad en una colisién frontal de dos cuerpos es el
coeficiente de restitucion e, definido como
vy —
e=-A_B (A.1)

Vg — Uy
donde vy — vy es la velocidad relativa de los dos objetos después de la colisién, y
vy — v’y es su velocidad relativa antes del choque. La interpretacién del coeficiente
de restitucién e es para una colisién perfectamente elastica, e = 1; en tanto que
para una colision completamente ineldstica, e = 0 [10], p. 243].

Supongamos que intentamos trazar la trayectoria de una pelota que rebota.
Ademas, con cada rebote, una pelota generalmente pierde parte de la energia que
tenia justo antes de ese rebote. Supongamos que la altura de la pelota es denotada
por s(t) entre dos rebotes consecutivos. Ademads, supongamos que dejamos que
So represente la altura inicial de la pelota cuando se deja caer (con una velocidad
inicial de 0). Como la pelota se deja caer verticalmente la tinica fuerza que actia
sobre esta es al peso, y dado que el peso es una fuerza conservativa la energia

mecanica es constante, esto es

1
E=F,= Ep—i—Ec:mgSg+§mv2,

donde E es una constante, E,,, E E. denotan la energia mecénica, la energia
s Lmy Lop c )
potencial y la energia conservativa, respectivamente. Por el principio de conser-

vacion de la energia se tiene que la energia mecanica de la pelota antes caer, y al



tocar al suelo es la misma, es decir

1 1
mgSp + §m0 =mg0 + imuf

1
mgSy = §muf

uy = 2950

Durante el impacto y el rebote, parte de la energia cinética se pierde debido a
diferentes procesos como deformaciones elasticas e analisticas, friccion, calor y
sonido. Estas pérdidas pueden modelarse con un coeficiente de restitucion e, que
determina la fraccién de velocidad conservada después del impacto. Por lo tanto
la velocidad de la pelota después del choque es vy = eu; [25].

La pelota asciende con una velocidad inicial vy, y alcanza una altura maxima S

que se calcula aplicando el principio de conservacion de la energia

1
§mvf = mgS

g_mt_uh_wd_ EeS) _ Lo
2mg  2g 2g 2g

Para el segundo rebote la velocidad de la pelota antes del choque con el suelo se

calcula aplicando el principio de conservacién de la energia

1
imug =mgS] us =+/29S5.

La velocidad de la pelota después del choque es vy = eus.
La pelota asciende con una velocidad inicial vy, y alcanza una altura maxima S

que se calcula aplicando el principio de conservacion de la energia
1
vag =mgSy Sy = €25 = elS,.

Siguiendo la misma idea después del choque n, la altura maxima que alcanza la
pelota es

Sn = ean(].
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Apéndice B
Ecuaciones diferenciales

Este apendice contiene informacién sobre conceptos bésicos en el drea de ecua-

ciones diferenciales.

Definicién B.1. Una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra de-

rivadas de una funcion desconocida de una o mas variables.

Ejemplos B.1. Ejemplos de ecuaciones diferenciales son los siguientes:

d
1. —y+3xy:0
dz

2.y =uxy
3.y +9y +x=10

Definicion B.2. Si una ecuacion contiene la derivada de una variable con res-
pecto a otra, entonces la primera se llama variable dependiente y la sequnda es

una variable independiente.

d
o +ky =0,
dz

x es la variable independiente, y es la variable dependiente y las constantes a

y k presentes en la ecuacion se denominan pardmetros o coeficientes.

Definicién B.3. Si la funcion desconocida depende sdlo de una variable (de tal
modo que las derivadas son derivadas ordinarias) la ecuacion se llama una ecua-
cion diferencial ordinaria. Sin embargo, si la funcion desconocida depende de
mdas de una variable (de tal modo que las derivadas son derivadas parciales) la

ecuacion se llama una ecuacién diferencial parcial.
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Ejemplos B.2. Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales son

los siguientes:

d
1. d—y +3xy = 0, es una ecuacion ordinaria donde x es la variable independiente
x

y y es la variable dependiente.

P ) . . :
9, ew)  w@y) _ 4 9y g una ecuacién parcial donde z, y son las variables
oz oy ) )

independientes y v es la variable dependiente.

Definicién B.4. Una ecuacion diferencial lineal de orden n en la variable
dependiente y y la variable independiente x es una ecuacion que puede expresarse

de la forma

d" dn! d
an(a:)ﬁ + an_l(x)w_?{ 4o al(ac)é + ag(a)y = b(z)
donde, para cada i € {0,...,n}, a;(x) y b(x) son funciones continuas de x en un
intervalo I. Si para cada i € {0,...,n}, a; es constante, decimos que la ecuacion

tiene coeficientes constantes, de lo contrario, tiene coeficientes variables.

Como caso particular, tenemos las ecuaciones diferenciales lineales de primer

y segundo orden.

Definicién B.5. Una ecuacion diferencial serd lineal de primer orden cuando su

ETpresion sea

d
al(:c)?y + apy = b(x).

Definicién B.6. Una ecuacion diferencial serd lineal de sequndo orden cuando
Su expresion sea
d’y dy
as(z)— + al(:r;)% + agy = b(x).

Las ecuaciones lineales admiten un tratamiento sistemético muy completo, y
para ellas es posible, encontrar férmulas que dan explicitamente todas las solucio-
nes [9]. Para un estudio detallado de la metodologia que se sigue para resolver las

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y orden superior, vea [22].
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