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Resumen

La transferencia de calor desempena un papel critico en diversas areas de la ingenieria,
puesto que esté presente en una gran variedad de sistemas, que abarcan desde refrigeradores
domésticos, intercambiadores de calor y vehiculos motorizados, hasta edificios, componentes
electronicos, sistemas biologicos y procesos industriales. La creciente necesidad de mejorar la
eficiencia de estos sistemas ha impulsado la implementaciéon de técnicas innovadoras, como
es el caso de los intercambiadores de calor, que en anos recientes han explorado disenos con
geometrias complejas al implementar medios porosos, como lo son las espumas metalicas de
alta conductividad. Gracias a su gran area superficial, los medios porosos pueden emplearse
tanto como aislantes térmicos como promotores de la transferencia de calor. La gran diver-
sidad de aplicaciones de estas estructuras ha convertido la transferencia de calor y masa a
través de medios porosos en un tema de intensa investigacion. Sin embargo, el anélisis de
estos sistemas presenta desafios significativos debido a la complejidad de su geometria. En
este contexto, el concepto de fractales y la geometria fractal ofrecen una herramienta valiosa
para caracterizar y modelar estas estructuras.

En el presente trabajo de tesis, se desarrolla un modelo para la descripcion de la transferen-
cia de calor bidimensional y transitoria al sustituir los operadores diferenciales convencionales
de la ecuacion de conduccion de calor por operadores fraccionarios del calculo fraccionario del
continuo fractal. Estos operadores vinculan el orden de derivacién con la dimensiéon fractal
del medio en donde ocurre la conduccién de calor, de tal forma que la informaciéon geométri-
ca del medio se incluye a través de parametros fractales. Su posterior soluciéon es realizada
con la metodologia del Elemento Finito, especificamente mediante la formulacion débil de
los residuos ponderados de Galerkin con funciones de forma triangulares particulares. Las
integrales resultantes se resolvieron analiticamente mediante cambios de variable y el uso de
las funciones especiales Gamma y Beta. Como resultado, se obtuvo una expresion general
para un elemento arbitrario del elemento maestro de la ecuacion de conduccion de calor frac-
cionaria. Los resultados obtenidos son significativos por su utilidad en la descripcion de la
conducciéon de calor a través de medios no homogéneos, permitiendo incorporar informacion

geométrica del medio para un andlisis més acorde con la realidad.
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Abstract

Heat transfer plays a critical role in various areas of engineering, as it occurs in a wide
range of systems, including domestic refrigerators, heat exchangers, motor vehicles, buildings,
electronic components, biological systems, and industrial processes. The growing need to im-
prove the efficiency of these systems has driven the implementation of innovative techniques,
such as heat exchangers that, in recent years, have explored designs with complex geometries
by incorporating porous media, such as high-conductivity metallic foams. Due to their large
surface area, porous media can be employed both as thermal insulators and as promoters
of heat transfer. The extensive range of applications for these structures has made heat and
mass transfer through porous media a subject of intense research. However, analyzing these
systems presents significant challenges due to the complexity of their geometry. In this con-
text, the concept of fractals and fractal geometry offers a valuable tool for characterizing and
modeling these structures.

In this thesis, a model is developed to describe two-dimensional and transient heat trans-
fer by replacing the conventional differential operators in the heat conduction equation with
fractional operators from the Fractional Calculus in Fractal Continuum. These operators link
the order of derivation to the fractal dimension of the medium where heat conduction occurs,
thereby incorporating the medium’s geometric information through fractal parameters. The
solution is achieved using the Finite Element Method, specifically through the weak formula-
tion of the Galerkin weighted residuals with specific triangular shape functions. The resulting
integrals were solved analytically by applying variable transformations and using the special
Gamma and Beta functions. As a result, a general expression was obtained for an arbitrary
element of the master element in the fractional heat conduction equation. The results are
significant for their utility in describing heat conduction in non-homogeneous media, allowing

the geometric information of the medium to be incorporated for a more realistic analysis.
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Aspectos preliminares

Planteamiento del problema

El calculo fraccionario (CF), introducido en el siglo XIX, ha experimentado un desarrollo
significativo en el siglo XX. Vinculado a la fisica, la relaciéon entre fractalidad y calculo frac-
cionario se estableci6 en 2005 |1, destacando la conexion esencial entre la dimension fractal
y el orden de derivada. Por otro lado, en la aplicaciéon de la ecuaciéon de calor en medios
porosos, enfrentamos un desafio. A diferencia de los medios homogéneos, esta ecuaciéon no
describe con precision la propagacion del calor en medios no homogéneos debido a la falta de

consideracion de la geometria del medio.

En el caso de la ecuacion de difusion de presion, se ha encontrado que, es posible aplicar el
célculo fraccionario del continuo fractal para medios porosos [2]. Por lo que, en este trabajo se
plantea adoptar una propuesta innovadora que implica reemplazar los operadores diferenciales
enteros en la ecuacion de calor con operadores fraccionarios. Este cambio se realizara como
parte de la metodologia del Método del Elemento Finito e incluiré los pasos de discretizacion
del dominio, la derivaciéon de ecuaciones para cada elemento de la malla y su resolucion. Este
abordaje busca superar las limitaciones de las formulaciones convencionales, avanzando hacia
una modelacion alternativa de la propagacion del calor en medios porosos, aprovechando el

potencial del cédlculo fraccionario del continuo fractal.

Justificacion

Los operadores diferenciales de orden entero se han aplicado bajo el supuesto de que el
medio es continuo y homogéneo. Sin embargo, en este trabajo se aborda la realidad de que
muchos sistemas son inherentemente discontinuos y no homogéneos, como ocurre en los me-
dios porosos. En consecuencia, se propone el uso del célculo fraccionario del continuo fractal

como una herramienta valiosa para incorporar informaciéon sobre la naturaleza compleja del
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medio. Este enfoque reconoce que las imperfecciones del medio pueden estar relacionadas con
el orden de derivacion a través de la dimension fractal, ofreciendo asi una perspectiva més

adecuada y precisa para describir sistemas reales.

Ademas, es importante destacar que este trabajo de tesis representa una contribucién im-
portante, ya que la metodologia de anélisis planteada no ha sido abordada anteriormente. La
aplicacion novedosa del calculo fraccionario del continuo fractal a un problema de relevancia
tedrica en la ingenierfa fisica refleja el cardcter innovador de este trabajo. Este tratamiento
busca llenar un vacio en la literatura cientifica, proporcionando una base sélida para futuras
investigaciones y destacando la importancia de considerar la naturaleza fractal en el anélisis

de sistemas fisicos complejos.

Hipétesis

Suponemos que al incorporar operadores fraccionarios en la modelacién de la ecuacion
de calor transitoria bidimensional, lograremos una descripcién méas precisa y adecuada de la

propagacion del calor en medios porosos.

Esta hipotesis se fundamenta en el hecho de que los operadores fraccionarios fueron desa-
rrollados teniendo en cuenta las caracteristicas geométricas del medio, lo que permite capturar
de manera més efectiva las complejidades asociadas con la geometria no homogénea de los
medios porosos. Se espera que este enfoque innovador, combinado con la metodologia de dis-
cretizacion del Método de Elemento Finito, mejore significativamente la capacidad predictiva
del modelo, proporcionando una herramienta mas robusta y precisa para simulaciones futuras

en entornos no homogéneos.

Objetivos

Objetivo general

Obtener el elemento maestro de la ecuacién de calor transitoria bidimensional mediante
el uso del calculo fraccionario del continuo fractal que emplea una métrica cuya funcién es

convertir un medio discontinuo en un medio continuo.



Objetivos especificos

» Estudiar y entender los conceptos fundamentales de la geometria fractal.

» Adquirir habilidades en el calculo fraccionario, centrandose en la aplicacion de opera-

dores diferenciales fraccionarios del medio continuo.

» Utilizar los conceptos adquiridos en el curso de Elemento Finito, en particular, aquellos

relacionados con el método de residuos ponderados de Galerkin.

Metas

» Formular la ecuacién de calor transitoria bidimensional en términos del método de

Galerkin, identificando los términos clave para su discretizacion.

» Realizar la discretizacion de la ecuacion de calor transitoria bidimensional en funciéon

de los términos obtenidos en el método de Galerkin.

s Obtener el elemento maestro de la ecuacion de calor transitoria bidimensional.
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Introduccion

La transferencia de calor ha sido convencionalmente modelada mediante la Ley de Con-
duccion de Fourier, propuesta por J. Fourier por primera vez en 1822, utilizando operadores
diferenciales de orden entero. Este enfoque ha sido efectivo, ya que la mayoria de los materia-
les de ingenieria se suponen isotrépicos y en muchos casos homogéneos, por lo tanto, poseen
propiedades uniformes en todas direcciones. No obstante, para materiales anisotrépicos y no

homogéneos, como los compuestos o materiales porosos, las propiedades pueden variar [3].

Por otra parte, los operadores diferenciales de orden entero consideran el supuesto de
que el medio al que son aplicados es continuo y homogéneo. Pero, ;qué sucede cuando se
quiere tomar en cuenta la naturaleza de un medio, por ejemplo, un medio poroso, que es
discontinuo y no homogéneo? La ecuacioén convencional de conduccién de calor no proporciona
una descripcion precisa de la propagacion de calor en medios no homogéneos, debido a que los
operadores diferenciales convencionales no toman en cuenta la geometria del medio poroso.
Aqui es cuando se resalta la importancia de emplear nuevas herramientas matematicas para

realizar la modelacion y explorar la solucion de problemas fisicos desde otro punto de vista.

Para abordar este problema podemos apoyarnos del Célculo de Orden Fraccionario (CF)
cuyos origenes se encuentran a finales del siglo XVII en la famosa pregunta realizada por
L’Hopital a Leibniz; “;Qué pasaria si n fuera %?” (pregunta obviamente inspirada en la
muy conocida notacion inventada por Leibniz para las derivadas), cuya respuesta de Leib-
niz a L’Hopital fue “Eso conducirda a una paradoja, de esta aparente paradoja, algin dia
se extraeran consecuencias utiles” [4]. Desde entonces, esta nueva rama de las matematicas
ha evolucionado significativamente gracias al desarrollo de diversos operadores fraccionarios.
Entre ellos destacan los operadores diferenciales e integrales de Riemann-Liouville publicados
en el siglo XIX y posteriormente, en el siglo XX, surgieron nuevas definiciones de operadores
fraccionarios, como los propuestos por Weyl, Riesz, Caputo, entre muchos otros [2|. Con el
transcurso del tiempo, se han presentado varias propuestas tanto en términos de operadores
fraccionarios y sus definiciones, como en cuanto a sus aplicaciones. Algunos ejemplos recien-
tes de aplicaciones incluyen trabajos en areas como la presion transitoria de flujos [5], la

propagacion de ondas sismicas [6] y la dindmica poblacional [7].



2 INTRODUCCION

El objetivo de este proyecto es incorporar caracteristicas de los sistemas reales, como dis-
continuidades e inhomogeneidades, mediante la aplicaciéon del calculo fraccionario del medio
continuo. Esta metodologia busca integrar informacién geométrica del medio, permitiendo
asociar las imperfecciones del sistema con el orden de derivacion a través de su dimension
fractal.

Adicionalmente, se planea aplicar la teoria de los residuos ponderados de Galerkin, un
método ampliamente utilizado en la discretizacion de ecuaciones diferenciales. La intencion
es emplear este enfoque en la ecuaciéon de conduccion de calor transitoria en dos dimensiones.
Al adoptar esta perspectiva, se busca superar las limitaciones inherentes a las formulaciones
que utilizan operadores diferenciales convencionales, avanzando asi hacia una modelacion mas

precisa de la transferencia de calor en medios no continuos.



Capitulo 1

Marco teoérico

1.1. Transferencia de calor

El calor se define como la forma en que la energia térmica es capaz de transferirse entre
sistemas debido a las diferencias en sus temperaturas. El estudio de la transferencia de calor
y masa constituye una disciplina fundamental que busca determinar la tasa o razon de trans-
ferencia de calor, es decir, la cantidad de calor transferido por unidad de tiempo durante un
proceso. Este campo tiene una amplia gama de aplicaciones, desde sistemas biol6gicos hasta
electrodomésticos, pasando por edificaciones residenciales y comerciales, procesos industria-
les, dispositivos electronicos y procesamiento de alimentos [3].

Aunque el calor es una sensacion intrinseca para los humanos al proporcionar una sen-
sacion de tibieza, no fue sino hasta mediados del siglo XIX que se alcanzé una comprension
fisica mas profunda de su naturaleza, gracias al desarrollo de la teoria cinética.

Los anélisis termodinamicos buscan determinar la cantidad de calor transferido mientras
los sistemas experimentan procesos, transitando de un estado de equilibrio a otro. La trans-
ferencia de energia en forma de calor ocurre siempre desde un medio con una temperatura
mas elevada hacia otro con una temperatura méas baja. Este intercambio cesa cuando ambos

medios alcanzan la misma temperatura, es decir, alcanzan el equilibrio [3].

1.1.1. Mecanismos de transferencia

El calor se puede transferir mediante tres modos distintos: conduccion, conveccion y ra-

diacion.
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Conducciéon

La conduccién se define como la transferencia de energia provocada por las interacciones
entre particulas, moviéndose desde las particulas mas energéticas de una sustancia hacia las
adyacentes menos energéticas. En el caso de gases y liquidos, la conducciéon resulta de las
colisiones y la difusion de moléculas en su movimiento aleatorio. En cambio, en sélidos, se
debe a la combinaciéon de las vibraciones de las moléculas en una reticula y al transporte de
energia por parte de los electrones libres.

La velocidad o tasa de conduccién de calor a través de un medio puede depender de la
configuraciéon geométrica, el espesor y el material del mismo, asi como de la diferencia de
temperatura a través de él [3]. La ecuacion que describe la tasa de transferencia de calor por

conduccion se presenta en la seccion

Conveccién

La transferencia de calor por conveccién ocurre entre una superficie sélida y un fluido
(liquido o gas) adyacente en movimiento, combinando los efectos de la conduccion y el flujo
del fluido. Cuando no hay movimiento significativo en el fluido, la transferencia de calor se
reduce a conducciéon pura. Sin embargo, la presencia de un movimiento masivo del fluido
incrementa la transferencia de calor. Cuanto més rapido sea ese movimiento, mayor sera la
transferencia de calor, aunque también complicara la determinacién de las razones detras de
esta transferencia [3].

Cuando el fluido involucrado se hace fluir sobre la superficie mediante medios externos
como un ventilador, este proceso se conoce como conveccidén forzada. Por otro lado, si el
movimiento del fluido se debe a las fuerzas de empuje inducidas por las diferencias de densidad
causadas por la variacion de temperatura en ese fluido, la conveccion es llamada conveccion
natural o libre [3].

A pesar de las complejidades asociadas con la conveccion, la velocidad de transferencia
de calor por este medio es proporcional a la diferencia de temperatura entre la superficie y

el fluido, y se expresa mediante la ley de enfriamiento de Newton como

Qcom} = hAs<Ts - Too); (11)

en donde h es el coeficiente de transferencia de calor por conveccion, A, es el area superficial a
través de la cual se lleva a cabo la transferencia de calor, T es la temperatura de la superficie

y T es la temperatura del fluido a una distancia suficientemente alejada de la superficie [3].

Radiacién

A diferencia de los mecanismos anteriores, en los cuales la transferencia de energia ocurre
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a través de un medio material, el calor también puede transmitirse en regiones donde existe
el vacio perfecto mediante el mecanismo de radiacion electromagnética [8]. La radiacion se
manifiesta como energia emitida por la materia en forma de ondas electromagnéticas (o
fotones), resultado de cambios en las configuraciones electronicas de los atomos o moléculas.
Este método de transferencia es el mas rapido y no sufre atenuacion en el vacio [3].

Cuando una superficie de emisividad e, area superficial A, y temperatura T, estd com-
pletamente rodeada por una superficie mucho mas extensa con temperatura 7,4, y ambas
estan separadas por un gas que no interfiere con la radiacion, la tasa neta de transferencia

de calor por radiacion entre ellas se describe mediante:

Qrad = GUAS(T; - T;lred)7 (12)

donde o = 5,67 x 1078W/m? - K* es la constante de Stefan-Boltzmann [3).

1.2. Ecuacion de conduccion de calor

La transferencia de calor presenta tanto direcciéon como magnitud. En términos generales,
la conducciéon de calor en un medio es tridimensional y dependiente del tiempo, con la tem-
peratura variando en funcién de la posicion y el tiempo T = T'(z,y, 2z,t). La conducciéon es
estacionaria cuando la temperatura no cambia con el tiempo, y no estacionaria o transitoria
cuando si lo hace. La conduccion de calor es unidimensional cuando la transferencia de calor
por conduccion es significativa solo en una dimension y despreciable en las otras dos direccio-
nes primarias, bidimensional cuando la conduccién en la tercera dimension es despreciable,
y tridimensional cuando la conduccién es significativa en todas las dimensiones |[3].

La tasa de conduccion de calor a través de una capa plana es proporcional a la diferen-
cia de temperatura a través de ella y al drea de transferencia de calor, pero inversamente

proporcional a su espesor; es decir,

: dT
Qeona = —kAT (13)
En esta ecuacion, la constante de proporcionalidad k representa la conductividad térmica
del material, la cual mide la capacidad de un material para conducir calor. Esta férmula
sigue la Ley de Fourier de la conducciéon de calor, nombrada en honor a Joseph Fourier,
quien la introdujo por primera vez en su obra sobre transferencia de calor en 1822. Aqui,
dT'/dx representa el gradiente de temperatura, es decir, la razon de cambio de temperatura
con respecto a la posiciéon x.

Es crucial destacar que el signo negativo en la ecuacion asegura el cumplimiento del segun-
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do principio de la termodinamica, indicando que el calor fluye de un medio con temperatura
més alta hacia otro con temperatura mas baja. De esta manera, la transferencia de calor en

la direccién + x se representa como una cantidad positiva [3] [8].

La ecuacion ((1.3)) representa la relacion matemaética para la transferencia de calor unidi-

mensional. Una expresion méas detallada y completa es:

o ( or T
O (GO . 0T 1.4
oz (kax) T Cgen = PO F (14)

donde p es la densidad del material, C' el calor especifico y €g4e, la velocidad constante de
generacion de calor por unidad de volumen. La ecuacion [I.4] se aplica en casos donde la
conductividad térmica k es variable, generalmente dependiendo de la temperatura 7"y, por
ende, de la posicion z, por lo que no se puede extraer de la derivada. Sin embargo, en la ma-
yoria de las aplicaciones practicas se puede suponer que la conductividad térmica permanece

constante en algin valor promedio. Para este caso, la ecuacion se reduce a

T égen 10T

wt T T aar (1.5)

donde a = k/pC es la difusividad térmica del material y representa la velocidad con que se
propaga el calor a través del mismo. Esta ecuacion puede simplificarse a diversas formas bajo

condiciones especificas, las cuales se detallan a continuacion:

A>T ¢

Régi taci io: — + -0 1.6

égimen estacionario 12 I (1.6)
d*T 10T

Régi t itorio, si ion de calor: —_—=—— 1.7
égimen transitorio, sin generacion de calor 2 oo (1.7)
. . L . d*T

Régimen estacionario, sin generaciéon de calor: i 0 (1.8)

x

La mayoria de los problemas relacionados con la transferencia de calor que se encuentran
en la practica se pueden aproximar como unidimensionales. No obstante, esta aproximacion
no siempre es valida y en algunas situaciones es necesario considerar la transferencia de calor
en otras direcciones. En tres dimensiones, utilizando coordenadas rectangulares, la ecuacion

general de conduccion de calor es:
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o (, 0T o (,o0r o (, 0T : or
% (k%> + a—y (k’a—y) + & (k’&) + €gen = pcau (19)

que para el caso de conductividad térmica constante se reduce a

T PT T égen 10T
= —— 1.1
02 + 0y? + 022 + k a Ot (1.10)

La ecuacion ([1.10)) se conoce como ecuacion de Fourier-Biot y, en condiciones especificas,

se reduce a las siguientes formas:

» Régimen estacionario: (ecuacion de Poisson)

2T T 0T éyen
T T 0T by _

1.11
ox? * 0y? + 0722 k (L.11)
» Régimen transitorio, sin generacion de calor: (ecuacion de difusion)
T o*r o9*r 10T
=—— 1.12
0x? + 0y? + 0z2 a Ot ( )
» Régimen estacionario sin generacion de calor: (ecuacion de Laplace)
o*r  9*r 0T
=0 (1.13)

222 T ap T oz

Para el estudio planeado en este trabajo de tesis, se abordara el régimen transitorio sin

generacion de calor en dos dimensiones, lo que conduce a la siguiente ecuacion

T T 10T

o2 T e ot (1.14)

Para concluir con esta seccion, es relevante senalar que los operadores diferenciales em-
pleados para modelar la ecuacién de conduccion de calor, que incluyen derivadas parciales

en el tiempo y el espacio, son de orden entero.

1.3. Condiciones iniciales y de frontera

Las ecuaciones de conduccién presentadas fueron obtenidas mediante la aplicacién de un
balance de energia en un elemento diferencial dentro del medio y permanecen inalteradas

independientemente de las condiciones térmicas en las superficies del medio. Esto implica
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que las ecuaciones diferenciales no incorporan informaciéon sobre las condiciones en las su-
perficies. Sin embargo, el flujo de calor y la distribucion de temperatura en el medio estan
intrinsecamente vinculados a las condiciones en las superficies.

Para describir completamente un problema de transferencia de calor en un medio, es fun-
damental establecer las condiciones térmicas en sus superficies. La formulacién matemaética
de estas condiciones en los limites del dominio se conoce como condiciones de frontera. Por
lo tanto, es necesario establecer condiciones especificas. Al imponer estas condiciones y forzar
que la solucion las satisfaga en puntos especificos, las constantes arbitrarias tomaran valores
tnicos, asegurando asi una solucién tnica. Para lograr esto, es crucial especificar dos condi-
ciones de frontera para cada direccion del sistema de coordenadas en el cual la transferencia
de calor es significativa [3].

La condiciéon térmica que generalmente se establece en un instante ¢ = 0 se conoce como
condicidn inicial. Esta condicién inicial es una expresion matematica que describe la distri-
bucién inicial de temperatura en el medio. A diferencia de las condiciones de frontera, solo se
requiere una condicién inicial para un problema de conduccién de calor, independientemente
de las dimensiones, ya que, la ecuacién de conduccion es de primer orden en el tiempo. Es
importante destacar que en condiciones estacionarias, donde la ecuacién de conduccién no
involucra derivadas temporales, no es necesario especificar una condicion inicial [3].

Antes de analizar los tipos de condiciones de frontera en problemas de conducciéon dentro
del contexto de la transferencia de calor, es importante analizar los tipos de condiciones
de frontera generales que surgen cuando uno trata con ecuaciones diferenciales. Como ya
se menciond, cuando se trabaja con ecuaciones que modelan fendémenos de equilibrio, es
importante complementar con condiciones de frontera que se imponen en los limites del
dominio de interés, que en circunstancias favorables servirdn para hallar una solucién tnica.
A esta combinacién de una ecuacion diferencial con sus condiciones de frontera adecuadas
se le llama problema de wvalor de frontera y existen tres clases principales que surgen en la

mayoria de aplicaciones de acuerdo con el tipo de condicion de frontera que tenga [9):

» La condicion de frontera de Dirichlet (o de primer tipo), nombrada en honor
al analista del siglo XIX Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, especifica el valor de
la solucion a lo largo de la frontera del dominio. El hallar soluciones a una ecuacion
diferencial con este tipo de condicién de frontera se denomina problema de valor de
frontera de Dirichlet.

» La condicion de frontera de Neumann (o de segundo tipo), nombrada en honor
a Carl Gottfried Neumann, especifica el valor de la derivada normal de la solucién a

lo largo de la frontera del dominio. Resolver ecuaciones diferenciales con este tipo de
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condiciones se denomina problema de valor de frontera de Neumann.

» La condiciéon de frontera mixta define el valor de la funciéon a lo largo de una parte
de la frontera, mientras que define el valor de la derivada normal a lo largo del resto de

ella, lo que da como resultado a un problema de valor de frontera mizto.

Por otra parte, en el ambito de la transferencia de calor, las condiciones de frontera
encontradas con mayor frecuencia en casos de conduccion son las de temperatura especifica y

flujo de calor especifico.

1.3.1. Condicién de frontera de temperatura especifica

La temperatura de una superficie expuesta es comtunmente medible directa y facilmente,
razon por la cual una de las formas mas sencillas de especificar las condiciones térmicas en una
superficie es mediante la temperatura. En el contexto de la transferencia unidimensional de
calor a través de una pared plana con espesor L , las condiciones de frontera de temperatura

especifica pueden expresarse como:
T(0,t) =11, (1.15)

T(L,t) =Ty, (1.16)

donde T} y T5 son las temperaturas especificas en las superficies en x = 0 y x = L, respecti-
vamente. Las temperaturas especificas pueden ser constantes, como en la conduccién estable
de calor, o pueden variar en el tiempo [3|. Esta es una condicion de frontera de Dirichlet o

de primer tipo.

1.3.2. Condicién de frontera de flujo especifico de calor

Cuando se dispone de suficiente informacion sobre las interacciones de energia en una
superficie, puede ser posible determinar la velocidad de transferencia de calor y, por ende, el
flujo de calor especifico ¢ (velocidad de transferencia de calor por unidad de area superficial,
en W/m?) sobre dicha superficie. Esta informacién puede emplearse como una condicién de

frontera. Esto se expresa mediante la ley de Fourier de la conducciéon de calor como:

orT
] = —k—. 1.17
q o (1.17)
Asi, se obtiene la condicién en una de las fronteras, al hacer el flujo especifico igual a
—k(0T/0z) en esa frontera. Este es un caso de condiciéon de frontera de Neumann o de

segundo tipo.
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1.4. Geometria fractal

La geometria fractal es una teoria matematica moderna dedicada al estudio de objetos
geométricos complejos que son auto-similares, o dicho de otra forma, que son similares a
distintas escalas. Este nuevo tipo de geometria tuvo sus origenes a finales del siglo XIX cuando
diversos mateméticos como Cantor, Peano, Koch, Hausdorff, Besicovitch, entre muchos otros,
comenzaron a dudar de los principios de Euclides para obtener una comprension correcta de
lo irregular y fragmentado bajo la definicién de la dimensiéon como nimero de coordenadas
[10]|11]. El matematico Georg Cantor fue el primero que realiz6 un analisis riguroso en una
carta enviada a Dedekind en 1877, luego fue seguido por el matematico Peano hacia 1890, y
los tltimos pasos que dieron origen a la geometria fractal fueron realizados alrededor de la
década de 1920 por los matematicos Hausdorff y Besicovitch.

A los objetos estudiados por esta geometria se les denominaba “monstruos matemdticos”,
pero todo cambiaria en 1975 cuando el matematico francés Benoit B. Mandelbrot asoci6 a
estos objetos el nombre de fractal en su obra “La geometria fractal de la naturaleza” |10].
El término fractal proviene del adjetivo latino fractus, que ademéas de fragmentado o roto,
también significa irregular.

Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura bésica es irregular o fragmentada
y se repite a diferentes escalas. Sus caracteristicas fundamentales son la auto-similitud vy,
en la mayoria de los casos, poseen una dimension no entera (fraccionaria). Ademas, estos
objetos son demasiado irregulares para ser descritos con términos geométricos tradicionales,
se definen por medio de algoritmos recursivos, es decir, procesos de repeticion; tienen detalle

a toda escala, no son diferenciables y poseen longitud infinita [5]| [12].

1.5. Dimension

Dentro de la geometria fractal es necesario emplear distintos conceptos de dimensién, como
lo son: la dimension euclidiana, dimension topologica, la dimension de Hausdorff-Besicovitch,
también conocida como dimensién fractal y la dimension de conteo de cajas. Estos conceptos
son necesarios para brindar la definicion matemética de lo que es un fractal y a su vez dan

lugar a sus principales caracteristicas.

1.5.1. Dimension euclidiana

“La dimension euclidiana Dg es simplemente el nimero de coordenadas necesarias para
especificar a un objeto” |13]|. Bajo esta vision, un punto no tiene tamano, por lo que se le

asigna dimension nula o cero; una linea solo tiene longitud, teniendo asi dimensién uno; un
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plano tiene dimension dos y la dimension de un cuerpo solido, como un cubo, es tres. Como
se ve, los tnicos valores en la dimension euclidiana son los valores enteros 0, 1, 2 y 3; esto
representa una considerable abstraccion de la realidad, por lo que la geometria euclidiana no

logra captar la esencia de las formas irregulares [14].

1.5.2. Dimensién topologica

La topologia es una rama de las matematicas desarrollada en el siglo XX que aborda la
forma de los objetos desde un punto de vista cualitativo, ya que se encarga de estudiar las
maneras en que estos se pueden distorsionar sin perder sus caracteristicas esenciales. A las
transformaciones que deforman a los objetos y que mantienen invariantes a sus caracteristicas
y rasgos esenciales se les llama homeomorfismos |13]. Una caracteristica que se mantiene
invariante ante deformaciones como dobleces, estiramientos y compresiones es la dimension
topolégica del objeto.

“La dimension topoldgica deriva de la capacidad de cubrir a un objeto con conjuntos de
radio pequeno” [13]. Esta dimension, denotada por Dr, se puede definir matematicamente

con la expresion:
Dr=D.+1

Donde D. es la dimensién de corte, que es la dimensiéon de los subconjuntos necesarios
para desconectar el espacio [15].La dimension topologica siempre toma valores enteros y

usualmente tiene el mismo valor que la dimension euclidea [16].

1.5.3. Dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch

Las dimensiones definidas anteriormente no son adecuadas para describir a los fractales
y mucho menos compararlos y clasificarlos, ya que sus definiciones estan planteadas para
objetos regulares con estructura homogénea y no toman en cuenta la naturaleza no entera
y altamente irregular de los fractales. No obstante, en la actualidad existen distintas defini-
ciones de dimension que nos pueden ayudar a definir dimensiones fractales D. Una de estas
definiciones y también una de las mas importantes para clasificar fractales es la dimension
de Hausdorff-Besicovitch, llamada asi en honor al matematico aleman Félix Hausdorft que
la introdujo en 1919 y al matemaético ruso Abram Besicovitch que le dio su forma final. Su
importancia recae en que Mandelbrot se apoy6 en esta dimensiéon para definir un fractal.

La dimension de Hausdorff-Besicovitch es una medida de la complejidad y rugosidad de
un cuerpo, cuantifica hasta que punto un objeto ocupa el espacio en el que estd inscrito,

ddndonos asi una idea de su extension real en espacio |12].
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Un objeto auto-similar, como ocurre con un fractal, estd compuesto por copias de si
mismo, lo que permite descomponerlo en N partes relacionadas con el todo mediante una
transformacion de semejanza con razén r, conocida como razéon de homotecia o razéon de
similitud. A partir de esta propiedad, la expresion matematica de la dimensiéon de Hausdorft-

Besicovitch, denotada como Dy, se expresa como [17]:

_ logN
21 1og (3)

Donde N es el nmero de copias de si mismo.

(1.18)

Una vez definida la dimension de Hausdorff-Besicovitch, podemos presentar una definicion

mas rigurosa que es brindada por el mismo Mandelbrot:

“Un fractal es, por definicion, un conjunto cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch es
estrictamente mayor que su dimension topologica. Los conjuntos con D no entera son
fractales”|10]

A la dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch también se le llama dimension fraccionaria y para
Mandelbrot esta es la dimension fractal Dy, cabe agregar también que algunos fractales si
pueden tomar valores de D enteros (menores que la dimension euclidiana pero estrictamente
mayores que D) [10].

En los casos practicos de la vida real, asi como en la naturaleza, es comin encontrar
estructuras u objetos que, a pesar de mostrar cierta irregularidad, no son autosimilares en
todas las escalas. Esto implica que la dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch, basada en la auto-
similitud perfecta de los fractales, no sea del todo adecuada para describir dichos objetos. En
consecuencia, esta dimension no resulta del todo ttil para los ingenieros o cientificos cuando
se busca cuantificar la complejidad de objetos fractales que no presentan una auto-similitud

idealizada.

1.5.4. Dimensién de conteo de cajas

El calculo de la dimension fractal por medio del método de conteo de cajas es uno de los
mas empleados en las ciencias, ya que tiene un proceso sisteméatico que se puede aplicar bési-
camente a cualquier forma. El método consiste en cubrir al objeto de estudio con elementos
o cajas con longitud de lado ¢, la dimensién euclidiana de estos elementos puede ser mayor o
igual a la dimension del objeto que se desee examinar; por ejemplo, para recubrir un segmento
de linea se pueden emplear pequenos segmentos de recta, cuadrados e incluso cubos. Existen

3 métodos populares para cubrir un objeto, para ilustrarlos emplearemos como ejemplo la
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curva de la linea costera en alguna parte de México empleando cajas y circulos como se mues-
tra en la Figura[[.I] Una forma es pegar las cajas una contra otra para obtener la cantidad
minima necesaria para cubrir la curva, otra forma es usar una malla de cajas regulares y
contar el namero de cajas N que contienen partes de la curva por cada lado de longitud 0 y
la tltima es colocar circulos de didametro ¢ de tal forma que se tenga el cubrimiento minimo

de la curva.

Linea costera

Figura 1.1: Ejemplos de la aplicaciéon del método de conteo de cajas para
calcular la dimension fractal [13].

El nimero de “cajas” N requeridas para cubrir al objeto se relaciona con § a través de la
dimension de conteo de cajas, Dg. Volviendo al ejemplo de un segmento de linea de longitud
unitaria, el ntimero de elementos para cubrirla viene de Nd = 1, entonces N = 1/§'. Notese
que el exponente de ¢ es independiente de la dimension de los elementos de cobertura, de
hecho, esta es la dimension de conteo de cajas Dp del objeto estudiado. Para generalizar, se
renombran a todos los elementos de cobertura por hipercubos, de tal forma que el volumen
de un hipercubo de 1D es una longitud, el volumen de un hipercubo de 2D es un area,
el volumen de un hipercubo de 3D es un volumen, y el volumen de un hipercubo de 4D
es un hipervolumen 4D, etc. Con esto, tenemos que la formulaciéon de Dpg para objetos de
hipervolumen unitario es:

log (N)

B= ————

log (1/9)

La expresion general de la dimension de conteo de cajas Dg de un objeto con hipervolumen
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V* distinto a la unidad es:

_ log (N) — log (V*)

D log (1/9)

(1.19)

1.6. Auto-similitud

Como ya se ha mencionado, una de las caracteristicas mas importantes en los fractales,
ademés de generalmente tener dimension fraccionaria, es la auto-similitud o auto-semejanza.
De acuerdo con Mandelbrot “Un fractal que sea invariante por la transformacion geométrica
de semejanza, en el sentido ordinario, se dice auto-semejante”; o dicho en otras palabras, un
objeto presenta auto-similitud cuando sus partes tienen la misma forma o estructura que el
todo al ser visto a diferentes escalas [10]. En los objetos fractales es posible distinguir dos

clases de auto-similitud:

1.6.1. Auto-similitud exacta

La auto-similitud exacta se presenta cuando los objetos conservan la misma forma si se les
observa en diferentes escalas, por lo cual, este tipo de auto-similitud es sumamente restrictiva.
Un ejemplo de esto se ilustra en la Figura[I.2] donde se muestra el fractal conocido como curva
de Koch, con los cuadrados azules es facil apreciar que al cambiar la escala un niimero infinito

de veces seguira observandose una copia de si mismo.

-~

r\..?m“{.n nfnz.n.

Figura 1.2: Curva de Koch, como ejemplo de auto-similitud exacta.

1.6.2. Auto-similitud estadistica

Esta clase de auto-similitud es menos restrictiva, pues solo exige que las caracteristicas
o medidas, ya sean numéricas o estadisticas, se mantengan con los cambios de escala. Un
ejemplo de esto es el grado de rugosidad en la silueta de montanas o en los limites de las
nubes, como se ilustra en la Figura [1.3] [13]



1.7. TIPOS DE FRACTALES 15

Figura 1.3: Los limites de las nubes presentan solo auto-similitud
estadistica.

1.7. Tipos de fractales

La geometria fractal no es una idea abstracta, sino que también se asocia a objetos en
la naturaleza que a menudo tienen propiedades fractales . Tales objetos pueden ser
identificados en cualquier parte del mundo natural, como en arboles, rayos, nubes, monta-
nas e incluso en nuestro cuerpo en la forma de nuestros alvéolos o en las redes neuronales.
Debido a esto, es posible distinguir a los fractales en dos clases: los fractales matematicos (o

geométricos) y los fractales naturales (o aleatorios).

1.7.1. Fractales matematicos

Los fractales matemaéticos son construidos mediante procesos iterativos o recursivos, lo
que provoca que su estructura se repita a cualquier escala de longitud, teniendo asi auto-
similitud exacta. Algunos ejemplos de estos fractales son el conjunto de Cantor, el copo de

nieve de Koch, las figuras de Sierpinski y la esponja de Menger, entre muchos otros.
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Conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor es un fractal compuesto por un conjunto infinito de puntos dentro
del intervalo |0,1]|. Fue creado por el matemético aleman Georg Cantor, quien lo present6 por
primera vez en 1883 sin siquiera imaginar que cien anos después apareceria por todas partes,
pues fue uno de los primeros fractales en mostrar su utilidad cuando sirvié como modelo
en la aparicion de ruido en determinadas lineas de transmision en sistemas de comunicacion
digital [19].

La construccion del conjunto de Cantor se realiza de forma recursiva, de modo que se

sigue el siguiente procedimiento:
1. Tome una recta de longitud unitaria.
2. Seccione la recta en tres partes idénticas y extraiga la seccién central.

3. Seccione nuevamente los segmentos de recta generados en tres partes y retire la parte

central.

4. Siga seccionando y retirando la parte central indefinidamente.

Figura 1.4: Conjunto de Cantor.

El resultado se muestra en la Figura cabe recalcar que el conjunto de Cantor es
dificil de ilustrar, ya que, de tan fino y disperso que se hace con cada iteracion, se vuelve
invisible, por esta razén también es conocido como Polvo de Cantor. Su dimension fractal (de
Hausdorff-Besicovitch) es D = log(2)/log(3) ~ 0,6309, “es mds que una coleccion de puntos,

pero menos que una linea” [12].

Copo de Nieve de Koch

El copo de nieve de Koch fue construido por el matematico sueco Helge von Koch en 1904.

Su construccion parte de un triangulo equilatero, este objeto inicial es llamado iniciador;
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luego al centro de cada arista se anade otro triangulo equilatero tres veces menor y sin la
base, a esta parte se llama generador; el proceso se repite indefinidamente. La curva seria
indibujable, a pesar de ello, en la Figura (a) se muestran los primeros cuatro pasos de su

construcciéon y en la Figura (b) se muestra una concepcion artistica de este fractal.

Generador

Paso 1
Iniciador
Paso 3
Paso 2
(@)

Figura 1.5: Copo de Nieve de Koch: (a) primeros 4 pasos de su proceso
de construccion [12], (b) concepcion artistica [20].

pre

(b)

Figuras de Sierpinski

Otros fractales clasicos son las figuras que introdujo el matematico polaco Waclaw Sier-
pinski en 1916. Una de ellas es el tridngulo de Sierpinski y es el resultado de seccionar a
todas las escalas un triangulo equiladtero en 4 mas pequenos cuyas aristas son de la mitad
del tamano que el original; posteriormente, se extrae la secciéon central. La dimension de
Hausdorff-Besicovitch de este fractal es D = log(3)/log(2) ~ 1,584 [12]. En la Figura [L.€] se

muestran los primeros 5 pasos de su construccion.

Asi como se construye el tridngulo de Sierpinski, es posible hacer lo analogo aplicado a
un cuadrado para construir la alfombra de Sierpinski. Para ello se hace una iteracion que
consiste en seccionar un cuadrado en 9 partes iguales, de forma que cada arista sea de un
tercio del lado original y que cada nuevo cuadrado tenga un noveno de su érea; después se
procede a eliminar el cuadrado central. En la Figura se ilustran los primeros 3 pasos de la
construccion de la alfombra de Sierpinski; al seguir con los pasos hasta el infinito, se obtiene

un objeto fractal con dimension D = log(8)/log(3) ~ 1,893.
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Figura 1.7: Construcciéon de la alfombra de Sierpinski |\

Esponja de Menger

Como tltimo ejemplo, tenemos al objeto fractal llamado esponja de Menger, construido
por Karl Menger en 1926 y que esta estrechamente relacionado con la alfombra de Sierpinski.
Este objeto, a diferencia de los anteriores que son construcciones en linea como el caso del
polvo de Cantor o en el plano como el caso del copo de nieve de Koch, esta construido en el
espacio tridimensional como se muestra en la Figura[[.8| El iniciador de la esponja de Menger
es un cubo y el generador, es decir, la primera iteracién que nos lleva al objeto fractal, consiste
en perforar un segmento cuadrado al centro de las caras del cubo. Ahora se tienen 20 cubos
de menor tamano y el mismo proceso de perforado se repite sobre cada uno de ellos hasta el
infinito. Su dimension fractal es D = log(20)/log(3) ~ 2,7268 [13].

Iniciador Generador

Figura 1.8: Construcciéon de la esponja de Menger |\
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1.7.2. Fractales naturales

Los fractales naturales, también llamados pre-fractales o fractales fisicos, se diferencian
de los matemaéticos en que no son exactamente autosimilares, sino solo en forma estadistica.
En geometrias naturales, como por ejemplo caracoles, ramificaciones de arboles y plantas
como helechos, se observa fractalidad dentro de un determinado rango de escala, definido
por valores conocidos como limites de corte de auto-similitud superior e inferior. Fuera de
estos limites, el objeto no exhibe comportamiento fractal [11]. La Figura ilustra algunos

ejemplos de fractales naturales donde es evidente la auto-similaridad estadistica.

Figura 1.9: Fractales naturales: (a) un helecho cuyas hojas son
auto-similares al todo [18|, (b) brdcoli romanesco, hibrido entre un brocoli
y una coliflor y (c) sistema venoso y arterial del rinon de un niﬁo.

Para finalizar, es importante mencionar que los medios que se plantean modelar en el

trabajo de tesis son fractales naturales (por ejemplo, medios porosos).
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Capitulo 2

Calculo fraccionario y modelo del

continuo fractal

El célculo fraccionario es una rama del Analisis matemético que surge de una idea fun-
damental: al igual que una funcién puede derivarse o integrarse un ntimero entero de veces,
es posible hallar su derivada de orden 1/2 o su integral m-ésima. De esta manera, surgen
los operadores diferenciales e integrales de orden racional, real, complejo e incluso varia-
ble. Aunque el calculo fraccionario dio sus primeros pasos de la mano de Leibniz a finales
del siglo XVII, no fue hasta la década de los setenta del siglo pasado cuando se convirtié
en objeto de conferencias especializadas, tratados y articulos académicos intensivos. Hasta
tiempos recientes, la reputacion del calculo fraccionario era la de ser una teoria matematica
sin aplicaciones practicas; sin embargo, en las dltimas décadas, ha experimentado una gran
actividad de investigacion y se ha encontrado aplicacion en diversas areas cientificas [23].

De los trabajos de matemaéticos como Liouville y otros, surgieron las integrales y derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville (1870-1884). Otras formulas integro-diferenciales notables
incluyen la integral fraccionaria de Weyl (1917), la integral fraccionaria de Riesz (1936) y
la derivada fraccionaria de Caputo (1967) |23|. Estas son solo algunas de las definiciones de

operadores entre las numerosas que existen.

2.1. Algunos operadores fraccionarios

2.1.1. Operadores de Riemann-Liouville

Sea 2 = [a,b](—0c0 < a < b < o0) un intervalo finito sobre el eje real R. Las integrales

fraccionarias de Riemann-Liouville I$, f y I}* f de orden a € C(R(«) > 0) son definidas por

21
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(T2 ) () = o (la) / ’ o / (tt))l_adt (@ > a;R(a) > 0) (2.1)
y
(I f)(x) = F(la) /x i _fg))l_adt (x < b;R(a) > 0). (2.2)

['() representa la funcion Gamma (véase apéndice [A]). A estas integrales se les llama
integrales fraccionarias por el lado izquierdo y por el lado derecho respectivamente. Algunas
observaciones son que en la notacién integral I f, se especifica el limite inferior de integra-
cion a, afuera del intervalo [a, b] se considera que la funcion se anula; es decir, que toma valor
constante 0. La funciéon Gamma I' esté definida en todo el plano complejo a excepciéon de los

enteros negativos. De aqui, la exigencia f(a)) > 0.

Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville D¢, f y Dt f de orden o« € C(R(cr) = 0)

estan definidas por

N S A N C () .
(Da—i- )(.’L’) T F(n—a) (dl‘) /0: (x_t)a,,ﬁ,ldt ( > ) (23)

y
1 d\" [ f@)
Dy == |- ——————dt b 2.4
D@ = o () [t @<h 2
d n
donde n = R(a)] + 1y <d_) es la n-ésima derivada usual. Notese que cuando « es un
T

numero natural, se tiene n = o+ 1 y la derivada fraccionaria coincide con la derivada usual.

2.1.2. Derivada fraccionaria de Caputo

El operador diferencial de Caputo emplea condiciones iniciales de orden entero, que son
fisicamente interpretables, a diferencia de los operadores de Riemann-Liouville en las que
surge el problema de trabajar con condiciones iniciales de orden fraccionario. Debido a esto,
la definicion del operador diferencial de Caputo brindé un notable avance practico en el
estudio de fenémenos fisicos.

Sea o € C(R(a) 20) y f € AC™[a,b](—00 < a < b < o0) con n = [R(a)]+ 1 (se denota
por AC™ al espacio de funciones de valor complejo f(x) que tienen derivadas continuas hasta

de orden n — 1 en [a, b]). La derivada fraccionaria de Caputo de orden « de f se define por

C 1 AN T M)
DN = e ( dx) / et (2.5)
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donde f™ es la n-ésima derivada usual de f.

Al tratar con el calculo de orden fraccionario surge naturalmente una pregunta: ;cual
podria ser su significado fisico? Un paso que arrojé luz sobre esta cuestion fue dado por
Tarasov en el ano 2005, al proponer que la integraciéon fraccionaria podria ser considerada
como una integracion en algin espacio fractal |1]. Con este enfoque, resulta importante
profundizar en las propiedades del espacio fractal, asi como de los medios porosos fractales,
con el fin de desarrollar un calculo fraccionario aplicable a estos medios. Dichas acciones son

realizadas en las siguientes secciones de este capitulo.

2.2. Propiedades fractales del medio permeable

Aquellos materiales que son porosos y/o fisurados usualmente poseen una estructura su-
mamente complicada que se caracteriza por tener una invarianza de escala del tipo estadistica
dentro de muchas escalas de longitud, que van desde la escala microscopica de poro hasta
la escala de campo. Actualmente es ampliamente aceptado que estos materiales exhiben ca-
racteristicas fractales en dichas escalas. Ademés de la invarianza estadistica, se incluye la
geometria fractal del espacio de poros o redes de fracturas, la rugosidad fractal de la superfi-
cie y las distribuciones en mosaico de tamanos de poros y/o fracturas. Un medio que presente
una o mas de estas caracteristicas se conoce como medio fractalmente permeable [24].

Desde una perspectiva matematica, un fractal puede ser caracterizado por la dimensién
meétrica intrinseca dy, conocida cominmente como dimension quimica o de propagacion
y lo que hace es cuantificar céomo las unidades estructurales “elementales” del fractal se
“pegan” entre si para formar al objeto fractal completo, asi como determinar el nimero de
direcciones independientes mutuamente ortogonales en él. En otras palabras d, es igual al
numero de coordenadas independientes que pueden ser introducidas en el espacio fractal,
en este contexto la dimensiéon quimica puede considerarse como el analogo fraccionario a la
dimension topologica euclidiana. Por otra parte, las propiedades dinamicas del fractal estan
gobernadas por su dimension espectral d,, que ayuda a capturar como la estructura fractal
influye en el comportamiento de los procesos de transporte. Consecuentemente, la dimensién
fractal de caminata aleatoria describe cémo crece la trayectoria de una particula o entidad
que sigue un camino aleatorio en el espacio y es igual a dy = 2d,/d; [24].

Al introducir un fractal con dimensién quimica dy en el espacio euclidiano E™ de dimensién
n(d, < n), puede ser caracterizado por la dimensién métrica D, asociada a una medida
euclidiana apropiada, y a la dimension fractal de las lineas geodésicas d,,;,, conocida también
como dimensién de ruta minima. Dichas dimensiones estan relacionadas con la dimension

quimica como D = d,,;,d,, mientras que la dimensién de caminata aleatoria sobre el fractal
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incrustado en E™ es Dy = 2D /dy = 2dyd,nin/ds = 2+ 0, donde 0 es el exponente de difusion
anomala [24] [25].

Es importante mencionar que las definiciones matematicas de D surgen del concepto
de un fractal cubierto por esferas o cubos de tamano ¢, que en muchos casos, la cantidad
de elementos de cobertura (cubos o esferas) escala con ¢ de la forma N(¢) « (P, tal y
como sucede en el método de conteo de cajas (seccion . Con estos conceptos se pueden
modelar los fractales naturales, como los medios porosos, que muestran el comportamiento
de escala solamente en el intervalo acotado de escala de longitud ¢y < ¢ < &, donde ¢y y &
son los limites de corte inferior y superior del comportamiento fractal, respectivamente |24].
Consecuentemente, se dice que las definiciones de dimensiones fractales para sistemas reales

se basan en algin tipo de cuasi-medida fractal y no en una medida métrica estricta.

2.2.1. Ley de potencia de masa

La dimension fractal de un fractal fisico se suele relacionar con coémo su masa depende del
tamano caracteristico de cualquier parte de él. Esta relacion sigue una ley de potencia, donde
la masa de una fraccion m(L) varia en funcién de su tamano L > {, y puede expresarse
matematicamente como:

m(L) = mo(L/ly + 1)” (2.6)

donde mg es una constante de proporcionalidad, ¢, es el limite de corte inferior y D es la
dimension fractal de masa. Sin embargo, fractales con una misma dimensién fractal de masa
pueden tener distintas dimensiones quimicas, espectrales y de ruta minima, por lo que al
especificar estas tres dimensiones fraccionarias independientes se tiene bien definido al medio

por modelar [24].

2.3. Homogeneizacion de medios fractales por medio de

regularizacién dimensional

La regularizaciéon dimensional es un método de homogeneizacion que facilita el desarro-
llo de leyes de balance para fractales al transformar integrales fraccionarias sobre conjuntos
fractales en integrales continuas equivalentes sobre conjuntos euclidianos, simplificando asi
su analisis matematico y computacional. Dicha transformacion se realiza al emplear un pro-
ducto de medida [26]. Este enfoque, propuesto inicialmente por Tarasov, permite trasladar
problemas de mecénica en medios fractales al espacio euclidiano en el que se encuentran

contenidos, de tal forma que él desarroll6 ecuaciones continuas para la conservacion de masa,
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momento lineal y energia en fractales, y estudi6é diversos problemas de mecénica de fluidos y
ondas [1][27]]28].

Tarasov emple6 una integral fraccionaria (de tipo Riesz) para representar la masa en una

region W incrustada en el espacio euclidiano tridimensional E£3

m(W) = /W p(R)AVp = /W p(R)es(D, R)dV, (2.7)

con

cs(D, R) = RP32*°PT(3/2)/T(D/2), R = J/zz;,

siendo R la longitud de escala de medicion (o resolucion), D la dimension fractal de masa y I'
es la funcion Gamma. La primera y la segunda igualdad en la ecuacion (2.7) involucran una
integral fraccionaria y una integral convencional, respectivamente, y el coeficiente c3(D, R)
da la transformacion entre ambas. Por otro lado, dVp es un elemento de volumen infinitesimal

en el espacio fractal, mientras que dVs es un elemento de volumen infinitesimal en E3.
Ademas de c3, defini6 los coeficientes de transformacion en su forma de Riesz:

22—d
T(d/2)’

co(d, R) = R*2

¢(D,d,R) = c3*(D, R)cy(d, R),

con los cuales desarroll6 los siguientes operadores o derivadas generalizadas:

VPf = c;\(D. R)a%[@(d, R)f] = 5" (D, R)Vileald, R)f) (2.8)
A of
(@) 5 = E + C(D, d, R>Uk8_$k (29)

Sin embargo, es importante senalar que este modelo de continuo fractal presenta cier-
tas contradicciones, especialmente en relacion con la definicién inconsistente de la derivada
temporal material y el jacobiano para las transformaciones entre las configuraciones inicial y
actual en el continuo fractal. Ademas, surgen otras inconsistencias debido a la ambigiiedad

en la definicién de sus operadores diferenciales fraccionarios [29).

Apoyandose en los trabajos de Tarasov, los autores Liy Ostoja [30] [26] y, posteriormente,
Balankin [24], desarrollaron operadores y ecuaciones especificas para medios fractales. Este
trabajo en particular, se fundamenta en los operadores de un modelo autoconsistente del
continuo fractal de Balankin, que son esencialmente equivalentes a los propuestos por Ostoja.

La siguiente seccion describe el modelo desarrollado por Balankin.
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2.4. El modelo del continuo fractal

Un medio continuo es un conjunto infinito de particulas que se estudia macroscoépicamente
sin tener en cuenta posibles discontinuidades a nivel microscopico. Por lo tanto, se asume que
no hay discontinuidades entre las particulas y que la descripciéon matemética de este medio y
sus propiedades se puede realizar mediante funciones continuas [31]. En términos generales,
los medios fractales no pueden considerarse como medios continuos debido a la presencia de
puntos y dominios que estan vacios. En el caso de medios fractales reales, a estos dominios se
les conoce como poros. No obstante, es posible considerar un medio fractal como un medio

continuo a escalas mucho mayores que el valor medio del tamano de poro R, [1].

El enfoque del continuo fractal tiene como objetivo representar un medio fractal, in-
trinsecamente discontinuo, dentro del modelo de continuo fractal, permitiendo asi que su
comportamiento sea descrito en un marco continuo. En términos estrictos, un fractal ®p de
dimension D, donde D < 3, no puede llenar de manera continua el espacio euclidiano E?
en el que esta inmerso. A pesar de ello, es posible definir al continuo fractal tridimensional
®3, C E® como una region del espacio euclidiano E? llena de materia continua (sin poros ni
espacios vacios) de tal forma que propiedades como la densidad p(x;), desplazamientos v;(x;),
entre otras, sean descritas por funciones continuas y diferenciables respecto a variables tanto
espaciales como de tiempo [29]. Aun asi, esta definicion no aporta informacion de la topolo-
gia y propiedades dinamicas del continuo fractal, ya que, en su formulacién se asume que el
continuo fractal @3, esta caracterizado por una dimension quimica d; = 3 y por dimension
espectral d; = D, de tal forma que ®%, = P®% . Para tomar en cuenta la métrica fractal, la
topologia y las propiedades dinamicas del medio fractal &, modelado, uno puede definir al

continuo fractal tridimensional generalizado ZEZ(I)?’D C E? para cualquier valor de d; y d.

2.4.1. Meétrica fractal del continuo fractal

La definicién establecida del continuo fractal ®3, C E? implica que la masa de una region

tridimensional W C ®%, que ocupa el volumen V3 en E? se define como:

m = /W,o(a:i)dVD = /Wp(xi)cg(:ci,D)dVg o LP, (2.10)

donde p(z;) es la densidad de masa dependiente de tres coordenadas espaciales, dV3(dz;)
es un elemento de volumen infinitesimal en E3, mientras que dVp = c3(z;, D)dVs es un
elemento de volumen infinitesimal del continuo fractal 3, C E*, de tal forma que la funcion

que proporciona la transformacion entre el espacio euclidiano y el espacio fractal se define
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CcOomo:

dVp

Cg(l’i, D) = d_‘/é

(2.11)
Fisicamente, la funcién cs(x;, D) actia como una densidad de estados en el continuo
fractal, es decir, describe coémo los estados permitidos de las particulas que forman el continuo

fractal estan densamente distribuidos en el espacio euclidiano [24].

En lo que respecta al elemento de volumen infinitesimal del continuo fractal dVp, puede

ser representado por:

AVp = dla, (21)dla, (22)dla, (23) = P P daydrodas = c3dVs, (2.12)

donde c3 = cg )052)01 Cada dl,, (z) representa un elemento de longitud infinitesimal del

continuo fractal, mientras que cada dxj; es un elemento de longitud infinitesimal del espacio
euclidiano y la transformacion entre ambos es realizada por los coeficientes de transformacion

de longitud cgk), de modo que
dlo, (z1) = cgk)(ozk, zy)dzy, k= 1,2,3 (no sumatoria). (2.13)

Cada af (0 < ap < 1) juega el papel de una dimension fractal en la direccion xy, lo cual
implica que D = oy + g + as, a lo largo de las diagonales |z;| = |zo| = |z3]| [26].

Para definir el coeficiente de transformacion de superficie cé ), se considera un elemento

de volumen cubico dV3 = dxidradxs, como se ilustra en la Figura cuyos elementos de

superficie son especificados por el vector normal a lo largo de los ejes ¢, 7, k.

§® Volumen Vp ez =c.cP.c®
d
: 0 @ _ 0.0 _
k Superficie  Sa Vo= ¢ =c¢ro (l)
()
(@ v sV, » P = PcD = ‘s
Sy 1 (1)
J
k k C3
SOV, 5 ¢ = (DD = pa

Figura 2.1: Funciones de los coeficientes de transformacion cgi), cgk) y C3

en la homogeneizacion de un objeto fractal con volumen dVp, superficie
dSy y longitudes dl,, al convertirlo en un paralelepipedo euclidiano con
volumen dVj, superficie dSs y longitud dz [26][30].
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Como resultado, el coeficiente cgk) asociado con la superficie S ék) es:

Cgk) = gl)cgj) = C3/C§k)7 i 7& j> 7/7] 7é k. (214)

Ahora bien, las dimensiones fractales de intersecciones con el plano cartesiano son de-
finidas como dy, = Ziék «;. Para el caso de un fractal isotropico (o; = « para toda i) se
espera que D = 3a y dy = 2ac = (2/3)D. En cambio, cuando se trata de fractales anisotropi-
cos, usualmente D y dj son caracteristicas independientes. Asi pues, al elemento de volumen

infinitesimal de ®% se le puede presentar con mayor generalidad como:

donde dAl(f) = cék) (@isk, dk)dAék) es el elemento de area infinitesimal sobre la interseccion
del continuo fractal con el plano cartesiano (z;,x;) € E? normal al eje k en ®%, en tanto
que dAék) es el area infinitesimal de este elemento en E?, y la funcién de transformacion

cgk) (@igk, lizie, dip) = dAfik) / dAék) representa la densidad de estados sobre la interseccion; por

otra parte d°x;, = cgk) (g, Cx)dzy, es el elemento de longitud infinitesimal a lo largo de la

normal a la interseccion y cgk) (xk, (k) es la densidad de estados a lo largo de esta normal [29).

En el caso del continuo fractal homogéneo
p(x;) = p. = const, (2.16)

y tomando en cuenta a las ecuaciones (2.11]) y (2.15) se tiene que la densidad de estados

del continuo fractal homogéneo puede ser representada de la forma:
es(z, D) = (557 (@ /0, + D) (i, g, i), (2.17)

donde ¢; es el limite de corte inferior a lo largo del eje cartesiano i y el exponente de
escala (;, que caracteriza la densidad de estados a lo largo de la direccion de la normal a la

interseccion se define como:

G =D — dy, (2.18)

tal que, generalmente,

3
Z =G #D. (2.19)

El conjunto de ecuaciones (2.10)), (2.11)), (2.15), (2.16),(2.17) y (2.18) definen la métrica
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fractal del continuo fractal, que es independiente de las dimensiones fractales d; y d,. En
consecuencia, se asume que los continuos fractales ZZZ(I)SD C E3 con diferentes dl y ds se
caracterizan por la misma métrica fractal definida por el conjunto de ecuaciones mencionado,
mientras que la topologia y la dindmica del continuo fractal estan determinadas por dl y ds,

respectivamente [29][24].

2.4.2. Calculo fraccionario en el continuo fractal

Para describir la cinematica y dindmica de los continuos fractales ZZ(I)% C E3, es necesario
definir un calculo fraccionario adecuado, vinculado a la métrica fractal definida por las ecua-
ciones ([2.10), (2.11), (2.15), (2.16), (2.17) y (2.18) y que tenga en cuenta la topologia y las

propiedades dindmicas en el continuo fractal. Aunque los operadores diferenciales fracciona-

rios no locales son cominmente empleados en fractales debido a la no diferenciabilidad de sus
funciones, en el continuo fractal j; ®3, C E? esto no es necesario, ya que sus propiedades se
describen mediante funciones diferenciables en el espacio euclidiano £?3. Esto permite el uso
de operadores diferenciales locales, inversos de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville
utilizada en la definicién del continuo fractal.

Existen diversas definiciones de derivadas fraccionarias locales d® f /dz®, muchas de ellas
son introducidas como un caso especial de derivadas fraccionarias no locales. A pesar de
que la derivada fraccionaria local se define de tal forma que es automaticamente inversa a
su correspondiente integral fraccionaria, la expresiéon de los operadores fraccionarios locales
asociados en términos de derivadas ordinarias suele ser complicada y no siempre existe [24].

A modo de ejemplo, en las referencias |32][33] se presenta al operador Laplaciano local en
E™ generalizado para el espacio euclidiano E* con dimension topolodgica fraccionaria a. En

[32] se define al operador Laplaciano fraccionario local en E* como:

\Y

2 _ 2 —
, 0 D-108 1{8 D 28]’ (2.20)

D= g2 T T o T2 |ar T tanv 99

donde el angulo 9 es una medida relativa a cualquier eje que pase a través del origen en el

espacio fraccionario. La generalizacion de esta definicion a tres coordenadas ortogonales es

3
? o—10
v2 (3
b Z (8;1:? T 8@-) ’ (221)

i

siendo oy < 1 los exponentes topologicos a lo largo de los ejes i = 1,2,3 en £3, de tal forma
que Zf’ a; = a < 3. La importancia de este Laplaciano generalizado reside en que puede

ser vinculado a la topologia del continuo fractal jz@% C E?3 caracterizado por la dimension
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quimica dy, asi como por la métrica fractal definida en la secciéon [2.4.1

No obstante, el célculo fraccionario que se empleara en este trabajo de tesis parte del

concepto de la derivada de Hausdorff, introducido en [34], donde se le define como:

P S~ S

P e (2.22)

A la ecuacion (2.22) se le puede representar en la forma de una derivada ordinaria mul-

tiplicada por una funcién de la ley de potencia de x, de modo que sea reescrita como:

at (Af(x)
da? T ArS0 LA ()l + 1)C
o M@ ¢

Az—0 Az éoA(.ﬁ/fo‘i‘l)C/AI

L dfo+ 147 d
_ O I S _
= [ dz dxf
1-¢ ¢—1
x d . 5t d d
- (%“) a! = o an! T aat (2.23)

Esta derivada de Hausdorff (2.23) es inversa a la integral fraccionaria [ fd‘z = [ fadz,
donde ¢; es la densidad de estados a lo largo del eje = definida como en la ecuacion (2.17)).

Esto deriva en que la derivada parcial fraccionaria (de Hausdorff) sea definida de la forma
1-C
T 0
VHE = (241 — 2.24
donde los exponentes (, estan definidos por la ecuacion (2.18)). Entonces, el Laplaciano frac-

cionario para el continuo fractal ®% C E® puede definirse como sigue:

AH¢ = vszzHl/J
3

Swr()s @) e

)

donde
XD =657 e (i) = (@il + 1), (2.26)

con los exponentes de escala (; definidos también por la ecuacion (2.18]).

A pesar de que, tanto el Laplaciano fraccionario como el Laplaciano de Hausdorff se
convierten en el Laplaciano convencional en el limite euclidiano (; = a; = 1, la diferencia

entre ambos operadores surge de los distintos origenes de estos, asociados con la métrica
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fractal y la topologia fraccionaria. Tomando en cuenta lo anterior, se introduce el Laplaciano
fraccionario generalizado para el continuo fractal generalizado ZZZ@SD C E? con dimension

quimica
3
dy=Y aj=a<3 (2.27)

de la siguiente manera:

3 : 02 —D+d; [0
ALy = Z () Kagjﬁ) L@ - +Z (%)] : (2.28)

la cual toma en cuenta la topologia fractal, asi como la métrica fractal del continuo fractal
ZZCD% C E3. Es importante notar que, cuando d, = 3, el Laplaciano generalizado (2.28)) se
convierte en el Laplaciano de Hausdorff (2.25]), mientras que, si D — d; = 1 para todo i y

dy, < 3, el Laplaciano fraccionario ([2.28]) se convierte en el Laplaciano fraccionario generaliza-

do a tres coordenadas ortogonales ([2.21)). Lamentablemente, definir una derivada fraccionaria
local asociada al Laplaciano generalizado ([2.28) no es posible. Por el contrario, en el caso
del flujo en un continuo fractal generalizado ZZD C E3, es factible emplear operadores di-

ferenciales fraccionarios locales vinculados a la métrica fractal definida en la secciéon [29].

Es facilmente verificable que las derivadas parciales de Hausdorff (2.24)) cumplen con la
regla VH (o) = yVHp + oVHy, y también V7 const = 0. Mas atin, es posible desarrollar
los operadores fraccionarios locales (de Hausdorff) para el calculo vectorial en el continuo
fractal. El operador nabla fraccionario (de Hausdorff) esta definido de la forma

VH = éiX — + ggX(Q)— + 6—»3X(3)
61’1 6.132

0

. (2.29)

donde €; son los vectores base. Por lo tanto, aplicando el operador nabla sobre una funcion

escalar, se define al gradiente de Hausdorff como:
grady, ¢ = VY = (Vilg) & + (Vi) & + (Vi) é. (2.30)

La divergencia de Hausdorff de un campo vectorial U = (11, 12, 13) se puede definir como

el producto escalar

3
divy O = V" 0 =>" vy, (2.31)

en donde el simbolo “-” denota al producto escalar. Esta divergencia de Hausdorff repre-
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senta la razon del flujo total a través de una superficie cerrada del continuo fractal contenido
dentro de dicha superficie cuando el volumen tiende a £3, lo cual conduce a la definicién del

operador rotacional de Hausdorff para un campo vectorial en la siguiente forma:
roty =V x 0, 6 VI=g,Viv, (2.32)

con el simbolo “x” denotando el producto vectorial y ei;; siendo el simbolo de Levi-Civita.

Los operadores de Hausdorff también cumplen con las identidades del célculo vectorial

convencional
divy roty U = VA . (VI x ¥) = 0, (2.33)
roty grad,; ¢ = VH x (VHy) =0, (2.34)
divy grad, v = VP - Vi = Agy, (2.35)

donde el operador Laplaciano de Hausdorff Ay esta definido por la ecuacion [2.25] El Lapla-

ciano de Hausdorff de un campo vectorial se define como:

AU = (Agiy)é + (An;)és + (Apy)es
= grady divy ¥ — roty roty V. (2.36)

Por otro lado, el teorema de la divergencia de Gauss también se cumple:

/ U - ndAg = / v Bdv, (2.37)
A w

en donde ¥ = W,e, representa un vector de campo cualquiera y n = ng€p es un vector

normal. A su vez, también el teorema de Stokes se conserva

fedi© = / AV x fdAy. (2.38)
0A A



Capitulo 3
Método del elemento finito

Existe una amplia variedad de métodos desarrollados para obtener soluciones exactas
para diferentes tipos de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, no siempre es posible aplicar
estos métodos en problemas practicos debido a que las ecuaciones no pertenecen a cierta
clase o involucran geometrias complejas. Por lo tanto, encontrar soluciones analiticas que
cumplan con las condiciones de frontera en regiones arbitrarias, ya sea en 2 o 3 dimensiones, se
convierte en una tarea realmente dificil. Por estas razones y otras, los métodos numéricos son
ampliamente utilizados para resolver problemas practicos en todas las ramas de la ingenieria.
De esta manera, el Método del Elemento Finito (MEF) se ha convertido en uno de los métodos
numéricos mas destacados para obtener soluciones aproximadas a ecuaciones diferenciales,
tanto parciales como ordinarias. El MEF es de gran utilidad cuando se tienen condiciones de
frontera definidas en geometrias complejas [5].

Es evidente que también existen otros métodos numéricos, como el de diferencias finitas
o el método de elementos de contorno, que pueden competir e incluso superar al método
del elemento finito en ciertos tipos de problemas. No obstante, el elemento finito tiene una
gran versatilidad en el manejo de dominios arbitrarios, respaldado por una amplia gama de
software comercial sofisticado basado en él, razéon por la cual el MEF es uno de los métodos
predilectos para abordar muchos problemas practicos [5].

Los pasos involucrados en la aplicacién del método del elemento finito son:

1. Discretizacion de un dominio de solucién en un conjunto de elementos finitos: Identifica-
cion y definicion del dominio del problema, estableciendo las condiciones de contorno y
los parametros relevantes. Construccion del mallado de elementos finitos preselecciona-
dos. Numerar nodos y elementos. Generar las propiedades geométricas necesarias para
el problema. Este paso puede ser pospuesto hasta haber completado la formulacién de

elemento finito de la ecuacion.

33



34 CAPITULO 3. METODO DEL ELEMENTO FINITO

2. Derivacion de las ecuaciones para cada elemento de la malla: Construccion de la for-

mulacién variacional de la ecuacion diferencial sobre cada elemento tipico.

3. Ensamble de las ecuaciones de elementos para obtener las ecuaciones del problema
entero: Identificar las condiciones de continuidad entre variables primarias para rela-
cionar nodos de elementos a nodos globales. Identificar condiciones de equilibrio entre

variables secundarias. Ensamblar.

4. Introduccién de las condiciones de frontera del problema: Identificar los grados de li-

bertad globales primarios y secundarios especificados.
5. Solucién de las ecuaciones ensambladas.
6. Procesamiento de los resultados y relacion de cantidades sobre cada elemento.

La idea central del MEF es discretizar el dominio de solucién en partes mas simples llama-
das elementos. Las soluciones aproximadas se obtienen sobre puntos seleccionados llamados
nodos, que son los vértices de los elementos. El resultado de este proceso es un extenso sistema
de ecuaciones que debe resolverse para determinar las variables nodales especificas.

Desde una perspectiva matemaética, el Método del Elemento Finito (MEF) constituye
una variante especial de los métodos de Galerkin y el método de Rayleigh-Ritz. En ambos
métodos, la ecuacion diferencial a resolver se convierte a su forma integral equivalente, pero

el tratamiento difiere en cada enfoque:

» En el Método de Rayleigh-Ritz, se recurre al calculo variacional para definir un funcional
variacional o de energia equivalente. La solucién de la ecuacion diferencial serda una

funcién que minimice dicho funcional.

» Kl Método de Galerkin propone una solucién aproximada con uno o mas pardmetros
desconocidos, que no satisfacen la ecuacion diferencial. La forma integral representa
el residuo obtenido al integrar el error sobre el dominio de la soluciéon. Al utilizar un
criterio adoptado para minimizar el residuo, se obtienen ecuaciones para encontrar los

parametros desconocidos.

Ambos métodos tienen dos categorias de condiciones de frontera: las Condiciones de Frontera
FEsenciales, que deben cumplirse explicitamente, y las Condiciones de Frontera Naturales, que
se incorporan en la formulacién integral. En términos generales, las soluciones aproximadas

no cumpliran exactamente con las Condiciones de Frontera Naturales [35].
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3.1. Formulacion débil

En dos dimensiones, para el desarrollo de la formulacion débil solamente es necesario
considerar un elemento tipico arbitrario. Asumiendo que Q¢ es dicho elemento (que en el caso
maés sencillo se toma un elemento triangular) de la malla de elementos finitos, el desarrollo de
la formulacion débil sobre ¢ se trata de multiplicar la ecuaciéon diferencial a discretizar por
una funcion de peso w, la cual es diferenciable respecto a x y y, después de esto se procede
a integrar la ecuaciéon resultante sobre todo el dominio del elemento 2°. De esta manera, se
tiene la siguiente expresion para una ecuacion diferencial de segundo orden dependiente del
tiempo:

du *u o*u

Al distribuir las integrales, se tiene:

ou 0%u 0?u
A—d B—d —dS — t)dS = 0. 2
/ew T S+/Qew 52 S+/Qew08y2 S /ewf(x,y, )dS =0 (3.2)

La segunda y tercer integral se pueden resolver por partes aplicando la identidad:

0 ( 00\ _Gwdu | Ou_ Fu_ 0 ( 0w\ oo .
9z \"0x) " 9z ox " Vo2 T Yoz T 0z \"oz ox Ox’ ‘
De esta manera y agrupando ambas integrales, la ecuacion resulta en:
/ wAa—u dS+/ {BE (w@> + C2 (w%)] as
Qe ot Qe | Ox ox dy oy (3.4)

Ow Ou Ow Ou

Por otra parte, del teorema de la divergencia se tienen las identidades

0 ou ou
/— (w—> dsS = . w%ngcdl (3.5)

0 ou ou

donde n, y n, son las componentes del vector 7 = n,i 4 n,j = Cos(a)i + Sen(a)j normal a

la frontera de I'°.
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Empleando las identidades (3.5) vy (3.6]) se obtiene

ou ou ou
/e wAEdS + f@ [Bwa—xnx + C’wa—yny] dl

(3.7)
—/ [Baw Ou | Ca_wa_u} s — / wf(z,y, £)dS = 0.
Qe e

Or Oz Oy Jy

Al emplear el método de residuos ponderados de Galerkin se requiere que las funciones de
peso w sean las funciones de forma o de interpolacion, es decir w = N;, con esto la ecuacion

(3.7) resulta en

0 ot iz ay Y -
— B —+C — | dS — N;f(z,y,t)dS = 0.
/Qe [ Ox Ox * oy 8y] Qe f@yt)
La propuesta de solucion se puede expresar de la forma
u ()
- e e u2(t) T
U(:L‘,y,t) :Zu](t)N]<x7t) = (Nl(x7y) NQ(x7y> Nn(l‘7y)> . =N u, (39)
=1 -
un(t)

donde N7 es el vector transpuesto que contiene las funciones de forma y u el vector de las
soluciones nodales en un tiempo t. Posteriormente se obtienen las derivadas parciales de la

propuesta de solucién:

(75} (t)

du ON. N AN, ua(t) T

%‘(W Ny .. 8_) | =Biu (3.10)
Up (1)
'Lbl(t)

a_y:(a_fz oy . %Ly) — B’u (3.11)
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Uy (t)

Us(t)

ou

E:(Nl(m) No(z,t) - Nn@"’“)

=N'u (3.12)
Un (1)

Al reemplazar las ecuaciones (3.10)), (3.11)) y (3.12) en (3.8)) se obtiene:

/ AN;N"udS + f [BN:Bjun, + CN;B/un,| dl
. ) (3.13)

—/ BaNiB§u+caN"BTu dS — | Nif(z,y,t)dS = 0.
e Ox dy Y Qe

La ecuacion (3.13)) se emplea para cada N;, de tal forma que se tendran n ecuaciones. Asi es

como se obtiene la siguiente ecuaciéon matricial.

u / ANN"dS +u % [BNB]n, + CNB]n,| di—

u/e [BB,B] + CB,B]] dS — . Nf(z,y,t)dS = 0. .
Al escribir las integrales de la forma
M = ) ANNT4s, (3.15)
L= 7{ .3 [BNB]n, + CNB] n,| dl — / e [BB,B. + CB,B/] dS, (3.16)
K= o Nf(z,y,t)dS. (3.17)
La ecuaciéon queda de la siguiente forma:
M]ua+ [Lju=K. (3.18)

A la ecuaciéon (3.18) se le conoce como la ecuacion del elemento maestro, que es empleada

para ensamblar cada uno de los elementos del sistema que fue discretizado.

3.2. Funciones de forma para elementos triangulares

Un elemento triangular lineal tiene un nodo en cada vértice, siendo asi tres nodos por

elemento, como se muestra en la Figura [3.1} Cada nodo debe ser etiquetado, para este caso
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se haréd en sentido opuesto a las manecillas del reloj. Los valores nodales en los vértices del
triangulo son wuy, us y ug. Las coordenadas de dichos nodos son (x1, 1), (22, y2) v (23,93),

respectivamente.

u;
I
|
| 1
(.31
y
(x3.,3)
X
(x2.%2)

Figura 3.1: Parametros de un elemento triangular lineal 36|

La funcién de interpolacién de un elemento triangular es:
u=cy + cor + c3y. (3.19)

Para los tres nodos se tiene la siguiente ecuacion matricial:

uy I o w»n 1
U9 — 1 T2 Y2 Co (3 20)
us 1 x3 ys C3

Resolviendo para las constantes ¢y, ¢o y c3 se hace lo siguiente:

-1

1 1z wn (51
Co = 1 x Y2 U9
3 I x5 ys us
1 ToYs — T3Y2 T3Y1 — L1Y3 T1Y2 — T2l (251
Y Yo — Y3 Ys — Y1 Y1 — Y2 Ug (3.21)

T3 — T2 xT1 — T3 To —T1 us
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De esta manera el valor de las constantes ¢, ¢ y ¢3 son:

1
cC1 = ﬁ [<x2y3 - 1'33/2) U + (l’gyl — J,’ly3) Uy + (x1y2 _ $2y1> U3] 7 (322)
1
c2 = oo lW2 —ys) wa + (ys — ) wz + (1 — y2) ], (3.23)
1
C3 = ﬂ [(333 - .CE2) uy + (ZE1 — 1133) Uy + (332 — xl) U3] . (324)

Donde 2A = (z2y3 — z3y2)+21 (Y3 — y2)+u1 (22 — x1) # 0. Esto implica que la transformacion

(3.20) es invertible. Sustituyendo el valor de las constantes c;, ¢o y c3 en la funcion de

interpolacion (3.19) se obtiene:

W= o [ [(as — ) + (v — 43) 2 + (23 — 22) ]

+ [(z3yr — m1ys) + (ys — y1) & + (v1 — 23) Y Uy
+ (Y2 — x2y1) + (Y1 — ) v+ (22 — 1) Y| uz | . (3.25)

Igualando la solucién propuesta (3.9) con (3.25)) tenemos

1
Nyuy + Naug + Nauz = oY [ [(z2ys — 23y2) + (Y2 — y3) & + (x5 — 22) y] us
+[(xsy1 — z1y3) + (Y3 — y1) v + (21 — z3) Y] uo

+ [(@1y2 — 221) + (1 — y2) @ + (x2 — 1) Y] uz ] . (3.26)

De esta manera, se tiene que las funciones de forma para un elemento triangular son:

Ny = i [(22ys — w3y2) + (2 — y3) © + (3 — 22) y] , (3.27)
Ny = i [(zsy1 — 21y3) + (Y3 — y1) © + (21 — 3) ¥, (3.28)
Ny = 55 (o — o) + (o — )+ 2 — ) ). (3:29)

Al hacer los cambios de variable siguientes:

Ay = To2Ys — T3Y2, Ay = Y2 — Y3, Aig = 23 — X9
Aoy = 2391 — 213, Ao1 = y3 — 11, Agy = 1 — 23

Asy = T1Y2 — T2Y1, Az = Y1 — Yo, Aga =20 — 14

Las funciones de forma o funciones de interpolacién en una forma matricial para el caso
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particular de un elemento triangular bidimensional quedan como:

Ny ] A A Ap 1
Ny | = ﬂ Ay Ay Ap x (3'30)
N3 Ay Az Az Y



Capitulo 4

Desarrollo del problema

4.1. Ecuacién diferencial de conduccién de calor bidimen-
sional transitoria sin generaciéon de calor de orden

fraccionario

Para comenzar con el tratamiento matemético lo primero es cambiar los operadores di-
ferenciales cotidianos de la ecuacion , que es la ecuacion de conduccién de Fourier
bidimensional sin generacion de calor en estado transitorio. Empleando el célculo de orden
fraccionario, a continuaciéon se plantea la ecuacion de conduccion de calor fraccionaria en

contraste con la ecuacién de conduccién convencional:

Orden entero Orden fraccionario

PT(x,y,t) 19T (x,y,t) 0°T(x,y,t) 10T (x,y,t)

0 "o o o "o o
El valor de a = k/pc es la difusividad térmica del material, T es la temperatura en deter-
minado punto del espacio bidimensional y de tiempo, mientras que « es el orden fraccionario
de derivada con respecto a la posicion. Esta ecuacion de conduccion de calor de orden fraccio-
nario requeriria de un tratamiento matemético complicado para hallar su soluciéon analitica,
si es que existe. Por lo tanto, para resolver esta ecuacion se ha elegido encontrar su solucion
numérica con ayuda del método del elemento finito, el cual permite discretizar al medio en
pequenos elementos. Esta discretizacion se realiza mediante elementos triangulares lineales

en dos dimensiones, empleando el método de residuos ponderados de Galerkin.
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4.2. Elemento maestro

Para obtener el elemento maestro de la ecuacion de conduccidén de calor fraccionaria

mostrada en la ecuacion ((1.14) comenzamos reescribiéndola de la siguiente forma:

10Tz, y,t)

=9
T
VT (2,y,t) = T

(4.1)

Lo siguiente es reemplazar el Laplaciano ordinario por el Laplaciano fraccionario del con-
2 _ (. F
tinuo fractal definido en la ecuacion (2.25), obteniendo AT = Z > () ) [gxg 4 1=G or

) . 1-G » ..
donde v = (Z 4+ 1 . Con esto, la ecuaciéon de conducciéon de calor fraccionaria para el
X 7 : P

caso bidimensional y sin generacion de calor queda como:

2 2p s
Z (9 5 1 ¢ or _ lﬁT(ac,y,t)7 (4.9)
xi + {; Ox; a ot

=1

(4.3)

PT 1-¢ 0T PT 1-¢,0T 10T
(z z () vy | —
()’ {@x2+x+€ aAHX )y {ay +y—|—€y3y] a ot
Lo que es igual a

oT T 1, 0T 8T 1-(, 0T
- _ (z il (y) yo |
ot o (x" ) {81‘2 +x—|—€ 8x} o (x" ) {ay +y+€y 3y} 0 (44)

Distribuyendo y volviendo a agrupar términos de la ecuacion (4.4)) obtenemos:

oT 2 O*T 2 02T 21— 0T 21—, 0T
- _ (x) zZ7 () [l 4
ot “{( ) Gt () az} ak ) evt,0: T () y—{—ﬁyay} 0. (45)
ot ¥) Ox2 () Oy (4.6)
1—(, 0T 2 1 ¢, 0T '
_ (x) rZ7 W\ >y
a{(x ) x+ 4, Ox (™) y+ 4, ay}
Procedemos a aplicar el método de residuos ponderados de Galerkin.
(x) 92 ®) 92
/ “’—dSD— / wax@yw [ XOT XV 0T g
S X(y) 61‘2 z) 8 2 (4 7)

_ @2 126 0T w2 =G OT o
/Swa[(x ) ori, o T X ’, gt oy =0

Es necesario que las funciones de peso w sean las funciones de interpolaciéon de forma que
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w = NN, entonces:

oT X(“””) o*T X(y) o*T
_ () (¥)
/N —dSp /Na XX ) [X(y) = + X(x) " dSp

) 1-GoT n21-¢,0T _
/Na{ x—l—éxax—i_(x ) y+ ¢, Oy d5p = 0.

(4.8)

Ahora, con ayuda del coeficiente de transformaciéon de superficie ¢, se realiza el cambio
del diferencial fraccionario de superficie dSp por el diferencial convencional de superficie d.S,,

tal que dSp = c2dSs, obteniendo:

aoT Y@ 2T W 92T
Sl _ , () W)
/VS]\/vZ 815 CQdSQ /SNZCL (X X ) |:X(y) 81‘2 + X(I) 8y2 CQdSQ

1—¢,aT 21— (0T
_ | N (=))? oL (v) vt e dS, = 0.
/S ’a{(x ) vrtos T () v 1, oy | 202 =0

(4.9)

Lo siguiente es obtener la soluciéon de la segunda integral que compone la ecuacion (4.9)),

para ello, esta segunda integral seré reescrita como

) 9*T X ) 0°T
/Na [ (91‘2 @ GyQ} (X( )X cg) dsS,, (4.10)

De las ecuaciones (2.14) v (2.26) se tiene que ¢ = ¢ v que ¥ = (z;/6 + 1)1 =
6?‘1/0({) (x;), por lo tanto:
X( )X( - gCI 15@ =3,

Al aplicar el cambio en la ecuacion (4.10]) se obtiene

@ 2T xW T
X X
/Naﬁ[ T o T @ o | 45 (4.11)

Para resolver esta integral, se aplicaré el método de integracion por partes como se ilustra

en la seccion [3 , con los cambios de variable:
5 X(J 0T

R dv; = 7
j

De esta manera: :
af L ON; oy af L ON; (1—¢) [ —
du; = — | YW ="+ N;, — W4 N, LA Rt R |
U] X(k) |:X 81‘]‘ + 811]' ) X ; + Ej ﬁj +
oT
j
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Al realizar la integracion, se llega a

(z) 92T
/ 7, 5[ axQ

) 92T (x) T
L PO PO

aB | (@ ON; (1-¢) (= el ar
_/W [X or PN (g Tt 0% (412)
W a7
X
aB | ) ON; (1—-¢) (v or
— N; = +1 —dS

Después de reagrupar términos en la ecuacion (4.12)), se obtiene la expresion completa
de la solucion a la segunda integral de la ecuacion (4.9). Por lo tanto, la ecuacion (4.9)) se

convierte en:

/NaTCQdSZ fNaﬁ[ - 835 n, Xiy (?92 ]dl
et ) T () gl
e S 0

(4.13)

La ecuacion (4.13)) se puede escribir de manera méas compacta de la siguiente forma:

2 2
ON; 0T oT
/N_CQdSQ + ;/Sa—xja—xj’hjkd& +;[9Nia—%72jkd52

) (4.14)
oT
— Z % Ni—vljknjdl = 0
= r al']
X B (1) [ G 2 1=
— | — () J
En donde vy, = aﬁ ND Y Yojk = G [X(k) . (ﬁj + 1) (X ) - +€i02 , con

J# k.

Ahora, retomando la solucién propuesta en la ecuacion (3.9)), la solucién a la ecuacion
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Ti(t)
Tla,yt) = (Niz.y) No(ey) Nolw,)) | To(t) | = N'T. (4.15)
T5(t)
Y sus derivadas parciales son:
Ti(t)
o (x,y,t) (ON; ONy ONj LT
817]' B (8ZEJ an (‘3xj TQ(t) o B$J’T7 (416)
T3(t)
OT (x,y,1) Li()
a—;y’z(m N, Ng) To(t) | = NTT. (4.17)
T3(1)

Al reemplazar las derivadas parciales (4.16]) y (4.17) en la ecuacion (4.14]) tenemos:

2 2
T / NN"cydS, + > T / B, B xS + > T / NiB 12xdSs
S - S i S
= = (4.18)

2
-> T]{NiBijyljknjdl = 0.
j=1 “T

Dado que esta ecuacion es empleada para cada N; es posible generalizar la expresion escri-

biéndola en forma matricial como:

M]T +[L - K]T = 0. (4.19)
Donde:
M = / NN ¢ydS,, (4.20)
S
2
L=>) / B, B y1kdS + ) / NBY y2jxdSs, (4.21)
j=1"7% j=15

2
K=>" }f NBY 7jun;dl;. (4.22)
7j=1
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Capitulo 5

Resultados y discusion

La ecuaciéon de conduccion de calor se discretizo utilizando el método de elementos finitos,
especificamente, el enfoque de residuos ponderados de Galerkin. Como parte de la formulacion
débil se realizo la integracion por partes para llevar a cabo el proceso de discretizacion. La
solucion de las integrales contenidas en las matrices M, L y K se presenta en los apéndices
B.1], B.2] y B.3], respectivamente. Entre las dificultades encontradas, destaca la complejidad

de las integrales debido a que las variables involucradas provienen de funciones de forma

asociadas a elementos triangulares en el espacio euclidiano. Por lo tanto, para resolverlas de
manera analitica, fue necesario realizar cambios de variable que transformaran las integrales a
una region especifica donde las soluciones fueran analiticas, ademas de emplear las funciones

Gamma y Beta.

A partir de se puede escribir la expresion correspondiente al elemento (ij) como:
MzJTJ(t) + [L - K]ij Tj<t>

Este es un elemento que forma parte de la ecuacion de conduccion de calor con la forma
matricial descrita en la ecuacion Una vez desarrollado, el elemento (i5) se puede expresar

mediante la siguiente expresion general.

47
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i al ) ) ) ) CmCy . C:rgy B Cygz B
4NE@{“““+&ﬁ”&@+@+m@+@+w @+@+1€%l
+ AioAjo + (A Aj + AinAjo) {% - &:1 + (AioAj2 + AinAjo) {% - ey:|
x Yy z Yy
Co (Cz + 1) 2Cx€w 2]
Ai Aj - ga}
! 11L@+@+®@+@+D GHG
G (G +1) 2Gyly 2} }
ApA; — 14
*’22L9+@+m@+@+n GG r1

L T (2= G)T(G)

a ¢ B LT (GIT(B-¢)
L) {AﬂAﬂﬁEg -

TG -G +3) T T (G~ G +3)
*9“‘@>@r%%fw;%lag%gf%P“&4§%i%3+&)
e ] ()

1-¢
st (g 0|}

4 o e PTG [y A (1 —
y ﬂAZTJ(t){ 05t T Cﬁs) [AicAj1 — AnAjils + AinAjijn (1 —4,))]

2— Cm
— (AnAji — ApAjy) m}

+@*@“§%Eflg{mﬂﬂ+&ﬂﬂu—M—Ammm
+ (Aindje — AitAj) @2—_—@%-2] }

(5.1)

Donde a representa la difusividad térmica del medio, y se introducen los cambios de
variable § = ng_légy_l y ¢ = IF((C%%)——IQ;,(%I))’ donde I' es la funcion Gamma. Esta expresion
incluye las caracteristicas fractales asociadas al medio en el que ocurre la conduccion de
calor. Concretamente, incorpora informacién crucial sobre las propiedades geométricas del
medio, determinadas por los exponentes de escala (; y los limites de corte inferior /; obtenidos
a partir del Laplaciano fraccionario del continuo fractal, y los coeficientes de transformacion

C1y Ca.

De esta manera, esta expresion propone un modelo matemético alternativo para la con-
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duccion de calor bidimensional en estado transitorio, que toma en cuenta las caracteristicas
geométricas del medio. Este modelo puede resolverse de forma numérica mediante su im-
plementacion en un cédigo desarrollado en algin lenguaje de programacion, lo que permite

ademés, visualizar los resultados de manera grafica.
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Conclusiones

En el desarrollo de esta tesis fueron de suma importancia los conocimientos pero también
las aptitudes adquiridas y desarrolladas a lo largo de mi formacién académica en la Ingenieria
en Fisica Aplicada de la Universidad Tecnologica de la Mixteca. Fueron esenciales para esta
tesis las materias de: Elemento Finito, pues con su método se desarrollo la discretizacion de
la ecuacién de conduccion de calor; en segundo plano pero no menos importante, la materia
de Transferencia de Calor brind6 herramientas y conocimientos cruciales para comprender los
mecanismos de transferencia de calor y asi profundizar en la transferencia por conduccién,
cuya ecuacion fue tema central en este trabajo de tesis. Cursos como Célculo Diferencial,
Calculo Integral, Calculo Vectorial y Métodos Matematicos de la Fisica proporcionaron los
fundamentos necesarios para el uso de otra herramienta poderosa en el desarrollo de este
trabajo: el célculo de orden fraccionario, en particular, el célculo fraccionario del continuo
fractal, cuya importancia radica en incorporar las caracteristicas geométricas del medio al
vincular el orden de derivaciéon con su dimension fractal (mediante exponentes de escala (; y

limites de corte inferior ¢;).

En la aplicacion de la formulacion débil de los residuos ponderados de Galerkin con fun-
ciones de forma triangulares, como parte de la metodologia del elemento finito, a la ecuacion
de conduccion de calor bidimensional dependiente del tiempo se llego a la ecuacion [4.18] que
presentd un nivel elevado de dificultad a la hora de resolver sus integrales, sin embargo, por
medio de cambios de variable y empleando las funciones Gamma y Beta se logré con éxito la
obtencion de sus soluciones de forma analitica. Finalmente, se obtuvo una expresion general
para la conducciéon de calor que puede ser aplicada a fractales naturales, por ejemplo, a los

medios porosos.

Es importante sefialar que dentro del célculo fraccionario existen numerosas definiciones
de operadores, muchas de las cuales contintian en desarrollo y evolucién constante. Este
trabajo se fundamenta en los operadores fraccionarios del célculo fraccionario del continuo
fractal presentados en la seccion [2.4.2] desarrollados por Balankin, que son esencialmente
equivalentes a los propuestos por Ostoja y Li. Cabe destacar que el empleo de diferentes

definiciones de operadores puede conducir a resultados distintos, lo que resalta la importancia

o1



de elegir un enfoque adecuado para el problema en cuestion.

Como comentarios finales, se destaca que aun queda trabajo por realizar, el cual podria
incluso servir como base para futuros proyectos de tesis. Una linea de investigacion a futuro
seria implementar el elemento maestro en un cédigo para su programacion y visualizacion de
resultados, asi como validar el modelo comparando sus predicciones con datos experimentales.
Este analisis permitiria determinar la validez del enfoque y, en caso afirmativo, definir el rango
en el que las soluciones son aplicables. Ademas, seria interesante explorar el uso de funciones
de forma triangulares generales, dado que este trabajo se limit6 a una geometria triangular

especifica.
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Apéndice A

Funcién Gamma y funcién Beta

A.1. Funciéon Gamma

La funcion Gamma aparece en multiples areas de la ingenieria, matematicas y fisica.
Dentro del campo de la fisica suele surgir en diversos problemas, tales como la normalizacion
de funciones de onda y también en la rama de la mecanica estadistica durante el calculo
de probabilidades; no obstante, sus aplicaciones e interpretaciones son menos directas que
otras funciones. Sin embargo, su importancia se debe a su gran utilidad para desarrollar otras

funciones con aplicacion fisica directa [37].

Existen distintas definiciones de la funcion Gamma, la que enunciaremos a continuacion
se llama integral definida, también conocida como integral de Euler. La funcion Gamma

denotada por I'(z) esta definida como:
r(z) = / g (R(2) > 0) (A1)
0

La restriccion sobre z se requiere para evitar la divergencia de la integral. Algunas relaciones

de recurrencia utiles de la funcion Gamma son:
L(z+1) =2I'(2) (A.2)

'n)=1-2-3---(n=1)=mn-1)! 6 T'(n+1)=n! (A.3)
Ademas, para valores negativos no enteros de n se tiene que:

) = LoD (A.4)

n
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54 APENDICE A. FUNCION GAMMA Y FUNCION BETA

A.2. Funciéon Beta

La funcion Beta denotada por B(m + 1,n + 1) esta definida por [37]:

m— 1)!(n—1)!

(mtn—1) (A.5)

Blm,n) = /Oltm‘l(l gy =

Para cuestiones de convergencia m > 0,n > 0. La funcién Beta puede ser escrita en términos

de la funcion Gamma como:

T(m)D(n)

B(m,n) = m

(A.6)

y puede incluir valores de m < 0,n < 0 no enteros.



Apéndice B

Resolucion de integrales

B.1. Solucién de M

La matriz M est4 dada por:
M = / NN ¢ydS,
S

Desarrollando el producto NN7 obtenemos:

N NiN; NiN; NiNj
NNT = | n, <N1 N, Ng): NoN, NoNo NoNs
N3 N3Ny N3Ny N3Nj

Puesto que las funciones de forma N; estdn dadas de la forma:

N, ] A A Apg 1
Ny | = ﬁ A20 Ay Ago X
N3 Azg Azr Az Y

Entonces el producto N;N; estd dado por:

1

{AiAjo + (AinAj1 + AinAjo)x + (AinAjz + AinAjo)y
+(AinAjo + AinAj1)zy + AilAjleQ + AiZAijQ}

Por lo tanto, cada elemento M;; de la matriz M se expresa como:
1
M;; = A2 /S {AinAjo + (AinAj + AnAjo)r + (AinAje + AinAjo)y
+(AinAjo + AnAj1)zy + AilAj19€2 + AiQAijQ} cod Sy

95
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En el proceso de homogeneizacion que implica ir de un medio poroso a uno homogéneo, se
hace un traslado del espacio (z,y) hacia el espacio (x + ¢,y + ¢,) por medio de los cambios

de variable u, = x + {; y u, = y + {,. Este traslado de coordenadas se muestra en la Figura

B.1

y;

>

uy F'y

(x3,y3) Uy = T+ ly

uy =y+14, (0,1)4

v

(x1,y1)  (w2,2)

» »
L L

T (0,0) (1,0) uZE

Figura B.1: Traslado de coordenadas (z,y) a (uy,u,), realizado durante
el proceso de homogeneizacion.

—1 Cul

Por lo tanto, la funcion de transformacion c,dSs pasa a ser us dyd,. Al aplicar estos

cambios de variable a la integral anterior se tendran que resolver cada uno de sus términos,

es decir, se deben resolver las seis integrales siguientes:

1 1 1—ug
Cz_l C -1
1. @AiOAjO\/O /0 U, Uyy duydux

1 1 1—uy - -
2 g+ And) [ = gt g,
1 1 1—ugy N
3. E(AioAjQ—i—AizAjo)/o /0 (uy—ﬁy)u; (g duydux

1 1 1—uy
4. —=(AnAjp + AiQAjl)/ / (g — o) (uy — Cy)u§ ™ usy ™ duydu,

1 1 1—ugy B B
5. mAilAjl/o /0 (ux—ﬁw)ngf lugy 1duyduz

6. —5 12A32/ / y — ) st Cy Ydu,du,

Para dar solucion a cada una de las integrales se realiza el cambio de variable u, = (1 —u,)t,

teniendo asi du, = (1 — u,)dt y los limites de integracion cambiaran a t(u, = 0) = 0y
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t(uy =1 —wu,) = 1. Aplicando lo anterior a la primera integral se tiene:

1 1 pl-ug 1 1 41
AiOAjO// U%_lugﬁrlduydum = _AiOAjO/ / ug ! [(1—ux)t]<y71(1—ux)dtdux
o Jo
= —5 A0 / / (L — u) t9 T dtdu,

1
= AlA C“"”11 dit,
o JOCy/ (1 — ) du

Aplicando la funcion Beta (véase apéndice , B(m,n) = fol t™1(1—t)""1dt, en la ecuacion

anterior nos conduce a:

1—ug
OAJO/ / Cl ! Cy lduydux = 4 AZOAJO (vaCy+1)

Gy

Al usar la propiedad de la funciéon Beta que se muestra en la ecuacion (A.6) tendremos:

1 Y 1 1 I'(G)T(Gy + 1)
_Al A. Cz—1 Cyfld d . = _Az An— z y
4A2 0 ]0\/0 /0v ux uy Uy U 4A2 0 jogy F(Cx n Cy I 1)

Si aplicamos otra propiedad de la funcion Gamma mostrada en la ecuacion ({A.2) nos lleva a:

1 L 1 P(G)T(G)
= AAA. Co—1,,Cy—1 — = A AT DY)
oz iodio /0 /0 e = A AR TG T )

Para obtener una ecuacién mas compacta aplicaremos el cambio de variable ® = %
z Ty

Asf es como finalmente obtenemos la soluciéon a la integral 1:

1 1 1—uy 1
1. mAiOAjO/O /0 ugz_lugy_lduydux = EAiOAjOCI) (Bl)

Empleando los mismos cambios de variable y propiedades de la funciéon Gamma y funcion

Beta al resto de integrales tendremos las siguientes soluciones:

1 1 1—uy
2. —2(142‘014]'1 —|— AilAjO) / / (ux — Ex)ugf_lugy_lduydux

1 Ca
= @(AiOAjl + Ai1Ajo) {@‘F—C@/‘H — ﬁx} )
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3. 4A2 (AloA]2 —"_AZZA]O / / Cz 1ugy_1duydux
: (B.3)
MWM%+M&@bTéH—4¢
1 1 1—uy
4. m(AilAﬂ‘i‘AiQAjl)/o /0 (g — o) (uy — Oy)usr " us ™ duy du,
B.4
(AA —l—AA){ ngy _Cmfy_CyEm_eg P ( )
4A2 114152 124151 (<m+<-y+2)(<-m+<.y+1) <w+<-y+1 Tty
5. uAgl/ / o — L) ?uS ™  duy du,
B.
1l [ G (Gt 1) %l gl (B.5)
1R G+ G (G G+D) GG+ T
1— uz
6. 1214]2/ / v —{y) 2yt Cy 1duydux
B.6
Y { (G + 1) S—Ip (0
AT (G H G+ (GH G+ Gt G+

Agrupando las seis integrales en una sola expresion para el elemento M;; que corresponde a

la matriz M tenemos:

My, = % {AiOAjO + (AnAj + AnAy) Lf—w - zx]
(A + AnAy) {<+C—§y+1 - zy}
Hidu + Aa) | (e ey~ e
h%&ﬂ@w@ﬁ§&2@+m_@f§:fwﬁ

L G (G +1) 20, )
+&Mﬂhg+@+m@+@+n g+@+1+4} (B7)
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B.2. Solucion de L

La matriz L esta dada por:

) 2
L= [ BBl s+ Y [ NBE s,
= s j=175

Desarrollando la primera sumatoria:
2
> [BoBlods: = [BBIwds: + [ BLBL,.ds:
j=1"s s s

Lo primero es desarrollar los productos de B,Bf y ByBg como se muestra a continuaciéon:

1 All A%l A11A21 A11A31

BCEBg = m A21 <A11 A21 A31> - m A11A21 Agl A21A31
A31 A11A31 A21A31 A?2,1

1 A12 1 A%Q A12A22 A12A32

BB = 15 [ A | (4 4n An) =15 [Andn 43, Andy
A32 A12A32 A22A32 A%Q

De estos productos desarrollados es posible ver que se puede obtener una expresion general

para cada elemento de estas matrices, estas expresiones se muestran a continuacion:

1

1

Por otra parte, desarrollando la segunda sumatoria tenemos:
2
> / NB  7;dS; = / NB”v,,,dS, + / NB 75,,d5,
j=1"s% s s

Y desarrollando los productos NB? y NB; tenemos:

N, NiAy1 NiAy NiAs

1 1
(NBZ)U ~ 94 Ny (Au Ay A31) =94 NoAy NaAsr NyAs
N3 N3Ay N3Agr N3As
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. N, . NiAyp NiAy NiAs
(NBZ)Z']' = ﬁ Ny <A12 A22 Asz) = ﬂ N2A12 N2A22 N2A32
N3 N3Ais N3Azs N3Aszm

Al igual que para B,B! y B,B/, para las matrices NB! y NBZ se pueden tener expresiones

para un elemento general que formen parte de ellas, estas expresiones son:

1 1
(NB;),; = oAVl = e (AiAj + AnAjiz + AinAjy) (B.10)
T 1 1
(NBy )ij - ﬁNZAJ’? ~ 4A2 (AiAje + AinAjpx + AinAjpy) (B.11)

Una vez que hemos obtenido las ecuaciones (B.8)), (B.9)), (B.10|) y (B.11)) es posible obtener

una expresion general para un elemento L;; que forma parte de la matriz L como se muestra

a continuacioén:

1
Lij = 1A2 {AilAjl/s’ledez +Ai2Aj2/s’Y1yxd52

+ (AiAj + AnAjz + ApAjy) /'YmedSQ

+ (AiOAjQ —+ AilAle’ + AZ'QAjQy) /’YQyzng} (B12)

Como resultado de la ecuacion (B.12) es que se tendran que resolver las siguientes ocho

integrales:
1. AilAjl/s’mdez
2. AinAjp Svlymd&
3. AioAﬂ/stzdeg
4. AﬂAﬂ/S:z:’mdeg
5. AigAﬂ/sy%a:dez
YoyzdS?

6. AiOAjZ

7. AzlAJQ 'r/72yzd82

/
/
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8. AiQAjz/y’Yzyxd52

Para hallar las soluciones de estas ocho integrales, se emplean los mismos métodos y
cambios de variable aplicados en el proceso de solucién de las integrales de la matriz M. Para

la primera integral, recordando que 1., = afx® /x¥) y que ¥ = (u;/;)'%, se tiene que

()
AilAjl/’ledeQ = AilAjl/aﬂx—dS
Ux/g )1 Cz
—A11A]1/ / uy/ﬁ = Cde
ECI 1 Cy 1
—AﬂAﬂ/ / aﬁgg TG ——duydu,

Aplicando el mismo cambio de variable sobre u, empleado en la solucién de M se obtiene:

(e (1 — g ) Ho1
AinAj /’ledeQ AZlAjl/ / 5€<y T e (1 — uy)dtdu,

(o1
= ApAjaB—2i— e / / (1 — uy )t~ dtdu,

Al integrar respecto a t y evaluando, se obtiene:

aﬁ ECI 1

—1

AnAji | YaydSo = A Aji— /Ui@(l_ux)cyduw
s 0

Para dar solucion a esta integral, se emplea la funcién especial Beta, de forma que:

af3 ECZ 1

AilAjl 71xyd52 = AzlAjl
i Cy 05

(2 _Cxagy‘i‘ 1)

Usando la propiedad de la funcién Beta mostrada en la ecuacion (A.6)) obtenemos la solucion

a la primera integral:

aply T (2—G)T (G +1)
Gyt TG —G+3)

AilAjl/’ledeQ AzlAjl

Maés aun, aplicando la propiedad de la funcion Gamma mostrada en la ecuacion (A.2) se

obtiene la forma final de la solucion a la primera integral:

lr'T(2-6)T(G)
ggy—l I'(Cy— G +3)

1. AjAj /’leydsz = afAnAj (B.13)
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Para resolver las siete integrales restantes se emplea el método analogo con el que se

resolvio a la primera, de modo que, las soluciones restantes se muestran a continuacion:

af 6 T(G)T(3-¢)

2. AiQA]Q /S’}/lydeQ = A12A]22 _ Cy 6%671 T (gx _ Cy n 3) (B14)
A — A A M=) (v B
3. AzOAyl '72:1:de2 - AlOAjlaCx ( Cw) (C C + 2) 62_2@ écy_lfl_cz (B15)
S Y €z T Y T
4. AilAjl x”}/medSQ =
’ (B.16)
Andnall )G [egylz;—@c - ei%] =z At broeras
5. AizAjl/y’szdeQ =
’ (B.17)
B 1 Cy I(=6) ()
At (1= G [ggy—le;@ - ez—%] e e
6. AiOAjQ /s")/gydeQ == AZ()AJQ E; & [6%1 - 1 Cy] (Cx Cy I 23/) (B18)
7. AilAjg/ZE’}/gydeQ =
o g1 ¢, Jrre-¢ B9
" ’%1 Gl d -G +2 T TG -6 +2)
8. AigAjg/y’YnydSQ =
’ (B.20)

5 1] 1-¢  ITIre-¢)
AﬂAﬂe; G L%l ”y] [cx Gy +2 gy} FG=-6G+2)

Una vez determinadas las soluciones (B.131{B.20]) y sustituyendo en (B.12)) se tiene la siguiente
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expresion general para cualquier elemento L;; de la matriz L:

0 GETTRWTG) L, BT TGITB-G)
i {A”Aﬂﬁ GG -Gt T TG -G 1)
- B 1 TN [, &1
+ Cx (1 Cx) [&C/ylgi—@r 8920241] T (Cy - Cx -+ 2) |:A21A]1 (gy - Cx +2 N gm)
+AAj (ﬁy - Cfﬁ) - AioAjl}
Yy x
1L [ 8 1 TIT@=G) [y 4 o (C__)
T [egfl e;@] TG 12) [AZ()A”*A“AJ? G2

1—
_'_AQAJQ (Cﬂ: - Cyci 2 N €y>} }

(B.21)

B.3. Soluciéon de K

La matriz K est4d dada por:

2
K= Z % Nijvljknjdll
j=17T
Al desarrollar la sumatoria se tiene:
K= ]{NBg%mynzdll + ]{ NBf%ymnydll
r r

Los productos de matrices NBf y NB;F ya han sido calculados en las expresiones (B.10]) y

(B.11). Entonces, cada elemento Kj;; de la matriz K est4 dado por:
1
K;; = d A2 (AigAj1 + AinAjx + AinAjy) Yigynadh

1
+ fi—\ m (AioAjg + AilA]’QZB + AigAjgy) 71y$nydl1 (B22)
Dado que trabajaremos con integrales de linea a lo largo de una trayectoria cerrada, la
Figura presenta un elemento triangular con sus componentes que serd considerado para

este trabajo.
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by =0
(0,0) " (1,0) "

Figura B.2: Elemento triangular considerado en la soluciéon de K con sus
componentes.

En base a la Figura podemos desarrollar a la ecuacion (B.22), de forma que por
cada integral de linea cerrada obtenemos 3 integrales, una para cada trayectoria del elemento
triangular.

1
K;; = A2 {/F (AipAj1 + AinAjx + AipAjy) Yigynizdl
_|_

(AipAj1 + AinAjx + AinAjy) Yieyneadl

2

+ (AipAj1 + AinAjx + AinAjy) Yigynaadl

w

+ (AipAjo + AitAjpx + AigAjoy) Yiganaydly

-

+ (AipAjo + AitAjpx + AinAjoy) Yiyanoydly

S—

N

+

—

(AioAjo + AinAjor + A Ajoy) lexnsydh}

3
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Lo siguiente es aplicar los cambios de variable x = u, — ¢, y y = u, — ¢, que se manejaron

en las matrices M y L.

K = A2 {/F (AipAj1 + AinAj (uy — ;) + AinAjr (uy — £y)) Vaymizdly
+/ (AiAj + AinAj (ug — ) + AinAj (uy — £y)) Yzynoedly
I'>

+ (AiAj + AinAj (ug — ) + AinAj (uy — £y)) zynaedly

3

+ (AiOAjQ + AZ'IA]‘Q (um — Kx) + AZ‘QAJ‘Q (uy — Ey)) %yznlydll

+ (AipAje + AnAjg (up — Ly) + A Aja (uy — £y)) Yiyanizydl

2

_|_

S —

I's

(AiOAjQ + Az’lAjZ (Ux - Ex) + Az’2Aj2 (Uy - éy)) 71yxn3ydl1}

Ahora, para cada trayectoria se deben sustituir los valores de las componentes de los vectores
unitarios asi como las ecuaciones de la recta correspondiente. Estas componentes y ecuaciones

se muestran en la Tabla [B.1l

Tabla B.1: Parametrizaciones

Trayectoria | Vector unitario n; | Ecuaciéon de la recta
Fl fll = —1i Uy = 0
FQ ﬁg = —J Uy = 0
I ﬁgzx%i—i-\%,] Uy +uy =1

Al reemplazar estas componentes de los vectores unitarios y las ecuaciones de las rectas

tendremos una expresion mas reducida como se muestra a continuacion:

Kij= 11 {/F (AinAji + AinAj (—le) + AigAji (uy — £y)) Yiay (—1)dly
1
+/ (AigAj + AinAj (uy — o) + AinAj (1 —uy) — £y)) Viay (E) dly

I's
+/ (AZ'OA]‘Q + AﬂAjQ (uz — Ex) + AZ'QAJ'Q (_gy)) Vlym (—1) dll
r

N

1
—I—/ (AiOAjZ + AjnAj (11— Uy) —ly) + AipAjo (Uy - gy)) Vyz (E) dll}

—
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()
Tomando en cuenta que v, = aff %, entonces tenemos:
X
1 X(m)
Kz’j = m {_aﬁ - (AioAﬂ - AilAjlgz + AiQAjl (uy - gy)) Wdll

(v)
—aﬁ% (AioAj2 + AirAja (ue — la) — AinAjoly) i(m) o
s

af Y@
‘*’E - (AZ‘OA]'Q + Ai]_AjQ (1 — Uy — EI) -+ AiQAjQ (Uy — Ey)) X—dll

Ahora, reemplazando los valores

tenemos:

1 Uy 1—Cx u, Cy—1
K, = m —a /F1 (Ai[)Aj1 — AilAjlgx + AizAjl (Uy - éy)) (Z) (E) i

U 1-Cy U Cz—1
_a/ (AioAjz + AnAjz (o — L) — AnAjoly) <€_y) (ﬁ_x) du,
b Yy T

1=y Ce—1
a
+E /F3 (Ai(]AjQ + AﬂAjQ (1 — Uy — ﬁw) + AZ'QA]‘Q (uy — éy)) (f_) <Z) duy}

Y

Recordemos que se deben sustituir las ecuaciones de la recta para cada u,,. Analizando la
Figura notamos que a lo largo de la trayectoria I'y se tiene que u, = 0, mientras que para
la trayectoria I'y se tiene que u, = 0, en consecuencia, las integrales sobre dichas trayectorias

son nulas, de tal forma que la ecuacién a integrar se reduce a:

1

a

K= VT {—/0 00 [ApAjy — A Ajly + ApAjj (1= 1)
+ (A Ajr — AinAjr) ug] uy” " (1= )%~ du,

1
+/ gzc/y_lgalc_gm [AigAjp + AnAjp (1 —0,) — ApAjal,
0

+ (AinAjo — AinAjo) uy u;_cy(l — uy)C””_lduy}
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Cada integral se puede descomponer en otras dos tal que

1
a 2—1p1—C, 1—Ce y—1
Kij - m {—/O fg Ey G [AiOAjl — AilAjlgx -+ AiQAjljl (1 — fy)] Uy, S (1 — ux)C- dum

1
—/ ng_lgi_g’ (AilAjl — AiQAjl) Ui_@(l — U;E)Cy_ldux

0

1
+/ ggyflgiicz [AiOAjQ + AilAjQ (1 — gz) — AZ‘QA]ny] uzllfgy(l _ U/y)gzilduy
0
1
+/ ggy_lgi—gv + (AiZAjQ _ A“Aﬂ) uz—cy(l _ uy)cz—lduy}
0
Para el siguiente paso resulta conveniente reescribir la ecuacion anterior de la siguiente forma:

1
a =1 p1—Cy 1—(p y—1
Kij = m {—Eg gy ¢ [AiOAjl — AilAjlgx —+ Ai2Aj1j1 (1 — gy)] /0 Ux S (1 — ul«)C dux

1
e (A Ay AiQAjl)/ W25 (1 — ),
0

1
—Fégy_lgi_cz [AiOAjQ + AilAjg (1 — gx) — AigAjggy] / Ul_cy(l — uy)cm_lduy
0

Yy

Y

1
—l—@gy_lgi_cm + (AjAjo — Az’lAj2)/ ug (1 - Uy)gz_ld“y}
0

Ahora resulta evidente que para resolver cada una de las integrales se puede aplicar la funcion

Beta, con lo cual se llega a

a

K;;
T 4/242

{67107 [[AinAj — AnAjle + AnAjin (1= 0,)] B2 = G, ()

—(AnAj — ApAj) B3 — (G, Gl
- Egy_lf;_cz [[AiAjo + AinAjo (1 — ) — AppAjaly] B((p, 2 — ()

—+ (AZ'QAJ'Q — AilAj2) B(C{m 3— Cy)] }
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Empleando la propiedad de la funciéon Beta que se muestra en la ecuacion (A.6)) se tiene:

a

_ (2 —G)T(¢)
Kij = 44/242

F(Cy - Cx + 2)

{—6%%‘@ [{Az-oAﬂ — AnAjily + A Ajj (1 - 6,)]

F(Cy - C:L‘ + 3)

+ Egy—lgi—ﬁm |:[AZ'0A]‘2 + AﬂAjQ (]_ — fx) — AiQAjgfy]

S =l

- (AilAjl - AiQAjl)

LG22 - G)
F(Cx - gy + 2)

Y aplicando la propiedad I'(n + 1) = nl'(n) se obtiene la expresion general para cada

elemento K;; de la matriz K

o e T2 = GG
K= | T e

2— Ca:
— (AnAji — ApAj) m}

I'(¢)I(2 — ¢y
F((Em)_(gy +§2)> |: [AiOAJQ + Az‘lAj2 (1 o gi’f) B AizAﬂgy]

+ (AigAjo — AiAjp) CQ—_—C%—Q] }
T Y

[[AiOAjl — AnAjily + A Ajij (1= 10,)]

(B.23)

+ ggyflgif<~z
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B.4. Solucién completa

Una vez que hemos calculado las expresiones (B.7)), (B.21)) y (B.23)) para cualquier ele-

mento de las matrices M, L y K, podemos escribir la expresiéon general de las matrices que

componen el elemento maestro de la ecuacién de conduccion de calor fraccionaria:

%T’j(t) {(AHAJ-2 + ApAj) [(Cx o 5}’“’%; T, +1) gﬁgffi — L y}

+ AAjo + (A Ay + AjAjg) L_mf—gyﬂ — 64 + (A Ajo + AnAjo) {Cmf—éyyﬂ — ey}
A [(cx + gﬁ (2%(& 6D G f?f‘l " gi]

e ch + cygii(zc)y(gi GHD G i%fll i gﬂ }

a o JETTR-WTG) B 6T T(GITB-G)
4A2Tﬂ(t> {A“Aﬂﬁfgyl T (Cy — G +3) + A7,2A322 —¢, Engl T (G — C+ 3)

g1 T(=6)T(G) [ T ( (o —1 )
ggyflei—@c &2&2@5] T (Cy Gt 2) AzlAjl Cy G +2 + 4,
+AnAj (gy - #) - AiOAj1:|

1[5 r<<x>r<2—<y>{ o ( 6 )
+ f@llfcy [&%1 g@lj*@ T (Cz — Cy I 2) A’LOA]2 + AzlA]2 ng — Cy_—l— 9 ECC

¢
Ay (cx i 6)} }

a I'2-¢g)r
INCITRAR {_@_%_@ s [V‘ioAﬂ — AnAple + AnAjp (1-4,)]

F(Cy - Cm + 2)
2—(,
— (AilAjl — AiQAjl) m}
+ LT ?((E?E(?yjr%)) { [AioAje + Andjp (1 = £o) — AiAjply]

+ (AppAjy — AinAj) €2__—<Cj_2} }



70



Bibliografia

1]

2l

3]

4]

[5]

6]

7]

8]

9]
[10]
[11]

V. E. Tarasov, «Continuous medium model for fractal media», Physics Letters A,

vol. 336, n.° 2-3, pags. 167-174, 2005.

H. Sénchez-Chévez, C. Lopez-Ortiz y L. Flores-Cano, «Generalities on finite element
discretization for fractional pressure diffusion equation in the fractal continuum», Re-

vista mexicana de fisica, vol. 65, n.° 3, pags. 251-260, 2019.

Y. A. Cengel y A. J. Ghajar, Transferencia de calor y masa. McGraw-Hill Interameri-
cana, 2007, vol. 53.

B. Ross, «The development of fractional calculus 1695-1900», Historia mathematica,
vol. 4, n.° 1, pags. 75-89, 1977.

C. A. Lopez Ortiz, Discretizacion por elemento finito de la ecuacion de presion transito-
ria de un flujo fractal continuo tridimencional, Tésis para obtener el grado de Ingeniero
en Fisica Aplicada, Universidad Tecnologica de la Mixteca, Huajuapan de Ledn, Oa-
xaca, 2017.

A. G. Carreno Lopez, Discretizacion por un elemento finito de las ecuaciones de onda P
y S para un medio poroso continuo fractal, Tésis para obtener el grado de Ingeniero en
Fisica Aplicada, Universidad Tecnologica de la Mixteca, Huajuapan de Leon, Oaxaca,
2022.

M. A. Matias Astorga, Dindmica poblacional en el espacio continuo fractal, Tésis pa-
ra obtener el grado de Ingeniero en Fisica Aplicada, Universidad Tecnologica de la

Mixteca, Huajuapan de Leén, Oaxaca, 2019.

J. P. Holman y R. Valenzuela, Transferencia de calor. McGraw-Hill Madrid, Espana,
1998, vol. 8.

P. J. Olver et al., Introduction to partial differential equations. Springer, 2014, vol. 1.
B. B. Mandelbrot et al., «La geometria fractal de la naturaleza», 1997.
V. W. de Spinadel, «Geometria fractal y geometria euclidiana», Revista Fducacion y

Pedagogia, n.° 35, pags. 83-91, 2003.

71



[12]
[13]
[14]
[15]

[16]
[17]

18]

[19]

[20]

21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

V. Talanquer, Fractus, fracta, fractal. FCE-Fondo de Cultura Econémica, 1996.
P. S. Addison, Fractals and chaos: an illustrated course. CRC Press, 1997.
E. Braun, Caos, fractales y cosas raras. FCE, 2003.

J. D. Godino y F. Ruiz, Geometria y su diddctica para maestros. Universidad de Gra-

nada, Departamento de Didactica de la Matemaéatica, 2002.
G. Williams, Chaos theory tamed. CRC Press, 1997.

E. R. Henao y R. L. Varona, «Geometria fractal y transformada de Fourier», Scientia
et technica, vol. 2, n.° 48, pags. 269-274, 2011.

K. Falconer, Fractal geometry: mathematical foundations and applications. John Wiley
& Sons, 2004.

I. Peterson, The Mathematical Tourist: New and Updated Snapshots of Modern Mathe-

matics. Macmillan, 1998, vol. 1.

Solkol. “Copo de nieve de Koch - Wikipedia, la enciclopedia libre.” Fecha de consulta
02-10-2024. (), direccion: https://es.wikipedia.org/wiki/Copo_de_nieve_de_
Koch#/media/Archivo:Koch_snowflake_(RGB-CMY) . jpg.

H.-O. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe y M. J. Feigenbaum, Chaos and fractals: new
frontiers of science. Springer, 2004, vol. 106.

M. Sobre todo. “La esponja de Menger.” Fecha de consulta 30-01-2024. (), direccion:
https://matemelga . wordpress . com/wp - content /uploads /2014 /11 /menger -
stages-big.png.

A. L. Ozores, «Calculo fraccionario y dinamica newtonianay, Pensamiento Matemdtico,
vol. 4, n.° 1, pags. 77-105, 2014.

A. S. Balankin y B. E. Elizarraraz, «Map of fluid flow in fractal porous medium into
fractal continuum flow», Physical Review E—Statistical, Nonlinear, and Soft Matter
Physics, vol. 85, n.° 5, pag. 056 314, 2012.

J. Bear, Dynamics of fluids in porous media. Courier Corporation, 2013.

M. Ostoja-Starzewski, J. Li, H. Joumaa y P. N. Demmie, From fractal media to conti-

nuum mechanics, 2014.

V. E. Tarasov, «Fractional hydrodynamic equations for fractal media», Annals of Phy-
sics, vol. 318, n.° 2, pags. 286-307, 2005.

V. E. Tarasov, «Wave equation for fractal solid string», Modern Physics Letters B,
vol. 19, n.° 15, pags. 721-728, 2005.

72


https://es.wikipedia.org/wiki/Copo_de_nieve_de_Koch#/media/Archivo:Koch_snowflake_(RGB-CMY).jpg
https://es.wikipedia.org/wiki/Copo_de_nieve_de_Koch#/media/Archivo:Koch_snowflake_(RGB-CMY).jpg
https://matemelga.wordpress.com/wp-content/uploads/2014/11/menger-stages-big.png
https://matemelga.wordpress.com/wp-content/uploads/2014/11/menger-stages-big.png

29]

[30]

[31]

[32]

33

[34]

[35]
[36]
[37]

A. S. Balankin y B. E. Elizarraraz, «<Hydrodynamics of fractal continuum flow», Physi-
cal Review E—Statistical, Nonlinear, and Soft Matter Physics, vol. 85, n.° 2, pag. 025 302,
2012.

J. Li y M. Ostoja-Starzewski, «Fractal solids, product measures and fractional wave
equationsy, Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Enginee-
ring Sciences, vol. 465, n.° 2108, pags. 2521-2536, 2009.

X. O. Olivella y C. A. de Saracibar Bosch, Mecdnica de medios continuos para ingenie-
ros. Univ. Politéc. de Catalunya, 2002, vol. 92.

F. H. Stillinger, «Axiomatic basis for spaces with noninteger dimension», Journal of
Mathematical Physics, vol. 18, n.° 6, pags. 1224-1234, 1977.

C. Palmer y P. N. Stavrinou, «Equations of motion in a non-integer-dimensional space»,
Journal of Physics A: Mathematical and General, vol. 37, n.° 27, pag. 6987, 2004.

W. Chen, «Time-space fabric underlying anomalous diffusion», Chaos, Solitons € Frac-
tals, vol. 28, n.° 4, pags. 923-929, 2006.

M. A. Bhatti, Fundamental finite element analysis and applications. WILEY, 2005.
L. J. Segerlind, Applied finite element analysis. John Wiley & Sons, 1991.

G. B. Arfken y H. J. Weber, Mathematical methods for physicists, 6ta ed. Elsevier,
2005.

73



	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Aspectos preliminares
	Introducción
	Marco teórico
	Transferencia de calor
	Mecanismos de transferencia

	Ecuación de conducción de calor
	Condiciones iniciales y de frontera
	Condición de frontera de temperatura específica
	Condición de frontera de flujo específico de calor

	Geometría fractal
	Dimensión
	Dimensión euclidiana
	Dimensión topológica
	Dimensión de Hausdorff-Besicovitch
	Dimensión de conteo de cajas

	Auto-similitud
	Auto-similitud exacta
	Auto-similitud estadística

	Tipos de fractales
	Fractales matemáticos
	Fractales naturales


	CF y modelo del continuo fractal
	Algunos operadores fraccionarios
	Operadores de Riemann-Liouville
	Derivada fraccionaria de Caputo

	Propiedades fractales del medio permeable
	Ley de potencia de masa

	Homogeneización de medios fractales
	El modelo del continuo fractal
	Métrica fractal del continuo fractal
	Calculo fraccionario en el continuo fractal


	Método del elemento finito
	Formulación débil
	Funciones de forma para elementos triangulares

	Desarrollo del problema
	Ecuación diferencial de conducción de calor bidimensional transitoria sin generación de calor de orden fraccionario
	Elemento maestro

	Resultados y discusión
	Conclusiones
	Función Gamma y función Beta
	Función Gamma
	Función Beta

	Resolución de integrales
	Solución de M
	Solución de L
	Solución de K
	Solución completa


