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Presentacion

En el presente trabajo de tesis se aborda la modelacion matematica de la
dindmica infecciosa de la tuberculosis para una poblacién de individuos en gene-
ral; se analiza la estabilidad de los puntos de equilibro del sistema, asi como el
nimero reproductivo basico de la enfermedad suponiendo una poblacién comple-
tamente susceptible. Los modelos matematicos se plantean mediante sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias, los cuales contienen parametros que se deben
determinar a partir de los datos disponibles y cuyos valores permitiran pronosticar
el riesgo de propagacién de esta enfermedad para una poblacion en particular; en
esta tesis, se utilizan los datos proporcionados por la Jurisdiccion sanitaria de la
Regién Mixteca Oaxaquena, para estimar los parametros y conocer el comporta-

miento de la enfermedad en esta region.
La estructura del trabajo se presenta de la siguiente manera:

Capitulo 1: Se presenta una revision bibliografica de la tuberculosis, incluyen-
do su etiologia, diagndstico y tratamiento. Asimismo, se introducen los conceptos
matematicos fundamentales que sustentan esta investigacion y los resultados que

se obtienen.

Capitulo 2: Se realiza un analisis comparativo de los modelos matematicos
propuestos por otros investigadores para estudiar la dindmica de la tuberculosis.
Esta revision permitira identificar las diversas aproximaciones metodolégicas y las

dreas de conocimiento matematico involucradas en esta temaéatica.

Capitulo 3: Se plantean los modelos matematicos basados en la revision bi-
bliografica presentada en el capitulo 1. Se proporcionan resultados relacionados

a la estabilidad de los puntos de equilibrio libres de enfermedad a través de la
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matriz jacobiana y el uso de criterios importantes en la teoria. Se calcula el niime-
ro reproductivo basico de cada modelo planteado y se dan condiciones para la

positividad y magnitud de este mismo.

Capitulo 4: Se presenta el analisis de los datos proporcionados por la Jurisdic-
cién Sanitaria y se desarrolla un modelo matematico especifico para esta pobla-
cion. Los resultados numéricos obtenidos y las simulaciones realizadas permitiran

ilustrar los posibles escenarios de la infeccién por tuberculosis.

Conclusiones: Se sintetizan las principales conclusiones derivadas de la investi-
gacion con respecto a los modelos matematicos propuestos y las simulaciones que

se realizaron.

Apéndices: Se incluyen los cédigos de programacion en Python utilizados para
implementar los modelos matematicos. Cada apéndice contiene una breve descrip-

cion del codigo v comentarios detallados para facilitar su comprension.

En conjunto, esta investigacion contribuira al conocimiento de la dinamica de
la tuberculosis en la Mixteca Oaxaquena y proporcionara herramientas ttiles para

la toma de decisiones en materia de salud publica.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Conceptos sobre la tuberculosis.

La tuberculosis es una enfermedad producida por la bacteria Mycobacterium
tuberculosis ([20]), bacilo del género Mycobacterium, que junto con la M. bouvis, la
M. africanum y la M. microti, entre otros, forman el denominado Complejo M.
Tuberculosis. Cualquiera de ellos puede producir la enfermedad aunque en nuestro
medio la mas frecuente, es la enfermedad producida por la M. tuberculosis ([7]).
La M. africanum es una cepa responsable hasta de la mitad de casos detectados
de tuberculosis en el continente africano y la M. microti es una cepa que afecta
a los mamiferos y rara vez esta dana a las personas, algunos casos aislados se
han dado en Reino Unido. La tuberculosis se considera que es una de las enfer-
medades més antiguas que existen en el planeta, ya que los primeros reportes de
esta enfermedad datan del periodo neolitico ([13]). En la antigiiedad se creia que
la tuberculosis era producida por la bacteria Mycobacterium bovis; es decir, la
bacteria que afectaba bovinos se habia transmitido y adaptado a las personas de
la época ([13]). Teorias nuevas sugieren que el complejo M. tuberculosis tiene un
ancestro mucho mas antiguo desarrollado en el este del continente africano y se

dispersé debido a la migracion de las personas en el pasado ([13]).

Siendo un microorganismo muy resistente al frio, a la congelacién, a la de-
secacién y muy sensible al calor, la luz solar y la luz ultravioleta, tiene ciertas
caracteristicas especiales en su desarrollo que le confieren grandes diferencias con
las bacterias convencionales. Asi, su lenta capacidad de division y la dependencia

en su crecimiento de las condiciones locales donde se desarrolla (como la presencia

3



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

o ausencia de oxigeno y la dependencia del pH del medio) pueden ocasionar un

estado de letargo o latencia ([7]). En la figura (1.1) podemos ver a la bacteria con

su caracteristica forma de bacilo, por lo que también recibe el nombre de bacilo

de Koch en honor a Roberto Koch, quien fue la primera persona en aislar la bac-

teria y la tincion especial que tiene, ademas de la famosa prueba de tuberculina

que se enunciard mas adelante ([21]).

Figura 1.1: Ejemplo de bacteria de tuberculosis en el cuerpo humano. Extraido
de [29].

La infeccién por tuberculosis se clasifica como se explica en [28]:

Tuberculosis no pulmonar: Se trata de una infeccién por tuberculosis
que afecta a otros érganos del ser humano tales como los ojos, la piel, el

intestino, etc.

Tuberculosis pulmonar: Es una infeccién causada por la bacteria Myco-
bacterium tuberculosis que compromete los pulmones y que se puede propa-

gar a otros organos.

Tuberculosis multirresistente (TB-MDR): Esto significa que las bac-
terias son resistentes al menos, a los dos medicamentos de primera linea mas

importantes, la isoniacida y la rifampicina.

Tuberculosis extremadamente resistente (TB-XDR): Quiere decir

que las cepas de tuberculosis presentan una gran resistencia inclusive a an-
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tibidticos mas fuertes como son la isoniazida, rifampicina, fluoroquinolonas
y al menos a un agente inyectable (amikacina, capreomicina, kanamicina).
En casos més graves, algunas bacterias de la tuberculosis pueden volverse

resistentes a casi todos los medicamentos disponibles.
Algunos aspectos importantes a considerar son los siguientes ([28]):

= La tuberculosis se transmite principalmente a través del aire cuando una
persona infectada tose, estornuda o habla, liberando pequenas particulas

que contienen las bacterias.

= También puede transmitirse a través de la ingestion de leche no pasteurizada

contaminada con la bacteria.

= En menor ntimero, las personas pueden infectarse debido al uso de instru-
mental médico mal esterilizado, aunque también es posible infectarse por

compartir objetos propios del consumo de drogas.

Definicién 1. La tuberculosis latente es una forma de infeccién en la que las

bacterias estan presentes en el cuerpo, pero no causan sintomas clinicos ([16]).

Las personas con tuberculosis latente no pueden transmitir la enfermedad a
otros. El sistema inmunolégico controla la infeccion, pero existe el riesgo de que

se active en el futuro, especialmente en personas con sistemas inmunoldgicos de-

bilitados ([1]).

Definicién 2. La tuberculosis activa es la forma de la enfermedad en la que las

bacterias causan sintomas clinicos ([16]).

La tuberculosis activa es contagiosa y puede propagarse a través del aire de
persona a persona. Es necesario el tratamiento con antibidticos especificos para

curar la tuberculosis activa y prevenir complicaciones graves ([16]).

Los sintomas clinicos comunes de la tuberculosis activa incluyen ([16]):
= tos persistente,

= fiebre,

= sudores nocturnos,
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= pérdida de peso inexplicada,
» debilidad general.

Una persona enferma por tuberculosis activa (TB) sin tratamiento puede in-
fectar de 15 a 20 personas por afnio. La tuberculosis puede afectar cualquier 6rgano
del cuerpo humano; sin embargo, la forma més frecuente es la que se manifiesta

en los pulmones (tuberculosis pulmonar) en un 85 % de los casos ([23]).

La vacuna contra la tuberculosis; llamada BCG (Bacilo de Calmette-Guerin),
es muy eficaz para prevenir la meningitis tuberculosa y la tuberculosis miliar en
ninos, pero su eficacia para prevenir la tuberculosis pulmonar activa es menor. En
el articulo publicado en la revista The Lancet en 2022 [15], se evalué la eficacia
de la vacuna BCG en la prevencion de la tuberculosis pulmonar activa en adul-
tos; los resultados del estudio mostraron que la vacuna BCG redujo el riesgo de
tuberculosis pulmonar activa en un 46 % para menores de 5 afios; sin embargo,
el efecto protector de la vacuna disminuyé con el tiempo. Después de 2 anos, la
vacuna BCG solo redujo el riesgo de tuberculosis pulmonar activa en un 19 %. En

la figura (1.2) se incluye una foto de los desarrolladores de esta vacuna.

Albert Calmette Camille Guerin
[1863-1933) [1872-1961)

Figura 1.2: Desarrolladores de la vacuna BCG. Extraido de [2].

Existen multiples formas de diagnosticar la infeccién por tuberculosis en las

personas, entre las que destacan se encuentran ([21]):
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Diagnéstico de la infeccién tuberculosa in vivo: prueba de tubercu-
lina. Esta prueba fue desarrollada por Koch, que consiste en la aplicaciéon sobre
la piel de 0.1 ml de proteina purificada de un cultivo de M. tuberculosis. En la
figura (1.3) se muestra un ejemplo de esta reaccién. Se interpreta de la siguiente
manera: de 0 a 5 mm = No reactor, de 6 a 14 mm = reactor y mayor que 14 mm
o con flictena (ampolla) = hiperérgico. Esta prueba solo nos dird si alguna vez

tuvimos tuberculosis, por lo que no nos da un diagnéstico seguro.

Figura 1.3: Reaccién de la piel a la prueba de la tuberculina. Extraido de [§].

Diagnéstico de la infeccion tuberculosa in vitro: Una nueva tecnologia
capaz de medir la respuesta inmunitaria en forma mas especifica denominada
IGRAS (Interferon G Release Assays), que mide la liberacién del interferén + por
los linfocitos al ser expuestos a los antigenos propios del bacilo (early secretory
antigen target 6 o ESATG6, culture filtrate protein 10 o CFP10, antigeno de la re-
gién genética RD11:RV2654 y proteina TB7.7), los cuales no se encuentran en M.
bovis utilizados en la vacuna. Como ventaja es que sélo se requiere una muestra
de sangre, por lo que no se requiere de una segunda visita del paciente. Es impor-
tante senialar que tanto los IGRAS como la prueba de tuberculina no discriminan

entre infeccién o enfermedad, ya que so6lo miden la respuesta inmunitaria contra
el bacilo de Koch.

Diagnéstico microbiolégico. Tincion directa y cultivo: Esta técnica se
basa en la toma de una muestra a partir del esputo de una persona, aunque tam-
bién es sensible a dar falsos positivos se considera como una prueba importante

para la deteccién de la presencia de la bacteria.



8 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Antibiograma: Esta prueba es desarrollada con la intencion de suplir la cre-
ciente cantidad de cepas resistentes a los antibiéticos y que otras pruebas no
detectan. Permite que los tratamientos se ajusten a cada persona dependiendo de

los resultados obtenidos al comparar la reaccion a los antibidticos de primera linea.

Métodos de amplificacién de acidos nucleicos (NAAT): Esta es una
prueba molecular que se basa en amplificar fragmentos especificos genéticos en
las muestras clinicas, son mas sensibles y rapidas comparadas con las pruebas que

necesitan de un cultivo.

Métodos de deteccion de resistencias. Ensayos con sondas en linea
(LPA): También es una prueba molecular que utiliza tiras reactivas de nitrocelu-
losa, consiste en extraer el ADN (Acido desoxirribonucleico) de las muestras que se
tengan en estudio y se amplifican por PCR (reaccién en cadena de la polimerasa)
multiple de punto final seguido de una hibridacién reversa del ADN que fue ampli-
ficado, por ultimo se realiza el analisis de las tiras para la deteccién de la especie
de la bacteria y si existen genes que aporten al desarrollo de la resistencia a los
antibidticos. Cabe resaltar que al identificar los genes causantes de la resistencia
a los antibioticos, esto permite desarrollar tratamientos efectivos para la persona,
sin embargo la disponibilidad de esta prueba es escasa en muchos laboratorios y
en gran parte el desconocimiento de las diferentes mutaciones que puede tener la

bacteria aporta a ser una desventaja de esta técnica.

Radiologia y técnicas de imagen: Estas formas de diagnéstico devuelven
una gran cantidad de informacién, es a través de las radiografias de térax (véase
la figura (1.4)), tomografias axiales de térax y la resonancia magnética, que pode-
mos diagnosticar visualmente a la poblacién de bacterias y el impacto que tienen
en el cuerpo, dependiendo del estado de infeccion que tenga una persona; es de-
cir, la radiografia de la tuberculosis primaria es diferente a cémo se muestra la
radiografia de la tuberculosis secundaria. Se entiende como tuberculosis primaria
a la infeccion con la bacteria que produce la tuberculosis por primera vez, y la
tuberculosis secundaria como la infeccién con la bacteria por recaida en la infec-

cion.
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Figura 1.4: Radiografia de una persona con tuberculosis. Extraido de [6].

Para visualizar el panorama que tenemos como sociedad respecto al problema
de la tuberculosis es imperativo mostrar algunos datos referentes al niimero de
infectados con la bacteria de tuberculosis. Segin las estimaciones hechas por la
OMS una cuarta parte de la poblaciéon mundial se ha enfermado con tuberculosis,
de las cuales un porcentaje entre el 5% y el 10 % han presentado sintomas ([20]);
es decir, que la mayoria de la poblacion con tuberculosis tiene una tuberculosis
latente y por ende no contagian; sin embargo, estan en riesgo de desarrollar una
activa y contagiar a los demés. La situaciéon en México no es diferente, segin la
Secretaria de Salud desde el ano 2016 mas de la mitad de los municipios del pais

reportan cada ano casos de Tuberculosis ([23]).

15
Total

10 —

Case notifications of people
newly diagnosed with TB

Millians per year

People living with HIV

2010 012 2014 2016 2018 2020 022

Figura 1.5: Panorama mundial de casos de tuberculosis a través de los anos. Ex-

traido de [30].
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Segun la OMS en el ano 2021 se enfermaron 10.6 millones de personas (véase
la figura 1.5) y murieron cerca de 1.6 millones de personas en todo el mundo, por
lo que aseguran que es necesaria la cantidad de $13 millones de ddlares anuales

para la prevencién, diagndstico y tratamiento de la tuberculosis ([20]).

En esta tesis estudiaremos la dinamica de infeccién de la tuberculosis, con la
ayuda de la modelacién matematica, y realizaremos el estudio de esta enfermedad
en la poblacion de la Mixteca Oaxaquena. Estamos suponiendo que los habitantes
de esta zona desconocen mucho de esta enfermedad y por tanto las medidas de
prevencion que toman son pocas, esto produce, que los habitos sociales de las

personas influyan en el incremento de casos de Tuberculosis.

1.2. Conceptos de matematicas

Consideremos un sistema auténomo no lineal de ecuaciones diferenciales ordi-

narias
i = f(z), (1.1)

donde f: B — R™, B es un subconjunto abierto de R" y z(t) € R™, notemos que
f es una funcién vectorial, tal que f = (fi, fo,..., fu), donde f; : B — R, para
1=1,2,...,n.

De ahora en adelante entenderemos a B como un subconjunto abierto de R™.

Una caracteristica importante de los sistemas no lineales es que en general no
es posible determinar una solucién analitica para el sistema, de modo que es ne-
cesario hacer un estudio local sobre algiin punto de interés, para esto haremos uso
de dos teoremas importantes, el teorema de Hartman-Grobman y el teorema de la
variedad estable, estos teoremas nos dicen que topolégicamente el comportamien-
to local de un sistema no lineal en un punto de equilibrio esta determinado por
el comportamiento de un sistema lineal, lo que nos daria informacién cualitativa

del modelo no lineal cuando estamos cerca de estos puntos de equilibrio.

Antes de enunciar y demostrar algunos teoremas importantes para el estudio
de los sistemas de ecuaciones no lineales de la forma (1.1), es necesario definir

cierta terminologia y notacién relativa a la derivada de f.



1.2. CONCEPTOS DE MATEMATICAS 11

Definicién 1.1. La funcion f : B — R", con B C R", es diferenciable en

xog € R" si existe una transformacion lineal Df € L(R™) que satisface:

lim |f(zo +h) — f(x0) — D f(x0)h|

=0.
|h|—0 |h|

La transformacion lineal evaluada en xo D f(zo) se llama derivada de f en xy.

La funcién f es una funcion vectorial que tiene n componentes, por lo que la
derivada parcial de f con respecto a z; se puede entender como la derivada parcial
de f; con respecto a x; lo que nos generarfa un vector fila.

El siguiente teorema nos da un método para calcular la derivada de f.

Teorema 1.1. Si f : R — R"” es diferenciable en xq, entonces todas las derivadas
Ofi

parciales Do, 1,7 =1,...,n, existen en xq y para todo v € R",
Df(xg)x = a—(mo)xj.
=1 9%

Por lo tanto, si f es una funcién diferenciable, la derivada Df esta dada por

la matriz jacobiana de tamano n X n:

o= 5],

(996]-
conit,j=1,2,....,n.

Definicién 1.2. Supongamos que f € C(B). Entonces x(t) es una solucion
del sistema (1.1) en un intervalo I, si cada componente de la funcion z(t) es

derivable en I y si para todo t € 1, se tiene que z(t) € E y

Definicién 1.3. Un punto xy € R™ es llamado un punto de equilibrio o punto
critico de (1.1) si f(zo) = 0.

Definicién 1.4. (Clasificacion de los puntos de equilibrio.)

Un punto de equilibrio xy se denomina:

» Sumidero si todos los valores propios de la matriz D f(xo) tienen parte real

negativa.
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» Fuente si todos los valores propios de la matriz D f(xq) tienen parte real

positiva.

» Silla si todos sus valores propios tienen parte real diferente de cero y D f(xo)
tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al menos uno con

parte real negativa.

Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio £ del sistema se utiliza

la matriz jacobiana definida por:

G-(E) dE) fuE) ... B
G2(E) (E) S2(B) ... $2(E)
Oh(p) (E) 9(E) ... 9(E)
J(E)= | %yEB) %yE) UyE) ... Uy(E) (1.2)
Ok (E) U:(E) %:(E) giw)
O (E) O(E) Y(E) ... Y2(E)

Con lo anterior ya calculado, se obtiene el polinomio caracteristico que esta dado
por:
P(\) =det(J(E) — A\d),

donde Id es la matriz identidad.

En epidemiologia existen diversos conceptos tedricos que nos ayudan a estimar
cosas importantes de las enfermedades, de éstos, tal vez uno de los mas importan-
tes es el niimero reproductivo basico, este numero funciona como un umbral para
determinar si la enfermedad se desarrollard y contagiara a muchas personas de la

poblacién o se podra controlar de manera sencilla.

En el campo de las matematicas, este nimero reproductivo bésico fue creado
inicialmente para el modelo clasico SIR que modela enfermedades infecciosas, ésto
sentd una base para la creacién de una nocién a esta, similar para otros modelos
matematicos y la interpretacién que se le puede dar a este nimero reproductivo

basico depende del fenémeno estudiado.
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Definicién 1.5. (El nimero reproductivo bdsico.)
El nimero reproductivo bdsico, denotado por Xy, es el nimero de casos secun-
dartos producidos, en una poblacion completamente susceptible, por un individuo

infeccioso durante todo su periodo de infeccion.

Si Zy < 1, entonces, en promedio, un individuo infeccioso produce menos de
un nuevo individuo infectado durante todo su periodo infeccioso, y la infeccién
no puede propagarse. Si Z, > 1 entonces cada individuo infeccioso produce, en
promedio, mas de una nueva infeccién durante todo su periodo infeccioso, y la

enfermedad se puede propagar a la poblacién ([5]).

Para modelos sencillos con un solo compartimento de infeccion, ya se conocen

las definiciones tedricas de este niimero reproductivo basico, por ejemplo:

= Modelo clasico SIR sin demografia: El %, se define como el cociente

de la tasa de infeccién entre la tasa de recuperacion.

= Modelo clasico SIR con demografia: El %, se define como el cociente
de la tasa de infeccion entre la suma de la tasa de mortalidad con la tasa de

recuperacion.

No obstante, para modelos mas complicados donde no solo existe un tnico
compartimento infeccioso, en algunos casos es mas dificil encontrar una expresién
para el %, por tal razén Odo Diekman, J. A. P Heesterbeek y J. A. J. Metz
dieron una definicién mas general del %, esta definicién se fundamenta en hallar
un punto de equilibrio del sistema al que le llaman punto de equilibrio libre de
enfermedad (DFE, Disease Free Equilibrium) y analizar el comportamiento local
cerca de este punto de equilibrio, por tal motivo en 1990 introdujeron la definicién

de operador de proxima generacion como:

(K(S)6)(€) = S(€) / / A& m)dro(n)dn,

donde ¢ es el estado de las personas que son susceptibles, S(£) es una funcién
de densidad demografica de las personas susceptibles, 7 la variable que modela el
tiempo siendo 7 = 0 el momento en el que una persona susceptible es infectada,
¢ la funcion de densidad de distribucion, €2 el espacio compuesto por los estados

de la infeccién y 7 es el estado de personas infectadas. En este sentido A(T,&,7)



14 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

es una funcién que representa la infectividad esperada de una persona infecciosa.

Sin embargo, esta forma de calcular este niimero no era la adecuada debido a su
aproximacién inexacta, en cambio con la definicién del radio espectral propuesta
por los mismos autores, si que se podia dar una muy buena aproximacién y todo

quedaba en términos del mismo operador:

s m ||1/m__ ¢ m ||1/m
P(($)) = inf | K(S)" /7= Tim || K(5)"

En el trabajo de O. Diekman ([5]) se puede encontrar més acerca de esta cons-
truccién. Esta definicion sirve para operadores en general, en particular, se puede
trabajar con las representaciones matriciales de un operador lineal, y dar la defi-

niciéon del nimero reproductivo basico en términos de matrices.

P. van den Driessche utilizé esta nueva definicién para enunciar la matriz de
siguiente generacion como una alternativa para el cdlculo del nimero reproductivo
bésico ([27]), en lo siguiente estudiaremos esta idea para comprender la interpre-

tacion biologica detras de esta definicién y el uso del radio espectral de una matriz.

Primero vamos a considerar una poblacién heterogénea donde sus individuos
se distinguen por edad, comportamiento, posicién espacial y/o estado de la en-
fermedad, esto tltimo se refiere a que es posible que existan diversos estados
de salud como por ejemplo que existan personas sanas pero con inmunidad a la

enfermedad, o que puede haber personas infectadas pero que no contagian a otras.

Estos estados se pueden agrupar en compartimentos; para ello, seay = (y1, ..., yn)%
con cada y; > 0, el nimero de individuos en cada compartimento, de manera que

los primeros m compartimentos corresponderan a los individuos infectados.

Se define a Y; como el conjunto de todos los estados libres de enfermedad;
es decir, Y; se puede escribir en términos conjuntistas como Yg = {yly; = 0,i =
1,...m}, denotemos por .%;(y) la tasa de aparicién de nuevas infecciones en el
compartimento 4, por ¥t la tasa de transferencia de personas hacia dentro del

compartimento ¢ y por ¥, la tasa de transferencia hacia afuera del compartimen-

to.
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Luego el modelo de transicion de enfermedades se puede escribir de la forma,

yz = fz(yaz) :ﬁz(l ,z)—%(y), i=1,...,n, (13)

donde ¥i(y) = 7" (y) — 7" (y).

(2

Esta idea para definir el niimero reproductivo basico, es usar la linealizacion

del modelo cerca de un punto de equilibrio libre de enfermedades.

Se suponen las siguientes situaciones,

» Z(0,2) =0y %(0,2z) =0, paratodo 2 >0yi=1,...,n.

El sistema libre de enfermedad Z = ¢(0, z) tiene un tnico equilibrio que es

asintoticamente estable.

» Z;(y,z) > 0 para todo y y z no negativas donde i = 1,...,n.

Yi(y,z) < 0siempre que y; =0y i=1,...,n.
» > " %(y,z) > 0 para todos los y y z no negativos.

La primera suposicién se refiere a que todas las nuevas infecciones son in-
fecciones secundarias por personas infectadas, no hay inmigracién de individuos
a los compartimentos de enfermedades, ésto garantiza que el conjunto libre de
enfermedad es invariante. La segunda suposicién asegura que el equilibrio libre
de enfermedad es un equilibrio del sistema en general. Por la definiciéon que se
dio, .# es mayor o igual a cero, pues ésta representa las nuevas infecciones en los
compartimentos, ¥ es menor o igual que cero, pues es el flujo neto fuera de los
compartimentos y para la entrada debe de ser negativa siempre que el comparti-
mento esté vacio. En cuanto a la suma ) ., #(y, z) representa la salida total de

todos los compartimentos infectados.

Supongamos que una sola persona infectada se introduce en una poblacion
originalmente libre de enfermedad. La capacidad de la enfermedad para propagarse
a través de la poblacion se determina mediante una linealizacién del modelo (1.3)

con respecto al equilibrio de enfermedad (0, zp),
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0%, oY;

B, 02) = 5

(07 ZO) = 07

para cada par (7, 7). Esto implica que las ecuaciones linealizadas para los com-
partimentos de la enfermedad y estan desacopladas de las ecuaciones restantes, y

pueden escribirse como:

y=F=Vy, (1.4)

donde se definen a 'y V matrices de n x n con entradas tales que,

0.%;
F pr—
ayj (07 ZO)
' oY;
V == a—yj(o, Zo),

con la suposicién de que el sistema libre de enfermedad Z = ¢(0, z) tiene un tnico
equilibrio libre de enfermedad, la estabilidad del sistema (1.3) estd determinado
por la estabilidad de la matriz (F' — V).

El tiempo esperado de duracion del periodo infeccioso esta dado por la integral
fooo o(t,yo)dt, donde ¢(t,yo) es la solucién de (1.4) con F = 0 y condiciones

iniciales no negativas:
g =—=Vy, y(0) = yo. (1.5)

v

La solucién del sistema anterior es ¢(t,z9) = e~ "'xq, donde la exponencial

puede ser expresada en términos de la serie de Taylor como:

U2 Uk
e_Vt:Id—Vt—i—( ‘Q/t) + ... ( Vt)

k!

Esta serie converge para todo t. Asi, fooo o(t,yo)dt = V1, de esto, la entrada
de la matriz (i, j) puede interpretarse como el tiempo esperado que un individuo

introducido inicialmente en el compartimento j pasa en el compartimento .

La entrada (i,7) de la matriz F es la tasa a la que se producen infecciones
secundarias en el compartimento ¢ por un caso inicial puesto en el compartimento

7. El nimero de infecciones secundarias producidas por un caso inicial esta dado
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por:
/ Fe Viyodt = FV ™Yy,
0

Asi, el nimero reproductivo basico se define como,
%0 = p(val)’

A la matriz F'V ! se le llama matriz de siguiente generacién, la cual no es ne-
gativa, y en consecuencia, tiene un valor propio no negativo, ademas no existe otro
valor propio de la matriz con modulo mayor que %, y existe un vector propio no
negativo asociado al Z. El vector asociado, representa entonces una distribucién

de individuos infectados que genera la mayor cantidad de casos secundarios.

De lo anterior, el %, y el vector propio asociado al %, definen a un individuo
infeccioso y el nimero reproductivo bésico se define formalmente como el radio

espectral de la matriz FV 1.

Definicién 3. El radio espectral de una matriz M denotado por p(M), es el

maximo de los médulos de los valores propios de M.

Consideremos a un individuo infectado introducido en el compartimento & de
una poblacién libre de enfermedad y veamos su significado, para la entrada (j, k)
de V! es el tiempo promedio que este individuo pasa en el compartimiento j
durante su vida, suponiendo que la poblaciéon permanezca cerca del DFE y salvo
reinfeccién. La entrada (7, j) de F es la tasa a la que los individuos infectados en

el compartimento j producen nuevas infecciones en el compartimento 7.

De donde, la entrada (i,k) de la matriz es el nimero esperado de nuevas in-
fecciones en el compartimento i producidas por el individuo infectado introducido

originalmente en el compartimento k.

Nota 1.1. Aunque en la notacién para estimar el %, por la definicion de Van den

Driessche a la matriz resultante de obtener las derivadas parciales de el vector ¥
9Y;
i

le llamamos V', en adelante denotaremos a [ oy

(yo)] como W, es decir,

W= BZE(?JO)] ;
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pues mas adelante tendremos un compartimento de personas vacunadas a las cua-

les denotaremos con V', y queremos evitar alguna confusion.

Cuando tratamos de determinar la estabilidad en un modelo dado por ecuacio-
nes diferenciales, se hace a través de las raices del polinomio caracteristico, lo mas
facil es ver solo el signo de los valores propios, en vez de tratar de determinarlos
tedricamente, por lo que necesitamos algin criterio del cual guiarnos para poder
realizar esto. Revisando la literatura, nos encontramos con un criterio que deter-
mina bajo qué condiciones la parte real de las raices del polinomio caracteristico

seran negativas, este criterio es conocido como el criterio de Routh-Hurtwitz.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma:
T = Az,

donde A es la matriz de los términos de interaccién no lineales linealizados; es
decir, es la matriz jacobiana, las soluciones se pueden escribir de la forma:

z(t) = zoe™,
donde z( es un vector constante, y los valores propios A son las raices del polino-

mio caracteristico |A — A d|, donde Id es la matriz identidad.

La solucion x = 0, es estable si todas las raices A del polinomio caracteristico

tienen parte real negativa.

Si el sistema es de orden n entonces el polinomio caracteristico tiene la forma:
pA) =N"+a N+ +a, =0,

donde a; es real para todo i = 1,...,n. Se asume que a, # 0, pues si fuera cero,
A = 0 es una solucién.

Requerimos entonces condiciones sobre a;, con ¢ = 1,...,n, tal que las raices
de p(A) cumplan que ReA < 0, estas condiciones necesarias y suficientes son
conocidas como condiciones de Routh-Hurtwitz, aunque también es mejor

conocido como criterio de Routh-Hurtwitz ([18]).
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Existen bastantes formas de este criterio, una de ellas junto con a,, > 0 es,

ap as as
a; das
D1:CL1>0,D2: >0,D3: 1 ay au >O,
1 a
2 0 a; as
ay as as
1 ay aq
0 a; as ... .
Dy = >0,k=1,2,...,n.
0 1 Aoy ... .
0 0 0 ... ag

Estas condiciones son encontradas a través de métodos de variable compleja.

De lo anterior podemos enunciar el caso para polinomios ctibicos, donde las

condiciones necesarias son: ag > 0, ajas —ag >0y a; > 0.

Un problema muy grande dentro de la modelacién es encontrar distintas tasas
a partir de promedios encontrados por otros investigadores, por lo que es impor-
tante anexar una forma de calcular estas tasas, a continuacion describiremos un

andlisis para mostrar este aspecto.

Para encontrar un tiempo promedio en el que un grupo de personas pasa de un
estado de infeccién a otro en cualquier enfermedad infecciosa es importante auxi-
liarnos de la teoria de probabilidad y asi encontrar un parametro que describa este
hecho. Este andlisis no se restringe solo a la tuberculosis, y tampoco al paso entre
estados de infeccién, también se puede usar para encontrar parametros de mor-

talidad, por lo que serd muy 1til, en esta tesis para encontrar distintos pardametros.

Si definimos un espacio muestral S como
S ={x € U: x es una persona infectada},

donde U es el conjunto de todas las personas que viven en el area de estudio.
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Sea t la variable aleatoria, tal que, a cada persona infectada le asigna el tiempo
desde que se enferma hasta que se recupera. Debido a que la enfermedad tiene
un periodo finito de recuperacién, entonces podemos definir a b como el tiem-
po maximo de recuperacién del individuo que cursa la enfermedad, por lo tanto
t(z) € [0,b]. Para explicar esta parte de mejor manera, recordemos que una va-
riable aleatoria es una funcién que asigna a un elemento del espacio muestral un
valor, entonces, cuando escribimos t(x) estamos hablando del tiempo que tarda
en recuperarse una cierta persona x, y este tiempo esta dentro del intervalo [0, b],

por lo regular solo escribimos t € [0, b].

De lo expuesto en el articulo publicado por M. Choisy acerca de enfermedades
dindmicas infecciosas ([3]), donde dado el tiempo como variable aleatoria mues-
tran que la probabilidad de recuperacion en un intervalo de tiempo corto se puede
escribir como la derivada de la funcién de distribucién acumulada mas una funcién
de error con orden At, y que para datos reales, estos deben de seguir una distribu-
cion exponencial, se considerara la probabilidad de que una persona se recupere
de la enfermedad en un intervalo corto At, asi que se considerara la probabilidad
P(t <T <t+ At), lo que significa que estamos buscando la probabilidad de que

una persona se recupere en el intervalo de tiempo (¢,t + At),
Pt<T<t+At)=P(T <t+At)— P(T <t)=F(t+ At) — F(t)

_ (F(t+ AAti - F(t)> At

donde F' es la funcién de distribucién acumulada.

Si hacemos tender At a 0, la expresién anterior puede ser escrita como sigue,

(F@+A®—F@)

A ) At = F'(t)At + O((At)?). (1.6)

La ecuacién (1.6) serd revisada mas adelante y se detallara el desarrollo para

encontrarla.

Por otro lado, podemos escribir

P(recuperacion en (t,t + At)|no se recuperd en (0,t]) = F(t + At) — F(t),



1.2. CONCEPTOS DE MATEMATICAS 21
utilizando la ecuacion 1.6,

P(recuperacion en (t,t + At)|no se recuperd en (0,t]) = F'(t)At + O((At)?),
suponiendo que F'(t) es constante entonces

P(recuperacion en (t,t + At)|no se recuperd en (0,t]) = yAt + O((At)?).

Si denotamos
G(t) = P(no se ha recuperado en (0,t]),

asi pues,
G(t + At) = P(no se ha recuperado en (0,t + At]).

Nos interesa encontrar la probabilidad de que una persona se recupere de la

infeccién en el lapso de tiempo (¢,t + At), luego, de la probabilidad condicional,

Gt+ At) = G(t)(1 —yAt — O((At)?))

(
(

= G(t) — Gt)yAt — G(H)O((At)?)
Gt+At)-G(t) G(t)O((At)?)
At = G-
haciendo tender At a 0, tenemos que,
dG

resolviendo esta ecuacién diferencial por variables separables,
G(t) = Me™,

ademds, sabemos que F'(0) = P(no se ha recuperado en el tiempo 0) = 1, de don-
de,

esto es,

lo que nos indica que el periodo de infeccién sigue una distribucion exponencial,
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el cual tiene una vida media de %

Esto quiere decir que % es el tiempo en promedio en el que la mayoria de las
personas se recuperan de la infeccién y v seria la tasa de recuperacién de este

grupo personas.

Teorema 1.2. Se cumple,

CW+AQ—NQ

Az ) At = F'(t)At + O((At)?). (1.7)

Demostracién: Utilizando el polinomio de Taylor para F'(t + At), aproximando

con el valor de z, entonces existe £(t) entre t y t + At, tal que,

Ft+At)=Ft)(t+ At —t)° + F'(t)(t + At —t)' + W(t + At —t)?,

F(t+At)— F(t) = F'(t) At + W(Aﬂ?,

F(t+ At) — F(t)
At

F(t+ At) — F(t)
At

At = F'(t)At + W(Atﬂ

At = F'(t)At + O(At?),



Capitulo 2

Algunos Modelos Matematicos de

la tuberculosis

2.1. Modelo de Arlette Avila Sepulveda.

En el afio 2020 Arlette Avila Sepulveda en su tesis para obtener el titulo profe-
sional de Profesora de Educaciéon Media en Educacion Matematica ([24]) propone

el siguiente modelo donde considera un estado de recaida en la infeccion.

% = A—puS—31LS — 31585,

Lo = BLS+ BolaS+pilh — (n+e1)ln,
4 = gLy — (p+oq+7 +pi)h,

@ = mh = (p+as+0)T + 7yl

a2 — (1 —k)0T — (u+e2) Lo + palo,

U = 9Ly — (L + s+ + p2)lo + koT.

Donde S es la cantidad de individuos susceptibles en el tiempo t, L; la can-

tidad de individuos latentes antes del tratamiento al tiempo ¢, I; la cantidad de

23
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individuos infecciosos antes del tratamiento en el tiempo ¢, T' la cantidad de indi-

viduos en tratamiento al tiempo ¢, L, la cantidad de individuos latentes después

del tratamiento al tiempo ¢ y I, la cantidad de individuos infecciosos después del

tratamiento al tiempo ¢.

Para este modelo:

p1 es la tasa de salida del compartimento de tratamiento I;.

A es la tasa de reclutamiento de individuos susceptibles.

1 es la tasa de mortalidad por otras causas distintas de la tuberculosis.
[ es la tasa de transmision de individuos infecciosos en S.

(2 es la tasa de transmisién de individuos infecciosos en L.

~1 es la velocidad de transferencia de individuos infecciosos del comparti-

mento I; a T para diagnéstico y farmaco tratamiento.

v es la tasa de transferencia de individuos infecciosos del compartimento [y

a T para diagnostico y farmaco tratamiento.

0 es la tasa de salida del compartimento de tratamiento 7.

€1 la tasa de transmision desde el compartimento L a I;.

€9 es la velocidad de transmision desde el compartimento Ly a Is.

k es la proporcion de tratamientos fracasados para la tuberculosis.
P2 tasa de recuperacién sin tratamiento del compartimento Is.

a1 es la tasa de mortalidad por tuberculosis en el compartimento I;.
as es la tasa de mortalidad por tuberculosis en el compartimento Is.

ag es la tasa de mortalidad por tuberculosis en el compartimento 7.

En este trabajo hacen un andlisis de estabilidad del modelo matemético. Ayu-

dados en algunos parametros determinados y otros supuestos por la autora, ha-

cen simulaciones numeéricas para ejemplificar 3 diferentes casos epidemioldgicos.
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Ademas, encuentran condiciones que garantizan la estabilidad del punto de equi-
librio mediante condiciones al niimero reproductivo bésico. Estos teoremas asegu-
ran que si el nimero reproductivo basico es menor que uno entonces el punto de
equilibrio libre de enfermedad es estable globalmente, lo que nos aseguraria que
la enfermedad desapareciera en algiin momento, en cambio, si no se logra que el
numero reproductivo basico sea menor que 1 el punto de equilibrio endémico es
globalmente estable, y en consecuencia, no seria posible erradicar a la enfermedad

de la poblacién.

2.2. Modelo de Arias-Castro, J. H.

Recientemente, en el 2023 Arias-Castro, J. H. y sus colaboradores en su articu-
lo titulado Modelo matemadtico para la dinamica de la tuberculosis considerando
latentes de bajo riesgo ([25]), hacen énfasis en dividir a los individuos latentes
como de bajo y alto riesgo, esto ya que en la vida real existen grupos de personas
que corren mas riesgos de ser infecciosos que otros. Ademas incluyen un estado de
vacunacién con el que analizan el caso de la pérdida de efectividad de la vacuna

a través del tiempo.

El modelo que proponen queda de la siguiente manera,

Cfl—f = (1—pA+cV —uS—pIS,

E = BIS+aBIV — (u+e +e)E,
@ = e E+qyl + k0T — (u+n)L,

U = cE4+(14+k)0T — (p+7v+a)l,
L= (1—g)yl — (p+ 6+ )T + a1,
W = pA—oBIV — (u+c)V.

Donde S es la cantidad de individuos susceptibles en el tiempo ¢, E la canti-
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dad de individuos latentes de alto riesgo al tiempo ¢, L la cantidad de individuos
latentes de bajo riesgo al tiempo ¢, I la cantidad de individuos infecciosos al tiem-
po t, T la cantidad de individuos en tratamiento al tiempo ¢ y V la cantidad de

individuos vacunados al tiempo t.

Para este modelo:
= p es la fraccién de recién nacidos vacunados, 0 < p < 1.

A es la tasa de nacimiento.

1 es la tasa de mortalidad natural.

[ es el coeficiente de transmision.

7 es la tasa de recaida.

1 — o es la reduccién del riesgo de infeccion debido a la eficacia de la vacu-

nacion.

c es la tasa de pérdida de inmunidad de los vacunados.

0 es la tasa de abandono del tratamiento.

¢ la tasa de los latentes de alto riesgo.

€1 es la tasa de no progresion a tuberculosis activa.

k es la fraccién de tratamiento exitoso, 0 < k < 1.

v tasa de abandono del compartimento /.

a1 es la tasa de mortalidad inducida por la infeccién.

as es la tasa de mortalidad inducida por el tratamiento.

g es la fraccién de individuos infecciosos que se curan espontaneamente,

0<g<l

Arias-Castro en este trabajo demuestra que al incluir a las personas latentes de
bajo riesgo en la dindmica de infeccién no afecta en las estrategias de vacunacion
y tratamiento; es decir, estas estrategias pueden seguir siendo las mismas. Al ser

un trabajo aplicado a la poblacién de Cali, Colombia lograron determinar que en
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ese caso no era recomendable tratar de disminuir a la poblacién tratada, pues solo

aumentarian los gastos y no se reducirian los contagios.

2.3. Modelo de Luju Liu

Luju Liu y su equipo de trabajo en el anio 2010 publican el articulo A Tubercu-

losis Model with Seasonality ([14]), donde presentan el siguiente modelo:

& = A=BOF —us,

L = (1-q)BM5 — (n+k@)E,
@ = POFTFOE—(utd+rl,

% = rl —puR,

N = S+FE+I1+R

Donde S es la cantidad de individuos susceptibles en el tiempo ¢, F la cantidad
de individuos latentes al tiempo ¢, I la cantidad de individuos infecciosos en el

tiempo ¢t y R la cantidad de individuos recuperados al tiempo t.

Para este modelo:

A es la tasa de reclutamiento.

1 es la tasa de mortalidad natural.

= [(t) es la tasa de infeccién periddica.

k(t) es la tasa de reactivacién.

q es la fraccion de casos infecciosos de rapido desarrollo.

d es la tasa de muerte inducida por la enfermedad.

r es la tasa de tratamiento/recuperacién.
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Es un modelo bastante peculiar, pues considera que existe una estacionalidad
en los contagios de tuberculosis al incluir tasas de incidencia estacional mediante
la incorporacién de coeficientes periddicos. Descubrieron que en el caso de China
efectivamente existia un patron del nimero de contagios siendo la temporada de
la fiesta de la primavera China una explicacién a este comportamiento. Encuen-
tran resultados importantes relacionados al niimero reproductivo basico para la

existencia de los puntos de equilibrio.

2.4. Modelo de Getachew Teshome Tilahun

En el ano 2020 Getachew Teshome Tilahun, Melisew Tefera Belachew y Zinabu
Gebreselassie en su articulo Stochastic model of tuberculosis with vaccination of

newborns proponen el siguiente modelo ([26]):

ds

= = (1=p)m+0V +aR— S — peSI,

& = BeSI+BeVI— (i + po + 1)1,

Cfi—}f = rl —aR— R,

& = pr—BcVI— (1 +b)V.

Donde S es la cantidad de individuos susceptibles en el tiempo ¢, I la cantidad
de individuos infecciosos en el tiempo ¢, R la cantidad de individuos recuperados

al tiempo t y V la cantidad de individuos vacunados al nacer al tiempo ¢.

Para este modelo:

s 7 es la tasa de reclutamiento.

11 es la tasa de mortalidad natural.

Bc es la probabilidad de que los individuos susceptibles y vacunados se in-

fecten por contacto con un individuo infeccioso.

p es la probabilidad de que un individuo reclutado sea vacunado, 0 < p < 1.
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b es la tasa de individuos vacunados que pierden inmunidad.

« es la tasa individuos recuperados que se vuelven susceptibles.

n es la eficacia de la proteccion por la vacunacion, 0 < n < 1.

1o es la tasa de mortalidad inducida por la enfermedad.

r es la velocidad a la que un individuo infectado sale del compartimento

infeccioso y pasa a la clase de los recuperados.

Estos autores introducen una perturbacion estocastica al modelo, ademas ha-
cen un analisis tedrico de los puntos de equilibrio, asi como la estabilidad de los
mismos, realizan un analisis de la sensibilidad del nimero reproductivo bésico.
Por otra parte hacen simulaciones del modelo determinista y el modelo estocasti-
co para hacer comparaciones, encontrando que el modelo estocastico reproduce

de mejor manera la realidad de la dinamica de infeccion.

2.5. Modelo de Erick Delgado-Moya

Para finalizar con la introduccion de modelos matematicos de la tuberculosis,
los autores Erick Delgado-Moya y Alain Pietrus en el ano 2022 publicaron un
articulo titulado Control optimo de orden fraccionario para un modelo de eficacia

del tratamiento de la tuberculosis con presencia de VIH/Sida y diabetes ([4]).

En este articulo describen el siguiente modelo:

DySr = ff = Mg —(u"+ap +af +A")Sr,
DSy = f8 = My + a4 (Sr+ Sp) — (u* + a%p + 1% + waA*)Sh,
‘DeSp = f§ = Mp+aypSu +apSr — (u® + a%y + p$ + wpA*)Sh,

CD?ET = ff = )\a(ST + (1 — Uo)ﬁiRT) — (CM% -+ OZQH + ,Ua + na)ET,
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“Df By = f§
“DYEp = f
Dply, = f
Dy Iy, = f§
DY Ly, = £
DY Ly = £
“Delp, = f

TUBERCULOSIS
waA* (S + (1 — uo)B1Ru) + af(Er + Ep)—

(€™ + p* + pg + afp) En,

wDX’(SD + (1 - uo)BiRD) + OC%DEH + Oé%ET—

(agy +epn® + p* + up)Ep,

(1 — (B Er — (1 — un)l$ + tpa + tya% + po+

d% + 77(1X1>IT17

(1 =p3)(B))N“Er + (1 — un)l$In, — (tpaf + tpaf+

mg + p® + tpdf 4 (1 — u)nfy) Iy,

tgaf(In, + Ip,) + (1 = (B*)*)egn*Er — ((1 — u12)ly

pe + pg + dig + 0t + tHDO‘?{D)]Hu

tHOéo}éI([TQ + IDQ) + (1 - p?—[)e}kﬂl(ﬂ*)anaEH“'

(1 —wi)l Iy, + (MG + p® + pfy + tyddy+

(1 — wi2)nfs + tupasrp) In,,

tpa® Iy, +tapagply, + (1 — (8%)%)epn*Ep—

((1 — UIS)Z% + tHO‘?{ + :ua =+ M% + d%D + 77(113)‘[1717
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‘DI, = [iy

Dilr, = fis

Dilm, = fiy

Didp, = fis

‘Df Rr = [ig

CD?RH = ff?

Difip = fiy

tpaBlr, +tapafplu, + (1 —ph)ep(B*)*n*Ep+

(1 —ui3)lpIp, — (Mm% +tgagy + p* + ppH+

thdFp + (1 —w13)nis) Ip,,

pF(B) N Er 4+ (1 — un)nfydn, — (i) +tpaph+

tHOf% + ,ua + t’}d%)]T37

Py (B) ey En + (1 — uio)nfs Iy, + tuag(In, + Ip,)—

((M2)* + tupafp + p* + pf + t5d3 5 ) Ly,

pH(B*)Yepn*Ep + (1 — wiz)nfsIp, + tupafpli,+

tpaplr, — (tpag + (i3)* + pu® + up + thdip)Ip,,

m?{IT2 + 77?1[T1 + (Uﬂ)ang - (aaD + O‘?{ + :ua+

(1 —uo) 51 A") Br,

me I, + 0t la, + (0i9)Iu, + af(Rr + Rp) — (afp+

P+ i+ (L= o) Brwn A) R,

mHIp, +ni3lp, + (173)* py + aB Ry + aypRu — (ag+

,Ua + ,LL% + (1 - Uo)ﬂiwD)\a)RD.

Donde S7 son los individuos no infectados con tuberculosis y que no pade-
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cen VIH/SIDA y/o diabetes, Sy son los individuos no infectados con tuberculosis
y que no padece VIH/SIDA, Sp son los individuos no infectados de tubercu-
losis y que no padecen diabetes, Er son los individuos latentes y que no pade-
cen VIH/SIDA y/o diabetes, Fy son los individuos latentes y que no padecen
VIH/SIDA, Ep son los individuos latentes y que no padecen diabetes, I, son los
individuos sensibles al tratamiento de la tuberculosis y que no padecen VIH/SIDA
y/o diabetes, Iy, son los individuos infectados con tuberculosis multirresistente y
que no padecen VIH/SIDA y/o diabetes, Iy, son los individuos sensibles al tra-
tamiento de la tuberculosis y que no padecen VIH/SIDA, Iy, son los individuos
infectados con tuberculosis multirresistente y que no padecen VIH/SIDA, I, son
los individuos sensibles al tratamiento de la tuberculosis y que no padecen dia-
betes, Ip, son los individuos infectados con tuberculosis multirresistente y que
no padecen diabetes, I, son los individuos infectados con tuberculosis extrema-
damente resistente y que no padecen VIH/SIDA y/o diabetes, Iy, son los indi-
viduos infectados con tuberculosis extremadamente resistente y que no padecen
VIH/SIDA, Ip, son los individuos infectados con tuberculosis extremadamente
resistente y que no padecen diabetes, Ry son los individuos recuperados y que no
padecen VIH/SIDA y/o diabetes, Ry son los individuos recuperados y que no pa-
decen VIH/SIDA, Rp son los individuos recuperados y que no padecen diabetes,

y

(a*)*(Ir, + Ip, + Iy + eg(Ip, + Iy, + Iny) + €p(Ip, + Ip, + Ipy))

AT = N

s My, My, Mp son las tasas de reclutamiento.

= ax es la tasa de contacto efectivo para la infeccién de tuberculosis.

= ap es la tasa de adquisicion de diabetes.

» ay es la tasa de adquisicion de VIH/SIDA.

» apyp es latasa de desarrollo de la diabetes por uso de la terapia del VIH/SIDA.
= Wy, Wp, €y, €p son parametros de modificacion.

= 1 es la tasa de muerte natural.

= 7 es la tasa natural de progresion a tuberculosis activa.

» ty, tp, tup, ty, t}, t}, son pardmetros de modificacién.
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Ty Uy, s t'h son pardmetros de modificacion.

» ¢, €}y, B son parametros de modificacién.

» [, ly, Ip son las tasas de desarrollo de la tuberculosis resistente.

= dr es la tasa de mortalidad inducida por la tuberculosis.

» drpy es la tasa de mortalidad inducida por la tuberculosis y el VIH/SIDA.
= drp es la tasa de mortalidad inducida por la tuberculosis y la diabetes.

» 7, iy son las tasas de mortalidad por VIH/SIDA y diabetes, respectiva-

mente.

= Mg, myg, mp son las tasas de recuperacion de la tuberculosis multirresisten-
te.

= 3% es la proporcion de casos de tuberculosis activa que son resistentes.

= 711, M12, M3 son las tasas de recuperacion de la tuberculosis sensible a los

medicamentos.

= 714, M5, N16 Son las tasas de desarrollo de la tuberculosis extremadamente

resistente después de ser multirresistente.

" 7)1, Nia, M5 son las tasas de recuperacion de la tuberculosis extremadamente

resistente.

= pr, Py, pp son las tasas relacionadas con el desarrollo de la tuberculosis

extremadamente resistente.

En este articulo los autores crean un sistema de ecuaciones con la derivada de
orden fraccionario en el sentido de Caputo (°Df'), donde, analizan la dindmica de
contagio de la tuberculosis cuando hay presencia de 2 enfermedades més (diabetes
y VIH), estudian el modelo sin control, asi como un modelo donde ponen a prueba
3 estrategias de control y diferentes 6rdenes fraccionarios, estudian el ntimero
reproductivo basico y realizan simulaciones para validar el problema de control,
llegan a la conclusion que para bajar el nimero de contagios en una poblacién
es necesaria la aplicacién de las estrategias de control, y el mejor escenario que

puede presentarse es cuando se activan todos los controles.






Capitulo 3

Planteamiento de un nuevo
modelo matematico para la

tuberculosis

3.1. Formulacion del modelo

El modelo que proponemos para estudiar la dindmica de contagio supone que
existen b posibles estados, susceptibles (5), latentes (L), infecciosos (I), tratados

(T') y vacunados (V); esta basado en las siguientes suposiciones:

= La poblacién de estudio no se clasificard por edades o sexo, pues suponemos

que esta no influye significativamente en el desarrollo de la enfermedad ([15]).

= Se considera que existe la misma probabilidad de infeccién entre todas las
personas en la poblacion; es decir, es la misma para las personas que estan
en contacto en el dia a dia, como para las personas que no necesariamente

estan en contacto directo.
= [a tasa de nacimiento de las personas es constante.
» [a tasa de transmision de la enfermedad es constante.

» El modelo no considera la afectacion de otras enfermedades en la infeccion

por tuberculosis.
» La infeccién por tuberculosis puede inducir a la muerte.

35
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= El tratamiento no induce la muerte significativamente.
= Las tasas de inmigracion al lugar se asumen constantes respecto al tiempo.
» Los individuos pierden inmunidad con respecto a la vacuna al pasar del
tiempo.
= Las personas infecciosas pueden curarse debido a un tratamiento exitoso.
= Las personas latentes pueden acceder a un tratamiento preventivo para evi-
tar pasar a un estado infeccioso.
95— N—BSI—6S+&V +keT — S,
db - — BIS+60I —~yL — pL — pL + Xs,
% = AL+ (1 —=k)0T — 01 —nl — pul — ol + A, (3.1)
AL — pL+nl — 6T — uT + N\,
dt g
W = HS =&V — UV + ).
Con A =r+ \.

Para este modelo:

r es la tasa de nacimiento de individuos.

A1 es la tasa de inmigraciéon de personas susceptibles.
A es la tasa de reclutamiento de personas susceptibles.
1 es la tasa de muerte natural.

B es la tasa de contagio por encuentro de personas susceptibles con personas

infecciosas.
~ es la tasa de activacion de la infeccién.

0 es la tasa de salida del compartimento de los tratados.
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0 la tasa de eficacia del sistema inmune en personas que dejan de ser conta-

giosas.
= 7 la tasa de incorporacién de una persona infecciosa a un tratamiento.

= Lk es la proporcidon de personas en las que el tratamiento es eficiente, 0 <
k< 1.

= £ es la tasa de pérdida de eficacia de la vacuna.

= & es la tasa de personas susceptibles a los que se les puede vacunar por

primera vez.
= )\, es la tasa de inmigracion de personas latentes.
= )3 es la tasa de inmigracién de personas infecciosas.

= )\, es la tasa de inmigracién de personas que estan llevando algtin tratamien-
to.

= )j es la tasa de inmigracién de personas vacunadas en las que la vacuna ain

es eficiente.

« es la tasa de mortalidad por la infeccién por tuberculosis.

p es la tasa de incorporacion de una persona latente a un tratamiento.

Ademas los \; #£ 0, con 7 = 1,...,5, pues la inmigracion siempre estard pre-

sente a lo largo del tiempo.

Si denotamos a N como la poblacién total entonces
N=S+L+I1+T+YV,

de aqui la ecuacién diferencial con respecto al tiempo t es:

dN
E:A_MN_O{I+A2+)\3+)\4+A5’

podemos notar que la poblacién total no es constante.
La primera ecuacién representa el cambio del niimero de las personas suscep-

tibles (S) a la infeccién con respecto al tiempo, la cantidad de individuos en un
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cierto tiempo t dependera del reclutamiento de personas, mas las personas vacu-
nadas que se vuelven susceptibles debido a la pérdida de efectividad de la vacuna,
menos los individuos susceptibles que tienen contacto con personas infecciosas,
menos los ninos que son vacunadas antes de los 15 anos y menos las personas que

mueren de forma natural.

La segunda ecuacién representa el cambio del nimero de los individuos laten-
tes (L) con respecto al tiempo ¢, la cantidad de personas en este compartimento
dependera de las personas susceptibles cuyos contactos con personas infecciosas
resultaron efectivos, més las personas infectadas donde su sistema inmune se hace
cargo de la infeccion, menos los individuos latentes cuyo sistema inmune no pudo
contener el nimero de bacterias y se les desarrolla la infeccién, menos las personas
latentes que consiguen un tratamiento, menos la muerte natural de estas personas
latentes, mas las personas que inmigren a la poblaciéon con una fase de latencia

sin tener antes un primer tratamiento.

La tercera ecuacion representa el cambio de la cantidad de personas infecciosas
(I) con respecto al tiempo ¢, su poblacién dependerd de las personas latentes a
las que inminentemente se les ha desarrollado la infeccion, mas las personas que
estaban en tratamiento y no les funciono el tratamiento o no cumplieron adecua-
damente con el régimen, menos las personas en las que su sistema inmune controle
la infeccion y regresen a un estado de latencia, menos las personas a las que se les
aplique algin tratamiento, menos las personas que se mueran por causas natura-
les, menos las personas que mueran por accion de la infeccién, mas las personas

infecciosas que inmigran a la poblacién.

La cuarta ecuacién representa el cambio del nimero de los individuos que
reciben un tratamiento (7") con respecto al tiempo, la cantidad de personas en
este compartimento estarda determinado por las personas infecciosas que toman
el tratamiento, mas las personas latentes que toman un tratamiento, menos las
personas que regresan a un estado de susceptibilidad debido a un tratamiento
exitoso, menos las personas que recaen en la enfermedad, menos las que mueren
de manera natural, mas una cantidad de personas que inmigran a la poblacion y

que ya estan cumpliendo con un tratamiento.
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Por 1ltimo, la quinta ecuacion representa el cambio del nimero de los indivi-
duos vacunados (V') con respecto al tiempo, estard determinada por las personas
susceptibles a las que se les aplica la vacuna contra la tuberculosis, menos las
personas que por pérdida de eficacia de la vacuna se vuelven susceptibles, menos
las personas que mueren de forma natural, mas las personas que inmigran a la

poblacién y ain estan protegidas por la cobertura de la vacuna.

3.1.1. Analisis de estabilidad

Algo que siempre nos preguntamos como matematicos al momento de analizar
un fenémeno modelado con herramienta matematica es qué caracteristicas tiene
el modelo y como estas nos pueden ayudar a entender el modelo, ver como se
comportaria una cierta poblacién sin poner a la poblacion en riesgo. En este caso,
los puntos de equilibrio nos daran una idea sobre como se comportara a futuro un

sistema dinamico dando condiciones iniciales cercanas a estos.

Cuando se tiene un punto de equilibrio hiperbdlico estable y se toman condi-
ciones iniciales cerca de este punto la estabilidad del punto va a hacer que a futuro
el sistema se mantenga siempre cercano a este punto o tienda a ese punto, si el
punto de equilibrio es inestable entonces si tomamos condiciones iniciales cerca de

este punto a futuro el sistema de equilibrio se alejara de este punto.

Para encontrar los puntos de equilibrio es necesario tomar las ecuaciones dife-
renciales que describen el fenémeno de la infeccién e igualarlas a cero, en nuestro

caso tendriamos lo siguiente:
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A —BST = &S + 6V + k0T — S = 0,
BIS + 01 —~yL — pL — L + Xy = 0,
YL+ (1 —=k)oT —0I —nl —pul —al + X3 = 0, (3.2)
pL+nl — 6T — uT + My = 0,
§25 =&V — pV + A5 = 0.

Si resolvemos el sistema anterior es posible encontrar los puntos de equi-

librio, para este modelo encontramos que solo tiene dos puntos de equilibrio

* * * V* _>\ * A )\ Z
E, = (5%,0,0,0,V*), con S* = %yv = %W, ademds de
Ey = (S*, L*, I*,T*,V*) el cual es demasiado largo para escribirlo en este espacio

en términos de los parametros.

Estos dos puntos de equilibrio nos dicen algo importante del modelo, tenemos
a F; como un punto de equilibrio donde solo tenemos a personas susceptibles
y personas vacunadas; es decir, un estado libre de la enfermedad. Algo que nos
encantaria que sucediera es que este punto fuera estable, pues lo que nos diria
es que si en algin momento las diferentes poblaciones estén cerca de este punto
de equilibrio, entonces a futuro la infeccién deberia decrecer hasta el punto de
desaparecer y llegariamos a una poblacién completamente sana. En segundo lugar,
tenemos a Fy un punto de equilibrio endémico; es decir, un punto donde tenemos
presente a la enfermedad, dado que no se pudo encontrar explicitamente este
punto en términos simples de los parametros, este se encontrara numéricamente
y se determinara su estabilidad con los parametros ya calculados mas adelante, lo
que nos gustaria es que fuera inestable y el primer punto de equilibrio estable, pues
esto nos llevaria a que la poblacién en general tendria que librarse de la enfermedad
en algiin momento, si el punto de equilibrio E, fuera estable, lo que nos diria es
que la enfermedad siempre estara presente en la poblacién y no importaria el

tiempo esta persistiria.

Para el punto E; la matriz jacobiana queda de la forma:
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=& — 1 0 —BS*
0 —(v+p+p BS*+46
J(Ey) = 0 0% —O+n+p+a)
0 P n
& 0 0

ko
0
(1— k)

—(6+p)

0

—(& +p)
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y para determinar la estabilidad de F, resta encontrar los valores propios de esta.

Para ello vamos a definir:

Ai=G+p Ao=y+p+pyAs=0+n+p+o

Luego, el polinomio caracteristico se puede escribir de la siguiente manera:

P(\) = det(J(Ey) — Ald) =

A=A 0 _BS* ko iy
0 —Ay— X BS*+0 0 0
0 ¥ —As — A (1—-k) 0 =
0 p n —(0+p) — A 0
&2 0 0 0 —(6r+p)—A
0 —BS* k6 13 —Ai—=X 0 —BS*
—Ay— N BS 40 0 0 —Ay—)\ BS +0
— A
&2 v —As—A (1-k§ 0 (&t ptA) vy —Ay—A
p n —(6+p) =X 0 0 P n
—Ay =\ BS +0 0 —Ay— A BS*+0
—&& | v —As—x (a-kp | FH(EFFNAFN) | 4 —a—
Iz n —(0+p) = A p n
—Ay—\ BS 40 0
[(fl + % + )‘)<A1 + >‘) - 5251] v —Az - A (1 —k)o
P 7 —(0+p)—A
—Ay— A BS*+0 0
(A+p+&+E&)AN+w)] | v —4-x  a—kp
P n —(0+p)—A

(1—k)s
—(0+u)—A

(1— kK)o
—(0+p)—A

El polinomio caracteristico del sistema queda de la siguiente manera,
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PN = A+p+&+E) A +p)[(yv+p+p+N[@+n+p+a+ )
(=6 —p =)+ (1 =k)on] + (BS* + O)[y(6 + p+ A) + (1 = k)dp]] =0,

de aqui, podemos deducir que existen dos valores propios negativos que son
A = —pu—E& — &, Aoy = — U, resta encontrar el signo de la parte real de los valores
propios restantes, para esto, haremos uso del criterio de Routh-Hurwitz, este

establece que si a; > 0, ajas —az > 0y az > 0 entonces, Re\ < 0.

El polinomio de grado 3 es:
QN =(r+p+p+ N[O +n+p+at+A(=6—p=A)+ (1 —k)don+ (85" +
)0+ p+A) +(1—Fk)op] =0
renombrando,
Q(A) = (b1 + A)[(b2 + A)(=bs — A) + ba] + (b5)[b6 (b7 + A) + bs],
conby=~v+p+pu,bo=0+n+p+a,bsg=05+p by=(1—~k)omn, bs =5S*+0,
be =", by =0+ pybs=(1—k)p,
desarrollando,
Q) = (b1+X)[(ba+N) (—babz— (ba+b3)A—A2+by]+(bs) [bbr+b\) +bsg] = —b1bybs—
b1(ba+b3) X — by A2+ byby — babs A — (bo + b3) A% — X3 + by A + bsbgbr + bsbg X + bsbg = 0,
agrupando,
— A3 — (b1 +ba+b3) N2 —[by (ba+b3) +bobs—by—bsbg) A\— [b1babs—byby —bsbgbr —bsbs] = 0,
que es equivalente a:
A3+ (b1 +bg+b3) A2+ [b1 (b +b3) +babs — by —bsbg| A+ b1 babs — baby — bsbgbr —bsbs] = 0.

De lo anterior,

" a; =0b; +by+ b3

w ay = by(by + b3) + babs — by — bsbg

» a3 = bibobsg — byby — bsbgby — bsbg

Para que ag > 0, tiene que ocurrir que, b1bybs — byby — bsbgb; — bsbg > 0, esto es,

blbgbg > b4b1 + b5b6l)7 + b5b8, (33)
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sustituyendo los valores de los b;, con¢=1,2,...,8

Y +p+m)@+n+at+p)6+p) >0 =k)only+p+p)+ (B85 +0)y(0 +p)
+(B8S* +0)(1 — k)dp.
(3.4)
Para que aias — ag > 0, tiene que ocurrir que, ajas > as, esto es,
(b1 4 by + b3)[b1(bg + b3) + babg — by — bsbg] > b1babs — baby — bsbsbr — bsbs,
que es equivalente a,

(bl + b2 + bg)bl (bz + bg) + bzbg(bl + bQ + bg) + b4b1 + b5bgb7+

b5b8 > blbgbg + b4<bl + by + b3) + b5bﬁ(b1 + by + bg),

simplificando,

(bg + b3)[(b1 + ba + b3)by + babs] 4 +bsbs > ba(by + bs) + bsbs (b1 +b2),  (3.5)
en términos de los parametros, esto es,
(O+n+a+p+o+w)[(v+o+n+p+0+n+atp)(y+p+u)(O+ntotp)(d+u)l+

(BS™+0)(1=k)dp > (1=k)on(0+n+atpu+0+pu)+(B5"+0)y(v+p+p+-0+n+atp).
(3.6)

Algo que atin es una incégnita es si existen restricciones o condiciones para

la existencia del punto de equilibrio libre de enfermedad. Recordemos que, S* =

V*(&1+un)—Xs ¥ _ A&+As(&e+p)
&2 y Ve = p(€a+Er)+u?

depende de la positividad de la diferencia V*(&; 4 1) — A5, sustituyamos V* en S*.

asi pues, la existencia del punto de equilibrio

A&a+As(§2+p)
* V*(gl + M) — A5 ( H(2§2+21)j-ug ) (51 + HJ) =X
S — frng
&2 &

(Abo + Xs(& 4+ 1)) (& + 1) — As (& + &) + 1)
(&2 +&1) + p2)62

_ A& (& + 1) + As&oby + Aspo + Aspiby + Asp® — Aspuéa — Aspéy — Asp?
(&2 + &) + 1)
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_ A& (& 4 ) + A6y _ A&+ p) + A58
(u(&a+ &) + 1) (o + &)+ p?’

de lo anterior podemos recuperar que no importa el valor de A5, el punto de equi-

librio libre de enfermedades siempre va a existir, lo que es una buena noticia para

lo que queremos que pase.

Teorema 3.1. Dado el sistema presentado (3.2). Si se cumplen las condiciones

w>mn0>vn>py WJ > [, entonces el punto de equilibrio libre de

enfermedad es local asintoticamente estable.

Demostraciéon: Dado que los parametros fueron definidos como no negativos,
demostraremos este resultado basandonos en diferentes desigualdades que nos

garantizardn que se cumplan las desigualdades puestas en (3.4) y (3.6).
Se sabe que es cierto que:

w+kd > 0,

restando por el inverso aditivo del término k6 en ambos lados de la ecuacién

tenemos que:

w > —ko,

Luego, sumando a la desigualdad anterior  en ambos lados llegamos a:
O+pu > 0—ko,

5+ u>(1— k). (3.7)

La demostracion de este teorema se hard en 2 partes, primero probemos que

az > 0; es decir:

(Y+p+w)O@+n+a+p)d+u) > 1 —k)only+p+up+(B8S*+0)y(6 + p)
+(BS* + 0)(1 — k)dp.

Tomando la desigualdad f’%g > (3, sumando 6 a ambos lados de la desigual-
dad:

n+oa+p > ps7,

n+a+pu+0>p5+0, (3.8)
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multiplicando a ambos lados de la desigualdad por 7:

m+a+p+0)y > (BS*+0)y,

multiplicando esta tltima desigualdad por d+u se obtiene la siguiente desigualdad:

yn+a+pu+0)d+pn) > (BST+0)v(0 + p). (3.9)

De manera similar, tomando la desigualdad ’72?# > 3, sumando 6 a ambos

lados de la desigualdad, para después multiplicar por p, esto es:

n+a+u+0 > BS*+0,
pn+a+p+6) > (BS"+0)p,

multiplicando esta tltima desigualdad por la desigualdad probada en (3.7) tene-
mos que:
pm+a+pu+0)0+pu) > (BS*+0)(1—Ek)dp. (3.10)

Por 1ltimo, considerando las hipétesis § > v y n > p, sumando ambas des-

igualdades tenemos que:

O+n > v+p,

dado que a > 0, sumando « del lado izquierdo de la desigualdad anterior se sigue

manteniendo el orden, esto es:

O+n+a > v+p,

si sumamos g a ambos lados de la desigualdad se obtiene:

O+n+a+pu > v+p+u,

tomando la hipétesis de que p > n y multiplicindola por la desigualdad anterior

obtenemos:
pll+n+a+p) > nly+p+p),

de la desigualdad mostrada en (3.7) al multiplicarla por la desigualdad encontrada

anteriormente resulta que:

p(f +n+a+p)(0+p) > (1 —k)dnly+p+p. (3.11)
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Sumando las desigualdades encontradas en (3.9) y (3.10):

Y +a+pu+0)(0+p) +p(n+a+p+0)(0+p) > (8BS +0)v(0 + p) + (BS*
+0)(1 — k)dp,

factorizando & 4+ u del lado izquierdo de la desigualdad y 55* 4+ 6 del lado derecho

de la desigualdad, se llega a la expresion:

(Y+p)m+a+p+0)0+p) > (BS*+0)(v(0+pu)+ (1 —Ek)op),

si a lo anterior ademas le sumamos la desigualdad encontrada en (3.11), se obtiene:

(Y+p)(n+a+p+0)(0+p) +p0+n+a+p)(0+p) > (BS* 4+ 0)(y(6 + p)+
(1 =Fk)op) + (1 = k)on(y + p + p),

factorizando el término (n+ a+ pu+60)(d + ) del lado izquierdo de la desigualdad

obtenemos:
(yHptp)(n+atpt+0)(d+p) > (BS™+0)(v(0+p)+(1—k)dp)+(1—k)on(y+p+p),

notemos que esta ultima expresién es igual a (3.4), por lo que concluimos que as

es positivo.
Ahora probemos que ajas — ag > 0; o bien,

(O+n+atutd+m)|(y+prn+ptO+ntatp)(y+p+p)@+n+atu)(d+p)]+
(BS*™40)(1=Fk)dp > (1=k)on(0+n+a+p4-0-+p)+(BS*4+0)y (v+p+p+04+n+a+pu).

Dado que ¢ y u son positivos, entonces la suma también sera positiva, esto es:
O+pn > 0,

sumando a ambos lados de la desigualdad los parametros v, p, u, 0 v a + p

obtenemos:

Y+p+p+0+ta+p+o+p > y+p+pu+0+a+ypy,

notemos que vy + p + p > «, multiplicando a la desigualdad encontrada anterior-
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mente este término, se tiene que:

(YFptputb+a+tpt+d+p)y+p+p) > v(y+p+p+0+a+tp),

si multiplicamos esta desigualdad a la encontrada en (3.8) se obtiene la siguiente

desigualdad:

O@+n+at+tp+d+p)y+p+tp+t0+n+a+p+d+p)(y+p+p) > (BS*

+0Ov(v+p+p+0+a+p).
(3.12)

Ademas, dado que 0, a, i1 son positivas, entonces su suma también es positiva,
esto es:

0+a+p > 0,

sumando 7 a ambos lados de la desigualdad:

O+n+a+pu > n,

tomando la desigualdad mostrada en (3.7) y la desigualdad anterior es cierto que:

O@+n+a+p)(0+p) > (1-Fkdn,

multiplicando por el término 6 +n+ a4+ p+ 90+ p a ambos lados de la desigualdad

anterior, se tiene que:

O+n+a+p+o+p)(@+n+a+up)(0+u) > (1—k)on(@+n+a+p+d+p). (3.13)

Sumando las desigualdades encontradas en (3.12) y (3.13) tenemos que:

O+n+atp+o+p)y+p+pu+0+n+atp+o+p)(y+p+up + 0+
n+a+p+o+p)@+n+a+pu)0+u) >1—-—kdnO@+n+a+pu+d+u)
+BS* +Oy(y+p+ut0+n+a+p+d+p),

factorizando el término 0 +n+ a+ p+ 0 + p en el lado izquierdo de la desigualdad

se tiene:
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O@+n+tat+tp+o+u)(y+p+p+0+ntat+p+o+p)(y+p+up) +(@+n
ta+ )0 +p)] > 1 —k)ml@+n+at+u+d+pup)+ (B +0)v(v+p+p+0
+n 4+ p 46+ p),

para terminar, notemos que si sumamos algo al lado izquierdo de la desigualdad no
afecta a la desigualdad siempre y cuando éste sea positivo, en este caso sumaremos
el término (5S* 4+ 0)(1 — k)dp, pues como todos los pardmetros son positivos y

k < 1 el término completo sigue siendo positivo, esto es:

O@+n+at+tp+o+u)y+p+p+0+nt+tat+pt+o+up)(y+p+up) +(@+n
+a+ )0+ p)]+(BS*+0)(1—k)op> (1 —k)on@+n+a+pu+d+pu)+ (8S*
+0)y(y+p+p+0+n+a+pu+i+p),

de donde, como esta tltima expresion es igual a la escrita en (3.6) queda probado
que ajas—ag > 0. Por lo tanto, obtuvimos dos valores propios negativos \; = —u—
&1 —& v Ao = —p, luego, como a; > 0, ajas —az > 0y ag > 0 segun el criterio de
Routh-Hurtwitz la parte real de los valores propios es negativa, en consecuencia el
punto de equilibrio libre de enfermedades sera localmente asintéticamente estable.

m

3.1.2. El nimero reproductivo basico

En el capitulo 1, vimos que el nimero reproductivo basico, puede calcularse
con el radio espectral del producto de dos matrices, veamos para el modelo ante-

rior cudl es el numero reproductivo béasico.

Notemos que para el estudio de los casos secundarios provocados por una per-
sona infecciosa que es introducida a la poblacion, solo se necesita estudiar a los
compartimentos de personas latentes, infecciosas y en tratamiento, por lo que el
nimero reproductivo basico, se obtendra de las tres ecuaciones diferenciales que

modelan el comportamiento de estas personas, y son las siguientes:
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b = BIS+0I — L — pL — puL + Ay,

U = YL+ (1= k)oT — I —nl — pl — ol + ),

L = pL+nl — 06T — uT + A4,

Sabemos que 7~ es la tasa de transferencia de personas hacia fuera del com-

partimento, de donde, el vector ¥~ es igual a:

(v+p+p)L
Vo=10+n+pt+a)l
0+ )T

Similarmente, ¥t es la tasa de transferencia de personas hacia dentro del

compartimento, de donde el vector ¥ * es igual a:

01 + Xy
Y=L+ (1 —Ek)0T + A
nl + pL + M\

De lo anterior, se tiene el vector ¥ = ¥~ — ¥, o,

(v+p+ )L —01—X
V=10+n+p+a)l —vL—(1—Fk)0T — X3
6+ )T —nl —pL — My

Ahora, calculemos %, que es por la definicién dada en el capitulo 1, como la

tasa de aparicion de nuevas infecciones en los compartimentos, esto es:

BSI
FZ=1| o
0

Por otro lado, se ha definido que F' = [%(IO)} y W = [g%?(xg)}, donde
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es el punto de equilibrio libre de enfermedad, de donde:

0 BS* 0
F=10 0 o,
0 0 0
Y+p+p —0 0
W= —y O+ ntatpu —(1—-k)
—p —1) o+ p

Dado que el numero reproductivo basico, se define como el radio espectral de
la multiplicacién de F'' y W1, necesitamos calcular la inversa de la matriz W, y

lo haremos por el método de las adjuntas, esto es,

t

d(W) All A12 A13

-1 aq .

W= Qe = deigwy | A2 A An |
A31 A32 A33

donde las A;; son determinantes de submatrices de 2 x 2 que resultan de eliminar

la fila 7 y la columna j de la matriz original W, es decir,

O+n+a+p —(1—k)? —y —(1—k)S
AH: 7A12:_ )
=1 0+ —p  O0+p
—y O+ nta+t -6 0 +p+ 0
Algz‘ Tomnmens 71421——‘ e ,
—p -1 —n 0+p —p O+t
y+p+p —0 —0 0
Agg = — Az = :
—p —n O+n+a+pu —(1-Fk)
0 —0
Ay — — T+p+p Ay = T+p+p
— —(1—k)o — O+n+a+pu
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Luego,
det(W) = (0 +u)[(v+p+p) (@ +n+a+pu) =01+ (L= k)S[(v+ p+ p)(—n) — 0p]

=0+ [y +p+p)O0+n+a+p) =0y —(1L—k)n(y+p+p)+0p)
Con lo anterior,
0 BS* 0 Ay Ay As

0 0 0 Ag Agy Asp
0 0 O Az Agz Asg

Ho=r(FW ') =r Jet(17)

N . BS;AD 55;A22 /BS;A?)Z S Au
| det(W)  det(W)
0 0 0

—BS*[(6 + p)(—7) — (1 = k)dp]
G+wy+p+mw)@+n+a+p) =0y — (1 —=Fk)on(y+p+u) +0p

BS*[v(0 + p) + (1 — k)dp]

G+wWlv+p+u)O@+n+a+p) =0y — (1 —=k)dn(y+p+p +<930]14)

Ky =

Lema 3.1. El %, encontrado en (3.14) es siempre mayor que cero.

Demostracion: Nétese que para que %, > 0, basta probar la siguiente desigual-
dad:

O+u)(y+p+u)p+0+n+a)>0—=k)00p+0(y+p+un) + (0 + p1)by.
Dado que pu, 0 y k son pardmetros positivos entonces:

w+kod > 0,

sumando el inverso aditivo del término kd en ambos lados de la desigualdad:

wo > —ko,
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sumando 0 en ambos lados de la desigualdad tenemos que:
d+p > 0— ko,

o bien:
0+ p>(1—k)o. (3.15)

De la desigualdad (3.15) podemos multiplicar el término (v + p 4+ p)n en ambos

lados de la desigualdad, esto es:

(h+0)(y+p+pn > (L=k)o(y+p+pm (3.16)

Similarmente, tomando la desigualdad (3.15) y multiplicando a ambos lados de la

desigualdad por €p, tendremos:
(w+0)0p > (1—k)dbp. (3.17)
Por otro lado, sabemos que como los parametros son positivos, entonces

(6 +mpy+p+p) > 0, (3.18)

sumando las desigualdades encontradas en (3.16), (3.17) y (3.18):

@+ )y +p+mn+ (p+06)0p+ (6 +pwuly+p+p) > (L=k)o(y+p+p)n
+(1 = k)dbp,

factorizando el término § + p del lado izquierdo de la desigualdad:

O+ (v +p+wn+0p+puly+p+up)] > (1 —k)5(y+p+pn+ (1 —k)dbp,

sumando (6 + p)fy en ambos lados de la desigualdad, se tiene que:

G+ +p+pn+0p+pty+p+p)]+ 0+ p)0y > (1—k)(y+p+pun
+(1 — k)00p + (6 4 p)67,

sumando el término (§ + p)fp del lado izquierdo de la desigualdad anterior se

conserva el orden, esto es:
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6+ )y +p+pn+0p+ply+p+ )]+ (6 + @)y + (6 +p)0p > (1 —k)d(y
+p+ p)n+ (L= k)obp + (6 + p)o,

sumando el término (§ + p)(y + p + p)a del lado izquierdo de la desigualdad

conservamos el orden y la desigualdad quedaria escrita como:

(6 + (v +p+p)n+0p+ pu(y +p+ )] + (04 )0y + (5 + )0 + (0 + 1) (y
+p+pa> (L=k)o(y+p+p)n+ (1 —k)dbp + (6 + p)0v,

por ultimo, al factorizar los términos comunes en ambos lados de la desigualdad:
O+m)(y+p+u)(p+0+a+n) > 1—=kdlp+vy+p+u+ 0+,
Por lo tanto la desigualdad es valida y, en consecuencia, el %, > 0 O

Teorema 3.2. Dada la expresion encontrada para el Xy en (3.14). Si se cumplen

(5+m)p? (S2+E1+1) (Y +p+0+p)
que L >mn, 0>y, n>py (A(&i‘u’;ﬂz&)l(v(‘g&)f(l_kﬁ)tép) > 3, entonces el punto de

equilibrio libre de enfermedad es local asintoticamente estable.

Demostracion: Tenemos por hipdtesis que se cumple la desigualdad:

S+ +&+u)(y+p+0+p)
(A(& + ) + Xs60) (v(0 4 ) + (1 = E)dp)

>

que es equivalente a:

BAE + 1) + As81)(7(0 + p) + (1 — k)dp)

O+ mp(y+p+0+pu) > et 6

Como S* = A&+m+2s&

ISR podemos escribir la desigualdad anterior como,

O+ mply+p+0+p) > BS (v(0+p) + (1 —k)dp). (3.19)

Dado que pu, 0 y k son parametros positivos entonces:

pw+ko > 0,



CAPITULO 3. PLANTEAMIENTO DE UN NUEVO MODELO
54 MATEMATICO PARA LA TUBERCULOSIS

sumando el inverso aditivo del término k6 en ambos lados de la desigualdad:
w > —ko,
sumando 0 en ambos lados de la desigualdad, tenemos que:
d+p > 0— ko,

o bien:
0+ p>(1—k)o. (3.20)

Utilizando la desigualdad planteada en (3.20), si multiplicamos en ambos lados

de la desigualdad por el término (y + p + p)n, tenemos que:

(H+0)v+p+pn > 1=Ky +p+ . (3.21)

Retomando de nuevo la desigualdad (3.20) y multiplicando en ambos lados de

la desigualdad por el término 6p, se tiene que:
(u+0)8p > (1—Ek)dbp. (3.22)
De las desigualdades (3.19), (3.21) y (3.22), se tiene que,

6+ ppy+p+0+p) +(p+08)0p+ (n+0)(y+p+wn> BS*(v(0+
1)+ (1 =Fk)op) + (1 = k)dbp + (1 — k)o(y + p+ p)n,

factorizando el término § + p del lado izquierdo de la desigualdad y el término
(1 — k) del lado derecho de la desigualdad obtenemos:

(6 + (v +p+wp+0u+0p+ (v+p+pnl > BS*[v(6 +p) + (1 — k)op]
+(L = K)[60p + 6(v + p + p)n],

sumando y restando el término (§ + w)0v del lado izquierdo de la desigualdad

llegamos a:

O+ (v +p+ )0 +n+mp) — 0y > BS*[v(6 + p) + (1 — k)dp] + (1 — k)[d0p
+6(y + o+ 1)nl,
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sumando el término (§ + p)(y + p + w)a del lado izquierdo de la desigualdad

conservamos el orden y la desigualdad quedaria escrita como:

O+wy+p+m)@+n+p) =0y + 0+ )y +p+pa>BS 6 +u) + (1
—k)op] + (1 = k)[60p + 6( + p + p)n],

sumando el inverso aditivo del término (1 — k)[d0p + (7 + p+ u)n], se tiene que:

G+ml(y+p+m)@+n+a+p) =0y — (1 —=k)[00p+d(y+p+p)n] > BS [y
(6 +p) + (1 = k)dpl,

de aqui,
= BS* (6 4 p) + (1 — k)dp]
O+mly+p+m@+n+a+p) =0y —(1-Fk)60p+d(y+p+ ugg]23>
De esta tltima desigualdad podemos ver que %, < 1, y por el lema (3.1), 1 >
%0 >0 ]

3.2. Modelo sin inmigracion

En la seccion anterior se planteaba un modelo que estudiaba la dinamica del
contagio por tuberculosis junto con la demografia e inmigracion; es decir, se consi-
deraba el nacimiento y muerte de individuos, asi como la inmigracién de personas
a los diferentes compartimentos, esto, para una modelacién mas acercada a la
realidad posible, a pesar de esto, ahora haremos una primera aproximacién a la

dindmica haciendo que todas las tasas de inmigracién sean cero.

El modelo resultante de esta suposicion es:
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L = 7 —BSI— &S+ 6V + k6T — S,

dt

k= BIS+60I —~yL — pL — pL,

L — AL+ (1 —k)oT — 01 —nl — ul — al,

dt

L = pL+nl— 6T — uT,

% = &5 —&§V —uV.

3.2.1. Analisis de estabilidad

Los puntos de equilibrio ahora estdn determinados por el siguiente sistema:

r—BSI — &S + 6V 4 k6T — puS = 0,
BIS +60I —~yL — pL — pL = 0,
yL+ (1 —=k)oT —0I —nl —pl —al = 0, (3.24)
oL+l — 8T — uT — 0,
&S =&V —uV = 0.

Se encontré que este modelo también tiene 2 puntos de equilibrio similares al
: _ * * * u+én x r&2
anterior, £y = (5%,0,0,0,V*), donde S* = e Y Ve = e Y
Ey = (S*, L*, I*,T*,V*), al igual que en el modelo antes presentado tenemos
un punto de equilibrio libre de enfermedad y un punto endémico para el cual es
complicado de estudiar analiticamente, por lo que, lo dejaremos pendiente para

un trabajo a futuro.

Notemos que S* = u(§5+€éll+m es un valor que siempre es positivo, por lo que,

al igual que el punto de equilibrio libre de enfermedad del modelo planteado ori-

ginalmente para el estudio de la tuberculosis no nos presentara problemas para el
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estudio de la estabilidad.

Para el punto F; la matriz jacobiana queda de la forma,

—& — 0 —B5 ko &
0 —(v+p+p BS*+46 0 0
J(Ey) = 0 v —O+n+pu+a) (1—Fk) 0
0 P n —(0+ ) 0
&2 0 0 0 —(& +p)

Notese que la matriz jacobiana de este modelo es igual a la matriz jacobiana en-
contrada para el modelo anterior, por lo que los valores propios seran casi los
mismos, el unico valor que cambia es S*, el andlisis de los puntos de equilibrio

sera el mismo.

De aqui, podemos decir que existen dos valores propios negativos que son A\; =
—u— & — &, Ay = —pu, y solo bastaria encontrar el signo de la parte real de los

valores propios restantes, haciendo uso de nuevo del criterio de Routh-Hurwitz.

El polinomio de grado 3 es,

QAN =0 +p+p+ N0 +n+p+at+A(=0—pn—A)+ 1 —k)dng + (85" +
06+ + ) + (1= k)dp] =0,

notese que este polinomio también es el mismo que en el modelo anterior.

Para que az > 0, tiene que ocurrir que, bybybs — byby — bsbgb; — bsbg > 0, esto es,

b1bobs > byby 4 bsbgbr + bsbs (325)

(Y+p+w)O@+n+a+p)d+p) > (1 —k)only+p+up+(BS"+0)y(6 +p)
+(B5* 4+ 0)(1 = k)dp,

que es equivalente a,

Y +a+m)@+p)+(p+p)@+n+atp)(d+p) >0 —-E)bon(y+p+p)+
BS* (0 + p) + (BS* +6)(1 — k)op.
(3.26)
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Para que aiay — ag > 0, tiene que ocurrir que, ayas > ag, esto es,
(b1 + by + b3)[b1(by + b3) + bobs — by — bsbg] > b1babs — byby — bsbgby — bsbs,
que es equivalente a,
(b1 + by + b3)b1(ba + b3) + babs(by + by + b3) + byby + bsbgbr+

b5bg > blbgbg + b4(b1 + b2 + bg) + b5b6(b1 -+ bg + bg),

simplificando,

(by + b3)[(b1 + ba + b3)by + babs| + +bsbg > by(ba + b3) + bsbg(by + ba),  (3.27)
en términos de los parametros esto es,
(O+n+atpt+d+p)[(v+ptnt+pt0+nt+atp)(y+p+p)@+n+at+p)(0+p)l+

(BS*™40)(1=Ek)ép > (1=k)on(0+n+a+p+0+p)+(BS*+0)y(v+p+p+0+n+a+pu).
(3.28)

Teorema 3.3. Dado el sistema presentado (3.24). Si se cumple que > n, 0 > =,
n>py ”ﬁg‘—f“ > 3, entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad es local

astntoticamente estable.

Para la demostracion de este resultado, debemos notar que en la demostracion
anterior no se sustituye el valor de S*, por lo que la prueba de este teorema
es similar a la demostracion dada para el teorema de estabilidad del punto de

equilibrio libre de enfermedad del modelo anterior encontrado.

3.2.2. El ntimero reproductivo basico

Notemos que para el estudio de los casos secundarios provocados por una per-
sona infecciosa que es introducida a la poblacion, solo se necesita estudiar a los
compartimentos de personas latentes, infecciosas y en tratamiento escritos en es-
te modelo, por lo que, el nimero reproductivo basico, se obtendra de estas tres

ecuaciones.
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b = BIS+6I —~L—pL— L,

% = L+ (1 —=k)T — 01 —nl — pul — al,

L = pL+nl — 06T —uT.

Sabemos que 7~ es la tasa de transferencia de personas fuera del comparti-

mento, de donde, el vector ¥~ es igual a,

(v+p+u)L
Vo= 0+n+pt+a)l
0+ )T

Similarmente, ¥ es la tasa de transferencia de personas dentro del comparti-

mento, de donde el vector ¥ es igual a,

01
Y= ~L+ (1 —Fk)oT
nl 4+ pL
De lo anterior, se tiene el vector ¥ = ¥~ — ¥, o,

(v+p+up)L—01
V=10+n+p+a)l—yL— (1 —k)oT
(0 +p)T —nl — pL

Ahora, calculemos .%, que es por la definicién dada en el capitulo 1, como la tasa

de aparicion de nuevas infecciones en los compartimentos, esto es,

8SI
F=1 0
0

Por otro lado, se ha definido que F' = [%(mo)} yW= [%(JJO)}, donde z; es el
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punto de equilibrio libre de enfermedades, de donde,

0 BS* 0
F=10 0 o,
0 0 0
Y+p+p —0 0
W= —y O+ ntatpu —(1—-k)
—p —1) o+ p

Dado que el numero reproductivo basico, se define como el radio espectral de
la multiplicacién de F'' y W1, necesitamos calcular la inversa de la matriz W, y

lo haremos por el método de las adjuntas, esto es,

t

d(W) All A12 A13

-1 aq .

W= Qe = deigwy | A2 A An |
A31 A32 A33

donde las A;; son determinantes de submatrices de 2 x 2 que resultan de eliminar

la fila 7 y la columna j de la matriz original W, es decir,

O+n+a+p —(1—k)? —y —(1—k)§
A11: 7A12:_ )
=1 0+ —p  O0+p
-y O+a+n+u -0 0 y+p+pu 0
A13:‘ 7A21__‘ 7A22:
—p -1 —n 0+p —p O+
y+p+p —0 —0 0
Agg = — Azt = )
—p —n O+n+a+pu —(1-Fk)
Y+p+p 0 Y+p+p —0
A32:_ >A33:
— —(1—k)o — O+n+a+pu
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Notemos que en este caso tenemos las mismas matrices que en el modelo anterior,
pues aun no se ha sustituido el valor de S*, por lo que, el procedimiento ocupado
en el ejercicio anterior también sera el mismo para este, y el valor de % es el

mismo sin evaluar a S*, de donde,

BS*A1p BS*Azy BS*Asy
0 0 0
0 0 0
—BS*[(6 + p) (=) — (1 — k)dp]
G+wy+p+mw)O@+n+a+p) =0y — 1 —=Fk)dny+p+u) +0p

BS*[y(6 4+ p) + (1 — k)dp]

(5+u)[(v+p+u)(9+n+a+u)—97]—(1—k)5[n(v+p+u>+9/z]3'29)

_ BS5" A

%o = ~ det(W)

det(W)

Lema 3.2. El %, definido por la ecuacion (3.29) es siempre mayor que cero.

La demostracion de este lema se hace de manera similar al lema que se refiere a

la positividad del niimero reproductivo bésico encontrado para el modelo anterior.

Teorema 3.4. Dada la expresion encontrada para el %o (3.29). Si se cumplen

b 2
que it > 1,0 >~y 10> py (ngl)iﬂ()gg(rﬁ:ﬁ(atz;g“) > 3, entonces el punto de

equilibrio libre de enfermedad es local asintoticamente estable.

Demostracion: Queremos demostrar que se cumple la siguiente desigualdad:

BS* [y (0 + p) + (1 — k)dp]
@+ml(y+p+m)@+n+at+p) =0y — (1 —=k)n(y+p+p +0p)

< 1.

Dado que se cumple por hipdtesis que:

G+ e+ & +u)(y+p+0+p)
(& + ) (y(0 + ) + (1 = k)dp)

> B
esto es equivalente a:

B(& + 1) (7(0 + p) + (1 — k)op)
(e + &+ 1)

(6 +pp(y+p+0+p) >

Como S = ﬁ, podemos escribir la desigualdad anterior como,

(6 +mply+p+0+p) > BS"(v(0 + p) + (1 —k)ip). (3.30)
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Dado que pu, 0 y k son parametros positivos entonces:

w+kdo > 0,

sumando el inverso aditivo del término k6 en ambos lados de la desigualdad:
w > —ko,
sumando 0 en ambos lados de la desigualdad tenemos que:
d+p > 0— ko,

o bien:
0+ p>(1—k)o. (3.31)

De acuerdo a la desigualdad anterior (3.31), multiplicando por el término (y+ p+

p)n en ambos lados de la desigualdad tenemos que:

(mt0)(y+p+mn > (1—=Fk)o(y+p+un (3.32)

Similarmente, retomando la desigualdad (3.31) y multiplicindola por el término
Op se tiene que:
(u+0)0p > (1—Fk)dbp (3.33)

Sumando las desigualdades encontradas en (3.30), (3.32) y (3.33) se obtiene:
@+ mu(y+p+0+p)+ (p+0)0p+ (n+)(v+p+pn>BS*(v(0 + p)+

(1 —k)ép) + (1 — k)d0p + (1L — k)S(v + p + p)n,

factorizando el término § + p del lado izquierdo de la desigualdad y el término
(1 — k) del lado derecho de la desigualdad obtenemos:

O+ W[y +p+pwp+0u+0p+ (v +p+pn] > BS*[y(d +u) + (1 —k)dop]
+(1 = k)[60p + 0(v + p + p)n],

sumando y restando el término (§ + p)07y del lado izquierdo de la desigualdad

llegamos a:
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O+ w(v+p+ )0 +n+p) —0v] > BS (6 + p) + (1 — k)dp] + (1 — k)[d0p
+0(v +p+ pw)n),

sumando el término (§ + p)(y + p + p)a del lado izquierdo de la desigualdad

conservamos el orden y la desigualdad quedaria escrita como:

G+ +p+m)O@+n+a+p)—0y] > BS*[y(6+p) + (1 —k)dp] + (1 —k)[6
Op+ (v +p+ pml,

sumando el inverso aditivo del término (1 — k)[00p + d(v + p + )] se tiene que:

G+wr+p+w)@+n+a+p) =0y —(1—=k)[60p+d(y+p+p)n > BS*[y
(04 ) + (1 = k)op],

de aqui,
L BS* (6 + ) + (1 — k)dp]
O+ml(v+p+ )0 +n+a+mu) =0y —(1-k)d0p+ 5(7+p+u2g]34)
De esta tltima desigualdad podemos ver que %y < 1, y por el lema (3.2), 1 >
%0 >0 ]

3.3. Modelo sin demografia e inmigracién

Ahora consideremos el modelo inicial, y queremos ver que pasa si quitamos la

demografia e inmigracion, el modelo resultante es,
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B = _BSI— &S+ 6V + kOT,

dt

b = BIS+60I —~L—pL,

i~ gL+ (1—k)6T — 01—l — al,

dt

L = pL+nl - 4T,

% = S5 -&V.

3.3.1. Anadlisis de estabilidad

Este modelo tiene un punto de equilibrio trivial Ey = (0,0,0,0,0) e infini-

& S5*
&1

igualar las ecuaciones a cero, nos queda un sistema de 2 x 2 tal que una ecua-

tos puntos de equilibrio de la forma E = (5*,0,0,0,

), esto es resultado de

cion es multiplo de la otra, lo que nos llevaria a un sistema con infinitas soluciones.

La matriz jacobiana para este sistema es,

—BI" =& 0 —pS ko &

BI* —(y+p)  BS*+0 0 0

J(E) = 0 Y —@+n+a) 1—-Fk)5 0
0 p n —0 0
13 0 0 0 =&

Veamos la estabilidad para el primer punto de equilibrio, a partir de lo siguien-

te,

P(X\) =det(J(Ey) — ANd) =
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& — A 0 —pS* ko &
—(v+p) —A BS*+6 0 0
0 5 —@+n+a)—X (1-k)§ 0 =
0 o n —J—A 0
& 0 0 0 —£&1—A
0 —Bs* k& —&— A 0 —BS* ks
—(v+p)—A BS*+6 0 0 &= 0 —(y4+p)—A BS* 46 0 _
€2 0l —@+n+a)—X (1-Fk)¥d 0 +( 51 ) 0 v —O+n+a)—XA (1-k)§
P n —0—XA 0 0 P 7 —5—A
—(v+p)—A 8BS +0 0 (4 p) = A 55 +0 0
_5251 v ~O+n+a)-X (1-k) ‘|‘<_§1_/\)<_§2_)\) ¥ —O4+n+a)—x A1-k§ | =
P n —0—A P n —J—A
—(y+p) =X BS*+6 0
_5251 + (51 + /\) <§2 + )\) v —O@+n+a)—X (1-kd | =
P " —0—A
—(y+p)—A BS* + 6 0
)\(51 + 29 + )\) vy —O+n+a)—A (1—k)d
p n —0—A

De lo anterior, podemos apreciar que un valor propio va a ser A = 0, por lo que,
aun no podemos determinar una estabilidad, una forma de encontrar la estabilidad
de este modelo es con la ayuda de la teoria de Lyapunov, sin embargo, este tema
no se abordara en esta tesis dada la complejidad que esto trae consigo, por lo que

quedara pendiente para trabajos a futuro.

3.3.2. EIl ntimero reproductivo basico

Como hemos visto en el capitulo 1, el nimero reproductivo basico es una
herramienta muy ttil para el entendimiento de una enfermedad y aunque en este
modelo no fue posible determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio dada
la complejidad que presentaban, si es posible analizar su nimero reproductivo
bésico, para ello, de nuevo nos concentraremos en las ecuaciones diferenciales que

modelan la dinamica de las personas latentes, infectadas y de tratamiento, esto
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es:

b = BIS+6I —~L —pL,

= AL+ (1= k)0T — 601 —nl — o,

¢ = pL+nl - 4T,

Sabemos que 7~ es la tasa de transferencia de personas fuera del comparti-

mento, de donde, el vector ¥~ es igual a,

(v +p)L
YV o=10+n+a)l
6T

Similarmente, ¥t es la tasa de transferencia de personas dentro del compar-

timento, de donde el vector ¥ es igual a,

o1
YT =|yL+ (1 —k)T
nl + pL

De lo anterior, se tiene el vector ¥ = ¥~ — ¥, o,

(v+p)L—061
V=10+n+a)—~L—(1-k)oT
0T —nl — pL

Ahora, calculemos %, que es por la definicién dada en el capitulo 1, como la

tasa de aparicién de nuevas infecciones en los compartimentos, esto es,

BS1

Por otro lado, se ha definido que F' = [%(mo)] y W = [g;] (xo)], donde x
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es el punto de equilibrio libre de enfermedades, de donde,

0 B8S* 0
F=10 0 0},
0 0 0
v+p —0 0
W=| —y O04+n+a —(1—k)s
—p =1 0

Dado que el nimero reproductivo basico, se define como el radio espectral de
la multiplicacién de F' y WL, necesitamos calcular la inversa de la matriz W, y

lo haremos por el método de las adjuntas, esto es,

4w A A Agg

1 aq _

W= ety = deoy | A2 Az Am
A31 A32 A33

donde las A;; son determinantes de submatrices de 2 x 2 que resultan de eliminar

la fila 7 y la columna j de la matriz original W, es decir,

O+n+a —(1—k) —y —(1—k)
Ay = W=k = | 7 ~UoR0
-1 o —p o
—y O+n+a —0 0 Y+p 0O
A13_| 7A21__‘ 7A22: )
—p —1 -n 0 —p 0
vy+p —0 —0 0
Agg = — , Az = )
—p N 0+n+a —(1—Ek)
y+p 0 + —0
Agy = — A =] 7
-y —(1—=k) -y O+n+a

Con estas matrices es sencillo ver que el nimero reproductivo béasico para este

modelo es:
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BS*A1p BS* Az BS*Asy
0 0
0 0
_ —BS*[(6)(—7) — (1 — k)dp]
S[(y+p)(0 +n+a) =0y — (1 =k)d[n(y+p) +0p]
S[(y+p) (0 +n+a) =0y — (1 —k)d[n(y + p) + 0p] '

Lema 3.3. El %, dado en (3.35), es siempre mayor que cero.

0 _ b5 Ap
det(W)
0

o =1 Gerom)

Noétese que para que Z, > 0, basta probar la siguiente desigualdad:
§(v+p)(0+n+a)>(1—k)5[(0p+ (v+ p)n) + 7]

Dado que  y k son parametros positivos entonces:
ko > 0,

sumando el inverso aditivo del término kd en ambos lados de la desigualdad:
0 > —kd,

sumando 0 en ambos lados de la desigualdad tenemos que:

0 > 06— ko,

o bien:

5> (1— k)6, (3.36)

De la desigualdad (3.36) podemos multiplicar el término (y 4+ p)n a ambos

lados de la desigualdad, esto es:

d(y+pm > (L=Fk)¥(y+pn. (3.37)

Similarmente, tomando la desigualdad (3.36) y multiplicando a ambos lados

de la desigualdad por 6p, tendremos:

50p > (1—k)sbp. (3.38)
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Sumando las desigualdades encontradas en (3.37) y (3.38):
6(y+ p)n+080p > (1= k)o(y + p)n+ (1 — k)dbp,
factorizando el término 0 del lado izquierdo de la desigualdad:

[(v + p)n+0p] > (1 = k)o(y + p)n + (1 — k)dbp,

sumando 00y a ambos lados de la desigualdad se tiene que:

S[(y+ p)n+0p+ 06y > (1= k)é(y + p)n+ (1 — k)dbp + 66,

sumando el término §(y + p)a del lado izquierdo de la desigualdad conservamos

el orden y la desigualdad quedaria escrita como:

S[(y + p)n+0p] + 607 + (v + p)a > (1 = k)o(y + p)n + (1 — k)d0p + 667,
por ultimo, al factorizar los términos comunes en ambos lados de la desigualdad:
0(y+p)(0 +a+n) > (1=k)[0p+ (v+ p)n] + 667,

Por lo tanto, la desigualdad es véalida y causa que %, > 0.

Teorema 3.5. Dada la expresion encontrada para el Xy (3.35). Si se cumple

% > 3, entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad es local

asintoticamente estable.

que

Demostracion: Queremos demostrar que se cumple la siguiente desigualdad:

BS*[yd + (1 — k)dp]

S+ )0t n+a)— 07— (L— ko +p) 407 "

Dado que se cumple por hipétesis que:

(v +p)a
S*(v+ (1 —=k)p)

> B,

esto es equivalente a:

I(y+p)la>S*(vd+ (1 —k)dp). (3.39)
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Dado que 0 y k£ son parametros positivos entonces:
ko > 0,
sumando el inverso aditivo del término k6 en ambos lados de la desigualdad:
0 > —ko,
sumando 0 en ambos lados de la desigualdad tenemos que:
0 > §—ko,

o bien:
0> (1—k)o. (3.40)

De acuerdo a la desigualdad anterior (3.40), multiplicando por el término (v +

p)n en ambos lados de la desigualdad tenemos que:
o(y+pn > (1=Kk)d(y+pn (3.41)

Similarmente, retomando la desigualdad (3.40) y multiplicandola por el término
Op se tiene que:

dp > (1—k)obp (3.42)
Sumando las desigualdades encontradas en (3.39), (3.41) y (3.42) se obtiene:

(v +p)a+d0p+(y+ p)n > BS*(vd+ (1 — k)op) + (1 — k)dbp + (1 — k)
(v + ),

factorizando el término ¢ del lado izquierdo de la desigualdad y el término (1 — k)

del lado derecho de la desigualdad obtenemos:

o[(y +pla+0p+ (v + p)n] > BS*[76 + (1 = k)op] + (1 — k)[60p + 6(v + p)n],

sumando y restando el término 66~ del lado izquierdo de la desigualdad llegamos

a:

o[(v + p)(0 +n) — O0y] > BS*[vd + (1 — k)dp] + (1 — k) [60p + 5 (v + p)n,
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sumando el inverso aditivo del término (1 — k)[08p + d(y + p)n] se tiene que:

O[(y +p)(@+n) =0y — (1 =Kk)[60p + d(v + p)n] > BS*[v(0) + (1 — k)dp],

de aqui,
BS* [y + (1 — k)dp]

Ol(y + p)(0 +m) — 0] = (L= K)[66p + (v + p)n]’
De esta tltima desigualdad podemos ver que %, < 1, y por el lema (3.3),
1>%, >0 O

1>

(3.43)






Capitulo 4

Aplicacion del modelo a la region

Mixteca Oaxaquena

Cuando una persona que quiere hacer modelacién de algin fenémeno le in-
teresa validar el modelo creado, asi como las caracteristicas encontradas a partir
de este mismo, necesita datos confiables de los cuales ayudarse para estimar los

parametros necesarios para el correcto funcionamiento del modelo.

En nuestro caso, los datos fueron facilitados por la Jurisdiccion Sanitaria
No. 5 con sede en la Ciudad de Huajuapan de Leén, se nos pidié guardar con-
fidencialidad por la sensibilidad que tiene la informacién, por lo que se hizo una
nueva base de datos que solo contiene la informacién necesaria para este proceso
y que no afectan a la privacidad de las personas, nos limitaremos a describir que
componentes tiene esta base de datos.

Esta base de datos contiene algunas columnas de gran interés, por ejemplo:

= Estatus,

fecha de diagnostico,

= semana epidemioldgica,

» fecha de inicio de tratamiento,

s fecha de término de tratamiento,
= tipo de paciente,

= estado actual.

73
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Dado que existen muchas personas que su estatus es descartado y posible, nos
concentramos solo en los que si fueron positivos para poder generar el siguiente

grafico correspondiente al 2023 de los individuos infectados:
35

2.5

15
SRR

I I 2 - B I I

Semanas epidemioldgicas

Casos reglstrados

[y

(43}

0=
~y

4.1. Un modelo particular para los datos dispo-

nibles

A partir de los datos recibidos, pudimos generar un modelo matematico es-

pecifico para estos datos, el cual queda de la siguiente manera:

4 = r— BST+kST — pS,

d = BSI+ (1—k)oT —nl — pl,

L = nI — 6T — uT.
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4.1.1. Analisis de estabilidad

Para este modelo si fue posible determinar todos los puntos de equilibrio de
manera analitica, encontrando dos puntos de equilibrio, un punto de equilibrio
libre de enfermedad, y otro punto de equilibrio endémico, el punto de equilibrio
libre de enfermedad es:

T
B, = _70707
1 (M )

mientras que el punto endémico queda de la siguiente manera,

EQ - (SajaT)7

_ ) (6+p)—(A=k)on 7 _ (6+u)T _ S—nr
donde § =550 I = 0 v T = Ghoms

Determinemos la estabilidad del equilibrio libre de enfermedades.

Para el sistema, la matriz jacobiana queda de la siguiente manera,

—BI* —pu —pS* ko
JE)=| B B —n—p (1-k)
0 n —0— U

Sustituyendo el punto FEj,

—p —pS* ko
JE)=1 0 BS*—n—pu (1-k)
0 n —0—

Podemos determinar el polinomio caracteristico como,

P(\) = det(J(Ey) — Ald) =

= —Bs* ks
0 BS*—(m+p) —r (1—-k) =
0 0 - =2

(= =N [(BS" = (m+p) = A)(=0—p—A) = (1—k)dn]

De lo anterior se puede notar que el primer valor propio es A = —pu, y restaria
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determinar la positividad o negatividad de los otros dos valores propios.
Aplicaremos una técnica similar al primer modelo creado en el capitulo 3,
supondremos que el polinomio de segundo grado que nos queda puede escribirse

de la siguiente manera:

Q) = (a1 = A)(=az — A) — as,

donde ay =n+pu—pS* as =90+ pyas=(1—k)n.
De lo anterior,
Q()\) = /\2 + (a1 + (12))\ + aypas — as,

resolviendo esta ecuacién cuadratica,

A 7(a1+a2)i\/(a1+a2)274(a1a27a3) . —a1—ag:l:\/a§+2a1a2+ag—4a1a2+4a3
- 2 - 2
—a1— 2442 a4 — _ 2
ai azﬂ:\/al—&—az 2a1a2+4a3  —a1—az* (a1—a2)?+4as
- 2 - 2 )

de aqui, podemos ver que el término (a; — as)? +4as es siempre mayor o igual que

cero, por lo que bastaria probar que,

aq + a9 Z \/(al — CLQ)Q + 4(13,

pues de esta manera, el punto de equilibrio libre de enfermedad es estable, en caso

contrario el punto de equilibrio de enfermedad es un punto silla.

4.1.2. Numero reproductivo basico

Siguiendo la misma idea de la matriz de siguiente generacién, se pueden obtener
los vectores ¥, ¥~ y .%, que nos ayudaran a obtener %, usaremos las siguientes

ecuaciones,

4 = BSI+ (1—k)oT —nl — pd,

% = nl =0T — uT,

luego,
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I+ ul 1—k)oT ST
0T + pT nl 0

de lo anterior tenemos que,

Yyt <nI+uI—(1—k)6T>

0T + pT —nl

En consecuencia,

FZ(BS* O), WZ(?H—/L —(1—1{:)5>.
0 O —n O+ p

Encontrando a la inversa de la matriz W,

Wl — 1 d+p (L—k)
w0+ -0 =Ko\ oy g )

luego,

o 1 BS* 0\ [0+pu (1-k)
m _(n+u)(5+u)—(1—k)5n<o 0)( 7 n+u)’

evaluando el punto de equilibrio libre de enfermedad,

|3

o 1 Bz 0\ (6+pn (1—k)s
o _(n+u)(5+u)—(1—k)5n<o 0)( 1 n+u)’

podemos concluir que,

7
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Br(6 + )
p((n 4 ) (0 + p) — (1 = k)on)

Ry = p(FW™) = (4.1)

Observando la expresién encontrada para el %, se pueden enunciar los siguien-

tes teoremas:

Teorema 4.1. El %, descrito en la ecuacion (4.1), siempre es positivo.

Demostraciéon: Notemos que el % es positivo si y solo si el denominador de la

expresién encontrada es positivo, esto es:
u((n+ p)(6 + p) = (1 = k)on) > 0.
Dado que los parametros son definidos positivos, entonces es cierto que:

ko > 0,

o bien:
0 > —ko,

sumando 0 en ambos lados de la desigualdad:
0 > 00— ko,
multiplicando por n a ambos lados de la desigualdad:
on > (1—Fk)on,

sumando el término nu + (0 + p) del lado izquierdo de la desigualdad seguimos

conservando el orden, esto es:
on +np+p(d+p) > (1 —k)on,
factorizando el término § + u del lado izquierdo de la desigualdad tenemos que:

(n+ w0 +p) > (1-Ek)om,
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la desigualdad anterior es equivalente a:

(n+ )0 +p)— (1 —k)én > 0,

multiplicando por p, se tiene que:

pl(n + p)(6 + 1) — (1 = k)on] > 0.
Lo que implica que %, es positivo. O

Teorema 4.2. Dada la expresion encontrada para el o en (4.1), si se cumple que
pu(p6 + mp + p? + ko)

r(d+ )
es local asintdticamente estable.

> 3, entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad

Demostraciéon: Supongamos que se cumple la expresion:

p(pd + np+ p® + kon)
(0 4 p)

> [,

esta es equivalente a:
p(d + np A+ p? + kon)

p< (6 + p) ’
multiplicando por el inverso multiplicativo de r(é—iu) a ambos lados de la desigual-
dad:
Brd+p) < p(pd +np+ p* + kon),
esto es:

Br(d + p)
p[pd +mp + p? + 6n — n + kon]

En consecuencia, Z, < 1 y por tanto el punto de equilibrio libre de enfermedad
es estable. ]

4.1.3. Determinacién de parametros

En esta seccién determinaremos algunos parametros que en la medida de lo
posible se puedan determinar a partir de los datos proporcionados y algunos otros
obtenidos a través de datos publicados por INEGI, es el caso de la tasa de mor-

talidad y tasa de natalidad, ya que estos pardametros no se pueden determinar
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debido a los datos proporcionados por Jurisdiccién Sanitaria.

Para nuestro caso, las autoridades de la Jurisdiccién Sanitaria No. 5 nos hicie-
ron entrega de dos bases de datos, una del ano del 2023 y otra del afio en curso,
por lo que usaremos la base del ano 2023 para estimar los pardametros y los datos

del 2024 seran para validar el modelo propuesto.

Primero, tenemos que determinar la poblacién en la Mixteca, en este caso,
segin datos del INEGI ([10]), la poblacién de la Mixteca en el afio 2022 fue de
484216, este dato es obtenido sumando la poblacién de los 150 municipios que
hay en la Mixteca. Esta informacién se obtuvo del ultimo censo de poblacién y
vivienda del ano 2020, y se utiliza como aproximacién para el ano 2022 pues no

hay existencia de un censo en especifico para el ano 2022.

La tasa de natalidad es obtenida de la base de datos de natalidad ([12]),
esta base de datos contempla todos los nacimientos que hubo en el ano 2022 en
todo el pais, por lo que tuvimos que aplicar diferentes filtros a la base de datos,
primero solo filtrando los nacimientos que hubo en el 2022 en el estado de Oaxaca,
para después filtrar utilizando las claves establecidas por el INEGI para los 150
municipios que hay en la Mixteca, ddndonos un total de 7533 nacimientos a lo largo
del afio, a esto, todavia tenemos que calcular el niimero promedio de nacimientos
por semana, con esto podemos decir que la tasa de natalidad se puede encontrar

de la siguiente manera:

nacimientos por semana % 7333
poblacién total 484216 25179232°

T =

De manera similar, podemos determinar la tasa de mortalidad de la poblacion
de la Mixteca, para esto, descargamos la base de datos de la defunciones regis-
tradas a lo largo del 2022 para todo el pais ([11]), de nuevo usamos filtros para
solo reducir la base de datos a la informacién correspondiente a la poblaciéon de
la Mixteca, encontrando un total de 3934 personas muertas, de donde, la tasa de

mortalidad podemos aproximarla como:

defunciones por semana % 3934
poblacién total 484216 25179232’

tanto la base de datos de natalidad como la de mortalidad son del ano 2022 debido

ILL:
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a que al momento de la escritura de esta tesis atin no se publicaban las correspon-
dientes al ano 2023.

Tanto la tasa de mortalidad como la tasa de natalidad son dos parametros que
no son posibles determinar a través de los datos que nos fueron proporcionados
para el estudio de la tuberculosis, se optd por este camino al ser méas viable debido

a la confianza que brinda el INEGI en su informaciéon publicada.

La base de datos referente a la tuberculosis contiene informacién de las perso-
nas de las que se sospeché tenia el contagio de la bacteria y después se descarto la
infeccion, en nuestro caso el modelo no necesita esta informacion para su funciona-
miento, por lo que necesitamos aplicar un filtro que descarte esta informacion, en
consecuencia, nos quedamos con un total de 68 casos reportados de tuberculosis
en toda la Mixteca. Con esta informacién aproximaremos algunos otros pardme-
tros, por ejemplo, descubrimos que de los 68 casos registrados solo 60 adquirieron
algiin tratamiento a lo largo del 2023, por lo que, 17 nuestro parametro de eficacia
de adquisicién de un tratamiento se calcularia como:

_ 5 _ 60
7768 T 3536’
de la misma forma podemos obtener a k que es la constante de eficacia del trata-
miento. De los datos solo 56 son personas que no reingresaron a un tratamiento,

por lo que esta constante seria:

por ultimo ¢ la tasa de salida de los individuos tratados tiene que ser la diferencia
entra la tasa de entrada n y la tasa de mortalidad p, pues la cantidad de individuos
tratados siempre es menor que la cantidad de individuos infectados. Luego se

obtiene como:

60 3934
3536 25179232

Una vez hallados estos parametros es importante que notemos que el tnico

= (0.0168383086

o=n—p=

parametro que no se puede obtener sencillamente de los datos es la tasa de conta-
gio de los individuos susceptibles por contacto con las personas infectadas 3, este

parametro se obtendra a través de la paqueteria scipy.optimize, en especifico de la
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funcién minimize, el cual implementara el método Nelder-Mead para ajustar este

parametro de forma que la curva generada se ajuste bien a los datos observados.

El codigo esta en el anexo 1, por si quisiera revisarse.

Nuestro parametro S entonces es:

£ = 0.000000516298511.

Al mismo tiempo el codigo también genera una grafica de prediccién en los

proximos 2 anos del comportamiento de la enfermedad segiin el modelo:

Modelo de TB
6. ® Datos Observados
Datos para predecir
Modelo (Infectados)
5 —-- Modelo (Tratados)
-
8 <
] Ve
a |-
-
L3 » - e v
e
g 1
5 .
Z 2+ @ee sosemee © S
./‘r
.-
."/
-
‘—"‘-
1 - @00 ¢ 000 aun ——
.-"—.-_-
f—
..-r"
-
-
0 v o @ e
; T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Semanas

Figura 4.1: Grafica del comportamiento del modelo frente a los datos observados

y estimacion a 200 semanas.

En la imagen anterior podemos observar puntos de distintos colores y curvas

de diferentes colores, los puntos de color azul marino son los datos de casos con-

firmados del ano 2023, mientras que los puntos color azul cian puro son los datos

correspondientes a los casos confirmados en las primeras 6 semanas epidemioldgi-

cas reportadas en el ano 2024, mientras que la curva de color naranja se refiere a
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los casos esperados de personas infecciosas con tuberculosis a través del tiempo y
la curva en color verde las personas en tratamiento a través del tiempo, notemos
que el modelo predice que como maximo tendremos 6 casos en los proximos 2 anos,
un numero bastante bajo para la poblacion de estudio, sin embargo esto no quiere
decir que el riesgo sea inexistente, por el contrario, recordemos que la tuberculosis
tiene distintas etapas de contagio, y el verdadero problema se encuentra en las
personas latentes, variable que en este modelo no es tomada en cuenta, dada la

forma en como se encontraron los datos.

Para la sexta semana epidemioldgica del ano 2024 el modelo predice que ten-
dremos entre 1 a 2 casos confirmados, y segin los datos proporcionados para el
ano 2024, se tenia que la sospecha de una persona infectada, por lo que el modelo

estaria prediciendo bastante bien a lo que sucede en la realidad.

Tomando la expresion encontrada para el %, si sustituimos los parametros
calculados tenemos que %, = 0.000006982, lo que quiere decir que en promedio
una persona infecciosa contagia 7 personas en una poblacién completamente sus-

ceptible de un millén de personas.

Por supuesto, este modelo es muy simple y aunque aproxima muy bien a los
datos proporcionados por Jurisdiccién Sanitaria no se apega del todo a la vida
real, pues recordemos que existen méas estados de infeccién, por lo que ahora apro-
ximaremos los parametros del modelo general propuesto en el capitulo 3 con datos
publicados en la red para tratar de aproximar las distintas poblaciones del modelo
y con esto darnos una idea de la situacién actual de la dindamica de la infeccion

en la Mixteca.

4.2. Simulaciones numéricas para el modelo ge-

neral

Anteriormente encontramos resultados importantes con el modelo propuesto
exclusivamente para los datos, sin embargo, ese modelo no representa en su tota-
lidad la dinamica de contagio de la tuberculosis, puesto que, como hemos men-

cionado, deja fuera un compartimento importante, el cual nos dice la cantidad
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de personas latentes a través del tiempo, pues son las personas que en el futuro

desarrollaran esta enfermedad y se convertiran en infecciosos.

Dado que no podemos con los datos aproximar algunos parametros importan-
tes del modelo general, tendremos que recurrir a informacién publicada por otros
investigadores que nos ayuden a aproximar de mejor manera estos parametros, sin
embargo, al hacer esto queremos recalcar que los resultados obtenidos tampoco
reflejan exactamente la situacién actual, solo es una aproximaciéon a la situacién

de la Mixteca Oaxaquena.

Recordemos pues el modelo general propuesto en el capitulo 3, que es el si-

guiente:
c;_f = AN—pBSI —&ES+ 4V + k6T — S,
db = BIS+0I —yL — pL — pL + Ao,
4 — L4 (1= k)T — 01 — I — ul — ol + g, (4.2)
L= pL+nl— 6T — uT + A\,
% = 65 -V —uV + s
Con A =r+ A

De los resultados anteriores sabemos que,

7533

r =

25179232
" = g
" =g,
“ k=3
= 0= Srrenm

B = 0.000000516298511.
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Por lo que restaria encontrar atin a los parametros &1, &, A1, 0, 7, p, A2, @, A3,
ALY As.

Sin embargo, de los mismos datos podemos afirmar que o = 0, pues no hay
evidencia de muertes en el 2023 en la Mixteca Oaxaquena, también se puede
afirmar que p = 0 pues tampoco hay evidencia de que a los latentes se les aplique
algiin tratamiento. Segin datos de la Encuesta Nacional de Salud y Nutricién
(ENSANUT) del ano 2022 ([17]) la cobertura de vacunacién en todo el pais de
la vacuna BCG era de un 78.5% de lo cual podemos decir que el pardmetro
& = 0.785, para el parametro & se encontré que la vacuna tarda 15 anos en
perder una gran efectividad contra la tuberculosis ([15]), por lo que nuestra tasa
quedaria dada por & = 1—15 de acuerdo al analisis antes hecho en el capitulo 1.
Los pardmetros que no se encontraron se aproximaran usando los datos prestados
por Jurisdiccién Sanitaria, de nuevo se utilizo la paqueteria scipy.optimize, con
la funcién minimize, y el método Nelder-Mead para ajustarlos, de lo anterior se

pudo determinar lo siguiente:

= 1.32198156e — 01

~v = 1.65464256¢ — 06

A1 = 1.22302933e — 02

A2 = 1.17162341e — 05

Az = 9.77573832e — 05

Ay = 9.43061451e — 06

A5 = 1.03643519¢ — 02

Con estos parametros calculados se grafica el modelo y se deja correr el tiempo
hasta la semana 200 para obtener una prediccion de la situacion en la Mixteca
Oaxaquena contemplando a las poblaciones de personas infectadas contagiosas y

personas con tratamiento, lo que nos genera la siguiente grafica:
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Modelo General de TB
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Figura 4.2: Grafica del modelo general con los datos reales y prediccién a las 200

semanas.

En la figura (4.2) podemos ver que la prediccién nos dice que el nimero de in-
fectados siempre estara cerca de 1, y que las personas en tratamiento de la misma
manera también estaran cerca de 1, por lo que no supone un riesgo grande en los

proximos anos.

A comparacién del modelo que se hizo exclusivo para los datos con el modelo
general que se propuso al inicio del capitulo 3 podemos ver ciertas diferencias en-
tre uno y otro, mientras que el modelo exclusivo para los datos dice que los casos
de tuberculosis irdn en crecimiento con el pasar de los anos, el modelo general nos
indica que los casos de infecciéon se mantendran estables y en un niimero pequeno,
sin embargo, no quiere decir que haya una gran contradiccién, puesto que ambos
coinciden que los casos de infeccién no son motivo de preocupacién pues el niimero
es pequeno, siendo 7 el nimero maximo de contagios y esto en comparacién con
la gran cantidad de personas que habitan la region Mixteca es un nimero muy

pequeno aun.
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Lo anterior analizado no quiere decir que las personas puedan estar totalmente
tranquilas, pues por las caracteristicas propias de la enfermedad siempre existe la

posibilidad de que empiece una pandemia en los préximos anos.
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Figura 4.3: Grafica de los latentes en el modelo general.

Como se puede ver en la figura (4.3) la cantidad de individuos latentes esta
por encima de los 121000, con una pequena disminucién de tan solo 4 personas,

lo que nos indica que existe un gran riesgo en los préximos anos.

Como hemos visto en el capitulo de los preliminares el nimero reproductivo
bésico es una medida importante para el estudio de la dinamica de una enferme-
dad, por lo que ya calculados todos los pardmetros el nimero reproductivo basico

de la tuberculosis en la poblacion de la Mixteca Oaxaquena es:

1
By =1x108=—
0= 100000000’

lo que nos dice que si nosotros introdujéramos una persona infecciosa a la pobla-

ciéon completamente susceptible de 100 millones de personas solo produciria una
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nueva infeccién, esto a su vez nos indica que la enfermedad al menos en la Mixteca

Oaxaquena es de muy lento crecimiento.

Una vez encontrado los parametros restantes y haber mostrado visualmente el
comportamiento del modelo en los proximos anos, restaria ver algunas simulacio-
nes de escenarios posibles, para dejar la interpretacion y decision a las personas
expertas en el area de la tuberculosis, para esto consideremos que el niimero de in-
fecciosos hasta la ultima semana reportada es de 33 individuos, y 17 individuos en
tratamiento; tomaremos las aproximaciones a la cantidad de individuos devuelta
por el modelo, con 359356 personas vacunadas, 121053 individuos latentes y 587

personas susceptibles.

Primero haremos cambios en el parametro 7, este parametro nos dice la salida
de los infectados y su incorporacién a un tratamiento, por lo que primero haremos
que aumente, y después veremos el caso en el que baje para ver que cambios hay,

esto nos genera la siguiente grafica:

Simulacion del modelo de TB general (eta)

— Infecciosos (eta 60/3536)
Infecciosos (eta 120/3536)
\ —— Infecciosos (eta 600/3536)
—— Infecciosos (eta 1500/3536)
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o
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Figura 4.4: Incremento de n y visualizacién de los individuos infectados.

Lo que podemos ver en la imagen anterior es que entre mas aumente este

parametro el promedio de personas infecciosas baja cercano al cero, el parametro



4.2. SIMULACIONES NUMERICAS PARA EL MODELO GENERAL 89

60
35367

muy exagerado solo para observar su comportamiento, sin embargo, veamos que

original es esté fue duplicado, quintuplicado y después tomamos un valor

pasa con las personas en tratamiento.

Simulacion del modelo de TB general (eta)

40
—— Tratamiento (eta 60/3536)

Tratamiento (eta 120/3536)
—— Tratamiento (eta 600/3536)
—— Tratamiento (eta 1500/3536)
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Figura 4.5: Incremento de n y visualizacion de los individuos en tratamiento.

La grafica anterior nos indica que aunque la cantidad de personas infecciosas
disminuye, la cantidad de personas que ingresan a tratamiento cada vez son mas.
Ahora probemos disminuyendo el parametro 7 con respecto al encontrado en los
datos, primero para las personas infecciosas, como se puede ver en la figura 4.6 al
decrementar la tasa de adquisicién de tratamiento de los infecciosos, los contagios
en la poblacién siguen comportandose de manera similar, incluso si le quitamos
todo el tratamiento, esto puede deberse a que el nimero de encuentros efectivos

entre susceptibles y contagiosos es muy pequeno.
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Simulacion del modelo de TB general (eta)
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Figura 4.6: Decremento de 7 y visualizacién de los individuos infectados.

En el caso de los individuos que tienen un tratamiento estos también se comportan
de manera similar, decrecen en los proximos anos, como se puede ver en la Figura

4.7.

Simulacion del modelo de TB general (eta)
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Figura 4.7: Decremento de n y visualizacién de los individuos en tratamiento.
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Un parametro importante en el modelo es v nuestro parametro que indica el
tiempo promedio de una persona que esta contagiada con la bacteria y es latente
antes de pasar a ser infecciosa, aunque este parametro no es posible moverlo pues
depende enteramente del crecimiento y desarrollo de la bacteria dentro del cuerpo
humano es importante ver que pasa si este parametro se mueve o se puede alterar,
pues el tiempo de paso de ser latente a infeccioso depende también de el sistema
inmune de las personas huéspedes de la bacteria, por lo que se puede hacer una
reflexion si es posible ayudar al sistema inmune e inhibir el desarrollo de la bacteria

por un tiempo mas prolongado.

Simulacion del modelo de TB general (gamma)

—— Infecciosos (gamma 0.0000001655)
Infecciosos (gamma 0.0000016546)

30 .
—— Infecciosos (gamma 0.0000165464)

25+

20

15 A

Individuos

10 A

semanas

Figura 4.8: Variacion del pardmetro v y curvas de simulacién para los individuos

infecciosos.

Con esta simulacién podemos observar que mientras mas grande es este parame-
tro la cantidad de personas infecciosas aumenta, es decir, entre menos tiempo
tenga una persona en estado latente, es mas factible que contagie a mas personas,
y entre mas pequena se hace la tasa, la cantidad de personas infecciosas decrece

mas rapido.
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Una cosa que nos importa y que notamos a lo largo de nuestra investigacion es
que el tratamiento para las personas latentes es casi inexistente, y con los datos
confirmamos la inexistencia de estos tratamientos, por lo que nos preguntamos
sobre que pasaria si existieran pruebas para los latentes y en caso de ser necesario
algunos tratamientos para ellos, esto implica mover el parametro p, lo que se puede

ver en la Figura 4.9:

Simulacion del modelo de TB general (rho)

—— Infecciosos (rho 0.000000)
60 + Tratamiento (rho 0.000000)
— Infecciosos (rho 0.000010)

— Tratamiento (rho 0.000010)
50 +

B
(=]
|

Individuos
w
(=]
|

20

10

T
0 20 40 60 80 100
semanas

Figura 4.9: Decremento de p y visualizacion de los individuos infecciosos y de

tratamiento.

De la gréafica anterior podemos observar que como esperabamos la cantidad
de personas en tratamiento aumenta considerablemente si proponemos que exista
una tasa de adquisicion de tratamiento para las personas latentes, sin embargo,

esto trae consigo que el nimero promedio de infecciosos también incremente.

La forma de prevenir la tuberculosis activa en México es la vacuna BCG, desde
entonces las campanas de vacunacion han jugado un papel importante en la salud
de las personas, pero que pasaria si por alguna razéon esta disminuye o aumenta,
nuestro modelo nos dice que la diferencia es notable en el compartimento de los

susceptibles, en caso de que las campanas de salud decrezcan al punto que solo
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se logre una cobertura del 50 % la cantidad de individuos susceptibles aumenta
por lo que una afectacion en el niimero de infecciosos se vera reflejado con el paso
de los afios, contrario a que si se aumenta la cobertura de vacunacién a un 80 %,

como se puede apreciar en la Figura 4.10:

Simulacion del modelo de TB general (xi_2)

900 +
850 1

800

—— Susceptibles (xi_2 0.5)
750 Susceptibles (xi_2 0.785)
—— Susceptibles (xi_2 0.8)

Individuos

600

550

semanas

Figura 4.10: Movimiento de & y visualizacion de los individuos susceptibles.

Esto nos hace ver que el peligro constante de que surja una pandemia es to-
davia mas posible si la cobertura de vacunacion contintia disminuyendo como se

observé en lo reportado en el 2021 y 2022.

., Qué pasa si aumentamos las tasas de adquisicién de tratamiento tanto para
latentes como para infecciosos? La respuesta a esta pregunta la resumimos en la
Figura 4.11, donde le damos la posibilidad de tratamiento a las personas latentes,
pensemos que le damos tratamiento a una persona por cada 1000 latentes que
haya a la semana; es decir, p = 0.00001, en el caso de los infecciosos duplicaremos

la cantidad de personas que pueden recibir un tratamiento por semana, es decir,

120
1= 3536
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Simulacion del modelo de TB general (eta y rho)

—— Infecciosos (eta 60/3536 y rho 0.00000)
Tratamiento (eta 60/3536 y rho 0.00000)

—— Infecciosos (eta 120/3536 y rho 0.00001)

—— Tratamiento (eta 120/3536 y rho 0.00001)

60

50

Individuos

20+

10

0 20 40 60 80 100
semanas

Figura 4.11: Simulacién de las personas infecciosas y tratadas con la adquisicién

de mas tratamiento para infecciosos y latentes.

Esto nos muestra que de hecho el niimero promedio de personas infecciosas
se mantiene casi igual en ambos casos, sin embargo, también implica que mas

personas tienen que ingresar a tratamiento con el pasar del tiempo.



Conclusiones

Una vez terminado el analisis de los modelos y realizar las aproximaciones

necesarias, pudimos encontrar los siguientes resultados importantes.

1. Los datos presentados por Jurisdicciéon Sanitaria aunque traen informacion
valiosa sobre la enfermedad, no contempla caracteristicas importantes para
una modelacion mas acercada a la dindmica real de la poblacién, quere-
mos decir que no se considera una existencia de personas latentes en esta
informacion lo que supone un gran reto a la hora de modelar este tipo de

problemas.

2. En el modelo planteado para los datos se encontré que aunque la enferme-
dad va a seguir creciendo en los proximos anos, esta no supone un riesgo
importante a mediano plazo, pues el maximo de contagios en los proximos
dos anos solo serda de a lo mas 7 enfermos en todo el ano, que se consi-
dera relativamente bajo para una enfermedad tan peligrosa como lo es la

tuberculosis.

3. En el mismo modelo planteado exclusivamente para los datos se hallé que
si una persona infectada con tuberculosis y que es infecciosa es introducida
en una poblacién de un millén de personas y convive con cada una de ellas,
esta solo puede producir en promedio 7 nuevos infectados con tuberculosis,
lo que también nos dice que el riesgo aunque es bajo, no se debe de descar-
tar del todo que no exista una epidemia importante, pues recordemos que
la dindmica del contagio de estas enfermedades sigue un comportamiento

geométrico en cuanto al crecimiento se refiere.

4. El querer utilizar el modelo general planteado en el capitulo 3 presentd
un gran reto, pues no existe esta informacién en los datos proporcionados

por Jurisdiccién Sanitaria que nos ayudara a encontrar algunos parametros
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importantes, por lo que se tuvo que optar por buscar informaciéon en la
red que sustentara estos parametros, pero que no representan del todo a la

poblacién de la Mixteca.

5. Con el modelo general y de nuevo utilizando los datos logramos aproximar
algunos parametros tales que no se pueden deducir de otra informacién, con
esto se encontré que el nimero promedio de infecciosos a través del tiempo
se mantendra cercano a 1 todo el tiempo, por lo que tampoco supone un

gran riesgo en la poblacion.

6. Al hacer las simulaciones, encontramos que en los proximos anos se man-
tendran las infecciones y que no es posible llevarla a cero a menos que se
ataque el problema principal como es el tiempo de paso de latentes a in-
fecciosos, y el incremento de la tasa de adquisicién de tratamiento de las

personas infecciosas.

7. Considerando que en un modelo basado en un sistema de ecuaciones diferen-
ciales promedia los encuentros efectivos y no toma en cuenta la espacialidad
que este fendémeno requiere, si nos ilustra la dinamica de la infeccion por
tuberculosis y nos sugiere los cambios a realizar para una disminucion del
riesgo que existe en el drea estudiada, a futuro se podria optar por un mo-
delo que este basado en otra area de las matematicas y que considere la
espacialidad, lo que nos daria mejores resultados y més informacion de co-
mo se contagia la poblacion dependiendo de su lugar de residencia, cosa que

se podria tratar en otro trabajo a futuro.
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Apéndice A

Programa en Python para
estimacion de parametros del
modelo particular para los datos

disponibles

En este apéndice se incluye el codigo que se utiliza para determinar los parame-
tros que no son posibles determinar directamente de los datos, ademas incluye una

prediccién hasta las 200 semanas.

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.optimize import minimize

# Se definen las ecuaciones diferenciales del modelo
def model(y, t, fixed_params, beta):
S, I, T=y

r, mu, k, eta, delta = fixed_params

dSdt = r - beta * S * I + k * delta * T — mu * S
dIdt = beta * S * I + (1 - k) * delta * T - (mu + eta) * I
dTdt = eta * I - (delta + mu) * T
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APENDICE A. PROGRAMA EN PYTHON PARA ESTIMACION DE

PARAMETROS DEL MODELO PARTICULAR PARA LOS DATOS
N9 NIYPNONTRT FQ

return [dSdt, dIdt, dTdt]

# Definimos la funcion de error cuadratico medio (MSE)

def mse(beta, fixed_params, y_observed, t):
y_predicted = odeint(model, initial_conditions, t, args=
(fixed_params, betal[0]))
errors = (y_predicted[:, 1] - y_observed) *x 2

return np.mean(errors)

# Valores iniciales (condiciones iniciales)

S0 = 484215
I0 =1
TO = 0

initial_conditions = [SO, IO, TO]

# Datos observados del 2023

t = np.arange(0, 52)

y_observed = np.array([0, 3, 1, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 2,
i, 0, 1, 2, 0, 1, 0, O, 2, 1, 3, 2, 3, 0, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 2,
3,2,0,2,2,1,1,0, 1, 1, 1,1, 1, 1, 2, 2])

y_prediction = np.array([0, 2, O, 1, 1, 0])

t_prediction = np.array([53, 54, 55, 56, 57, 58])

# Valores conocidos de los parametros
mu = (3934/52) / 484216

r = (7533/52) / 484216

k = 56 / 68

eta = (60/52) / 68

delta = eta - mu

fixed_params = [r, mu, k, eta, deltal

# Estimacion inicial de los valores de los parametros faltantes
beta = 1/484216

initial_variable_params = [beta]
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# Realiza el ajuste de curva para encontrar

#los valores de los parametros faltantes

result = minimize(mse, initial_variable_params, args=
(fixed_params, y_observed, t), method='Nelder-Mead')
optimized_variable_params = result.x

print ("Parametro optimizado (beta):", optimized_variable_params)

# Datos observados del 2024
t_extended = np.arange(0, 200)

# Soluciona el modelo con los parametros encontrados hasta 2023
y_fit_extended = odeint(model, initial_conditions, t_extended,

args=(fixed_params, optimized_variable_params[0]))

# Grafica los datos y el modelo

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot(t, y_observed, 'o', label='Datos Observados')
plt.plot(t_prediction, y_prediction, 'o', color='cyan',
label='Datos para predecir')

plt.plot(t_extended, y_fit_extended[:, 1], label='Modelo
(Infectados)', linestyle='--'")

plt.plot(t_extended, y_fit_extended[:, 2], label='Modelo
(Tratados)', linestyle='-."')

plt.xlabel('Semanas')

plt.ylabel('Numero de Personas')

plt.legend ()

plt.grid()

plt.title('Modelo de TB')

plt.show()
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Apéndice B

Programa en Python para
estimacion de parametros del
modelo general para los datos

disponibles

En este apéndice se incluye el codigo que se utiliza para determinar los parame-
tros que no son posibles determinar directamente de los datos para el modelo ge-

neral de tuberculosis, ademés incluye una prediccion hasta las 200 semanas.

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.optimize import minimize

# Se definen las ecuaciones diferenciales del modelo

def model(y, t, fixed_params, variable_params):
S, L, I, T, V=y
r, delta, mu, eta, k, beta, xil, xi2, alpha = fixed_params
lambdal, lambda2, lambda3, lambda4, lambdab,

gamma, theta= variable_params

dSdt = r+lambdal-beta*S*I-xi2*S+xil*V+k*delta*T-mu*S
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APENDICE B. PROGRAMA EN PYTHON PARA ESTIMACION DE
PARAMETROS DEL MODELO GENERAL PARA LOS DATOS

1NR NIYPNONTRT FQ
dLdt = beta*S*I+theta*I-gamma*L-rho*L+lambda2
dIdt = gamma*L+(1 - k)*delta*T-(thetatmut+etat+alpha)*I+lambda3
dTdt = rho*L+eta*I-(delta + mu)*T+lambdad
dvdt = xi2*S-xil*V-mu*xV+lambdab
return [dSdt, dLdt, dIdt, dTdt, dvdt]

# Se define la funcion de error cuadrdtico medio (MSE)

def mse(variable_params, fixed_params, y_observed, t):
y_predicted = odeint(model, initial_conditioms, t,
args=(fixed_params, variable_params))
errors = (y_predicted[:, 2] - y_observed) ** 2
return np.mean(errors)

# Valores iniciales (condictiones iniciales)

S0 = 363162

LO = 121054

I0 = 1

TO = 0

VO = 0

initial_conditions = [SO, LO, IO, TO, VO]

# Datos observados hasta 2021

t = np.arange(0, 52)

y_obs
2y g
2y 2y
y-pre
t_pre

# Val
alpha
rho =
gamma
xi2 =

xil =

erved = np.array([0, 3, 1, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1,
o, 1, 2,0, 1, 0, 0, 2, 1, 3, 2, 3, 0, 2, 1, 2, 1, 2, 1,
3, 2,0,2,2,1,1, 0, 1, 1,1, 1, 1, 1, 2, 2])

diction = np.array([0, 2, 0, 1, 1, 0])

diction = np.array([53, 54, 55, 56, 57, 58])
ores conoctdos de los parametros
=0
0
= 0.25
0.785
1/780
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beta = 0.000000516298511

mu = (3934 / 52) / 484216
T (7533 / 52) / 484216

k 56 / 68

eta = (60 / 52) / 68

delta = eta - mu

# Estimacion inicial de los walores de los parametros faltantes
theta = 0.1

lambdal = 0.01
lambda2 = 0.00001
lambda3 = 0.0001
lambda4 = 0.00001
lambdab = 0.01

fixed_params = [r, delta, mu, eta, k, beta, xil, xi2, alpha]
variable_params_initial = [lambdal, lambda2, lambda3,
lambda4, lambdab, gamma, thetal

# Realiza el ajuste de curva para encontrar los valores de los
#parametros faltantes

result = minimize(mse, variable_params_initial, args=(
fixed_params, y_observed, t), method='Nelder-Mead')
optimized_variable_params = result.x

print ("Pardmetros optimizados:", optimized_variable_params)

# Datos observados hasta 2021 (sin incluir el dato de 2022)
t_extended = np.arange(0, 200)

# Soluciona el modelo con los pardmetros encontrados hasta 2021
y_fit_extended = odeint(model, initial_conditions, t_extended,

args=(fixed_params, optimized_variable_params))

# Grafica los datos y el modelo
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(t, y_observed, 'o', label='Datos Observados')
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plt.plot(t_prediction, y_prediction, 'o', color='cyan',

label='Datos para predecir')

#plt.plot(t_extended, y_fit_extended[:, 1], label=
#'Modelo (Latentes)', linestyle='--')

plt.plot(t_extended, y_fit_extended[:, 2],

label='Modelo (Infectados)', linestyle='-."')
plt.plot(t_extended, y_fit_extended[:, 3], color='red' ,
label='Modelo (Tratados)', linestyle='-"')
plt.xlabel('Semanas')

plt.ylabel('Nimero de Personas')

plt.legend ()

plt.grid()

plt.title('Modelo General de TB')

plt.show()

print ('Numero final de Susceptibles', y_fit_extended[57, 0])
print ('Numero final de Latentes', y_fit_extended[57, 1])
print ('Numero final de Infecciosos', y_fit_extended[57, 2])
print('Numero final de Tratados', y_fit_extended[57, 3])
print ('Numero final de Vacunados', y_fit_extended[57, 4])
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Apéndice C

Cdédigo para obtener las
simulaciones del modelo general

para los datos disponibles

En este apéndice agregamos el codigo en Python que se encargé de mostrarnos

las simulaciones de los distintos escenarios que se ilustraron en el capitulo 4.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

alpha = 0O
rho = 0 #0
gamma = 1.65464256e-06 #1.65464256e-06

xi2 = 0.785 #0.785

xil = 1/780 #1/780

beta = 0.000000516298511 #0.000000516298511
mu = (3934 / 52) / 484216

r = (7533 / 52) / 484216

k = 56 / 68 ##56 / 68

eta = (60/ 52) / 68 #(60/52)/68

delta
theta
lambdal
lambda2

eta - mu
1.32198156e-01
1.22302933e-02
1.17162341e-05
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lambda3
lambda4
lambdab
S0 = 586.9
LO 12105
I0 = 33
TO 17
VO = 35935
TF=100

# Definir

MODELO GENERAL PARA LOS DATOS DISPONIBLES

9.77573832e-05
9.43061451e-06
1.03643519e-02
25959326813
2.72305533514

6.6212199194

el modelo

def SLITV(X, t=0):

S=X[0]
L=X[1]
I=X[2]
T=X[3]
V=X[4]
dsdt =
dLdt =
dIdt =
dTdt =
dvdt =
return

t = np.lin

r+lambdal-beta*S*I-xi2*S+xil*V+k*delta*T-mu*S
beta*S*I+theta*I-gamma*L-rho*L+lambda2

gamma*L+(1-k) *delta*T-(thetatmut+etatalpha)*I+lambda3
rho*L+eta*I-(delta+mu)*T+lambdad
x12*S-x1i1*V-mu*V+lambdab

[dSdt, dLdt, dIdt, dTdt, dvdt]
space (0, TF,500)

X0 = [S0,L0,IO, TO, VO]
#SOL = odeint (SLITV,X0,t) # RESUELVE EL SISTEMA DE EDO

#plt. figure(figsize=(10,5))

# PLOTEAR
#S = SOL[:
#L= SOL[:,
#I = SOL[:
#T = SOL[:
#V = SOL[:

,0]
17

,2]
,3]
41

#plt.plot(t,S,color="blue", label="Susceptibles"”)
#plt.plot(t,L,color="red", label="Latentes")
#plt.plot(t,I,color="green”, label="Infecciosos (eta 60/3536)")
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#plt.plot(t,T,color="orange", label="Tratamiento (eta 60/3536)")
#plt.plot(t,V,color="cyan", label="Vacunados")

# Crea un figure y ejes

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

# Lista de valores de los parametros

eta_values = [60/3536, 120/3536]

#gamma_values=[1.65/464256e-07, 1.65/464256e-06, 1.65/64256e-05]
rho_values=[0, 0.00001]

#r12_values=[0.5, 0.785, 0.8]

i=0

#Aqui hay que cambiar la variable de dominio y el conjunto de la
#variable
# Iterar sobre los valores de eta y graficar
for rho in rho_values:
eta=eta_values[i]
t = np.linspace(0, TF, 500)
SOL = odeint (SLITV, X0, t)

# Extrae los datos
I =80L[:, 2]

T = SOL[:, 3]

S = SOL[:, 0]

#

Grafica con etiquetas adecuadas

ax.plot(t, I, label=f"Infecciosos (eta {etax3536:.0f}/3536

y rho {rho:.5f})")

ax.plot(t, T, label=f"Tratamiento (eta {etax3536:.0f}/3536

y rho {rho:.5f})")

#ax.plot(t, I, label=f"Infecciosos (gamma {gamma:.10f})")
#ax.plot(t, T, label=f"Tratamiento (eta {eta*3536:.0f}/3536)")
#ax.plot(t, I, label=f"Infecciosos (rho {rho:.6f})")
#ax.plot(t, T, label=f"Tratamiento (rho {rho:.6f})")
#az.plot(t, S, label=f"Susceptibles (zi_2 {zi2})")
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i=i+1
# Personaliza el grdafico
#S1 es mecesario cambia las etiquetas con el nombre de la
#vartable de interes.
ax.set_title("Simulacién del modelo de TB general (eta y rho)",
fontweight="bold")
ax.set_xlabel("semanas", fontweight="bold")
ax.set_ylabel("Individuos", fontweight="bold")
ax.legend()

ax.grid(True)

plt.show()
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