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V 

Resumen 

 

 

En el ámbito automotriz, el control de vibraciones es esencial para garantizar el confort 

y la estabilidad de los vehículos. Los sistemas de suspensión desempeñan un papel 

crucial al mitigar las vibraciones generadas por las irregularidades del terreno y las 

maniobras dinámicas, influyendo directamente en la adherencia de las llantas al suelo, 

el comportamiento cinemático del chasis y la experiencia del conductor. 

Tradicionalmente, los sistemas de control pasivo como los amortiguadores dinámicos de 

vibraciones (DVA) han sido ampliamente utilizadas debido a su diseño simple y alta 

confiabilidad, demostrando eficacia en la reducción de oscilaciones mediante masas 

secundarias acopladas a resortes y amortiguadores. 

Recientemente, los avances en tecnología han llevado al desarrollo del inersor, un 

elemento mecánico innovador basado en la analogía fuerza-corriente. Este dispositivo 

permite modificar las frecuencias naturales del sistema y reducir las amplitudes de 

vibración con una masa física mínima, ofreciendo un rendimiento de control 

significativamente superior al de los sistemas convencionales. En esta investigación de 

tesis, se evaluó la implementación de absorbedores dinámicos de vibración basados en 

inersor (IDVA’s) acoplados a una estructura mediante impedancias mecánicas (C3, C4 y 

C6). 

Se emplearon métodos de optimización como los puntos fijos extendidos y el criterio de 

rendimiento H∞ para calibrar los parámetros físicos de los dispositivos y comparar su 

eficacia en la supresión de vibraciones bajo una fuerza de excitación de tipo armónica 

aplicada en la base de la estructura. Los resultados destacan la capacidad de los IDVA’s 

para mejorar la estabilidad y el aislamiento vibratorio en estructuras mecánicas.  
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1 Introducción 

 

La vibración se define como el movimiento oscilante, alternativo u otro movimiento 

periódico de un cuerpo o medio rígido o elástico forzado desde una posición o estado de 

equilibrio. Para una estructura, las vibraciones excesivas o indeseables podrían causar 

cargas/deformaciones externas, fatiga, incomodidad humana o incluso el colapso de la 

estructura. 

La reducción de vibraciones indeseadas en las estructuras es una parte importante del 

proceso de diseño, especialmente para aquellas estructuras que pueden estar expuestas 

a fuerzas de excitación externas. Cuando una fuerza de excitación externa coincide con 

la frecuencia natural de la estructura, se produce un fenómeno conocido como 

resonancia. Este fenómeno causa un aumento significativo en la amplitud de las 

vibraciones del sistema, lo que puede llevar a daños estructurales graves. Para prevenir 

estos daños, se implementan diversas técnicas y sistemas de control, conocidos como 

sistemas de amortiguamiento. Estos sistemas están diseñados para reducir las 

amplitudes de vibración y proteger la integridad de la estructura. Entre estos, se 

encuentran los topes de impacto, que limitan el movimiento excesivo; los 

amortiguadores viscosos, que disipan la energía a través de fluidos viscosos; los 

absorbedores dinámicos de vibración (DVA’s), que añaden una masa adicional al sistema 

para generar un equilibrio dinámico de fuerzas; los inersores, que utilizan el principio 

de inercia para atenuar los movimientos; y los amortiguadores con fluidos inteligentes, 

que ajustan sus propiedades en respuesta a las condiciones de vibración. 

Capítulo 

1 
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Aunque se ha demostrado que los sistemas de control de vibraciones pasivos 

convencionales anteriores son eficaces y se aplican ampliamente en la práctica, todavía 

existen algunas limitaciones inherentes. Por ejemplo, la eficacia del control de DVA 

depende en gran medida de la relación de masas, es decir, la relación entre las masas 

físicas de las estructuras secundarias y primarias. En términos generales, se requiere 

una gran masa secundaria para lograr el rendimiento de control deseado. Por tal motivo, 

un elemento mecánico de dos terminales propuesto inicialmente por Smith [1] en 2002, 

denominado inersor, ha atraído mucho la atención en la ingeniería mecánica y civil 

recientemente. El inersor es definido como un dispositivo mecánico que absorbe la 

energía cinética por medio de volantes de inercia (discos inerciales) modificando las 

frecuencias naturales de los sistemas. Al ser un dispositivo de dos terminales, el inersor 

puede constituir redes mecánicas más efectivas al acoplarse con resortes y 

amortiguadores. Además, el inersor tiene un importante efecto de amplificación de 

masa, especialmente cuando una de sus terminales está conectada a tierra. Por lo tanto, 

el inersor se puede utilizar para reducir la masa auxiliar de los sistemas de control de 

vibraciones convencionales.  

 

1.1 Planteamiento del problema. 

 

Las vibraciones en estructuras son oscilaciones mecánicas que pueden ocurrir en 

edificios, puentes, maquinaria industrial y otros sistemas estructurales. Estas 

oscilaciones pueden ser inducidas por diversas fuentes, tanto internas como externas, y 

pueden tener efectos significativos en la integridad y funcionalidad de la estructura.  

Las vibraciones no controladas en estructuras pueden conducir a diversos problemas, 

tales como: fatiga del material, resonancia, pérdida del confort, desajuste y desgaste en 

equipos industriales. Lo que puede ocasionar el colapso parcial o total de la estructura 

o generar daños como fisuras en las vigas, columnas o conexiones, que debilitan la 

estructura con el tiempo. Debido a estos problemas se han implementado sistemas de 
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amortiguamiento que generan fuerzas que actúan en contra de las fuerzas de excitación 

externa. Por ejemplo, el absorbedor dinámico de vibración (DVA) que es un dispositivo 

mecánico que consta de una masa secundaria que se conecta a una estructura (llamada 

estructura primaria) a través de resortes y amortiguadores, además, tiene la capacidad 

de generar un equilibrio dinámico de fuerzas cuando se acopla a una máquina o 

estructura mecánica lo que da como resultado una disminución en su amplitud de 

vibración.  

Posteriormente, se comenzó a utilizar un dispositivo de control inercial en los sistemas 

estructurales, conocido como inersor. Los inersores son dispositivos mecánicos con dos 

nodos (dos terminales) en los que la fuerza que se les aplica es proporcional a la 

aceleración relativa entre estas terminales. Estos dispositivos han demostrado una 

excelente eficiencia en el control de movimientos indeseados en varias áreas de la 

ingeniería sin agregar una gran cantidad de masa. Una ventaja significativa del inersor 

es que puede mejorar la eficacia de los dispositivos de control, como el DVA, reduciendo 

sus dimensiones, lo cual es una de sus limitantes de uso. 

Recientemente, se han propuesto configuraciones para los inersores que consiste en un 

arreglo entre resorte, amortiguador e inersor a lo que denominaron redes o impedancias 

mecánicas. Los resultados demuestran que su implementación en los DVA mejora el 

control de las amplitudes de vibración del sistema [2]. 

Este trabajo de investigación de tesis propone implementar estas impedancias a 

estructuras mecánicas no amortiguadas de un solo grado de libertad (SDOF) acopladas 

al absorbedor dinámico de vibración tradicional (DVA), bajo efectos de excitación 

armónica en la base. El amortiguador del DVA clásico será reemplazado por las redes 

mecánicas C3, C4 y C6 como se ilustra en la Figura 1.1 con el propósito de obtener los 

parámetros óptimos de diseño. Con el objetivo de hallar primeramente fórmulas de 

diseño simples, se considera la función de respuesta en frecuencia (FRF) del sistema 

principal no amortiguada como la función objetivo a ser minimizada, para esto se 

aplicará la técnica de los puntos fijos extendida. Posteriormente, se implementará el 

criterio de rendimiento 𝐻∞ para el desarrollo de ecuaciones no lineales que nos lleven a 
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las soluciones óptimas. Finalmente, con las soluciones encontradas se realizará una 

comparativa para determinar cuál de las tres redes mecánicas garantiza una mejor 

supresión de vibraciones.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2 Justificación.  

 

La presencia de vibraciones en máquinas y estructuras es un fenómeno común debido a 

la acción de fuerzas externas, como el movimiento de piezas mecánicas, el tráfico 

vehicular, el viento y las actividades sísmicas. Estas vibraciones pueden tener efectos 

adversos significativos, especialmente cuando la frecuencia de las fuerzas de excitación 

coincide con las frecuencias naturales del sistema, causando un fenómeno conocido como 

resonancia. La resonancia amplifica las vibraciones a niveles descontrolados, lo que 

puede provocar daños severos en las máquinas y estructuras, comprometiendo su 

integridad y funcionamiento. 

Los sistemas de amortiguación, como los amortiguadores viscosos, absorbedores 

dinámicos de vibración e inersores, desempeñan un papel vital en la reducción de las 

Figura 1.1: Esquema propuesto del Absorbedor dinámico de vibración basado en inersor IDVA 

acoplado a una estructura mecánica, donde a, b y c representa las impedancias mecánicas C3, 

C4 y C6 respectivamente. 
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amplitudes de vibración. Estos sistemas disipan la energía, protegiendo los 

componentes estructurales, mejorando la seguridad y el rendimiento de las máquinas. 

Por tal motivo este trabajo de tesis se ocupa de implementar absorbedores dinámicos de 

vibración basados en inersor (IDVA’s) y obtener parámetros óptimos de diseño ideales. 

Esto con la finalidad de comparar el IDVA con la impedancia mecánica que presente un 

mayor rendimiento en la supresión de vibraciones. El diseño ideal no solo preserva la 

integridad estructural, sino que también aumentan la seguridad y el confort de los 

usuarios, y minimizan los costos de mantenimiento y reparación a largo plazo. 

 

1.3 Hipótesis 

La integración de las redes mecánicas basadas en inersor en conjunto con el DVA clásico, 

producirá un sistema absorbedor de vibraciones de alto rendimiento dinámico para el 

control de vibraciones de estructuras mecánicas con excitación en la base. 

 

1.4   Objetivos 

 

1.4.1  Objetivo general 

 

Controlar de forma pasiva las vibraciones en estructuras mecánicas bajo excitación 

armónica en la base, utilizando absorbedores de vibración basados en inersor. 

1.4.2  Objetivos particulares 

 

I. Obtener el modelo matemático de la estructura con absorbedores de vibración 

basados en inersor utilizando las redes mecánicas C3, C4 y C6. 

II. Aplicar la técnica de los puntos fijos extendida con la finalidad de obtener 

parámetros óptimos de forma cerrada para el diseño del absorbedor propuesto. 
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III. Aplicar el índice de rendimiento 𝐻∞ para obtener de manera numérica las 

soluciones óptimas, con el propósito de minimizar las amplitudes de vibración de 

la estructura mecánica sujeta a una excitación armónica en su base.  

IV. Realizar las simulaciones numéricas correspondientes utilizando los parámetros 

óptimos calculados a partir de cada criterio de optimización. 

V. Comparar los resultados obtenidos a partir de las técnicas de optimización 

empleadas y determinar cuál es el diseño con la red mecánica con mejores 

resultados. 

 

1.5 Metas 

 

I. Adquirir conocimiento sobre vibraciones mecánicas y el contexto histórico de los 

absorbedores dinámicos de vibración, así como, también realizar una 

investigación de la implementación del inersor y sus aplicaciones reales. 

II. Obtención y desarrollo del modelado matemático del absorbedor dinámico de 

vibración basado en inersor propuesto mediante el formulismo Euler-Lagrange. 

III. A partir de la función de respuesta en frecuencia del sistema obtener los 

parámetros óptimos de diseño mediante la técnica de los puntos fijos extendida. 

IV. Obtener de forma numérica los parámetros óptimos del IDVA mediante el criterio 

de optimización 𝐻∞. 

V. Comparar los resultados mediante las técnicas de optimización empleadas. 

VI. Determinar cuál de las tres redes mecánicas en el absorbedor de vibración 

propuesto ofrece un mayor rendimiento. 
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1.6   Alcances y limitantes  

 

1.6.1   Alcances 

Se espera que el IDVA que presente mejores resultados junto con sus parámetros 

óptimos pueda ser utilizados en un futuro para la creación de un dispositivo absorbedor 

de manera real esperando obtener un comportamiento similar o igual a los presentados 

en esta investigación.  

1.6.2   Limitantes  

El absorbedor de vibración dinámico basado en inersor (IDVA) propuesto no tendrá una 

implementación física, únicamente tendrá un estudio teórico. 

 

1.7  Metodología 

Para este trabajo de tesis es necesario seguir una secuencia de pasos que ayuden a tener 

un orden en la investigación. La metodología a emplear se basa en la investigación 

presentada por Canales [3]. En la Figura 1.2 se muestra el esquema de esta metodología. 

 

 

 

 

A continuación, se da una descripción de cada uno de los pasos de la metodología: 

 

Figura 1.2: Metodología de la investigación utilizada en este trabajo [3]. 

Documentación
Determinación 
del problema 

Creación de la 
hipótesis

Definición del 
método

Resolución, 
validación y 
verificación

Análisis de 
resultados y 
conclusiones 

Redacción del 
informe final 
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1. Documentación: Esta es una etapa fundamental ya que se realiza el proceso de 

recopilación de toda la información relevante del tema a abordar.  Esta 

documentación será la base para el desarrollo de un tema de investigación, de tal 

manera que debe contener información acerca de los contextos históricos 

relacionados, misma que, será utilizada para elaborar el estado del arte del tema 

de investigación, así como el marco teórico. 

Para este trabajo de tesis se investigará sobre los absorbedores dinámicos de 

vibración, inersores y redes mecánicas, así como su implementación en el control 

pasivo de vibraciones. Además, se investiga las técnicas de optimización que 

serán utilizadas para el diseño del sistema propuesto. 

2. Determinación del problema: Esta etapa es muy importante porque es aquí 

donde se define y se describe con precisión la cuestión o el desafío específico que 

la investigación pretende abordar. En este caso en lo particular, se plantea el 

problema de vibraciones no deseadas en estructuras por lo tanto se aborda la 

investigación sobre el control pasivo de vibraciones con absorbedores dinámicos 

de vibración que se basan en inersores al implementar tres redes mecánicas 

diferentes. 

3. Creación de la hipótesis: Se define como una idea que puede no ser verdadera, 

basada en información previa. Son posibles soluciones que se expresan como 

generalizaciones o proposiciones. Generalmente, la hipótesis es una suposición 

específica que el investigador plantea para explicar o predecir como dos o más 

variables están relacionadas y debe ser probada mediante observación y análisis. 

En este trabajo de tesis la hipótesis se plantea de la siguiente manera: 

La integración de las redes mecánicas basadas en inersor en conjunto con el DVA 

clásico, producirá un sistema absorbedor de vibraciones de alto rendimiento 

dinámico para el control de vibraciones de estructuras mecánicas con excitación 

en la base. 
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4. Definición del método: Se obtendrá el modelo matemático del IDVA propuesto 

utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange y la segunda ley de Newton, 

posteriormente, haciendo uso del análisis modal y después de un tratamiento 

matemático, se obtendrá la función de respuesta en frecuencia FRF de la 

estructura mecánica. Siendo el objetivo la FRF a minimizar, se plantean 

problemas de optimización que se pretenden resolver utilizando la técnica de los 

puntos fijos extendida y el índice de rendimiento 𝐻∞. 

5. Resolución, validación y verificación: La resolución se refiere a la capacidad 

que tiene la técnica a emplear para ofrecer soluciones efectivas, mientras que la 

validación implica el proceso de asegurarse que los modelos o técnicas empleados 

sean adecuados y confiables, por último, la verificación se refiere a la 

confirmación y validación de los resultados obtenidos mediante estos métodos o 

técnicas. 

Para este trabajo de tesis, se emplea la técnica de los puntos fijos extendida que 

por su origen descrito por Den Hartog, los resultados se obtienen mediante un 

procedimiento heurístico, sin embargo, al implementar la técnica de rendimiento 

𝐻∞ se demuestra por medio de métodos numéricos y tratamiento matemático que 

los resultados obtenidos son casi idénticos a los de la técnica de puntos fijos. 

6. Análisis de resultados y conclusiones: Una vez que se obtienen los resultados 

analíticos o numéricos se realiza una comparación con los reportados en la 

literatura y se plantea si los resultados fueron los esperados según la hipótesis. 

En caso de que los resultados no cumplan en su totalidad con los objetivos o 

metas, se propone una posible solución y se argumenta los motivos del porque no 

fue posible su solución.  

7. Redacción del informe final: Una vez concluido el proceso de análisis de 

investigación se procede a redactar el documento de tesis. Es de vital importancia 

poder comunicar de manera clara y efectiva los objetivos, métodos, resultados y 

conclusiones de estudio para una mejor comprensión.   
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2 Estado del arte 

 

2.1  Absorbedores dinámicos de vibración  

 

     En las últimas décadas se han estudiado y mejorado varios mecanismos y técnicas 

para el control de vibraciones en varios campos de la ingeniería. Un método que ha 

resultado eficiente es la implementación de dispositivos mecánicos denominados 

absorbedores dinámicos de vibración (DVA’s por sus siglas en inglés) o amortiguadores 

de masas sintonizadas (TMD’s por sus siglas en inglés). Un sistema con DVA clásico se 

compone de dos componentes principales: el sistema primario o estructura principal y 

el sistema secundario o el absorbedor, como se observa en la Figura 2.1.  

 

 

 

 

 

 

 

Capítulo 

2 

Figura 2.1: Absorbedor de vibración dinámico: a) No amortiguado, b) Amortiguado [56]. 
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El objetivo principal del absorbedor es disminuir las amplitudes de vibración de la 

estructura principal mediante el equilibrio dinámico entre los desplazamientos de la 

estructura principal y del absorbedor. Este equilibrio se logra ajustando 

estratégicamente los parámetros de rigidez y amortiguamiento en el sistema. 

El primer absorbedor dinámico de vibración sin amortiguamiento fue propuesto por 

Hermann Frahm [4], [5]  quien patentó su invento en 1909 con el objetivo de reducir el 

movimiento de balanceo de los barcos y estaba constituido por una masa secundaria y 

un resorte conectado entre el sistema principal y la masa secundaria. Dicho invento dio 

origen a numerosos estudios en las vibraciones mecánicas. Véase Figura 2.2. 

 

 

 

 

 

Posteriormente al DVA de H. Frahm se le añadió un amortiguador al sistema secundario 

para el cual, en 1928, Ormondroyd y Den Hartog [6] desarrollaron soluciones analíticas 

utilizando la técnica de los puntos fijos (FPT por sus siglas en inglés) para el diseño 

óptimo de este nuevo dispositivo. En 1932, Hahnkamm [7] obtuvo por primera vez el 

parámetro de sintonización óptima del DVA utilizando dicha técnica. Después de eso, 

Brock [8] en 1946 derivó la expresión de la amortiguación óptima del absorbedor 

utilizando esta teoría. Los parámetros óptimos obtenidos del DVA fueron introducidos 

por Den Hartog [9] a través de su libro de texto conocido como “Mechanical Vibration”.      

Luego en 2005, Ozer y Royston [10] extendieron esta técnica de los puntos fijos a 

sistemas mecánicos de múltiples grados de libertad (MDOF por sus siglas en inglés) 

Figura 2.2: El siguiente diagrama muestra un método de aplicación a la presente invención de 

Hermann Frahm como un barco o similar [4] . 
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utilizando el teorema de inversión matricial de Sherman-Morrison [11] para la 

determinación de puntos invariantes de sistemas MDOF de cualquier tamaño. 

Después, Krenk [12] propuso una teoría de ajustes de frecuencias que consiste en 

determinar el factor de amortiguamiento óptimo del sistema con el objetivo de aplanar 

la función de respuesta en frecuencia (FRF por sus siglas en inglés) de la estructura 

principal. Por otro lado, Asami et al. [13] y Nishihara y Asami [14], [15] utilizaron los 

métodos de optimización de 𝐻∞ y 𝐻2 así como el teorema de vieta para el desarrollo de 

soluciones analíticas de forma cerrada para el diseño óptimo del DVA. Adicionalmente 

en 2015, Argentini et al. [16] obtuvieron soluciones analíticas para el diseño óptimo del 

TMD tomando como fuente de excitación una masa desbalanceada como se observa en 

la Figura 2.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Por otra parte, Ren [17] propuso una modificación al DVA clásico obteniendo así un 

nuevo dispositivo absorbedor de vibración. A este dispositivo se le conoce como 

absorbedor de vibración dinámico no tradicional (NDVA, por sus siglas en inglés). En 

esta configuración una de las terminales del elemento amortiguador es conectado 

Figura 2.3: Amortiguador TMD conectado a un sistema primario forzado por un desequilibrio 

rotativo [16]. 
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directamente a tierra (estructura base) ver Figura 2.4. Ren [17] y Liu y Liu [18] 

propusieron el principio de optimización del NDVA con el objetivo de reducir la amplitud 

máxima de respuesta del sistema principal bajo excitación armónica. Los resultados 

obtenidos con estas investigaciones demostraron que el NDVA es más efectivo en el 

control de vibraciones de la estructura principal en comparación con el DVA clásico.  

Así mismo, Wong y Cheung [19] calcularon los parámetros óptimos para el NDVA 

utilizando la técnica de los puntos fijos para reducir las amplitudes de vibración del 

sistema primario o estructura principal considerando un movimiento armónico como 

fuente de excitación. Cheung y Wong [20] utilizaron la técnica de los puntos fijos descrita 

por Den Hartog para desarrollar los parámetros óptimos de un NDVA con el propósito 

de minimizar la respuesta de velocidad de vibración máxima del sistema principal con 

excitación armónica en la base. También, Cheung y Wong [21], [22] desarrollaron 

soluciones analíticas para el NDVA utilizando las técnicas de optimización 𝐻∞ y 𝐻2 con 

el objetivo de minimizar la amplitud máxima de respuesta del sistema primario y 

minimizar la energía de vibración total del sistema en todas las frecuencias, 

respectivamente. 

 

 

 

 

 

 

Recientemente, ha sido introducido un innovador dispositivo mecánico destinado a 

mitigar la vibración en los sistemas de suspensión de vehículos conocido como inersor 

[1], [23], [24]. Esta novedosa tecnología representa un avance significativo en el campo 

Figura 2.4: Absorbedor de vibración dinámico: a) Tradicional, b) no tradicional [56]. 
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de la ingeniería automotriz, ofreciendo una solución eficaz para mejorar la estabilidad 

y el confort durante la conducción. 

Se ha comprobado que la incorporación del dispositivo inersor mejora tanto la capacidad 

de respuesta dinámica como el rango efectivo de frecuencias del DVA cuando se integra 

en conjunto con resortes y amortiguadores ya sea en una disposición en serie o en 

paralelo [25]. Es más, en 2012 Ikago et al. [26] propusieron un nuevo dispositivo para el 

control de vibraciones causado por sismos conocido como amortiguador de masas 

viscosas sintonizado (TVMD, por sus siglas en inglés). Este dispositivo demostró ser 

más eficiente en comparación con los DVA’s convencionales, ver Figuras 2.5-2.7. 

 

 

 

 

 

 

 

Posteriormente, Lazar et al. [27] presentaron una innovadora propuesta destinada a 

abordar el desafío del control de vibraciones en estructuras a lo que llamaron 

amortiguador de inercia sintonizado (TID, por sus siglas en inglés). En la Figura 2.8 se 

Figura 2.5: Sistemas de control de vibraciones con un a) VD (amortiguador viscoso), b) VMD 

(amortiguador de masa viscosa), c) TVMD (amortiguador de masa viscosa sintonizado) [26]. 

Figura 2.6: Amortiguador viscoso (VD) [26]. Figura 2.7: Amortiguador de masa viscosa 

(VMD) [26]. 
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muestra el modelo que utilizaron para un sistema de un solo grado de libertad (GDL) 

en donde comparan el sistema utilizando un TMD y un TID. Cabe mencionar que la 

propuesta también fue implementada para un sistema de tres-grados de libertad y n-

grados de libertad. 

 

 

 

 

 

 

Mas tarde, Garrido et al. [28] propusieron un nuevo dispositivo para el control de 

vibraciones denominado amortiguador de masas sintonizadas de doble inercia 

rotacional (RIDTMD, por sus siglas en inglés). El dispositivo consta de un resorte 

conectado en serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor, dicho sistema a su 

vez es acoplado a un sistema de un solo grado de libertad (SDOF) como se ilustra en las 

figuras 2.9 y 2.10. Los parámetros óptimos se obtuvieron utilizando un algoritmo de 

programación cuadrática secuencial. 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.8: (a) Sistema estructural de 1-GDL; (b) Sistema tradicional amortiguador de masa 

sintonizado (TMD); (c) Sistema amortiguador de inercia sintonizado (TID) [27]. 

Figura 2.9: Inersor incorporando un 

volante de inercia [28]. 
Figura 2.10: Un sistema SDOF 

incorporando un RIDTMD [28]. 
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Después, Marian y Giaralis [29] aplicaron este método de programación cuadrática 

secuencial a una nueva configuración de control de vibración pasiva a la que llamaron 

amortiguador de masa sintonizado basado en inersores (TMDI, por sus siglas en inglés) 

para sistemas estructurales excitados por soporte estocástico. El método fue aplicado a 

sistemas de MDOF, pero una representación de un sistema SDOF es ilustrado en la 

figura 2.11.  Luego en 2017, Javidialesaadi y Wierschem [30] extendieron la técnica de 

los puntos fijos con el objetivo de optimizar la respuesta de frecuencia del amortiguador 

de masas sintonizado de doble inercia rotacional (RIDTMD) pero solo calcularon 

soluciones numéricas. Así mismo, Pietrosanti et al. [31] propusieron tres metodologías 

de optimización numérica para el diseño óptimo del amortiguador de masa sintonizado 

basado en inersor TMDI las cuales se basan en: la minimización del desplazamiento 

relativo y la aceleración absoluta de la estructura principal del TMDI, así como también 

en la maximización de la relación entre la energía disipada con el sistema secundario y 

la energía total de entrada.   

 

 

 

 

 

 

Por otro lado, Hu y Chen [2] propusieron reemplazar el amortiguador del DVA 

tradicional por algunas redes mecánicas basadas en inersor y demostraron que tres de 

éstas mejoran el desempeño dinámico de los absorbedores dinámicos de vibración 

amortiguados basados en inersor (IDVAs). Estas configuraciones de redes son: la 

configuración C3 (la conexión en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador), la 

Figura 2.11: Estructura primaria de un solo grado de libertad (SDOF) que incorpora la 

configuración propuesta TMDI [29]. 
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configuración C4 (la conexión de un inersor conectado en serie a un arreglo en paralelo 

de resorte-amortiguador), la configuración C6 (la conexión de un resorte conectado en 

serie a un arreglo en paralelo de inersor-amortiguador). Para poder obtener las 

soluciones numéricas para el diseño óptimo de los IDVAs ellos utilizaron el sistema de 

cómputo numérico de Matlab. Mas tarde, Barredo et al. [32] propusieron la técnica de 

puntos fijos extendida. Utilizando esta técnica desarrollaron soluciones de forma 

cerrada para el diseño óptimo de las impedancias mecánicas C3, C4 y C6 y los resultados 

fueron comparados con los que obtuvieron Hu y Chen [2].    

2.2 Analogía-introducción  

Liu et al. [33] mencionan que existen dos métodos de analogía eléctrica-mecánica: la 

analogía completa (analogía de admitancia o movilidad) y la analogía incompleta 

(analogía de impedancia o directa). La analogía completa es más ampliamente utilizada 

porque puede mantener la correspondencia entre los componentes en serie y en paralelo. 

La analogía completa se basa en la analogía fuerza-corriente. El concepto de inersor en 

[1] fue inspirado por la analogía completa. 

2.3   Analogía fuerza-corriente 

Una red mecánica (idealizada) de tipo traslacional consta de elementos mecánicos (como 

resortes, masas, amortiguadores y palancas) que están interconectados de manera 

rígida. Es habitual restringir el movimiento para que sea paralelo a un eje fijo y relativo 

a un punto de referencia fijo en un marco inercial, llamado suelo. El par de puntos 

finales del resorte y el amortiguador se denominan nodos (o terminales). Para la masa, 

una terminal es la posición de su centro de gravedad, mientras que la otra terminal es 

el suelo. 

    

 

 

Figura 2.12: Diagrama de cuerpo libre de un elemento mecánico de un puerto con par fuerza-

velocidad (F, v), donde v = v2 − v1 [1]. 
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Un puerto es un par de nodos (o terminales) en un sistema mecánico al que se aplica 

una fuerza F igual y opuesta y que experimenta una velocidad relativa v. 

Alternativamente, se puede aplicar una velocidad que resulta en una fuerza. 

En la Figura 2.12 se muestra un diagrama de cuerpo libre de una red mecánica de un 

puerto (dos terminales) que muestra la convención de signos por la cual una F positiva 

da una fuerza de compresión y una v = v2 − v1 positiva (v2 > v1), corresponde a los nodos 

que se mueven juntos. El producto de F y v tiene unidades de potencia [W] y se denomina 

par fuerza-velocidad (F, v). En general, no es necesario que ninguno de los nodos en un 

puerto esté conectado a tierra. 

La analogía fuerza-corriente (a veces denominada movilidad) entre redes eléctricas y 

mecánicas se puede observar en la Tabla 2.1 mediante las siguientes correspondencias: 

Tabla 2.1:  Analogía fuerza-corriente entre un sistema mecánico y eléctrico [1]. 

Sistema mecánico Equivalencia Sistema eléctrico 

Fuerza  Corriente 

Velocidad  Voltaje 

Tierra mecánica  Tierra eléctrica 

Resorte  Inductor 

Amortiguador  Resistencia 

Energía cinética  Energía eléctrica 

Energía potencial  Energía magnética 

Palanca  Transformador 

Velocidad en el punto cero  Potencia en el punto cero 

 

La correspondencia entre la masa-capacitor se omite de la lista anterior porque una 

terminal del elemento de masa es una tierra mecánica, lo que significa que la ecuación 

es análoga a la del capacitor, pero no es tan general. A esta correspondencia se le llama 

inersor. 
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2.4   Inersor 

El inersor es un dispositivo mecánico análogo a un condensador (capacitor). Su principal 

característica es que puede modificar la frecuencia natural y disminuir la amplitud de 

vibración del sistema al agregar masa aparente al sistema, sin aumentar 

considerablemente el peso de las estructuras. Por esta razón, su implementación en 

sistemas de amortiguamiento ha sido investigada en los últimos años [34]. 

El inersor fue propuesto por el profesor Malcolm C. Smith [1] de la Universidad de 

Cambridge y lo define como un dispositivo mecánico de dos terminales y un solo puerto 

que tiene la propiedad de que la fuerza aplicada en sus terminales es proporcional a la 

aceleración relativa entre ellas. 

 

   

 

 

 

 

La fuerza que se desarrolla en el inersor es definida como [35]. 

𝐹 = 𝑏(�̇�2 − �̇�1)      ;    𝑣2 > 𝑣1 (2.1) 

                                               

Donde la constante de proporcionalidad b es la inertancia y está dada en unidades de 

masa (kg). 

La energía cinética en un inersor se puede calcular mediante la siguiente expresión: 

𝐸𝑖𝑛𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 = 
𝑏

2
 (𝑣2 − 𝑣1)

2 (2.2) 

b 

Figura 2.13: Símbolo del inersor [68]. 
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Durante un largo periodo de tiempo, las personas utilizaron una masa para hacer una 

analogía parcial con un condensador, que en realidad es análogo a un condensador 

conectado a tierra. Sin embargo, recordando que la fuerza aplicada a sus terminales del 

inersor es proporcional a la aceleración relativa entre ellas, el inersor es el elemento 

mecánico “faltante” en la analogía de sistemas mecánicos y eléctricos, siendo análogo a 

un capacitor [36], [37]. En la Figura 2.14 se muestra la analogía fuerza-corriente donde 

se incluye el elemento inersor con el capacitor. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

2.5   Dispositivos inersores clásicos  

De acuerdo a la característica esencial del inersor, los investigadores diseñaron y 

analizaron diferentes tipos de dispositivos inersores. A continuación, se muestran 

algunos diseños clásicos de los inersores. 

1.- Diseño de inersor husillo de bolas. 

Mediante un diseño de este tipo, se puede amplificar la masa física del volante y se 

puede obtener una masa aparente significativa (es decir, inertancia) [38]. 

Figura 2.14: Analogía entre resortes, inersores y amortiguadores para redes mecánicas, y los 

inductores, capacitores y resistores para redes eléctricas [36]. 
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Figura 2.15: Diseño de inersor husillo de bolas. 

 

2.- Diseño de inersor piñón-cremallera. 

En este diseño la cremallera puede deslizarse dentro de la carcasa e impulsar la rotación 

del volante a través de los piñones y engranes [38]. 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.16: Diseño de inersor piñón-cremallera. 

 

3.- Diseño de inersor hidráulico. 

En este diseño el pistón en movimiento puede causar una diferencia de presión en dos 

lados del motor hidráulico (es decir, P3 y P4) y el fluido pasará a través de las tuberías. 

a) Esquema mecánico del inersor husillo 

de bolas [23]. 

b) Implementación física elaborada en el 

Departamento de ingeniería de la universidad 

de Cambridge [23]. 

a) Esquema mecánico de inersor piñón-

cremallera [38]. 

b) Implementación física elaborada en el 

Departamento de ingeniería de la 

universidad de Cambridge [35]. 
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El fluido podría impulsar la rotación del motor hidráulico y, por lo tanto, la rotación del 

volante.  

 

 

 

 

 

 

Figura 2.17: Diseño de inersor Hidráulico. 

 

4.- Diseño de inersor de fluido helicoidal. 

El inersor de fluido helicoidal utiliza el fluido que fluye a través de un canal externo 

para generar inertancia. Cuando el pistón se mueve con respecto al cilindro, el fluido 

pasará a través de un canal helicoidal externo debido a la diferencia de presión entre 

las cámaras izquierda y derecha. La velocidad del fluido en el canal helicoidal se puede 

aumentar mediante la relación entre el área del cilindro y el área del canal helicoidal 

[38]. 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.18: Diseño de inersor de fluido helicoidal. 

a) Dibujo esquemático del inersor hidráulico [38]. b) Inersor hidráulico desarrollado por Wang 

et al [69]. 

a)  Dibujo esquemático del inersor de fluido 

helicoidal [38]. 

b) Inersor de fluido helicoidal 

desarrollado por Domenico et al. [70]. 
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5.- Diseño de inersor de bomba de engranajes. 

Su funcionamiento se basa mediante el pistón que desplaza el fluido hidráulico del 

cilindro principal a lo largo de los tubos de conexión para provocar la rotación de la 

bomba de engranajes y viceversa.  

 

 

 

 

 

 

 

6.- Diseño de inersor Rotacional. 

 

 

 

 

 

2.6   Redes mecánicas basadas en inersor. 

 

En la actualidad se han estudiado distintos modelos basados en inersores para el control 

de vibraciones mecánicas, sin embargo, Hu y Chen [2] propusieron seis configuraciones 

para amortiguadores de vibración dinámicos basados en inersor (IDVA) que consisten 

en diferentes disposiciones entre resortes, amortiguador e inersor. A continuación, se 

presentan estas configuraciones:  

Figura 2.19: Diseño de inersor de bomba de engranajes [37]. 

Figura 2.20: Modelo mecánico del inersor rotacional [37]. 
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Impedancia                                Disposición 

C1  Inersor-amortiguador conectados en paralelo. 

C2  Inersor-amortiguador conectados en serie. 

C3  Resorte-inersor-amortiguador conectados en serie. 

C4  Inersor conectado en serie a un arreglo en paralelo de resorte-

amortiguador.  

C5  Amortiguador conectado en serie a un arreglo en paralelo de 

resorte-inersor. 

C6  Resorte conectado en serie a un arreglo en paralelo de 

amortiguador- inersor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.7   Aplicaciones del inersor en sistemas mecánicos.  

Los estudios sobre la aplicación de dispositivos inersores se han llevado a cabo 

ampliamente en varias áreas de la ingeniería, sin embargo, a continuación, se presentan 

las más significativas. 

Figura 2.21: Redes mecánicas basadas en inersor. Donde: b es la inertancia, c el coeficiente de 

amortiguamiento y k1 la constante de resorte [35], [38]. 
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 1. La primera aplicación real se realizó en un sistema de suspensión en autos de 

carreras de fórmula 1. La universidad de Cambridge presentó la patente con la empresa 

McLaren y después de un rápido proceso de desarrollo, el piloto Kimi Raikkonen condujo 

el McLaren MP4-20 utilizando en la suspensión el inersor por primera vez, llevándolo 

así a la victoria. Para mantener la tecnología en secreto ante sus competidores se 

inventó un señuelo llamado “J-damper” [23]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Evangelou et al. [39], [40] estudiaron, computacionalmente, un dispositivo inersor en 

amortiguadores de dirección en motocicletas de alto rendimiento. El estudio se basa en 

simulaciones por ordenador, en donde utilizan un modelo de motocicleta de última 

generación cuyo conjunto de parámetros se basa en una deportiva Suzuki GSX-R1000.  

 

La investigación ha demostrado que los amortiguadores con elemento inersor, a 

diferencia de los comunes, son eficaces para combatir fenómenos de inestabilidad. 

Figura 2.22: Kimi Raikkonen en el gran premio de España 2005 conduciendo el McLaren MP4-

20 que lo llevó a la victoria con ayuda del inersor. Foto de LAT Photographic [23]. 
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3. Wang et al. [41] y Wang et al. [42] utilizaron un elemento inersor para mejorar el 

rendimiento de los sistemas de suspensión de los trenes. Los resultados indican mejoras 

de hasta un 12% con el uso del inersor en comparación con suspensiones únicamente 

con resortes y amortiguadores. El inersor que se utilizó fue un inersor de husillo de bolas 

y se construyó una plataforma de prueba impulsada por un motor para verificar las 

propiedades de este modelo. 

 

Figura 2.24: Aplicación del inersor husillo de bolas en sistemas de suspensión de trenes. 

 

4. Zhang et al. [43] desarrollaron un amortiguador de corrientes parasitas (ECD, por 

sus siglas en inglés) a gran escala con un rendimiento mejorado para aplicaciones 

Figura 2.23: Esquema a escala de la motocicleta y su piloto en vista lateral. El modelo de 

motocicleta-conductor muestra la disposición de la máquina con cada una de las masas 

representadas como un círculo sombreado a escala proporcional [39]. 

a)  Modelo de inersor husillo de bolas [42]. b)  Plataforma experimental [42]. 
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estructurales. El ECD consta de un rotor conductor, un estator con imanes permanentes 

y un conjunto de husillos de bolas que convierte los movimientos lineales a través del 

amortiguador en rotaciones del rotor. Se han implementado cuatro ECD giratorios con 

fuerzas de amortiguación máximas de hasta 500 kN cada uno en el puente de vidrio del 

gran cañón de Zhangjiajie en china, como se muestra en la Figura 2.25 a) los 

amortiguadores fueron fijados entre la viga y el estribo para controlar la vibración 

longitudinal del puente debido a cargas sísmicas y cargas peatonales, como se ilustra en 

la Figura 2.25 b). 

 

Figura 2.25: Puente de cristal del gran cañón de Zhangjiajie y uno de los ECD giratorios a gran 

escala. 

 

  

a)  Vista panorámica del puente [43]. b)  ECD giratorio fijado entre la viga y el pilar [43]. 
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3 Marco teórico 

 

3.1   Elementos de un sistema vibratorio 

Los elementos que constituyen un sistema vibratorio se ilustran en la Figura 3.1. Se 

puede decir que un sistema determinado consta de una masa, un resorte y un 

amortiguador. La energía puede almacenarse en la masa y el resorte y disiparse en el 

amortiguador en forma de calor. 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.1 Elemento resorte  

Un resorte es un componente mecánico, el cual en la mayoría de las aplicaciones se 

supone que tiene masa y amortiguamiento insignificantes. El tipo de resorte más común 

es el resorte helicoidal. La fuerza de resorte existe solo si hay un desplazamiento relativo 

entre los dos extremos del resorte [44], [45]. Un resorte lineal es aquel que obedece la 

Capítulo 

3 

Figura 3.1: Elementos de un sistema vibratorio [45]. 
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ley de Hooke, es decir, la fuerza del resorte es proporcional a la deformación del resorte 

y se escribe como: 

𝐹 = 𝑘𝑥 (3.1) 

Donde k es una constante, conocida como constante de resorte y x el desplazamiento. La 

constante de resorte k siempre es positiva e indica la fuerza (positiva o negativa) 

requerida para producir una deflexión unitaria (alargamiento o reducción de longitud) 

en el resorte. 

El trabajo realizado al deformar un resorte se trasforma en energía potencial, es decir, 

la energía de deformación almacenada en el resorte y está dado por: 

𝑈 =  
1

2
 𝑘 𝑥2 (3.2) 

Donde U es el trabajo realizado. 

3.1.2 Elemento amortiguador  

 

El mecanismo mediante el cual la energía vibratoria se convierte gradualmente en calor 

o sonido se conoce como amortiguamiento. Se supone que un amortiguador no tiene 

masa ni elasticidad y que la fuerza del amortiguador existe solo si hay una velocidad 

relativa entre los dos extremos del amortiguador. El amortiguamiento viscoso es el 

mecanismo más utilizado en análisis de vibración. Cuando un sistema mecánico vibra 

en un medio fluido como aire, gas, agua o aceite, la resistencia ofrecida por el fluido en 

el cuerpo en movimiento hace que se disipe la energía [44].  Se toma como ejemplo un 

amortiguador lineal en donde un fluido viscoso fluye a través de una ranura o alrededor 

de un pistón en un cilindro, se dice que, la fuerza de amortiguación generada es 

proporcional a la velocidad relativa entre las terminales del amortiguador [46] y se 

puede expresar como: 

𝐹 = 𝑐(�̇�2 − �̇�1) (3.3) 
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Donde la constante de proporcionalidad denotada por c se llama coeficiente de 

amortiguamiento y tiene unidades de N*s/m y �̇� representa la velocidad relativa de las 

terminales del amortiguador. 

3.1.3 Elemento de masa o inercia  

El elemento masa es el componente del sistema que representa la cantidad de materia 

y su resistencia a la aceleración cuando se aplican fuerzas. Además, es un cuerpo rígido 

que puede ganar o perder energía cinética siempre que cambia su velocidad. De acuerdo 

con la segunda ley de movimiento de Newton, el producto de la masa y su aceleración 

son iguales a la fuerza aplicada a la masa y se describe como: 

𝐹 = 𝑚�̈� (3.4) 

Donde m representa la masa y �̈� la aceleración [44], [46]. 

El trabajo realizado sobre una masa se almacena como energía cinética por lo tanto la 

energía cinética de la masa m está dada por: 

𝑇 =  
1

2
 𝑚�̇�2  (3.5) 

 

3.2   Sistema con excitación armónica  

 

Las vibraciones forzadas de un sistema se presentan cuando se realizan trabajos en el 

sistema mientras ocurren vibraciones. Algunos ejemplos de vibración forzada incluyen 

el movimiento del suelo durante un terremoto, el movimiento causado por maquinaria 

alternativa desequilibrada o el movimiento del suelo impartido a un vehículo cuando 

sus ruedas atraviesan el contorno de la carretera [47]. 

La forma estándar de la ecuación diferencial que gobierna cualquier sistema lineal para 

vibraciones forzadas se conoce como:  

𝑚𝑒𝑞�̈� +  𝑐𝑒𝑞�̇� + 𝑘𝑒𝑞𝑥 =  𝐹𝑒𝑞(𝑡) (3.6) 
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La función 𝐹𝑒𝑞(𝑡) es la entrada, función de conducción o función forzada del sistema. La 

salida o respuesta del sistema será la solución a la ecuación diferencial bajo condiciones 

iniciales. Donde 𝑚𝑒𝑞 es la masa equivalente, 𝑐𝑒𝑞 es el coeficiente de amortiguamiento 

equivalente y 𝑘𝑒𝑞 es la rigidez equivalente del sistema [48]. 

Cuando el movimiento se repite después de intervalos de tiempo iguales, se llama 

movimiento periódico. El tipo más común de movimiento periódico es el movimiento 

armónico. Cuando la aceleración es directamente proporcional al desplazamiento se dice 

que es un movimiento armónico simple y la fuerza de excitación armónica simple 𝐹𝑒𝑞 es 

la fuerza externa más común que actúa en el sistema [44]. 

Si se considera una fuerza de excitación armónica compleja, la vibración forzada se 

escribe como: 

           𝐹𝑒𝑞 = 𝐹0𝑒
𝑖𝜔𝑡 (3.7) 

Donde 𝐹0 representa la amplitud de excitación y ω la frecuencia de excitación externa. 

Para este trabajo de investigación de tesis se estudia la respuesta de un sistema 

sometido al movimiento de excitación armónica en la base. En ocasiones la base o 

soporte de un sistema de resorte-masa-amortiguador experimenta movimiento 

armónico, como se muestra en la Figura 3.2. Donde y(t) es el desplazamiento de la base 

y x(t) el desplazamiento de la masa con respecto a su posición de equilibrio estático en 

el tiempo t. 

 

 

 

 

 

 
Figura 3.2: Excitación armónica en la base [44]. 
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3.3   Ecuaciones de Euler-Lagrange 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se utilizan para obtener las ecuaciones de 

movimiento de un sistema mecánico, utilizando un análisis de energías. Para esto se 

considera principalmente las coordenadas generalizadas del sistema a analizar ya que 

estas definen la cantidad de ecuaciones resultantes que es igual a los grados de libertad 

del sistema. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se definen mediante el principio extendido de 

Hamilton en donde se obtienen las ecuaciones de movimiento de un sistema mecánico a 

partir de su energía cinética, energía potencial y el trabajo virtual debido a fuerzas no 

conservativas. De manera general, el principio de Hamilton establece que la evolución 

de un sistema físico se determina por medio de un principio variacional el cual se basa 

en una función llamada lagrangeano (L), dicha función contine información sobre las 

variables del sistema y las fuerzas que actúan sobre él [49].  

El lagrangiano L de un sistema se define por: 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 (3.8) 

Donde T es la energía cinética y U es la energía potencial del sistema. El lagrangiano L 

en forma general es una función de 𝑞𝑥 , �̇�𝑥 (𝑥 = 1,2, … , 𝑛) y del tiempo t o bien  

𝐿 = 𝐿(𝑞𝑥 , �̇�𝑥 , 𝑡 ) (3.9) 

donde 𝑞𝑥 son las coordenadas generalizadas. 

Para un sistema conservativo en donde no se disipa energía, las ecuaciones de Euler-

Lagrange son:  

𝑑

𝑑𝑡
 (
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑥
) − 

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑥
= 0        𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒      𝑥 = 1,2, …… , 𝑛 (3.10) 

Sin embargo, para sistemas no conservativos en donde la energía total del sistema 

disminuye con el tiempo debido a la presencia de fuerzas disipativas como fricción o 

amortiguamiento, se utiliza el principio de disipación de Rayleigh. 
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3.3.1 Función de disipación de Rayleigh 

En los sistemas no conservativos como los sistemas amortiguados la energía tiende a 

disiparse comúnmente en forma de calor. Rayleigh desarrollo una función de disipación 

D de la que puede derivarse la fuerza del amortiguamiento. Suponiendo que el sistema 

involucra r amortiguadores viscosos, la función de disipación de Rayleigh se define 

mediante: 

       𝐷 =  
1

2
 (𝑏1𝛿1̇

2
+ 𝑏2𝛿2̇

2
+⋯+ 𝑏𝑟𝛿�̇�

2
) (3.11) 

Donde 𝑏𝑖 es el coeficiente del i-ésimo amortiguador viscoso y 𝛿𝑖 es la diferencia de 

velocidad a través del i-ésimo amortiguador viscoso [50]. Así pues, 𝛿𝑖 se puede expresar 

como función de las velocidades generalizadas �̇�𝑥. 

Mediante el uso de la función de disipación de Rayleigh, las ecuaciones de Lagrange 

para los sistemas no conservativos se convierten en: 

𝑑

𝑑𝑡
 (
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑥
) − 

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑥
+ 
𝜕𝐷

𝜕�̇�𝑥
= 0        𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒      𝑥 = 1,2, …… , 𝑛 (3.12) 

 

3.4   Transformada de Laplace 

El método de la transformada de Laplace es una técnica útil para resolver ecuaciones 

diferenciales lineales que no cambian con el tiempo. Su principal ventaja es que la 

diferenciación de la función del tiempo corresponde a la multiplicación de la 

transformada por una variable compleja s. Esto transforma las ecuaciones diferenciales 

en ecuaciones algebraicas en s, lo cual es más fácil de manejar. Además, al usar la 

transformada de Laplace, se incluyen automáticamente las condiciones iniciales y se 

pueden obtener al mismo tiempo tanto la solución particular como la solución 

homogénea de la ecuación [50]. 

La transformada de Laplace está dada por: 
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ℒ[𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑠) =  ∫ 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑑𝑡[𝑓(𝑡)] =  ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑑𝑡 (3.13) 

Donde: 

𝑓(𝑡)  =  una función del tiempo tal que 𝑓(𝑡) = 0 para todo 𝑡 < 0. 

      𝑠 =  una variable compleja. 

     ℒ =   un símbolo operacional que indica que la cantidad a la que antecede se va a                                   

.            transformar por la integral de Laplace.  

𝐹(𝑠) =  transformada de Laplace de 𝑓(𝑡). 

 

3.4.1 Trasformada de derivadas  

Mientras se aplican las transformadas de Laplace para resolver ecuaciones 

diferenciales, tenemos que utilizar transformadas de Laplace de derivadas de varios 

órdenes de una función. Para este trabajo de investigación de tesis la aplicación de la 

transformada de Laplace de derivadas es indispensable para obtener la solución de las 

ecuaciones de movimiento que se analizarán en este trabajo.  

La transformada de Laplace de la primera derivada se define como:  

ℒ [
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡)] = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0) (3.14) 

Donde 𝑓(0) es el valor inicial de 𝑓(𝑡) evaluada en 𝑡 = 0. 

La trasformada de Laplace de la derivada enésima de 𝑓(𝑡) se puede hallar como: 

ℒ [
𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
]  ≡  ℒ[𝑓(𝑛)] =  𝑠𝑛𝐹(𝑠) − 𝑠𝑛−1𝑓(0) − 𝑠𝑛−2𝑓(1)(0) − ⋯− 𝑠𝑓(𝑛−1)(0) (3.15) 

Donde 𝑓(𝑛) se utiliza para denotar la derivada enésima de 𝑓,
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑡𝑛
 [44]. 

 

3.4.2 Función de transferencia  

El método de la función de transferencia, que se basa en las transformadas de Laplace, 

es ampliamente utilizado en el campo del control para formular y resolver problemas 

dinámicos. También se aplica en la solución de problemas de vibración forzada. La 

función de transferencia permite relacionar la entrada de un sistema con su salida, 
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facilitando la separación del sistema en tres componentes distintos: entrada, sistema y 

salida. Esto es una ventaja significativa frente a las ecuaciones diferenciales, donde 

separar estos tres aspectos resulta más complicado [51]. 

Por definición, la función de transferencia G(s) de un sistema de ecuaciones lineales, 

invariantes en el tiempo, se define como la relación de la transformada de Laplace de 

salida (función de respuesta) y la transformada de Laplace de entrada (función de 

excitación) bajo la suposición que todas las condiciones iniciales sean cero [50]. 

Considere a manera de ejemplo el siguiente sistema lineal definido por la ecuación 

diferencial: 

𝑎0𝑥
(𝑛) + 𝑎1𝑥

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1�̇� + 𝑎𝑛𝑥 = 𝑏0𝑝
(𝑚) + 𝑏1𝑝

(𝑚−1) +⋯+ 𝑏𝑚−1�̇� + 𝑏𝑚𝑝 (3.16) 

Donde x es la salida del sistema y p la entrada con (n>m). 

La función de transferencia de este sistema se obtiene aplicando la transformada de 

Laplace a ambos lados de la ecuación 3.16, bajo la suposición de condiciones iniciales 

cero. Por lo tanto, se obtiene: 

𝐺(𝑠) =  
ℒ[𝑆𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎]

ℒ[𝐸𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎]
=  
𝑋(𝑠)

𝑃(𝑠)
=  
𝑏0𝑠

𝑚 + 𝑏1𝑠
𝑚−1 +⋯+ 𝑏𝑚−1𝑠 + 𝑏𝑚

𝑎0𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑠 + 𝑎𝑛
 (3.17) 

El objetivo de obtener la función de transferencia es analizar si el sistema es estable o 

no lo es. 

3.4.3 Función de respuesta en frecuencia (FRF) 

En un sistema lineal en estado estable, cuando se aplica una entrada sinusoidal o 

armónica, la respuesta del sistema será también sinusoidal y armónica con la misma 

frecuencia. Sin embargo, la respuesta diferirá en amplitud y en ángulo de fase en 

comparación con la entrada, y estas diferencias dependen de la frecuencia. Cualquier 

onda sinusoidal puede ser representada por un número complejo llamado fasor. La 

magnitud del número complejo representa la amplitud de la onda sinusoidal, y el ángulo 

del número complejo representa el ángulo de fase de la onda sinusoidal [51].  

Por ejemplo, el fasor de una entrada 𝑀𝑖  𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙1) puede ser escrito en su forma polar 

como 𝑀𝑖  𝑒
𝑖𝜙𝑖, donde la frecuencia ω se considera implícita. Dado que un sistema puede 
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causar cambios en la amplitud y el ángulo de fase, se puede representar el sistema como 

un número complejo o una función. De esta manera, el fasor de salida se obtiene 

multiplicando el fasor de entrada por la función que representa el sistema. 

 

 

Figura 3.3: Función de respuesta en frecuencia. a) Sistema físico de un sistema resorte-masa-

amortiguador, b) Diagrama de bloques entrada-salida [44]. 

La Figura 3.3 representa un ejemplo de la respuesta en frecuencia del sistema clásico. 

En donde 𝑀𝑠(𝜔)𝑒
𝑖𝜙𝑠(𝜔) representa la función de respuesta en frecuencia en el diagrama 

de bloques. Por conveniencia de notación, en ocasiones la función de respuesta en 

frecuencia se llama función de transferencia de frecuencia, indicado como 𝑇(𝑖𝜔) de modo 

que: 

𝑇(𝑖𝜔) = 𝑀𝑠(𝜔)𝑒
𝑖𝜙𝑠(𝜔)  (3.18) 

La función de transferencia de frecuencia 𝑇(𝑖𝜔), se puede obtener sustituyendo 𝑠 = 𝑖𝜔 

en la función de transferencia general 𝑇(𝑠). 

 

3.5   Análisis dimensional  

El análisis dimensional indica que toda ecuación debe ser dimensionalmente igual en 

ambos lados de la igualdad, es decir; las unidades deben ser las mismas. Su importancia 

se basa en dos razones principales. Primero, ayuda a identificar el número mínimo de 

variables que gobiernan un problema específico, reduciendo las variables físicas 

originales a un conjunto menor de parámetros adimensionales. Esto racionaliza la 
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experimentación al determinar cuáles parámetros son realmente relevantes en un 

proceso dado. Segundo, permite saber con precisión cuándo una variable es significativa 

o no en un problema. Como las nuevas variables son números adimensionales, es 

suficiente determinar si alguno de esos números es siempre muy pequeño, muy grande 

o aproximadamente constante para concluir que dicha variable no tiene una influencia 

significativa en el proceso [52]. 

Las dimensiones de las cantidades físicas involucradas en un sistema físico (mecánico) 

se dan en términos de tres dimensiones elementales como son: longitud L, masa M y 

tiempo T, que tienen unidades de metro, kilogramo y segundos respectivamente. La 

dimensión física de magnitudes físicas como la velocidad, fuerza, la aceleración, entre 

muchas otras, quedan en términos de las fundamentales. En la Tabla 3.1, se enlistan 

algunas de las magnitudes físicas derivas más usuales. 

Tabla 3.1: Magnitudes físicas derivadas del SI [53]. 

Magnitud física Símbolo Dimensión física Abreviatura 

Velocidad [v] 
𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑

𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜
 𝐿𝑇−1 

Aceleración [a] 
𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑

(𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜)2
 𝐿𝑇−2 

Densidad [ρ] 
𝑚𝑎𝑠𝑎

(𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑)3
 𝑀𝐿−3 

Fuerza [v] 
𝑚𝑎𝑠𝑎 ∗ 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑

(𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜)2
 𝑀𝐿𝑇−2 

Trabajo [W] 
𝑚𝑎𝑠𝑎𝑠 ∗ 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑2

(𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜)2
 𝑀𝐿2𝑇−2 

Amortiguamiento [c] 
𝑚𝑎𝑠𝑎

𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜
 𝑀𝑇−1 

Rigidez [k] 
𝑚𝑎𝑠𝑎

(𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜)2
 𝑀𝑇−2 

 

 



Universidad Tecnológica de la Mixteca  39 

3.5.1 Teorema П de Buckingham 

El teorema П de Buckingham es un teorema clave en el análisis dimensional y es una 

formalización del método de análisis dimensional de Rayleigh. Buckingham formuló un 

teorema, que establece que el número de cantidades П que quedan después de realizar 

un análisis dimensional es igual a la diferencia entre el número de cantidades que 

entran en el problema y el número máximo de estas que son dimensionalmente 

independientes. El número máximo de cantidades dimensionalmente independientes 

siempre será igual o menor que el número de dimensiones fundamentales necesarias 

para escribir todas las ecuaciones dimensionales [54]. 

Teorema 1 si (𝑞1 , 𝑞2, … , 𝑞𝑛) son n variables físicas involucradas en un problema 

particular y si existen entre éstas una relación funcional de la forma: 

𝑓(𝑞1 , 𝑞2, … , 𝑞𝑛) = 0  (3.19) 

Entonces, las n variables siempre se pueden combinar para formar exactamente (𝑛 − 𝑗) 

variables adimensionales independientes, donde j es el rango de la matriz adimensional 

[53]. 

Cada variable adimensional es llamada un número П o factor adimensional. El símbolo 

П es usado porque las variables adimensionales se pueden escribir como un producto de 

las variables 𝑞1 , 𝑞2, … , 𝑞𝑛 elevadas a alguna potencia. Así, la ecuación (3.19) se puede 

escribir como la relación funcional:  

𝜙(П1, П2, … П𝑛−𝑟) = 0 (3.20) 

La ecuación que permite calcular estos П𝑖 es: 

П𝑖 = 𝑉𝐷𝑖∏𝑉𝐹𝑘
𝑎𝑘

𝑗

𝑘=1

,     𝑐𝑜𝑛   𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 𝑗. (3.21) 

Donde 𝑉𝐷 son las variables físicas relevantes en el problema y 𝑉𝐹 son las variables 

dinámicas que hacen que las veces de variables fundamentales (variables repetidas) y 

los 𝑎𝑘 se escogen de manera tal que П𝑖 sea adimensional. Finalmente se puede establecer 

una relación entre los П𝑖 de la forma: 
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П1 = 𝑓(П2, П3, … П𝑛−𝑗) (3.22) 

La forma arbitraria de escoger las variables repetidas lleva a diferentes conjuntos de 

factores adimensionales; sin embargo, en cada caso (𝑛 − 𝑗) son independientes y en 

palabras del algebra lineal, forman un conjunto completo.  

La ecuación (3.21) provee un procedimiento formal de calcular los factores 

adimensionales (generar los П’s) de cualquier problema. Este procedimiento es conocido 

como el método de repetición de variables y fue publicado inicialmente por el científico 

ruso Dimitri Riabouchinski en 1911 y un año después lo hizo popular Edgar 

Buckingham [53]. Básicamente el método consiste en seis pasos para obtener los 

parámetros adimensionales y son los siguientes:  

I. Elaborar un listado con las variables significativas implicadas en el problema. 

II. Calcular la expresión dimensional equivalente de cada una de las variables 

obtenidas en el punto I. 

III. Determinar las dimensiones fundamentales usadas en las variables del 

problema. 

IV. Determinar el número de parámetros adimensionales independientes en los que 

se pueden agrupar las variables del problema mediante el teorema de П. 

V. Generar los parámetros adimensionales. 

VI. Comprobar que cada parámetro adimensional obtenido no tenga dimensiones.  

  

3.6   Teorema de vieta  

Las fórmulas de vieta relacionan las raíces de un polinomio mónico con los coeficientes 

de este. Específicamente, si el polinomio es de grado n sus coeficientes son los polinomios 

simétricos elementales de sus raíces. 

Cuando se trata de situaciones relacionadas a las raíces de un polinomio es común tratar 

de pensar en factorizaciones que permitan obtener cada una de las raíces del polinomio 

en cuestión, sin embargo, no siempre se tiene una factorización que haga que este 
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trabajo sea sencillo. Las fórmulas de vieta permiten obtener información acerca de las 

raíces de un polinomio al observar sus coeficientes [55]. 

Para emplear las fórmulas de vieta se considera una ecuación mónica (𝑎𝑛 = 1) de la 

forma: 

𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥
1 + 𝑎0 = 0 (3.23) 

La ecuación contine n raíces 𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛 [56], [57].Estas raíces pueden encontrarse en 

base a los términos 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2… . , 𝑎𝑛−1 independientes del polinomio. 

Generalizando las soluciones de la ecuación (3.23) y relacionándolas con los términos 

independientes se tiene: 

                     𝑎𝑛−1 = −(𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛) (3.24) 

                     𝑎𝑛−2 = (𝑥1𝑥2 +⋯+ 𝑥1𝑥𝑛 + 𝑥2𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛−1𝑥𝑛) (3.25) 

                        ⋮ 

                     𝑎𝑛−𝑗 = (−1)𝑗 ∑ 𝑥𝑖1
1≤𝑖1≤⋯≤𝑖𝑗≤𝑛

𝑥𝑖2 … 𝑥𝑖𝑗 (3.26) 

                                      ⋮ 

                          𝑎0 = (−1)
𝑛 𝑥1𝑥2…𝑥𝑛  (3.27) 

 

Para el caso de una ecuación cuártica, es decir, con n = 4. 

𝑥4 + 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0 (3.28) 

Los coeficientes de la ecuación (3.28) se pueden expresar en términos de las sumas y 

productos de sus raíces 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 las cuales se determinan como: 

                      𝑎3 = −(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4) (3.29) 

                      𝑎2 = (𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥3𝑥4) (3.30) 

                      𝑎1 = −(𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥4 + 𝑥1𝑥3𝑥4 + 𝑥2𝑥3𝑥4) (3.31) 

                      𝑎0 = 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4  (3.32) 
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Para los absorbedores de vibración dinámicos basados en inersor (IDVA’s), Barredo et 

al. [32] propusieron una nueva metodología basándose en las fórmulas de vieta para la 

obtención de los parámetros óptimos de los absorbedores de vibración dinámicos basados 

en inersor. 

 

3.7   Matriz Jacobiana 

El jacobiano debe su nombre al matemático alemán Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-

1851). Aunque el matemático francés Cauchy fue el primero en emplear estos 

determinantes especiales que implican derivadas parciales, Jacobi los convirtió en un 

método para evaluar integrales múltiples [58]. 

Definición 1      El jacobiano de la transformación T en ℝ3 dada por: 

𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑤)   𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤)   y   𝑧 = ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤)  es [58]: 

𝒥 ( 𝑥, 𝑦, 𝑧 ) =  
𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑢, 𝑣, 𝑤)
=

[
 
 
 
 
 

 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑤]
 
 
 
 
 

 (3.33) 

Por lo tanto, la matriz jacobiana está formada por las derivadas parciales de primer 

orden de una función y puede emplearse para aproximar linealmente a dicha función en 

un punto. 

Entendido el concepto del determinante jacobiano para una función vectorial. 

Supóngase que: 

𝑓: ℝ𝑛  →  ℝ𝑚 

La cual es una función cuyas derivadas parciales de primer orden existen en todo ℝ𝑛 y 

denotando 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚 a sus componentes escalares. Se define la matriz jacobiana de 𝑓 

en un punto 𝑥 ∈  ℝ𝑛 como: 
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𝒥𝑓 (𝑥) =  

[
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥1
(𝑥)

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2
(𝑥)

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1
(𝑥)

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2
(𝑥)

…
𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑛
(𝑥)

…
𝜕𝑓2

𝜕𝑥𝑛
(𝑥)

⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑚

𝜕𝑥1
(𝑥)

𝜕𝑓𝑚

𝜕𝑥2
(𝑥)

⋱ ⋮

…
𝜕𝑓𝑚

𝜕𝑥𝑛
(𝑥)]

 
 
 
 
 

=  [
∇𝑓1(𝑥)
⋮

∇𝑓𝑚(𝑥)
]  (3.34) 

Donde ∇𝑓𝑖 es el gradiente de la i-ésima componente escalar [59]. 

Las matrices jacobianas generalmente ayudan a determinar un punto específico en un 

plano para encontrar la posición y tendrán tantas filas como funciones escales 

(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚)  tenga la función, además, el número de columnas coincidirá con el número 

de variables (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 

 

3.8   Optimización  

 

La optimización se define como el proceso para encontrar las condiciones que dan la 

respuesta máxima o mínima de una función y se clasifican en lineales y no lineales. 

Un problema de optimización está compuesto de los siguientes elementos [60]: 

• Un conjunto de restricciones. 

• Un conjunto de soluciones factibles, el cual contiene todas las posibles 

combinaciones de valores de variables independientes que satisfacen las 

restricciones anteriores. 

• Una función objetivo, que vincula las soluciones factibles con el performance del 

sistema. 

 

Teorema 2   Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un valor 

máximo y un valor mínimo en ese intervalo [61]. 

A manera de ejemplo, considérese una función 𝑓(𝑥) tal y como se muestra en la Figura 

3.4, aquí el punto 𝑝 corresponde al valor mínimo de 𝑓(𝑥), para la misma función, pero 

negativa, el punto 𝑝 corresponde al valor máximo. Por lo tanto, la optimización puede 
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ser interpretada como una metodología de minimización dado que se puede determinar 

el punto máximo de una función, buscando el punto mínimo de la misma expresión 

negativa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En problemas de optimización, es importante conocer las primeras y segundas derivadas 

de la función objetivo [56], [61].  

Primera derivada 

• Proporciona una trayectoria de máxima inclinación de la función objetivo. 

• Indica si se ha alcanzado la trayectoria óptima. 

 Segunda derivada  

• Indicará si es un máximo cuando 𝑓′′(𝑥) es negativa o un mínimo cuando 𝑓′′(𝑥) es 

positiva. 

 

3.9   Técnica de los puntos fijos (TPF)  

 

Esta metodología fue descrita por Den Hartog [9] y consiste principalmente en 

minimizar la amplitud máxima de la respuesta adimensional de un sistema mecánico.  

Figura 3.4: Mínimo y máximo de una función [34].  
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La técnica de los puntos fijos se basa en un método de calibración de frecuencias que 

analiza dos estados de operación límite del absorbedor. Estos estados de operación límite 

se presentan cuando el amortiguamiento del sistema es cero (𝜁 = 0)  y cuando el 

amortiguamiento tiende a infinito (𝜁 →  ∞). En estas condiciones específicas, se generan 

los denominados puntos fijos o puntos invariantes como se ilustra en la Figura 3.5. 

Estos puntos tienen la particularidad de ser independientes del factor de 

amortiguamiento, lo que significa que su posición no varía, sin importar el nivel de 

amortiguamiento presente en el sistema. 

Este enfoque es esencial para entender y predecir el comportamiento del sistema bajo 

diferentes condiciones operativas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Definición 3     Todas las curvas pasan a través de los puntos fijos y son independientes 

del amortiguamiento [9]. 

En la Figura 3.6 se ejemplifica la definición 3 en donde se muestra el comportamiento 

de un absorbedor de vibración no tradicional (NDVA) cuando la relación de 

Figura 3.5: Puntos fijos P y Q cuando el amortiguamiento es cero e infinito de un DVA clásico 

[56]. 
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amortiguamiento toma valores arbitrarios incluyendo las dos condiciones 

fundamentales de operación del DVA, considerando como puntos fijos a 𝑃1 y 𝑃2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nota     A manera de resumen, la técnica de optimización de los puntos fijos se basa en 

dos condiciones límite de operación, cuando el amortiguamiento es cero y cuando tiende 

a infinito, para los cuales las amplitudes de vibración del sistema (masa principal) son 

iguales. La aplicación de la técnica de los puntos fijos produce como resultado una serie 

de ecuaciones simples de forma cerrada. Estas ecuaciones servirán para el diseño óptimo 

del DVA para el control de vibraciones no deseadas y poder minimizar la curva de 

respuesta localizada entre los puntos fijos P y Q. Por lo tanto, la aplicación de la técnica 

de los puntos fijos es equivalente a resolver de forma analítica un conjunto de ecuaciones 

no lineales. 

3.10   Técnica de los puntos fijos extendida (TPFE)  

 

La técnica de los puntos fijos extendida fue propuesta por Barredo et al. [32] y se trata 

de una generalización de la teoría de Den Hartog, donde se desarrollan nuevas 

soluciones de forma cerrada para el diseño óptimo de absorbedores de vibración 

dinámicos basados en inersor. Los resultados de esta técnica mostraron resultados 

  Figura 3.6: FRF de la estructura primaria para diferentes valores de amortiguamiento [71]. 
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similares a la técnica de optimización 𝐻∞, por tal motivo la técnica de los puntos fijos 

extendida presenta una alternativa más simple para el diseño de los IDVA’s. 

Esta técnica consiste en modificar los puntos invariantes del sistema, obteniendo 

variables óptimas relacionadas con la respuesta del sistema R(s) y su norma euclidiana 

‖𝐻‖ y se expresa como: 

𝑅(𝑠) =  ‖𝐻‖   (3.36) 

A manera de ejemplo y para comprender mejor esta metodología de los puntos fijos 

extendida se presenta el siguiente sistema mecánico de la Figura 3.7.  

 

 

 

 

 

 

 

A continuación, se describen los pasos que se deben de seguir para aplicar esta 

metodología de los puntos fijos extendidos y así obtener la solución del sistema de la 

Figura 3.7. A continuación, se presentan los pasos para la aplicación de la TPFE. 

I. Se obtiene el modelo matemático del sistema en el dominio s de Laplace. 

𝑀𝑠2𝑋 +  𝐾𝑋 +  𝑘1(𝑋 − 𝑋1)  =  𝐹 − 𝐹𝑑 (3.37) 

𝑚𝑠2𝑋 1 + 𝑘1(𝑋 1 −  𝑋)  =  𝐹𝑑 (3.38) 

II. Se obtiene la función de transferencia H del sistema, también conocida como la 

respuesta R(s) del sistema. 

Figura 3.7: Absorbedor dinámico de vibración basado en inersor en arreglo tipo C3 (IDVA-C3) 

[32]. 
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III. Sustituir la última expresión por  𝑠 = 𝑖𝜔. Donde i es la parte imaginaria esto 

debido a que solo nos interesa conocer la respuesta en estado estable. 

IV. Se definen las variables A, B, C Y D y se reescribe la función de transferencia H 

de la siguiente manera: 

              𝐻(𝑠) =  
𝐴 + 𝑖𝐵

𝐶 + 𝑖𝐷
 (3.39) 

V. Sustituir los parámetros adimensionales asociados al teorema de П de 

Buckingham. Para el IDVA C3 son: 

𝜔1
2 = 

𝐾

𝑀
 ;   𝜔2

2 = 
𝑘1
𝑚
 ;  𝜔3

2 = 
𝑘2
𝑏
 ;   𝜁 =  

𝑐

2𝑚𝜔2
 ;   𝜇 =  

𝑏

𝑚
 ;  

  𝜂 =  
𝜔3
𝜔2
;   𝛽 =  

𝑚

𝑀
;   𝑞 =  

𝜔2
𝜔1
;   Ω =  

𝜔

𝜔1
 

VI. La ecuación (3.39) representa la función de respuesta en frecuencia del sistema, 

sin embargo, la ecuación está en su forma compleja por lo tanto se obtiene la 

magnitud de H mediante binomios conjugados y el teorema de Pitágoras. 

|𝐻(𝑠)|2 = 
𝐴2 + 𝐵2

𝐶2 + 𝐷2
 (3.40) 

VII. Se aplican las dos condiciones fundamentales de los puntos fijos de la sección 3.9 

a la ecuación (3.40). 

Cuando 𝜁 = 0  tenemos: 

|𝐻(𝑠)|2 = 
𝐴2

𝐶2
 (3.41) 

Cuando 𝜁 → ∞ tenemos: 

|𝐻(𝑠)|2 = 
𝐵2

𝐷2
 (3.42) 

VIII. Se igualan las ecuaciones (3.41) y (3.42) agregando un ± de lado derecho de la 

ecuación para eliminar los exponentes. 

𝐴

𝐶
= ± 

𝐵

𝐷
 (3.43) 
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Al realizar la igualación, se obtendrán dos posibles resultados. Sin embargo, una 

será la solución trivial y la otra será la que proporcione mayor información al 

sistema. Generalmente, esta última ecuación es de grado 8. 

 

IX. Realizar un cambio de variable para reducir la ecuación de la forma: 

𝜆 =  Ω2 (3.44) 

De esta manera la ecuación de grado 8 se convierte a una de grado 4. 

 

X. Convertir la ecuación resultante en una ecuación mónica con la finalidad de 

utilizar el teorema de Vieta. 

 

XI. Igualar a h el lado derecho de la ecuación (3.42) es decir; 

ℎ =  
𝐵2

𝐷2
  (3.45) 

XII. Realizar el mismo cambio de variable de la ecuación 3.44. 

XIII. Convertir en una ecuación mónica con la finalidad de usar el teorema de vieta. 

De esta manera se tiene dos ecuaciones mónicas de grado 4 que se obtuvieron en 

el paso X y XIII de la forma: 

 

              𝜆4 + 𝑎𝜆3 + 𝑏𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑑 = 0 (3.46) 

              𝜆4 + 𝑒𝜆3 + 𝑓𝜆2 + 𝑔𝜆 + ℎ = 0 (3.47) 

 

XIV. Obtener las soluciones óptimas mediante el teorema de vieta de la sección 3.6. 

Recordemos que al aplicar las condiciones fundamentales de los puntos fijos se 

obtienen dos ecuaciones mónicas de cuarto grado, que son independientes de la 

relación de amortiguamiento. Y por lo tanto las sumas y los productos de las 
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raíces de ambas ecuaciones se igualan, por tal motivo la técnica de puntos fijos se 

extiende a resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 

∑ 

4

𝑖=1

Ω𝑖
2 =∑  

4

𝑖=1

Ω𝑖,𝜁→∞
2

∑ 

4

𝑖,𝑗
𝑖<𝑗

Ω𝑖
2Ω𝑗

2 =∑(Ω𝑖
2Ω𝑗

2)
𝜁→∞

4

𝑖,𝑗
𝑖<𝑗

∑  

4

𝑖,𝑗,𝑘
𝑖<𝑗<𝑘

Ω𝑖
2Ω𝑗

2Ω𝑘
2 = ∑  

4

𝑖,𝑗,𝑘
𝑖<𝑗<𝑘

(Ω𝑖
2Ω𝑗

2Ω𝑘
2)
𝜁→∞

∏ 

4

𝑖=1

Ω𝑖
2 =∏ 

4

𝑖=1

Ω𝑖,𝜁→∞
2

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

∀𝛽 ∈ ℝ+ 

 

XV. Se obtienen los parámetros óptimos (𝜇𝑜𝑝𝑡 , 𝜂𝑜𝑝𝑡, 𝑞𝑜𝑝𝑡) [56]. 

XVI. Sustituir los parámetros óptimos y resolver para h. 

Que es una aproximación de la norma de 𝐻∞ y es la amplitud de vibración en los 

puntos invariantes, es decir, ‖𝐻‖. Esta ecuación es la respuesta adimensional del 

sistema en el dominio de la frecuencia para el desplazamiento de la estructura 

cuando actúa una fuerza de excitación armónica.  

XVII. Por último, se obtienen las soluciones óptimas para la relación de 

amortiguamiento 𝜁𝑜𝑝𝑡 a partir de la teoría de Krenk [64]. 

La teoría de Krenk se emplea para aplanar la curva de respuesta en frecuencia de la 

estructura principal y determinar la relación de amortiguamiento óptimo 𝜁𝑜𝑝𝑡 [64]. La 

aplicación de la teoría de Krenk indicará que para obtener el amortiguamiento óptimo 

𝜁𝑜𝑝𝑡 del sistema, se producirán tres frecuencias invariantes Ω0, Ω1 y  Ω2. 

Para calcular Ω1 y  Ω2 se iguala a cero el denominador de la ecuación (3.42). Después, se 

sustituyen los parámetros óptimos 𝜇𝑜𝑝𝑡, 𝜂𝑜𝑝𝑡, 𝑞𝑜𝑝𝑡  y se resuelve la ecuación resultante en 
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términos de Ω. De esta manera, las raíces obtenidas serán las frecuencias invariantes 

Ω1 y  Ω2. 

Para calcular la frecuencia invariante Ω0 se iguala a cero el denominador de la ecuación 

(3.41) y al sustituir los parámetros óptimos 𝜇𝑜𝑝𝑡, 𝜂𝑜𝑝𝑡, 𝑞𝑜𝑝𝑡 se obtiene una ecuación en Ω. 

Al resolver la ecuación resultante, se toma la raíz que cumpla con la siguiente condición 

Ω1 < Ω0 <Ω2. 

En la Figura 3.8 se muestra un ejemplo de las frecuencias invariantes. 

 

  

   

 

 

 

 

 

Para obtener la relación de amortiguamiento óptimo 𝜁𝑜𝑝𝑡, Than-Tung et al. [65] 

proponen calcular el valor RMS de los valores de amortiguamiento producidos en cada 

frecuencia invariante, es decir:  

 

3.11   Optimización H∞  

El objetivo de optimización por el método 𝐻∞ es minimizar la magnitud máxima de la 

función de respuesta en frecuencia normalizada (o de forma adimensional), es decir, 

minimizar las amplitudes de vibración en las frecuencias de resonancia de la respuesta 

𝜁𝑜𝑝𝑡 =
√
𝜁Ω1,𝜁→∞
2 + 𝜁Ω2,𝜁+∞

2 + 𝜁Ω0,𝜁→0
2

3
 (3.48) 

Figura 3.8: Frecuencias invariantes Ω0, Ω1 y  Ω2 [32]. 
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en frecuencia R(s) de la masa de la estructura principal, conocida como la norma ‖𝐻∞‖ 

[35]. La técnica 𝐻∞ es de las más conocidas en la teoría de la minimización de la 

respuesta vibratoria en el control pasivo de vibraciones mediante absorbedores de 

vibración dinámicos. 

En la teoría de absorbedores de vibración, la minimización de la norma ‖𝐻∞‖ conduce a 

producir un equilibrio dinámico entre las amplitudes de vibración en las frecuencias de 

resonancia del sistema, por lo tanto, la minimización de la norma ‖𝐻∞‖ conduce a la 

formulación de un problema de optimización no lineal multivariable con restricciones, 

el cual se puede expresar como [56], [66]: 

mín ( |𝐻𝐼𝐷𝑉𝐴(𝛺)|𝑃𝑜𝑝𝑡
𝑚á𝑥 ) = 𝑚á𝑥(|𝐻𝐼𝐷𝑉𝐴(𝑃𝑜𝑝𝑡,𝛽,Ω)|) (3.49) 

 

Sujeto a que los parámetros a optimizar 𝑃𝑜𝑝𝑡 del sistema, sean soluciones reales y 

positivas {𝑃𝑜𝑝𝑡 ≥ 0} de la siguiente ecuación: 

𝜕|𝐻𝐼𝐷𝑉𝐴(Ω)|
2

𝜕Ω2
= 0 (3.50) 

La interpretación física de las dos restricciones de la ecuación (3.49) son: el intervalo 

físico admisible para analizar la relación de frecuencias y las limitaciones físicas de 

diseño para construir el dispositivo. 

El problema de optimización mín-máx a resolver en las ecuaciones (3.49) y (3.50) radica 

en que la técnica de los puntos fijos descrita por Den Hartog se emplean los puntos fijos 

para minimizar de forma aproximada la norma ‖𝐻∞‖, en cambio la técnica de 

optimización de 𝐻∞ ocupa las frecuencias de resonancia para minimizar de forma exacta 

la norma ‖𝐻∞‖.  

Existen dos métodos para resolver el problema de optimización mín-máx: 

• Método de optimización de programación cuadrática secuencial. 

• Método de Nishihara. 
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Para este caso se utiliza el método de Nishihara por su alta precisión en la resolución 

numérica. 

3.11.1 Método de Nishihara 

Encontrar una solución general en casos donde hay amortiguamiento en el sistema 

primario resulta complicado. Hasta ahora, la técnica de optimización 𝐻∞ no ha 

proporcionado una solución exacta para esta situación. Sin embargo, al utilizar el 

método de Nishihara [13], [67], una aproximación viable sería considerar el 

amortiguamiento como nulo o insignificante, fijando su valor en cero. 

Bajo este argumento, la idea novedosa de Nishihara fue proponer un artificio 

matemático en términos de la norma ‖𝐻∞‖. Matemáticamente se expresa como: 

𝑟2 = 1 − 
1

ℎ𝑚𝑎𝑥2
      ⟹      ℎ𝑚𝑎𝑥 = 

1

√1 − 𝑟2
 (3.51) 

𝑓𝑛 = 𝐷𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟 −
𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟

ℎ𝑚𝑎𝑥2
 (3.52) 

La ecuación (3.51) es empleada para minimizar el valor máximo ℎ𝑚𝑎𝑥 de la función de 

transferencia referente a la norma ‖𝐻∞‖. 

A continuación, se presenta el procedimiento de la metodología de optimización de 

Nishihara [56], los pasos son los mismos a los de la técnica de puntos fijos extendida 

hasta el paso VI donde se obtiene la función de respuesta en frecuencia del sistema. 

 

I. Obtener la FRF mediante el teorema de Pitágoras. 

𝐻2 = 
𝐴2 + 𝐵2

𝐶2 + 𝐷2
 (3.53) 

II. Se define el numerador 𝒩 y denominador 𝒟, de la ecuación (3.53): 

𝒩𝑢𝑚 = 𝐴2 + 𝐵2   ;    𝒟𝑒𝑛 = 𝐴
2 + 𝐵2 (3.54) 

III. Se propone la función descrita por Nishihara para determinar el valor mínimo 

ℎ𝑚𝑖𝑛 de la amplitud máxima ℎ𝑚𝑎𝑥 mediante la siguiente ecuación: 
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ℎ =  
1

√1 − 𝑟2
 (3.55) 

IV. Se reescribe la ecuación (3.52) de la siguiente manera: 

𝒟𝑒𝑛 −
𝒩𝑢𝑚
ℎ2

= 0 (3.56) 

V. Sustituir todos los términos correspondientes. 

VI. Convertir la ecuación en una ecuación mónica teniendo como resultado: 

Ω12 + 𝑐1Ω
10 + 𝑐2Ω

8 + 𝑐3Ω
6 + 𝑐4Ω

4 + 𝑐5Ω
2 + 𝑐6 = 0 (3.57) 

VII. Se expresan los coeficientes 𝑐𝑛 mediante el siguiente sistema de ecuaciones, los 

cuales representa las sumas y los productos de las raíces de la ecuación (3.57): 

𝑓1 ⟶ (4𝑐2 − 𝑐1
2 )√𝑐6 + 4𝑐5 = 0 (3.58) 

𝑓2  ⟶ 𝑐1𝑐5 + 4𝑐6 + 2𝑐3√𝑐6 = 0 (3.59) 

𝑓3  ⟶ 4𝑐6(𝑐1√𝑐6 + 𝑐4) − 𝑐5
2 = 0 (3.60) 

Donde 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 están expresadas en términos de los parámetros a optimizar: 𝜂, 𝑞, 𝜇, 

𝜁 y del parámetro h. 

VIII. Sustituir los coeficientes 𝑐𝑛 en 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 y llevar a su mínima expresión. 

IX. Encontrar la matriz jacobiana en base a los parámetros 𝜂, 𝑞, 𝜇  y 𝜁. 

      

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑞

𝜕𝑓2

𝜕𝑞

𝜕𝑓3

𝜕𝑞

   

𝜕𝑓1

𝜕𝜂

𝜕𝑓2

𝜕𝜂

𝜕𝑓3

𝜕𝜂

   

𝜕𝑓1

𝜕𝜁

𝜕𝑓2

𝜕𝜁

𝜕𝑓3

𝜕𝜁

   

𝜕𝑓1

𝜕𝜇

𝜕𝑓2

𝜕𝜇

𝜕𝑓3

𝜕𝜇 ]
 
 
 
 

= [
𝐴1
𝐴2
𝐴3

   
𝐵1
𝐵2
𝐵3

   
𝐶1
𝐶2
𝐶3

   
𝐷1
𝐷2
𝐷3

]  (3.61) 

La matriz es de 3x4 y se satisface para cualquier determinante menor de 3x3 

igualado a cero. 

X. Obtener los determinantes 𝑓4 𝑦 𝑓5 de 3x3 para encontrar la solución a la matriz 

jacobiana. 

  

𝑓4 = [

𝐴1
𝐴2
𝐴3

   
𝐵1
𝐵2
𝐵3

   
𝐶1
𝐶2
𝐶3

 ] = 𝐴1𝐵2𝐶3 − 𝐴1𝐵3𝐶2 − 𝐴2𝐵1𝐶3 + 𝐴2𝐵3𝐶1 + 𝐴3𝐵1𝐶2 − 𝐴3𝐵2𝐶1 = 0 (3.62) 
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  𝑓5 = [
𝐷1
𝐷2
𝐷3

   
𝐴1
𝐴2
𝐴3

   
𝐵1
𝐵2
𝐵3

] = 𝐴1𝐵2𝐷3 − 𝐴1𝐵3𝐷2 − 𝐴2𝐵1𝐷3 + 𝐴2𝐵3𝐷1 + 𝐴3𝐵1𝐷2 − 𝐴3𝐵2𝐷1 = 0 (3.63) 

XI. Se propone un valor arbitrario para 𝛽 y se sustituye en las ecuaciones 

𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 𝑦 𝑓5. 

XII. Resolver mediante algún método numérico el sistema de ecuaciones no lineales 

de 5x5 estableciendo valores iniciales. 
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4 Modelo matemático 

 

En este capítulo se llevó a cabo el desarrollo e implementación de los modelos 

matemáticos que fueron previamente descritos en el marco teórico. Estos modelos están 

fundamentados en la literatura científica existente sobre absorbedores de vibración 

dinámicos, específicamente aquellos que integran un componente conocido como inersor. 

4.1   Función de respuesta en frecuencia 

El modelo propuesto en la Figura 4.1 es una configuración de una estructura mecánica 

sujeta a una base, dicha base recibe una excitación de tipo armónica definida como 𝑥0. 

Para poder controlar las vibraciones excesivas se acopla un DVA a la estructura, donde 

el amortiguador del absorbedor se sustituye por las impedancias mecánicas C3, C4 Y C6 

generando de esta manera un absorbedor dinámico de vibración basado en inersor 

(IDVA). 

 

 

 

 

 

 

Capítulo 

4 

Figura 4.1: Esquema del modelo propuesto en este trabajo. 
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Donde: 

 

 

 

 

 

 

 

 

El desarrollo matemático completo para la estructura de la figura 4.1, se presenta en el 

apéndice A. 

Para obtener las ecuaciones de movimiento del sistema mecánico se utilizan las 

ecuaciones de Euler-Lagrange realizando un análisis de energías. Para esto se 

consideran principalmente las coordenadas generalizadas del sistema, recordando que 

estas definen la cantidad de ecuaciones resultantes. Las ecuaciones de movimiento del 

sistema de la Figura 4.1 quedan de la siguiente manera: 

IDVA-C3 

    𝑀𝑠2𝑋 + cs (𝑋 − 𝑋3) + 𝐾𝑋 + 𝑘1(𝑋 − 𝑋1) = 𝐾𝑋0 (4.1) 

                                    𝑚𝑠2𝑋1 + 𝑘1(𝑋1 − 𝑋) + 𝑘2(𝑋1 − 𝑋2) = 0 (4.2) 

                                    𝑏𝑠2(𝑋2 − 𝑋3) + 𝑘2(𝑋2 − 𝑋1) = 0 (4.3) 

                                    𝑏𝑠2(𝑋3 − 𝑋2) + 𝑐𝑠(𝑋3 − 𝑋) = 0 (4.4) 

IDVA-C4 

      𝑀𝑠2𝑋 + 𝑏𝑠2(𝑋 − 𝑋2) + 𝐾𝑋 + 𝑘1(𝑋 − 𝑋1) = 𝐾𝑋0 (4.5) 

   𝑏𝑠2(𝑋2 − 𝑋) + 𝑐𝑠(𝑋2 − 𝑋1) + 𝑘2(𝑋2 − 𝑋1) = 0 (4.6) 

M  Masa de la estructura principal 

m  Masa correspondiente al IDVA 

b  Inertancia del inersor 

C  Amortiguamiento de la estructura principal 

          c2  Amortiguamiento del inersor 

K  Rigidez de la estructura principal 

k1  Rigidez correspondiente al IDVA 

k2  Rigidez del inersor 

x, x1, x2, x3  Coordenadas generalizadas (desplazamientos) 

x0  Excitación de tipo armónica  
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           𝑚𝑠2𝑋1 + cs(𝑋1 − 𝑋2) + 𝑘1(𝑋1 − 𝑋) + 𝑘2(𝑋1 − 𝑋2) = 0 (4.7) 

IDVA-C6 

                                  𝑀𝑠2𝑋 + 𝐾𝑋 + 𝑘1(𝑋 − 𝑋1) + 𝑘2(𝑋 − 𝑋2) = 𝐾𝑋0 (4.8) 

                                  𝑏𝑠2(𝑋2 − 𝑋1) + 𝑐𝑠(𝑋2 − 𝑋1) + 𝑘2(𝑋2 − 𝑋) = 0 (4.9) 

                                  𝑚𝑠2𝑥1 + 𝑏𝑠
2(𝑋1 − 𝑋2) + 𝑐𝑠(𝑋1 − 𝑋2) + 𝑘1(𝑋1 − 𝑋) = 0 (4.10) 

Después de resolver el sistema de ecuaciones para cada impedancia mecánica, se obtiene 

la función de transferencia del sistema y se sustituye 𝑠 = 𝐼 ∗ 𝜔, esto es válido debido a 

que solo nos interesa la respuesta del sistema en estado estable. 

Posteriormente, se proponen los parámetros adimensionales (𝜇, 𝜂, 𝛽, 𝑞, Ω, 𝜁) utilizando el 

teorema de Pi de Buckingham.  

Nota: Los parámetros son los mismos para las tres impedancias mecánicas. 

 

𝜔1
2 = 

𝐾

𝑀
          𝜔2

2 = 
𝑘1
𝑚
         𝜔3

2 = 
𝑘2
𝑏
          𝜁 =  

𝑐

2𝑚𝜔2
          𝜇 =  

𝑏

𝑚
   (4.11) 

     𝜂 =  
𝜔3
𝜔2
           𝛽 =  

𝑚

𝑀
            𝑞 =  

𝜔2
𝜔1
          Ω =  

𝜔

𝜔1
                     (4.12) 

Donde: 

 

𝝎𝟏
𝟐  Frecuencia natural al cuadrado asociado a la estructura 

𝝎𝟐
𝟐  Frecuencia natural al cuadrado asociado al DVA 

𝝎𝟑
𝟐  Frecuencia natural al cuadrado asociado al IDVA 

𝜻  Relación de amortiguamiento 

𝝁  Relación inertancia-masa 

𝜼  Relación de frecuencia inertancia-masa 

𝜷  Relación de masas 

𝒒  Relación de frecuencia natural 

𝛀  Relación de frecuencia forzada 
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La función de respuesta en frecuencia del sistema en su forma adimensional se 

representa de la siguiente manera: 

𝐻(𝑠) =
𝐴 + 𝑖𝐵

𝐶 + 𝑖D
 (4.13) 

Donde las variables A, B, C y D se describen en el apéndice B. 

Para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la ecuación (4.13) 

por el conjugado complejo del numerador y denominador, respectivamente, obteniendo: 

|𝐻(𝑠)|2 = 
𝐴2 + 𝐵2

𝐶2 + 𝐷2
 (4.14) 

Luego de sustituir los parámetros adimensionales en las variables A, B, C y D se obtiene 

la función de respuesta en frecuencia en estado estable de la estructura en su forma 

adimensional para cada red mecánica. 

IDVA-C3 

|𝑯(𝒔)|𝟐 = (
(−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2)2

𝑞8𝜂4
+
1

4

𝜇2Ω2(Ω2 − 𝑞2)2

𝜁2𝑞6
) / (

1

𝑞8𝜂4
(−Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2

 −Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞4 − Ω4𝛽𝑞2 + Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4

−Ω4 + Ω2𝑞2)2 +
1

4

𝜇2Ω2(−Ω2𝛽𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2 + 𝑞2)2

𝜁2𝑞6
)

 (4.15) 

IDVA-C4 

|𝑯(𝒔)|𝟐 = (
(−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2)2

𝜂4𝑞8
+
4𝜁2Ω2(Ω2𝜇 + Ω2 − 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
) /

     (
1

𝜂4𝑞8
(−Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞4 − Ω4𝛽𝑞2

      +Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4 − Ω4 + Ω2𝑞2)2

      +
4𝜁2Ω2(Ω4𝛽𝜇 + Ω4𝜇 − Ω2𝛽𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2𝜇 − Ω2 + 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
)

 (4.16) 

IDVA-C6 

|𝑯(𝒔)|𝟐 = (
(−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2)2

𝜂4𝑞8
+
4Ω2𝜁2(−𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2 − 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
) / (

1

𝜂4𝑞8
(

                    −Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞4 − Ω4𝛽𝑞2 + Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2

                    +Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4 − Ω4 + Ω2𝑞2)2

                    +
4Ω2𝜁2(−Ω2𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝛽𝑞2 + 𝜂2𝜇𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2 + 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
)

 (4.17) 
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5 Desarrollo de las técnicas de 

optimización 

 

En este capítulo se detallan las técnicas de optimización utilizadas en esta tesis: la 

técnica de puntos fijos extendida y la optimización H∞. Para la implementación de estas 

técnicas es necesario obtener la función de respuesta en frecuencia (FRF) en estado 

estable de la estructura en su forma adimensional. 

 

5.1   Puntos fijos extendida  

 

a) IDVA-C3 

Al aplicar el procedimiento hasta el paso VII de la sección 3.10 y aplicando las dos 

condiciones fundamentales de los puntos fijos de la sección 3.9 a la ecuación 4.15 se 

obtiene: 

|𝑯|𝜻→𝟎
𝟐 = 

(Ω4 − 𝑞2(1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2 + 𝜂2𝑞4)2

(Ω6 + (−1 + ((−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)𝜂2 − 𝛽 − 1)𝑞2)Ω4 + 𝑞2(𝑞2𝜂2(𝛽 + 1) + 1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2 − 𝜂2𝑞4)2
 

(5.1) 

 

|𝑯|𝜻→∞
𝟐 =

(−Ω2 + 𝑞2)2

(−Ω4 + (1 + 𝑞2(𝛽 + 1))Ω2 − 𝑞2)2
 (5.2) 

Del paso VIII de la sección 3.10 cuando se analiza con el signo positivo se obtiene la 

siguiente solución trivial: 

Capítulo 

5 
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−Ω6𝛽𝜂2𝜇𝑞2 = 0 (5.3) 

Sin embargo, cuando se analiza con el signo negativo y siguiendo el procedimiento hasta 

el paso XIII de la sección 3.10 se obtienen las siguientes ecuaciones mónicas de la forma: 

              𝜆4 + 𝑎𝑖𝜆
3 + 𝑏𝑖𝜆

2 + 𝑐𝑖𝜆 + 𝑑𝑖 = 0 (5.4) 

              𝜆4 + �̃�𝑖𝜆
3 + �̃�𝑖𝜆

2 + �̃�𝑖𝜆 + �̃�𝑖 = 0 (5.5) 

Con i = 3, 4 y 6 que corresponden a las impedancias mecánicas C3, C4 y C6 

respectivamente. Las variables (𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖, 𝑑𝑖 , �̃�𝑖, �̃�𝑖, �̃�𝑖, �̃�𝑖) se muestran en el apéndice C. 

Para obtener las soluciones óptimas mediante el teorema de vieta es equivalente a 

resolver el siguiente sistema de ecuaciones mencionadas en el paso XIV de la sección 

3.10. 

     ∑  

 4

𝑖=1

Ω𝑖
2 =∑  

4

𝑖=1

Ω𝜁→∞,𝑖
2                               ⟶              𝑎𝑖 = �̃�𝑖    (5.6) 

         ∑  

4

𝑖,𝑗
𝑖<𝑗

Ω𝑖
2Ω𝑗

2 =∑  

4

𝑖,𝑗
𝑖<𝑗

(Ω𝑖
2Ω𝑗

2)
𝜁→∞

                    ⟶               𝑏𝑖 = �̃�𝑖           (5.7) 

∑  

4

𝑖,𝑗,𝑘
𝑖<𝑗<𝑘

Ω𝑖
2Ω𝑗

2Ω𝑘
2 = ∑  

4

𝑖,𝑗,𝑘
𝑖<𝑗<𝑘

(Ω𝑖
2Ω𝑗

2Ω𝑘
2)
𝜁→∞

   ⟶               𝑐𝑖 = �̃�𝑖    (5.8) 

∏ 

4

𝑖=1

Ω𝑖
2 =∏ 

4

𝑖=1

Ω𝜁→∞,𝑖
2                                  ⟶              𝑑𝑖 = �̃�𝑖 (5.9) 

 

Al resolver la ecuación 5.6 se tiene: 

𝑞2 =
2

(𝛽𝜇 + 2𝜇 + 2)𝜂2 − 2𝛽
 (5.10) 

La ecuación 5.10 es una condición necesaria pero no suficiente para producir la misma 

amplitud de vibración en las frecuencias invariantes del IDVA-C3. Esta condición se 

puede lograr resolviendo el resto de ecuaciones 5.7 - 5.9. 
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Al resolver la ecuación 5.7 se tiene: 

ℎ = −
1

−1 + (((𝜇 + 1)𝛽 + 𝜇 + 2)𝜂2 − 𝛽2 − 𝛽)𝑞4 + ((𝜇 + 1)𝜂2 − 2𝛽 − 2)𝑞2
 (5.11) 

Al resolver la ecuación 5.8 se tiene: 

ℎ = −
2

−2 + 𝜂2(𝛽 + 1)𝑞4 + ((𝜇 + 2)𝜂2 − 2𝛽 − 1)𝑞2
 (5.12) 

Al resolver la ecuación 5.9 se tiene: 

ℎ = −
1

𝜂2𝑞2 − 1
 (5.13) 

Igualando las ecuaciones 5.12 y 5.13 se tiene: 

𝑞2 =
−𝜂2𝜇 + 2𝛽 + 1

𝜂2(𝛽 + 1)
 (5.14) 

Igualando las ecuaciones 5.11 y 5.13 se tiene: 

𝑞2 =
−𝜂2𝜇 + 2𝛽 + 2

−𝛽2 + (−1 + (𝜇 + 1)𝜂2)𝛽 + (𝜇 + 2)𝜂2
 (5.15) 

Como se observa existen tres soluciones para q por lo tanto se igualan y se resuelven 

para 𝜂, posteriormente se hallan los parámetros óptimos. 

𝜂2 =
1

2

√4(𝛽2 +
3
2𝛽 + 1)

2

𝜇2 + (8𝛽3 − 4𝛽2 − 8𝛽)𝜇 + 4𝛽2 + (2𝛽2 + 7𝛽 + 2)𝜇 + 2𝛽

𝜇(2 + (𝛽 + 2)𝜇)
 

(5.16) 

Parámetros óptimos obtenidos: 

                                                               𝝁𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟑 =  
2𝛽

𝛽 + 1
 (5.17) 

 𝜼𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟑 =  √𝛽 + 1 (5.18) 

                                                               𝒒𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟑 =  
1

𝛽 + 1
 (5.19) 

 ‖𝑯𝑪𝟑‖ =   √
𝛽 + 1

𝛽
 (5.20) 
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La ecuación 5.20 representa la amplitud de vibración del sistema en los puntos 

invariantes. 

El conjunto de soluciones óptimas 𝜇𝑜𝑝𝑡,   𝜂𝑜𝑝𝑡  y 𝑞𝑜𝑝𝑡  generan los parámetros necesarios 

para producir la misma amplitud de vibración en las frecuencias invariantes o 

resonantes del IDVA-C3. Sin embargo, para aplanar la curva de respuesta en frecuencia 

del IDVA-C3 en todas las frecuencias de excitación, estos parámetros no son suficientes 

y es forzoso encontrar la relación de amortiguamiento óptima 𝜻𝒐𝒑𝒕. 

Soluciones óptimas para la relación de amortiguamiento 𝛇𝐨𝐩𝐭. 

Al aplicar la teoría de Krenk para obtener el amortiguamiento óptimo del IDVA-C3 se 

producen tres frecuencias resonantes no amortiguadas: Ω1 y Ω2 cuando 𝜁→∞ y Ω0 cuando 

ζ→0. 

• Para poder calcular las frecuencias resonantes  Ω1 y Ω2 cuando 𝜁→∞ se debe 

resolver la ecuación que resulta de igualar a cero el denominador de la ecuación 

5.2. 

−Ω4 + (1 + 𝑞2(𝛽 + 1))Ω2 − 𝑞2 = 0 (5.21) 

Por lo tanto, después de sustituir los parámetros óptimos en la ecuación 5.21 las 

frecuencias resonantes cuando 𝜁→∞ son: 

𝛀𝟏,𝜻→∞ =
1

2

√2√(𝛽 + 1)(𝛽 + 2 + √𝛽2 + 4𝛽)

𝛽 + 1
 

(5.22) 

𝛀𝟐,𝜻→∞ =
1

2

√2√(𝛽 + 1)(𝛽 + 2 − √𝛽2 + 4𝛽)

𝛽 + 1
 

(5.23) 

• Para poder calcular la frecuencia resonante  Ω0 cuando 𝜁→0 se debe resolver la 

ecuación que resulta de igualar a cero el denominador de la ecuación 5.1. 

Ω6 + (−1 + ((−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)𝜂2 − 𝛽 − 1)𝑞2)Ω4 + 𝑞2(𝑞2𝜂2(𝛽 + 1) + 1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2

− 𝜂2𝑞4 = 0 
(5.24) 
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Después de sustituir los parámetros óptimos en la ecuación 5.24 la frecuencia 

resonante cuando 𝜁→0 es: 

𝛀𝟎,𝜻→𝟎 =
1

√𝛽 + 1
 (5.25) 

Para obtener analíticamente la relación de amortiguamiento óptimo que aplana la curva 

de respuesta en frecuencia de la estructura principal, se sustituyen 𝜇𝑜𝑝𝑡,   𝜂𝑜𝑝𝑡, 𝑞𝑜𝑝𝑡 , ‖𝐻‖,

Ω1 , Ω2 y Ω0 en la función de respuesta en frecuencia en estado estable de la estructura 

en su forma adimensional (ecuación 4.15). Esto producirá tres cantidades de 

amortiguamiento en cada frecuencia resonante no amortiguada.  

La relación de amortiguamiento para Ω1,𝜁→∞ es: 

𝜻𝟐 =
1

3

𝛽

𝛽 + 1
 (5.26) 

La relación de amortiguamiento para Ω2,𝜁→∞ es: 

𝜻𝟐 =
1

3

𝛽

𝛽 + 1
 (5.27) 

La relación de amortiguamiento para Ω0,𝜁→0 es: 

𝜻𝟐 =
1

4

𝛽

𝛽 + 1
 (5.28) 

El factor de amortiguamiento óptimo se obtiene calculando el valor cuadrático medio de 

los valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia resonante no 

amortiguada. 

𝜻𝒐𝒑𝒕 =
√
𝜁Ω1,𝜁→∞
2 + 𝜁Ω2,𝜁→∞

2 + 𝜁Ω0,𝜁→0
2

3
 

(5.29) 

Por lo tanto, el factor de amortiguamiento óptimo para el IDVA-C3 se expresa como: 

𝜻𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟑 =
1

6
√11√

𝛽

𝛽 + 1
 (5.30) 
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b) IDVA-C4 

Aplicando las dos condiciones fundamentales de los puntos fijos de la sección 3.9 a la 

ecuación 4.16 para IDVA-C4 se tiene: 

|𝑯|𝜻→𝟎
𝟐 = 

(Ω4 − 𝑞2(1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2 + 𝜂2𝑞4)2

(Ω6 + (−1 + ((−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)𝜂2 − 𝛽 − 1)𝑞2)Ω4 + 𝑞2(𝑞2𝜂2(𝛽 + 1) + 1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2 − 𝜂2𝑞4)2
 

(5.31) 

 

|𝑯|𝜻→∞
𝟐 =

((−𝜇 − 1)Ω2 + 𝑞2)2

((−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)Ω4 + (𝜇 + 1 + (𝛽 + 1)𝑞2)Ω2 − 𝑞2)2
 (5.32) 

Solución trivial: 

−Ω8𝛽𝜇 = 0 (5.33) 

Se obtienen las ecuaciones mónicas 5.4 y 5.5. 

Al resolver la ecuación 5.6 se tiene: 

𝑞2 =
(𝜇 + 1)2

𝜂2(𝛽 + 1)2𝜇3 + (𝛽 + 1)((𝜂2 + 1)𝛽 + 3𝜂2 + 1)𝜇2 + (2𝛽𝜂2 + 3𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇 + 𝜂2 − 𝛽
 (5.34) 

Al resolver la ecuación 5.7 se tiene:  

ℎ = −((2 + (𝛽 + 2)𝜇)(𝜇 + 1)2)/(2𝑞2𝜂2(𝛽 + 1)2𝜇4 + (4𝜂2(𝛽 + 1)3𝑞4 + (4𝛽2𝜂2

+12𝛽𝜂2 + 2𝛽2 + 8𝜂2 + 4𝛽 + 2)𝑞2 − 𝛽 − 2)𝜇3 + (2(𝛽 + 1)2((𝜂2 + 1)𝛽

+6𝜂2 + 1)𝑞4 + 2𝜂2(𝛽2 + 6𝛽 + 6)𝑞2 − 2𝛽 − 6)𝜇2 + ((−𝛽3 + 4𝛽2𝜂2 + (16𝜂2

+3)𝛽 + 12𝜂2 + 2)𝑞4 + (4𝛽𝜂2 − 2𝛽2 + 8𝜂2 − 8𝛽 − 6)𝑞2 − 𝛽 − 6)𝜇 − 2

+(2𝛽𝜂2 − 2𝛽2 + 4𝜂2 − 2𝛽)𝑞4 + (2𝜂2 − 4𝛽 − 4)𝑞2)

 (5.35) 

Al resolver la ecuación 5.8 se tiene: 

ℎ = −((2 + (𝛽 + 2)𝜇)(𝜇 + 1))/(2𝑞2𝜂2(𝛽 + 1)2𝜇3 + (𝜂2(𝛽 + 1)3𝑞4 + (2𝛽2𝜂2

+8𝛽𝜂2 + 𝛽2 + 6𝜂2 + 2𝛽 + 1)𝑞2 − 𝛽 − 2)𝜇2 + (2𝜂2(𝛽 + 1)2𝑞4 + (4𝛽𝜂2 − 𝛽2

+6𝜂2 − 𝛽)𝑞2 − 𝛽 − 4)𝜇 − 2 + 𝜂2(𝛽 + 1)𝑞4 + (2𝜂2 − 2𝛽 − 1)𝑞2)

 (5.36) 

Al resolver la ecuación 5.9 se tiene: 

ℎ =
−2 + (−𝛽 − 2)𝜇

2𝑞2𝜂2(𝛽 + 1)2𝜇2 + (4𝑞2𝜂2(𝛽 + 1) − 𝛽 − 2)𝜇 + 2𝑞2𝜂2 − 2
 (5.37) 

Igualando las ecuaciones 5.36 y 5.37 se tiene: 



Universidad Tecnológica de la Mixteca  67 

𝑞2 =
−(𝛽 + 1)2𝜇2 + (𝛽2 + 𝛽)𝜇 + 2𝛽 + 1

𝜂2(𝛽 + 1)(1 + (𝛽 + 1)𝜇)2
 (5.38) 

Igualando las ecuaciones 5.35 y 5.37 se tiene: 

𝑞2 = −(2(𝛽 + 1)(𝜇 + 1)(−2 + (𝛽 + 1)𝜇2 + (−𝛽 − 1)𝜇))/(4𝜂2(𝛽 + 1)3𝜇3 + 2(𝛽

+1)2((𝜂2 + 1)𝛽 + 6𝜂2 + 1)𝜇2 + (4𝛽2𝜂2 − 𝛽3 + (16𝜂2 + 3)𝛽 + 12𝜂2 + 2)𝜇

+2𝛽𝜂2 + 4𝜂2 − 2𝛽2 − 2𝛽)

 (5.39) 

Existen tres soluciones para q por lo tanto se igualan y se resuelve para 𝜂. 

𝜂2 = −
((𝛽 + 1)2𝜇2 + (𝛽 + 1)𝜇 − 𝛽)((𝛽 + 1)2𝜇2 + (−𝛽2 − 𝛽)𝜇 − 2𝛽 − 1)

(𝜇 + 1)((𝛽 + 1)𝜇 − 𝛽)(1 + (𝛽 + 1)𝜇)3
 (5.40) 

 

Parámetros óptimos obtenidos: 

                                       𝝁𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟒 = 
𝛽 − 1 + √𝛽2 + 6𝛽 + 1

2𝛽 + 2
 (5.41) 

                                       𝜼𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟒 = √
2(𝛽 + 1)

3𝛽 + 1 + √𝛽2 + 6𝛽 + 1
 (5.42) 

                                       𝒒𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟒 = √
3𝛽 + 1 + √𝛽2 + 6𝛽 + 1

(𝛽 + √𝛽2 + 6𝛽 + 1 + 1)(𝛽 + 1)2
 (5.43) 

                                       ‖𝑯𝑪𝟒‖ =
1

2
√2√

𝛽 + √𝛽2 + 6𝛽 + 1 + 1

𝛽
 (5.44) 

Soluciones óptimas para la relación de amortiguamiento 𝜻𝒐𝒑𝒕. 

𝛀𝟏,𝟐,𝜻→∞ =
√
±
√2√((𝛽2 + 3𝛽 + 1)√𝛽2 + 6𝛽 + 1 + 𝛽3 + 6𝛽2 + 6𝛽 + 1)𝛽

(𝛽 + 1)((𝛽 + 1)√𝛽2 + 6𝛽 + 1 + 𝛽2 + 4𝛽 + 1)
+

1

𝛽 + 1
 

(5.45) 

  

𝛀𝟎,𝜻→𝟎 =
1

√𝛽 + 1
 (5.46) 

Debido a que las soluciones son extremadamente extensas, se considera aplanar la curva 

más alta, siendo esta la frecuencia resonante no amortiguada Ω0 cuando ζ→0. 
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Por lo tanto, el factor de amortiguamiento óptimo para el IDVA-C4 se expresa como: 

𝜻𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟒 = 

1

6
√3
√

(3𝛽5 + 10𝛽4 − 3𝛽3)√𝛽2 + 6𝛽 + 1 + 3𝛽6 + 19𝛽5 + 15𝛽4 − 13𝛽3

((𝛽4 +
10
3
𝛽3 + 𝛽2 −

2
3
𝛽 −

1
6
)√𝛽2 + 6𝛽 + 1 + (𝛽4 + 6𝛽3 + 5𝛽2 − 2𝛽 −

1
2
) (𝛽 +

1
3
)) (𝛽 + 1)

 
(5.47) 

 

c) IDVA-C6 

Aplicando las dos condiciones fundamentales de los puntos fijos de la sección 3.9 a la 

ecuación 4.17 para IDVA-C6 se tiene: 

|𝑯|𝜻→𝟎
𝟐 = 

(Ω4 − 𝑞2(1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2 + 𝜂2𝑞4)2

(Ω6 + (−1 + ((−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)𝜂2 − 𝛽 − 1)𝑞2)Ω4 + 𝑞2(𝑞2𝜂2(𝛽 + 1) + 1 + (𝜇 + 1)𝜂2)Ω2 − 𝜂2𝑞4)2
 

(5.48) 

 

|𝑯|𝜻→∞
𝟐 =

((𝜂2𝜇 + 1)𝑞2 − Ω2)
2

((−1 + (𝛽 + 1)Ω2)(𝜂2𝜇 + 1)𝑞2 − Ω4 + Ω2)
2 (5.49) 

Solución trivial: 

−Ω4𝛽𝜂4𝜇𝑞4 = 0 (5.50) 

Se obtienen las ecuaciones mónicas 5.4 y 5.5. 

Al resolver la ecuación 5.6 se tiene: 

𝑞2 = −
1

(𝛽𝜇 − 1)𝜂2 + 𝛽
 (5.51) 

Al resolver la ecuación 5.7 se tiene: 

ℎ = 2/(2 + ((2𝜇2𝛽2 + (2𝜇2 − 𝜇)𝛽 − 2𝜇)𝜂4 + (−4 + 4𝜇𝛽2 + (4𝜇 − 2)𝛽)𝜂2

+2𝛽2 + 2𝛽)𝑞4 + ((4𝛽𝜇 + 4𝜇 − 2)𝜂2 + 4𝛽 + 4)𝑞2)
 (5.52) 

Al resolver la ecuación 5.8 se tiene: 

ℎ = (−2𝜂2𝜇 − 2)/(𝜂2(𝛽 + 1)(𝜂2𝜇 + 1)𝑞4 + (((−2𝛽 − 1)𝜇2 + 𝜇)𝜂4 + (2 + (−4𝛽

−2)𝜇)𝜂2 − 2𝛽 − 1)𝑞2 − 2𝜂2𝜇 − 2)
 (5.53) 
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Al resolver la ecuación 5.9 se tiene: 

ℎ =
−𝜂2𝜇 − 1

−1 + (𝑞2 − 𝜇)𝜂2
 (5.54) 

Igualando las ecuaciones 5.53 y 5.54 se tiene: 

𝑞2 =
((2𝛽 + 1)𝜇2 − 𝜇)𝜂4 + (4𝛽 + 2)𝜇𝜂2 + 2𝛽 + 1

𝜂2(𝛽 + 1)(𝜂2𝜇 + 1)
 (5.55) 

Igualando las ecuaciones 5.52 y 5.54 se tiene: 

𝑞2 =
1

2

((−4𝛽 − 4)𝜇2 + 2𝜇)𝜂4 − 8(𝛽 + 1)𝜇𝜂2 − 4𝛽 − 4

(𝜇 ((𝛽2 + 𝛽)𝜇 −
1
2
𝛽 − 1)𝜂4 + ((2𝛽2 + 2𝛽)𝜇 − 𝛽 − 2)𝜂2 + 𝛽2 + 𝛽)(𝜂2𝜇 + 1)

 
(5.56) 

Existen tres soluciones para q por lo tanto se igualan y se resuelve para 𝜂. 

𝜂2 = −
2𝛽 + 1

2𝛽𝜇 + 𝜇 − 1
 (5.57) 

Parámetros óptimos obtenidos: 

                                                  𝝁𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟔 =
2𝛽

(2𝛽 + 1)2
 (5.58) 

                                                  𝜼𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟔 =  2𝛽 + 1 (5.59) 

                                                  𝒒𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟔 = √
1

(2𝛽 + 1)(𝛽 + 1)
 (5.60) 

                                                  ‖𝑯𝑪𝟔‖ = √
𝛽 + 1

𝛽
 (5.61) 

Soluciones óptimas para la relación de amortiguamiento 𝜻𝒐𝒑𝒕. 

𝛀𝟏,𝟐,𝜻→∞ = √1 ± √
𝛽

𝛽 + 1
 (5.62) 

𝛀𝟎,𝜻→𝟎 =
1

√𝛽 + 1
 (5.63) 
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Relación de amortiguamiento. 

Para Ω1,𝜁→∞ es: 

𝜻𝟐 =
1

4

((𝛽 + 1)2√
𝛽

𝛽 + 1
+ 𝛽2 +

3
2𝛽 +

3
8)𝛽

3

((𝛽 +
3
4)
√

𝛽
𝛽 + 1

+ 𝛽 +
1
4
) (𝛽 +

1
2)

3

(𝛽 + 1)

 (5.64) 

Para Ω2,𝜁→∞ es: 

𝜻𝟐 =
1

4

𝛽3 ((𝛽 + 1)2√
𝛽

𝛽 + 1
− 𝛽2 −

3
2𝛽 −

3
8)

((𝛽 +
3
4)
√

𝛽
𝛽 + 1

− 𝛽 −
1
4
) (𝛽 + 1) (𝛽 +

1
2)

3
 (5.65) 

Para Ω0,𝜁→0 es: 

𝜻𝟐 =
4𝛽3

(2𝛽 + 1)3
 (5.66) 

 

Por lo tanto, el factor de amortiguamiento óptimo para el IDVA-C6 se expresa como: 

𝜻𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟔 =
1

3
√30√

𝛽3

(2𝛽 + 1)3
 (5.67) 

 

5.2   Criterio H∞ 

 

Para el desarrollo de este estudio se ha utilizado el método de Nishihara, descrito en 

[67]. Este enfoque permite alcanzar resultados más exactos y confiables, garantizando 

un alto nivel de precisión en los resultados obtenidos. 

Para el desarrollo del método es necesario seguir los pasos mencionados en la sección 

3.11.1 considerando que el procedimiento es el mismo para los tres IDVA’s de estudio.   
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Se inicia el análisis con la función de respuesta en frecuencia en su forma adimensional 

H(s), correspondiente al IDVA-C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6 asociadas con las ecuaciones 

4.15, 4.16 y 4.17 respectivamente. A continuación, se definen las siguientes variables: 

 𝑁𝑢𝑚,𝑪𝟑 = 4Ω
8𝜁2 + ((−8 + (−8𝜇 − 8)𝜂2)𝜁2 + 𝜇2𝜂4)𝑞2Ω6 + 4((1 + (𝜇 + 1)2𝜂4 + (2𝜇

                  +4)𝜂2)𝜁2 −
1

2
𝜇2𝜂4)𝑞4Ω4 + 𝜂2((−8 + (−8𝜇 − 8)𝜂2)𝜁2 + 𝜇2𝜂2)𝑞6Ω2 + 4𝑞8𝜂4𝜁2

 (5.68) 

 𝐷𝑒𝑛,𝑪𝟑 = 4Ω12𝜁2 + ((((−8 + (−8𝛽 − 8)𝜇)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2 + 𝜇2𝜂4)𝑞2

                  −8𝜁2)Ω10 + (((4(1 + (𝛽 + 1)𝜇)2𝜂4 + 8(2 + (𝛽 + 1)𝜇)(𝛽 + 1)𝜂2 + 4(𝛽

                  +1)2)𝜁2 − 2𝜇2𝜂4(𝛽 + 1))𝑞4 + (((16 + (8𝛽 + 16)𝜇)𝜂2 + 8𝛽 + 16)𝜁2

                  −2𝜇2𝜂4)𝑞2 + 4𝜁2)Ω8 + ((𝛽 + 1)(((−8 + (−8𝛽 − 8)𝜇)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2

                  +𝜇2𝜂2(𝛽 + 1))𝜂2𝑞4 + ((−8(1 + (𝛽 + 1)𝜇)(𝜇 + 1)𝜂4 + ((−16𝛽 − 16)𝜇

                  −16𝛽 − 32)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2 + 2𝜇2𝜂4(𝛽 + 2))𝑞2 + (−8 + (−8𝜇 − 8)𝜂2)𝜁2

                  +𝜇2𝜂4)𝑞2Ω6 + 4(𝜂4𝜁2(𝛽 + 1)2𝑞4 −
1

2
((((−8𝛽 − 8)𝜇 − 4𝛽 − 8)𝜂2 − 8𝛽

                  −8)𝜁2 + 𝜇2𝜂2(𝛽 + 1))𝜂2𝑞2 + (1 + (𝜇 + 1)2𝜂4 + (2𝜇 + 4)𝜂2)𝜁2 −
1

2
𝜇2𝜂4)

                𝑞4Ω4 − 8𝜂2 (𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝑞2 + (1 + (𝜇 + 1)𝜂2)𝜁2 −
1

8
𝜇2𝜂2) 𝑞6Ω2 + 4𝑞8𝜂4𝜁2

 (5.69) 

 

 𝑁𝑢𝑚,𝑪𝟒 = Ω8𝜇2 − 2𝑞2(𝜇3𝜂2 + (−2𝜁2 + 𝜂2 + 1)𝜇2 − 4𝜇𝜁2 − 2𝜁2)Ω6 + 𝑞4(𝜇4𝜂4

                     +(2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2 + 1)𝜇2 − 8𝜇𝜁2 − 8𝜁2)Ω4 − 2(𝜇3𝜂4 + (𝜂4

                     +𝜂2)𝜇2 − 2𝜁2)𝑞6Ω2 + 𝑞8𝜂4𝜇2
 (5.70) 

 𝐷𝑒𝑛,𝑪𝟒 = Ω12𝜇2 + ((−2𝜂2(𝛽 + 1)𝜇3 + (−2𝜂2 + 4(𝜁2𝛽 + 𝜁2 −
1

2
) (𝛽 + 1)) 𝜇2

            +8𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 + 4𝜁2)𝑞2 − 2𝜇2)Ω10 + ((𝜂4(𝛽 + 1)2𝜇4 + 2𝜂2(𝛽 + 1)(𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇3

            +(𝜂4 + (4𝛽 + 4)𝜂2 + (𝛽 + 1)2)𝜇2 − 8𝜁2(𝛽 + 1)2𝜇 − 8𝜁2(𝛽 + 1))𝑞4 + (2𝜂2(𝛽 + 2)𝜇3

            +(−8𝜁2𝛽 − 8𝜁2 + 4𝜂2 + 2𝛽 + 4)𝜇2 − 8𝜁2(𝛽 + 2)𝜇 − 8𝜁2)𝑞2 + 𝜇2)Ω8 − 2𝑞2((𝛽

            +1)(𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 + 𝜂2(𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇2 − 2𝜁2(𝛽 + 1))𝑞4 + (𝜂4(𝛽 + 1)𝜇4 + (𝜂2(𝛽 + 2)

         +2𝛽 + 2)𝜂2𝜇3 + (𝜂4 + (2𝛽 + 4)𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇2 − 8𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 − 4𝜁2(𝛽 + 2))𝑞2 + 𝜇3𝜂2

            +(−2𝜁2 + 𝜂2 + 1)𝜇2 − 4𝜇𝜁2 − 2𝜁2)Ω6 + 𝑞4(𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)2𝑞4 + (4𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3

            +2(𝜂2(𝛽 + 2) + 2𝛽 + 2)𝜂2𝜇2 − 8𝜁2(𝛽 + 1))𝑞2 + 𝜇4𝜂4 + (2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2

            +1)𝜇2 − 8𝜇𝜁2 − 8𝜁2)Ω4 − 2𝑞6(𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)𝑞2 + 𝜇3𝜂4 + (𝜂4 + 𝜂2)𝜇2 − 2𝜁2)Ω2

            +𝑞8𝜂4𝜇2

 (5.71) 

 

 𝑁𝑢𝑚,𝑪𝟔 = Ω
8𝜇2 − 2(𝜇3𝜂2 + (𝜂2 + 1)𝜇2 − 2𝜁2)𝑞2Ω6 + (𝜇4𝜂4 + (2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4

                +4𝜂2 + 1)𝜇2 − 8𝜇𝜂2𝜁2 − 8𝜁2)𝑞4Ω4 − 2(𝜇3𝜂4 + ((−2𝜁2 + 1)𝜂4 + 𝜂2)𝜇2 − 4𝜇𝜂2𝜁2

                −2𝜁2)𝑞6Ω2 + 𝑞8𝜂4𝜇2
 (5.72) 
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 𝐷𝑒𝑛,𝑪𝟔 = Ω12𝜇2 + ((−2𝜂2(𝛽 + 1)𝜇3 + (−2𝜂2 − 2𝛽 − 2)𝜇2 + 4𝜁2)𝑞2 − 2𝜇2)Ω10

                   +((𝜂4(𝛽 + 1)2𝜇4 + 2𝜂2(𝛽 + 1)(𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇3 + (𝜂4 + (4𝛽 + 4)𝜂2 + (𝛽 + 1)2)𝜇2

                   −8𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 − 8𝜁2(𝛽 + 1))𝑞4 + (2𝜂2(𝛽 + 2)𝜇3 + (4𝜂2 + 2𝛽 + 4)𝜇2 − 8𝜁2)𝑞2

          +𝜇2)Ω8 − 2((𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 − 2((𝜁2𝛽 + 𝜁2 −
1

2
) 𝜂2 −

1

2
𝛽 −

1

2
)𝜂2𝜇2 − 4𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝜇

         −2𝜁2(𝛽 + 1))(𝛽 + 1)𝑞4 + (𝜂4(𝛽 + 1)𝜇4 + (𝜂2(𝛽 + 2) + 2𝛽 + 2)𝜂2𝜇3 + (𝜂4 + (2𝛽

        +4) 𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇2 − 4𝜂2𝜁2(𝛽 + 2)𝜇 − 4𝜁2(𝛽 + 2))𝑞2 + 𝜇3𝜂2 + (𝜂2 + 1)𝜇2 − 2𝜁2)𝑞2Ω6

        + (𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)2𝑞4 + (4𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 − 8((𝜁2𝛽 + 𝜁2 −
1

4
𝛽 −

1

2
)𝜂2 −

1

2
𝛽 −

1

2
)𝜂2𝜇2

        −16𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 − 8𝜁2(𝛽 + 1))𝑞2 + 𝜇4𝜂4 + (2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2 + 1)𝜇2

        −8𝜇𝜂2𝜁2 − 8𝜁2)𝑞4Ω4 − 2𝑞6(𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)𝑞2 + 𝜇3𝜂4 + ((−2𝜁2 + 1)𝜂4 + 𝜂2)𝜇2

−4𝜇𝜂2𝜁2 − 2𝜁2)Ω2 + 𝑞8𝜂4𝜇2

 (5.73) 

 

Donde: 

Num,C3  y Den,C3  corresponden al numerador y denominador de la ecuación 4.15. 

Num,C4  y Den,C4  corresponden al numerador y denominador de la ecuación 4.16. 

Num,C6  y Den,C6  corresponden al numerador y denominador de la ecuación 4.17. 

 

Posteriormente, se emplea la ecuación 3.55 propuesta por Nishihara:   

ℎ =  
1

√1 − 𝑟2
 (5.74) 

De la ecuación 3.56 se define: 

Denominador, C𝑛 −
Numerador, C𝑛

ℎ2
= 0      𝐷𝑜𝑛𝑑𝑒    𝑛 = 3, 4 𝑦 6 (5.75) 

Al sustituir los términos correspondientes en la ecuación 5.75 se obtiene una ecuación 

de grado 12 en Ω. Luego, se convierte en una ecuación mónica de la forma: 

Ω12 + ℂ1Ω
10 + ℂ2Ω

8 + ℂ3Ω
6 + ℂ4Ω

4 + ℂ5Ω
2 + ℂ6 = 0 (5.76) 

Donde los coeficientes ℂ𝑛 se describen en el apéndice D. 

Al realizar el cambio de variable 𝑦 =  Ω2 para disminuir la ecuación (5.76) a grado 6 

respecto de y. Se encuentra que la ecuación correspondiente a fn es: 
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𝑓𝑛 → 𝑦6 + ℂ1𝑦
5 + ℂ2𝑦

4 + ℂ3𝑦
3 + ℂ4𝑦

2 + ℂ5𝑦
1 + ℂ6 = 0 (5.77) 

𝑓𝑛 → (𝑦 − 𝑦𝐴)
2(𝑦 − 𝑦𝐵)

2(𝑦 − 𝑦𝐶)
2 = 0 (5.78) 

Al expandir la ecuación (5.78) y comparar los términos correspondientes con los 

coeficientes ℂ𝑛 de la ecuación (5.77) se obtiene el sistema de ecuaciones (3.58) - (3.60) 

correspondientes a f1, f2 y f3. 

Para los IDVA’s utilizados en esta investigación se tiene: 

   𝑓1(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁) =  (4ℂ2 − ℂ1
2 )√ℂ6 + 4−ℂ5  (5.79) 

𝑓2(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁) =  ℂ1ℂ5 + 4ℂ6 + 2ℂ3√ℂ6 (5.80) 

  𝑓3(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁) =  4ℂ6(ℂ1√ℂ6 + ℂ4) − ℂ5
2 (5.81) 

 

Las funciones 𝑓𝑛(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁) para n = 1..., 5 son expresiones muy extensas y se 

expresan por ℂ𝑖(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁). Por lo tanto, la matriz jacobiana JN asociada al sistema 

es: 

𝒥𝑁 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑞

    
𝜕𝑓1
𝜕𝜂

    
𝜕𝑓1
𝜕𝜁2

    
𝜕𝑓1
𝜕𝜇

𝜕𝑓2
𝜕𝑞

    
𝜕𝑓2
𝜕𝜂

    
𝜕𝑓2
𝜕𝜁2

    
𝜕𝑓2
𝜕𝜇

𝜕𝑓3
𝜕𝑞

    
𝜕𝑓3
𝜕𝜂

    
𝜕𝑓3
𝜕𝜁2

    
𝜕𝑓3
𝜕𝜇 ]
 
 
 
 
 
 

 (5.82) 

 

Para calcular las ecuaciones f4 y f5, se seleccionan los determinantes de 3×3 más 

“simples” de la matriz jacobiana, con el propósito de reducir el uso de memoria de 

cómputo en su resolución. De este modo, se obtienen los determinantes f4 y f5 como: 

𝑓4(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁) = |
𝜕(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

𝜕(𝑞, 𝜂, 𝜁)
| =

|

|

𝜕𝑓1
𝜕𝑞

    
𝜕𝑓1
𝜕𝜂

    
𝜕𝑓1
𝜕𝜁

𝜕𝑓2
𝜕𝑞

    
𝜕𝑓2
𝜕𝜂

    
𝜕𝑓2
𝜕𝜁

𝜕𝑓3
𝜕𝑞

    
𝜕𝑓3
𝜕𝜂

    
𝜕𝑓3
𝜕𝜁

|

|

 (5.83) 
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𝑓5(𝛽, 𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟, 𝜁) = |
𝜕(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

𝜕(𝜇, 𝑞, 𝜁)
| =

|

|

𝜕𝑓1
𝜕𝜇

𝜕𝑓1
𝜕𝑞

𝜕𝑓1
𝜕𝜁

𝜕𝑓2
𝜕𝜇

𝜕𝑓2
𝜕𝑞

𝜕𝑓2
𝜕𝜁

𝜕𝑓3
𝜕𝜇

𝜕𝑓3
𝜕𝑞

𝜕𝑓3
𝜕𝜁

|

|

 (5.84) 

 

De este modo, se obtiene un sistema de 5 ecuaciones no lineales (f1, f2, f3, f4 y f5) con 5 

incógnitas (𝜇, 𝑞, 𝜂, 𝑟 y 𝜁). Para solucionar el sistema de ecuaciones se utiliza método de 

Newton-Raphson tomando como valores iniciales las soluciones obtenidas en la técnica 

de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida. 
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6 Resultados  
 

En este apartado se exponen los resultados numéricos de la estructura empleando la 

metodología de los puntos fijos extendida propuesta por Barredo et al. [32] y el método 

de Nishihara [67]. Con el objetivo de encontrar soluciones numéricas para los 

parámetros óptimos del sistema y de esta forma poder visualizar los resultados 

obtenidos, se establece un valor para la relación de masa 𝜷 = 𝟎. 𝟏.  

 

6.1   IDVA-C3 

Técnica de los puntos fijos extendida 

Utilizando algún sistema de cómputo numérico se sustituye el valor de la relación de 

masa (𝛽) en los parámetros óptimos 𝜇𝑜𝑝𝑡, 𝜂𝑜𝑝𝑡, 𝑞𝑜𝑝𝑡 y ‖𝐻∞‖ (ecuaciones (5.17)–(5.20)). Los 

resultados se muestran en la Tabla 6.1 considerando 10 cifras significativas. 

Tabla 6.1: Valores numéricos obtenidos para los parámetros óptimos y la respuesta en 

frecuencia en su forma adimensional. 

Puntos fijos extendida 

Parámetro  Valor 

𝜇𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 0.181818181 

𝜂𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 1.048808848 

𝑞𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 0.909090909 

𝐻C3 = 3.316624790 

 

Capítulo 

6 
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Después de sustituir 𝛽 y los valores numéricos de la Tabla 6.1 en la ecuación (5.1) se 

tiene la FRF cuando el amortiguamiento es cero: 

𝐻𝜁→0 =  √
(Ω4 − 1.900Ω2 + 0.751)2

(Ω6 − 3.000Ω4 + 2.727Ω2 − 0.751)2
 (6.1) 

De la ecuación (5.2) se obtiene la FRF cuando el amortiguamiento es infinito: 

𝐻𝜁→∞ = √
(−Ω2 + 0.826)2

(−Ω4 + 1.909Ω2 − 0.826)2
 (6.2) 

Al sustituir 𝛽 y los valores numéricos de la Tabla 6.1 en la ecuación (4.15) para un 

amortiguamiento 𝜁 = 0.30 se obtiene: 

𝐻𝜁→0.30  =√
1.771(Ω4 − 1.900Ω2 + 0.751)2 + 0.162Ω2(Ω2 − 0.826)2

1.771(Ω6 − 3.000Ω4 + 2.727Ω2 − 0.751)2 + 0.162Ω2(Ω4 − 1.909Ω2 + 0.826)2
 (6.3) 

La representación gráfica de las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3) se muestra en la Figura 

6.1. Para hallar las coordenadas rectangulares de los puntos fijos P, Q, R y S, se sabe 

que ℎ ≈ ‖𝐻∞‖
2. Por lo tanto, al igualar las ecuaciones (6.1) y (6.2) se resuelve para Ω, 

obteniendo: 

P= (0.849,3.316),  Q= (1.031,3.316),     R= (0.735,3.316),   y    S= (1.217,3.316) 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.1: Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al IDVA-C3 vs la 

relación de frecuencias Ω, siendo P, Q, R y S los puntos fijos. 
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Al sustituir el valor de 𝛽 en las ecuaciones (5.22), (5.23) y (5.25) se obtienen las 

frecuencias resonantes no amortiguadas. Los resultados se muestran en la Tabla 6.2. 

Tabla 6.2: Valores numéricos para cada frecuencia resonante no amortiguada. 

Frecuencia (𝛀)  Valor 

𝛀𝟏,𝜻→∞ = 0.814551627 

𝛀𝟐,𝜻→∞ = 1.116062971 

𝛀𝟎,𝜻→𝟎 = 0.953462589 

 

De las ecuaciones (5.26) – (5.28) se obtienen 3 valores de amortiguamiento en cada 

frecuencia resonante no amortiguada, como se muestra en la Tabla 6.3. 

Tabla 6.3: Valores numéricos de la relación de amortiguamiento para cada frecuencia 

resonante no amortiguada. 

Amortiguamiento  Valor 

𝛇𝛀𝟏,𝛇→∞
𝟐  = 0.030303030 

𝛇𝛀𝟐,𝛇→∞
𝟐  = 0.030303030 

𝛇𝛀𝟎,𝛇→𝟎
𝟐  = 0.022727272 

 

Así, de la ecuación (5.30) se obtiene el factor de amortiguamiento optimo: 

𝜻𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟑 =  𝟎. 𝟏𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟕 (6.4) 

 

Por lo tanto, al sustituir 𝛽, la ecuación (6.4) y los valores numéricos de la tabla 6.1 en la 

ecuación (4.15) se obtiene: 

𝐻𝜁𝑜𝑝𝑡 = √
1.771(Ω4 − 1.900Ω2 + 0.751)2 + 0.527Ω2(Ω2 − 0.826)2

1.771(Ω6 − 3.000Ω4 + 2.727Ω2 − 0.751)2 + 0.527Ω2(Ω4 − 1.909Ω2 + 0.826)2
 (6.5) 
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En la Figura 6.2 se muestra la repuesta en frecuencia de la estructura mecánica con el 

IDVA-C3 sujeta a una fuerza de excitación armónica en la base con los valores de los 

parámetros óptimos que se obtienen a partir del teorema П de Buckingham. Esta 

respuesta se compara con la respuesta obtenida para diferentes valores de relación de 

amortiguamiento 𝜁. Se puede observar que el comportamiento vibratorio se estabiliza 

(curva negra) conforme a los puntos invariantes y a la relación de amortiguamiento 

óptima 𝜁𝑜𝑝𝑡 (ecuación (6.5)), es decir, la amplitud de la curva de color negro disminuye 

notablemente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Criterio H∞ 

Los resultados obtenidos para los parámetros óptimos a través del método de Nishihara 

con los valores de una relación de masa  𝛽 = 0.10 se muestran en la Tabla 6.4. 

 

Figura 6.2: Repuesta en frecuencia de la estructura mecánica con el IDVA-C3 sujeta a una 

fuerza de excitación armónica en la base para diferentes valores de amortiguamiento. 
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Tabla 6.4: Resultados numéricos de los parámetros óptimos mediante el método de 

Nishihara. 

Método Nishihara 

Parámetro  Valor 

𝜇𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 0.220821845 

𝜂𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 1.048081595 

𝑞𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 0.908321801 

𝜁𝑜𝑝𝑡,𝐶3 = 0.165682870 

r = 0.961033079 

𝐻C3 = 3.617507986 

 

Al sustituir los valores de la Tabla 6.4 en la ecuación (4.15) se obtiene: 

𝐻𝑁𝑖𝑠ℎ

= √
1.788(−1.931Ω2 + 0.747 + Ω4)2 + 0.790Ω2(Ω2 − 0.825)2

1.788(−3.033Ω4 + 2.753Ω2 + Ω6 − 0.747)2 + 0.790Ω2(Ω4 − 1.907Ω2 + 0.825)2
 

(6.6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.3: Respuesta en frecuencia del IDVA-C3 utilizando la técnica de los puntos fijos 

extendida VS método de Nishihara. 
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En la Figura 6.3 se muestra una comparación entre los resultados de los métodos de 

optimización, ecuación (6.6) y (6.5) en donde se puede apreciar que el método de 

Nishihara (curva color rojo) satisface con una mayor precisión los resultados obtenidos 

con la técnica de los puntos fijos extendida. 

 

6.2   IDVA-C4 

 

Técnica de los puntos fijos extendida 

Tabla 6.5: Valores numéricos obtenidos para los parámetros óptimos del IDVA-C4. 

Puntos fijos extendida 

Parámetro  Valor 

𝜇𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.167662615 

𝜂𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.925425179 

𝑞𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.946690135 

𝐻C4 = 3.441553248 

 

Tabla 6.6:Valores numéricos para las frecuencias resonantes del IDVA-C4. 

Frecuencia (𝛀)  Valor 

𝛀𝟏,𝜻→∞ = 0.803081295 

𝛀𝟐,𝜻→∞ = 1.083163077 

𝛀𝟎,𝜻→𝟎 = 0.953462589 

 

De la ecuación (5.47) se obtiene el factor de amortiguamiento óptimo: 

𝜻𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟒 =  𝟎. 𝟎𝟒𝟑𝟐𝟗𝟑𝟒𝟖𝟐𝟏𝟕 (6.7) 

De la ecuación (5.31) se obtiene: 
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𝐻𝜁→0 =  √
(Ω4 − 1.792Ω2 + 0.687)2

(Ω6 − 2.894Ω4 + 2.549Ω2 − 0.687)2
 (6.8) 

De la ecuación (5.32) se obtiene: 

𝐻𝜁→∞ = √
(−1.167Ω2 + 0.896)2

(−1.184Ω4 + 2.153Ω2 − 0.896)2
 (6.9) 

Sustituyendo los valores de la Tabla 6.5 y la ecuación (6.7) en (4.16) se obtiene: 

𝐻𝜁𝑜𝑝𝑡 = √
2.113(−1.792Ω2 + 0.687 + Ω4)2 + 0.505Ω2(1.167Ω2 − 0.896)2

2.113(−2.894Ω4 + 2.549Ω2 + Ω6 − 0.687)2 + 0.505Ω2(1.184Ω4 − 2.153Ω2 + 0.896)2
 (6.10) 

 

En la Figura 6.4 se muestra la repuesta en frecuencia de la estructura mecánica con el 

IDVA-C4 sujeta a una fuerza de excitación armónica en la base para distintos valores 

de amortiguamiento incluyendo las ecuaciones (6.8) a la (6.10).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Criterio H∞ 

Los resultados obtenidos para los parámetros óptimos a través del método de Nishihara 

con los valores de una relación de masa  𝛽 = 0.10 se muestran en la Tabla 6.7. 

Figura 6.4: Respuesta en frecuencia del IDVA-C4 para distintos valores de amortiguamiento. 
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Tabla 6.7: Resultados numéricos de los parámetros óptimos para el IDVA-C4. 

Método Nishihara 

Parámetro  Valor 

𝜇𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.190494387 

𝜂𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.904562185 

𝑞𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.949040156 

𝜁𝑜𝑝𝑡,𝐶4 = 0.049330847 

r = 0.963674579 

𝐻C4 = 3.744207561 

 

Al sustituir los valores de la Tabla 6.7 en la ecuación (4.16) se obtiene: 

𝐻𝑁𝑖𝑠ℎ = √
2.269(−1.778Ω2 + 0.663 + Ω4)2 + 0.548Ω2(1.190Ω2 − 0.900)2

2.269(−2.882Ω4 + 2.508Ω2 + Ω6 − 0.663)2 + 0.548Ω2(1.209Ω4 − 2.181Ω2 + 0.900)2
 (6.11) 

 

En la Figura 6.5 se muestra una comparación entre los resultados de los métodos de 

optimización, ecuación (6.10) y (6.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.5: Técnica de los puntos fijos extendida VS método de Nishihara para el IDVA-C4. 
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6.3   IDVA-C6 

Técnica de los puntos fijos extendida 

Tabla 6.8: Valores numéricos obtenidos para los parámetros óptimos del IDVA-C6. 

Puntos fijos extendida 

Parámetro  Valor 

𝜇𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 0.138888888 

𝜂𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 1.200000000 

𝑞𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 0.870388279 

𝐻C6 = 3.316624790 

 

Tabla 6.9: Valores numéricos para las frecuencias resonantes del IDVA-C6. 

Frecuencia (𝛀)  Valor 

𝛀𝟏,𝜻→∞ = 0.835756337 

𝛀𝟐,𝜻→∞ = 1.140838001 

𝛀𝟎,𝜻→𝟎 = 0.953462589 

 

Tabla 6.10: Valores numéricos de la relación de amortiguamiento para cada frecuencia 

resonante no amortiguada del IDVA-C6. 

Amortiguamiento  Valor 

𝛇𝛀𝟏,𝛇→∞
𝟐  = 0.001910596 

𝛇𝛀𝟐,𝛇→∞
𝟐  = 0.001561625 

𝛇𝛀𝟎,𝛇→𝟎
𝟐  = 0.002314814 

 

De la ecuación (5.67) se obtiene el factor de amortiguamiento óptimo: 

𝜻𝒐𝒑𝒕,𝑪𝟔 =  𝟎. 𝟎𝟒𝟑𝟗𝟐𝟎𝟓𝟐𝟑𝟎 (6.12) 

De la ecuación (5.48) se obtiene: 
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𝐻𝜁→0 =  √
(Ω4 − 2.000Ω2 + 0.826)2

(Ω6 − 3.090Ω4 + 2.909Ω2 − 0.826)2
 (6.13) 

De la ecuación (5.49) se obtiene: 

𝐻𝜁→∞ = √
(0.909 − Ω2)2

(−0.909 + 2.000Ω2 − Ω4)2
 (6.14) 

Sustituyendo los valores de la Tabla 6.5 y la ecuación (6.8) en (4.17) se obtiene: 

𝐻𝜁𝑜𝑝𝑡 = √
1.464(−2.000Ω2 + 0.826 + Ω4)2 + 0.443Ω2(−0.909 + Ω2)2

1.464(−3.0909Ω4 + 2.909Ω2 + Ω6 − 0.826)2 + 0.443Ω2(−2.000Ω2 + 0.909 + Ω4)2
 (6.15) 

 

En la Figura 6.6 se muestra la repuesta en frecuencia de la estructura mecánica con el 

IDVA-C6 sujeta a una fuerza de excitación armónica en la base para distintos valores 

de amortiguamiento incluyendo las ecuaciones (6.13) a la (6.15).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Criterio H∞ 

Los resultados obtenidos con el método de Nishihara para una relación de masa  𝛽 = 

0.10 se muestran en la Tabla 6.11. 

Figura 6.6: Respuesta en frecuencia del IDVA-C6 para distintos valores de amortiguamiento. 
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Tabla 6.11: Resultados numéricos de los parámetros óptimos para el IDVA-C4. 

Método Nishihara 

Parámetro  Valor 

𝜇𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 0.156888062 

𝜂𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 1.243429488 

𝑞𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 0.862871165 

𝜁𝑜𝑝𝑡,𝐶6 = 0.061115396 

r = 0.961033079 

𝐻C6 = 3.617507988 

 

Al sustituir los valores de la Tabla 6.11 en la ecuación (4.17) se obtiene: 

𝐻𝑁𝑖𝑠ℎ = √
1.361(−2.076Ω2 + 0.857 + Ω4)2 + 0.615Ω2(−0.925 + Ω2)2

1.361(−3.168Ω4 + 3.019Ω2 + Ω6 − 0.857)2 + 0.615Ω2(−2.017Ω2 + 0.925 + Ω4)2
 (6.16) 

 

En la Figura 6.7 se muestra una comparación entre los resultados de los métodos de 

optimización, ecuación (6.15) y (6.16). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.7: Técnica de los puntos fijos extendida VS método de Nishihara para el IDVA-C6. 
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6.4   Comparación de los IDVA’s 

En este apartado se realiza una comparación de la FRF que se obtiene de los IDVA’s 

presentados en esta investigación utilizando la técnica de los puntos fijos extendida y el 

método descrito por Nishihara. La finalidad de esta comparativa es poder identificar 

cuál de las tres redes mecánicas (C3, C4 y C6) proporciona un mejor rendimiento en la 

supresión de vibración al utilizar estos métodos de optimización. 

En la Figura 6.8 se muestra el comportamiento de la FRF para cada uno de los IDVA’s 

utilizando la técnica de los puntos fijos extendida. De la figura se puede observar que el 

IDVA-C3 (curva de color rojo) tiene un mayor control en la supresión de vibración para 

cada frecuencia invariante. 

 

En la Figura 6.9 se muestra el comportamiento de la FRF para cada uno de los IDVA’s 

utilizando el método de optimización propuesta por Nishihara. De la figura se puede 

observar que el IDVA-C3 (curva de color rojo) sigue siendo la que mayor control en la 

supresión de vibración aporta para cada frecuencia invariante. 

 

 

Figura 6.8: FRF para el IDVA-C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6 utilizando la técnica de los puntos 

fijos extendida. 
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Relación de masa para el IDVA-C3 

En la Tabla 6.12 se estiman los valores numéricos asociados a los parámetros óptimos 

del sistema 𝜇𝑜𝑝𝑡, 𝜂𝑜𝑝𝑡, 𝑞𝑜𝑝𝑡 y 𝜁𝑜𝑝𝑡 al variar la relación de masas 𝛽 conforme al 4%, 6%, 8% 

y 10% para el IDVA-C3, en la Figura 6.10 se muestra la representación gráfica. 

Tabla 6.12: Valores numéricos para los parámetros óptimos del IDVA-C3 al modificar el 

valor de 𝛽 obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio 𝐻∞. 

Parámetros óptimos para el IDVA-C3 

Puntos fijos extendida  Criterio 𝑯∞ 

𝛽 𝜇𝑜𝑝𝑡 𝜂𝑜𝑝𝑡 𝑞𝑜𝑝𝑡 𝜁𝑜𝑝𝑡  𝜇𝑜𝑝𝑡 𝜂𝑜𝑝𝑡 𝑞𝑜𝑝𝑡 𝜁𝑜𝑝𝑡 

0.04 0.07692 1.01980 0.96153 0.10840  0.09308 1.01951 0.96120 0.10774 

0.06 0.11320 1.02956 0.94339 0.13151  0.13716 1.02912 0.94290 0.13072 

0.08 0.14814 1.03923 0.92592 0.15044  0.17971 1.03865 0.92529 0.14954 

0.10 0.18181 1.04880 0.90909 0.16666  0.22082 1.04808 0.90832 0.16568 

 

 

Figura 6.9: FRF para el IDVA-C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6 utilizando el método de optimización 

descrito por Nishihara. 
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Cálculo del porcentaje en la supresión de vibración. 

Para calcular el porcentaje en la supresión de vibraciones, se calcula el índice del ancho 

de banda de supresión de vibraciones %SBi. De esta manera, se considera la función de 

respuesta en frecuencia de los IDVA’s utilizando las impedancias mecánicas y la FRF 

de la estructura mecánica con absorbedor dinámico de vibración clásico (DVA), ver 

Figura 1.1. Para comparar ambos sistemas, se toma como referencia la FRF cuando no 

existe absorbedor dinámico de vibración en la estructura mecánica (estructura sin 

control). 

 

En la Figura 6.11 se muestran las curvas mencionadas anteriormente. Cabe mencionar, 

que para los IDVA’s y el DVA clásico se emplearon las FRF’s obtenidas por el criterio 

𝐻∞. A manera de ejemplo se ilustra específicamente el comportamiento del sistema para 

el IDVA-C3. 

 

 

Figura 6.10: Gráfica para los distintos valores de β obtenidos utilizando la técnica de los puntos 

fijos extendida y el criterio de H∞. 
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Por consiguiente, la ecuación para calcular el agrandamiento del ancho de banda 

operativo del sistema es: 

       %𝑆𝐵IDVA`s =
𝑆𝐵IDVA`s − 𝑆𝐵DVA clásico  

𝑆𝐵DVA clásico 

× 100% (6.17) 

De la misma forma, para calcular el índice de reducción de la amplitud de vibración de 

los IDVA’s con respecto al DVA clásico, se encuentran los puntos máximos 

correspondientes a cada FRF entre los puntos invariantes asociados a cada amplitud 

máxima de la FRF. Por lo tanto, la ecuación para el índice de reducción de la amplitud 

de vibración del sistema es: 

       %𝑆𝑃IDVA`s =
𝑆𝑃DVA clásico −  𝑆𝑃IDVA`s

𝑆𝑃DVA clásico 
× 100% (6.18) 

 

En la Tabla 6.13 se muestran los resultados al implementar las impedancias mecánicas 

C3, C4 Y C6. 

Figura 6.11: Comparación de las curvas de las FRF y el índice del ancho de banda de supresión 

de vibraciones %SBi del IDVA-C3 y el DVA clásico. Los parámetros óptimos para el IDVA-C3 

son: 𝜇𝑜𝑝𝑡= 0.22082, 𝜂𝑜𝑝𝑡=1.04808, 𝑞𝑜𝑝𝑡=0.90832 y 𝜁𝑜𝑝𝑡 = 0.16568, mientras para el DVA clásico 

son: 𝑞𝑜𝑝𝑡=0.90905 y 𝜁𝑜𝑝𝑡 = 0.18546. 
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Tabla 6.13 resultados para el agrandamiento del ancho de banda operativo (%SB) VS el 

índice de reducción de la amplitud de vibración del sistema (%SP). Así como también el 

valor de la amplitud máxima (‖𝑯∞‖). 

Porcentaje en la supresión de vibración  

Impedancia % SB % SP ‖𝑯∞‖ 

IDVA-C3 20.67 % 26.85 % 3.617507986 

IDVA-C4 17.29 % 22.56 % 3.744207561 

IDVA-C6 19.83 % 26.85 % 3.617507988 

 

De los resultados de la Tabla 6.13 se puede observar que los IDVA’s propuestos mejoran 

y superan al DVA clásico al obtener un mayor rendimiento en la supresión de vibración. 

Consecuentemente, los IDVA’s producen un adecuado desempeño en la mitigación de 

vibraciones cuando se encuentra sujeta a una fuerza de excitación armónica. 
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7 Conclusiones  

 

Mediante el desarrollo matemático realizado en esta investigación, se determinó el 

diseño óptimo de un absorbedor dinámico de vibración basado en inersor (IDVA) 

acoplado a una estructura mecánica. El análisis matemático considera el 

comportamiento de la estructura al aplicarse una fuerza de excitación armónica en su 

base. El IDVA se compone de las impedancias mecánicas denominadas C3, C4 y C6. 

Cada impedancia está compuesta por un conjunto de resorte, amortiguador e inersor, 

dispuestos en configuraciones serie-paralelo. 

Para realizar el análisis dinámico, fue indispensable obtener las ecuaciones de 

movimiento aplicando la teoría de Euler-Lagrange para fuerzas generalizadas no 

conservativas. Posteriormente, se obtuvieron los parámetros adimensionales mediante 

el teorema П de Buckingham, lo que permitió hallar la respuesta en frecuencia 

adimensional del sistema. Para la validación del modelo matemático de forma numérica 

fue necesario el uso de un sistema de cómputo numérico utilizando los criterios de 

optimización H∞, basado en el método de Nishihara, siendo un método rápido y eficiente 

para la solución numérica de los parámetros óptimos de los IDVA’s y la técnica de los 

puntos fijos extendida, siendo una aproximación de la norma H∞ que considera el 

teorema de Vieta y la teoría de Steen Krenk. 

La principal ventaja de implementar la técnica de los puntos fijos extendida se basa en 

encontrar fórmulas de diseño simples para los IDVA’s al conocer información de la suma 

y el producto de las raíces reales de las ecuaciones cuarticas, sin la necesidad de resolver 

Capítulo 

7 
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un conjunto de ecuaciones no lineales como es el caso del método propuesto por 

Nishihara, que para su solución dependen directamente de la capacidad de 

procesamiento de cómputo y puede llegar a ser tedioso. 

Al comparar los resultados obtenidos para los parámetros óptimos de la técnica de 

puntos fijos extendida y el método de Nishihara aplicados al IDVA-C3, IDVA-C4 e 

IDVA-C6, se demuestra que se logró minimizar las amplitudes de vibración de cada 

sistema. Esta minimización se refleja en la reducción de la respuesta adimensional en 

frecuencia dentro de un intervalo específico de frecuencias. Adicionalmente, se corrobora 

la similitud de los mismos. 

De lo que se concluye que, el IDVA con la impedancia mecánica C3 ofrece un rendimiento 

superior en la reducción de las amplitudes de vibración, proporcionando resultados más 

precisos en comparación con las impedancias C4 y C6. Sin embargo, la diferencia de 

resultados es mínima cuando se compara el porcentaje de supresión de vibración y la 

amplitud máxima de respuesta en frecuencia. Por lo tanto, los IDVA’s con las 

impedancias C3>C6>C4 pueden utilizarse para controlar las amplitudes de vibración 

en una estructura mecánica sometida a la excitación de una fuerza armónica en la base, 

sin inconvenientes. De esta manera, la hipótesis planteada al inicio de este trabajo de 

investigación ha sido demostrada exitosamente. 
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7.1   Trabajos futuros  

Para complementar el trabajo desarrollado en esta tesis, se proponen los siguientes 

estudios futuros para mejorar algunos aspectos del mismo y ampliar los resultados 

obtenidos. 

• Realizar la implementación física del modelo de la estructura mecánica con 

IDVA’s utilizando las impedancias mecánicas C3, C4, C6. 

• Corroborar los resultados obtenidos de forma teórica vs los resultados 

experimentales, para demostrar la efectividad del modelo matemático y sus 

medidas de incertidumbre para evaluar la validez de los datos conseguidos. 

• Desarrollar un método matemático que considere analíticamente todos los 

coeficientes de amortiguamiento presentes en un sistema mecánico. 
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A. Modelo matemático  

 

IDVA-C3 

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, las energías asociadas al sistema de la 

Figura 4.1 son: 

𝑇 =
1

2
𝑀(�̇�)2 +

1

2
𝑚(�̇�1)

2 + 𝑏(�̇�3 − �̇�2)
2 (A.1) 

𝑈 =
1

2
𝐾(𝑥0 − 𝑥)

2 +
1

2
𝑘1(𝑥 − 𝑥1)

2 +
1

2
𝑘2(𝑥2 − 𝑥1)

2 (A.2) 

𝐷 =
1

2
𝐶(�̇�0 − �̇�)

2 +
1

2
𝑐2(�̇� − �̇�3)

2 (A.3) 

Utilizando las ecuaciones (3.8) y (3.12) las ecuaciones del sistema para sistemas no 

conservativos se expresan como: 

𝑀�̈� + 𝑐2(�̇� − �̇�3) + 𝐾𝑥 + 𝑘1(𝑥 − 𝑥1) = 𝐾𝑥0 (A.4) 

𝑚�̈�1 − 𝑘1(𝑥 − 𝑥1) − 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) = 0 (A.5) 

−𝑏(�̈�3 − �̈�2) + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) = 0 (A.6) 

𝑏(�̈�3 − �̈�2) − 𝑐2(�̇� − �̇�3) = 0 (A.7) 

Considerando que la técnica de la transformada de Laplace es ideal para resolver 

problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 

constantes, las ecuaciones (A.4) a la (A.7) quedan de la siguiente manera: 

𝑀𝑠2𝑋 + cs (𝑋 − 𝑋3) + 𝐾𝑋 + 𝑘1(𝑋 − 𝑋1) = 𝐾𝑋0 (A.8) 

𝑚𝑠2𝑋1 + 𝑘1(𝑋1 − 𝑋) + 𝑘2(𝑋1 − 𝑋2) = 0 (A.9) 

𝑏𝑠2(𝑋2 − 𝑋3) + 𝑘2(𝑋2 − 𝑋1) = 0 (A.10) 

𝑏𝑠2(𝑋3 − 𝑋2) + 𝑐𝑠(𝑋3 − 𝑋) = 0 (A.11) 

APÉNDICE   
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El interés primordial está dirigido en el movimiento de la masa principal por lo tanto al 

resolver el sistema de ecuaciones (A.8) a la (A.11) para X se tiene: 

𝑋 = (𝐾𝑋0(𝑏𝑐𝑚𝑠
4 + 𝑏𝑚𝑠3𝑘2 + (𝑏𝑐𝑘1 + 𝑏𝑐𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘2)𝑠

2 + 𝑏𝑠𝑘1𝑘2 + 𝑐𝑘1𝑘2))

         /(𝑀𝑏𝑐𝑚𝑠6 +𝑀𝑏𝑚𝑠5𝑘2 + (𝐾𝑏𝑐𝑚 +𝑀𝑏𝑐𝑘1 +𝑀𝑏𝑐𝑘2 +𝑀𝑐𝑚𝑘2 + 𝑏𝑐𝑚𝑘1 + 𝑏𝑐𝑚𝑘2)𝑠
4

+(𝐾𝑏𝑚𝑘2 +𝑀𝑏𝑘1𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1𝑘2)𝑠
3 + (𝐾𝑏𝑐𝑘1 + 𝐾𝑏𝑐𝑘2 + 𝐾𝑐𝑚𝑘2 +𝑀𝑐𝑘1𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘1𝑘2)𝑠

2

+𝐾𝑏𝑠𝑘1𝑘2 + 𝐾𝑐𝑘1𝑘2

 (A.12) 

La función de transferencia del sistema se obtiene al dividir el lado derecho de la 

ecuación (A.12) por 𝐾𝑐𝑘1𝑘2 con la finalidad de tener cantidades adimensionales. Esto es: 

𝑋

𝑋0
= (

𝑏𝑚𝑠4

𝑘1𝑘2
+
𝑏𝑚𝑠3

𝑐𝑘1
+
(𝑏𝑐𝑘1 + 𝑏𝑐𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘2)𝑠

2

𝑐𝑘1𝑘2
+
𝑏𝑠

𝑐
+ 1)

/(
𝑀𝑏𝑚𝑠6

𝐾𝑘1𝑘2
+
𝑀𝑏𝑚𝑠5

𝐾𝑐𝑘1
+
(𝐾𝑏𝑐𝑚 +𝑀𝑏𝑐𝑘1 +𝑀𝑏𝑐𝑘2 +𝑀𝑐𝑚𝑘2 + 𝑏𝑐𝑚𝑘1 + 𝑏𝑐𝑚𝑘2)𝑠

4

𝐾𝑐𝑘1𝑘2

+
(𝐾𝑏𝑚𝑘2 +𝑀𝑏𝑘1𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1𝑘2)𝑠

3

𝐾𝑐𝑘1𝑘2
+
(𝐾𝑏𝑐𝑘1 + 𝐾𝑏𝑐𝑘2 + 𝐾𝑐𝑚𝑘2 +𝑀𝑐𝑘1𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘1𝑘2)𝑠

2

𝐾𝑐𝑘1𝑘2
+
𝑏𝑠

𝑐
+ 1)

 (A.13) 

Al Sustituir la ecuación (A.13) por 𝑠 = 𝐼 ∗ 𝜔 se obtiene la ecuación (A.14), esto es válido 

debido a que solo interesa la respuesta del sistema en estado estable. 

𝑋

𝑋0
= (

𝑏𝑚𝜔4

𝑘1𝑘2
−
I𝑏𝑚𝜔3

𝑐𝑘1
−
(𝑏𝑐𝑘1 + 𝑏𝑐𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘2)𝜔

2

𝑐𝑘1𝑘2
+
I𝑏𝜔

𝑐
+ 1)/ (−

𝑀𝑏𝑚𝜔6

𝐾𝑘1𝑘2
+
I𝑀𝑏𝑚𝜔5

𝐾𝑐𝑘1

+
(𝐾𝑏𝑐𝑚 +𝑀𝑏𝑐𝑘1 +𝑀𝑏𝑐𝑘2 +𝑀𝑐𝑚𝑘2 + 𝑏𝑐𝑚𝑘1 + 𝑏𝑐𝑚𝑘2)𝜔

4

𝐾𝑐𝑘1𝑘2
−
I(𝐾𝑏𝑚𝑘2 +𝑀𝑏𝑘1𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1𝑘2)𝜔

3

𝐾𝑐𝑘1𝑘2

−
(𝐾𝑏𝑐𝑘1 +𝐾𝑏𝑐𝑘2 + 𝐾𝑐𝑚𝑘2 +𝑀𝑐𝑘1𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘1𝑘2)𝜔0

2

𝐾𝑐𝑘1𝑘2
+
I𝑏𝜔

𝑐
+ 1)

 (A.14) 

Se proponen los siguientes parámetros adimensionales utilizando el teorema Pi de 

Buckingham. Los parámetros son los mismos para las impedancias mecánicas C3, C4 y 

C6. 

𝜔1
2 = 

𝐾

𝑀
          𝜔2

2 = 
𝑘1
𝑚
         𝜔3

2 = 
𝑘2
𝑏
          𝜁 =  

𝑐

2𝑚𝜔2
          𝜇 =  

𝑏

𝑚
   (A.15) 

     𝜂 =  
𝜔3
𝜔2
           𝛽 =  

𝑚

𝑀
            𝑞 =  

𝜔2
𝜔1
          Ω =  

𝜔

𝜔1
                     (A.16) 

 

Con la finalidad de obtener la magnitud de la ecuación (A.14), se reescribe como el 

cociente entre dos números complejos, es decir, 

𝐻(𝑠) =
𝐴 + 𝑖𝐵

𝐶 + 𝑖D
 (A.17) 
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La ecuación (A.17) representa la función de respuesta en frecuencia del sistema en su 

forma adimensional, sin embargo, la ecuación está en su forma compleja. 

Por lo tanto, para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la 

ecuación (A.17) por el conjugado complejo del numerador y denominador, 

respectivamente. Obteniendo: 

|𝐻(𝑠)|2 = 
𝐴2 + 𝐵2

𝐶2 + 𝐷2
 (A.18) 

Al sustituir los parámetros adimensionales en las variables A, B, C y D la ecuación 

(A.18) para el IDVA-C3 se expresa como: 

|𝑯(𝒔)|𝟐 = (
(−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2)2

𝑞8𝜂4
+
1

4

𝜇2Ω2(Ω2 − 𝑞2)2

𝜁2𝑞6
) / (

1

𝑞8𝜂4
(−Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2

−Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞4 − Ω4𝛽𝑞2 + Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4

−Ω4 + Ω2𝑞2)2 +
1

4

𝜇2Ω2(−Ω2𝛽𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2 + 𝑞2)2

𝜁2𝑞6
)

 (A.19) 

 

IDVA-C4 

Las energías asociadas al sistema son:  

𝑇 =
1

2
𝑀(�̇�)2 +

1

2
𝑚(�̇�1)

2 +
1

2
𝑏(�̇� − �̇�2)

2 (A.20) 

𝑈 =
1

2
𝐾(𝑥0 − 𝑥)

2 +
1

2
𝑘1(𝑥 − 𝑥1)

2 +
1

2
𝑘2(𝑥2 − 𝑥1)

2 (A.21) 

𝐷 =
1

2
𝐶(�̇�0 − �̇�)

2 +
1

2
𝑐2(�̇�2 − �̇�1)

2 (A.22) 

Utilizando las ecuaciones (3.8) y (3.12) las ecuaciones resultantes del sistema son: 

𝑀�̈� + 𝑏(�̈� − �̈�2) + 𝐾𝑥 + 𝑘1(𝑥 − 𝑥1) = 𝐾𝑥0 (A.23) 

𝑏(�̈�2 − �̈�) + 𝑐2(�̇�2 − �̇�1) + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) = 0 (A.24) 

𝑚�̈�1 + 𝑐2(�̇�1 − �̇�2) + 𝑘1(𝑥1 − 𝑥) + 𝑘2(𝑥1 − 𝑥2) = 0 (A.25) 

Al aplicar la técnica de la transformada de Laplace, las ecuaciones A.23-A.25 se 

expresan como: 
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𝑀𝑠2𝑋 + 𝑏𝑠2(𝑋 − 𝑋2) + 𝐾𝑋 + 𝑘1(𝑋 − 𝑋1) = 𝐾𝑋0 (A.26) 

𝑏𝑠2(𝑋2 − 𝑋) + 𝑐𝑠(𝑋2 − 𝑋1) + 𝑘2(𝑋2 − 𝑋1) = 0 (A.27) 

𝑚𝑠2𝑋1 + cs(𝑋1 − 𝑋2) + 𝑘1(𝑋1 − 𝑋) + 𝑘2(𝑋1 − 𝑋2) = 0 (A.28) 

Al resolver el sistema de ecuaciones (A.26) a la (A.28) para X se tiene: 

𝑋 = (𝐾𝑋0(𝑏𝑚𝑠
4 + 𝑏𝑐𝑠3 + 𝑐𝑚𝑠3 + 𝑏𝑠2𝑘1 + 𝑏𝑠

2𝑘2 +𝑚𝑠
2𝑘2 + 𝑐𝑠𝑘1 + 𝑘1𝑘2))/(𝑀𝑏𝑚𝑠

6 +𝑀𝑏𝑐𝑠5

     +𝑀𝑐𝑚5 + 𝑏𝑐𝑚𝑠5 + 𝐾𝑏𝑚𝑠4 +𝑀𝑏𝑠4𝑘1 +𝑀𝑏𝑠
4𝑘2 +𝑀𝑚𝑠

4𝑘2 + 𝑏𝑚𝑠
4𝑘1 + 𝑏𝑚𝑠

4𝑘2
     +𝐾𝑏𝑐𝑠3 + 𝐾𝑐𝑚𝑠3 +𝑀𝑐𝑠3𝑘1 + 𝑐𝑚𝑠

3𝑘1 + 𝐾𝑏𝑠
2𝑘1 + 𝐾𝑏𝑠

2𝑘2 + 𝐾𝑚𝑠
2𝑘2 +𝑀𝑠

2𝑘1𝑘2
     +𝑚𝑠2𝑘1𝑘2 + 𝐾𝑐𝑠𝑘1 + 𝐾𝑘1𝑘2)

 (A.29) 

La función de transferencia del sistema se obtiene al dividir el lado derecho de la 

ecuación (A.29) por 𝐾𝑘1𝑘2 con la finalidad de tener cantidades adimensionales. El 

resultado es: 

𝑋

𝑋0
= (

𝑏𝑚𝑠4

𝑘1𝑘2
+
(𝑏𝑐 + 𝑐𝑚)𝑠3

𝑘1𝑘2
+
(𝑏𝑘1 + 𝑏𝑘2 +𝑚𝑘2)𝑠

2

𝑘1𝑘2
+
𝑐𝑠

𝑘2
+ 1)/ (

𝑀𝑏𝑚𝑠6

𝐾𝑘1𝑘2
+
(𝑀𝑏𝑐 + 𝑀𝑐𝑚 + 𝑏𝑐𝑚)𝑠5

𝐾𝑘1𝑘2

      +
(𝐾𝑏𝑚 +𝑀𝑏𝑘1 +𝑀𝑏𝑘2 +𝑀𝑚𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1 + 𝑏𝑚𝑘2)𝑠

4

𝐾𝑘1𝑘2
+
(𝐾𝑏𝑐 + 𝐾𝑐𝑚 +𝑀𝑐𝑘1 + 𝑐𝑚𝑘1)𝑠

3

𝐾𝑘1𝑘2

      +
(𝐾𝑏𝑘1 + 𝐾𝑏𝑘2 + 𝐾𝑚𝑘2 +𝑀𝑘1𝑘2 +𝑚𝑘1𝑘2)𝑠

2

𝐾𝑘1𝑘2
+
𝑐𝑠

𝑘2
+ 1)

 (A.30) 

Al Sustituir la ecuación (A.30) por 𝑠 = 𝐼 ∗ 𝜔 se obtiene la ecuación (A.31), esto es válido 

debido a que solo nos interesa la respuesta del sistema en estado estable. 

 

𝑋

𝑋0
= (

𝑏𝑚𝜔4

𝑘1𝑘2
−
I(𝑏𝑐 + 𝑐𝑚)𝜔3

𝑘1𝑘2
−
(𝑏𝑘1 + 𝑏𝑘2 +𝑚𝑘2)𝜔

2

𝑘1𝑘2
+
I𝑐𝜔

𝑘2
+ 1)/(−

𝑀𝑏𝑚𝜔6

𝐾𝑘1𝑘2

+
I(𝑀𝑏𝑐 +𝑀𝑐𝑚 + 𝑏𝑐𝑚)𝜔5

𝐾𝑘1𝑘2
+
(𝐾𝑏𝑚 +𝑀𝑏𝑘1 +𝑀𝑏𝑘2 +𝑀𝑚𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1 + 𝑏𝑚𝑘2)𝜔

4

𝐾𝑘1𝑘2

−
I(𝐾𝑏𝑐 + 𝐾𝑐𝑚 +𝑀𝑐𝑘1 + 𝑐𝑚𝑘1)𝜔

3

𝐾𝑘1𝑘2
−
(𝐾𝑏𝑘1 +𝐾𝑏𝑘2 + 𝐾𝑚𝑘2 +𝑀𝑘1𝑘2 +𝑚𝑘1𝑘2)𝜔

2

𝐾𝑘1𝑘2

+
I𝑐𝜔

𝑘2
+ 1

 (A.31) 

 

Al sustituir los parámetros adimensionales (A.15) y (A.16) en las variables A, B, C y D 

la ecuación (A.18) para el IDVA-C4 se expresa como: 



Universidad Tecnológica de la Mixteca  99 

|𝑯(𝒔)|𝟐 = (
(−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2)2

𝜂4𝑞8
+
4𝜁2Ω2(Ω2𝜇 + Ω2 − 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
)/

     (
1

𝜂4𝑞8
(−Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 +Ω2𝜂2𝑞4 − Ω4𝛽𝑞2

      +Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4 − Ω4 + Ω2𝑞2)2

      +
4𝜁2Ω2(Ω4𝛽𝜇 + Ω4𝜇 − Ω2𝛽𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2𝜇 − Ω2 + 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
)

 (A.32) 

 

IDVA-C6 

Las energías asociadas al sistema son:  

𝑇 =
1

2
𝑀(�̇�)2 +

1

2
𝑚(�̇�1)

2 + 𝑏(�̇�2 − �̇�1)
2 (A.33) 

𝑈 =
1

2
𝑘(𝑥0 − 𝑥)

2 +
1

2
𝑘1(𝑥 − 𝑥1)

2 +
1

2
𝑘2(𝑥 − 𝑥2)

2 (A.34) 

𝐷 =
1

2
𝐶(�̇�0 − �̇�)

2 +
1

2
𝑐2(�̇�2 − �̇�1)

2 (A.35) 

Utilizando las ecuaciones (3.8) y (3.12) las ecuaciones resultantes del sistema son: 

𝑀�̈� + 𝐾𝑥 + 𝑘1(𝑥 − 𝑥1) + 𝑘2(𝑥 − 𝑥2) = 𝐾𝑥0 (A.36) 

𝑏(�̈�2 − �̈�1) + 𝑐2(�̇�2 − �̇�1) + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥) = 0 (A.37) 

𝑚�̈�1 + 𝑏(�̈�1 − �̈�2) + 𝑐2(�̇�1 − �̇�2) + 𝑘1(𝑥1 − 𝑥) = 0 (A.38) 

Al aplicar la técnica de la transformada de Laplace, las ecuaciones (A.36) a la (A.38) se 

expresan como: 

𝑀𝑠2𝑋 + 𝐾𝑋 + 𝑘1(𝑋 − 𝑋1) + 𝑘2(𝑋 − 𝑋2) = 𝐾𝑋0 (A.39) 

𝑏𝑠2(𝑋2 − 𝑋1) + 𝑐𝑠(𝑋2 − 𝑋1) + 𝑘2(𝑋2 − 𝑋) = 0 (A.40) 

𝑚𝑠2𝑥1 + 𝑏𝑠
2(𝑋1 − 𝑋2) + 𝑐𝑠(𝑋1 − 𝑋2) + 𝑘1(𝑋1 − 𝑋) = 0 (A.41) 

Al resolver el sistema de ecuaciones (A.39) a la (A.41) para X se tiene: 

𝑋 = (𝐾𝑋0(𝑏𝑚𝑠
4 + 𝑐𝑚𝑠3 + (𝑏𝑘1 + 𝑏𝑘2 +𝑚𝑘2)𝑠

2 + (𝑐𝑘1 + 𝑐𝑘2)𝑠 + 𝑘1𝑘2))/(𝑀𝑏𝑚𝑠
6

     +𝑀𝑐𝑚𝑠5 + (𝐾𝑏𝑚 +𝑀𝑏𝑘1 +𝑀𝑏𝑘2 +𝑀𝑚𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1 + 𝑏𝑚𝑘2)𝑠
4 + (𝐾𝑐𝑚

     +𝑀𝑐𝑘1 +𝑀𝑐𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘1 + 𝑐𝑚𝑘2)𝑠
3 + (𝐾𝑏𝑘1 + 𝐾𝑏𝑘2 + 𝐾𝑚𝑘2 +𝑀𝑘1𝑘2

     +𝑚𝑘1𝑘2)𝑠
2 + (𝐾𝑐𝑘1 + 𝐾𝑐𝑘2)𝑠 + 𝐾𝑘1𝑘2)

 (A.42) 
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La función de transferencia del sistema se obtiene al dividir el lado derecho de la 

ecuación (A.42) por 𝐾𝑘1𝑘2 con la finalidad de tener cantidades adimensionales. El 

resultado es: 

𝑋

𝑋0
= (

𝑏𝑚𝑠4

𝑘1𝑘2
+
𝑐𝑚𝑠3

𝑘1𝑘2
+
(𝑏𝑘1 + 𝑏𝑘2 +𝑚𝑘2)𝑠

2

𝑘1𝑘2
+
(𝑐𝑘1 + 𝑐𝑘2)𝑠

𝑘1𝑘2
+ 1)/ (

𝑀𝑏𝑚𝑠6

𝐾𝑘1𝑘2

     +
𝑀𝑐𝑚𝑠5

𝐾𝑘1𝑘2
+
(𝐾𝑏𝑚 +𝑀𝑏𝑘1 +𝑀𝑏𝑘2 +𝑀𝑚𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1 + 𝑏𝑚𝑘2)𝑠

4

𝐾𝑘1𝑘2

     +
(𝐾𝑐𝑚 +𝑀𝑐𝑘1 +𝑀𝑐𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘1 + 𝑐𝑚𝑘2)𝑠

3

𝐾𝑘1𝑘2

     +
(𝐾𝑏𝑘1 + 𝐾𝑏𝑘2 + 𝐾𝑚𝑘2 +𝑀𝑘1𝑘2 +𝑚𝑘1𝑘2)𝑠

2

𝐾𝑘1𝑘2
+
(𝐾𝑐𝑘1 + 𝐾𝑐𝑘2)𝑠

𝐾𝑘1𝑘2
+ 1)

 (A.43) 

 

Al sustituir la ecuación (A.43) por 𝑠 = 𝐼 ∗ 𝜔 se obtiene: 

𝑋

𝑋0
= (

𝑏𝑚𝜔4

𝑘1𝑘2
−
I𝑐𝑚𝜔3

𝑘1𝑘2
−
(𝑏𝑘1 + 𝑏𝑘2 +𝑚𝑘2)𝜔

2

𝑘1𝑘2
+
I(𝑐𝑘1 + 𝑐𝑘2)𝜔

𝑘1𝑘2
+ 1)/(−

𝑀𝑏𝑚𝜔6

𝐾𝑘1𝑘2

     +
I𝑀𝑐𝑚𝜔5

𝐾𝑘1𝑘2
+
(𝐾𝑏𝑚 +𝑀𝑏𝑘1 +𝑀𝑏𝑘2 +𝑀𝑚𝑘2 + 𝑏𝑚𝑘1 + 𝑏𝑚𝑘2)𝜔

4

𝐾𝑘1𝑘2

     −
I(𝐾𝑐𝑚 +𝑀𝑐𝑘1 +𝑀𝑐𝑘2 + 𝑐𝑚𝑘1 + 𝑐𝑚𝑘2)𝜔

3

𝐾𝑘1𝑘2

     −
(𝐾𝑏𝑘1 + 𝐾𝑏𝑘2 + 𝐾𝑚𝑘2 +𝑀𝑘1𝑘2 +𝑚𝑘1𝑘2)𝜔

2

𝐾𝑘1𝑘2
+
I(𝐾𝑐𝑘1 + 𝐾𝑐𝑘2)𝜔

𝐾𝑘1𝑘2
+ 1)

 (A.44) 

 

Al sustituir los parámetros adimensionales (A.15) y (A.16) en las variables A, B, C y D 

la ecuación (A.18) para el IDVA-C6 se expresa como: 

 

|𝑯(𝒔)|𝟐 = (
(−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2)2

𝜂4𝑞8
+
4Ω2𝜁2(−𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2 − 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
) / (

1

𝜂4𝑞8
(

                    −Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞4 − Ω4𝛽𝑞2 + Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2

                    +Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4 − Ω4 + Ω2𝑞2)2

                    +
4Ω2𝜁2(−Ω2𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝛽𝑞2 + 𝜂2𝜇𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2 + 𝑞2)2

𝑞6𝜇2𝜂4
)

 (A.45) 

 

 



Universidad Tecnológica de la Mixteca  101 

 

 

B. Respuesta en frecuencia  

 

𝐴𝐶3,𝐶4,𝐶6 =
−Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝑞2 + 𝜂2𝑞4 + Ω4 − Ω2𝑞2

𝑞4𝜂2
 (B.1) 

𝐵𝐶3 = −
1

2

𝜇Ω(Ω2 − 𝑞2)

𝜁𝑞3
 (B.2) 

𝐵𝐶4 = −
2𝜁Ω(Ω2𝜇 + Ω2 − 𝑞2)

𝑞3𝜇𝜂2
 (B.3) 

𝐵𝐶6 = −
2Ω𝜁(−𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2 − 𝑞2)

𝑞3𝜇𝜂2
 (B.4) 

𝐶𝐶3,𝐶4,𝐶6 = −
1

𝑞4𝜂2
(−Ω4𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω4𝜂2𝜇𝑞2 + Ω2𝛽𝜂2𝑞4 − Ω4𝜂2𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞4

−Ω4𝛽𝑞2 + Ω2𝜂2𝜇𝑞2 + Ω6 − Ω4𝑞2 + Ω2𝜂2𝑞2 − 𝜂2𝑞4 − Ω4 + Ω2𝑞2)

 (B.5) 

D𝐶3 =
1

2

𝜇Ω(−Ω2𝛽𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2 + 𝑞2)

𝜁𝑞3
 (B.6) 

D𝐶4 =
2𝜁Ω(Ω4𝛽𝜇 + Ω4𝜇 − Ω2𝛽𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2𝜇 − Ω2 + 𝑞2)

𝑞3𝜇𝜂2
 (B.7) 

D𝐶6 =
2Ω𝜁(−Ω2𝛽𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝜂2𝜇𝑞2 − Ω2𝛽𝑞2 + 𝜂2𝜇𝑞2 + Ω4 − Ω2𝑞2 − Ω2 + 𝑞2)

𝑞3𝜇𝜂2
 (B.8) 

 

 

 

 

 

 

 

APÉNDICE   
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C. Puntos fijos extendida  

 

𝑎3 = −
1

2
(𝛽𝜂2𝜇𝑞2 + 2𝜂2𝜇𝑞2 + 2𝜂2𝑞2 + 2𝛽𝑞2 + 4𝑞2 + 2) (C.1) 

𝑏3 = −
1

2
(−2𝛽𝜂2𝜇𝑞4 − 2𝛽𝜂2𝑞4 − 2𝜂2𝜇𝑞4 − 4𝜂2𝑞4 − 2𝛽𝑞4 − 2𝜂2𝜇𝑞2 − 2𝜂2𝑞2

− 2𝑞4 − 4𝑞2) 

(C.2) 

𝑐3 = −
1

2
(2𝛽𝜂2𝑞6 + 2𝜂2𝑞6 + 2𝜂2𝜇𝑞4 + 4𝜂2𝑞4 + 2𝑞4) (C.3) 

𝑑3 = 𝜂
2𝑞6 (C.4) 

�̃�3 = (−2 − 2(𝛽 + 1)𝑞
2) (C.5) 

�̃�3 = 
(ℎ(2𝑞2 + (1 + (𝛽 + 1)𝑞2)2) − 1)

ℎ
 (C.6) 

�̃�3 = 
(−2ℎ𝑞2(1 + (𝛽 + 1)𝑞2) + 2𝑞2)

ℎ
 (C.7) 

�̃�3 = 
ℎ𝑞4 − 𝑞4

ℎ
 (C.8) 

𝑎4 =
−2𝑞2𝜂2(𝛽 + 1)𝜇2 + (−2 + (−2𝛽𝜂2 − 4𝜂2 − 2𝛽 − 2)𝑞2)𝜇 − 2 + (−2𝜂2 − 2𝛽 − 4)𝑞2

2 + (𝛽 + 2)𝜇
 (C.9) 

𝑏4 = 

 
(−4𝛽𝜂2𝜇𝑞4 − 2𝛽𝜂2𝑞4 − 4𝜂2𝜇𝑞4 − 2𝜂2𝜇2𝑞2 − 4𝜂2𝑞4 − 2𝛽𝑞4 − 4𝜂2𝜇𝑞2 − 2𝜂2𝑞2 − 2𝑞4 − 2𝜇𝑞2 − 4𝑞2)

−𝛽𝜇 − 2𝜇 − 2
 

(C.10) 

𝑐4 = 
(2𝛽𝜂2𝑞6 + 2𝜂2𝑞6 + 4𝜂2𝜇𝑞4 + 4𝜂2𝑞4 + 2𝑞4)

−𝛽𝜇 − 2𝜇 − 2
 (C.11) 

𝑑4 = −
2𝜂2𝑞6

−𝛽𝜇 − 2𝜇 − 2
 (C.12) 

�̃�4 =
2(𝜇 + 1 + (𝛽 + 1)𝑞2)𝜆3

−1 + (−𝛽 − 1)𝜇
 (C.13) 

�̃�4 = 
((−2𝑞2(−1 + (−𝛽 − 1)𝜇) + (𝜇 + 1 + (𝛽 + 1)𝑞2)2)ℎ − (−𝜇 − 1)2)

(−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)2ℎ
  (C.14) 

APÉNDICE   
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�̃�4 = 
(−2𝑞2(𝜇 + 1 + (𝛽 + 1)𝑞2)ℎ − 2𝑞2(−𝜇 − 1))

(−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)2ℎ
 (C.15) 

�̃�4 = 
ℎ𝑞4 − 𝑞4

(−1 + (−𝛽 − 1)𝜇)2ℎ
 (C.16) 

𝑎6 = −1 + ((−𝛽𝜇 − 2𝜇 − 1)𝜂
2 − 𝛽 − 2)𝑞2 (C.17) 

𝑏6 =  

((𝜇 ((𝛽 + 1)𝜇 +
1

2
𝛽 + 1)𝜂4 + ((2𝛽 + 2)𝜇 + 𝛽 + 2)𝜂2 + 𝛽 + 1)𝑞2 + 2 + (2𝜇 + 1)𝜂2)𝑞2 

(C.18) 

𝑐6 = −(1 + 𝜇(𝜇 + 1 + (𝛽 + 1)𝑞2)𝜂4 + (2𝜇 + 2 + (𝛽 + 1)𝑞2)𝜂2)𝑞4 (C.19) 

𝑑6 = 𝜂
4𝜇𝑞6 + 𝜂2𝑞6 (C.20) 

�̃�6 = (−2 − 2(𝛽 + 1)(𝜂
2𝜇 + 1)𝑞2) (C.21) 

�̃�6 = 
((−2(−𝜂2𝜇 − 1)𝑞2 + (1 + (𝛽 + 1)(𝜂2𝜇 + 1)𝑞2)2)ℎ − 1)

ℎ
 (C.22) 

�̃�6 = 
(2(−𝜂2𝜇 − 1)𝑞2(1 + (𝛽 + 1)(𝜂2𝜇 + 1)𝑞2)ℎ + 2(𝜂2𝜇 + 1)𝑞2)

ℎ
 (C.23) 

�̃�6 = 
(−𝜂2𝜇 − 1)2𝑞4ℎ − (𝜂2𝜇 + 1)2𝑞4

ℎ
 (C.24) 
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D. Método de Nishihara 

 

IDVA-C3 

ℂ1 =
1

4

(((−8 + (−8𝛽 − 8)𝜇)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2 + 𝜇2𝜂4)𝑞2 − 8𝜁2

𝜁2
 (D.1) 

ℂ2 =
1

4

1

𝜁2
(((4(1 + (𝛽 + 1)𝜇)2𝜂4 + 8(2 + (𝛽 + 1)𝜇)(𝛽 + 1)𝜂2 + 4(𝛽 + 1)2)𝜁2 − 2𝜇2𝜂4(𝛽

    +1))𝑞4 + (((16 + (8𝛽 + 16)𝜇)𝜂2 + 8𝛽 + 16)𝜁2 − 2𝜇2𝜂4)𝑞2 + 4𝜁2 − 4𝜁2(−𝑟2 + 1))

 (D.2) 

ℂ3 =
1

4

1

𝜁2
(((𝛽 + 1)(((−8 + (−8𝛽 − 8)𝜇)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2 + 𝜇2𝜂2(𝛽 + 1))𝜂2𝑞4 + ((−8(1

+(𝛽 + 1)𝜇)(𝜇 + 1)𝜂4 + ((−16𝛽 − 16)𝜇 − 16𝛽 − 32)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2 + 2𝜇2𝜂4(𝛽 + 2))𝑞2

     +(−8 + (−8𝜇 − 8)𝜂2)𝜁2 + 𝜇2𝜂4)𝑞2 − ((−8 + (−8𝜇 − 8)𝜂2)𝜁2 + 𝜇2𝜂4)𝑞2(−𝑟2 + 1))

 (D.3) 

ℂ4 =
1

4

1

𝜁2
(4(𝜂4𝜁2(𝛽 + 1)2𝑞4 −

1

2
((((−8𝛽 − 8)𝜇 − 4𝛽 − 8)𝜂2 − 8𝛽 − 8)𝜁2 + 𝜇2𝜂2(𝛽

   +1))𝜂2𝑞2 + (1 + (𝜇 + 1)2𝜂4 + (2𝜇 + 4)𝜂2)𝜁2 −
1

2
𝜇2𝜂4) 𝑞4 − 4((1 + (𝜇 + 1)2𝜂4 + (2𝜇

   +4)𝜂2)𝜁2 −
1

2
𝜇2𝜂4) 𝑞4(−𝑟2 + 1))

 (D.4) 

ℂ5 =
1

4

1

𝜁2
(−8𝜂2 (𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝑞2 + (1 + (𝜇 + 1)𝜂2)𝜁2 −

1

8
𝜇2𝜂2)𝑞6 − 𝜂2((−8 + (−8𝜇

     −8)𝜂2)𝜁2 + 𝜇2𝜂2)𝑞6(−𝑟2 + 1))

 (D.5) 

ℂ6 = 𝑞8𝜂4𝑟2 (D.6) 

 

IDVA-C4 

ℂ1 =
1

𝜇2
((−2𝜂2(𝛽 + 1)𝜇3 + (−2𝜂2 + 4(𝜁2𝛽 + 𝜁2 −

1

2
) (𝛽 + 1)) 𝜇2 + 8𝜁2(𝛽 + 1)𝜇

          +4𝜁2)𝑞2 − 2𝜇2)

 (D.7) 

APÉNDICE   
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ℂ2 =
1

𝜇2
((𝜂4(𝛽 + 1)2𝜇4 + 2𝜂2(𝛽 + 1)(𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇3 + (𝜂4 + (4𝛽 + 4)𝜂2 + (𝛽 + 1)2)𝜇2

−8𝜁2(𝛽 + 1)2𝜇 − 8𝜁2(𝛽 + 1))𝑞4 + (2𝜂2(𝛽 + 2)𝜇3 + (−8𝜁2𝛽 − 8𝜁2 + 4𝜂2 + 2𝛽 + 4)𝜇2

−8𝜁2(𝛽 + 2)𝜇 − 8𝜁2)𝑞2 + 𝜇2 − 𝜇2(−𝑟2 + 1))

 (D.8) 

ℂ3 =
1

𝜇2
(−2𝑞2((𝛽 + 1)(𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 + 𝜂2(𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇2 − 2𝜁2(𝛽 + 1))𝑞4 + (𝜂4(𝛽 + 1)𝜇4

+(𝜂2(𝛽 + 2) + 2𝛽 + 2)𝜂2𝜇3 + (𝜂4 + (2𝛽 + 4)𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇2 − 8𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 − 4𝜁2(𝛽

+2))𝑞2 + 𝜇3𝜂2 + (−2𝜁2 + 𝜂2 + 1)𝜇2 − 4𝜇𝜁2 − 2𝜁2) + 2𝑞2(𝜇3𝜂2 + (−2𝜁2 + 𝜂2 + 1)𝜇2

−4𝜇𝜁2 − 2𝜁2)(−𝑟2 + 1))

 (D.9) 

ℂ4 =
1

𝜇2
(𝑞4(𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)2𝑞4 + (4𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 + 2(𝜂2(𝛽 + 2) + 2𝛽 + 2)𝜂2𝜇2 − 8𝜁2(𝛽

  +1))𝑞2 + 𝜇4𝜂4 + (2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2 + 1)𝜇2 − 8𝜇𝜁2 − 8𝜁2) − 𝑞4(𝜇4𝜂4 + (2𝜂4

  +2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2 + 1)𝜇2 − 8𝜇𝜁2 − 8𝜁2)(−𝑟2 + 1))

 (D.10) 

ℂ5 =
1

𝜇2
(−2𝑞6(𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)𝑞2 + 𝜇3𝜂4 + (𝜂4 + 𝜂2)𝜇2 − 2𝜁2) + 2(𝜇3𝜂4 + (𝜂4 + 𝜂2)𝜇2

   −2𝜁2)𝑞6(−𝑟2 + 1))

 (D.11) 

ℂ6 = 𝑞8𝜂4𝑟2 (D.12) 

 

IDVA-C6 

ℂ1 =
(−2𝜂2(𝛽 + 1)𝜇3 + (−2𝜂2 − 2𝛽 − 2)𝜇2 + 4𝜁2)𝑞2 − 2𝜇2

𝜇2
 (D.13) 

ℂ2 =
1

𝜇2
((𝜂4(𝛽 + 1)2𝜇4 + 2𝜂2(𝛽 + 1)(𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇3 + (𝜂4 + (4𝛽 + 4)𝜂2 + (𝛽 + 1)2)𝜇2

  −8𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 − 8𝜁2(𝛽 + 1))𝑞4 + (2𝜂2(𝛽 + 2)𝜇3 + (4𝜂2 + 2𝛽 + 4)𝜇2 − 8𝜁2)𝑞2 + 𝜇2

  −𝜇2(−𝑟2 + 1))

 (D.14) 

ℂ3 =
1

𝜇2
(−2((𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 − 2((𝜁2𝛽 + 𝜁2 −

1

2
)𝜂2 −

1

2
𝛽 −

1

2
)𝜂2𝜇2 − 4𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝜇

−2𝜁2(𝛽 + 1))(𝛽 + 1)𝑞4 + (𝜂4(𝛽 + 1)𝜇4 + (𝜂2(𝛽 + 2) + 2𝛽 + 2)𝜂2𝜇3 + (𝜂4 + (2𝛽

+4)𝜂2 + 𝛽 + 1)𝜇2 − 4𝜂2𝜁2(𝛽 + 2)𝜇 − 4𝜁2(𝛽 + 2))𝑞2 + 𝜇3𝜂2 + (𝜂2 + 1)𝜇2 − 2𝜁2)𝑞2

+2(𝜇3𝜂2 + (𝜂2 + 1)𝜇2 − 2𝜁2)𝑞2(−𝑟2 + 1))

 (D.15) 

ℂ4 =
1

𝜇2
((𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)2𝑞4 + (4𝜂4(𝛽 + 1)𝜇3 − 8((𝜁2𝛽 + 𝜁2 −

1

4
𝛽 −

1

2
)𝜂2 −

1

2
𝛽

−
1

2
)𝜂2𝜇2 − 16𝜂2𝜁2(𝛽 + 1)𝜇 − 8𝜁2(𝛽 + 1)) 𝑞2 + 𝜇4𝜂4 + (2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2

+1)𝜇2 − 8𝜇𝜂2𝜁2 − 8𝜁2)𝑞4 − (𝜇4𝜂4 + (2𝜂4 + 2𝜂2)𝜇3 + (𝜂4 + 4𝜂2 + 1)𝜇2 − 8𝜇𝜂2𝜁2

−8𝜁2)𝑞4(−𝑟2 + 1))

 (D.16) 
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ℂ5 =
1

𝜇2
(−2𝑞6(𝜇2𝜂4(𝛽 + 1)𝑞2 + 𝜇3𝜂4 + ((−2𝜁2 + 1)𝜂4 + 𝜂2)𝜇2 − 4𝜇𝜂2𝜁2 − 2𝜁2)

    +2(𝜇3𝜂4 + ((−2𝜁2 + 1)𝜂4 + 𝜂2)𝜇2 − 4𝜇𝜂2𝜁2 − 2𝜁2)𝑞6(−𝑟2 + 1))

 (D.17) 

ℂ6 = 𝑞8𝜂4𝑟2 (D.18) 
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