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Resumen

En el ambito automotriz, el control de vibraciones es esencial para garantizar el confort
y la estabilidad de los vehiculos. Los sistemas de suspension desempefian un papel
crucial al mitigar las vibraciones generadas por las irregularidades del terreno y las
maniobras dinamicas, influyendo directamente en la adherencia de las llantas al suelo,
el comportamiento cinematico del chasis y la experiencia del conductor.
Tradicionalmente, los sistemas de control pasivo como los amortiguadores dinamicos de
vibraciones (DVA) han sido ampliamente utilizadas debido a su disefio simple y alta
confiabilidad, demostrando eficacia en la reduccion de oscilaciones mediante masas

secundarias acopladas a resortes y amortiguadores.

Recientemente, los avances en tecnologia han llevado al desarrollo del inersor, un
elemento mecanico innovador basado en la analogia fuerza-corriente. Este dispositivo
permite modificar las frecuencias naturales del sistema y reducir las amplitudes de
vibracién con una masa fisica minima, ofreciendo un rendimiento de control
significativamente superior al de los sistemas convencionales. En esta investigacion de
tesis, se evalud la implementacién de absorbedores dinamicos de vibracién basados en
inersor (IDVA’s) acoplados a una estructura mediante impedancias mecanicas (Cs, Csy

Ce).

Se emplearon métodos de optimizacion como los puntos fijos extendidos y el criterio de
rendimiento H. para calibrar los parametros fisicos de los dispositivos y comparar su
eficacia en la supresion de vibraciones bajo una fuerza de excitacion de tipo armoénica
aplicada en la base de la estructura. Los resultados destacan la capacidad de los IDVA’s

para mejorar la estabilidad y el aislamiento vibratorio en estructuras mecanicas.
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CAPITULO

1 Introduccion

La vibracién se define como el movimiento oscilante, alternativo u otro movimiento
periddico de un cuerpo o medio rigido o elastico forzado desde una posicion o estado de
equilibrio. Para una estructura, las vibraciones excesivas o indeseables podrian causar
cargas/deformaciones externas, fatiga, incomodidad humana o incluso el colapso de la

estructura.

La reduccion de vibraciones indeseadas en las estructuras es una parte importante del
proceso de diseno, especialmente para aquellas estructuras que pueden estar expuestas
a fuerzas de excitacién externas. Cuando una fuerza de excitacién externa coincide con
la frecuencia natural de la estructura, se produce un fendémeno conocido como
resonancia. Este fenomeno causa un aumento significativo en la amplitud de las
vibraciones del sistema, lo que puede llevar a danos estructurales graves. Para prevenir
estos danos, se implementan diversas técnicas y sistemas de control, conocidos como
sistemas de amortiguamiento. Estos sistemas estan disefados para reducir las
amplitudes de vibracién y proteger la integridad de la estructura. Entre estos, se
encuentran los topes de impacto, que limitan el movimiento excesivo; los
amortiguadores viscosos, que disipan la energia a través de fluidos viscosos; los
absorbedores dinamicos de vibracion (DVA’s), que anaden una masa adicional al sistema
para generar un equilibrio dinamico de fuerzas; los inersores, que utilizan el principio
de inercia para atenuar los movimientos; y los amortiguadores con fluidos inteligentes,

que ajustan sus propiedades en respuesta a las condiciones de vibracion.

Universidad Tecnolégica de la Mixteca 1



Aunque se ha demostrado que los sistemas de control de vibraciones pasivos
convencionales anteriores son eficaces y se aplican ampliamente en la practica, todavia
existen algunas limitaciones inherentes. Por ejemplo, la eficacia del control de DVA
depende en gran medida de la relacion de masas, es decir, la relaciéon entre las masas
fisicas de las estructuras secundarias y primarias. En términos generales, se requiere
una gran masa secundaria para lograr el rendimiento de control deseado. Por tal motivo,
un elemento mecanico de dos terminales propuesto inicialmente por Smith [1] en 2002,
denominado inersor, ha atraido mucho la atenciéon en la ingenieria mecanica y civil
recientemente. El inersor es definido como un dispositivo mecanico que absorbe la
energia cinética por medio de volantes de inercia (discos inerciales) modificando las
frecuencias naturales de los sistemas. Al ser un dispositivo de dos terminales, el inersor
puede constituir redes mecanicas mas efectivas al acoplarse con resortes y
amortiguadores. Ademas, el inersor tiene un importante efecto de amplificacién de
masa, especialmente cuando una de sus terminales esta conectada a tierra. Por lo tanto,
el inersor se puede utilizar para reducir la masa auxiliar de los sistemas de control de

vibraciones convencionales.

1.1 Planteamiento del problema.

Las vibraciones en estructuras son oscilaciones mecanicas que pueden ocurrir en
edificios, puentes, maquinaria industrial y otros sistemas estructurales. Estas
oscilaciones pueden ser inducidas por diversas fuentes, tanto internas como externas, y

pueden tener efectos significativos en la integridad y funcionalidad de la estructura.

Las vibraciones no controladas en estructuras pueden conducir a diversos problemas,
tales como: fatiga del material, resonancia, pérdida del confort, desajuste y desgaste en
equipos industriales. Lo que puede ocasionar el colapso parcial o total de la estructura
o generar danos como fisuras en las vigas, columnas o conexiones, que debilitan la

estructura con el tiempo. Debido a estos problemas se han implementado sistemas de
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amortiguamiento que generan fuerzas que actiian en contra de las fuerzas de excitacion
externa. Por ejemplo, el absorbedor dinamico de vibracién (DVA) que es un dispositivo
mecanico que consta de una masa secundaria que se conecta a una estructura (llamada
estructura primaria) a través de resortes y amortiguadores, ademas, tiene la capacidad
de generar un equilibrio dindmico de fuerzas cuando se acopla a una maquina o
estructura mecanica lo que da como resultado una disminuciéon en su amplitud de

vibracidn.

Posteriormente, se comenzo a utilizar un dispositivo de control inercial en los sistemas
estructurales, conocido como inersor. Los inersores son dispositivos mecanicos con dos
nodos (dos terminales) en los que la fuerza que se les aplica es proporcional a la
aceleracion relativa entre estas terminales. Estos dispositivos han demostrado una
excelente eficiencia en el control de movimientos indeseados en varias areas de la
ingenieria sin agregar una gran cantidad de masa. Una ventaja significativa del inersor
es que puede mejorar la eficacia de los dispositivos de control, como el DVA, reduciendo

sus dimensiones, lo cual es una de sus limitantes de uso.

Recientemente, se han propuesto configuraciones para los inersores que consiste en un
arreglo entre resorte, amortiguador e inersor a lo que denominaron redes o impedancias
mecanicas. Los resultados demuestran que su implementacién en los DVA mejora el

control de las amplitudes de vibracion del sistema [2].

Este trabajo de investigacién de tesis propone implementar estas impedancias a
estructuras mecanicas no amortiguadas de un solo grado de libertad (SDOF) acopladas
al absorbedor dinamico de vibracién tradicional (DVA), bajo efectos de excitacion
armonica en la base. El amortiguador del DVA clasico sera reemplazado por las redes
mecanicas Cs, C4 y Cs como se ilustra en la Figura 1.1 con el propésito de obtener los
parametros optimos de disefio. Con el objetivo de hallar primeramente formulas de
disefio simples, se considera la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) del sistema
principal no amortiguada como la funcién objetivo a ser minimizada, para esto se
aplicara la técnica de los puntos fijos extendida. Posteriormente, se implementara el

criterio de rendimiento H,, para el desarrollo de ecuaciones no lineales que nos lleven a
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las soluciones 6ptimas. Finalmente, con las soluciones encontradas se realizara una
comparativa para determinar cual de las tres redes mecanicas garantiza una mejor

supresion de vibraciones.
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Figura 1.1: Esquema propuesto del Absorbedor dinamico de vibraciéon basado en inersor IDVA
acoplado a una estructura mecanica, donde a, b y ¢ representa las impedancias mecanicas Cs,
Csy Cs respectivamente.

1.2 Justificacion.

La presencia de vibraciones en maquinas y estructuras es un fenémeno comun debido a
la accion de fuerzas externas, como el movimiento de piezas mecanicas, el trafico
vehicular, el viento y las actividades sismicas. Estas vibraciones pueden tener efectos
adversos significativos, especialmente cuando la frecuencia de las fuerzas de excitacion
coincide con las frecuencias naturales del sistema, causando un fenémeno conocido como
resonancia. La resonancia amplifica las vibraciones a niveles descontrolados, lo que
puede provocar danos severos en las maquinas y estructuras, comprometiendo su

integridad y funcionamiento.

Los sistemas de amortiguacién, como los amortiguadores viscosos, absorbedores

dinamicos de vibracion e inersores, desempenan un papel vital en la reduccion de las
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amplitudes de vibraciéon. Estos sistemas disipan la energia, protegiendo los

componentes estructurales, mejorando la seguridad y el rendimiento de las maquinas.

Por tal motivo este trabajo de tesis se ocupa de implementar absorbedores dinamicos de
vibracion basados en inersor (IDVA’s) y obtener parametros 6ptimos de diseno ideales.
Esto con la finalidad de comparar el IDVA con la impedancia mecanica que presente un
mayor rendimiento en la supresion de vibraciones. El disefio ideal no solo preserva la
integridad estructural, sino que también aumentan la seguridad y el confort de los

usuarios, y minimizan los costos de mantenimiento y reparacién a largo plazo.

1.3 Hipétesis
La integracion de las redes mecanicas basadas en inersor en conjunto con el DVA clasico,

producira un sistema absorbedor de vibraciones de alto rendimiento dinamico para el

control de vibraciones de estructuras mecanicas con excitacién en la base.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general

Controlar de forma pasiva las vibraciones en estructuras mecanicas bajo excitacion

armonica en la base, utilizando absorbedores de vibracién basados en inersor.

1.4.2 Objetivos particulares

I.  Obtener el modelo matematico de la estructura con absorbedores de vibracién

basados en inersor utilizando las redes mecanicas Cs, C4y Ce.

II. Aplicar la técnica de los puntos fijos extendida con la finalidad de obtener

parametros éptimos de forma cerrada para el disefio del absorbedor propuesto.
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I1II.

Aplicar el indice de rendimiento H, para obtener de manera numérica las
soluciones 6ptimas, con el propdsito de minimizar las amplitudes de vibracién de

la estructura mecanica sujeta a una excitacién armonica en su base.

IV. Realizar las simulaciones numéricas correspondientes utilizando los parametros
6ptimos calculados a partir de cada criterio de optimizacién.

V. Comparar los resultados obtenidos a partir de las técnicas de optimizacion
empleadas y determinar cual es el disefio con la red mecanica con mejores
resultados.

1.5 Metas
I.  Adquirir conocimiento sobre vibraciones mecanicas y el contexto historico de los
absorbedores dindamicos de vibracion, asi como, también realizar una
investigacion de la implementacion del inersor y sus aplicaciones reales.

II.  Obtencién y desarrollo del modelado matematico del absorbedor dinamico de
vibracion basado en inersor propuesto mediante el formulismo Euler-Lagrange.

III. A partir de la funcién de respuesta en frecuencia del sistema obtener los
parametros 6ptimos de disefio mediante la técnica de los puntos fijos extendida.

IV.  Obtener de forma numérica los parametros 6ptimos del IDVA mediante el criterio
de optimizacién H,.

V. Comparar los resultados mediante las técnicas de optimizacion empleadas.

VI. Determinar cual de las tres redes mecanicas en el absorbedor de vibracion

propuesto ofrece un mayor rendimiento.
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1.6 Alcances y limitantes

1.6.1 Alcances

Se espera que el IDVA que presente mejores resultados junto con sus parametros
optimos pueda ser utilizados en un futuro para la creaciéon de un dispositivo absorbedor
de manera real esperando obtener un comportamiento similar o igual a los presentados

en esta investigacion.

1.6.2 Limitantes
El absorbedor de vibracién dinamico basado en inersor (IDVA) propuesto no tendra una

1mplementacién fisica, inicamente tendra un estudio tedrico.

1.7 Metodologia
Para este trabajo de tesis es necesario seguir una secuencia de pasos que ayuden a tener
un orden en la investigacién. La metodologia a emplear se basa en la investigacién

presentada por Canales [3]. En la Figura 1.2 se muestra el esquema de esta metodologia.

Determinacién Creacién de la Definicién del

Documentaciéon —> del problema hipétesis método

|

\4
Resolucién, Analisis de .,
- iy Redacciéon del
validaciony —>| resultadosy —>| . .
AP . informe final
verificacién conclusiones

Figura 1.2: Metodologia de la investigacién utilizada en este trabajo [3].

A continuacion, se da una descripcion de cada uno de los pasos de la metodologia:
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1. Documentacion: Esta es una etapa fundamental ya que se realiza el proceso de
recopilacion de toda la informacién relevante del tema a abordar. Esta
documentacion sera la base para el desarrollo de un tema de investigacion, de tal
manera que debe contener informacién acerca de los contextos histéricos
relacionados, misma que, sera utilizada para elaborar el estado del arte del tema

de investigacion, asi como el marco tedrico.

Para este trabajo de tesis se investigara sobre los absorbedores dinamicos de
vibracién, inersores y redes mecanicas, asi como su implementacion en el control
pasivo de vibraciones. Ademas, se investiga las técnicas de optimizacién que

seran utilizadas para el disefo del sistema propuesto.

2. Determinacion del problema: Esta etapa es muy importante porque es aqui
donde se define y se describe con precision la cuestion o el desafio especifico que
la investigacion pretende abordar. En este caso en lo particular, se plantea el
problema de vibraciones no deseadas en estructuras por lo tanto se aborda la
Iinvestigacion sobre el control pasivo de vibraciones con absorbedores dinamicos
de vibracién que se basan en inersores al implementar tres redes mecanicas

diferentes.

3. Creacion de la hipotesis: Se define como una idea que puede no ser verdadera,
basada en informaciéon previa. Son posibles soluciones que se expresan como
generalizaciones o proposiciones. Generalmente, la hipdtesis es una suposicién
especifica que el investigador plantea para explicar o predecir como dos o mas
variables estan relacionadas y debe ser probada mediante observacion y analisis.

En este trabajo de tesis la hip6tesis se plantea de la siguiente manera:

La integracion de las redes mecanicas basadas en inersor en conjunto con el DVA
clasico, producira un sistema absorbedor de vibraciones de alto rendimiento
dinamico para el control de vibraciones de estructuras mecanicas con excitacion

en la base.
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4. Definicion del método: Se obtendra el modelo matematico del IDVA propuesto
utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange y la segunda ley de Newton,
posteriormente, haciendo uso del analisis modal y después de un tratamiento
matematico, se obtendra la funcién de respuesta en frecuencia FRF de la
estructura mecanica. Siendo el objetivo la FRF a minimizar, se plantean
problemas de optimizaciéon que se pretenden resolver utilizando la técnica de los

puntos fijos extendida y el indice de rendimiento H,,.

5. Resolucion, validacion y verificacion: La resolucion se refiere a la capacidad
que tiene la técnica a emplear para ofrecer soluciones efectivas, mientras que la
validacion implica el proceso de asegurarse que los modelos o técnicas empleados
sean adecuados y confiables, por dultimo, la verificacion se refiere a la
confirmaciéon y validacion de los resultados obtenidos mediante estos métodos o

técnicas.

Para este trabajo de tesis, se emplea la técnica de los puntos fijos extendida que
por su origen descrito por Den Hartog, los resultados se obtienen mediante un
procedimiento heuristico, sin embargo, al implementar la técnica de rendimiento
H,, se demuestra por medio de métodos numeéricos y tratamiento matematico que

los resultados obtenidos son casi idénticos a los de la técnica de puntos fijos.

6. Analisis de resultados y conclusiones: Una vez que se obtienen los resultados
analiticos o numéricos se realiza una comparacion con los reportados en la
literatura y se plantea si los resultados fueron los esperados segtn la hipétesis.
En caso de que los resultados no cumplan en su totalidad con los objetivos o
metas, se propone una posible solucién y se argumenta los motivos del porque no

fue posible su solucién.

7. Redaccion del informe final: Una vez concluido el proceso de analisis de
Investigacion se procede a redactar el documento de tesis. Es de vital importancia
poder comunicar de manera clara y efectiva los objetivos, métodos, resultados y

conclusiones de estudio para una mejor comprension.
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CAPITULO

2 Estado del arte

2.1 Absorbedores dinamicos de vibracion

En las ultimas décadas se han estudiado y mejorado varios mecanismos y técnicas
para el control de vibraciones en varios campos de la ingenieria. Un método que ha
resultado eficiente es la implementacion de dispositivos mecanicos denominados
absorbedores dinamicos de vibracion (DVA’s por sus siglas en inglés) o amortiguadores
de masas sintonizadas (TMD’s por sus siglas en inglés). Un sistema con DVA clasico se
compone de dos componentes principales: el sistema primario o estructura principal y

el sistema secundario o el absorbedor, como se observa en la Figura 2.1.

DVA DVA
| B oy L= -
I | xl | | xl
! " | ] ‘, ]
F(t)l 'LE;J_(, J' F(t)l 'L +c E:kj
M M
Estructura _D,l _‘x
prinecipal £
K K
. a) b)

Figura 2.1: Absorbedor de vibracién dinamico: a) No amortiguado, b) Amortiguado [56].
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El objetivo principal del absorbedor es disminuir las amplitudes de vibraciéon de la
estructura principal mediante el equilibrio dinamico entre los desplazamientos de la
estructura principal y del absorbedor. Este equilibrio se logra ajustando

estratégicamente los parametros de rigidez y amortiguamiento en el sistema.

El primer absorbedor dinamico de vibracién sin amortiguamiento fue propuesto por
Hermann Frahm [4], [5] quien patentd su invento en 1909 con el objetivo de reducir el
movimiento de balanceo de los barcos y estaba constituido por una masa secundaria y
un resorte conectado entre el sistema principal y la masa secundaria. Dicho invento dio

origen a numerosos estudios en las vibraciones mecanicas. Véase Figura 2.2.

Figura 2.2: El siguiente diagrama muestra un método de aplicacién a la presente invencién de
Hermann Frahm como un barco o similar [4] .

Posteriormente al DVA de H. Frahm se le anadié un amortiguador al sistema secundario
para el cual, en 1928, Ormondroyd y Den Hartog [6] desarrollaron soluciones analiticas
utilizando la técnica de los puntos fijos (FPT por sus siglas en inglés) para el diseno
6ptimo de este nuevo dispositivo. En 1932, Hahnkamm [7] obtuvo por primera vez el
parametro de sintonizaciéon 6ptima del DVA utilizando dicha técnica. Después de eso,
Brock [8] en 1946 derivo la expresiéon de la amortiguacion optima del absorbedor
utilizando esta teoria. Los parametros 6ptimos obtenidos del DVA fueron introducidos

por Den Hartog [9] a través de su libro de texto conocido como “Mechanical Vibration”.

Luego en 2005, Ozer y Royston [10] extendieron esta técnica de los puntos fijos a

sistemas mecanicos de multiples grados de libertad (MDOF por sus siglas en inglés)
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utilizando el teorema de inversion matricial de Sherman-Morrison [11] para la

determinacién de puntos invariantes de sistemas MDOF de cualquier tamano.

Después, Krenk [12] propuso una teoria de ajustes de frecuencias que consiste en
determinar el factor de amortiguamiento 6ptimo del sistema con el objetivo de aplanar
la funcion de respuesta en frecuencia (FRF por sus siglas en inglés) de la estructura
principal. Por otro lado, Asami et al. [13] y Nishihara y Asami [14], [15] utilizaron los
métodos de optimizacién de H,, y H, asi como el teorema de vieta para el desarrollo de
soluciones analiticas de forma cerrada para el disefio 6ptimo del DVA. Adicionalmente
en 2015, Argentini et al. [16] obtuvieron soluciones analiticas para el disefio 6ptimo del
TMD tomando como fuente de excitacién una masa desbalanceada como se observa en

la Figura 2.3.

m
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Figura 2.3: Amortiguador TMD conectado a un sistema primario forzado por un desequilibrio
rotativo [16].

Por otra parte, Ren [17] propuso una modificacién al DVA clasico obteniendo asi un
nuevo dispositivo absorbedor de vibracién. A este dispositivo se le conoce como
absorbedor de vibracién dinamico no tradicional (NDVA, por sus siglas en inglés). En

esta configuraciéon una de las terminales del elemento amortiguador es conectado
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directamente a tierra (estructura base) ver Figura 2.4. Ren [17] y Liu y Liu [18]
propusieron el principio de optimizaciéon del NDVA con el objetivo de reducir la amplitud
maxima de respuesta del sistema principal bajo excitaciéon armoénica. Los resultados
obtenidos con estas investigaciones demostraron que el NDVA es mas efectivo en el

control de vibraciones de la estructura principal en comparacion con el DVA clasico.

Asi mismo, Wong y Cheung [19] calcularon los parametros 6ptimos para el NDVA
utilizando la técnica de los puntos fijos para reducir las amplitudes de vibracién del
sistema primario o estructura principal considerando un movimiento arménico como
fuente de excitacion. Cheung y Wong [20] utilizaron la técnica de los puntos fijos descrita
por Den Hartog para desarrollar los parametros 6ptimos de un NDVA con el propédsito
de minimizar la respuesta de velocidad de vibracién maxima del sistema principal con
excitaciéon armonica en la base. También, Cheung y Wong [21], [22] desarrollaron
soluciones analiticas para el NDVA utilizando las técnicas de optimizaciéon H,, y H, con
el objetivo de minimizar la amplitud maxima de respuesta del sistema primario y

minimizar la energia de vibracién total del sistema en todas las frecuencias,

respectivamente.
DVA NDVA
I m m
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Figura 2.4: Absorbedor de vibracién dinamico: a) Tradicional, b) no tradicional [56].

Recientemente, ha sido introducido un innovador dispositivo mecanico destinado a
mitigar la vibraciéon en los sistemas de suspension de vehiculos conocido como inersor

[1], [23], [24]. Esta novedosa tecnologia representa un avance significativo en el campo
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de la ingenieria automotriz, ofreciendo una soluciéon eficaz para mejorar la estabilidad

y el confort durante la conduccién.

Se ha comprobado que la incorporaciéon del dispositivo inersor mejora tanto la capacidad
de respuesta dinamica como el rango efectivo de frecuencias del DVA cuando se integra
en conjunto con resortes y amortiguadores ya sea en una disposicién en serie o en
paralelo [25]. Es mas, en 2012 Ikago et al. [26] propusieron un nuevo dispositivo para el
control de vibraciones causado por sismos conocido como amortiguador de masas
viscosas sintonizado (TVMD, por sus siglas en inglés). Este dispositivo demostrd ser

mas eficiente en comparacion con los DVA’s convencionales, ver Figuras 2.5-2.7.

- k = k 7 K
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4 2
|_);1'.. L’x:, \_,TJ d]_)_m,-" L)I.I
(a) VD (b) VMD (c) TVMD

Figura 2.5: Sistemas de control de vibraciones con un a) VD (amortiguador viscoso), b) VMD
(amortiguador de masa viscosa), ¢) TVMD (amortiguador de masa viscosa sintonizado) [26].

—

flywheel

Figura 2.6: Amortiguador viscoso (VD) [26]. Figura 2.7: Amortiguador de masa viscosa

(VMD) [26].

Posteriormente, Lazar et al. [27] presentaron una innovadora propuesta destinada a
abordar el desafio del control de vibraciones en estructuras a lo que llamaron

amortiguador de inercia sintonizado (TID, por sus siglas en inglés). En la Figura 2.8 se
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muestra el modelo que utilizaron para un sistema de un solo grado de libertad (GDL)
en donde comparan el sistema utilizando un TMD y un TID. Cabe mencionar que la
propuesta también fue implementada para un sistema de tres-grados de libertad y n-

grados de libertad.

m,

k, =

Figura 2.8: (a) Sistema estructural de 1-GDL; (b) Sistema tradicional amortiguador de masa
sintonizado (TMD); (c) Sistema amortiguador de inercia sintonizado (TID) [27].

Mas tarde, Garrido et al. [28] propusieron un nuevo dispositivo para el control de
vibraciones denominado amortiguador de masas sintonizadas de doble inercia
rotacional (RIDTMD, por sus siglas en inglés). El dispositivo consta de un resorte
conectado en serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor, dicho sistema a su
vez es acoplado a un sistema de un solo grado de libertad (SDOF) como se ilustra en las
figuras 2.9 y 2.10. Los parametros 6ptimos se obtuvieron utilizando un algoritmo de

programacion cuadratica secuencial.
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Figura 2.9: Inersor incorporando un Figura 2.10: Un sistema SDOF
volante de inercia [28]. incorporando un RIDTMD [28].
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Después, Marian y Giaralis [29] aplicaron este método de programaciéon cuadratica
secuencial a una nueva configuraciéon de control de vibracién pasiva a la que llamaron
amortiguador de masa sintonizado basado en inersores (TMDI, por sus siglas en inglés)
para sistemas estructurales excitados por soporte estocastico. E1 método fue aplicado a
sistemas de MDOF, pero una representacion de un sistema SDOF es ilustrado en la
figura 2.11. Luego en 2017, Javidialesaadi y Wierschem [30] extendieron la técnica de
los puntos fijos con el objetivo de optimizar la respuesta de frecuencia del amortiguador
de masas sintonizado de doble inercia rotacional (RIDTMD) pero solo calcularon
soluciones numéricas. Asi mismo, Pietrosanti et al. [31] propusieron tres metodologias
de optimizacion numérica para el disefio éptimo del amortiguador de masa sintonizado
basado en inersor TMDI las cuales se basan en: la minimizacién del desplazamiento
relativo y la aceleracion absoluta de la estructura principal del TMDI, asi como también
en la maximizacion de la relacién entre la energia disipada con el sistema secundario y

la energia total de entrada.
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Figura 2.11: Estructura primaria de un solo grado de libertad (SDOF) que incorpora la

configuracién propuesta TMDI [29].

Por otro lado, Hu y Chen [2] propusieron reemplazar el amortiguador del DVA
tradicional por algunas redes mecanicas basadas en inersor y demostraron que tres de
éstas mejoran el desempeno dinamico de los absorbedores dinamicos de vibracidon
amortiguados basados en inersor (IDVAs). Estas configuraciones de redes son: la

configuracion C3 (la conexién en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador), la
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configuracion C4 (la conexién de un inersor conectado en serie a un arreglo en paralelo
de resorte-amortiguador), la configuracion C6 (la conexién de un resorte conectado en
serie a un arreglo en paralelo de inersor-amortiguador). Para poder obtener las
soluciones numéricas para el disefnio 6ptimo de los IDVAs ellos utilizaron el sistema de
computo numérico de Matlab. Mas tarde, Barredo et al. [32] propusieron la técnica de
puntos fijos extendida. Utilizando esta técnica desarrollaron soluciones de forma
cerrada para el disefio 6ptimo de las impedancias mecanicas Cs, C4y Cs y los resultados

fueron comparados con los que obtuvieron Hu y Chen [2].

2.2 Analogia-introducciéon

Liu et al. [33] mencionan que existen dos métodos de analogia eléctrica-mecanica: la
analogia completa (analogia de admitancia o movilidad) y la analogia incompleta
(analogia de impedancia o directa). La analogia completa es mas ampliamente utilizada
porque puede mantener la correspondencia entre los componentes en serie y en paralelo.
La analogia completa se basa en la analogia fuerza-corriente. El concepto de inersor en

[1] fue inspirado por la analogia completa.

2.3 Analogia fuerza-corriente

Una red mecanica (idealizada) de tipo traslacional consta de elementos mecanicos (como
resortes, masas, amortiguadores y palancas) que estan interconectados de manera
rigida. Es habitual restringir el movimiento para que sea paralelo a un eje fijo y relativo
a un punto de referencia fijo en un marco inercial, llamado suelo. El par de puntos
finales del resorte y el amortiguador se denominan nodos (o terminales). Para la masa,

una terminal es la posicion de su centro de gravedad, mientras que la otra terminal es

el suelo.
F F
RED
- '| MECANICA e
U2 U1

Figura 2.12: Diagrama de cuerpo libre de un elemento mecanico de un puerto con par fuerza-
velocidad (F, v), donde v = vz — v1 [1].
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Un puerto es un par de nodos (o terminales) en un sistema mecanico al que se aplica
una fuerza F igual y opuesta y que experimenta una velocidad relativa wv.

Alternativamente, se puede aplicar una velocidad que resulta en una fuerza.

En la Figura 2.12 se muestra un diagrama de cuerpo libre de una red mecanica de un
puerto (dos terminales) que muestra la convencion de signos por la cual una F positiva
da una fuerza de compresién y una v = vz — v; positiva (vz > v1), corresponde a los nodos
que se mueven juntos. El producto de F y v tiene unidades de potencia [W] y se denomina
par fuerza-velocidad (F, v). En general, no es necesario que ninguno de los nodos en un

puerto esté conectado a tierra.

La analogia fuerza-corriente (a veces denominada movilidad) entre redes eléctricas y

mecanicas se puede observar en la Tabla 2.1 mediante las siguientes correspondencias:

Tabla 2.1: Analogia fuerza-corriente entre un sistema mecanico y eléctrico [1].

Sistema mecanico Equivalencia Sistema eléctrico
Fuerza — Corriente
Velocidad — Voltaje

Tierra mecanica — Tierra eléctrica

Resorte — Inductor
Amortiguador — Resistencia

Energia cinética —_— Energia eléctrica

Energia potencial — Energia magnética
Palanca — Transformador

Velocidad en el punto cero — Potencia en el punto cero

La correspondencia entre la masa-capacitor se omite de la lista anterior porque una
terminal del elemento de masa es una tierra mecanica, lo que significa que la ecuacién
es analoga a la del capacitor, pero no es tan general. A esta correspondencia se le llama

inersor.
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2.4 Inersor

El inersor es un dispositivo mecanico analogo a un condensador (capacitor). Su principal
caracteristica es que puede modificar la frecuencia natural y disminuir la amplitud de
vibracion del sistema al agregar masa aparente al sistema, sin aumentar
considerablemente el peso de las estructuras. Por esta razén, su implementacion en

sistemas de amortiguamiento ha sido investigada en los Gltimos anos [34].

El inersor fue propuesto por el profesor Malcolm C. Smith [1] de la Universidad de
Cambridge y lo define como un dispositivo mecanico de dos terminales y un solo puerto
que tiene la propiedad de que la fuerza aplicada en sus terminales es proporcional a la

aceleracién relativa entre ellas.

v, v

Figura 2.13: Simbolo del inersor [68].

La fuerza que se desarrolla en el inersor es definida como [35].

F = b(i?z - 1.71) ; %) > V1 (2.1)

Donde la constante de proporcionalidad b es la inertancia y esta dada en unidades de

masa (kg).

La energia cinética en un inersor se puede calcular mediante la siguiente expresion:

b
Einersor = E (172 - 171)2 (2.2)
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Durante un largo periodo de tiempo, las personas utilizaron una masa para hacer una
analogia parcial con un condensador, que en realidad es analogo a un condensador
conectado a tierra. Sin embargo, recordando que la fuerza aplicada a sus terminales del
inersor es proporcional a la aceleracion relativa entre ellas, el inersor es el elemento
mecanico “faltante” en la analogia de sistemas mecanicos y eléctricos, siendo analogo a
un capacitor [36], [37]. En la Figura 2.14 se muestra la analogia fuerza-corriente donde

se incluye el elemento inersor con el capacitor.

MECANICO ELECTRICO

F v F oy k| T ey 1
—=e | || ] o= I(S) — ; —l:l.:— E/( v —:l—b- }(5] —3 E

5 11

% = k(v —vy) Resorte ;—r: = %(\‘3 —-1) Inductor
£ F'ooys) =bs | el ol ¥ =cs

L R
A ko] 1
F = pd) Inersor i= C% Capacitor
ar

F F - _ i i _ 9
e L O e S OB

12 Ab

F=¢c(v=v1) Amortiguador i= R%("J -") Resistor

Figura 2.14: Analogia entre resortes, inersores y amortiguadores para redes mecanicas, y los
inductores, capacitores y resistores para redes eléctricas [36].

2.5 Dispositivos inersores clasicos

De acuerdo a la caracteristica esencial del inersor, los investigadores disefiaron y
analizaron diferentes tipos de dispositivos inersores. A continuacién, se muestran

algunos disenos clasicos de los inersores.
1.- Disenio de inersor husillo de bolas.

Mediante un disefio de este tipo, se puede amplificar la masa fisica del volante y se

puede obtener una masa aparente significativa (es decir, inertancia) [38].
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a) Esquema mecanico del inersor husillo ~ b) Implementacién fisica elaborada en el
de bolas [23]. Departamento de ingenieria de la universidad
de Cambridge [23].

Figura 2.15: Diseno de inersor husillo de bolas.

2.- Disefo de inersor pinén-cremallera.

En este diseno la cremallera puede deslizarse dentro de la carcasa e impulsar la rotacion

del volante a través de los pifiones y engranes [38].

Carcasa

A
Termmall | J_

O

]
\lﬂ %C Terminal 2
Cremallera
Vi A

Pifion y engranes  Vglante

b) Implementacién fisica elaborada en el
a) Esquema mecanico de inersor pifdn- Departamento de ingenieria de la
cremallera [38]. universidad de Cambridge [35].

Figura 2.16: Disefio de inersor pifidon-cremallera.

3.- Diseno de inersor hidraulico.

En este disenio el piston en movimiento puede causar una diferencia de presion en dos

lados del motor hidraulico (es decir, Ps y P4) y el fluido pasara a través de las tuberias.
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El fluido podria impulsar la rotacion del motor hidraulico y, por lo tanto, la rotaciéon del

volante.

Manémetro

Volante

Motor hidraulico

Tubo de conexion

Piston Fluido
7
7
—O
Terminal 1 P, > Terminal 2
Cilindro hidraulico
Cilindro ‘
a) Dibujo esquematico del inersor hidraulico [38]. b) Inersor hidraulico desarrollado por Wang

et al [69].

Figura 2.17: Disefio de inersor Hidraulico.

4.- Diseno de inersor de fluido helicoidal.

El inersor de fluido helicoidal utiliza el fluido que fluye a través de un canal externo
para generar inertancia. Cuando el piston se mueve con respecto al cilindro, el fluido
pasara a través de un canal helicoidal externo debido a la diferencia de presiéon entre
las camaras izquierda y derecha. La velocidad del fluido en el canal helicoidal se puede
aumentar mediante la relacién entre el area del cilindro y el area del canal helicoidal

138].

Canal helicoidal

Fluido
y

Piston

O

Terminal 1 Terminal 2

Cilindro
o . ] ) b) Inersor de fluido helicoidal
a) Dibujo esquematico del inersor de fluido desarrollado por Domenico et al. [70].
helicoidal [38].

Figura 2.18: Disefio de inersor de fluido helicoidal.

Universidad Tecnolégica de la Mixteca 23



5.- Diseno de inersor de bomba de engranajes.

Su funcionamiento se basa mediante el piston que desplaza el fluido hidraulico del
cilindro principal a lo largo de los tubos de conexién para provocar la rotacion de la

bomba de engranajes y viceversa.

Amortiguador de resorte Cilindro Piston
X

Barra

Tubo

Engranaje

7 \;‘5}

? v
= -
Motor de bomba N 3
=¥ Engranaje

Figura 2.19: Disefio de inersor de bomba de engranajes [37].

6.- Diseno de inersor Rotacional.

T2 U_} th T
AN A
| (T I| | " | :
\ \J N '\_/I

Volante Cubierta Caja de cambios

Figura 2.20: Modelo mecanico del inersor rotacional [37].

2.6 Redes mecanicas basadas en inersor.

En la actualidad se han estudiado distintos modelos basados en inersores para el control
de vibraciones mecanicas, sin embargo, Hu y Chen [2] propusieron seis configuraciones
para amortiguadores de vibracién dinamicos basados en inersor (IDVA) que consisten
en diferentes disposiciones entre resortes, amortiguador e inersor. A continuacién, se

presentan estas configuraciones:
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Impedancia Disposicion
Ci ——» Inersor-amortiguador conectados en paralelo.
C2 —_ » Inersor-amortiguador conectados en serie.
Cs _____, Resorte-inersor-amortiguador conectados en serie.

Inersor conectado en serie a un arreglo en paralelo de resorte-

amortiguador.
Amortiguador conectado en serie a un arreglo en paralelo de

resorte-inersor.
Resorte conectado en serie a un arreglo en paralelo de

amortiguador- inersor.

T L

Cty ——»
Cs ——»

Ce —

(I

{.., I {.—1 :"' f 6

Figura 2.21: Redes mecanicas basadas en inersor. Donde: b es la inertancia, c el coeficiente de
amortiguamiento y ki la constante de resorte [35], [38].

2.7 Aplicaciones del inersor en sistemas mecanicos.
Los estudios sobre la aplicaciéon de dispositivos inersores se han llevado a cabo
ampliamente en varias areas de la ingenieria, sin embargo, a continuacion, se presentan

las mas significativas.
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1. La primera aplicacion real se realizé6 en un sistema de suspensién en autos de
carreras de formula 1. La universidad de Cambridge present6 la patente con la empresa
McLaren y después de un rapido proceso de desarrollo, el piloto Kimi Raikkonen condujo
el McLaren MP4-20 utilizando en la suspension el inersor por primera vez, llevandolo
asi a la victoria. Para mantener la tecnologia en secreto ante sus competidores se

invent6 un senuelo llamado “J-damper” [23].

Figura 2.22: Kimi Raikkonen en el gran premio de Espafia 2005 conduciendo el McLaren MP4-
20 que lo llevo a la victoria con ayuda del inersor. Foto de LAT Photographic [23].

2. Evangelou et al. [39], [40] estudiaron, computacionalmente, un dispositivo inersor en
amortiguadores de direccién en motocicletas de alto rendimiento. El estudio se basa en
simulaciones por ordenador, en donde utilizan un modelo de motocicleta de ultima

generacion cuyo conjunto de parametros se basa en una deportiva Suzuki GSX-R1000.

La investigacion ha demostrado que los amortiguadores con elemento inersor, a

diferencia de los comunes, son eficaces para combatir fenémenos de inestabilidad.
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Desplazamiento vertical (m)
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Desplazamiento longitudinal (m)

Figura 2.23: Esquema a escala de la motocicleta y su piloto en vista lateral. El modelo de
motocicleta-conductor muestra la disposicion de la maquina con cada una de las masas
representadas como un circulo sombreado a escala proporcional [39].

3. Wang et al. [41] y Wang et al. [42] utilizaron un elemento inersor para mejorar el
rendimiento de los sistemas de suspension de los trenes. Los resultados indican mejoras
de hasta un 12% con el uso del inersor en comparacién con suspensiones unicamente
con resortes y amortiguadores. El inersor que se utiliz6 fue un inersor de husillo de bolas
y se construyd una plataforma de prueba impulsada por un motor para verificar las

propiedades de este modelo.

Volante ( interior ) Cojinete Tuereca Servo motor Inersor husillo de bolas

a) Modelo de inersor husillo de bolas [42]. b) Plataforma experimental [42].

Figura 2.24: Aplicacion del inersor husillo de bolas en sistemas de suspension de trenes.

4. Zhang et al. [43] desarrollaron un amortiguador de corrientes parasitas (ECD, por

sus siglas en inglés) a gran escala con un rendimiento mejorado para aplicaciones
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estructurales. El ECD consta de un rotor conductor, un estator con imanes permanentes
y un conjunto de husillos de bolas que convierte los movimientos lineales a través del
amortiguador en rotaciones del rotor. Se han implementado cuatro ECD giratorios con
fuerzas de amortiguaciéon maximas de hasta 500 kN cada uno en el puente de vidrio del
gran canén de Zhangjiajie en china, como se muestra en la Figura 2.25 a) los
amortiguadores fueron fijados entre la viga y el estribo para controlar la vibraciéon
longitudinal del puente debido a cargas sismicas y cargas peatonales, como se 1lustra en

la Figura 2.25 b).

'V A’Wﬁ pPEw e

a) Vista panordmica del puente [43]. b) ECD giratorio fijado entre la viga y el pilar [43].

Figura 2.25: Puente de cristal del gran cafién de Zhangjiajie y uno de los ECD giratorios a gran
escala.
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CAPITULO

3 Marco teorico

3.1 Elementos de un sistema vibratorio

Los elementos que constituyen un sistema vibratorio se ilustran en la Figura 3.1. Se
puede decir que un sistema determinado consta de una masa, un resorte y un
amortiguador. La energia puede almacenarse en la masa y el resorte y disiparse en el

amortiguador en forma de calor.

Fuerza de
excitacion F(t)

Desplazamiento

X

Figura 3.1: Elementos de un sistema vibratorio [45].

3.1.1 Elemento resorte

Un resorte es un componente mecanico, el cual en la mayoria de las aplicaciones se
supone que tiene masa y amortiguamiento insignificantes. El tipo de resorte mas comun
es el resorte helicoidal. La fuerza de resorte existe solo si hay un desplazamiento relativo

entre los dos extremos del resorte [44], [45]. Un resorte lineal es aquel que obedece la
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ley de Hooke, es decir, la fuerza del resorte es proporcional a la deformacién del resorte

y se escribe como:

F =kx (3.1)
Donde k es una constante, conocida como constante de resorte y x el desplazamiento. La
constante de resorte k siempre es positiva e indica la fuerza (positiva o negativa)
requerida para producir una deflexién unitaria (alargamiento o reducciéon de longitud)

en el resorte.

El trabajo realizado al deformar un resorte se trasforma en energia potencial, es decir,

la energia de deformacion almacenada en el resorte y esta dado por:

1

Donde U es el trabajo realizado.

3.1.2 Elemento amortiguador

El mecanismo mediante el cual la energia vibratoria se convierte gradualmente en calor
o sonido se conoce como amortiguamiento. Se supone que un amortiguador no tiene
masa ni elasticidad y que la fuerza del amortiguador existe solo si hay una velocidad
relativa entre los dos extremos del amortiguador. El amortiguamiento viscoso es el
mecanismo mas utilizado en analisis de vibraciéon. Cuando un sistema mecanico vibra
en un medio fluido como aire, gas, agua o aceite, la resistencia ofrecida por el fluido en
el cuerpo en movimiento hace que se disipe la energia [44]. Se toma como ejemplo un
amortiguador lineal en donde un fluido viscoso fluye a través de una ranura o alrededor
de un pistén en un cilindro, se dice que, la fuerza de amortiguacién generada es
proporcional a la velocidad relativa entre las terminales del amortiguador [46] y se

puede expresar como:

F=c(x, — %) (3.3)
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Donde la constante de proporcionalidad denotada por ¢ se llama coeficiente de
amortiguamiento y tiene unidades de N*s/m y x representa la velocidad relativa de las

terminales del amortiguador.

3.1.3 Elemento de masa o inercia

El elemento masa es el componente del sistema que representa la cantidad de materia
y su resistencia a la aceleracion cuando se aplican fuerzas. Ademas, es un cuerpo rigido
que puede ganar o perder energia cinética siempre que cambia su velocidad. De acuerdo
con la segunda ley de movimiento de Newton, el producto de la masa y su aceleraciéon

son iguales a la fuerza aplicada a la masa y se describe como:

F = m¥ (3.4)

Donde m representa la masa y X la aceleracion [44], [46].

El trabajo realizado sobre una masa se almacena como energia cinética por lo tanto la

energia cinética de la masa m esta dada por:

T = % mx? (3.5)

3.2 Sistema con excitacion armonica

Las vibraciones forzadas de un sistema se presentan cuando se realizan trabajos en el
sistema mientras ocurren vibraciones. Algunos ejemplos de vibracién forzada incluyen
el movimiento del suelo durante un terremoto, el movimiento causado por maquinaria
alternativa desequilibrada o el movimiento del suelo impartido a un vehiculo cuando

sus ruedas atraviesan el contorno de la carretera [47].

La forma estandar de la ecuacion diferencial que gobierna cualquier sistema lineal para

vibraciones forzadas se conoce como:

MegX + CogX + Kegx = Fpq(t) (3.6)
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La funcién F,,(t) es la entrada, funcién de conduccioén o funcién forzada del sistema. La
salida o respuesta del sistema sera la solucién a la ecuacion diferencial bajo condiciones
iniciales. Donde m,, es la masa equivalente, ¢, es el coeficiente de amortiguamiento

equivalente y k., es la rigidez equivalente del sistema [48].

Cuando el movimiento se repite después de intervalos de tiempo iguales, se llama
movimiento periédico. El tipo mas comin de movimiento periédico es el movimiento
armonico. Cuando la aceleracion es directamente proporcional al desplazamiento se dice

que es un movimiento arménico simple y la fuerza de excitacién armoénica simple F,; es

la fuerza externa mas comun que actua en el sistema [44].

Si se considera una fuerza de excitaciéon armoénica compleja, la vibracién forzada se

escribe como:

Foq = Fpe'®t (3.7)

Donde F, representa la amplitud de excitacién y o la frecuencia de excitacion externa.

Para este trabajo de investigacion de tesis se estudia la respuesta de un sistema
sometido al movimiento de excitaciéon armonica en la base. En ocasiones la base o
soporte de un sistema de resorte-masa-amortiguador experimenta movimiento
armonico, como se muestra en la Figura 3.2. Donde y(t) es el desplazamiento de la base
y x(t) el desplazamiento de la masa con respecto a su posicién de equilibrio estatico en

el tiempo t.

m

Ty
k |== ¢ y(t) = Y sen wt

Base

Figura 3.2: Excitacién armoénica en la base [44].

Universidad Tecnolégica de la Mixteca 32



3.3 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de FEuler-Lagrange se utilizan para obtener las ecuaciones de
movimiento de un sistema mecanico, utilizando un analisis de energias. Para esto se
considera principalmente las coordenadas generalizadas del sistema a analizar ya que
estas definen la cantidad de ecuaciones resultantes que es igual a los grados de libertad

del sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se definen mediante el principio extendido de
Hamilton en donde se obtienen las ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico a
partir de su energia cinética, energia potencial y el trabajo virtual debido a fuerzas no
conservativas. De manera general, el principio de Hamilton establece que la evolucion
de un sistema fisico se determina por medio de un principio variacional el cual se basa
en una funcion llamada lagrangeano (L), dicha funcién contine informacién sobre las

variables del sistema y las fuerzas que acttian sobre él [49].
El lagrangiano L de un sistema se define por:

L=T-U (3.8)
Donde T es la energia cinética y U es la energia potencial del sistema. El lagrangiano L

en forma general es una funciéon de q, , 4, (x = 1,2, ...,n) y del tiempo ¢ o bien

L=1L(qx,qx.t) (3.9)

donde g, son las coordenadas generalizadas.

Para un sistema conservativo en donde no se disipa energia, las ecuaciones de Euler-

Lagrange son:

d (0L oL
- (—) - —=0 donde x=1,2,.... N (3.10)
dt \0q, 0q,

Sin embargo, para sistemas no conservativos en donde la energia total del sistema
disminuye con el tiempo debido a la presencia de fuerzas disipativas como fricciéon o

amortiguamiento, se utiliza el principio de disipaciéon de Rayleigh.

Universidad Tecnolégica de la Mixteca 33



3.3.1 Funcion de disipacion de Rayleigh

En los sistemas no conservativos como los sistemas amortiguados la energia tiende a
disiparse comunmente en forma de calor. Rayleigh desarrollo una funcion de disipacion
D de la que puede derivarse la fuerza del amortiguamiento. Suponiendo que el sistema
involucra r amortiguadores viscosos, la funcién de disipacién de Rayleigh se define

mediante:

1, . .
D=3 (b8, +b,8,° + -+ b,8,7) (3.11)

Donde b; es el coeficiente del i-ésimo amortiguador viscoso y §; es la diferencia de

velocidad a través del i-ésimo amortiguador viscoso [50]. Asi pues, §; se puede expresar

como funcion de las velocidades generalizadas g,.

Mediante el uso de la funcién de disipacién de Rayleigh, las ecuaciones de Lagrange

para los sistemas no conservativos se convierten en:

=0 donde x=12,.... n (3.12)

Il
=
N

d ((’)L) oL N aD
dt \0q,/ 0q, 0qy

3.4 Transformada de Laplace

El método de la transformada de Laplace es una técnica util para resolver ecuaciones
diferenciales lineales que no cambian con el tiempo. Su principal ventaja es que la
diferenciaciéon de la funcién del tiempo corresponde a la multiplicaciéon de la
transformada por una variable compleja s. Esto transforma las ecuaciones diferenciales
en ecuaciones algebraicas en s, lo cual es mas facil de manejar. Ademas, al usar la
transformada de Laplace, se incluyen automaticamente las condiciones iniciales y se
pueden obtener al mismo tiempo tanto la solucién particular como la soluciéon

homogénea de la ecuacion [50].

La transformada de Laplace esta dada por:
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LIfF®] =F(s) = fooe‘“ dt[f(0)] = foof(t)e_“ dt (3.13)

0

Donde:
f(t) = una funcién del tiempo tal que f(t) = 0 para todo t < 0.

s = una variable compleja.

L = un simbolo operacional que indica que la cantidad a la que antecede se va a
transformar por la integral de Laplace.

F(s) = transformada de Laplace de f(t).

3.4.1 Trasformada de derivadas

Mientras se aplican las transformadas de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales, tenemos que utilizar transformadas de Laplace de derivadas de varios
ordenes de una funcién. Para este trabajo de investigacion de tesis la aplicacion de la
transformada de Laplace de derivadas es indispensable para obtener la solucion de las

ecuaciones de movimiento que se analizaran en este trabajo.

La transformada de Laplace de la primera derivada se define como:

d
L [E f(t)] = sF(s) — f(0) (3.14)
Donde f(0) es el valor inicial de f(t) evaluada en t = 0.

La trasformada de Laplace de la derivada enésima de f(t) se puede hallar como:

[

= L[f™] = s"F(s) — s"71f(0) — s 2fW(0) — - — sf @ (0) (3.15)

n
Donde f™ se utiliza para denotar la derivada enésima de f,Z—tf [44].

n

3.4.2 Funcidén de transferencia

El método de la funcién de transferencia, que se basa en las transformadas de Laplace,
es ampliamente utilizado en el campo del control para formular y resolver problemas
dinamicos. También se aplica en la soluciéon de problemas de vibraciéon forzada. La

funciéon de transferencia permite relacionar la entrada de un sistema con su salida,
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facilitando la separacion del sistema en tres componentes distintos: entrada, sistema y
salida. Esto es una ventaja significativa frente a las ecuaciones diferenciales, donde

separar estos tres aspectos resulta mas complicado [51].

Por definicién, la funcién de transferencia G(s) de un sistema de ecuaciones lineales,
invariantes en el tiempo, se define como la relacién de la transformada de Laplace de
salida (funcién de respuesta) y la transformada de Laplace de entrada (funcién de

excitacion) bajo la suposiciéon que todas las condiciones iniciales sean cero [50].

Considere a manera de ejemplo el siguiente sistema lineal definido por la ecuacion

diferencial:

aox™ + a;x™ D + o+ a1 % + apx = bgp™ + bip™ Y + o+ by p+byp  (3.16)
Donde x es la salida del sistema y p la entrada con (n>m).
La funcién de transferencia de este sistema se obtiene aplicando la transformada de
Laplace a ambos lados de la ecuacion 3.16, bajo la suposiciéon de condiciones iniciales
cero. Por lo tanto, se obtiene:

L[Salida]  X(s) _ bes™ +b;s™ 4+ by_y5+ by

= = (3.17)
L[Entrada]l  P(s) aps™ +a;s™ 1+ -+ a, 15+ a,

G(s) =

El objetivo de obtener la funcién de transferencia es analizar si el sistema es estable o

no lo es.

3.4.3 Funcion de respuesta en frecuencia (FRF)

En un sistema lineal en estado estable, cuando se aplica una entrada sinusoidal o
armonica, la respuesta del sistema sera también sinusoidal y armoénica con la misma
frecuencia. Sin embargo, la respuesta diferira en amplitud y en angulo de fase en
comparaciéon con la entrada, y estas diferencias dependen de la frecuencia. Cualquier
onda sinusoidal puede ser representada por un numero complejo llamado fasor. La
magnitud del nimero complejo representa la amplitud de la onda sinusoidal, y el angulo

del nimero complejo representa el angulo de fase de la onda sinusoidal [51].

Por ejemplo, el fasor de una entrada M; sen(wt + ¢,) puede ser escrito en su forma polar

como M; e!®i_ donde la frecuencia » se considera implicita. Dado que un sistema puede
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causar cambios en la amplitud y el Angulo de fase, se puede representar el sistema como
un numero complejo o una funciéon. De esta manera, el fasor de salida se obtiene

multiplicando el fasor de entrada por la funcién que representa el sistema.

M; (@)e®l?) ——— M (w)ehl) s M ()e®()

x(t)
/#\MU = MM,
I
|

x(f) = M, cos (wf + ¢,) = M (w)e'®!®)

-
|

. ®;
fit) = M, cos (wl + ;) = M(w)e'®() Entrada Salida

a) b)

Figura 3.3: Funcién de respuesta en frecuencia. a) Sistema fisico de un sistema resorte-masa-
amortiguador, b) Diagrama de bloques entrada-salida [44].

La Figura 3.3 representa un ejemplo de la respuesta en frecuencia del sistema clasico.
En donde M,(w)e'?s(®) representa la funcién de respuesta en frecuencia en el diagrama
de bloques. Por conveniencia de notacién, en ocasiones la funcién de respuesta en
frecuencia se llama funcién de transferencia de frecuencia, indicado como T (iw) de modo

que:

T(iw) = My(w)e®s(®) (3.18)
La funcién de transferencia de frecuencia T(iw), se puede obtener sustituyendo s = iw

en la funcién de transferencia general T(s).

3.5 Analisis dimensional

El analisis dimensional indica que toda ecuacion debe ser dimensionalmente igual en
ambos lados de la igualdad, es decir; las unidades deben ser las mismas. Su importancia
se basa en dos razones principales. Primero, ayuda a identificar el nimero minimo de
variables que gobiernan un problema especifico, reduciendo las variables fisicas

originales a un conjunto menor de parametros adimensionales. Esto racionaliza la
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experimentacion al determinar cuales parametros son realmente relevantes en un
proceso dado. Segundo, permite saber con precisiéon cuando una variable es significativa
o no en un problema. Como las nuevas variables son nuimeros adimensionales, es
suficiente determinar si alguno de esos nimeros es siempre muy pequeno, muy grande
o aproximadamente constante para concluir que dicha variable no tiene una influencia

significativa en el proceso [52].

Las dimensiones de las cantidades fisicas involucradas en un sistema fisico (mecanico)
se dan en términos de tres dimensiones elementales como son: longitud L, masa M y
tiempo T, que tienen unidades de metro, kilogramo y segundos respectivamente. La
dimension fisica de magnitudes fisicas como la velocidad, fuerza, la aceleracion, entre
muchas otras, quedan en términos de las fundamentales. En la Tabla 3.1, se enlistan

algunas de las magnitudes fisicas derivas mas usuales.

Tabla 3.1: Magnitudes fisicas derivadas del SI [53].

Magnitud fisica Simbolo Dimension fisica Abreviatura
. longitud L
Velocidad [v] —_— LT~
tiempo
. longitud 5
Aceleracion [a] TS LT~
(tiempo)
. masa 4
Densidad (o] (longitud)? ML
masa * longitud
Fuerza [v] : MLT™?
(tiempo)?
masas * longitud?
Trabajo (W] * ong MI2T2
(tiempo)?
) _ masa
Amortiguamiento [c] . MT™1
tiempo
o masa L,
Rigidez (k] (tiempo)? MT
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3.5.1 Teorema II de Buckingham

El teorema II de Buckingham es un teorema clave en el analisis dimensional y es una
formalizacion del método de analisis dimensional de Rayleigh. Buckingham formul6 un
teorema, que establece que el nimero de cantidades Il que quedan después de realizar
un analisis dimensional es igual a la diferencia entre el nimero de cantidades que
entran en el problema y el nimero maximo de estas que son dimensionalmente
independientes. El1 nimero maximo de cantidades dimensionalmente independientes
siempre sera igual o menor que el nimero de dimensiones fundamentales necesarias

para escribir todas las ecuaciones dimensionales [54].

Teorema 1 si (q1,93, --,9,) son n variables fisicas involucradas en un problema

particular y si existen entre éstas una relacion funcional de la forma:

f(q1,92) .+, qn) =0 (3.19)
Entonces, las n variables siempre se pueden combinar para formar exactamente (n — j)
variables adimensionales independientes, donde j es el rango de la matriz adimensional

[53].

Cada variable adimensional es llamada un ntiimero II o factor adimensional. El simbolo
IT es usado porque las variables adimensionales se pueden escribir como un producto de
las variables q;,q3, ..., g, elevadas a alguna potencia. Asi, la ecuacion (3.19) se puede

escribir como la relacién funcional:

¢(H1, Hz, HTl—T') = 0 (3.20)
La ecuacion que permite calcular estos II; es:
j
;= Vp; | | V&, con i=12,..,n—]. (3.21)
k=1

Donde V, son las variables fisicas relevantes en el problema y Vy son las variables
dinamicas que hacen que las veces de variables fundamentales (variables repetidas) y
los a;, se escogen de manera tal que I1; sea adimensional. Finalmente se puede establecer

una relacion entre los I1; de la forma:
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I, = f(My, O3, ... ) (3.22)
La forma arbitraria de escoger las variables repetidas lleva a diferentes conjuntos de
factores adimensionales; sin embargo, en cada caso (n —j) son independientes y en

palabras del algebra lineal, forman un conjunto completo.

La ecuacion (3.21) provee un procedimiento formal de calcular los factores
adimensionales (generar los IT’s) de cualquier problema. Este procedimiento es conocido
como el método de repeticion de variables y fue publicado inicialmente por el cientifico
ruso Dimitri Riabouchinski en 1911 y un afno después lo hizo popular Edgar
Buckingham [53]. Basicamente el método consiste en seis pasos para obtener los

parametros adimensionales y son los siguientes:

I.  Elaborar un listado con las variables significativas implicadas en el problema.
II. Calcular la expresiéon dimensional equivalente de cada una de las variables
obtenidas en el punto I.
III. Determinar las dimensiones fundamentales usadas en las variables del
problema.
IV. Determinar el nimero de parametros adimensionales independientes en los que
se pueden agrupar las variables del problema mediante el teorema de II.
V. Generar los parametros adimensionales.

VI. Comprobar que cada parametro adimensional obtenido no tenga dimensiones.

3.6 Teorema de vieta

Las formulas de vieta relacionan las raices de un polinomio moénico con los coeficientes
de este. Especificamente, si el polinomio es de grado n sus coeficientes son los polinomios

simétricos elementales de sus raices.

Cuando se trata de situaciones relacionadas a las raices de un polinomio es comun tratar
de pensar en factorizaciones que permitan obtener cada una de las raices del polinomio

en cuestién, sin embargo, no siempre se tiene una factorizacién que haga que este
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trabajo sea sencillo. Las formulas de vieta permiten obtener informacion acerca de las

raices de un polinomio al observar sus coeficientes [55].

Para emplear las formulas de vieta se considera una ecuaciéon moénica (a, = 1) de la

forma:

apx™ + ap_x" 1+ +axt+a,=0 (3.23)
La ecuacién contine n raices xq, X5, ...., X, [56], [57].Estas raices pueden encontrarse en

base a los términos a,, a4, a, ...., a,_, independientes del polinomio.

Generalizando las soluciones de la ecuaciéon (3.23) y relacionandolas con los términos

independientes se tiene:

Ao = — (X1 + -+ xy) (3.24)
ap—2 = (x1x2 + et xx, +xx3 + 00+ xn_lxn) (325)
an—j = (_1)1 Z xil xl-z xl-j (326)

ao = (_1)77. X1X2 Xy (327)

Para el caso de una ecuacién cuartica, es decir, con n = 4.
x*+asxd+ax*+ax+ag=0 (3.28)
Los coeficientes de la ecuacion (3.28) se pueden expresar en términos de las sumas y

productos de sus raices x;, x5, X3, X, las cuales se determinan como:

az; = —(x1 + x5 +x3+x4) (3.29)
Ay = (X1Xy + X1X3 + X1X4 + XpX3 + XpX4 + X3X4) (3.30)
Ay = —(X1X3X3 + X1 XX4 + X1X3X4 + XpX3X,) (3.31)
Ay = X1X2X3X4 (3.32)
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Para los absorbedores de vibracion dinamicos basados en inersor (IDVA’s), Barredo et
al. [32] propusieron una nueva metodologia basandose en las férmulas de vieta para la
obtencion de los parametros 6ptimos de los absorbedores de vibraciéon dinamicos basados

en 1nersor.

3.7 Matriz Jacobiana

El jacobiano debe su nombre al matematico aleman Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-
1851). Aunque el matematico francés Cauchy fue el primero en emplear estos
determinantes especiales que implican derivadas parciales, Jacobi los convirtié6 en un

método para evaluar integrales multiples [58].
Definicién 1  El jacobiano de la transformacién T en R3 dada por:

x=fuv,w) y=guv,w) y z=h(uvw) es[58]:

rdx  Ox 0x7
o ) Ju Ju Jw
XYz dy Jdy Ody
x,y,z)= ——=—=|2 2L L (3.33
J (xy.2) o(u,v,w) ou ou oJw )
dz 0z 0z
Ldu Jdu owd

Por lo tanto, la matriz jacobiana esta formada por las derivadas parciales de primer
orden de una funcién y puede emplearse para aproximar linealmente a dicha funcién en

un punto.

Entendido el concepto del determinante jacobiano para una funcién vectorial.

Supdngase que:
fiR* - R™
La cual es una funcién cuyas derivadas parciales de primer orden existen en todo R" y

denotando fi, f5, ..., fm @ sus componentes escalares. Se define la matriz jacobiana de f

en un punto x € R" como:
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_S—Q(x) :—i(x) ng:l(x)_
afs ofy ofy Vfi(x)
Jr (x) = a_a];(x) a_»l:z(x) i(x) = ls ] (3.34)
T, Vfm()
i (%) o1, (x) .. 3%, (x)_

Donde Vf; es el gradiente de la i-ésima componente escalar [59].

Las matrices jacobianas generalmente ayudan a determinar un punto especifico en un
plano para encontrar la posicion y tendran tantas filas como funciones escales
(fi, f2) - fm) tenga la funcién, ademas, el nimero de columnas coincidira con el nimero

de variables (xq, x5, ..., X5,).

3.8 Optimizacion

La optimizacién se define como el proceso para encontrar las condiciones que dan la

respuesta maxima o minima de una funcién y se clasifican en lineales y no lineales.
Un problema de optimizacidon esta compuesto de los siguientes elementos [60]:

e Un conjunto de restricciones.

e Un conjunto de soluciones factibles, el cual contiene todas las posibles
combinaciones de valores de variables independientes que satisfacen las
restricciones anteriores.

e Una funcién objetivo, que vincula las soluciones factibles con el performance del

sistema.

Teorema 2 Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un valor

maximo y un valor minimo en ese intervalo [61].

A manera de ejemplo, considérese una funcion f(x) tal y como se muestra en la Figura
3.4, aqui el punto p corresponde al valor minimo de f(x), para la misma funcién, pero

negativa, el punto p corresponde al valor maximo. Por lo tanto, la optimizacién puede
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ser interpretada como una metodologia de minimizaciéon dado que se puede determinar

el punto maximo de una funcién, buscando el punto minimo de la misma expresion

negativa.
fix)
f f(x)
Minime de F(x)
P
i
; -
0 :
i
- - . - S
;" - ‘\\
’-ff Mdximo de —f(x)
PAnies

Figura 3.4: Minimo y maximo de una funcién [34].

En problemas de optimizacion, es importante conocer las primeras y segundas derivadas

de la funcién objetivo [56], [61].

Primera derivada
e Proporciona una trayectoria de maxima inclinacion de la funcién objetivo.
e Indica si se ha alcanzado la trayectoria 6ptima.

Segunda derivada

e Indicara si es un maximo cuando f"'(x) es negativa o un minimo cuando f"(x) es
positiva.

3.9 Técnica de los puntos fijos (TPF)

Esta metodologia fue descrita por Den Hartog [9] y consiste principalmente en

minimizar la amplitud maxima de la respuesta adimensional de un sistema mecanico.
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La técnica de los puntos fijos se basa en un método de calibraciéon de frecuencias que
analiza dos estados de operacion limite del absorbedor. Estos estados de operacion limite
se presentan cuando el amortiguamiento del sistema es cero ({ =0) y cuando el
amortiguamiento tiende a infinito ({ = ). En estas condiciones especificas, se generan
los denominados puntos fijos o puntos invariantes como se ilustra en la Figura 3.5.
Estos puntos tienen la particularidad de ser independientes del factor de
amortiguamiento, lo que significa que su posicién no varia, sin importar el nivel de

amortiguamiento presente en el sistema.

Este enfoque es esencial para entender y predecir el comportamiento del sistema bajo

diferentes condiciones operativas.

H(Q)

Figura 3.5: Puntos fijos P y Q cuando el amortiguamiento es cero e infinito de un DVA clésico
[56].

Definicion 3 Todas las curvas pasan a través de los puntos fijos y son independientes

del amortiguamiento [9].

En la Figura 3.6 se ejemplifica la definicion 3 en donde se muestra el comportamiento

de un absorbedor de vibracién no tradicional (NDVA) cuando la relacién de
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amortiguamiento toma valores arbitrarios incluyendo las dos condiciones

fundamentales de operacion del DVA, considerando como puntos fijos a P; y P,.

10 .
—(=cero
—=0.1
8t (=0.2 1
— =03
= | —{=0.4 1
N {=0.5
= ——(=infinito
=)
=1 4

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 3.6: FRF de la estructura primaria para diferentes valores de amortiguamiento [71].

Nota A manera de resumen, la técnica de optimizacion de los puntos fijos se basa en
dos condiciones limite de operacion, cuando el amortiguamiento es cero y cuando tiende
a infinito, para los cuales las amplitudes de vibracion del sistema (masa principal) son
iguales. La aplicacion de la técnica de los puntos fijos produce como resultado una serie
de ecuaciones simples de forma cerrada. Estas ecuaciones serviran para el disefio optimo
del DVA para el control de vibraciones no deseadas y poder minimizar la curva de
respuesta localizada entre los puntos fijos Py Q. Por lo tanto, la aplicacién de la técnica
de los puntos fijos es equivalente a resolver de forma analitica un conjunto de ecuaciones

no lineales.

3.10 Técnica de los puntos fijos extendida (TPFE)

La técnica de los puntos fijos extendida fue propuesta por Barredo et al. [32] y se trata
de una generalizacion de la teoria de Den Hartog, donde se desarrollan nuevas
soluciones de forma cerrada para el diseno éptimo de absorbedores de vibracién

dinamicos basados en inersor. Los resultados de esta técnica mostraron resultados
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similares a la técnica de optimizacién H,, por tal motivo la técnica de los puntos fijos

extendida presenta una alternativa mas simple para el disefio de los IDVA’s.

Esta técnica consiste en modificar los puntos invariantes del sistema, obteniendo
variables 6ptimas relacionadas con la respuesta del sistema R(s) y su norma euclidiana

||H|| y se expresa como:

R(s) = ||H|| (3.36)
A manera de ejemplo y para comprender mejor esta metodologia de los puntos fijos

extendida se presenta el siguiente sistema mecanico de la Figura 3.7.

Estructura principal

Impedancia Mecanica

Figura 3.7: Absorbedor dinamico de vibracién basado en inersor en arreglo tipo C3 (IDVA-C3)
[32].

A continuacién, se describen los pasos que se deben de seguir para aplicar esta
metodologia de los puntos fijos extendidos y asi obtener la solucién del sistema de la

Figura 3.7. A continuacion, se presentan los pasos para la aplicacion de la TPFE.
I.  Se obtiene el modelo matematico del sistema en el dominio s de Laplace.

Ms2X + KX + k(X — X;) = F — F, (3.37)
mSZX1 + kl(Xl - X) = Fd (338)
II.  Se obtiene la funciéon de transferencia H del sistema, también conocida como la

respuesta R(s) del sistema.
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I1I.

IV.

VI

VII.

VIIIL.

Sustituir la Gltima expresiéon por s = iw. Donde i es la parte imaginaria esto

debido a que solo nos interesa conocer la respuesta en estado estable.

Se definen las variables A, B, C Y D y se reescribe la funciéon de transferencia H
de la siguiente manera:

A+iB
C+iD
Sustituir los parametros adimensionales asociados al teorema de II de

Buckingham. Para el IDVA C3 son:

(3.39)

H(s) =

K k, k, c b
2 . 2:— 2:—' = —_—
(1)1 M' (1)2 m; (1)3 b ) ( mez ) ,Ll m;
1 w,’ v 4 w,’ W,

La ecuacién (3.39) representa la funcion de respuesta en frecuencia del sistema,
sin embargo, la ecuacion esta en su forma compleja por lo tanto se obtiene la
magnitud de H mediante binomios conjugados y el teorema de Pitagoras.
A? + B?
C2 + D?

Se aplican las dos condiciones fundamentales de los puntos fijos de la seccién 3.9

|H(s)I? = (3.40)

a la ecuacion (3.40).

Cuando ¢ = 0 tenemos:

AZ
Cuando ( — 00 tenemos:
BZ
|H(s)|? = 52 (3.42)

Se 1igualan las ecuaciones (3.41) y (3.42) agregando un + de lado derecho de la

ecuacion para eliminar los exponentes.

A

== + (3.43)

S| W
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IX.

XI.

XII.

XIII.

XIV.

Al realizar la igualacion, se obtendran dos posibles resultados. Sin embargo, una
sera la solucién trivial y la otra sera la que proporcione mayor informaciéon al

sistema. Generalmente, esta Gltima ecuacion es de grado 8.

Realizar un cambio de variable para reducir la ecuacion de la forma:

1= 02 (3.44)

De esta manera la ecuacion de grado 8 se convierte a una de grado 4.

Convertir la ecuacién resultante en una ecuacién monica con la finalidad de

utilizar el teorema de Vieta.

Igualar a h el lado derecho de la ecuacion (3.42) es decir;

h=E (3.45)
DZ

Realizar el mismo cambio de variable de la ecuacion 3.44.

Convertir en una ecuacién monica con la finalidad de usar el teorema de vieta.

De esta manera se tiene dos ecuaciones moénicas de grado 4 que se obtuvieron en

el paso X y XIII de la forma:

M+ar®+b22+cA+d=0 (3.46)
M+eP+f124+gr+h=0 (3.47)

Obtener las soluciones 6ptimas mediante el teorema de vieta de la seccion 3.6.

Recordemos que al aplicar las condiciones fundamentales de los puntos fijos se
obtienen dos ecuaciones monicas de cuarto grado, que son independientes de la

relacion de amortiguamiento. Y por lo tanto las sumas y los productos de las
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raices de ambas ecuaciones se igualan, por tal motivo la técnica de puntos fijos se

extiende a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

4 4

i i=1
4 4

Z 0707 = Z(Qfﬂf)bw
. —

i<j i<j +
4 1 *VB ER

> aai= ) (ar0jed),

Ljk i,j.k
i<j<k i<j<k

4
[ [or=] [ oo
' i=1 J

XV.  Se obtienen los parametros 6ptimos (Uopt » Nopts Gopt) [56].
XVI.  Sustituir los parametros 6ptimos y resolver para h.

Que es una aproximaciéon de la norma de H, y es la amplitud de vibracion en los
puntos invariantes, es decir, ||[H||. Esta ecuacién es la respuesta adimensional del
sistema en el dominio de la frecuencia para el desplazamiento de la estructura

cuando actiia una fuerza de excitacién armonica.

XVII. Por dultimo, se obtienen las soluciones O6ptimas para la relaciéon de

amortiguamiento {,,, a partir de la teoria de Krenk [64].

La teoria de Krenk se emplea para aplanar la curva de respuesta en frecuencia de la
estructura principal y determinar la relacién de amortiguamiento 6ptimo {,,, [64]. La
aplicacion de la teoria de Krenk indicara que para obtener el amortiguamiento 6ptimo

{opt del sistema, se produciran tres frecuencias invariantes Qy,Q; y Q,.

Para calcular Q; y Q, se iguala a cero el denominador de la ecuacion (3.42). Después, se

sustituyen los parametros 6ptimos Uope, Nopt, Qope Y S€ resuelve la ecuacién resultante en
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términos de Q. De esta manera, las raices obtenidas seran las frecuencias invariantes

Ql y .0.2.

Para calcular la frecuencia invariante (), se iguala a cero el denominador de la ecuacion
(3.41) y al sustituir los parametros 6ptimos Lyt Nopts Gopt S€ Obtiene una ecuacién en (.

Al resolver la ecuacion resultante, se toma la raiz que cumpla con la siguiente condicién

0, < Q, <Q,.
En la Figura 3.8 se muestra un ejemplo de las frecuencias invariantes.

10

|— (=zero
—(=infinity
¢=0.030

|Hy (1, B,q9,1,4, Q)|
H

0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8

1gs0 Qogao D20 Q

Figura 3.8: Frecuencias invariantes (g, (}; y Q, [32].

Para obtener la relacién de amortiguamiento 6ptimo {,,;, Than-Tung et al. [65]

proponen calcular el valor RMS de los valores de amortiguamiento producidos en cada

frecuencia invariante, es decir:

2 2 2
ZQ1,(—>oo + (Qz,(+oo + (Qo,{—m (3.48)
(opt = 3

3.11 Optimizaciéon H.

El objetivo de optimizacion por el método H,, es minimizar la magnitud maxima de la
funcién de respuesta en frecuencia normalizada (o de forma adimensional), es decir,

minimizar las amplitudes de vibracion en las frecuencias de resonancia de la respuesta
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en frecuencia R(s) de la masa de la estructura principal, conocida como la norma ||H]|
|35]. La técnica H, es de las mas conocidas en la teoria de la minimizacién de la
respuesta vibratoria en el control pasivo de vibraciones mediante absorbedores de

vibracién dindmicos.

En la teoria de absorbedores de vibracién, la minimizaciéon de la norma ||Hy|| conduce a
producir un equilibrio dinamico entre las amplitudes de vibracion en las frecuencias de
resonancia del sistema, por lo tanto, la minimizacién de la norma ||H.| conduce a la
formulacién de un problema de optimizacién no lineal multivariable con restricciones,

el cual se puede expresar como [56], [66]:

min (gﬁlHlDVA(Q)l) = max(|Hipva(Pope.p.0)|) (3.49)

Sujeto a que los pardmetros a optimizar P,, del sistema, sean soluciones reales y
positivas {Popt > 0} de la siguiente ecuacion:

0|Hppya(I?
002 N

La interpretacion fisica de las dos restricciones de la ecuacion (3.49) son: el intervalo

0 (3.50)

fisico admisible para analizar la relacion de frecuencias y las limitaciones fisicas de

disefio para construir el dispositivo.

El problema de optimizacion min-max a resolver en las ecuaciones (3.49) y (3.50) radica
en que la técnica de los puntos fijos descrita por Den Hartog se emplean los puntos fijos
para minimizar de forma aproximada la norma ||Hs|/, en cambio la técnica de
optimizacién de H,, ocupa las frecuencias de resonancia para minimizar de forma exacta

la norma ||Hy]|.
Existen dos métodos para resolver el problema de optimizaciéon min-max:

e M¢étodo de optimizacién de programacién cuadratica secuencial.

e Meétodo de Nishihara.
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Para este caso se utiliza el método de Nishihara por su alta precision en la resolucion

numérica.

3.11.1 Método de Nishihara

Encontrar una soluciéon general en casos donde hay amortiguamiento en el sistema
primario resulta complicado. Hasta ahora, la técnica de optimizacion H, no ha
proporcionado una solucién exacta para esta situacion. Sin embargo, al utilizar el
método de Nishihara [13], [67], una aproximacién viable seria considerar el

amortiguamiento como nulo o insignificante, fijando su valor en cero.

Bajo este argumento, la idea novedosa de Nishihara fue proponer un artificio

matematico en términos de la norma ||H.||. Matematicamente se expresa como:

1 1
2 _ 1 _ _ .
re=1 e = Npax —1 — (3.51)
] Numerador
fn = Denominador — ——5——— (3.52)
hmax

La ecuacion (3.51) es empleada para minimizar el valor maximo h,,,, de la funciéon de

transferencia referente a la norma ||H]|.

A continuacién, se presenta el procedimiento de la metodologia de optimizaciéon de
Nishihara [56], los pasos son los mismos a los de la técnica de puntos fijos extendida

hasta el paso VI donde se obtiene la funciéon de respuesta en frecuencia del sistema.

I.  Obtener la FRF mediante el teorema de Pitagoras.

2 2
gz A28 (3.53)
CZ + D?

II.  Se define el numerador 'y denominador D, de la ecuacién (3.53):
Nym = A2+ B? ; D,, = A*+ B? (3.54)
III.  Se propone la funcién descrita por Nishihara para determinar el valor minimo

hpnin de la amplitud maxima h,,,, mediante la siguiente ecuacion:
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IV.

VL

VII.

VIIIL.
IX.

fa=

1

he —— (3.55)
V1 —r?
Se reescribe la ecuacion (3.52) de la siguiente manera:
N,
Don — ﬁ =0 (3.56)

Sustituir todos los términos correspondientes.

Convertir la ecuacién en una ecuacidon monica teniendo como resultado:

Q2 +¢c,01 + 0,08 + 305 + ¢, Q* + ¢ Q2 + ¢4 =0 (3.57)
Se expresan los coeficientes ¢, mediante el siguiente sistema de ecuaciones, los

cuales representa las sumas y los productos de las raices de la ecuacion (3.57):

fi = (4c; —c)\Jcg + 4c5 =0 (3.58)
fo — c105 + 4cg + 2c3/c6 =0 (3.59)
fs — 4ce(crnfce +ca) —c2 =0 (3.60)

Donde fi, f5, f5 estan expresadas en términos de los parametros a optimizar: n, q, 4,
{ y del parametro h.
Sustituir los coeficientes ¢, en fi, f5, f3 y llevar a su minima expresion.

Encontrar la matriz jacobiana en base a los parametros n,q,u y ¢.

of of, of of Ay By G Dy
2 0fz 0f2 0f2
Of; 0fs 9f3 9f3 A3 Bz (3 Ds

La matriz es de 3x4 y se satisface para cualquier determinante menor de 3x3
1gualado a cero.
Obtener los determinantes f, y fs de 3x3 para encontrar la solucion a la matriz

jacobiana.

Ay By G
Ay By (;
A3 B3 (3

= A132C3 - AlB3C2 - A231C3 + A233C1 + A331C2 - A3BZC1 - 0 (3.62)
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Dy Ay By
D, A; B,
D; A3 Bj

fs = = A1B;D3 — A1B3D; — A;B1D3 + Ay B3 Dy + A3B Dy — A3B, Dy = 0 (3.63)

XI. Se propone un valor arbitrario para B y se sustituye en las ecuaciones
fufaofafay fs.
XII. Resolver mediante algiin método numérico el sistema de ecuaciones no lineales

de 5x5 estableciendo valores iniciales.
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CAPITULO

4 Modelo matematico

En este capitulo se llevdo a cabo el desarrollo e implementacion de los modelos
matematicos que fueron previamente descritos en el marco tedrico. Estos modelos estan
fundamentados en la literatura cientifica existente sobre absorbedores de vibracién

dinamicos, especificamente aquellos que integran un componente conocido como inersor.

4.1 Funcion de respuesta en frecuencia

El modelo propuesto en la Figura 4.1 es una configuracién de una estructura mecanica
sujeta a una base, dicha base recibe una excitaciéon de tipo armodnica definida como x,.
Para poder controlar las vibraciones excesivas se acopla un DVA a la estructura, donde
el amortiguador del absorbedor se sustituye por las impedancias mecanicas Cs, C4+ Y Cs

generando de esta manera un absorbedor dinamico de vibraciéon basado en inersor

(IDVA).
. X1 ;”—_—x\\ t"—_—-‘\\ /"—_—\\\
kl% {%]Cl I \ IJ v \
kz :kz CZ b CZ

X = Xp sinwt

Figura 4.1: Esquema del modelo propuesto en este trabajo.
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Donde:

Masa de la estructura principal

M
m Masa correspondiente al IDVA
b Inertancia del inersor

C Amortiguamiento de la estructura principal
C: Amortiguamiento del inersor

K Rigidez de la estructura principal

ki Rigidez correspondiente al IDVA

k: Rigidez del inersor

X, X1, X2 X3 Coordenadas generalizadas (desplazamientos)

X0 Excitacion de tipo armonica

El desarrollo matematico completo para la estructura de la figura 4.1, se presenta en el

apéndice A.

Para obtener las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico se utilizan las
ecuaciones de Euler-Lagrange realizando un andlisis de energias. Para esto se
consideran principalmente las coordenadas generalizadas del sistema, recordando que
estas definen la cantidad de ecuaciones resultantes. Las ecuaciones de movimiento del

sistema de la Figura 4.1 quedan de la siguiente manera:

IDVA-C3
Ms2X +cs (X — X3) + KX + k(X — X;) = KX, (4.1)
mSZX1+k1(X1_X)+k2(X1_X2) = O (42)
bSZ(XZ — X3) + kz(Xz - Xl) =0 (43)
bs?(X3 —X,) +cs(X3—X) =0 (4.4)
IDVA-C4
Ms?X + bs?(X — X,) + KX + k,(X — X;) = KX, (4.5)
bSZ(XZ_X)+CS(X2—X1)+k2(X2_X1) = 0 (46)
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m52X1+CS(X1—X2)+k1(X1—X)+k2(X1—X2) == 0 (4'7)

IDVA-C6
Ms?X + KX + k;(X — X)) + k,(X — X,) = KX, (4.8)
bSZ(Xz - Xl) + CS(XZ - Xl) + kz(Xz _X) == O (4.9)
msle + bSZ(Xl _Xz) + CS(Xl - Xz) + kl(Xl - X) = 0 (410)

Después de resolver el sistema de ecuaciones para cada impedancia mecanica, se obtiene
la funcién de transferencia del sistema y se sustituye s = I * w, esto es valido debido a

que solo nos interesa la respuesta del sistema en estado estable.

Posteriormente, se proponen los parametros adimensionales (u,7, 8, q, Q, {) utilizando el

teorema de Pi de Buckingham.

Nota: Los parametros son los mismos para las tres impedancias mecanicas.

w3 m W, )
= ﬁ=M 1= o ﬂ=w—1 (4.12)
Donde:

w? Frecuencia natural al cuadrado asociado a la estructura
w3 Frecuencia natural al cuadrado asociado al DVA
w3 Frecuencia natural al cuadrado asociado al IDVA

4 Relacion de amortiguamiento

u Relacion inertancia-masa

n Relacion de frecuencia inertancia-masa

B Relacion de masas

q Relacion de frecuencia natural

Q Relacion de frecuencia forzada
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La funciéon de respuesta en frecuencia del sistema en su forma adimensional se
representa de la siguiente manera:

A+1iB

C+iD

Donde las variables A, B, C y D se describen en el apéndice B.

H(s) = (4.13)

Para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la ecuaciéon (4.13)
por el conjugado complejo del numerador y denominador, respectivamente, obteniendo:
A? + B?
C? + D?

Luego de sustituir los parametros adimensionales en las variables A, B, C y D se obtiene

H()I? = (4.14)

la funcién de respuesta en frecuencia en estado estable de la estructura en su forma

adimensional para cada red mecanica.

IDVA-C3
|H(s)|2 _ (_QZnZ‘qu _ QZUZqZ + n2q4 + _Q,4 _ QZqZ)Z +1“2'Q'2('Q'2 _ q2)2 /( 1 (_04'8 5 X
q8n4 4 (zqe q3n4 7] llq
—Q'nug? + Q2Bn*q" — A*nq? + QPnPqt — Q*Bg* + QPnPug® +0° - Q'? + ¢ —n’q* (4.15)
1#292(_923‘12 + 9,4 _ QZ 2 _ QZ + q2)2
—Q4 QZ 2N2 -
+ q ) +4_ (2q6
IDVA-C4
Heofz = (CEMRa® —Q0%q* + 07" +0* — Q%q")° | 4227+ Q2 — ¢7)?
|H(s)|* = nhq® + qéutn* /

1
(n‘*qs (—Q*Bnuq® — Q'n’uq® + Q*pn*q* — Q"¢ + Q’n*q" — Q' pq? (4.16)
+-Q2772,qu2 + Q6 _ Q4q2 + anzqz _ n2q4 _ ,Q4' + QZqZ)Z
+4‘Z292(Q4,8‘Ll + 94“ _ QZ,BCIZ + Q4— _ QZ 2 _ QZ‘U _ QZ + qZ)Z)

q6l127)4
IDVA-Cé6

5 (_QZnZ#qZ_QZanZ +n2q4+ﬂ4_QZq2)2 402{2(_n2ﬂq2+02_q2)2 1
H j—
| (S)l - n4q8 + QGHZTI4 /n4q8(
C04P 2172 — 042,42 200244 _ )42 2 2,24 _ 4R A42 2.2, 2 6 _ 4,2
W0 uq” — X uq” + O°fn7q" = Qn"q" + Q%n7q" — Qg + W uq” + 07 = 0%q° 4 17y
+an2q2—n2q4—ﬂ4+ﬂzq2)2 :
4-02{2(—92,87]2,uq2—(127)2uq2—QZBq2+n2uq2+Q4—qu2—ﬂz+q2)2
+ qoun*
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CAPITULO

5 Desarrollo de las técnicas de
optimizacion

En este capitulo se detallan las técnicas de optimizacion utilizadas en esta tesis: la
técnica de puntos fijos extendida y la optimizacion Heo. Para la implementacion de estas
técnicas es necesario obtener la funciéon de respuesta en frecuencia (FRF) en estado

estable de la estructura en su forma adimensional.

5.1 Puntos fijos extendida

a) IDVA-C3

Al aplicar el procedimiento hasta el paso VII de la seccion 3.10 y aplicando las dos

condiciones fundamentales de los puntos fijos de la secciéon 3.9 a la ecuacion 4.15 se

obtiene:
|H|%—>O =
@' - ¢*(1 + (u+ Dn»)0* +n°q")? (5.1)
Q°+ (-1 + ((-1+ (=B —Dwn? = — Dg»)H* + q*(@*n*(B + 1) + 1 + (u + 1)n?)Q? — n?q*)?
—Q2 + g2)2
|H|?.., = ( ) (5.2)

(—*+ (1 +q*(B + 1))Q% — ¢?)?
Del paso VIII de la seccién 3.10 cuando se analiza con el signo positivo se obtiene la

siguiente solucion trivial:
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—Q6Bn2’uq2 =0 (53)
Sin embargo, cuando se analiza con el signo negativo y siguiendo el procedimiento hasta

el paso XIII de la seccion 3.10 se obtienen las siguientes ecuaciones monicas de la forma:

/14 + ai)l3 + bi/‘{Z + Ciﬂ. + di =0 (54)
14 + di/13 + Bilz + Ell + d~i =0 (55)
Con i = 3, 4 y 6 que corresponden a las impedancias mecanicas C3, C4 y C6

respectivamente. Las variables (a;, b;, ¢;, d;, @;, b;, ¢;,d;) se muestran en el apéndice C.

Para obtener las soluciones 6ptimas mediante el teorema de vieta es equivalente a

resolver el siguiente sistema de ecuaciones mencionadas en el paso XIV de la seccion

3.10.

4 4
Z ‘le = Q?—)oo,i — a; = ﬁi (56)
i=1 i=1
4 4
> azaz=> (202), - b; = b; 5.7
i,j i,J
i<j i<j
4 4
202 _ 202 — ~
07 0F0; = Z (Qinjn,i)(%o — ;= G (5.8)
i,j,k i,jk
i<j<k i<j<k
4 4
1_[ 0f = 1_[ 0 oo — d; = d; (5.9)
i=1 i=1

Al resolver la ecuacién 5.6 se tiene:

2
T a2t D= 28 (6.10)

La ecuacién 5.10 es una condicién necesaria pero no suficiente para producir la misma

amplitud de vibracion en las frecuencias invariantes del IDVA-C3. Esta condicion se

puede lograr resolviendo el resto de ecuaciones 5.7 - 5.9.
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Al resolver la ecuacidén 5.7 se tiene:

1
h=-— (5.11)
=1+ (((u+ DB +u+2)n? = B2 = p)g* + ((u+ Dn? = 28 - 2)q*
Al resolver la ecuaciéon 5.8 se tiene:
h= 2 (5.12)
C =2+ m2(B+ Dat + ((u+ 2)n? = 28 — 1g? '
Al resolver la ecuaciéon 5.9 se tiene:
1
- _ 5.13
h nzqz -1 ( )
Igualando las ecuaciones 5.12 y 5.13 se tiene:
)
2 MAtT2pH1 (5.14)
n”?(B+1)
Igualando las ecuaciones 5.11 y 5.13 se tiene:
)
. n°u+26+2 (5.15)

T =BE+ (=14 (u+ DB+ (u+ 2)n?
Como se observa existen tres soluciones para q por lo tanto se igualan y se resuelven

para 7, posteriormente se hallan los parametros 6ptimos.

2
, l\/4 (ﬂz +%ﬂ + 1) p?+ (8% —4p2 —8f)u+ 4%+ (2B* + 78 + 2)u+ 28 (5.16)
=3 u2+ (B +2)w

Parametros 6ptimos obtenidos:

2B

Hopt,c3 = B+1 (5.17)

Nopt,c3 = p+1 (5.18)
1

Qoptc3 = B+1 (5.19)
p+1

|Hesll = ’_ﬁ (5.20)
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La ecuacion 5.20 representa la amplitud de vibraciéon del sistema en los puntos

invariantes.

El conjunto de soluciones 6ptimas Uope, Nopt Y Gope generan los parametros necesarios
para producir la misma amplitud de vibracion en las frecuencias invariantes o
resonantes del IDVA-C3. Sin embargo, para aplanar la curva de respuesta en frecuencia
del IDVA-C3 en todas las frecuencias de excitacion, estos parametros no son suficientes

y es forzoso encontrar la relaciéon de amortiguamiento 6ptima .
Soluciones 6ptimas para la relacion de amortiguamiento Q,p,.

Al aplicar la teoria de Krenk para obtener el amortiguamiento 6ptimo del IDVA-C3 se

producen tres frecuencias resonantes no amortiguadas: Q; y Q, cuando {_,, y Q, cuando
Z—)O-
e Para poder calcular las frecuencias resonantes Q; y Q, cuando (., se debe

resolver la ecuacion que resulta de igualar a cero el denominador de la ecuacion

5.2.

—0*+(1+q*(B+1)0%2—q*=0 (5.21)
Por lo tanto, después de sustituir los parametros éptimos en la ecuacién 5.21 las

frecuencias resonantes cuando {_,, son:

1\/5\/(ﬁ+1)(ﬁ+2+w/ﬁ2+4ﬁ) (5.22)
L1goo =5 B+1

1\/7\/(/3+1)(ﬁ+2—‘/,82+4ﬁ) (5.23)
Qagoo =3 B+1

e Para poder calcular la frecuencia resonante €, cuando {_, se debe resolver la

ecuacion que resulta de igualar a cero el denominador de la ecuaciéon 5.1.

Q4+ (=1+((-1+ (=B —Dwn* =B — D> + ¢*(@*n*(B+ 1) + 1+ (u+ 1)n»HQ?

(5.24)
—n%q* =0
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Después de sustituir los parametros 6ptimos en la ecuacion 5.24 la frecuencia

resonante cuando {_,, es:

1

Qo0 = ———
N/

Para obtener analiticamente la relacion de amortiguamiento 6ptimo que aplana la curva

(5.25)

de respuesta en frecuencia de la estructura principal, se sustituyen pope, Nopt, Gope, I1H,
Q;, Q, v Qp en la funcién de respuesta en frecuencia en estado estable de la estructura
en su forma adimensional (ecuacion 4.15). Esto producira tres cantidades de

amortiguamiento en cada frecuencia resonante no amortiguada.

La relacién de amortiguamiento para Q; ¢, es:

1
-l B (5.26)
3+1
La relacién de amortiguamiento para Q, ;. es:
1
ol P (5.27)
3+1
La relacion de amortiguamiento para Qg ;o es:
1
%= _L (5.28)
48 +1

El factor de amortiguamiento 6ptimo se obtiene calculando el valor cuadratico medio de
los valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia resonante no

amortiguada.

2 2 2
_ \/ 501,5%0 + (ﬂz,zeoo + (ﬂobo (5.29)
{Opt - 3

Por lo tanto, el factor de amortiguamiento 6ptimo para el IDVA-C3 se expresa como:

1
Loptcs = g\/ﬁ ﬁ—i - (5.30)

Universidad Tecnolégica de la Mixteca 65



b) IDVA-C4

Aplicando las dos condiciones fundamentales de los puntos fijos de la seccion 3.9 a la

ecuacion 4.16 para IDVA-C4 se tiene:

|H|?—>0 =
(@ = (1 + e+ DI + 170" (.31
Q5+ (-1+((-1+ (= —Dwn*—- B —1q*)* + q*(@*n*(F + 1) + 1+ (¢ + Dn?)Q? — n?q*)?
—u—-1 QZ + 2\2
H|Z,,, = (= DY +q) (5.32)
(F1+ (B -Dw*+ (u+ 1+ (B +1)q*>)0?* — q?)?
Solucion trivial:
—Q8Bu=0 (5.33)
Se obtienen las ecuaciones moénicas 5.4 y 5.5.
Al resolver la ecuacidén 5.6 se tiene:
2
2 (et 1) (5.34)

T TR DR+ B+ D(0F + DB+ 307+ D2 + B 4307+ f+ Dut - p
Al resolver la ecuacion 5.7 se tiene:

h=—(2+@+2)w)u+13/Q2e*n*(B + D*u* + (4n*(B + 1)>q* + (48%*n*
+12Bn2 +2B2 +8n2 + 4B+ 2)q* — B — 21 + (2(B + D3 ((n* + DB
+6n2 + 1)q* + 2n%(B% + 68 + 6)q% — 28 — 6)u? + ((—B3 + 48%n* + (167> (5.35)
+3)B +12n%2 + 2)q* + (48n% — 22+ 8n? -8B —6)q%> — B — 6)u — 2
+(2Bn% = 2% + 4n* — 2B)q* + (2n* — 4B — D)q?)

Al resolver la ecuacion 5.8 se tiene:
h=—(2+ B +2)wu+1)/2¢°n*(B + 1> + M*(B + 13q* + (28%*n*

+8Bn% + B* + 6n* + 2B + 1)q* — B — 2)u* + (2n*(B + 1)*q* + (4pn* — B (5.36)
+6n* —B)g* —B—Du—2+n*B+1q* + (2n* - 28 — 1)g?)

Al resolver la ecuacion 5.9 se tiene:

L 2+ (—p -2
©2¢20%(B + 1)%u% + (49?2 (B + 1) — B — ) + 2q%n? — 2

Igualando las ecuaciones 5.36 y 5.37 se tiene:

(56.37)
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PP+ DA+ B+ Dw? '

Igualando las ecuaciones 5.35 y 5.37 se tiene:

¢* = =2+ D+ D2+ B +Dp? + (= — Dw)/@n* (B + D + 2(8
+1D2((* + DB + 60 + 1)u® + (48°n* — B> + (16n* + 3)B + 121 + 2)u (5.39)
+2p1? + 4n? — 2% — 2P)

Existen tres soluciones para g por lo tanto se igualan y se resuelve para 7.

,__@BHDE+ B+ D= BB+ D+ (p° - Br—28-1) (5.40)
(u+ DB+ Du=AHA+ B+ D’

Parametros 6ptimos obtenidos:

-1 Z+6p+1
o i +2W (5.41)
2(6+1)

_ 5.42
Nopt.c4 j33+1+m (5.42)

) 3B+1+ B2 +68+1 (5.43)
Aoptca = (ﬁ + \/m + 1)(ﬁ + 1)2
IH sl = %ﬁj —= +ﬁ6ﬁ — o

Soluciones 6ptimas para la relacion de amortiguamiento ,,,.

x/i\/((ﬁz+3ﬁ+1)w/ﬁ2+6[3+1+[33+6[€2+6ﬁ+1)ﬁ 1 (5.45)
N :
B+D(B+DJB2+6B+1+p2+48+1) +ﬁ+1

ﬂ1,2,z—>oo =

1

Qoo = ——
0T JBr1

Debido a que las soluciones son extremadamente extensas, se considera aplanar la curva

(5.46)

mas alta, siendo esta la frecuencia resonante no amortiguada Q, cuando C_,,.
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Por lo tanto, el factor de amortiguamiento 6ptimo para el IDVA-C4 se expresa como:

(opt,Cél- =

1

5 (385 + 108+ — 3B3) /B2 + 68 + 1 + 386 + 1985 + 1584 — 1333 (5.47)
(([)’4+%[§3 +p2 -5 —3) VBT 6+ 1+ (Bt + 6p° +532—2ﬁ—%)(3+%))(ﬁ+1)

¢) IDVA-C6

Aplicando las dos condiciones fundamentales de los puntos fijos de la seccion 3.9 a la

ecuacion 4.17 para IDVA-C6 se tiene:

|H|§—>0 =

(Q4— _ qZ(l + (,l/[ + 1)172)92 + 7,,2q4)2 (5.48)

Qo+ 1+ ((—1+ (=B —Dwn? - —-1Dg»)* +q*(@*n*(B+ 1) + 1+ (u + Dn?») Q2 — n?q*)?

2 1g? — 02 2
|H|?.., = (@ + Da ) (5.49)

- ((_1 +(f + 1)Q2)(r]2‘u + ]_)qZ — Q4+ Qz)z

Solucién trivial:

—Q*fn*uq* =0 (5.50)

Se obtienen las ecuaciones monicas 5.4 y 5.5.

Al resolver la ecuacidn 5.6 se tiene:

1
2 - _ (5.51)
T T Bu— D+ B
Al resolver la ecuacion 5.7 se tiene:
h=2/(2+ (@u2B% + (2u* — W — 21m* + (=4 + 4up + (4 — 2’ (5.52)

+2B% + 2P)q* + ((4Bu + 4u — 2)n* + 4B + 4)q*)

Al resolver la ecuacion 5.8 se tiene:

h=(-2n*u—2)/(n*B + Dn*u+ Dag* + (=28 — Dp? + wn* + 2+ (—4B (5.53)
=2)wn® =28 — 1)q* — 2n*u —2)
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Al resolver la ecuacidén 5.9 se tiene:

—nl; —
__ “nmu-1 (5.54)
=1+ (q* —wn?

Igualando las ecuaciones 5.53 y 5.54 se tiene:

2 _ @B+ Dp* —wm* + (4B + 2)un* + 28 +1 (5.55)
T 7@+ D0+ D |

Igualando las ecuaciones 5.52 y 5.54 se tiene:
21 (=48 — ) + 21)n* — 8(F + Dun? — 48 — 4

=3 1 (5.56)
(u <(ﬁ2 +Pu—5B— 1) n*+ (22 + 20— B —2)n* + B2 + ﬁ) ?u+ 1)

Existen tres soluciones para g por lo tanto se igualan y se resuelve para 7.

28 +1
2 _ _ 5.57
1 2Pu+pu—1 ( )
Parametros 6ptimos obtenidos:
2B
Nopt.ce = 2+1 (5.59)
_ L (5.60)
Torece = @B+ DE+D |

/ +1
|Hcoll = ﬂT (5.61)

Soluciones 6ptimas para la relacion de amortiguamiento {,p,.

B
Ql,Z,(—mo = |1+ ,B—-l-l (5.62)
1
Qo0 = —,m (5.63)
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Relacion de amortiguamiento.

Para Q1700 €8:

((ﬁ+1>2 e+ B+ 38+ ),83

G =% (5.64)
((,8+ 2) /Bﬁ +B+ )(ﬁ+ ) (B +1)
Para Q; ¢, es:
. ,83<(b’+1)2 -6 - 23—%)
%= 7 ; (5.65)
(643 s -3) o0
Para Qg es:
7 = _ 4B (5.66)

(2B +1)3

Por lo tanto, el factor de amortiguamiento 6ptimo para el IDVA-C6 se expresa como:

ﬁ3
Lopt.co = \/_ TP (5.67)

5.2 Criterio H..

Para el desarrollo de este estudio se ha utilizado el método de Nishihara, descrito en
[67]. Este enfoque permite alcanzar resultados mas exactos y confiables, garantizando

un alto nivel de precision en los resultados obtenidos.

Para el desarrollo del método es necesario seguir los pasos mencionados en la seccion

3.11.1 considerando que el procedimiento es el mismo para los tres IDVA’s de estudio.
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Se inicia el analisis con la funcion de respuesta en frecuencia en su forma adimensional
H(s), correspondiente al IDVA-C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6 asociadas con las ecuaciones

4.15, 4.16 y 4.17 respectivamente. A continuacion, se definen las siguientes variables:

Numes = 4082 + (=8 + (—8u — 80 % + 1 n*)q?Q® + 4((1 + (u + 1)*n* + 2u

22_124 404 2((_ —Qy 272 2.,.2),602 8.,.4 72 (5'68)
)G = ptnt | g0 + (=8 + (=81 — 8NN + u?n?)q°0% + 4q°n*(

Dencs = 40122 + ((((—8 + (—8F — 8)w)n? — 88 — 8)7% + u?1*)q?
—8¢2)010 + (((4(1 + (B + Dw)?n* + 82 + (B + DU)(B + 1)n? + 4(8
+1)A 2 = 22n* (B + 1)g* + (((16 + (88 + 16))n* + 8B + 16){?
=212 q* + 43108 + (B + D(((-8 + (~88 — 8)w)n* — 8B — 8)¢?
+uPn* (B + DIn*q* + ((—=8(1 + (B + D) (u + Dn* + ((—168 — 16)
—16f —32)n* — 88 — 8)¢* + 2u*n* (B + 2))q* + (=8 + (=81 — 8)n*){?

1
0% + 4 (1*62 (8 + 124" — 5 ((((~86 — B — 46 — B) — 85

(5.69)

1
=8)02 + 12n?(B + DDN?q> + (1 + G+ D+ 2u + e = S’

1
q** - 8y? (nziz(ﬁ +1Dg* + (A + (u+ Dn*)¢* - guznz) q°Q* + 4q°n*?

Numca = Q%u% = 2q*(uPn® + (=207 + n* + Dp® — 4ud* — 2¢3)Q° + q* (u*n*
+@2n* + 2nH)p® + (* + 4n* + Dp® - 8ud? — 8¢ — 2(un* + (n* (5.70)
+n*)u = 20%)q°0% + ¢°n*p’
1

Denca = 01242 + ((—2112(/3 + 0+ (—2n2 + 4 (204 02— 2) B+ 1))

+802(B + D+ 473 q? — 2> + ((* (B + D2u* +2n*(B + D(* + B + D

+(* + (4B + Hn* + (B + 1H)u® — 87%(B + 1)*u—8*(B + 1))g* + 2n*(B + 2)u®

+(—8028 — 872 + 40 + 2 + Du? — 8(2(B + 2)u — 872)q? + u?)Q® — 2¢((B

+D)@*B + Dpd +n2@% + B+ Dp — 202 + D)g* + * (B + Dt + 2B +2)  B3-71)
+28 +2)n*1® + (n* + 2B + Hn* + B+ Dp? — 8% (B + Du — 43%(B + 2))q* + 1’n?

+(=20% + 0% + Dp® — 4ud? — 200 + ¢*WPn*(B + D2q* + (4n* (B + D

+2M* (B +2) + 2B + 2)n*u? — 83*(B + 1))q* + u'n* + 2n* + 2n*)p® + (n* + 4n?

+1)u* — 8ud? — 872)A* — 2¢°(WPn*(B + 1)q* + 13n* + (n* + nHHu? — 203)Q?

+q8r’4‘u2

Num,ce = Q% = 2(n® + (* + Dp? — 28%)qQ° + (w'n* + 2n* + 20’ + (n*
+4n? + Dp? — 8un?¢? — 871 * — 2(uPn* + ((—20% + Dn* +n?)u? — 4un?¢* (5.72)
_2(2)(1692 + q8n4-‘u2
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Dence =Q02u? + ((=2n*(B + Dp® + (=2n° = 28 — 2)u? + 4¢%)q? — 242)Q™°
+H(@* (B + D + 20 (B + DO? + B+ D + (O + (4B + 4n? + (B + DHu?
=802 (B + D — 82(B + D)q" + (2n* (B + 2)u° + (40 + 2B + Hu? — 8{*)q?
1 11
+HD)0° - 2 ((n‘*(ﬁ + Dt -2 ((62/3 S E) 0% = 4023 (6 + Dy
“2B+ DB+ Da + @B+ Dut + @2 (B +2) + 28+ 20w + (n* + (28 (5.73)
)0+ + Dp? — 40’ (B + D — 4B+ 2))q” + 1’n® + (n* + Du? — 2{*)q*a°
11 11
' <u2n4(ﬁ +1)%q" + <4n4(/3’ + 1)’ - 8 ((62/3 R e LT 5) il
—16n°¢*(B + Du —8(*(B + )q* + u'n* + 2n* + 2n*)® + (0" + 4n® + Dy’
—8un?¢? — 872"t — 2¢°(uPn* (B + Da? + in* + ((—=2¢% + Dn* + n?)u?
_4'/"”72(2 — 2(2)92 + q8n4'u2

Donde:

Num,c3 ¥ Den,c3 corresponden al numerador y denominador de la ecuaciéon 4.15.
Num,c4 Y Den,c4 corresponden al numerador y denominador de la ecuacion 4.16.

Num,c6 Y Den,cé corresponden al numerador y denominador de la ecuaciéon 4.17.

Posteriormente, se emplea la ecuacion 3.55 propuesta por Nishihara:

1
h = (5.74)
V1 —r?
De la ecuacion 3.56 se define:
Numerador, C
Denominador, C,, — =0 Donde n=3,4y6 (5.75)

h2
Al sustituir los términos correspondientes en la ecuacién 5.75 se obtiene una ecuacion

de grado 12 en Q. Luego, se convierte en una ecuacién moénica de la forma:

02 4+ 00+ C,0%+C30°+C,0*+C02+C, =0 (5.76)

Donde los coeficientes C,, se describen en el apéndice D.

Al realizar el cambio de variable y = Q? para disminuir la ecuacién (5.76) a grado 6

respecto de y. Se encuentra que la ecuacion correspondiente a f» es:
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a2 Ve +Cy° + Cy* + C3y3 + Cuy? + Csy1 +C, =0 (5.77)

fo= O =y)*G—ye)* (Y —yc)? =0 (5.78)
Al expandir la ecuacion (5.78) y comparar los términos correspondientes con los
coeficientes C,, de la ecuaciéon (5.77) se obtiene el sistema de ecuaciones (3.58) - (3.60)

correspondientes a f1, f2 y f.

Para los IDVA’s utilizados en esta investigacion se tiene:

fiBuanr,O) = (4C, — C3)|/Cs + 4—Cs (5.79)
f2B,1,q,1,7,0) = €4 Cs + 4C6 + 2C3,/Cq (5.80)
(B u,qn,1,{) = 4C6(Cy4/Co + C,) — C2 (5.81)

Las funciones f,(B,u,q,n,7,{) para n = 1..., 5 son expresiones muy extensas y se
expresan por C;(8,u,q,n,1,¢). Por lo tanto, la matriz jacobiana Jn asociada al sistema

es:

0fi 0 0f Ofi

dqg 0n 0¢; Ou
_|9f2 9f; of, 9f,

dn = % % a—{z W (5.82)

of O O Of

ldq odn 0, Jul

Para calcular las ecuaciones fs y f5, se seleccionan los determinantes de 3xX3 mas
“simples” de la matriz jacobiana, con el propdsito de reducir el uso de memoria de

computo en su resolucion. De este modo, se obtienen los determinantes f1y f5 como:

0fi 0fi 0f

daq o o¢

oG fo f3)| _|9f: 9fa 0f;
fa(Bwq,m1,$) = 0 |~ g m o (5.83)

dqg Jdn 0¢C
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% o o
dn 9q o7
oG fo. )| [9f2 Of: 0f2
fsBuw.qmnr, Q) = a0 |~ o g ¢ (5.84)
dfs 0fz 0fs
op 9q 3¢

De este modo, se obtiene un sistema de 5 ecuaciones no lineales (f1, fo, f3, f4 v f5) con 5
incoégnitas (u,q,n, 7y (). Para solucionar el sistema de ecuaciones se utiliza método de
Newton-Raphson tomando como valores iniciales las soluciones obtenidas en la técnica

de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida.
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CAPITULO

6 Resultados

En este apartado se exponen los resultados numéricos de la estructura empleando la
metodologia de los puntos fijos extendida propuesta por Barredo et al. [32] y el método
de Nishihara [67]. Con el objetivo de encontrar soluciones numéricas para los
parametros Optimos del sistema y de esta forma poder visualizar los resultados

obtenidos, se establece un valor para la relacion de masa g = 0.1.

6.1 IDVA-C3

Técnica de los puntos fijos extendida

Utilizando algin sistema de computo numérico se sustituye el valor de la relacion de
masa (B) en los parametros 6ptimos Uope, Nopt, Gope Y ||Hell (ecuaciones (5.17)—(5.20)). Los

resultados se muestran en la Tabla 6.1 considerando 10 cifras significativas.

Tabla 6.1: Valores numéricos obtenidos para los parametros éptimos y la respuesta en
frecuencia en su forma adimensional.

Puntos fijos extendida
Parametro Valor
Uopt,c3 = 0.181818181
Nopt,c3 = 1.048808848
Qopt,c3 = 0.909090909
Hcs = 3.316624790
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Después de sustituir B y los valores numéricos de la Tabla 6.1 en la ecuacion (5.1) se

tiene la FRF cuando el amortiguamiento es cero:

(0% —1.90002 + 0.751)2
Hyoo = (6.1)
(Q6 — 3.000Q% + 2.7270% — 0.751)2

De la ecuacion (5.2) se obtiene la FRF cuando el amortiguamiento es infinito:

—0? +0.826)2
He = ( ) (6.2)
(—=Q% + 1.90902 — 0.826)2

Al sustituir B y los valores numéricos de la Tabla 6.1 en la ecuacion (4.15) para un

amortiguamiento ¢ = 0.30 se obtiene:

1.771(Q* — 1.90002 + 0.751)2 + 0.16202(Q2 — 0.826)2 6.3
Hz 030 = (6.3)
: 1.771(Q5 — 3.000Q* + 2.727Q2 — 0.751) + 0.162Q2(Q* — 1.90902 + 0.826)2

La representacion grafica de las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3) se muestra en la Figura
6.1. Para hallar las coordenadas rectangulares de los puntos fijos P, Q, R y S, se sabe
que h = ||Hy||?. Por lo tanto, al igualar las ecuaciones (6.1) y (6.2) se resuelve para (,

obteniendo:

P=(0.849,3.316), Q=(1.031,3.316), R=(0.735,3.316), y S=(1.217,3.316)

[H(0,14,9,7, ¢ 8|

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14
Ql,§—>oo QO,QHO QZ,Q—»OO
Q)

Figura 6.1: Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al IDVA-C3 vs la
relacién de frecuencias Q, siendo P, Q, R y S los puntos fijos.
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Al sustituir el valor de B en las ecuaciones (5.22), (5.23) y (5.25) se obtienen las

frecuencias resonantes no amortiguadas. Los resultados se muestran en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Valores numéricos para cada frecuencia resonante no amortiguada.

Frecuencia (Q) Valor
Q1050 = 0.814551627
Q2050 = 1.116062971
Qo -0 = 0.953462589

De las ecuaciones (5.26) — (5.28) se obtienen 3 valores de amortiguamiento en cada

frecuencia resonante no amortiguada, como se muestra en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3: Valores numéricos de la relacion de amortiguamiento para cada frecuencia
resonante no amortiguada.

Amortiguamiento Valor
I = 0.030303030
Y. = 0.030303030
G = 0.022727272

Asi, de la ecuacion (5.30) se obtiene el factor de amortiguamiento optimo:

{optcs = 0.1666666667 6.4)

Por lo tanto, al sustituir 8, la ecuaciéon (6.4) y los valores numéricos de la tabla 6.1 en la

ecuacion (4.15) se obtiene:

b 1.771(Q* — 1.90002 + 0.751)2 + 0.52702(Q2 — 0.826)2 ©6.5)
Sopt = 11.771(Q6 — 3.000Q% + 2.727Q2 — 0.751)2 + 0.527Q2(Q* — 1.90902 + 0.826)2
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En la Figura 6.2 se muestra la repuesta en frecuencia de la estructura mecanica con el
IDVA-C3 sujeta a una fuerza de excitaciéon armonica en la base con los valores de los
parametros Optimos que se obtienen a partir del teorema II de Buckingham. Esta
respuesta se compara con la respuesta obtenida para diferentes valores de relaciéon de
amortiguamiento {. Se puede observar que el comportamiento vibratorio se estabiliza
(curva negra) conforme a los puntos invariantes y a la relacion de amortiguamiento

optima {,,; (ecuacion (6.5)), es decir, la amplitud de la curva de color negro disminuye

notablemente.
10
_Q = O
_C =00
= 8 £=0.15
G —(=020
\» —(=0.30
§ 6 = ( = Optimo
S £ =0.40
'
2 /
| |
0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Figura 6.2: Repuesta en frecuencia de la estructura mecanica con el IDVA-C3 sujeta a una
fuerza de excitacién armonica en la base para diferentes valores de amortiguamiento.

Criterio H.,

Los resultados obtenidos para los parametros 6ptimos a través del método de Nishihara

con los valores de una relaciéon de masa £ = 0.10 se muestran en la Tabla 6.4.
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Tabla 6.4: Resultados numéricos de los parametros 6ptimos mediante el método de

Nishihara.
Método Nishihara
Parametro Valor

Hopt,c3 = 0.220821845
Nopt,c3 = 1.048081595
Qopt,c3 = 0.908321801
Copt.c3 = 0.165682870

r = 0.961033079

Hcs = 3.617507986

Al sustituir los valores de la Tabla 6.4 en la ecuacién (4.15) se obtiene:

HNish

_ 1.788(—1.93102 + 0.747 + 0%)2 + 0.79002(Q2 — 0.825)? (6.6)
~ |1.788(=3.0330% + 2.7530% + Q6 — 0.747)% + 0.79002(Q* — 1.90702 + 0.825)2

IDVA-C3
8 [ I I T

— = Cpppp = 016666

=0.16568

6 CNishihara

|H(5,14,9,7, ¢, §Y)|

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Figura 6.3: Respuesta en frecuencia del IDVA-C3 utilizando la técnica de los puntos fijos
extendida VS método de Nishihara.
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En la Figura 6.3 se muestra una comparaciéon entre los resultados de los métodos de
optimizacién, ecuaciéon (6.6) y (6.5) en donde se puede apreciar que el método de
Nishihara (curva color rojo) satisface con una mayor precision los resultados obtenidos

con la técnica de los puntos fijos extendida.

6.2 IDVA-C4

Técnica de los puntos fijos extendida

Tabla 6.5: Valores numéricos obtenidos para los parametros 6ptimos del IDVA-C4.

Puntos fijos extendida
Parametro Valor
Hopt,ca = 0.167662615
Nopt,ca = 0.925425179
Qopt,ca = 0.946690135
Hcy = 3.441553248

Tabla 6.6:Valores numéricos para las frecuencias resonantes del IDVA-C4.

Frecuencia (Q) Valor
Q170 = 0.803081295
Q3¢50 = 1.083163077
Qo -0 = 0.953462589

De la ecuacion (5.47) se obtiene el factor de amortiguamiento éptimo:

optca = 0.04329348217 (6.7)

De la ecuacion (5.31) se obtiene:
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0% —1.79202 + 0.687)2
Heo=j ( ) 6.9

(Q6 — 2.8940* + 2.54902 — 0.687)2

De la ecuacion (5.32) se obtiene:

—1.167Q2 + 0.896)?
Heo = ( ) (6.9)
(—1.1840% + 2.15302% — 0.896)2

Sustituyendo los valores de la Tabla 6.5 y la ecuacion (6.7) en (4.16) se obtiene:

b 2.113(—1.79202 + 0.687 + Q*)2 + 0.50502(1.167Q2 — 0.896)2 (6.10)
Sopt 2.113(—2.8940* + 2.54902 + Q6 — 0.687)2 + 0.50502(1.184Q% — 2.15302 + 0.896)2

En la Figura 6.4 se muestra la repuesta en frecuencia de la estructura mecanica con el
IDVA-C4 sujeta a una fuerza de excitacion armoénica en la base para distintos valores

de amortiguamiento incluyendo las ecuaciones (6.8) a la (6.10).

10 - T

8 T
a £=0.020
2 —=0.030
S 6r -
= —{ = Optimo
3 ——(=0.050
% 4

2

0 I |

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Figura 6.4: Respuesta en frecuencia del IDVA-C4 para distintos valores de amortiguamiento.

Criterio H.,

Los resultados obtenidos para los parametros 6ptimos a través del método de Nishihara

con los valores de una relaciéon de masa £ = 0.10 se muestran en la Tabla 6.7.
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Tabla 6.7: Resultados numéricos de los parametros 6ptimos para el IDVA-C4.

Método Nishihara
Parametro Valor

Uopt,ca = 0.190494 387
Nopt,c4 = 0.904562185
Qopt,ca = 0.949040156
Copt,ca = 0.049330847

r = 0.963674579

Hcy = 3.744207561

Al sustituir los valores de la Tabla 6.7 en la ecuacién (4.16) se obtiene:

b 2.269(—1.77802 + 0.663 + 0*)2 + 0.54802(1.19002 — 0.900)2 6.11)
Nish T 2.269(—2.8820 + 2.50802 + 06 — 0.663)2 + 0.54802(1.209Q* — 2.181Q2 + 0.900)?

En la Figura 6.5 se muestra una comparacién entre los resultados de los métodos de
optimizacién, ecuacion (6.10) y (6.11).

IDVA-C4
6 T I I T

=0.04329

= - QTPFE
=0.04933 |

- CNishihara

|H (5, 14,7, ()|

0 | 1 | | | | 1

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Figura 6.5: Técnica de los puntos fijos extendida VS método de Nishihara para el IDVA-C4.
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6.3 IDVA-C6

Técnica de los puntos fijos extendida

Tabla 6.8: Valores numéricos obtenidos para los parametros 6ptimos del IDVA-C6.

Puntos fijos extendida
Parametro Valor
Hopt,ce = 0.138888888
Nopt,ce = 1.200000000
Qopt,ce = 0.870388279
Heg = 3.316624790

Tabla 6.9: Valores numéricos para las frecuencias resonantes del IDVA-C6.

Frecuencia (Q) Valor
Q10 = 0.835756337
Q2 = 1.140838001
Qo0 = 0.953462589

Tabla 6.10: Valores numéricos de la relacién de amortiguamiento para cada frecuencia
resonante no amortiguada del IDVA-C6.

Amortiguamiento Valor
I = 0.001910596
I = 0.001561625
(I = 0.002314814

De la ecuacion (5.67) se obtiene el factor de amortiguamiento éptimo:

Copt.ce = 0.0439205230 (6.12)

De la ecuacion (5.48) se obtiene:
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Q* — 2.00002 + 0.826)2
Hyoo = ( ) (6.13)
(08 — 3.0900* + 2.90902 — 0.826)2

De la ecuacion (5.49) se obtiene:

0.909 — 02)2
Hyooo = ( ) (6.14)
(=0.909 + 2.00002 — O*4)2

Sustituyendo los valores de la Tabla 6.5 y la ecuacion (6.8) en (4.17) se obtiene:

o 1.464(—2.00002 + 0.826 + Q*)2 + 0.44302(—0.909 + 02)2 (6.15)
ot ™ 11.464(—3.09090* + 2.90902 + Q6 — 0.826)2 + 0.44302(—2.000Q2 + 0.909 + Q*)2

En la Figura 6.6 se muestra la repuesta en frecuencia de la estructura mecanica con el
IDVA-C6 sujeta a una fuerza de excitacion armoénica en la base para distintos valores

de amortiguamiento incluyendo las ecuaciones (6.13) a la (6.15).

12 9
—(=0

10 —(=w *
= £=0.015
S 3 —(=0.020 |-
Y
R —(=10.030
= 6 —{ = Optimo|
3 £=0.050
s

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Figura 6.6: Respuesta en frecuencia del IDVA-C6 para distintos valores de amortiguamiento.

Criterio H.

Los resultados obtenidos con el método de Nishihara para una relaciéon de masa f§ =

0.10 se muestran en la Tabla 6.11.
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Tabla 6.11: Resultados numéricos de los parametros 6ptimos para el IDVA-C4.

Método Nishihara
Parametro Valor

Hopt,ce = 0.156888062
Nopt,ce = 1.243429488
Qopt,ce = 0.862871165
Sopt,ce = 0.061115396

r = 0.961033079

Hce = 3.617507988

Al sustituir los valores de la Tabla 6.11 en la ecuacién (4.17) se obtiene:

— 1.361(—2.07602 + 0.857 + Q%) + 0.61502(—0.925 + 02)? (6.16)
Nish = 11.361(—3.1680% + 3.01902 + Q6 — 0.857)2 + 0.61502(—2.017Q2 + 0.925 + Q4)?

En la Figura 6.7 se muestra una comparacién entre los resultados de los métodos de

optimizacion, ecuacion (6.15) y (6.16).

IDVA-Ceé
T T

\ \
=0.04392

=0.06111 ]

= - CTPFE

CNishihara

|H(5,16,9,7, ¢, §2)|

0 | | | 1 1 | 1 L
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Q
Figura 6.7: Técnica de los puntos fijos extendida VS método de Nishihara para el IDVA-C6.
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6.4 Comparacion de los IDVA’s

En este apartado se realiza una comparaciéon de la FRF que se obtiene de los IDVA’s
presentados en esta investigacion utilizando la técnica de los puntos fijos extendida y el
método descrito por Nishihara. La finalidad de esta comparativa es poder identificar
cual de las tres redes mecanicas (Cs, C4 y Cs) proporciona un mejor rendimiento en la

supresion de vibracion al utilizar estos métodos de optimizacion.

En la Figura 6.8 se muestra el comportamiento de la FRF para cada uno de los IDVA’s
utilizando la técnica de los puntos fijos extendida. De la figura se puede observar que el
IDVA-C3 (curva de color rojo) tiene un mayor control en la supresion de vibracién para

cada frecuencia invariante.

6 TECNICA DE LOS PUNTOS F1JOS EXTENDIDA
T T I I

= [DVA-C4

5 IDVA-C6 ]

== [DVA-C3

|H (53, 1£,9,7, 5§

0 \ | \ \ ! !
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Q

Figura 6.8: FRF para el IDVA-C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6 utilizando la técnica de los puntos
fijos extendida.

En la Figura 6.9 se muestra el comportamiento de la FRF para cada uno de los IDVA’s
utilizando el método de optimizacién propuesta por Nishihara. De la figura se puede
observar que el IDVA-C3 (curva de color rojo) sigue siendo la que mayor control en la

supresion de vibracién aporta para cada frecuencia invariante.
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METODO DE NISHIHARA
I T

— IDVA-C4

IDVA-C6 | |

— IDVA-C3 | |

\H (5, 1,9, ¢, 8|

0 ! ! ! ! \
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Q

Figura 6.9: FRF para el IDVA-C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6 utilizando el método de optimizacién
descrito por Nishihara.

Relacion de masa para el IDVA-C3

En la Tabla 6.12 se estiman los valores numéricos asociados a los parametros 6ptimos
del sistema Liopr, Mopts Gopt Y Sope al variar la relacién de masas ff conforme al 4%, 6%, 8%

y 10% para el IDVA-C3, en la Figura 6.10 se muestra la representacion grafica.

Tabla 6.12: Valores numéricos para los parametros 6ptimos del IDVA-C3 al modificar el
valor de f obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio H.

Parametros 6ptimos para el IDVA-C3

Puntos fijos extendida Criterio H,

B Hopt Nopt opt Copt Hopt Nopt Qopt Copt
0.04 0.07692 1.01980 0.96153 0.10840 0.09308 1.01951 0.96120 0.10774
0.06 0.11320 1.02956 0.94339 0.13151 0.13716 1.02912 0.94290 0.13072
0.08 0.14814 1.03923 0.92592 0.15044 0.17971 1.03865 0.92529 0.14954
0.10 0.18181 1.04880 0.90909 0.16666 0.22082 1.04808 0.90832 0.16568
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Relacién de masa para IDVA-C3
8 I I I T T T

----- Técnica de puntos fijos extendida
Tr — Optimizacion H_

[H(5, 164,17, ¢, ()

0 | ! \ ! \ ! ! !
0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Q
Figura 6.10: Grafica para los distintos valores de 3 obtenidos utilizando la técnica de los puntos
fijos extendida y el criterio de Hy,.

Calculo del porcentaje en la supresion de vibracion.

Para calcular el porcentaje en la supresién de vibraciones, se calcula el indice del ancho
de banda de supresion de vibraciones %SBi. De esta manera, se considera la funcién de
respuesta en frecuencia de los IDVA’s utilizando las impedancias mecanicas y la FRF
de la estructura mecanica con absorbedor dindmico de vibracion clasico (DVA), ver
Figura 1.1. Para comparar ambos sistemas, se toma como referencia la FRF cuando no
existe absorbedor dinamico de vibracién en la estructura mecanica (estructura sin

control).

En la Figura 6.11 se muestran las curvas mencionadas anteriormente. Cabe mencionar,
que para los IDVA’s y el DVA clasico se emplearon las FRF’s obtenidas por el criterio
H,. A manera de ejemplo se ilustra especificamente el comportamiento del sistema para

el IDVA-C3.
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7 HE 7 T T T T

: I H :  |= = Estructura sin control
6 SB pya eisico ..... 1 i P DVA solo con resorte | |
) ] iv — DVA clésico |
i |— IDVA-C3

|H (5, 16,4, ¢, ()|

IDVA,C3

—

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14 1.5

Figura 6.11: Comparacion de las curvas de las FRF y el indice del ancho de banda de supresion
de vibraciones %SBi del IDVA-C3 y el DVA clésico. Los parametros 6ptimos para el IDVA-C3
son: Uope= 0.22082, 1,,:=1.04808, q,,:=0.90832 y {,p,; = 0.16568, mientras para el DVA clasico
son: qop:=0.90905 y {ypy = 0.18546.

Por consiguiente, la ecuaciéon para calcular el agrandamiento del ancho de banda

operativo del sistema es:

SBipyas — SB isi
%SBIDVA‘S _ IDVA's DVA clasico % 100% (6.17)

SBDVA clasico

De la misma forma, para calcular el indice de reduccién de la amplitud de vibracion de
los IDVA’s con respecto al DVA clasico, se encuentran los puntos maximos
correspondientes a cada FRF entre los puntos invariantes asociados a cada amplitud
maxima de la FRF. Por lo tanto, la ecuacién para el indice de reducciéon de la amplitud

de vibracion del sistema es:

SPDVA clasico — SPIDVA‘S

%SPIDVA\S = X 100% (618)

SPDVA clasico

En la Tabla 6.13 se muestran los resultados al implementar las impedancias mecanicas

Cs, C4 Y Ce.
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Tabla 6.13 resultados para el agrandamiento del ancho de banda operativo (%SB) VS el
indice de reduccion de la amplitud de vibracién del sistema (%SP). Asi como también el
valor de la amplitud maxima (||H||).

Porcentaje en la supresion de vibracion
Impedancia % SB % SP || H ||
IDVA-C3 20.67 % 26.85 % 3.617507986
IDVA-C4 17.29 % 22.56 % 3.744207561
IDVA-Cé6 19.83 % 26.85 % 3.617507988

De los resultados de la Tabla 6.13 se puede observar que los IDVA’s propuestos mejoran
y superan al DVA clasico al obtener un mayor rendimiento en la supresién de vibracion.
Consecuentemente, los IDVA’s producen un adecuado desempenio en la mitigacién de

vibraciones cuando se encuentra sujeta a una fuerza de excitaciéon armonica.
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CAPITULO

7 Conclusiones

Mediante el desarrollo matematico realizado en esta investigacion, se determiné el
disefio 6ptimo de un absorbedor dinamico de vibraciéon basado en inersor (IDVA)
acoplado a wuna estructura mecanica. El analisis matematico considera el
comportamiento de la estructura al aplicarse una fuerza de excitacién armonica en su
base. El IDVA se compone de las impedancias mecanicas denominadas C3, C4 y C6.
Cada impedancia esta compuesta por un conjunto de resorte, amortiguador e inersor,

dispuestos en configuraciones serie-paralelo.

Para realizar el analisis dinamico, fue indispensable obtener las ecuaciones de
movimiento aplicando la teoria de Euler-Lagrange para fuerzas generalizadas no
conservativas. Posteriormente, se obtuvieron los parametros adimensionales mediante
el teorema II de Buckingham, lo que permitié6 hallar la respuesta en frecuencia
adimensional del sistema. Para la validacién del modelo matematico de forma numérica
fue necesario el uso de un sistema de computo numérico utilizando los criterios de
optimizacién H,, basado en el método de Nishihara, siendo un método rapido y eficiente
para la solucién numérica de los parametros 6ptimos de los IDVA’s y la técnica de los
puntos fijos extendida, siendo una aproximacién de la norma H, que considera el

teorema de Vieta y la teoria de Steen Krenk.

La principal ventaja de implementar la técnica de los puntos fijos extendida se basa en
encontrar formulas de disefio simples para los IDVA’s al conocer informacién de la suma

y el producto de las raices reales de las ecuaciones cuarticas, sin la necesidad de resolver
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un conjunto de ecuaciones no lineales como es el caso del método propuesto por
Nishihara, que para su solucion dependen directamente de la capacidad de

procesamiento de computo y puede llegar a ser tedioso.

Al comparar los resultados obtenidos para los parametros 6ptimos de la técnica de
puntos fijos extendida y el método de Nishihara aplicados al IDVA-C3, IDVA-C4 e
IDVA-C6, se demuestra que se logré minimizar las amplitudes de vibracién de cada
sistema. Esta minimizacion se refleja en la reduccion de la respuesta adimensional en
frecuencia dentro de un intervalo especifico de frecuencias. Adicionalmente, se corrobora

la similitud de los mismos.

De lo que se concluye que, el IDVA con la impedancia mecanica C3 ofrece un rendimiento
superior en la reduccién de las amplitudes de vibraciéon, proporcionando resultados mas
precisos en comparacion con las impedancias C4 y C6. Sin embargo, la diferencia de
resultados es minima cuando se compara el porcentaje de supresiéon de vibracion y la
amplitud maxima de respuesta en frecuencia. Por lo tanto, los IDVA’s con las
impedancias C3>C6>C4 pueden utilizarse para controlar las amplitudes de vibracién
en una estructura mecanica sometida a la excitaciéon de una fuerza armoénica en la base,
sin inconvenientes. De esta manera, la hipétesis planteada al inicio de este trabajo de

investigacion ha sido demostrada exitosamente.
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7.1 Trabajos futuros

Para complementar el trabajo desarrollado en esta tesis, se proponen los siguientes
estudios futuros para mejorar algunos aspectos del mismo y ampliar los resultados

obtenidos.

e Realizar la implementacion fisica del modelo de la estructura mecanica con
IDVA'’s utilizando las impedancias mecanicas C3, C4, C6.

e Corroborar los resultados obtenidos de forma tedrica vs los resultados
experimentales, para demostrar la efectividad del modelo matematico y sus
medidas de incertidumbre para evaluar la validez de los datos conseguidos.

e Desarrollar un método matematico que considere analiticamente todos los
coeficientes de amortiguamiento presentes en un sistema mecanico.
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APENDICE

A. Modelo matematico

IDVA-C3

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, las energias asociadas al sistema de la

Figura 4.1 son:

1 1
T = EM(a‘c)z + Em(a‘cl)2 + b(%3 — %,)? (A.1)
1 1 1
U = EK(.XO - x)z + Ekl(x - xl)z + Ekz(Xz - x1)2 (A2)
1 1
D= EC(a‘co — %)% + Ecz(a'c — %3)? (A.3)

Utilizando las ecuaciones (3.8) y (3.12) las ecuaciones del sistema para sistemas no

conservativos se expresan como:

M3 + ¢, (% — %3) + Kx + ky(x — x1) = Kx, (A.4)
mi; — ky(x — x1) — ky(x, — %) = 0 (A.5)
—b(¥%3 — %) + ky(x, —x1) =0 (A.6)

b(kz — %3) — c; (X — %3) = 0 (A.7)

Considerando que la técnica de la transformada de Laplace es ideal para resolver
problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes, las ecuaciones (A.4) a la (A.7) quedan de la siguiente manera:

Ms?X +cs (X —X3) + KX + k(X — X;) = KX, (A.8)
ms?X; + ki (X, —X) + k,(X; — X,) =0 (A.9)
bs?(Xy — X3) + ky (X, — X;) =0 (A.10)
bs?(Xs —X,) +cs(X3—X) =0 (A.11)
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El interés primordial esta dirigido en el movimiento de la masa principal por lo tanto al

resolver el sistema de ecuaciones (A.8) a la (A.11) para X se tiene:

X = (KXo(bcms* + bms®k, + (bcky + bek, + cmk,)s? + bskik, + ckqky))
/(Mbcms® + Mbms®k, + (Kbcm + Mbck, + Mbck, + Mcmk, + bemk, + bemk,)s* (A.12)
+(Kbmk, + Mbkk, + bmkyk,)s® + (Kbck, + Kbck, + Kcmk, + Mck k, + cmk, k,)s?
+Kbskik, + Kckqk,

La funciéon de transferencia del sistema se obtiene al dividir el lado derecho de la

ecuacion (A.12) por Kck,k, con la finalidad de tener cantidades adimensionales. Esto es:

X bms* bms® (bck, + bck, + cmk,)s?  bs
== + +—+1
X, kik, cky ckik, c

(Mbms6 Mbms®> (Kbcm + Mbck, + Mbck, + Mcmk, + bcmk, + bcmk,)s* (A.13)

Kkik, + Kck, + Kckik,
(Kbmk, + Mbk,k, + bmk,k,)s® (Kbck, + Kbck, + Kcmk, + Mck,k, + cmk,k,)s?> bs
+ + +—+1
Kckik, Kckik, c

Al Sustituir la ecuacion (A.13) por s = I * w se obtiene la ecuacién (A.14), esto es valido

debido a que solo interesa la respuesta del sistema en estado estable.

X  (bmw* 1bmw® (bck, + bck, + cmk;)w? N Ihw ‘1 Mbmw® N IMbmw®
B c / Kk, k, Kck,

XO k1k2 Ck1 Ck1k2
(Kbcm + Mbck, + Mbck, + Mcmk, + bcmk, + bemky)w*  1(Kbmk, + Mbk,k, + bmk k,)w®
. _ (A.14)
Kckik, Kck,k,
(Kbck, + Kbck, + Kcmk, + Mck,k, + cmk k,)w?  1hw
- +—+1
Kckqk,

Se proponen los siguientes parametros adimensionales utilizando el teorema Pi de

Buckingham. Los parametros son los mismos para las impedancias mecanicas Cs, Cs4 y

Ce.

K ky
w1 M @2 m @s b ¢ 2Zmw, H m ( )
a)z M (1)1 (1)1

Con la finalidad de obtener la magnitud de la ecuacién (A.14), se reescribe como el

cociente entre dos nimeros complejos, es decir,

A+ iB A17)
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La ecuacion (A.17) representa la funcion de respuesta en frecuencia del sistema en su

forma adimensional, sin embargo, la ecuacién esta en su forma compleja.

Por lo tanto, para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la
ecuacion (A.17) por el conjugado complejo del numerador y denominador,
respectivamente. Obteniendo:

H(s)I? = % (A-18)
Al sustituir los parametros adimensionales en las variables A, B, C y D la ecuaciéon

(A.18) para el IDVA-C3 se expresa como:

_QZZ 2—_Q222+24'+_Q,4—_Q,222 120292_ 2N2 1
|H(s)|2=<( 15 nqs 4’7‘1 o +_M (2 6 q))/( 8 4(_94.3772#512
q°n 4 {“q q°n
_947’2#(]2 +Qzﬂn2q4—ﬂ4n2q2+an2q4—ﬂ4ﬁq2 +QZT)2,uq2+Qé—ﬂ4q2+ﬂzn2q2—n2q4 (A.19)
1#292(_Qzﬁq2 + Q4 _ QZqZ _ QZ + qZ)Z)

_Q4- QZ 2)\2
+2%%)° + 7 7248

IDVA-C4

Las energias asociadas al sistema son:

1 1 1
T = EM(fc)z + Em(a‘cl)2 +-b( - %,)2 (A.20)
1 1 1
U = EK(.XO - x)z + Ekl(x - Xl)z + Ekz(Xz - X1)2 (A'21)
1 1
D == Cli - %)2 + 5 Ca(dtz — %1)2 (A.22)

Utilizando las ecuaciones (3.8) y (3.12) las ecuaciones resultantes del sistema son:

Mx+b(x—x2)+Kx+k1(x—x1)=Kx0 (A23)
b(%; —X) + c3(k — %1) + kp(x3 —x1) =0 (A.24)
mi; +cp(% — %) + k(g —x) + ky(x; —x) =0 (A.25)

Al aplicar la técnica de la transformada de Laplace, las ecuaciones A.23-A.25 se

expresan como:
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Ms?X + bs?(X — X,) + KX + k;(X — X;) = KX, (A.26)
bs?(X, — X))+ cs(X, — X)) + k, (X, — X)) =0 (A.27)
ms?X; +es(X; — X)) + k(X —X)+k,(X;, —X,) =0 (A.28)
Al resolver el sistema de ecuaciones (A.26) a la (A.28) para X se tiene:
X = (KXo(bms* + bcs® + cms® + bs?ky + bs?k, + ms?k, + csky + kik,))/(Mbms® + Mbcs®
+Mcm® + bems® + Kbms* + Mbs*k, + Mbs*k, + Mms*k, + bms*k, + bms*k, (A.29)

+Kbcs® + Kems® + Mcs3k, + cms3k, + Kbs?k, + Kbs?k, + Kms?k, + Ms?kk,
+ms?k,k, + Kcsk, + Kk k)

La funciéon de transferencia del sistema se obtiene al dividir el lado derecho de la
ecuacion (A.29) por Kk,k, con la finalidad de tener cantidades adimensionales. El

resultado es:

X _ (bms4 N (bc + cm)s3 N (bky + bk, + mk,)s? N cs N 1) y <Mbms6 N (Mbc + Mcm + bcm)s®
X, \kik, kik, kik, k, Kl k, Kk,
N (Kbm + Mbk, + Mbk, + Mmk, + bmk, + bmk,)s* N (Kbc + Kcm + Mck, + cmk,)s3
Kl k, Kl k,
N (Kbk, + Kbk, + Kmk, + Mk k, + mk,k,)s? Lo 1)

(A.30)

Kk, k, k,
Al Sustituir la ecuacién (A.30) por s = I * w se obtiene la ecuacién (A.31), esto es valido

debido a que solo nos interesa la respuesta del sistema en estado estable.

X <bma)4 I(bc + cm)w3® (bk, + bk, + mk,)w? N lcw 1) /( Mbmw®
X,

kik, kik, kik, k, " Kkyk,
I(Mbc + Mcm + bem)w® 4 (Kbm + Mbk, + Mbk, + Mmk, + bmk, + bmk,)w*
Kklkz Kklkz (A.Sl)
I(Kbc + Kcm + Mck, + cmky)w®  (Kbk, + Kbk, + Kmk, + Mk k, + mk k,)w?
Kklkz KklkZ
ey
k,

Al sustituir los parametros adimensionales (A.15) y (A.16) en las variables A, B, Cy D

la ecuaciéon (A.18) para el IDVA-C4 se expresa como:
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_QZ 2 Z_QZ 2 2_|_ 2 4+Q4_QZ 2N\2 4292 QZ +QZ_ 2\2
|H(S)|2:<( n°uq nq48nq )? X (g“ q)>/
n*q qeun
1
040212 VEn2 42 20,24 _ (V42 2 2.2 4 _ O4p A2
(n4q8(ﬂﬁnuq W*n°uq® +Q°pn"q* — Q*n"q" + O°n"q* — Q*Bq (A.32)

+er]2“'q2 + Q6 _ Q4q2 + QZUZqZ _ 77qul- _ Q4 + QZqZ)Z
4(292(94‘3# + Q4,Ll _ QZﬁqZ + Q4 _ QZqZ _ QZM _ QZ + qZ)Z
+ q6#2n4

IDVA-Cé6

Las energias asociadas al sistema son:

1 1
T = EM(fc)2 + Em(fcl)2 + b(x, — %1)2 (A.33)
1 1 1
U= Ek(xo -x)% + Ekl(x —x)% + EkZ(x — x,)? (A.34)
1 . + N2 1 . . 2 A35
D=§C(x0—x) +§c2(x2—x1) (A.35)

Utilizando las ecuaciones (3.8) y (3.12) las ecuaciones resultantes del sistema son:

Mx+KX+k1(x—X1)+k2(X—x2) =Kx0 (A.36)
b(¥; — X1) + c(X, — %1) + ka(x; —x) =0 (A.37)
mX; + b(¥; — %) + () — %) + ki(x; —x) =0 (A.38)

Al aplicar la técnica de la transformada de Laplace, las ecuaciones (A.36) a la (A.38) se

expresan como:

MSZX+KX+k1(X_X1)+k2(X_X2) :KXO (A.39)
bs*(X, — X1) +es(Xp — X)) + k,(X, —X) =0 (A.40)
ms?x; + bs?(X; — X)) +es(X; — X)) + ki (X, —X) =0 (A.41)

Al resolver el sistema de ecuaciones (A.39) a la (A.41) para X se tiene:

X = (KXo(bms* + cms® + (bky + bk, + mky)s? + (cky + cky)s + kiky))/(Mbms®
+Mcms® + (Kbm + Mbk, + Mbk, + Mmk, + bmk, + bmk,)s* + (Kcm (A.42)
+Mck, + Mck, + cmk, + cmk,)s® + (Kbk, + Kbk, + Kmk, + Mk, k,
+mkik,)s? + (Kck, + Kck,)s + Kk ky)
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La funciéon de transferencia del sistema se obtiene al dividir el lado derecho de la

ecuacion (A.42) por Kk,k, con la finalidad de tener cantidades adimensionales. El
resultado es:

X  (bms* cms® (bky+ bk, + mky)s®  (cky +cky)s Mbms®
X, <k1k2 T, " Kok, Kk, ) <Kk1k2
Mcms® (Kbm + Mbk, + Mbk, + Mmk, + bmk, + bmk,)s*
Kk.k, Kkk, (A.43)
(Kecm + Mckq + Mck, + cmk, + cmk,)s3
+ Kk.k,
(Kbk, + Kbk, + Kmk, + Mk k, + mk,k,)s?> (Kck, + Kcky)s
+ Kkyk, Kkok, >

Al sustituir la ecuacién (A.43) por s = I * w se obtiene:

X <bma)4 Icmw?®  (bky + bky + mky)w?  1(ck, + cky)w )/( Mbmw®

Xo \kiky  kiky K.k, k. ks Kk.k,
IMcmw®  (Kbm + Mbk, + Mbk, + Mmk, + bmk, + bmk,)w*
+
I(Kcm + Mck, + Mck, + cmk, + cmk,) w3
Kkyky
(Kbk, + Kbk, + Kmk, + Mk k, + mk k,)w? 1(Kck, + Kcky)w
Kk.k, Kkik,

Al sustituir los parametros adimensionales (A.15) y (A.16) en las variables A, B, Cy D

la ecuacién (A.18) para el IDVA-C6 se expresa como:

° . (_QZnZ#qZ _ anzqz + n2q4 + Q4 _ QZqZ)Z 4'02(2(_772”(12 + QZ _ q2)2 1

|H(s)|" = n4qs + qoun* / ,74q8(
_943772#612 _ 947121“12 + 92,3772(14 _ Q4772q2 + Q2U2q4 _ Q4,8q2 + 92772/1612 + 05 — Q4q2 (A 45)
+an2q2 _ U2q4 —Qt+ quz)z .
N 402(2(_923772#‘12 _ QZUZMqZ _ QZBqZ + nZ'qu + Q4- _ QZqZ _ QZ + qZ)Z)

q6,u2774
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APENDICE

B. Respuesta en frecuencia

_anzuqz _ anzqz + 772q4 + 04— quz

Acs,c4,ce =

q*n?
. 140002 — ¢%)
_200(0% + 02 — ¢?)
¢t q3un?
200(—n*uq* + Q% — ¢%)
Bee = — 3,12
q3un
Ceacace = — (=Q*Bn*uq® — O*n*uq® + Q*Bn*q* — Q*n*q* + Q*n*q*

q*n?

_Q4ﬁq2 +an2ﬂq2+-Q6_-Q4q2+an2q2_n2q4_ﬂ4+92q2)

1uQ(—Q2Bq* + Q* — Q%q? — Q2 + q?)
c3 = 2 ICE

_200(Q*Bu + Q*u — Q?Bq* + Q* — 0%q% — Q%u— O + q°)

- q3un?

_ 200(=0%Bn’uq® — Q*n’*uq® — Q*Bq* + n’ug® + Q* — 0%q* — 0% +¢%)

co q3un?

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)
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APENDICE

C. Puntos fijos extendida

1
as = —E(ﬁnzﬂqz +2n*uq® + 2n%q* + 2Bq* + 49* + 2) (C.1)
1
by = —5 (=2Bn°nq* —2Bn*q" = 2n°uq* — 4n*q" — 2Bq" — 2n*uq® — 2n°¢* (C.2)
—2q* - 4q%)
1
e = —5(2Bn°q° + 20*q° + 2n’uq* + 4n’q* + 2q*) (C.3)
d; = n2q6 (04)
iz = (=2 -2(8 +1)q? (C.5)
2 232y _
53 _ (h(zq +(1+ (5 + 1)q )?)—1) (C6)
_ 2 2 2
& = ( 2hq (1+(.8+1)q)+ZQ) (C.7)
h
4 _ 4
g, =M 4 ©.9)
h
=2¢*n*(B + Du* + (=24 (=2Bn* —4n* = 2B — 2)q*)u — 2 + (=2n* = 2B — 4)q*
a, = (C.9)
24+ (B+2)u
b4_ =
2 4 2.4 2 4 2,242 _ 2.4 _ 4 _ 2 2 _ 2.2 _ 4 _ 2 _ 2 (ClO)
(—4pn°uq* — 2pn°q* — 4n°uq* — 2n°u°q® — An“q* — 2q* — An°uq”® — 2n°q* — 2q* — 2uq° — 4q*)
—Bp—2p—2
(2Bn%q° + 2n*q® + 4n*uq* + 4n*q* + 2q*)
€y = (C.11)
—Pu—2pu—2
2 2,6
d,= —— 11 (C.12)
—Bu—2p—2
2w+ 1+ B+ 1D)gHA
a, = (u (B +1)q%) (C.13)
-1+ (- Du
- —2¢*(-1+ (-B—-DwW+ @+ 1+ B+ 1)g*>*h— (—u— 1)?
b4=(( q°( (=B —Du) + (u B+ 1)g)?h— (—u—1)?) (C.14)

(=1+ (=B - Dw?h
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o - C20PWH 1+ B+ Dah = 20° (= 1) (€.15)
(—1+ (B - Dw?h

- hq* — q*
“ T Er - D (€19
ag = —1+ ((—Bu—2p—1n* - —2)q* (C.17)
b =

1 (C.18)
((u((ﬁ F DU+ 0t + (@B + 2+ B+ 22+ +1) % +2+ 2u+ 1)n2>q2
o=~ +p(u+1+@B+Dgn*+Q2u+2+ B +Dg*)n*q" (C.19)
de = n*uq® +n*q° (C.20)
Gy = (=2 =208 + D+ 1Dg?) (C.21)
5, = ((2(n*n-Dg*+ (1 + (f + D@*u+ Dg»HHh - 1) (C.29)
¢, = @n*n—Dq’(1+ (B + 1)(Zzu + Dg*)h + 20 + 1g?) (C.23)
g, = (=n°x— D*q*h — *pn + D" (C.24)

h

Universidad Tecnologica de la Mixteca 104



APENDICE

D. Método de Nishihara

IDVA-C3
C. = 1(((_8 + (—8p — 8).“)772 —8p — 8)(2 + y2n4)q2 - 8{2 (D.1)
1— 4 {2 .

11

=47 (4@ + B+ Dwn* + 82+ (B + DB + Dn* +4(8 + DD — 2un* (B D.2)
+1))g* + (((16 + (88 + 16)w)n? + 8B + 16)7% — 2u*n*)q* + 47* — 402 (—r? + 1))
11

G=3z (((ﬁ + D(((-8 + (=85 — 8)m)n* — 88 — )% + p?n*( + D)n’q* + ((-8(1

(D.3)

(B + DI+ Dn* + ((—168 — 16)u — 166 — 3277 — 88 — 8)¢ + 28 + 2))q”
(=8 + (=81 — 8)12)S% + uPn*)q? = (=8 + (~8u — BN + un*)q*(—r? + 1))
11 1
€4 = 372 (4(n°0268 + 120"~ (=88 — By — 48 —B)n? ~ 85 — B)C* + n? (8
FIIN2GE+ (L4 Gt D20+ @+ n = i) = 4+ ot D+ e (D.4)

+4)n*)7% — %uzn‘*) q*(—r? + 1)>

11 1
€5 =75 (-7 (136765 + 147 + (L (e DI = Guon) @® = (-8 + (-8 (D.5)
—8)n*)¢% + un*)q°(-r* + 1))
Cs = q°n*r? ®-6)
IDVA-C4
1 1
C, = M—2<(—2n2(,8 +Dud + (—zn2 +4 ((Zﬁ +§% - E) B+ 1)) w2+ 803 (B + Du (D.7)

+4(*)q* — 2p?)
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1
C, = l;((n‘*(ﬁ + D2t + 20 (B+ DM+ B+ D + (* + (48 + Hn* + (B + 1)P)p?

—80%(B + 1)?u—83*(B + 1))g* + 2n*(B + 2)u® + (=87%B — 87* + 4n* + 2 + 4)u?
—802(B + 2)u—872)q* + pu? — p*(-r? + 1))

(D.8)

1
Cs = F(—Zqz((ﬁ + DB+ D’ + 0 + B+ D — 2¢2(B + 1))g* + (n* (B + Du*

+PB+2)+ 28+ 2% + * + 2B+ Hn* + B+ D =82 (B+Du—43*(8 (D.9)
+2))q% + 13n* + (=202 + 0% + D — 4pd? — 203) + 2q*13n* + (=20% + % + Dp?
—4ug? = 203)(=1% + 1))

1
Co= 2 @G B+ D " + (' (B + Dy + 20" (B +2) + 26 + 2)n°u* = 8B
F1)q + it + @+ 202 + (nf + dn? + D — 8% - 88%) — g (utnt + 2t 1O
+2n?)d + (n* + 4n? + Du? — 8ul? — 8(H)(—r? + 1))
1
Cs =2 (-20°Wn (B + a* + w2n™ + (" + n*)u® = 205 + 2G5n* + (" +n*)ue? (D.11)
—20%)q°(-r? + 1))
C6 = q8774r2 (D12)
IDVA-C6
92 3 92 _ 2 2N 2 9,2
C, :( 2n*(B+ Dp” + (—2n MZZ.B 2)p +44°)q° — 2u (D.13)
1
C=2>2 (@*B+ D%t +2n*B+ D0* + B+ D’ + * + (4B + D + (B + DD
(D.14)

—8n*¢*(B + D — 83%(B + D)a* + 2n* (B + 2)u® + (4n* + 28 + Hu® — 87%)q* + p?
—p?(-r? 4+ 1))
1 1 1 1
€ = M—2<—2 <<n4(/3 1) =2 ((52/3 SRS 5) P02 = 4?28 + D

2028+ DB + gt + (* (B + Dut + @B +2) + 28 + 22 + (p* + 2 (D-15)
+0n? + B+ D — 4?2 (B + 2)u — 442 (B + 2))q” + 1n* + (n* + Dp® — 2¢%)q?
+230% + % + Dp? — 20)q*(-r? + 1))

1 1 1 1
€y = M—2<<u2n4(ﬁ +1%t+ (4774([? + 1 -8 (((23 ey R LT

1
=) = 16727 (B + D= 832(B + 1)) + wn* + (2n* + 202 + Gt + a2 (D-16)

+Du? — 8un?¢* — 8¢%)q* — (un* + (2n* + 2n*)u® + (n* + 4n* + Dp® — 8un*¢?
—8(H)q*(-r? + 1))
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1
Cs =7 (=20°(*n* (B + Da® +4n* + (=267 + Dn* +0*)u® — 4un*¢* - 20%)
+2(3n* + (=282 + Dn* + 22 — 4u?¢? — 2¢%)q° (=12 + 1))

Ce = q8n4r2 (D.18)

(D.17)
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