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Introduccion

La belleza de la fisica reside en la comprension y el desarrollo de modelos matematicos,
los cuales nos permiten comprender fenémenos a todas las escalas, desde el mundo de
las particulas subatémicas hasta el universo entero, mediante las leyes de la naturaleza,
mismas que fueron descubiertas mediante la observacién y la descripcién precisa del
universo que nos rodea [1]. Sin embargo, las fronteras de la fisica no solamente se
delimitan al estudio de fenémenos naturales, sino que también provee herramientas para
el estudio de fenémenos puramente estocasticos, estos desarrollos demuestran cémo los
conceptos y métodos de la fisica pueden ser aplicados con éxito en el analisis y la gestién
de riesgos financieros.

Louis Bachelier se gand el mérito de ser nombrado el padre de las matematicas
financieras modernas, debido al gran impacto de su tesis doctoral, “Teoria de la Especu-
laciéon”, que ha sido considerada como la piedra angular del estudio de los mercados
financieros, en la cual estudié los movimientos irregulares de los precios de acciones
pertenecientes al mercado de valores francés, basandose en los estudios realizados por
el botanico escocés Robert Brown, en el afio de 1827, sobre el movimiento erratico de
particulas de polen suspendidas en un fluido. Al poco tiempo, en 1905, Albert Einstein
describié y explicé la naturaleza del movimiento Browniano. Posteriormente, el fisico y
matematico Norbert Wiener consigui6é formalizar mateméaticamente el concepto de Mo-
vimiento Browniano. Lo cual proporcioné un camino para el desarrollo posterior de las
matematicas financieras como los trabajos de Kolmogorov sobre ecuaciones diferenciales
estocdsticas o la hipétesis de mercado eficiente planteada por Fama.

Con base en el trabajo de investigacion realizado por Bachelier; Fisher Black, Myron
Scholes y Robert C. Merton dedujeron una férmula para la valuaciéon de opciones
europeas sobre acciones que no pagan dividendos, bajo el supuesto de normalidad
en los rendimientos, lo que les permitié modelar la evolucién del valor de un activo
financiero simple mediante un movimiento geométrico Browniano. Sin embargo, al
realizar un analisis estadistico mas riguroso sobre los rendimientos, se ha encontrado
evidencia suficiente para rechazar la hipotesis de normalidad, debido a la presencia
de asimetria y leptocurtosis en los datos como se vera en los Capitulos 2 y 6, por lo
que suponer normalidad en los rendimientos subestimaria valores extremos presentes
en los rendimientos, lo que da a lugar a una mayor exposicion al riesgo en la toma de
decisiones financieras.

Sin embargo, existen pocos estudios empiricos donde se demuestre que el rendimiento
porcentual de los activos que cotizan en el mercado accionario no se distribuye de manera
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normal. Por lo tanto, en este trabajo de investigacion, nos centraremos en analizar la
distribucién de los rendimientos de los activos de Amazon, Netflix y Disney mediante el
uso de distribuciones de cola pesada (o distribuciones a-estables), con el objetivo de
establecer una comparativa con la distribuciéon normal. Ademaés, se proporcionara la
solucion del modelo Black-Scholes-Merton con el uso de cambios de variable que nos
permitan transformarla en la conocida ecuacion de difusion de calor, para poder asi
deducir la férmula de Black-Scholes para la valuacién de opciones europeas de compra
o venta.

Para lograr los objetivos del presente trabajo de investigacién, los capitulos se
distribuirdn de la siguiente manera:

= A lo largo del Capitulo 1, exploraremos la estructura de los mercados financie-
ros y los principales instrumentos cotizados en ellos. Ademads, se ofrecerda una
introduccioén a los términos financieros que utilizaremos en este trabajo.

= En el Capitulo 2, se presentan las herramientas de probabilidad que utilizaremos
para estudiar la distribucién de los rendimientos de las acciones. Ademas, se
introduce el test de normalidad Jarque-Bera.

= En el Capitulo 3, describiremos la relacién que existe entre la dindmica de evolucién
de un activo financiero simple y el movimiento Browniano unidimensional. Ademas,
se deducira el modelo Black-Scholes-Merton.

= En el Capitulo 4, se demostrard como el modelo Black-Scholes-Merton puede
simplificarse a la ecuacién de difusién de calor mediante cambios especificos de
variable, lo que nos permitird obtener una expresién en forma cerrada para la
valoraciéon de una opcién europea de compra o venta.

= En el Capitulo 5, se estudiardn las propiedades basicas de las distribuciones
estables univariadas y su funcién caracteristica. Ademaés, se describiran los cuatro
parametros principales que las caracterizan y los métodos que se emplean para
poder determinarlos.

= En el Capitulo 6 demostraremos que asumir que los cambios porcentuales en
los precios de las acciones no siguen una distribucion normal lo que contradice
uno de los pilares fundamentales de las matematicas financieras modernas. Por
ello, proponemos estudiar la distribucion de los rendimientos de los activos de
Amazon.com Incorporated (AMZN), Netflix Incorporated (NFLX) y The Walt
Disney Company (DIS) mediante el uso de distribuciones a—estables.
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Conceptos financieros

1.1. Historia de los derivados financieros

A pesar de que los derivados financieros son uno de los principales productos de
inversién para la proteccién ante adversas fluctuaciones en el mercado financiero o tasas
de interés, se desconoce el momento historico en el cual este tipo de activos comenzaron
a emplearse. Sin embargo, se ha encontrado evidencia histérica que muestra cémo Tales
de Mileto, un matematico y filésofo de la antigua Grecia, utilizo este tipo de contratos
para adquirir grandes cantidades de aceitunas a un precio inferior antes de la cosecha.
Esto le permitié revenderlas a un precio mas alto una vez que la temporada de aceitunas
habia terminado y su valor habia aumentado. Por otro lado, los antiguos romanos y
fenicios empleaban los derivados en el transporte maritimo [2].

Durante la edad media los mercados de futuros comenzaron a consolidarse entre
los agricultores y comerciantes, debido a que, durante las temporadas de escasez, los
agricultores obtenian precios superiores por sus cosechas, ademés de que la oferta de sus
productos en el mercado era menor. Por otra parte, en las temporadas de abundancia
el precio de su cosecha era inferior a la inversiéon que se realizaba para poder cultivar
sus tierras. Por lo cual, los agricultores y comerciantes se encontraban expuestos a
situaciones de alto riesgo [3].

Mientras que, en Holanda durante el siglo XVII comenz6 a florecer el mercado de
derivados en el comercio de tulipanes, en donde los comerciantes empleaban opciones
compra que les permitia conseguir un precio de compra razonable con el cual se pudiese
satisfacer la demanda. Al mismo tiempo que los productores empleaban opciones de
venta para garantizar un precio de venta favorable. Sin embargo, con el paso del tiempo
los especuladores se unirian a este mercado para negociar con estos contratos y asi
poder obtener ganancias [2].

El primer esfuerzo por desarrollar las matematicas financieras para la valuacién
de opciones fue Luis Bachelier, quien se gand el mérito de ser nombrado el padre de
las matematicas financieras modernas, por su tesis doctoral titulada “Theorie de la

spéculation”, con la cual fundé las bases para el modelado en la dindmica de los precios
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de acciones mediante el movimiento Browniano. Sin embargo, no fue hasta 1960 que
algunos académicos colaboraron para desarrollar un modelo de valuacién de opciones.
Fisher Black (fisico-matematico doctorado en Harvard), Myron Scholes (doctorado en la
Universidad de Chicago) y Robert Merton (profesor de mateméticas en el MIT) fueron
quienes formularon el modelo més conocido en la valuacién de opciones financieras en
el afio de 1970 [4, 5].

En el ano de 1973, Fisher Black y Myron Scholes lograron publicar un articulo titulado
"The pricing of options and corporate liabilities" [6], en la revista de la Universidad de
Chicago (The Journal of Political Economy). Gracias a esta publicacion, su articulo se
convirtié en una de las investigaciones més importantes en el mundo de las finanzas
internacionales, por lo cual, su trabajo obtuvo el premio Nobel de Economia en 1997.

En julio de 1979, Mark Rubinstein, John Cox y Stephen Ross publicaron un articulo
en The Journal of Financial Economy titulado "Options pricing: A simplified approach’.
En él propusieron un modelo alternativo al de Black y Scholes para la valuacion de
opciones mediante el uso de un modelo binomial, el cual, tiene la ventaja para el poseedor
de poder evaluar y ejercer una opcion en cualquier momento durante la vida de la
opcién [5].

En México, el Mercado de Derivados es el MexDer, que inicié sus operaciones en
diciembre de 1998. En sus inicios se listaron contratos de futuros financieros. En junio
del 2003 el MexDer y el Mercado Espaifiol de Futuros y Opciones Financieros (MEFF)
celebraron un acuerdo de asociacién estratégica para desarrollar un mercado de contratos
de opciones listados en México, que inicié en marzo de 2004 con las opciones del IPC
(indice de precios y cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores) y sobre acciones

individuales [5].

1.2. Derivados

Las matematicas financieras clasicas son las encargadas de estudiar el comporta-
miento de los instrumentos financieros basicos como lo son las acciones, divisas, bonos y
materias primas [7]. Sin embargo, existen instrumentos financieros como los derivados
cuyo valor depende del precio de un activo subyacente o un instrumento financiero
bésico.

A principios del siglo XIX, la bolsa de valores europea introdujo a su lista de activos
financieros los derivados simples. Sin embargo, estos activos financieros cayeron en
desuso por causa de la Primera y Segunda Guerra Mundial, y no fue hasta la década de

los setenta que estos activos se comenzaron a retomar gracias al trabajo publicado por
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Fischer Black, Myron Scholes y Robert C. Merton, quienes desarrollaron un modelo
tedrico para la valuacién de opciones, ademas de que este modelo puede ser aplicado
a otros dmbitos financieros en los cuales se mide y controla el riesgo de instrumentos
financieros complejos, por ello fueron condecorados con el Premio Nobel de Economia en
1997; al mismo tiempo que desencadenaron el desarrollo de las matematicas financieras
modernas [7].

Con el paso del tiempo los derivados financieros han sido clasificados en tres princi-
pales instrumentos derivados, los cuales son: opciones, futuros y swaps. Los cudles se
explicaran méas adelante. Los derivados financieros tnicamente pueden ser negociados de
dos formas, a través de los mercados organizados y mercados extrabursétiles u OTC (por
sus siglas en inglés Over-The-Counter); donde los mercados organizados se encuentran
sujetos a normas regulatorias, ademas requieren un grado de estandarizaciéon en los
instrumentos negociados (precio de ejercicio, la fecha de vencimiento, la longitud del
contrato, entre otras cosas) y cuentan con una ubicacién fisica en donde se llevan a
cabo su comercio. Algunos ejemplos de ellos son: la Bolsa de Opciones de la Junta de
Chicago (CBOE), la Bolsa Internacional de Futuros Financieros de Londres (LIFFE)
y la Bolsa de Futuros Alemana (DTB). Mientras que los mercados extrabursétiles se
realizan a través de ordenadores y teléfonos de bancos comerciales y de inversién, dentro
de las principales instituciones podemos encontrar a Citibank, Bankers Trust, Goldman
Sachs y Deutsche Bank [2, 3, 8].

Los instrumentos derivados més simples, denominados de primera generacién o plain
vanilla, son los contratos de: opciones, futuros, forwards y swaps. Estos contratos tienen

tres finalidades béasicas:

1. Cobertura de riesgos (hedging). Los productos derivados son ttiles para el
agente econémico que desea mitigar o cubrir el riesgo de variaciones o cambios
adversos en los precios de los activos que dicho agente tiene en el mercado de

contado o fisicos.

2. Especulacion. En este caso el agente econdémico no desea reducir el riesgo. Por
el contrario, el especulador realiza una apuesta direccional en los movimientos del
precio de un producto derivado para obtener una ganancia o rendimiento acorde
con el riesgo que asume. Esta actividad es muy 1til en los mercados organizados,

ya que, a mayor numero de especuladores, existe una mayor liquidez.

3. Arbitraje. Consiste en realizar una operacién en los mercados financieros para
obtener una ganancia a valor presente sin riesgo, aprovechando alguna imperfeccion

detectada en dichos mercados. El arbitraje més simple consiste en comprar y
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vender simultaneamente un mismo activo en dos mercados distintos, para asegurar
una utilidad (la imperfeccion consiste en que el activo de referencia podria tener

dos precios diferentes en sendos mercados) [5].

1.2.1. Forward

Un contrato adelantado o forward es un acuerdo entre dos partes para comprar o
vender un activo en una fecha futura y a un precio previamente pactado. Es decir, la
operacion se pacta en el presente, pero ocurre (se liquida) en el futuro.

Los contratos forward operan en el mercado extrabursatil (OTC), y éstos se pueden
dar entre dos instituciones o entre una institucién financiera y uno de sus clientes. Una
de las partes en el contrato forward asume una posicién larga y se compromete a comprar
el activo en una fecha futura. Por tanto, un agente econémico tiene una posicion larga
cuando al comprar el contrato de futuros adquiere la obligacién de comprar el bien
subyacente en una fecha futura y a un precio acordado en el mercado. Si se tiene una
posicion larga y el precio del futuro aumenta, se registrard una ganancia en la posicion;
de lo contrario, si el precio en el mercado de futuros disminuye, se registrara una pérdida
en la posicién.

El perfil de pago de una opcién larga de forwards es la siguiente:
F,— K, (1.1)

donde K es el precio pactado de entrega del activo (pardmetro fijo) y F,, es el precio
de mercado del forward o futuro (pardmetro variable). En la Figura 1.1 se muestra una

grafica del perfil de pago de una posicion larga de un forward.

Ganancia

> Mercado de

forwards/futuros

pérdida Precio de compra (K)

Figura 1.1. Posicién larga en forwards.

De tal manera que la otra parte del contrato asume una posicién corta y se compro-
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mete a vender o entregar el activo en la misma fecha. Por lo tanto, un agente econémico
tiene una posicién corta cuando al vender o escribir (sinénimo de emitir) el contrato
de futuros, adquiere la obligaciéon de vender el bien subyacente en una fecha futura y a
un precio acordado en el mercado. Si se tiene una posicién corta y el precio del futuro
aumenta, se registrara una pérdida en la posicién; de lo contrario, si el precio en el
mercado de futuros disminuye, se registrard una ganancia en la posicién. De manera

semejante, el perfil de pago de una posicién corta en forwards estd dada por:
K — Fy, (1.2)

donde K es el precio pactado de entrega del activo y F}, es el precio de mercado del
forward o futuro. En la Figura 1.2 se muestra una grafica del perfil de pago de una

posicién corta de un forward o futuro.

Ganancia

> Mercado de
forwards/futuros

x
Precio de compra (K) '
Pérdida

Figura 1.2. Posicién corta en forwards.

Es importante aclarar que, en el mercado de forwards o futuros, a diferencia del
mercado de contado, es posible vender contratos sin que previamente se requieran contar
con el bien subyacente. Recuérdese que, en el mercado de contado, para vender un bien
que no se tiene, se debe pedir prestado previamente, y es a lo que se le conoce como

operacion de venta en corto.

En la fecha de vencimiento del contrato forward, los participantes se comprometen
a realizar la liquidacién (entrega del activo subyacente contra el pago en efectivo) en la
fecha definida en el contrato. Por lo general, en las operaciones de forwards, la liquidacién

es en t + 2, es decir, dos dias después de vencimiento del contrato [5].
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1.2.2. Futuros

Al igual que los contratos adelantados o forwards, un contrato de futuros es un
acuerdo entre dos partes para comprar o vender un activo en una fecha futura y a un
precio previamente pactado. También en este caso la operacion se pacta en el presente,
pero ocurre (se liquida) en el futuro.

A diferencia de los contratos forward, los contratos futuros son estandarizados y son
operados en mercados organizados o en la bolsa de productos derivados. Las dos partes
no se conocen necesariamente, ya que los mercados organizados contemplan mecanismos
de liquidacién que garantizan que los compromisos contraidos tanto por los compradores
como por los vendedores, se cumpliran. En otras palabras, en un mercado organizado de
derivados, el riesgo de contraparte no existe. A esta ventaja se le suma la gran liquidez
que se ofrece en dichos mercados, lo que permite cancelar o cerrar posiciones abiertas
en cualquier momento.

El contrato estandarizado de futuros debe contener al menos las siguientes especifi-
caciones: activo o bien subyacente, calidad y lugar de entrega (en particular si el activo
es alguna materia prima), tamafio del contrato y fecha de vencimiento.

El precio pactado es fijado por el mercado a través de la postura mas competitiva
que se encuentre en el momento de realizar la operacién. En la mayoria de los casos, los
participantes en el mercado no mantienen los contratos pactados hasta el final, ya que

prefieren cerrar su posicién antes del vencimiento [5].

1.2.3. Opciones

Los contratos de opciones se disenaron para que el comprador de la opcién se
beneficie de los movimientos del mercado en una direccién, pero no sufra pérdidas como
consecuencia de movimientos del mercado en direccién contraria. Una opcién le da a su
poseedor el derecho mas no la obligacién de ejercer el contrato para adquirir o vender
un activo subyacente en una fecha futura a un precio preestablecido. Sin embargo, para
poder adquirir una opcién, el poseedor deberd pagar una prima, cuyo valor serd mucho
menor al monto nocional. Mientras que el vendedor, por su parte recibird como pago
Unico el valor de la prima, se ejerza o no la opcién.

Hoy en dia existe una gran variedad de opciones en el mercado, por ejemplo: la
opcién americana, la cual le brinda el derecho al poseedor de ejercer su opciéon de
compra o venta en un momento previo a la fecha de vencimiento; la opcién asiatica, la
cual depende del precio medio durante el periodo de vida de la opcién; la opcién en
retrospectiva depende del valor maximo o minimo del precio durante el periodo de vida

de la opcién; la opcién europea, la cual le brinda el derecho de comprar o vender un
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activo subyacente en una fecha pactada en el futuro. Sin embargo, nos concentraremos
principalmente en las opciones de compra (call option) y las opciones de venta (put
option) [5, §].

Una opcién (financiera) de compra, o contrato de opcién de compra, es un acuerdo
entre dos partes que obliga (legalmente) a una de las partes a vender un activo financiero,
mientras que a la contra parte le otorga el derecho, mas no la obligacion, de comprar
dicho activo a un precio preestablecido en una fecha futura. Se supone que la compra-
venta sélo se puede llevar a cabo en la fecha de vencimiento. Es comtn decir que el
comprador toma una posicién larga y el vendedor una posiciéon corta. Ademas, una
opcién de compra europea con fecha de vencimiento T, otorga el derecho de adquirir un
valor S al vencimiento 1" a un precio de ejercicio K. De manera que, se representara
al valor del activo subyacente (o precio de contado) al tiempo ¢, como S(t) o S;. En
los contratos de opciones existen dos partes involucradas. En donde, al propietario de
la opcién se le conoce como comprador o poseedor de la opcion. Mientras que a su
contraparte (quien vende la opcién) es llamado vendedor o escritor. Por otro lado, el
poseedor de la opcion ejercerd su contrato cuando: el precio de mercado S(7T') del activo
subyacente sea mayor que el precio de ejercicio, mientras que si el precio de mercado
S(T) es menor al precio de ejercicio, el poseedor no estard obligado a ejercer su contrato
y su pérdida maxima que tendrd serd el valor de la prima, como se observa en la Figura
1.3 [9, 10].

Precio de ejercicio (K) Precio del bien

Prima / ¥ subyacente (5)
C

Valor intrinseco de la opcion = méx {S — K, 0}

Figura 1.3. Posicién larga de una opcién.

En la Figura 1.3, podemos observar que una opcién europea de compra, es un
instrumento financiero el cual nos permite restringir las pérdidas al valor de la prima, a
diferencia de los contratos fowards los cuales no acotan las pérdidas ante las variaciones
del precio en el mercado. A su vez los contratos de opciones no restringiran el crecimiento

de las ganancias.

De manera que podemos escribir a la funciéon de pago para una opcién europea de
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compra, mediante la siguiente expresion:
(S, T) = max(S — K,0) = [S — K]". (1.3)

En donde [S — K| se lee como la parte positiva de S — K, de manera que [S — K| T
estard definida cuando la diferencia entre S'y K sea mayor que cero y la funcién [S— K|t
valdra cero si la diferencia entre S y K es menor a cero.

En general, la ganancia que se obtendra por un contrato opciéon de compra, sera:
Y (St) = max(Sy — K,0) — (S, K, T — t,o,7), (1.4)

donde ¢(Sy, K,T —t,0,7) es la prima pagada en el momento ¢t < T (escrita sobre el
activo subyacente S;) para celebrar un contrato de opcién de compra.

Mientras que una opcién (financiera) de venta, o contrato de opcién de venta, es
un acuerdo entre dos partes que obliga (legalmente) a una de las partes a comprar
un activo financiero, mientras que a la contra parte le otorga el derecho, mas no la
obligacion, de vender dicho activo a un precio preestablecido en una fecha futura. Se
supone que la compra-venta sélo se puede llevar a cabo en la fecha de vencimiento.
Adicionalmente, una opcién europea de venta, otorga el derecho de vender un valor
S(T) a un precio de ejercicio K al vencimiento T'. El propietario de una opcién de venta
no la ejercerd cuando el precio del activo S(T') exceda el precio de ejercicio K, porque
el activo podria venderse a un precio superior en el mercado, S(T') > K. De manera
que podemos escribir a la funcién de pago para una opcién europea de venta, mediante

la siguiente expresion:

p(S;, T) = max(K — S,0) = [K — S]". (1.5)

Valor intrinseco de la opcion = max {K — §,0}

Prima I
c _ Precio del bien

¥ subyacente (S)

Precio de ejercicio (K)

Figura 1.4. Posicién en corto de una opcién.

En la Figura 1.4, podemos observar que una opcién europea de venta, es un instru-

mento financiero el cual restringe a la ganancia al valor de la prima, mientras que, las
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pérdidas por una posicién en corto no estaran acotadas y creceran tanto el valor del
activo supere al precio de ejercicio.

De manera que la ganancia obtenida por un contrato de opcién de venta, sera:
Y(St) = max(K — S7,0) — p(S, K, T —t,0,r) (1.6)

donde p(S;, K,T — t,o0,r) es la prima pagada en el momento ¢ < T (escrita sobre el

activo subyacente S;) para celebrar un contrato de opcién de venta.

1.2.4. Swaps

El término swap significa intercambio. Por lo tanto, un swap se refiere a que dos
participantes en el mercado intercambian simultaneamente varios flujos de efectivo. La

definicién basica de swap de tasa de interés es la siguiente:
= es un acuerdo entre dos partes;

= para intercambiar flujos de efectivo periédicos, en fechas previamente establecidas

en el futuro y basadas en un monto denominado nocional o principal;
= denominados en la misma moneda;

» pero calculados en diferentes bases (tasas de referencia): una parte paga flujos de
efectivo basados en una tasa fija y otra parte paga flujos de efectivo basados en

tasa flotante;

no se intercambia el monto principal resultante, solamente el flujo de intereses.

Las modalidades de swaps basicos o plain vanilla son las tasas de interés (IRS, Interest

Rate Swaps) y monedas (CCIRS, Cross Currency Interest Rate Swaps) [5].

1.3. Estructura de los mercados financieros

Los mercados financieros son medios fisicos o virtuales, en donde se realizan ope-
raciones de compraventa de valores, facilitando la interaccién y los intercambios para
la negociacion de diversos productos o instrumentos financieros, llamados activos fi-
nancieros, ademaés, una de sus principales caracteristicas es que favorecen a la libre
competencia a través de la Ley de la oferta y la demanda [11]. Los mercados con mayor

relevancia son:
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1. Mercado de acciones. La bolsa de valores es el principal mercado secundario
para acciones de corporaciones (es decir, sociedades de responsabilidad limitada).
Se clasifica como un mercado secundario debido a que las acciones ya fueron
emitidas, de manera que su comercio tiene lugar entre los inversionistas y no
es necesario involucrar directamente a las propias empresas. Mientras que el
mercado primario es el encargado de la emisién de nuevas acciones por parte de

las corporaciones [12].

2. Mercados de bonos. Son los mercados de valores a largo plazo; por ejemplo,
la deuda publica o los bonos corporativos. Se considera que los bonos presentan
un menor riesgo a diferencia de las acciones, debido a que los bonos obligan al
emisor a tomar medidas especificas en fechas determinadas en el futuro. Un bono
es una promesa de pago de un valor a un vencimiento por una suma global en una
fecha especificada en el futuro. Los bonos se negocian cominmente en las bolsas
de valores al igual que las acciones o en plataformas digitales reguladas por el

gobierno [12].

3. Mercado monetario. Los mercados monetarios facilitan el intercambio de valores
tales como los certificados de deuda emitidos por el gobierno (comtinmente, deuda

publica a tres o seis meses) u otros con un corto plazo de vencimiento [12].

4. Mercado de materias primas. Aunque todas las materias primas tienen un
mercado en especifico en el cual pueden ser negociadas, la literatura financiera se
limita a los mercados altamente organizados, como lo son: los metales preciosos
(oro, plata y platino), metales industriales (como el plomo, cobre y estano),
petroquimicos y productos agricolas (como los cereales, la soya, el azicar y el
café). A pesar de que la lista anterior no es muy exhaustiva, sugiere que los
productos deben cumplir con ciertas caracteristicas fisicas, como: una clasificacion
mediante atributos bien definidos, que sean divisibles en unidades definidas con
precisién y que puedan ser almacenados. La mayoria de los mercados organizados
de productos primarios implican la negociaciéon de contratos para la adquisicién

de productos en una fecha futura [12].

5. Mercados de activos fisicos. Un ejemplo de este tipo de mercados es el mercado
inmobiliario. En este caso, el activo mas relevante para el analisis financiero suele
ser un valor para tener una relacién bien definida con el activo fisico (por ejemplo,
una hipoteca es un préstamo garantizado contra el valor liquido de la propiedad)
[12].

10
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6.

1.4.

Mercado de divisas o Foreign Exchange (FOREX). Los mercados de tipos
de cambio nacieron con el objetivo de facilitar la cobertura al flujo monetario
derivado del comercio internacional. Dentro de sus principales caracteristicas se
destacan la mayor concentracién de recursos y el comercio en las 24 horas del dia
[12].

Mercado de derivados. Los mercados de productos derivados son mercados
de transferencia de riesgos, ya que el riesgo que algunos agentes econémicos no
desean asumir se traspasa a otros agentes econdémicos que tienen interés por dichos

riesgos a cambio de obtener una ganancia o rendimiento [5].

Instrumentos del mercado financiero

. Acciones. Es un titulo de crédito que representa una de las partes en que se

divide el capital social de una empresa, permitiendo al inversionista la posibilidad
de participar como accionista. Estos instrumentos no cuentan con garantia. En
caso de liquidacién de la empresa, los accionistas tienen derecho al remanente
de los activos una vez que se hayan cubierto todas sus deudas. Su rendimiento
es variable y se encuentra en funcién de: la ganancia o pérdida de capital o, el

reparto de dividendos en efectivo o en acciones [13].

Divisas. Una divisa es la denominacién de las unidades nacionales de pago (dinero)

y como tal es un activo financiero [8].

Fibras. Son titulos fiduciarios generalmente documentados a través del Certificado
Bursétil Fiduciario, dedicados a la inversiéon en bienes inmuebles cuyo rendimiento
parcial o total se vincule a los activos fideicomitidos que otorguen derechos sobre
los rentas y, en su caso, adicionalmente, otras caracteristicas de estos instrumentos

son :
= No existe obligacién de pago de principal ni de intereses derivados de las
inversiones realizadas.

= Los flujos a recibir son variables e inciertos, vinculados al resultado fiscal

proveniente de las rentas de los inmuebles [13].

. Cetes. Los Cetes (Certificados de Tesoreria) son titulos de crédito al portador

emitidos por el Gobierno Federal en mercado de dinero, con un plazo maximo de
un afio, y sirven como herramienta de politica monetaria que permite al Banco

de México operar el circulante monetario en sus ciclos méas cortos y regular asi la

11
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tasa de interés de un modo mas efectivo lo que permite el financiamiento del gasto
publico. Se colocan a descuento teniendo un precio menor a su valor nominal, por
lo que el rendimiento que se obtiene al invertir en ellos es a través de ganancias
de capital. El rendimiento del CETE funciona como tasa de interés de referencia

de un gran nimero de operaciones financieras [13].

5. Bonos , Udibonos o Bondes (Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal).
Son titulos de crédito denominados en pesos o en Unidades de Inversiéon (UDTI’s),
que consignan la obligacién directa e incondicional del Gobierno Federal a liquidar
una suma de dinero; con cortes periédicos de cupén y tienen como objetivo
ayudarlo a financiar proyectos de inversién de largo plazo. Estos instrumentos
pagan, generalmente, un rendimiento superior al de Cetes de colocacién primaria,
al ofrecer una sobretasa, al emitirlos en UDI’s, se busca proteger la inversién de
problemas de tipo inflacionario, para mantener el poder adquisitivo del capital.
Los Bonos M tienen cortes de cupén cada 182 dias y la tasa de interés que pagan
es fija. Actualmente se tienen referencias de bonos a plazos de 3, 5, 10, 20 y 30
afios, aunque se puedan emitir a cualquier plazo, respetando multiplos de 182 dias.
Cuando un bono se emite en UDIS, se conoce como UDIBONO y cuando el bono

tiene tasa revisable se le denomina BONDE [13].

6. Derivados. Son contratos que te permiten proteger el precio de activos subyacentes
contra futuras fluctuaciones del mercado. Asi, los derivados son instrumentos
financieros, cuyo valor depende del precio de mercado de un activo llamado
subyacente. Los subyacentes pueden ser: tasas de interés, tipos de cambio, acciones
entre otros. Y ademas se emplean como proteccion en caso de que los precios del

producto subyacente al que estén ligados, cambien.

7. ETFs. Los fondos cotizados o ETFSs, por sus siglas en ingles Exchange-Traded
Founds, son vehiculos que replican el indice de referencia de un mercado financiero,
de manera que los activos que componen la cartera seran los mismos que aquellos
que componen al indice. Los fondos cotizados, como instituciones de inversién
colectiva que son, poseen la ventaja de que su cartera invierte en distintos valores,

lo que aporta diversificacion [14].

8. TRAC:s. La Bolsa Mexicana de Valores (BMV) define a los TRACs como certifi-
cados de participacion que representan el patrimonio de fideicomisos de inversién,
y que mantienen en posiciéon canastas de acciones de empresas cotizadas en bolsa.
Es decir, es un mecanismo de inversiéon colectiva cuya cartera replica a un indice,

el cual es negociado y cotizado en la bolsa de valores [14].

12
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9. Indice bursatil. Un indice bursatil nos permite principalmente analizar las
variaciones en los precios de los valores de diversas empresas, sin la necesidad de

evaluar a cada una [15].

10. Bono cupén cero. Es un bono que no paga cupones, solo existe el pago de

nominal al vencimiento.

11. Bono cup6n fijo. Es un instrumento que devuelve la inversion inicial a venci-

miento y paga un tipo de interés fijo sobre este nominal hasta vencimiento.

1.5. Analisis de retornos

Cuando deseamos realizar un andlisis comparativo entre distintas series temporales
de acciones o activos subyacentes, una de las principales dificultades que afrontamos
es la dimensionalidad de los datos, debido a que la escala del precio para cada activo
subyacente es distinta, por lo tanto, no se pueden comparar las dimensiones de los
incrementos o caidas del precio, como se muestra en la Figura 1.5. Por lo cual, surge
la necesidad de definir una unidad que permita medir el desempeno de diferentes
activos subyacentes. De esta manera basandonos en el cambio de precio definiremos al
retorno como el principal objeto de analisis financieros. Ademas, los rendimientos poseen
propiedades estadisticas més atractivas que el precio, como lo son la estacionariedad y
la ergodicidad.

Consideremos a S; el precio de un activo que no paga dividendos en el momento ¢.
El rendimiento neto simple (R;) del activo en el intervalo de tiempo t — 1 y ¢, se definird

por:
Sy

TS

Basandonos en la definiciéon de rendimiento neto simple, podemos definir el retorno

Ry

1. (1.7)

bruto para un activo durante k periodos para el intervalo de tiempo ¢t — k£ a ¢, como
1+ Ry, que es igual al producto de los k rendimientos de un solo periodo t — k + 1, es

decir:

Ri(k) =14+ Ry = (1+R)(1+Re1)---(1+ Ri_py1)

St Sic1 Si—2 Si—k+

Si1 Sia Sis S —k (1.8)
S

Stk

Sin embargo, recordemos que, en el &mbito profesional y el periodismo financiero, se suele

13



CAPITULO 1. CONCEPTOS FINANCIEROS
1.5. ANALISIS DE RETORNOS

2004 — W\lﬁw
n

180 A

Serie temporal de DIS y NFLX

—— NFLX (right) [ 700

r 600

160 - r 500

140 A
r 400

Valor de cierre

120 A
r 300

100 -
r 200

80 A

o o 0 o o o o o »
2P 2P 2P 7 7 7 27 A 2
Fecha

Figura 1.5. Andlisis temporal para el valor de cierre de mercado para las acciones de
The Walt Disney Company (DIS) y Netflix (NFLX) correspondientes al periodo del 05
de enero del 2021 al 28 de agosto del 2023.

asumir implicitamente al horizonte de rentabilidad anual, de manera que para poder
calcularlo emplearemos el promedio geométrico, que se define mediante la siguiente

expresion:
k-1 L/k

Anualizado|R (k)] = H(l + Ri—j) — 1. (1.9)

j=0
Dado que los rendimientos de un solo periodo generalmente son muy pequenos, a menudo
se utiliza la siguiente aproximacion basada en una expansién de series de Taylor a primer

orden, para anualizar los rendimientos:

1 k—1
Anualizado[R (k)] = z Z Ri—j. (1.10)
j=0

Debido a la dificultad que presenta manipular constantemente promedios geométricos,
véase la ecuacién (1.9), surgié la motivacién por el desarrollo de un enfoque para
rendimientos compuestos que permita modelar el rendimiento de activos; ésta es la
nocién de capitalizacién continua. El rendimiento compuesto continuo o rendimiento

logarftmico r; de un activo se define como el logaritmo natural del rendimiento bruto
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(1+ Ry):

re = In(1+Ry) = In (S;gl) = In(St) — In(Se—1). (1.11)

La principal ventaja de emplear los retornos logaritmicos se presenta cuando calculamos

los rendimientos multi-periédicos, ya que:

ro(k) = In (14 Ry(k) = In[(L+ Ri)- (14 Rem1) -+~ (1 + Riyy)]

(1.12)
= ln(l + Rt) + ln(l + Rt_l) + -+ ZTL(]. + Rt_k+1),

por lo tanto, el rendimiento multiperiodo continuamente compuesto es simplemente la
suma de los rendimientos compuestos continuos de un solo periodo. La capitalizacién es
una operacion multiplicativa, sin embargo, se transforman en una operaciéon aditiva al
tomar el logaritmo natural. Ademas, es favorable modelar el comportamiento estadistico
de los rendimientos de los activos a largo plazo, debido a que es mucho mas sencillo
deducir las propiedades de las series temporales de procesos aditivos que de procesos
multiplicativos.

Observemos que, aunque los retornos carecen de dimensionalidad, es importante
resaltar que el rendimiento siempre se define con respecto a un intervalo de tiempo,
por ejemplo, el rendimiento diario de la accion de Amazon. De hecho, la terminologia
apropiada para referirnos a R; es la tasa de rendimiento junto al horizonte de rentabilidad
[16].
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Probabilidad y variables aleatorias

2.1. Experimento aleatorio

El concepto basico sobre el que descansa toda la teoria de probabilidad es el de
experimento aleatorio. Un experimento aleatorio £ es un experimento que presenta las

siguientes tres propiedades:
1. tiene al menos dos posibles resultados,
2. el conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se realice,

3. y puede repetirse esencialmente bajo las mismas condiciones [9].

2.2. Espacio muestral

Un espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados, o estados de la
naturaleza, de un experimento aleatorio, £, es llamado espacio muestral y serd denotado
por 2. Los subconjuntos de €2 son llamados eventos, y en ocasiones sucesos. Por ejemplo,
si £ consiste en observar el resultado de lanzar una moneda, entonces €2 = {a, s} donde

a representa aguila y s sol (cara y cruz) [9].

2.3. o— algebra

Una o— algebra es un conjunto que tiene como elementos a aquellos eventos que
contienen informacién relevante para el experimentador. El cdlculo de la probabilidad
de algtin evento requiere, en general, del conteo de los resultados que sean favorables a
la ocurrencia de dicho evento. Por esta razén, el concepto de o— algebra requiere de un
procedimiento para contar, el cual estd disponible en el concepto de sucesion.

Sea () un espacio muestral, no vacio. Una o— algebra de () es un conjunto de

subconjuntos de €2, denotado por F, que cumple con las siguientes tres propiedades :

1. 2 e F.
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2. Si (Ap)p2, es una sucesion de elementos de F, entonces:
o0
U An e F.
n=1

3. Si A € F, entonces A°={weQ|wd¢ A} € F.

Es importante destacar de la condicién 2 solamente puede aplicarse a sucesiones,
concretamente a familias numerables de eventos, y no a familias arbitrarias de elementos
de F. La pareja (€2, F) es llamada un espacio medible, debido a que es posible definir
una medida de probabilidad sobre dicho espacio. Algunas de las principales propiedades

de las o— algebra son:
1. 0eF.

2. Si (A,)52 es una sucesion de F, entonces:

() An € F.

n=1

3. SiA € FY B € F, entonces A\ B € F.

Dado un espacio muestral , la o— dlgebra més pequenia estd dad por {Q, (0} y la més

grande por el conjunto potencia, 22, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de
Q [9].

2.4. Medida de probabilidad

El concepto de medida de probabilidad cuantifica la creencia sobre la ocurrencia del
evento A € F. Una medida de probabilidad definida sobre un espacio medible (£2, F) es

una funcién P : F — [0, 00) que satisface los siguientes tres axiomas, introducidos por
Kolmogorov (1933) [17]:

1. P(A) > 0 para todo A € F;

3. Si (A,)22 es una sucesién en F con A, N A, =0 para n # m, entonces

P (fj An> _ i P(A,). (2.1)
n=1 n=1
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Un espacio de probabilidad es una terna (2, F,P) constituida por un espacio medible
(©,F) y una medida de probabilidad PP definida sobre F. La medida P cuantifica la
creencia acerca de la ocurrencia del evento A € F. Algunas propiedades importantes de

P son:

1. Si A, B € F con A C B, entonces P(A) < P(B). En efecto, P(B) =P(A)+P(B\
A) > P(A).

2. Si (A,)S2, es una sucesion creciente de elementos en F, en el sentido A, C Ap+1

para toda n, entonces:

P(A,) — P (D An>

n=1
cuando n — oo.

3. Si(A,)5%; es una sucesion decreciente de elementos de F, en el sentido A,4+1 C A,

para toda n, entonces:

P(A,) — P ( ﬁ An>
n=1

cuando n — oo.

4. Si (Ap)22, es una sucesion arbitraria de elementos de F, entonces:

P ( ﬁ An> <> P(4),
n=1 n=1

ya que puede presentarse doble conteo en la suma [9].

2.5. Variable aleatoria

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad finito. Una variable aleatoria es una funcién
de valor real X definida en €2 con la propiedad de que para cada subconjunto de Borel

B de R, el subconjunto €2 esta dado por:
{XeB}={we % X(w)e B}

y es una o— algebra F (una variable aleatoria puede tomar valores +o00 y —o0.)[18] Para
obtener los subconjuntos Borel de R, comenzaremos con el intervalo cerrado [a,b] C Ry

afladiremos todos los demés conjuntos que sean necesarios para obtener una o— algebra.
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Lo que significa que la unién de sucesiones de intervalos cerrados son un conjunto Borel.
Podemos considerar a cada intervalo abierto como un conjunto de Borel, debido a que
un intervalo abierto puede ser escrito como la unién de una secuencia de intervalos
abiertos. Ademas, todo intervalo abierto (sea o no un intervalo) es un conjunto Borel
debido a que cada conjunto abierto es la uniéon de una secuencia de intervalos abiertos.
Cada conjunto cerrado es un conjunto Borel debido a que es el complemento de un
conjunto abierto. Representamos a la coleccién de subconjuntos Borel de R por B(R),
la cual recibe el nombre de o— &lgebra Borel de R.

Una variable aleatoria X es una cantidad numérica cuyo valor es determinado por
un experimento aleatorio de escoger una w € ). Nos interesa la probabilidad de que
X tome diferentes valores. A menudo ocurre que la probabilidad de que X tome un
valor particular cero, por lo cual nos interesa que X tome un valor en algiin conjunto
en lugar de que la probabilidad de X tome un valor particular. Queremos PX € B, ya
que sabemos que X € B estd en F para todo B € B(R) de forma que la probabilidad de

este conjunto esté definida [18].

2.5.1. Funcién de Distribucion

La relacion entre variables aleatorias y probabilidad, se caracteriza mediante canti-
dades numéricas. Si X es una variable aleatoria en (2, F,P), la funcién de distribucién
de X es el mapeo de F, : R — [0, 1] definido por

Filz) =P (X <z) =P{weQ: X(w) <z}), ze€R.

La probabilidad F,(z) = P(X < z) es la probabilidad de que X tome un valor en el
intervalo infinito (—oo, z]. Para encontrar la probabilidad de que X tome un valor en el

intervalo acotado (a,b]. Considere a < b; de forma que

Pla <X <) {X <P\ {X <a})

=P

=P(X<b)-P(X <a),

dado que el evento {X < a} es un subconjunto del evento {X < b}. Entonces
P({w:a< X(w) <b}) = Fu(b) — Fy(a), a<bd.

Las variables aleatorias se clasifican principalmente en dos clases: variables aleatorias
discretas y variables aleatorias continuas. Una variable aleatoria discreta solamente

toma un numero contable de valores, ademas, sus funciones de distribucién se asemejan
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a funciones escalonadas de la forma:

F.(z) = Z P, T € R,

kixp<x

donde, 0 < p < 1 para todo k y

(o]
Zpk =1.
k=1

Mientras que una variable aleatoria X es continua si su funcién de distribucién F). puede

escribirse de la forma:
Fu(z) = P(X <) = / fo(w)du, Vz€R,

en donde f, representa a la funcién densidad de probabilidad [19, 20, 21].

2.5.2. Medidas de dispersion

El valor esperado (o esperanza) de una variable aleatoria es el concepto mas importan-
te para el estudio de las distribuciones de probabilidad. De manera que consideraremos
una variable aleatoria X definida en un espacio de probabilidad (2, F,P). Si © es infini-
tamente numerable, sus elementos pueden enumerarse como una secuencia wi, ws, ws, . . .,

podemos definir a el valor esperado de una variable aleatoria discreta como:
o0
EX] = p =) X(wk)Plwp), (2.2)
k=1
y para el caso de una variable aleatoria continua, la esperanza se define como:
[0.9]
E[X] — / f (z)da. (2.3)

En general, se puede describir el comportamiento de un conjunto de datos mediante
el uso de los momentos centrales o momentos alrededor de la media. Los momentos
de una variable aleatoria X forman una coleccién de medidas descriptivas que pueden
emplearse para caracterizar la distribucion de probabilidad de X y especificar si todos
los mementos de X son conocidos. A pesar de que los momentos de X pueden definirse
alrededor de cualquier punto de referencia, generalmente se definen alrededor del cero o

del valor esperado de X. Por lo tanto, definiremos al n-ésimo momento central de una
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variable aleatoria discreta X, como:

pn = E[(X —p)" =) (x—pn)", (2.4)
x
andlogamente, si X es una variable aleatoria continua su n-ésimo momento se definira
por:
o n
o = BIX =) = [ (0= )" fla)de. (2.5)
—0oQ

Observemos que el primer momento central para cualquier variable aleatoria sera cero,

dado que:
pr = E[X — p] = E[X] — p=0.
El segundo momento central:

o = B[(X = p)?| = a*(X), (2.6)

es conocido como la varianza de una variable aleatoria y se denota comtinmente por o2,

constituye una medida que caracteriza la dispersién de la distribuciéon de probabilidad
correspondiente a dicha variable. La varianza mide asi el grado de agrupamiento de los
valores de la variable respecto a su valor medio. La relacién general siguiente se utiliza

frecuentemente en el calculo de la varianza:
o?(X) = B[X?] — 2. (2.7)

Mientras que la raiz cuadrada positiva de la varianza recibe el nombre de desviacion
estdndar de una variable aleatoria X, la cual representa una medida de dispersion y

constituye la variabilidad de los datos respecto a la media.

Durante el desarrollo del presente trabajo de investigacién se emplearan las férmulas
muestrales para los calculos de la varianza, desviacién estandar, asimetria y curtosis,
debido a que estudiaremos el desempeno de las acciones de Amazon, Netflix y Disney

en un intervalo de tiempo definido.

El tercer momento central:

ps = B(X — ], (28)

se relaciona con la asimetria de una distribucién de probabilidad. Para las distribuciones

de probabilidad que presentan un solo pico, si pu3 es menor a cero, se dice que la
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distribucién es asimétrica negativamente; si ps es mayor a cero, la distribucién es
asimétrica positivamente; y si us es igual a cero, la distribucién recibe el nombre de
simétrica. Sin embargo, a menos que la distribucién presente un solo pico, el conocer el
valor de us no es suficiente para tener una idea de la forma de la distribucién. Debido
a que el tercer momento central puede brindar resultados erréneos, ya que solamente
depende de las unidades en las cuales se mide la variable aleatoria X. Por lo que una
medida més apropiada para la asimetria, es el tercer momento estandarizado, definido

por:

E [(X — p)?]

o3

Y1 = , (29)

que recibe el nombre de coeficiente de asimetria. El coeficiente de asimetria v, es la
medida de la asimetria de una distribuciéon de probabilidad con respecto a su dispersion.
Una distribuciéon de probabilidad es asimétrica positiva si y; es mayor que cero; sera
asimétrica negativa cuando y; es menor que cero; y presentard simetria si vy; es igual a

cero. Y, por ultimo, el cuarto momento central se definird como:

e =B [(X - )], (2.10)

y recibe el nombre de curtosis, este es un indicador que mide el nivel de levantamiento de
una distribucién de probabilidad. Sin embargo, es preferible emplear el cuarto momento
estandarizando

E[(X —p)]

o = A2 (2.11)
g

como una medida relativa de la curtosis. Cuando el valor de 72 es mayor a tres,
la distribucién presentara colas pesadas y ademds un pico con mayor elevaciéon en
comparacién a una distribucion normal, las distribuciones con una curtosis elevada son
nombradas leptocirticas; si el valor de 2 es menor a tres, la distribucién es relativamente
plana y presentara colas ligeras, de manera que nombraremos a las distribuciones que
presentan una baja curtosis como platicturticas; mientras que una distribucién sera
mesocurtica si 9 es igual a tres, debido a que no habra presencia de colas pesadas o
ligeras [18, 22].
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2.6. Distribucion normal

La distribucién normal tiene un papel importante en cualquier campo de la estadistica
y, en particular, en la medicién de riesgos en finanzas. Los pardmetros mas importantes
que la definen son la media (p) y la desviacion estandar (o), siendo la notacién maés

conocida para la distribucién normal N (p, o).

La distribucién normal de probabilidad de una variable aleatoria continua se puede
representar como un histograma de frecuencias de una forma suavizada y basada en
un numero grande de observaciones. A continuacién, se muestra la funcién densidad de
probabilidad para una distribuciéon normal

1 _(@-w?

f(z) = pvsral (2.12)

cono>0,—co< u<ooy —oo <z <.

Tomemos en consideraciéon que la curva normal estd centrada alrededor de la media,
la cual se representa por p. La variacion o dispersién alrededor de la media se expresa
en unidades de la desviacién estandar, representada por o. Ademas, la probabilidad
de que una variable aleatoria normalmente distribuida X sea menor o igual a un valor

especifico x, esta dada por la funcién de distribuciéon acumulativa

P(X <z) = F(z;u,0) 202 dt. (2.13)

1 r
" ovor /_oo ‘
Observemos que la integral en (2.13) no puede evaluarse en forma cerrada; sin embargo,
cabe senalar que la funcién densidad de probabilidad para una distribucién normal es
simétrica respecto a la media y, por lo tanto, s6lo es necesario calcular y tabular las
areas de un solo lado de la media. Las areas tabuladas son areas a la derecha o a la
izquierda de valores z, en donde z es la distancia de un valor x respecto de la media,

expresada en unidades de desviacién estandar. Si lo anterior es cierto, entonces
T = U+ z0o
y por lo tanto
T— M

P= (2.14)

Si z localiza un punto medio a partir de la media de una variable aleatoria normal con

la distancia expresada en unidades de la desviacién estandar de la variable aleatoria
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original, el valor medio de z tiene que ser 0 y su desviacién estandar igual a 1. A z se
le conoce como la variable aleatoria normal estandar y tiene una distribucién normal
N(0,1).

Junto con la media y la desviacion estandar, la curva de distribucién normal presenta
dos propiedades adicionales conocidas como sesgo y curtosis. Estos dos aspectos son
también denominados como el tercer y cuarto momento, respectivamente.

El sesgo es un indicador que mide la simetria de la curva. En el caso de una curva
normal, el sesgo serd igual a cero (debido a que la simetria en la curva es perfecta). Si
éste es distinto de cero, estard sesgada hacia la izquierda o hacia la derecha, segin el
signo del sesgo.

La curtosis es el indicador que mide el nivel de levantamiento de la curva respecto
a la horizontal. Esta situacién se presenta cuando existen pocas observaciones muy
alejadas de la media. A este fenémeno de alta curtosis también se le conoce como colas
pesadas o fat tails. La curtosis de una distribucién normal perfecta es igual a 3 (debido
a que en tres desviaciones estandar se cuenta con el 99.7 % de las observaciones).

La simetria inherente de la distribuciéon normal suele describirse en funcion de la
probabilidad abarcada por un intervalo dado alrededor de la media. De esta manera,
el drea dentro del intervalo [u £ o] representa aproximadamente el 68.26 % de todas
las observaciones, mientras que en el intervalo [u + 20| cubre alrededor del 95.44 %,
y en [u £ 30| se encuentra aproximadamente el 99.74 % de las observaciones totales
[5, 22, 23].

2.7. Ley de los grandes niimeros

Consideremos una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas X1, - , X, definidas en un mismo espacio de probabilidad (92, F, P), cada
una con una media y varianza finita. Supongamos que las varianzas estan uniformemente
acotadas. Consideremos a S, = X1 + X + - -- + X,,. Entonces (S, — E[S,])/n converge
en probabilidad a 0, es decir, dado € > 0,

lim IP

n—o0

H Sn — E[S,]

n

> e} 0. (2.15)

Observemos que, a partir de la ley de los grandes ntimeros se puede obtener el
siguiente resultado, el cual, es de particular interés:

Si, E[X;] = p para toda i, entonces (S, — E[S,])/n = (S,/n) — u; por lo tanto,
Sp/n — p en probabilidad. Cuando el valor de n es muy grande, la media aritmética de

las n variables aleatorias independientes se aproxima al valor de pu.
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De manera intuitiva, la ley de los grandes ntimeros expresa lo siguiente: si consi-
deramos a X1, -+, X,, como observaciones de la realizacién de un tnico experimento,
y n es un valor muy grande pero fijo, entonces, al repetir el experimento de manera
independiente, la expresién (S, — E[S,])/n se aproximara a cero la mayor parte del

tiempo [24].

2.8. Teorema del limite central

Consideremos una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas X1, Xo,--- , X,,, las cuales poseen una media ; € R y varianza o2 > 0 en
comun.

Se empleard la notacién de .S,, para indicar la suma parcial de X7 + Xo + -+ + X,
por lo tanto, sea

Sp =

ZXiv
=0

S|

en donde E[S,] =y Var[S,] = %2 Por definicién

S —E[S,] S.—p

Zn = — =
Var[Sy) o/v/n
cuando n — oo, -
Sp— 1 D
lim Z, = li 0,1). 2.16
i, Zn = M o 7 NOD) (2.16)

D . L, . . s
en donde — denota convergencia en distribucién. Es decir, Z,, sigue asintéticamente

una distribucién normal estandar [25].

2.9. Test de normalidad

2.9.1. Test de normalidad Jarque-Bera

En el andlisis estadistico, es una practica comin asumir que los datos se distribuyen
de manera normal. No obstante, para evaluar si una distribucién de frecuencias se ajusta
a una distribucion normal, se han desarrollado varias pruebas de normalidad, entre las
que se incluyen la prueba de Kolmogorov-Smirnov, la prueba de Weisberg-Bingham,
la prueba de Shapiro-Wilk, la prueba de Jarque-Bera, entre otras. Sin embargo, en

la literatura financiera se ha comprobado empiricamente que al estudiar las series
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temporales de acciones se presentan sesgos distintos de cero y curtosis mayores a tres.
Por lo cual se implementara la prueba de normalidad Jarque-Bera, debido a que la
prueba evalia si la distribucién de un conjunto de datos difiere de una distribucién
normal en términos de asimetria y curtosis.

El estadistico se calcula de la siguiente forma:

n

7B =% (9 + 300 -37) (2.17)

en donde n representa el niimero de observaciones, v; denota el sesgo o medida de

asimetria y 72 representa a la curtosis, y se definen como

Sy (@ — p)?

=Bl (2.18)
no(p — 4
o = (711(1)0—5) (2.19)

JB es un estadistico de prueba que sigue asintéticamente una distribucién x? con dos
grados de libertad, por lo cual serd necesario realizar una prueba de hipétesis, en la cual

la hipdtesis nula es:

= Hj: Los datos siguen una distribucion normal con un nivel de confianza de un
95 %,

v la hipétesis alternativa sera:
= H;: Los datos no siguen una distribucién normal.

Al buscar un nivel de significancia del 5% para la prueba de normalidad, recurrimos
a las tablas de la distribucién y? con dos grados de libertad, donde encontramos un valor
critico de 5.99. Si el estadistico de prueba excede este umbral, se rechaza la hipotesis

nula, lo que sugiere que los datos no siguen una distribucién normal [5, 26].

2.9.2. Grafico Q-Q

El grafico probabilistico normal nos permite comparar la distribucién empirica de
un conjunto de datos con la distribucién Normal. Por consiguiente, este grafico puede
ser visto como una herramienta grafica para evaluar la normalidad de un conjunto de
datos.

Para la elaboracion de un grafico de probabilidad normal emplearemos los cuantiles

tedricos de una distribucién normal estandar, de forma que aceptaremos la hipétesis de
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normalidad en los datos si los cuantiles de la muestra presentan un comportamiento
lineal.
El grafico de probabilidad se constituye en un método grafico que nos permite
comparar la distribucién de un conjunto de datos con una distribucién especificada.
Partiremos de un conjunto de observaciones x; con i = 1,2,--- ,n. Sea F(x) la
funcién de distribucion especifica. De forma que se construira el grafico de probabilidad

mediante los siguientes pasos:

1. Se organizaran los datos de forma ascendente

1 <9 < - S

2. Determinar los valores

i~ 0.5
=12, n

pPi =
n

Si por Q.(p) notamos al cuantil de orden p(0 < p < 1) de las observaciones,

tenemos que:

3. Determinar el valor de los cuantiles tedricos p; de la distribucién tedrica represen-

tada por la funcion de distribucién F, es decir:
Qt(pl) = F_l(pz)7 i= 1727 e, N

4. Representar el conjunto de putos (Q¢(p;), Q= (p:)), andlogamente podemos reescri-

bir al par ordenado como (F~1(p;), x;).

El grafico resultante es nombrado como grafico de probabilidad normal o Q-Q Plot
Normal. Si la distribucién teérica constituye una buena aproximacion de la distribucién
empirica, los cuantiles de la muestra se encontraran muy préximos a los cuantiles de
la distribucién tedrica y, por lo tanto, los puntos del grafico se dispondran préximos
a la bisectriz del primer cuadrante. Sin embargo, puede presentarse el caso en el que
los puntos no estén proximos a la recta y = x, pero los puntos se posicionen de forma
rectilinea, lo que sugiere buscar el valor de constantes que produzcan un cambio de
origen y/o escala en los datos, de forma que los valores resultantes produzcan una

disposicion de los puntos en el grafico lo suficientemente préxima a la recta y = x [27].
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3.1. Teoria de la especulacién

En los mercados bursatiles existe una innumerable cantidad de factores que deter-
minan el movimiento del precio, citando algunos ejemplos de ello, son: la politica, el
surgimiento de nuevos competidores en un determinado sector de mercado, la innovacién
o incluso factores que a menudo no presentan alguna conexién clara con un determinado
sector econdmico, por ejemplo, el clima. Ademas, los mercados bursatiles reaccionan a si
mismos, por lo cual, el movimiento del precio para algin determinado activo financiero,
no solamente estara en funcién de los factores anteriormente mencionados, sino también
del movimiento de los precios pasados y su valor actual. De manera que, resulta casi
imposible desarrollar un modelo matemaético el cual involucre a una gran diversidad de
variables y ademads nos permita predecir con gran exactitud el comportamiento de los
factores anteriormente mencionados. A pesar de las dificultades expresadas anteriormen-
te para el desarrollo de un modelo matematico que nos permita estudiar la evolucién
de un activo, los especuladores apuestan a la plusvalia o minusvalia de estos activos,
con la intencién de poder vencer al mercado. Aunque el cédlculo de probabilidades no
pueda ser aplicado en los movimientos de las cotizaciones bursatiles de manera exacta,
es posible estudiar matematicamente el mercado en un instante de tiempo, como un
proceso estacionario, es decir, que podemos asignar una distribucion de probabilidad
para las variaciones en el precio que el mercado admite en ese instante de tiempo [28].

Basado en los supuestos anteriormente planteados, en el afio 1900, el matematico
francés Louis Bachelier (1870 — 1946) bajo la direccién de Henri Poincaré, present6 su
tesis doctoral titulada "Teoria de la especulacién’, en la cual presentaba como resultado
un modelo que permitia estudiar el comportamiento aleatorio en los precios de las
acciones que cotizaban en la bolsa de valores de Paris, mediante una formulacion
matematica para el movimiento Browniano, anticipando la formulacién planteada por
Albert Einstein en su articulo sobre el movimiento de particulas suspendidas en liquidos
estacionarios requeridos por la teoria cinética molecular [29], presentado en 1905.

Dentro de las aportaciones mas destacadas presentadas en la tesis doctoral de Louis
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Bachelier, encontramos: que el precio de un activo debe modelarse mediante el uso de
cadenas de Markov, debido a que en ellas se supone que la distribucién de los precios
futuros solamente dependera del valor actual del activo y no dependera de sus valores
pasados; él dedujo la ecuacién

,OP  O*P

la cual representa una ecuacién diferencial parcial que satisface la densidad de transicién
P, ademas demostrd que era un proceso Gaussiano, y la nombré: “Radiacién de Probabi-
lidad”, redescubriendo asi la ecuacién diferencial parcial de calor propuesta por Joseph
Fourier en 1822; obtuvo la deduccién matemética del movimiento Browniano como el
limite de caminatas aleatorias y ademas el principio de reflexion de un movimiento
Browniano el cual le permitié encontrar la probabilidad de superar un determinado
umbral para poder asi valuar el precio de una opcién [30].

Sin embargo, su trabajo no obtuvo el reconocimiento y la aprobacién por parte de
sus compaifieros y profesores, por lo que su investigaciéon permanecié en el olvido y no
fue hasta el afio de 1960 cuando el economista y profesor Paul A. Samuelson recupero
una copia de la tesis doctoral de Bachelier en la biblioteca del Instituto Tecnologico de

Massachusetts (MIT) y reconoci6 la relevancia de su trabajo.

3.1.1. Movimiento Browniano

Un movimiento Browniano (o proceso de Wiener [31]) es un proceso estocastico W (t)
o Wy , que es continuo para toda ¢t > 0, ademas se encuentra definido en un espacio de

probabilidad (£2, F,P), y cumple con las siguientes propiedades:
1. Wy =0.

2. Cada incremento W; — W en el intervalo t — s esta distribuido normalmente con

media cero y varianza t — s, es decir
Wt—Ws NN(O,t—S),
donde o es una constante positiva, para todo s < t.

3. Para todos los intervalos de tiempo que no se sobrepongan, es decir, W; —
Wi, 1, s Wi, — Wy, son independientes para todo 0 <t < --- <.

4. Las trayectorias W; son continuas para toda t.
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Ademas, basdndonos en la propiedad 3, sabemos que W (s) = z¢g y W(0) = 0 son
independientes, por lo cual, el conocer los valores de W (1), con 7 < s, no nos proporciona
informacién adicional para conocer el valor que tomard el incremento W (t) — W (s), con

t > s. De manera formal, decimos que para cualquier tiempo t:

P[W(t) > x| W(ty) =x0, W(t1) =1, ,W(tyn) =xp] = P[W(t) > x| W(ty) =] .
(3.2)

Es decir, el futuro (tiempo t), dado el presente (tiempo s), es independiente del pasado
(tiempos s,---,0). La ecuacién (3.2), es la probabilidad de transicién o de salto del
estado x al estado x;,,. Y es conocida como la propiedad de Markov para un movimiento

Browniano (o proceso de Wiener) [32, 31].

Aplicacién del movimiento Browniano en la estimacién de precios de activos

Cuando realizamos un anélisis temporal para el valor de cierre de mercado de un
determinado activo subyacente en un periodo de tiempo, y lo comparamos con el grafico
de un movimiento Browniano unidimensional, observamos una gran semejanza entre
ambos graficos, como se muestra en la Figura 3.1. Por lo cual, surge la idea de emplear
el movimiento Browniano como una primera aproximacién para modelar la evolucién
del precio de un determinado activo subyacente en el tiempo. Sin embargo, es necesario
verificar que el precio cumple con las cuatro propiedades definidas de un movimiento
Browniano.

Para ello, recordemos que en la primera propiedad se establece que W(0) = 0, sin
embargo, este es un supuesto normalizador, lo que nos permite establecer el comienzo
del movimiento Browniano unidimensional en Sy = W (0), por lo cual, se cumple con la
primera propiedad.

Para poder verificar que la segunda propiedad se satisface, debemos comprobar que
el supuesto de normalidad se cumple en los rendimientos de diversos activos financieros.
En base a lo anterior, se elabor6 la Figura 3.2, para ilustrar mediante un histograma
la distribucién de los rendimientos simples para el Indice de Precios y Cotizaciones.
Ademas, el Teorema del Limite Central nos proporciona informacion adicional para
verificar esta propiedad, sin embargo, al realizar un analisis estadistico riguroso se ha
concluido que los rendimientos en acciones no se distribuyen normalmente. Asimismo,
el suponer una varianza constante para diferentes intervalos de tiempo de igual longitud
representa un error, debido a que la volatilidad en el precio de una accién es variable y
no es proporcional a la duracién del intervalo de tiempo.

Para poder satisfacer la tercera propiedad de un movimiento Browniano, es necesario
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Andlisis temporal del valor de cierre en el mercado de ~MXX
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Figura 3.1. Analisis temporal para el valor de cierre de mercado del Indice de Precios
y Cotizaciones ("MXX) que corresponde al periodo del 04 de enero del 2021 al 28 de
agosto del 2023, en comparacién con una trayectoria simulada mediante el movimiento
Browniano unidimensional distribuido normalmente.

mostrar que cada incremento en el precio es independiente. Lo cual, se verifica mediante
la Hipétesis del Mercado Eficiente (EMH, por sus siglas en inglés Efficient Market
Hypothesis) propuesta por Eugene F. Fama [33], la cual plantea que el precio de un valor
para cualquier instante de tiempo refleja plenamente toda la informacién disponible de

dicho activo.

Por 1ltimo, es necesario verificar que las trayectorias generadas por los diversos
productos listados en la bolsa de valores son continuas para toda ¢t. Observemos que
los valores son negociados con una granularidad de un segundo o minuto, por lo que
estos pequeinios incrementos pueden ser tratados discretamente, sin embargo, cuando
examinamos los datos con una granularidad diaria, semanal o mensual, los incrementos
a corto plazo son pequenios, lo cual nos permite estudiar las trayectorias generadas por

los valores en una forma continua.

Basandonos en las propiedades de un movimiento Browniano, podemos definir un
modelo que permita estudiar la evolucién temporal de un determinado activo subyacente

mediante un modelo estocastico. Es decir, podriamos suponer que el subyacente S
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Histograma de retornos simples de ~MXX
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Figura 3.2. Histograma de retornos simples del Indice de Precios y Cotizaciones
("TMXX). Para su elaboracién se emple6 una muestra de 666 rendimientos diarios
correspondiente al 04 de enero del 2021 al 28 de agosto del 2023.

evoluciona en el tiempo como si fuera el mismo movimiento Browniano, de manera que
Sy = Wi,

en términos de una ecuacion diferencial estocastica, obtenemos
dS; = dW;. (3.3)

Sin embargo, la ecuacién (3.3) no describe por completo la informacién presente en
una serie temporal, por lo que nuestro objetivo serd proporcionar un modelo que
defina los movimientos del precio a lo largo del tiempo. De manera que incluiremos
un pardmetro que incorpore la incertidumbre sobre los resultados futuros a nuestra
componente aleatoria, ademas, es necesario especificar la tasa de rendimiento media
que ha presentado nuestro activo durante un periodo de tiempo determinado. Bajo las
siguientes consideraciones, ahora podemos escribir una ecuacién diferencial estocéstica

que describa los incrementos en el precio de la siguiente formas:

dSy = ,M(St, t)dt + O'(St, t)th7 (34)
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donde p(St, t) y o(St, t) son funciones deterministas que definen la deriva y la volatilidad
en funcion del tiempo actual (t) y el precio (S¢), donde W; representa un movimiento
Browniano estandar. De manera equivalente, podemos expresar a la ecuacién 3.4 en su

forma integral:

t t
S, = So+ / 1(Ss, 5)ds + / o(Sy, AW, (3.5)
0 0

Observemos que en la ecuacion (3.5) el precio del activo subyacente (S;) evoluciona
conforme a dos parametros. El primero de ellos es la deriva, la cual define el movimiento
determinista del activo a lo largo del tiempo, este puede depender del tiempo y del valor
actual del activo. Y el segundo pardmetro representa la volatilidad o incertidumbre en

el proceso estocéstico [32, 34, 35, 36].

3.2. Movimiento Geométrico Browniano

A pesar de que el movimiento Browniano constituye una de las bases fundamentales en
los modelos de riesgos financieros y econémicos, éste no puede, por si mismo representar
el comportamiento de todas las variables financieras presentes en los modelos aplicados
a finanzas. Debido a que los precios de los activos no son descritos apropiadamente por
el movimiento Browniano estdndar, ya que los precios no parten de cero y ademas el
supuesto de normalidad ignora la posibilidad de que el precio de un activo pueda tomar
un valor negativo, como se muestra en la Figura 3.3. Ademas, sus incrementos podrian
tener medias distintas de cero, o podrian tener varianzas que no necesariamente sean
proporcionales al tiempo.

Como una alternativa de solucién a los inconvenientes mencionados anteriormente
se definié el movimiento geométrico Browniano, el cual se obtiene mediante una trans-
formacién exponencial del movimiento Browniano estdndar. Sin embargo, es necesario
definir una ecuacion diferencial estocastica que satisfaga lo anteriormente mencionado.
Por lo que nos apoyaremos en un modelo discreto de precios para activos sin riesgo, con
el fin de obtener un modelo continuo y después replicarlo para el caso de un activo con
riesgo.

Consideremos un activo sin riesgo (S), con fecha de vencimiento 7', de manera que
nos interesa conocer como varfa S en el intervalo de tiempo ¢ y ¢t + At. Debido a la
ausencia de riesgo presente en el activo, el valor de S(t + At) serd la capitalizacion del

valor de S(t) a un determinado tipo de interés (u), por lo cual obtendremos que:

S(t+ At) = S(t) + pS(t)At.
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Andlisis temporal del valor de cierre en el mercado de PFE
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Figura 3.3. AnAlisis temporal para el valor de cierre de mercado para la accion de
Pfizer (PFE) que corresponde al periodo del 02 de agosto del 2021 al 28 de marzo del
2024, en comparaciéon con una trayectoria simulada mediante el movimiento Browniano
unidimensional distribuido normalmente.

Observemos que ahora podemos determinar la variaciéon relativa en el intervalo de

tiempo de nuestro interés, de manera que:

S(t + At) — S(t)

= pAt. 3.6

S [ (3.6)

Al tomar el limite cuando At — 0, el valor del activo satisface la siguiente ecuacién
diferencial: s

— = pdt 3.7

g —H (3.7)

Sabemos que al resolver la ecuacién (3.7), obtendremos como resultado la capitalizacién
del activo a una tasa de interés continuo. Cabe resaltar que nuestro objetivo principal es
obtener un modelo de precios para activos con riesgo. De manera que ahora emplearemos
como punto de partida la Hipotesis de Mercado Eficiente, la cual plantea que el valor
actual del activo refleja plenamente toda la informacién de dicho activo, ademas, el

mercado responde de manera instantdnea a cualquier nueva informacién sobre el mismo.

Como se planteé anteriormente en la subsecciéon 3.1.1, es necesario incluir una

componente aleatoria y un pardmetro que mida la incertidumbre en (3.7). Por lo que, al
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anadir estos parametros, obtendremos:

dsS;

— = pdt + odW;. (3.8)
Sy

En donde i y o son constantes. Este proceso recibe el nombre de Movimiento Geométrico
Browniano. A través de este enfoque podemos asumir que los precios siguen una
distribucién log-normal y que los rendimientos se distribuyen normalmente. Cabe
senalar que el parametro, o, define la volatilidad del activo. Mientras que u es la tasa

de crecimiento promedio [37].

De manera que, ahora nuestro principal interés es resolver de forma exacta la ecuacién
diferencial estocéastica (3.8). Debemos tomar en cuenta que la solucién de la ecuacién
diferencial estocastica para un movimiento geométrico Browniano debera reproducir la
solucién para un activo libre de riesgo cuando consideremos la ausencia de volatilidad
en el activo. Tengamos en mente que podemos reescribir el lado izquierdo de la ecuacién

(3.8) como la derivada del In(S;), obteniendo asi la siguiente expresion:
d(ln Sy) = pdt + odWy. (3.9)

Por consiguiente, el Lema de It [38] nos permite calcular una expresion explicita para
S; en todo tiempo t. Debido a la delimitacién del proyecto de investigacion, sélo se
presentard la solucién de la ecuacién (3.9), si el lector desea desarrollar los célculos para
verificar la solucién le sugerimos consultar la referencia [38]. Cuya solucién estard dada
por:

S, = S elh=30%)tHoWe, (3.10)

la cual tiene una forma cerrada para el precio de los activos segtin el modelo de Black -
Scholes. Tenga en cuenta que si hacemos la consideracién de que nuestro activo es libre

de riesgo, obtenemos la solucién de la ecuacién (3.7).

Ahora, observemos que el comportamiento asintético de la ecuacion (3.10) dependerd
del término p— %02, debido a que este término depende linealmente del tiempo. Mientras
que la parte estocastica dependerd del movimiento Browniano estandar W; que crece

proporcional a la v/t, es decir:
Sy, = Spelnmzo?)itovic (3.11)

donde ¢ se distribuye A (0,1). Por lo cual encontraremos tres casos de estudio para

(3.11), cuando p < %02, se observara una tendencia decreciente en la serie temporal del

2

activo, como se ilustra en la Figura 3.4 (a). Por otro lado, si pu > %0 , se evidencia un
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crecimiento en la serie temporal del activo, véase la Figura 3.4 (b). En el caso en que
w= %02, el modelo depende exclusivamente del movimiento Browniano estandar y la
volatilidad, lo que resulta en cambios abruptos en la serie temporal en intervalos de

tiempo pequenos, tal como se muestra en la Figura 3.4 (c).

3.3. Deduccion del modelo Black-Scholes-Merton

A principios de la década de los setenta, Fisher Black (fisico — matemético doctorado
en Harvard), Myron Scholes (matematico y economista financiero) y Robert C. Merton
(economista y profesor de matemaéticas en MIT) dedujeron una ecuacién diferencial
parcial de segundo orden, parabdlica y lineal, mediante la formulacién de una cartera
libre de riesgo, construida a través de una cobertura dindmica, empleando como activos
principales una opcién y una estrategia de colocacién de activos en el mercado.

Sin embargo, para poder deducir una férmula para la valuaciéon de una opciéon
europea en términos del precio del activo, es necesario asumir condiciones ideales en el

mercado para la accién y la opcion:
1. La tasa de interés a corto plazo es conocida y constante en el tiempo.

2. El precio de la accién sigue una caminata aleatoria en tiempo continuo con una
tasa de varianza proporcional al cuadrado del precio de la accién. Por lo tanto,
la distribucion de los posibles precios de la accién al final de cualquier intervalo

finito es log-normal. La tasa de varianza del rendimiento de la accién es constante.
3. La accién no paga dividendos ni otras distribuciones.
4. La opcién es europea, es decir, sélo se puede ejercer al vencimiento.
5. No existen costos de transaccién al comprar o vender la acciéon o la opcidn.

6. Es posible pedir prestada cualquier fraccién del precio de un valor para comprarlo

o mantenerlo, a la tasa de interés a corto plazo.

7. No hay penalizaciones por ventas en corto. Un vendedor que no posee un valor
simplemente aceptara el precio del valor de un comprador y acordara liquidar con
el comprador en una fecha futura pagando una cantidad igual al precio del valor

en esa fecha.

Bajo estos supuestos, el valor de la opcién dependera tinicamente del precio de la

accion y el tiempo; aunque en el modelo se consideran variables adicionales, se asumiran
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constantes. Por lo tanto, es posible crear una cobertura que se conforme de una posicién
larga en la accién y una posicién corta para la opcion, cuyo valor solo dependerd del

tiempo. Por lo tanto, considere un portafolio II(S;, ¢) conformado por:
H(St, t) - V(St, t) - ASt, (312)

en donde, V(S,t) representa el valor de una opcién europea y S; es el valor de una
accion. Debido a que estamos construyendo una cartera que cubra el riesgo generado por
la opcién, es necesario adquirir A unidades de Sy para protegernos ante la incertidumbre
presente en el activo. A continuacién, estudiaremos como evoluciona el portafolio IT1(S;, t)

a lo largo del tiempo, por lo que nos interesa conocer el valor de dII(Sy,t):
dI1(S¢,t) = dV (S, t) — AdS,. (3.13)

Ahora, observemos que necesitamos definir cémo evoluciona el valor de la opcién en el

tiempo en funcién de sus componentes, por ende, calculemos el valor de dV':
AV =V (S(t+ At),t + At) =V (S(¢),1).

Suponiendo que V(S(t),t) tiene derivadas parciales continuas de al menos segundo
orden. Realicemos una expansion en series de Taylor para la funcién multivariada
V (S(t + At),t + At), obteniendo asi:

oV oV 0’V 62\/ 0%V

AV = V(S 1) + Gt + 5o dSt+ S (@07 + 2 195, (105, + 552

—az (dS)?| = V(St.t)

Se podria asumir por el calculo clasico que todos los términos de orden superior en la
expresion anterior son insignificantes. Sin embargo, debido a la variacién cuadratica del
movimiento Browniano el termino (dS;)? es del orden de O(dt). Por consiguiente

ov ov 10%V

dV = —dt + —dS; + =

51 a5, 2057 (dSy)?. (3.14)

Cabe senalar que es necesario identificar un modelo que satisfaga el supuesto 2 para las

condiciones ideales del mercado, note que el movimiento geométrico Browniano cumple

con estas condiciones, por consiguiente, al reemplazar la ecuacién (3.8) en (3.14), se
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obtiene una expresion para el cambio en el valor de la opcién:

ov ov 10%V

dV = —odt + 75, (nSidt + oS, dWi) + 5 957 (WSpdt + oSy dWy)? 515
oV WV 15,0V oV '
< o “Sfast s: asg) dt + JStaStth

Véase que sélo existe un tnico término que se encuentra expuesto a la aleatoriedad en la
ecuacién (3.15), por ende, si poseemos una unidad de un contrato de opciones V' (S, ),
entonces serd necesario adquirir _gTV unidades de S; para construir una cartera inmune
a la aleatoriedad presente por el término dW;. Dado que el modelo Black- Scholes asume
que esta es la tnica fuente de aleatoriedad, la cartera es libre de riesgo. De manera que

podemos escribir la ecuaciéon (3.13) como:

ov

dII(St, t) = dV (S, t) — a5,

dsS;,

Al reemplazar las ecuaciones (3.15) y (3.8) en la expresion anterior, obtenemos:

oV oV ov 1 o2V A% A%
dll = 0S8, —d - 262- | dt — 0S;—d dt
O'Stast Wt+<6t +,LLStaSt+ O'Stast2> USt@S Wt ,uStaS
_fov 1 2 , O*V
_<8t 27 Stas2>dt
(3.16)

Donde los dos términos que involucran a dW; se cancelan, debido a la cobertura delta.
Por lo cual, la principal caracteristica en la evolucién de nuestro portafolio serd la
ausencia del proceso estocéstico. Por este motivo podemos asumir que nuestro portafolio
debera generar el mismo rendimiento que un activo libre de riesgo. Sin embargo, si
nuestro portafolio II(S, t) genera un rendimiento superior al activo libre de riesgo,
existird una oportunidad de arbitraje, debido a que alguien podria adquirir nuestro
portafolio para venderlo al valor de un activo libre de riesgo, obteniendo asi una ganancia
sin asumir ningun riesgo. Para evitar esto, podemos agregar la siguiente condicién en la

evolucién de nuestra cartera delta:

dIT = rI1dt (3.17)
ov
4T = 7 (v Stast) (3.18)

Por lo tanto, hemos podido deducir dos expresiones distintas para describir la evolucién
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de nuestro portafolio II(S, t); la primera de ellas basada en la dindmica del activo
subyacente mediante el movimiento geométrico Browniano y la segunda mediante el
argumento de no arbitraje. Lo que significa que el valor de los portafolios deberia ser el
mismo, por lo tanto, al igualar las ecuaciones (3.16) y (3.18), se obtiene:
1 5 0%V ov
+ —0°S;—5 =1V —rSi—.
at 27 Tt os? "85,
Reordenando términos, obtenemos como resultado la famosa ecuacién diferencial parcial

de segundo orden, parabdlica y lineal de Black-Scholes-Merton.

av
ot

—i—;JQng?;—i—rStht—rV:O. (3.19)
Cabe senalar que la mayoria de los modelos financieros carecen de una solucién analitica,
por lo que es necesario emplear métodos numéricos para solucionarlos. Sin embargo,
el modelo Black—Scholes—Merton es una excepcién, debido a que podemos proponer
cambios de variable especificos para poder encontrar una relacion entre la ecuacion (3.19)
y la ecuacion de difusion de calor, para asi obtener la célebre férmula Black—Scholes

[6, 19, 35].
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Anélisis temporal del valor de cierre en el mercado de DIS

— DIS

160

Valor de cierre
N
8

IS
S

100

80

2021-09 2022-01 2022-05 2022-09 2023-01 2023-05 2023-09 2024-01 2024-05
Fecha

(a)

Anélisis temporal del valor de cierre en el mercado de NVDA
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Anélisis temporal del valor de cierre en el mercado de ~VIX
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(c)

Figura 3.4. (a) Presencia de una tendencia bajista en el andlisis temporal para el valor
de cierre de mercado de la accién The Walt Disney Company (DIS), correspondientes
al periodo de agosto del 2021 a mayo del 2024. (b) Presencia de una tendencia alcista
en el andlisis temporal para el valor de cierre de mercado de la accién de NVIDIA
Corporation (NVDA), correspondientes al periodo de agosto del 2021 a marzo del 2024.
(¢) Predominancia de la componente estocastica en el anélisis temporal para el valor de
cierre de mercado del Volatility Index (TVIX), correspondientes al periodo de agosto
del 2021 a abril del 2024.
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Formula Black-Scholes y su origen

en la ecuacion de calor

Nota: Es importante mencionar que durante el desarrollo del capitulo, se utilizaron
conceptos e ideas del libro “Riesgos financieros y econémicos. Productos derivados y

decisiones econdmicas bajo incertidumbre” de Francisco Venegas Martinez [9)].

4.1. Modelo Black-Scholes para una opcién de compra

europea

En el ano de 1973, Fisher Black y Myron Scholes publicaron un articulo en “The
Journal of Political Economy”, en este articulo presentaron un modelo matematico que
permitia describir la evolucién de los precios de un activo subyacente en el tiempo y
establecer el valor tedrico de una opciéon de compra o venta mediante una ecuacion

diferencial parcial de segundo orden, parabdlica y lineal, la cual se define como:

dc 1 4, o 0% Oc
Ty i ~ _re= 4.1
3t+20 h astz+r5tast re =0, (4.1)
junto a la condicién de frontera
c(S;, T) = max(S: — K, 0), (4.2)

donde la variable c representa el precio de compra de una opcién europea, que se
define como ¢ = ¢(S,t) , r representa la tasa libre de riesgo, o es la volatilidad del
activo subyacente y S; representa el precio de un activo subyacente al tiempo ¢ y que
ademaés sigue un movimiento geométrico Browniano.

Sin embargo, observemos que no podemos resolver la ecuacion diferencial anterior
mediante el método de separacién de variables, debido a que los coeficientes de la
ecuacién (4.1) son variables y de forma polinémica, por lo cual consideraremos los

siguientes cambios de variables, que nos permitiran eliminar a los términos S; y S?.
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Sean los cambios de variable de la forma

T r
Sy =Ke™, t=T- — K= —:. 4.3
t %0_2 y %0_2 ( )

Venegas [9] explica que las nuevas variables z; y 7, representan, respectivamente la
diferencia entre el logaritmo del precio del activo subyacente con el logaritmo del precio

de ejercicio y a el tiempo invertido yendo a la fecha de vencimiento multiplicado por un

factor constante, %02.

zy = In (f{t) , T= %(72(T —t). (4.4)

El precio de la opcién bajo estos cambios de variable se denotard mediante

c(St, T) = max(S; — K,0)
= mazx(Ke" — K,0) (4.5)
= Kv(z,T).
A continuacién, se procedera a realizar el calculo de las derivadas parciales de ¢ respecto

de t y S, en términos de las nuevas variables v, 7 y ¢, empleando la regla de la cadena

y los cambios de variable propuestos en (4.4). Sea

dc  Oc Or [0 o (1 4 . 1, 0v
5= 5 i = Lol [ (370 -0)] = gl o

De manera analoga se procedera a realizar el calculo de la derivada parcial de ¢ respecto

de S;, mediante el cambio de variable propuesto en (4.4)

e _ e On [0 gy ] [Lin(5)] - Ko
8St - 856,5 (9575 N 81:75 b 85} K N St &rt‘

Sin embargo, note que podemos reescribir el cociente de S; y K, como:
e =— = et = — (4.7)

por lo cual podemos reescribir a la derivada parcial de ¢ respecto a S¢, como:

Oc g, OV
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Por tultimo, calcularemos la segunda derivada parcial de ¢ respecto a S

WC_<9<3C>_<9[—M3V}
92 ~ 95, \as,) ~ 958, |© oz,
0 { au]‘axt

= — Tt _—
a.%t Oxt 8515

_ % (_e_m ;9; N e_mgz;) |
empleando la ecuacién (4.7) , podemos reescribir a la segunda derivada parcial de ¢

2 —2m4 2
8626 ( ov 81/). (4.9)

respecto de Sy, como:

- - _l’_ -
0S? K Ozy  Ox?
Reescribiendo la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes en términos de las nuevas

variables, sustituiremos las derivadas parciales (4.5),(4.6),(4.8) y (4.9) en la ecuacién

(4.1), obteniendo como resultado:

1 o 0v 1 5 oo (v Ov e~ 2ot _a, OV
oKL oKt [ L Krete ™™ — +rKv = 0, (4.10
57 o7 + 27 e 022~ Oy e + Kre™e o, +riv  ( )

al simplificar la ecuacién (4.10) tenemos

ov 0% Ov r v r
or Oz  Odxy  Lo?0x;  Lo?
En virtud de la definicién de k propuesta en (4.3) y agrupando términos semejantes, el
modelo se reduce a

—7:4;A{K—Dj§—ﬂu (4.11)

Observemos que después del primer cambio de variable los coeficientes de la ecuacion
(4.11) no dependen de las variables z; o 7, ademés existe una similitud a la ecuacién
diferencial de la difusién de calor. Sin embargo, para que la ecuacién (4.11) se convierta
en la ecuacién de difusién de calor, se propondra un segundo cambio de variable de la

forma:
V(e ) = u(zy, 7)e O (4.12)
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en donde a y B son constantes. De forma andloga, se procedera a calcular las derivadas

parciales de v respecto de 7y xy:

0 0
L
T T
ou
_ axi+BT axi+pT Y
Bue +e 5
al factorizar términos semejantes, obtenemos:
v it Br ( 8u>
— = — . 4.13
57 e Bu + o ( )
Asimismo,
0 0
By = B, [0ae e ]
t t
— aueamt—i—BT + eoc;vt—ﬁ-BT%
6$t ’
ie.,
8V azi+BT ( au )
— = — . 4.14
e e o + o2, (4.14)
Y por ultimo
621/ 9 axi+0T
ozt = s | (o4 35,
ou ou  0%*u
_ axt+pT il oxi+BT it
ae (au—i— &rt) +e ( (9xt + c%c%) ,
tenemos ) )
0“v azi+Br ou 8 U
— = 2 4.15
022 e o?u + aa axt (4.15)

Sustituyendo las ecuaciones (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) en la ecuacién (4.11), se obtiene
2
ez HAT (ﬁu + 8u) = @O [ o2y + 2048— +— 0"u
or Oxy  Ox?

+ (K — 1)@ th7 (au + EE’U) — Kuet®t AT
aJIt

2
Bu—l—a—au+2aa+gz+( 1)(au+au)—fw

o oxt ox

ou 9 ou  0%u ou

e B (k—1 2020 + 20 4 (1)L,
5 u [6 o —(k—1a+ m] + a@xt + 922 + (K )(%t
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Agrupando términos semejantes, obtenemos

2
%:—u{ﬁ—az—(m—l)a—i—m}+(2a+/§—1)@+8u

—- 4.1
or Oxy  Ox? (4.16)

Escogemos adecuadamente el valor de los pardmetros oy 8 de la ecuacién (4.16) de

manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

20+Kk—-1=0 (4.17)

B—a?—(k—Da+k=0. (4.18)

De la condicién (4.17), podemos obtener el valor de «
1
a= 75(}671), (4.19)

Sustituyendo el valor de « en la condicién (4.18), y despejando el valor de

0=p- {—;(H—nr_(ﬁ_n 5= D)] +x
O=ﬁ+%(ﬂ—1)2+n

—62/1-1-%(&2—2&4-1)
B = —i(m2+2m+1),

en consecuencia

8= —i(n +1)2 (4.20)

Al sustituir los valores de oo y § en la ecuacién (4.16) obtendremos como resultado la
ecuacion de difusion de calor, lo que nos permitira poder resolver el modelo Black-Scholes
para una opciéon de compra, debido a que las soluciones a la ecuacién de calor son

conocidas.

ou 9%u

3 = a—x%, —o00 < xy < oo, T>0, (4.21)
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4.2. Transformada de Fourier

Sin embargo, para resolver la ecuacién de difusion del calor, utilizaremos la Trans-
formada de Fourier. Recordemos que la Transformada de Fourier F es un operador en
el espacio de funciones con valores complejos a funciones con valores complejos [39].

Sea f: R — C. La Transformada de Fourier de f se denota por F[f] = f donde

A

f=Flfa0)] = fwt) = /_ O:O f(a, e da. (4.22)

De manera similar, la transformada inversa de Fourier de f se denota por F ! { f (w)]

donde | oo
flt) = FHfw)] = o /700 Flw, e du. (4.23)

4.3. Solucidon de la ecuacién de calor en el dominio infinito

Como siguiente paso para poder solucionar el modelo de Black-Scholes, nos enfo-
caremos en resolver la ecuacién diferencial de difusion de calor en el dominio infinito,

para ello partiremos de la ecuacion (4.21)

ou _ o
or  ox}’
junto con la condicién inicial
u(zt,0) = ug(zt) = max (e%(““)“ - e%(ﬁfl)“ﬁ) : (4.24)
ya que
(we,7) = e~ s DT= TPy 0 1y (4.25)

Y condiciones de frontera

0, cuando x; — oo,
u= (4.26)
0, cuando xz; — —oo,
Ou _ 0, cuando z; — oo, (4.27)
Oy 0, cuando x; — —oo.
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Aplicando el operador F a la ecuacién (4.21), obtenemos

OO 8“ — Wt * aQU —WwTt
[ (Gr) = [ (a) o 2

Integrando por partes el lado derecho de la ecuacion (4.28) y usando derivacion bajo el

signo integral ( o la regla de integracién de Leibniz [40]) en el lado izquierdo, obtenemos

d 0 » ou L o ou\ _in
e </oo ue_“‘”:tda:t> = (3:1715) e Wt T [m(—zw) <81‘t> e tday,

evaluando la condicién (4.27), obtenemos que el primer término del lado derecho de la

igualdad es cero, en consecuencia:

d > —iWT R Ou —iwT
e </Oo ue tdact> = LOO W <8xt> e tdxy
di o (OUN e
e = /_oo w <8xt> e tdx
da > —w2/ ue Wt dg,

dr
de manera similar al evaluar la condicién (4.26), el primer término del lado derecho de

= jwue W

la igualdad es cero, en consecuencia:

i
% — (4.29)

observemos que al emplear el método de la Transformada de Fourier para resolver la
ecuacion (4.21) se obtiene como resultado una ecuacién diferencial ordinaria de primer

orden. Al resolver la ecuacién (4.29) se obtiene

2

(w,7) = t(w,0)e”™T. (4.30)

Por otro lado, para hallar el valor de 4i(w, 0), emplearemos la definicién de Transformada

de Fourier. Sea

flw) = a(w,0) = /OO ug(s,0)e”“*ds = i(w,0) = /OO ug(s)e”“ids . (4.31)

—0o0 — 00

En consecuencia,
t(w, ) = flw)e ™. (4.32)
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El resultado (4.32) es una solucién a la ecuacién de difusién de calor, sin embargo, la
solucién se encuentra en el dominio de frecuencias w, para poder obtener una solucién en

términos de x;, emplearemos la Transformada de Fourier inversa. Aplicando el operador
F~1 ala ecuacién (4.32), obtenemos

1 o

A

u(xy, T) f(w)e_szei“’xdw.

:g .

Reemplazando el valor de f (w) en la expresion anterior

1 [e.e] o0 . .
u(zy, 7) = ﬂ/ {/ uo(s)e_wsds] e T e

—0o0

1 [oo [ )
= —/ / uo(s)e_“’QT““’(“_s)dw ds
21 J oo J—

[e.e]
= 217T/_O; /_O:O uo(s)e(wﬁJr(;fx;?s-))Z)((Izt\;;))de ds,

considere el cambio de variable

Ty — S
= wW\/T+—— — dy = /7Tdw,
v VT 2i\/T V=T
al evaluar los limites de integracién en nuestro cambio de variable, notaremos que estos

seguiran tendiendo a —oco y oco. Sustituyendo el cambio de variable

1 0o o0 7727((9%—5))2
u(xy, 7) = ZWﬁ/ [ up(s)e VT ) dyds,

2
1 00 7((?;)) 00 e
TN /_oo up(s)e ds [/ e d’y]

—0o0

1

La solucién de ecuacién de calor, estara dada por

1 o0 s—ay)?
u(zy, 7) = 2\/77/ UO(S)G_( i ds. (4.33)
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4.4. Solucion del modelo Black-Scholes mediante la solu-

cion de la ecuacién de calor

Observemos que la ecuacién (4.33) se asemeja a la esperanza de una variable aleatoria
que se distribuye Y ~ N (24, 27), con u(xy, 7) = E[ug(Y)]. Nétese que la ecuacién (4.33)
puede reescribirse como una distribucién normal reducida, mediante el uso del siguiente

cambio de variable:

S — Xt

v= V2T

al evaluar los limites de integracién en nuestro cambio de variable, notaremos que estos

= yWor4z=s = V2rdy=ds,

seguiran tendiendo a —oco y oco. Sustituyendo el cambio de variable

u(ze, T) o(yV2r + xp)e” 2v’ dy. (4.34)

I

Recordemos que ug se define mediante la expresién (4.24), reescribiendo la ecuacién

(4.34) en términos de la condicién (4.24) obtenemos:
u(ze, 7) = L /oo max (e%(”+1)(y\/§+9‘t) — e%(“—l)(y‘/?“f),O) e_%yzdy. (4.35)
27 00

Sin embargo, la funcién max se encuentra definida para valores mayores que cero, por
lo que es necesario buscar el intervalo en el cual la funcién es distinta de cero, para ello

propondremos la siguiente desigualdad

AN VET ) _ (-1 VET) S

S e D@V a) > (k- (V2T + )

1 1 1 1
= -x+ ZYV2T > —-xp — ZyvV2T
2 2 2 2
Lt

Sy >——.

V2r

Reemplazando la expresién anterior en el limite inferior de la ecuacion (4.35), obtenemos

1 oe]
ulw, ) = = L . G I e e P L

1

3 H+1)(y\/?+xt)—%y2dy _ o3 (F=D) (V2 +ar)— 54> dy,

s ol
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de manera que
u(a:t,T) = Il - IQ. (436)

Asi, las integrales I7 e I se calculardn en forma separada. Calculemos Iy

I, = F (D V2T e =37 g

1 o0
—_— e
v 2T /_fz%

soe(rtl
— % = o 5[V YR V2T g
V2T _% Y
2T
2 2
e%xt(m-‘rl) ) —§|:y2—y(ﬁ+1)\/§+((m+12)\/?) _<(~+12)\/?) :|

Vs 7\;2%
lJ:,g(fi—&-l)-i—l(rﬂ—i—1)27' 0 a1l (s+DVRT 2

exrh S (=)

V2 -k Y

2T

Consideremos el siguiente cambio de variable:
1
E=y— 5(/{—1- V2T = d§ = dy,

€(~ ) =~ - e+ 7 s (o) = o

Al reemplazar el cambio de variable propuesto anteriormente junto a los nuevos limites

de integracién, se puede reescribir a I; como

e%m(n—&—l)—l—i(n—l—l)QT 00 2
L = e 2 df
/277 _zt+(n+1)‘r
V2T

1 1 2 1 o0 €2
_ eEJ:t(/ﬁ-l)-l—Z(n—i-l) T 7/ 6_7d§
/277 _act+\(/r;;7!:1)r

_ lae) 4 (m )2 {1 % ( xe+ (K + 1)T>}
Var
_ e%l’t(:‘ﬁ"rl)‘i‘i(ﬁﬂ-l)QT@ <xt + (’% + 1)T> )
V2T
Observemos que, mediante el cambio de variable propuesto, la integral original se ha
reducido a la funcién de distribucién acumulativa para una distribucién normal A/(0,1).

De manera que la solucién para Iy estarda dada por:

I, = e%xt(n+1)+%(n+1)2~rq) (dl), (4.37)
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con

PR Gl o (4.38)

V2T

De forma andloga realizamos el calculo para Is:

I = 1 ool o3 (F=D)(yV2r+a1)— 54> dy
_ L /°° e (=D Juln—1)(VED— 442 g

S

e

Ls—Dze+(h=1)27 oo 1] (=1v3r\]?
= c? ! [ 2|:y ( 2 )j| d .

/2T R y
V2T

Consideremos el siguiente cambio de variables:

5=y—<(“_;>*@> = d¢ = dy,

5(_1:15):_ (k=17 . £(00) = o0

Sustituyendo el cambio de variable propuesto en la expresién anterior y los nuevos

limites de integracién en Is, obtenemos:

e%(fﬁ—l)m-{—%(n—l)%‘ 00 L1
I2 - \/% / Ty (.‘i—l)‘f‘ e 2 dE
— e3(r—Daetj(r—1)r ( 552d§>
\/T 27‘

_ e%(n—l)xtﬁ-i(n—l)Q |:1 . < ’i_ 1) ):|
\/> Vor

— es(n=Dzt (1)1 g ( ( 7 ) .
v v

De manera similar, I> se ha reducido a la funciéon de distribucién acumulativa de una

distribucién normal A(0,1). Asi que I, estard dada por:

I = e%(nfl)azt+i(nfl)27'(b(d2)7 (439)
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con

dy = w (4.40)

Ahora bien, escribiendo las ecuaciones (4.38) y (4.40) en términos del cambio de variable

propuesto en (4.3), se tiene que d; queda dado por

g Tt +(k+ )7
1 \/Z
in (5) + 307 (égg + 1) (T —t)
di = (4.41)
2 (301 - 1))
. in (5) + (r+30%) (T 1)
e ovT —1
y dg estd dado por:
PR + (k=171
2 = \/E
In (%) + 30° (ézg — 1) (T —1t)
dy = (4.42)
2 (%JZ(T - t))
p ln(%)—l— r—%aQ) (T —1t)
2 =
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Es importante senalar que podemos reescribir a la ecuacién (4.42) en términos de la

ecuacion (4.41), para ello partiremos de la siguiente diferencia:

Asi, que la diferencia propuesta anteriormente nos provee una nueva forma de reescribir
a la ecuacién (4.42), lo cual proporciona una ventaja computacional para calcular el

valor de ds. Por lo que dy puede expresarse como:
do=dy —ovT —1t. (4.43)
Sustituyendo (4.37) y (4.39) en (4.36) obtenemos
Lok +1(k+1)27 Lk=Da+1(k—1)27
u(ze, 7) = e2™ 1 O (dy) —e2 tTa O (dg). (4.44)

En donde la ecuacién (4.44) es una solucién para la ecuaciéon de difusién de calor,
sin embargo, al reemplazar los cambios de variables propuestos en (4.5) y (4.25) para

obtener la solucién al modelo Black-Scholes. Sustituyendo (4.44) en (4.25), obtenemos

vl ) = e~ F DT [hrler )i rg (4)) — b (mDmerd (1 gy)]
_ o F DT D S ) ()P )

x

e F ) F () (et ()2 ).
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Simplificando la expresién anterior, se tiene que
I/($t, ’7') = ewtq)(dl) — e_THCI)(dg), (445)
sustituyendo (4.45) en (4.5), obtenemos

c(St,t) = Kv(xg, 1)
= K ["®(dy) — e 7" ®(dy)]
= Ke""®(dy) — Ke 7" ®(dy).

Por lo cual, al reemplazar los cambios de variables propuestos en (4.3) se obtiene la

solucién para el modelo Black-Scholes de una opcién de compra.

(S, t) = S,®(dy) — Ke 7T 0(dy), (4.46)
donde
in ($)+ (r+30%) (T - 1)
d p—
! oVl —t ’
do = di —oVT —t.

4.5. Modelo Black-Scholes para una opcién de venta euro-

pea

Considere la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes del precio de una opcién

europea de venta, p = p(S,t) , la cual estd dada por

op 1 5 &p op
— 4+ =0°S; —5 St— —rp=0 4.47
ot 27 Pigs TTPes, TP =Y (447)
junto con la condicién de frontera
p(Sy, T) = max(K — S, 0). (4.48)

Observemos que las ecuaciones diferenciales (4.1) y (4.47) son idénticas, sin embargo,

sus condiciones de frontera difieren por un signo menos, por lo que emplearemos el
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siguiente cambio de variable

Sy = Ke™, t:T—%‘Z y n:%. (4.49)
2

De manera que, al expresarlas en términos de las nuevas variables x; y 7, se obtienen

xt =1In (f{t) , T= %O’Q(T —t). (4.50)

Y al sustituir éstos tltimos en la condicion de frontera obtenemos

p(Se, T) = max(K — S, 0)

= mazx(K — Ke*,0) (4.51)
= KV(LL‘t,O),
con
v(xe,0) = max(l —e*,0). (4.52)

De forma que, el precio de una opcién bajo estos cambios de variable se denotara

mediante

P(Sit) = —Kv (ln (}%) ,%O—Q(T _ t)) — Kl 7). (4.53)

A continuacién se procederd a realizar el calculo de las derivadas parciales de p respecto
de t y Sy, en términos de las nuevas variables, mediante la regla de la cadena y el cambio

de variable propuesto en (4.49). Considere

op_0op Or _ [0 O (L ap )] = L2
ot~ or ot [aTK”(x”)} {at (2” T t)>] =30 Ko Y

Por otro lado, calculemos la derivada parcial de p con respecto de S;, mediante los

cambios de variables propuestos anteriormente.

WO o [0 [0, (8] o K
8St a 8$t 851/ N 8$t b OSt K N St axt‘

Por la ecuacién (4.7), podemos reescribir a la expresién anterior como

W

_ v 4
89S, om (4.55)
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Por dltimo, calcularemos la segunda derivada parcial de p respecto a S;

?p 0 g, OV
957 ~ a&(&&) ast[ ‘ ascj
0 ov] Ox
axt{ < axt} 5,

856,5 [

(O
833t Ox?

empleando la ecuacion (4.7), podemos reescribir a la segunda derivada parcial de p

0?p e~ (v v

Al reescribir el modelo de Black-Scholes de una opcién de venta europea en términos de

respecto de Sy, como

las nuevas variables, obtenemos

1 5 0v 1 o222 0*v  Ov e~ 2ot _a, OV
Lo K2 9V L Y ~ Kremtem Y 4 r Ky = 0. (457
27 M or Taf 022 "o |\ K rette gy TRy = 0. (457)

Simplificando la ecuacion (4.57) tenemos

ov 0% ov r Ov T
A A AT )
or  0x?  Oxy %02 Oz %02

En virtud de la definicién de k propuesta en (4.49), obtenemos el siguiente resultado:

o 0% v
or ~ 022 + (k — 1)671',5 — KU. (4.58)

Observemos la similitud entre las ecuaciones (4.12) y (4.58), como se demostrd previa-
mente en la seccion 4.1, podemos reducir la expresién anterior a la ecuacion diferencial

de calor mediante el uso de un segundo cambio de variable. Considere

v(ze, ) = u(xt,T)eo‘“'wT, (4.59)
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o= —%(/@ _), (4.60)
Y 1
B=—g+ 1)% (4.61)

De manera que al realizar el calculo de las derivadas parciales de v respecto a 7y x,
como se realizé en la la parte final de la secciéon 4.1, obtenemos
ou ou  0%u

—:—u{ﬁ—oﬁ—(/{—l)a%—/{}+(2a+/{—1)—+

—. 4.62
or Oxy  Ox? (4.62)

De manera que al sustituir los valores de av 'y f en (4.62), se obtiene como resultado la

ecuacion diferencial de calor en el dominio infinito

ou 9%u

E = aix%, —00 < Iy < 00, 7> 0. (463)

Como se demostro en la seccion 4.3, el ntcleo de Gauss-Weierstrass es una soluciéon
fundamental de la ecuacién del calor. De manera que la solucién para (4.63) estard dada

por
_(s—ap?

u(xg, 7) = 2\/17_771_/_0:0 up(s)e” 4 ds. (4.64)

Observe que la ecuacién (4.64) puede reescribirse como una distribucién normal reducida

mediante el siguiente cambio de variable

S — It

v= V2T

ademas, notemos que los limites de integracién seguiran tendiendo de —oo a o0o. De

= yW2r4z=s = V2rdy=ds,

manera que, nuestra integral bajo el cambio de variable propuesto se reescribird como
1 o0 1,2
- \/ —2Y

u(xy, 7) = Nor: LOO UugQ (y 27 + :Ut> e 2Y dy. (4.65)

Por otro lado, necesitamos encontrar la condicion ug (y\/ 21 + xt), de manera que, para

poder calcularla emplearemos las ecuaciones (4.52) y (4.59)

1/(g[jt7 0) = e_%(”_l)zt_i(0)(“+1)2u($t’ 0)

max (1 —e*t,0) = e~z (k=D

1 1
uy = max (65(’“‘ Dze _ 62(““)’“,0) .

Uo
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Al evaluar la expresion anterior en ug(yv/27 + x¢), se obtiene
U (yv 27 + @4, 0) = max (e%("_l)(y@‘m” — e%('ﬁl)(yﬁ%t)’ 0) . (4.66)
Sustituyendo (4.66) en (4.65) tenemos

wlan ) = 1/00 T (eé(m—l)(y\/?+$t) _ e%(n+1)(y\/ﬂ+xt)’0> 6_%92dy. (4.67)
vV 21 J -0

Sin embargo, la funcién max se encuentra definida para valores mayores que cero, por

lo que es necesario buscar el intervalo en el cual la funcién es distinta de cero, para ello

suponemos la siguiente desigualdad:

o3 (h=DWV2r+a:) _ (kD) (yV2r+a) S

l(ﬁ — D (yV2r +24) > %(/{4— D)(yV27 + 24)

2
1 1 1 1
—5%t— iy\/QT > 5Tt + 53/\/27-
T
y < ——.

V2T

De manera que al reemplazar la expresién (4.68) en los limites de integracién de la

(4.68)

ecuacion (4.67), se obtiene

Tt Lt
VT AV Er e3P g, L / VT A D Va0 g

== N

de manera que

u(xy, T
—00

u(xy, 7) = 11 — Is. (4.69)
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Procedemos a realizar el cdlculo de las integrales I e I» de forma separada. Calculemos

el valor de I

I, = % K+1)(y\/§+xt)*%y2dy

xt(n-l—l) Zt
_ e mef%[yzfy(fwl)\/ﬁ]dy

vV 27’[’ —00

2 2
eset(r+1) v, [yQ—y(mrl)\/?Jr((NHz)m) —((le)m) }
= e

F — 00
oo (st D)+ (st 1)2r /—fzf? e%[w(%ﬂzy'

Ver

Considerando el siguiente cambio de variable

dy

o0

§:y—é(/~i+1)\/§:> d¢ = dy,

£<_\f2t7) - fl \ﬁ(“+1)7' i &(00) = oo.

De forma que al reemplazar nuestro cambio de variable en I, obtenemos

mt(n+1) n+1 / zt+\(/';l>7

\/7
zt+(n+1)7

_ bbb e ( [T et

V2 '

De manera que la solucién para Iy estara dada por

Igz

*ng

I, = e%l‘t(fi+1)+i(ﬁ+1)2’r¢ (_dl)a (4‘70)

con
T + (/ﬁ} + 1)7’

d pu—
! V2T

(4.71)
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Anéalogamente realizaremos el cdlculo para I

1 7\;17 Lip— T+zL)— 5
Il:\/ﬂ/oo 3 (=D V2rte)—39% g,
1 *\;571(_1) Ly(s—1)(v27)—1¢2
_ e3(k %&egy(’i )(V2r)—3y dy
\/ﬂ/
k—1)zy
_ e3( / me_%[y —y(=D (V2] g,
2 2
e%(l{*l)ﬁt _% _|:y2_y\/§(/€—1)+((”_12)\/?> _((5_12)\/?>]
- - e
V2r )
T K— T 2
- 3 (Dt (-1 -2t _%[y_(%)}
_ \/T e dy.
T —o0
Sea ahora

De manera que

x+(n 1)7
_ l(H 1):1:,5—}— (k— 1 ; —152
= e2 T e 2% d¢
™

_ bt [q>< 2ot (K ”T)]

Asi, la solucién para I estard dada por

Il — e%(nfl)xt+i(fifl)27q) (—dg) 7

con
x+ (k—1)7

V2r

Reemplazando las ecuaciones (4.70) y (4.72) en (4.69) obtenemos

dy =

u(ay,m) = ex(NIHTED TG (L) — ezt DHI (D TG ()
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Aunque la ecuacién (4.74) es una solucién al modelo de Black-Scholes para una opcién
de venta, es necesario devolver los cambios de variable propuestos en (4.49) y (4.59), con
el objetivo de obtener una solucién en términos de las variables originales. De manera

que podemos reescribir a d; como

di — r+ (k+ )7
b oz
in (%) +4o* (= +1) @ -1
= - (4.75)
2 (30T - 1))
In (%) + (r + %02) (T —1t)
- oVl —t
Y a dy como:
d2 _ Tt +\(//€2; 1)7’
in ($) + 307 (1;;2 —1> (T —1)
= - (4.76)
2(%02(T—t))
n (St r—152) (T —
! (K)+U( Tit)(T v dy —ovVT —t.

Por otro lado, sustituyendo la ecuacién (4.74) en (4.59), se obtiene

Tt

vz, 7) = e F D TH D [_odnler )t (_qy) 4 b D) g ()]

— _67%(N71)7%(K+1)2+%xt(,‘i+l)+i(H+1)2T®(_d1)

+ e—%(5—1)_5(%1)2%(,{—1)@%(n—1)27¢(_d2)‘
Simplificando la expresion anterior, se tiene que
v(zg, 7) = —€"'®(—dy) + e TP (—da). (4.77)
Reemplazando del valor de v en la ecuacién (4.51) tenemos

p(Se,t) = Kv(xy, )
= K [-e"'®(—dy) + e T"P(—d2)]
= —Ke"®(—dy) + Ke ™"®(—dy).
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De manera que la solucion para el modelo Black-Scholes de una opcién de venta sera
p(Si,t) = Ke " T Nd(—dy) — S,8(—dy), (4.78)
donde

o @) -y

oI —t
do = di —ovVT —t.
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Propiedades basicas de las

distribuciones estables

5.1. Definiciones y propiedades basicas

En el afo de 1925, Paul Lévy se encontraba estudiando la suma de variables
independientes e idénticamente distribuidas, en base a ello, introdujo el concepto de
distribuciones estables en su libro “Calcul des Probabilités”. El nombre “estable” refleja
el hecho de que la suma de dos variables aleatorias independientes, que tienen una
distribucién estable con el mismo indice a es nuevamente estable con indice a. Esta
propiedad de invarianza también se cumple para las variables gaussianas. Por ende,
estas distribuciones son una consecuencia del Teorema Generalizado del Limite Central,
en el cual, se establece que el inico limite no trivial posible de sumas normalizadas
de variables independientes e idénticamente distribuidas es una distribucién a-estable.
Cabe senalar que podemos obtener una extensa familia de distribuciones de probabilidad
que satisfagan esta propiedad, lo cual nos permitiria modelar distribuciones empiricas

que presenten un alto grado de curtosis y asimetria.

Por ende, definiremos a una variable aleatoria como estable (a-estable o de Lévy) si
una combinacién lineal de dos copias independientes de la variable aleatoria tiene la
misma distribucién que la variable aleatoria. Especificamente, X se define como estable
si para cualquier nimero positivo a y b, existe un ntimero positivo ¢ y un ntimero real d,
tal que:

aX1+ bXs 4.x +d, (5.1)

donde X; y X5 son copias independientes de X, 4 representa la igualdad en la dis-
tribucion, es decir, ambas expresiones tienen la misma ley de probabilidad. Si d = 0
para todas las opciones de a y b, entonces se dice que X es estrictamente estable. Si la
distribucién X es simétrica (es decir, si X y —X tienen la misma distribucién), entonces

X se llama variable aleatoria simétrica estable.

Cabe senalar que existen otras formas de definir a una distribucién estable. Una de
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ellas es la siguiente: una variable aleatoria X tiene una distribucién estable si para n > 2,
existe un ntmero positivo ¢, y un nimero real d, tal que si las variables aleatorias

X1,Xo,---, X, son copias independientes de X, entonces:

Xy 4 Xo+ 4 X Lo X + dy. (5.2)

A pesar de que las definiciones anteriores utilizan propiedades distribucionales
de X, no ofrecen un método concreto de parametrizacién. Siendo éste uno de los
principales inconvenientes al momento de modelar con ellas, debido a que no existe
una forma analitica para su funciéon de densidad de probabilidad y su funciéon de
distribucién acumulativa. Por lo cual la forma més concreta de describir todas las
posibles distribuciones estables es a través de la funcién caracteristica o Transformada
de Fourier. Para una variable aleatoria X con funcién de distribucién F'(z), la funcién
caracteristica se define por ¢(u) = E [ei“Z } = [%_ e™*dF(x). La funcién ¢(u) determina
completamente la distribucién de X. Por tanto, una variable aleatoria X es estable si y
solosiXiaZij, donde 0 < a<2, -1<p8<1,a>0,be Ry Z es una variable

aleatoria con funcion caracteristicas:

exp (— [ul® [1 —if (tan (%)) (signw)]), a#1,

xp (_ [ul [1 +if2 (signu) log \UID : a=1, (5:3)

¢(U) ) {eiuZ} —

donde u € R, i = /—1 y sing u es la funcién signo que se define como:

1, u>1,
singu=4 0, u=0,
-1, u<O.

Sin embargo, existen tres casos especiales en los cuales podemos escribir una expresién
analitica para la densidad de probabilidad y a la vez verificar directamente que son

distribuciones estables, éstas son:

1. Distribucién normal o gaussiana. X ~ N (u, 0?), si su funcién densidad de

probabilidad esta dada por:

1 _@w?
flz) = ——ce 20%, —00 < < 00,

V2o
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y su funcién de distribucién acumulada se expresa como:

F(-’L'):P(ng):@((m_“))’

g

debido a la ausencia de una forma cerrada para evaluarla. Observemos que una

distribucién normal es estable con parametros o = 2, § = 0.

2. Distribuciones de Cauchy. X ~ Cauchy(y,0), si su funcién densidad de
probabilidad esta dada por:

_ 1 gl
f(QC)_ﬂ’yQ—i—(x—(S)?’ oo < x < 00.

Ademads, su funcién de distribucién acumulada. estd dada por:

1 1 -9
F(x!l,O,*y,é,O) = F(w’170777571) = 5 + —arctan <$> .
™ v

Es importante sefialar que una distribucién de Cauchy es estable con parametros
a=1,4=0.

3. Distribuciones de Lévy. X ~ Levy(v,d), si su funcién densidad de probabilidad

estd dada por:

1 oy
f(z) = lﬁe 2(3:—5), < <oo.

27 (1 — §)2

y su funcién de distribucién acumulada se expresa como:

F(z]1/2,1,7,6;1) = 2 (1—@( (x15)>>‘

Es importante senalar que una distribucién Lévy es estable con parametros o = %,

B = 1. Cabe destacar que algunos autores utilizan el término distribucion de Lévy

para todas las leyes de sumas estables; sin embargo, aqui sélo se utilizard para
esta distribucién en particular [41, 42, 43].
5.2. Parametrizaciones de las leyes estables

La clase completa de distribuciones estables se caracteriza por cuatro parametros
principales, usualmente designados como: «, 3, v y d. El pardmetro de localizacién o

simplemente desplaza la distribuciéon hacia la izquierda o derecha. El pardmetro de
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escala v comprime o extiende la distribucién alrededor de § en proporcién a . Si
la variable z tiene una distribucién estable S(zx;«, 3,7,0), la variable transformada
z = (z—9)/7 tendra la misma forma de distribucién, pero con parametro de localizacién
0 y pardmetro de escala 1.

Los dos parametros restantes determinan completamente la forma de la distribucién.
El exponente caracteristico « se encuentra definido en el intervalo (0,2] y determina la
tasa a la cual las colas de la distribucion se ateniian. De manera que, cuando o = 2,
obtendremos una distribucién normal, con media § y varianza 2+%. Para o < 2, la
varianza es infinita. Si « > 1, la media de la distribucién existe y es igual a §. Sin
embargo, cuando « < 1, las colas de la distribucién son muy pesadas y la media no
existe.

El cuarto pardmetro determina la asimetria de la distribucién, y se representa
mediante la letra griega 3, ademés, se encuentra definido en el intervalo [—1,+41]. Con
base en la definicién planteada en (5.3), 5 tendra una propiedad informativa al ser el
valor limite de la razon entre la diferencia de las probabilidades de las colas y la suma

de las probabilidades de las colas:

B 1—S(z;a,b,c,d) — S(—x;a,b,¢,d)
a—oo 1 — S(x;a,b,c,d) + S(—z;a,b,c,d)’

a# 2. (5.4)

Cuando el valor de § es positivo, la distribucion presentara un sesgo hacia la derecha.
Si el valor de [ es negativo, observaremos un sesgo hacia la izquierda. Cuando 8 =0, la
distribucién sera simétrica. Ademads, cuando el valor de « se aproxime a 2, el valor de /3
serd despreciable debido a que la distribucién se aproximara a una distribucion normal
simétrica, independientemente del valor de S.

Aunque existen miultiples parametrizaciones para las leyes estables, su uso puede
generar una gran cantidad de confusiones. Estas parametrizaciones han surgido como
consecuencia de la evolucién histérica y de los numerosos problemas que se han analizado
utilizando formas especializadas de las distribuciones estables. Sin embargo, tener
diferentes parametrizaciones es una ventaja significativa. Si se desea realizar un trabajo
numérico o ajustar datos, se puede optar por una parametrizacién especifica. Por otro
lado, si se desean estudiar las propiedades analiticas de las leyes estrictamente estables,
se puede emplear otro tipo de parametrizacion.

De manera que, emplearemos la notacién S(a, 3,7, d; k) para definir una parametriza-
ci6én en especifico. Observemos que esta notacién enfatiza que los parametros (o, 3,7, 9)
son desconocidos y ademés deben ser calculados, por otra parte, se nos indica que los
parametros de escala y ubicacién no son la desviacion estandar y la media respecti-

vamente. Por dltimo, para poder establecer una clara distincion entre las diferentes
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parametrizaciones de las distribuciones se emplea el entero k. Por lo cual, a través de
esta notacion podemos establecer de forma clara y precisa la parametrizacién de la
distribucién que necesitemos emplear.

Denotaremos por S(a, 3,7, d;0) a la familia de distribuciones estables con parame-

trizacién cero. Una variable aleatoria X tendra S(a, 3,7, d;0) si

vd {’y(Z — ftan®F) +0, o # 1, (5.5)

vZ + 6, a=1,

donde Z = Z(«, ) estd dada por la ecuacion (5.3) y la funcién caracteristica para X

estd dada por:

exp (—y|ul® [1+if (tanT2) (signu) (|jyul'~® = 1)] +idu), a#1,
exp (—’Y!u\ {1 + iﬁ%(signu)log(ﬂu])} 4 iéu) 7 a=1.
(5.6)

Es recomendable emplear la parametrizacién S(a, 3,7, §;0) para trabajos numéricos

E[e"Y] =

e inferencia estadistica con distribuciones estables debido a que tiene la forma més
simple para la funcién caracteristica y es continua para todos los parametros. Ademas,
permite que los pardmetros ' y 5 determinen la forma de la distribucién, mientras que
vy 0 determinan la escala y la ubicacion. Si X ~ S(«, 3,7, 0;0), entonces (X — ¢) /v ~
S(a, 8, 1,0;0).

Denotaremos por S(«, 3,7,0;1) a la familia de distribuciones estables con parame-

trizacién estdndar. Una variable aleatoria X tendra S(«, ,7,d;1) si

Z + 9, o # 1,
x4 e 7 (5.7)
vZ + (5+5;710g7) , a=1,

donde Z = Z(a, ) esta dada por la ecuacién (5.3) y la funcién caracteristica para X

esta dada por:

exp (—y*|ul® [1 —if (tanZ?) (sign u)] +idu), a#1,

P2 o (ol [+ i3 smaont] i50) . =1

(5.8)

Emplearemos la parametrizacion S(a, 3,7, d;1) cuando estemos demostrando hechos
sobre distribuciones estables, debido a la simpleza de su funcién caracteristica y a
las buenas propiedades algebraicas que posee. Cabe senalar que la parametrizacion
S(a, 8,7,0;1) no posee propiedades intuitivas deseables en aplicaciones (como continui-

dad en las distribuciones a medida que los parametros varian, una familia de ubicacién
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y escala, etcétera) [41, 44].

5.3. Estimacion de parametros

La estimacion de los parametros de las leyes estables esta generalmente obstaculizada
por la ausencia de una funcién de densidad de probabilidad para cada una de las posibles
familias estables, a excepcién de los casos ya mencionados. De manera que la mayoria
de los métodos convencionales en estadistica, incluyendo el método de estimacién de
maxima verosimilitud, no pueden emplearse directamente debido a que estos dependen
de una forma explicita para la funcién de densidad. Sin embargo, existen tres métodos

numeéricos principales para la estimacion de los parametros de la funcién caracteristica:
1. Métodos de cuantiles de muestra.
2. Regresién sobre la funcién caracteristica.
3. Estimacion de maxima verosimilitud.

A pesar de que el método de cuantiles por muestra y regresiéon sobre la funcién
caracteristica resultan ser mas eficientes que la estimacién por méaxima verosimilitud,
éstos presentan una menor precision en la estimacion de los parametros. Por el contrario,
la estimacién por maxima verosimilitud presenta una mayor precisiéon en la determinacién
de los parametros. Por lo cual, el método més comun para estimar un modelo paramétrico

de la distribucién de rendimientos es el método de maxima verosimilitud [43, 45].

5.3.1. Estimacién de maxima verosimilitud

Consideremos un vector de 1" variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas estables (i.i.d.), X = (X,---,X7r), es decir, X i S(a, 8,7,0) y sea
x = (x1,--- ,27) el vector correspondiente de observaciones. Definiendo 8 = (a, 3,7, 6)’,
la estimacién de maxima verosimilitud (ML) de 0 se obtiene maximizando la funcién

log-verosimilitud
T
(0,2) = Y log f(x:20) (5.9)
i=1

con respecto al vector de pardmetros desconocidos 6.
DuMouchel [46] ha investigado las propiedades tedricas del estimador ML para 6 y

muestra su normalidad asintética bajo ciertas condiciones de regularidad; es decir:

VT (0-00) <5 N (0,171(00)) , (5.10)
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d . e . . .
en donde — denota convergencia en distribucién e I representa la matriz de informacién
de Fisher:

a?ae;m) (5.11)

1(60) = ~E ( 9000’
la cual puede ser aproximada mediante la matriz Hessiana resultante de la maximizacién
o a través de integracién numérica [47].

En el algoritmo de estimacion de ML se maximiza la funciéon de log-verosimilitud
numéricamente. En lugar de emplear una optimizaciéon restringida, se emplea una
version transformada de 6; es decir, 6 = (&, 5,7, 5)/, tal que 6 = h(f). De manera que la

transformacién tomara la siguiente forma:

2 6_2—52
L+a2 7 24 pY

o = v =72 (5.12)
En muchas aplicaciones se asume que los primeros momentos de X; existen. Entonces,
podemos restringir a a € (1, 2] adoptando la transformacién o = 1+ 1/(1 +@&?). Con las
transformaciones de los pardmetros implementadas y definiendo el gradiente Vzh = %,

la ecuacién (5.10) se convierte en [48]:

VT (0= 09) =5 N (0, VahI~} (00) V') (5.13)
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Analisis del rendimiento de

valores en el mercado bursatil

6.1. Analisis temporal de las acciones de Amazon, Netflix

y Disney

El andlisis de series temporales financieras desempena un papel fundamental en
la valuacion de activos a lo largo del tiempo, especialmente debido a la presencia de
factores como la incertidumbre, que no pueden ser medidos directamente. Por ello, la
teoria y los métodos estadisticos jugaran un papel crucial en el estudio de estos activos.

Por tanto, para la elaboracién de un andlisis temporal se seleccionaron a los activos:
Amazon.com Incorporated (AMZN), Netflix Incorporated (NFLX) y The Walt Disney
Company (DIS), de los cuales se obtuvo una base de datos con una granularidad diaria
para los precios de cierre correspondientes al periodo del 05 de enero del 2021 al 28 de
agosto del 2023 de la pégina Yahoo Finance (véase la Figura 6.1). Cabe senalar que
durante esta ventana de observaciones se recabaron 668 precios de cierre para cada
activo.

Adicionalmente podemos inferir que los activos seleccionados para el presente ana-
lisis pertenecen al sector de consumo discrecional (XLY) y al sector de servicios de
comunicacién (XLC) del S&P500. Se detecté que los datos obtenidos se traslapan en
parte con la crisis econémica generada por la pandemia de SARS-COVID-2. Lo que
nos brinda una ventaja para estudiar el comportamiento de nuestras acciones durante
un ciclo econémico, asi como la obtencién de datos del mercado en situaciones de alto
riesgo y estrés. Ademads, se pueden apreciar agrupaciones de volatilidad estrechamente
vinculadas con el periodo de recesién y auge econémico.

Sin embargo, una de las principales dificultades al realizar un andlisis comparativo
entre distintas series temporales es la dimensionalidad de los datos, ya que la escala de
precios varia para cada activo, como se muestra en la Figura 6.1. Esto impide comparar
directamente las dimensiones de los incrementos o las caidas de precios. Por lo cual

se empleard al rendimiento compuesto continuo (o rendimiento logaritmico) como la
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Serie temporal para el valor de cierre de mercado de AMZN
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Figura 6.1. Serie temporal para el valor de cierre de mercado de (a) Amazon, (b)

Disney y (c¢) Netflix, que corresponde al periodo del 05 de enero del 2021 al 28 de agosto
del 2023.
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Rendimientos logaritmicos de la accion AMZN
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Figura 6.2. Rendimientos logaritmicos diarios de las acciones (a) Amazon, (b) Disney
y (c) Netflix, correspondientes al periodo del 05 de enero del 2021 al 28 de agosto del
2023.
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unidad de medida para poder establecer una comparativa entre nuestros activos.

Basados en el rendimiento compuesto continuo para cada una de las acciones, se
elaboré la Figura 6.2, en la cual se muestra la evolucién de los rendimientos logaritmicos
correspondientes al 05 enero del 2021 al 28 agosto del 2023. Al estudiar estos gréficos,
podemos apreciar en el caso de Amazon y Disney que sus retornos oscilan entre los
valores de —0.1514 a 0.12695 y —0.14114 a 0.06106 respectivamente, ademas, se pueden
observar periodos con alta volatilidad en sus rendimientos, debido a la presencia de
saltos abruptos en el precio, lo que indica la ausencia de una tendencia favorable
en los activos y la presencia de valores extremos, por lo que se puede intuir que los
rendimientos logaritmicos de Amazon y Disney tendran una distribucién de colas pesadas
(o leptocurtica).

Mientras que, al analizar el grafico de rendimientos logaritmico de Netflix durante el
mismo periodo de tiempo, se encontré que los retornos tomaban valores en el intervalo
de —0.43258 a 0.15576. Sin embargo, observemos que podemos subdividir el grafico
de rendimientos continuos de Netflix en dos periodos, el primero corresponde de enero
del 2021 a enero del 2022, en el se puede apreciar un periodo de baja volatilidad,
mientras que en el segundo periodo correspondiente a febrero 2021 a agosto del 2023 los
rendimientos del activo presentan una alta volatilidad, lo cual se debe a la presencia de
saltos abruptos en el precio. Lo que contradice al supuesto 2 de Black-Scholes-Merton.
Asi mismo, es importante sefialar que los rendimientos logaritmicos de Netflix también

presentaran una distribucién de colas pesadas.

6.2. Analisis de la normalidad en los rendimientos de las

acciones

Una vez determinados los valores de los retornos continuos para las acciones de
Amazon, Disney y Netflix, es importante elaborar una descripcién de estos mediante
las herramientas que nos provee la estadistica. Para el caso particular de la presente
investigacion se obtuvieron 666 retornos por cada uno de los activos, los cuales son
datos suficientes y actuales para realizar un estudio estadistico que nos permita tomar
decisiones en el mercado. Por lo cual se elabor6 la Tabla 6.1, en la cual presentamos los
cuatro primeros momentos: media, desviacién estdndar (o volatilidad), coeficiente de
asimetria (o sesgo), coeficiente de curtosis.

Basandonos en la Tabla 6.1, podemos apreciar que el desempeno de Disney, Netflix y

Amazon durante el periodo de estudio exhibe un rendimiento anualizado negativo de un
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Parametro Amazon | Disney | Netflix
Observaciones 666 666 666

Media -0.00027 | -0.00114 | -0.00034

Media anualizada -0.06804 | -0.28728 | -0.08568

Desviacién estéandar 0.02412 0.01942 | 0.03356
Volatilidad anualizada 0.38289 0.30828 | 0.53275
Coeficiente de asimetria | -0.13396 | -0.60455 | -3.44428
Coeficiente de curtosis 4.78702 4.91508 | 45.54700

Tabla 6.1. Estadistica descriptiva de los retornos por activo

—28.728 %, —8.568 % y —6.804 % respectivamente. Ademés, los rendimientos presentan
una alta volatilidad, lo que conlleva la reproducibilidad de valores extremos.

Al mismo tiempo, se detecté que los rendimientos continuos de los activos presentan
un coeficiente de asimetria negativo, lo que nos indica que la base de datos obtenida
posee una mayor cantidad de rendimientos logaritmicos negativos que positivos. Por otra
parte, un coeficiente de curtosis mayor a 3, nos indica la presencia de colas pesadas en la
distribucién de los rendimientos, sin embargo, es importante recordar que el supuesto de
normalidad en los rendimientos constituye una de las bases en la matematica financiera
moderna, por lo cual sera necesario implementar una prueba de normalidad para verificar
este supuesto.

Como se muestra en la Figura 6.3, el histograma de rendimientos logaritmicos-diarios
para cada activo exhibe un exceso de curtosis y una mayor cantidad de valores atipicos,
por lo que serd necesario elaborar un grafico Q-Q para realizar un diagnéstico grafico de
normalidad en la serie de datos. Sin embargo, serd necesario implementar una prueba
de bondad de ajuste para verificar la normalidad en los rendimientos.

El grafico cuantil-cuantil (Q-Q), Figura 6.4, permite diagnosticar diferencias entre
la distribucién implicita de una serie de datos frente a una distribucién teérica. En este
caso, emplearemos los rendimientos logaritmicos diarios de las acciones de Amazon,
Disney y Netflix, para comparar cada uno de sus percentiles con el valor que se obtendria
de una serie de datos distribuida normalmente, con la media y varianza de los retornos.
En el eje X se muestran el nimero de desviaciones estandar alrededor de la media y
en el eje Y el valor de los retornos. La linea diagonal roja es la linea de referencia que
representa a la distribucién tedrica normal, mientras que los puntos azules representan
los cuantiles de los datos.

Notemos que cuando nos acercamos a los valores extremos, los datos no se ajustan
adecuadamente a la curva normal, lo cual nos confirma presencia de leptocurtosis en la

distribucién de rendimientos. Por lo que suponer que los rendimientos se distribuyen de
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Figura 6.3. Ajuste normal para el histograma de rendimientos logaritmicos de (a)
Amazon, (b) Disney y (c) Netflix.
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Figura 6.4. Grafico Q-Q para las acciones de (a) Amazon, (b) Disney y (c¢) Netflix
frente a la distribuciéon normal.
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mantera normal omitiria exposiciones al riesgo presentes en los datos.

Por consiguiente, es necesario emplear una prueba de bondad de ajuste para aceptar
o rechazar la hipdtesis de normalidad en los rendimientos. Por lo cual, implementaremos
la prueba de normalidad Jarque-Bera (JB). La cual plantea como hipétesis nula (Hp)
que los datos provienen de una distribucién normal con un nivel de confianza del 95 %.
Esta es una prueba de ajuste de ambos lados de la distribucién. La determinacién del
estadistico de prueba fue calculada mediante la ecuacién (2.17). En donde JB es un
estadistico de prueba que sigue asintéticamente una distribucién x? con dos grados de
libertad.

Parametro Amazon | Disney Netflix
Valor del estadistico obtenido | 637.89973 | 709.88530 | 58884.9734
Valor critico del estadistico 5.99 5.99 5.99
Nivel de significancia 5% 5% 5%

La hipétesis se acepta No No No

Tabla 6.2. Test de normalidad Jarque—Bera.

En la Tabla 6.2 se muestran los resultados obtenidos al realizar la prueba de bondad
de ajuste para los retornos logaritmicos, concluyendo para los tres casos que la hipotesis
de normalidad es falsa.

A partir de las pruebas de normalidad empleadas se identificé la presencia de
leptocurtosis en las distribuciones de rendimientos. Sin embargo, el poder establecer
una comparativa entre el niimero de valores segin la distribucién normal y el niimero
de datos observados, nos brindaria una mejor descripcién del comportamiento de los
datos en las colas de la distribuciéon. Por lo cual se elaboraron las Tablas 6.3 y 6.4,
en las cuales se muestra el niimero de datos presentes en la distribucién normal (que
se determinan por el producto del tamano de la muestra y la probabilidad tedrica de
la distribucién normal a 2,3,4 y 5 desviaciones estandar de la media) y los retornos

observados a la misma distancia.

Desviaciones estandar

20

30

4o

5%e

Distribucién normal

15.151587912

0.899032068

0.021092886

0.000191142

Empresa Niumero observado
Amazon 20 7 1
Disney 12 4 2
Netflix 11 2 2

Tabla 6.3. Numero esperado y observado de valores extremos en la cola izquierda.

Basandonos en los resultados obtenidos en las Tablas 6.3 y 6.4, se elaboré la Tabla
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Desviaciones estandar

20

30

4o

50

Distribucién normal

15.151587912

0.899032068

0.021092886

0.000191142

Empresa Nimero observado

Amazon 11 4 3 1
Disney 17 2 0 0
Netflix 16 3 1 0

Tabla 6.4. Numero esperado y observado de valores extremos en la cola derecha.

6.5 con el objetivo de establecer una comparativa entre el porcentaje de rendimientos

que se encuentran después de 2, 3,4 y 5 desviaciones estandar presentes en el histograma

de rendimientos y el porcentaje de rendimientos que se esperan bajo el supuesto de

normalidad.

Probabilidad en la cola izquierda segtin la distribucién normal

Desviaciones estandar

20

30

40

50

Distribucién normal

2.2750132 %

0.1349898 %

0.0031671 %

0.0000287 %

Empresa

Porcentaje de observaciones en la cola izquierda

Amazon

3.003003 %

1.0510511 %

0.1501502 %

0.1501502 %

Disney

1.8045113 %

0.6015038 %

0.3007519 %

0.1503759 %

Netflix

1.6516517 %

0.3003003 %

0.3003003 %

0.3003003 %

Probabilidad en el centro segun la distribucién normal

Distribucién normal

95.4499736 % [ 99.7300204 % | 99.9936658 % | 99.9999426 %

Empresa

Porcentaje de observaciones en el centro

Amazon

95.3453453 %

98.3483483 %

99.3993993 %

99.6996996 %

Disney

95.6390977 %

99.0977443 %

99.6992481 %

99.8496241 %

Netflix

95.9459459 %

99.2492492 %

99.5495495

99.6996997 %

Probabilidad en la cola derecha segiin la distribucién normal

Distribucién normal

2.2750132% | 0.1349898 % | 0.0031671% | 0.0000287 %

Empresa

Porcentaje de observaciones en la cola derecha

Amazon 1.6516517% | 0.6006006 % | 0.4504505% | 0.1501502 %
Disney 2.556391 % 0.3007519 % 0.0% 0.0%
Netflix 2.4024024 % | 0.4504505% | 0.1501502 % 0.0%

Tabla 6.5. Comparativa entre el porcentaje de rendimientos observados y la probabilidad

en la distribucion normal.

Al estudiar los resultados de las Tablas 6.3 y 6.4 se puede apreciar una mayor

cantidad de datos observados en las colas de las distribuciones. Por lo cual, se propone

estudiar a los rendimientos mediante distribuciones de cola pesada (o a-estables), ya

que nos permiten trabajar series de datos que presenten asimetria y colas pesadas.
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6.3.

Estudio de rendimientos financieros mediante distri-

buciones de colas pesadas

Por tanto, analizaremos la distribucién de los rendimientos mediante distribuciones
de colas pesadas (o a-estables). Sin embargo, para poder realizar este estudio es necesario
determinar los pardmetros principales de las distribuciones. Por lo que emplearemos la
funcion caracteristica de la parametrizacion S(«, 3,7, d;0). Cabe senalar que se empleara
esta parametrizacion por su uso en la modelacion de datos financieros.

A través de la serie de rendimientos logaritmicos de Amazon, Netflix y Disney se
obtuvieron los pardmetros principales de la distribucién de cola pesada por el método
de méxima verosimilitud mediante el uso de la paqueteria “levy__ stable” en Python.

La estimacién de los parametros a-estables se presentan en la Tabla 6.6.

Empresa @ B y 0
Amazon | 1.74845 | —0.10282 | 0.01394 | —0.00034
Disney 1.81057 | 0.19590 | 0.01192 | —0.00065
Netflix 1.60628 | 0.11345 | 0.01518 | 0.00052

Tabla 6.6. Ajuste de los rendimientos logaritmicos mediante el método de maxima
verosimilitud.

A partir de los pardmetros obtenidos en la Tabla 6.6, podemos apreciar que los
rendimientos logaritmicos de Netflix son los que exhiben colas mas gruesas, mientras que
los datos de Disney son los que presentan las colas mas ligeras, debido a la cercania que
presenta el valor de a a 2. Por otra parte, la distribucién de rendimientos logaritmicos
de Amazon indica una mayor concentracién de datos en la cola izquierda, mientras que
Netflix y Disney presentan el sesgo en la cola derecha, lo que se puede verificar con
el valor de 8. Sin embargo, cuando estudiamos el parametro J de las distribuciones
podemos apreciar en el caso de Amazon y Disney un recorrido de sus distribuciones
hacia la izquierda, mientras que Netflix posee un desplazamiento hacia la derecha. Por
ultimo, se observa que los datos presentan un parametro de compresién semejante.

Por lo cual, al reemplazar los parametros brindados por la Tabla 6.6 en la para-
metrizacién S(«, 3,7, 0;0) se realizé la Figura 6.5, en la cual se muestran los ajustes
de las distribuciones de cola pesada para la distribucién de rendimientos de los ac-
tivos seleccionados. Esto nos permite confirmar que las distribuciones a-estables son
adecuadas para modelar datos con asimetria y leptocurtosis, lo cual es una ventaja

significativa al estudiar el comportamiento de los rendimientos, especialmente cuando
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se busca cuantificar el riesgo asociado a los activos.

Distribucién de rendimientos logaritmicos y ajuste de distribucion de colas pesadas para AMZN
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Figura 6.5. Ajuste de las distribuciones de cola pesada para los rendimientos logarit-
micos de (a) Amazon, (b) Disney y (c) Netflix.
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Conclusiones

El anélisis de series temporales financieras proporciona una de las bases fundamen-
tales en la valuacién de activos financieros, sin embargo, son muy pocos los modelos
financieros que se apegan a la realidad. Por ejemplo, el supuesto de normalidad en la
distribucién de los rendimientos para la valuaciéon de opciones europeas subestima la
probabilidad de ocurrencia de valores extremos, por lo cual fue necesario desarrollar un
estudio empirico que nos permita verificar si el supuesto de normalidad se cumple en el
mercado accionario.

Por tanto, con un andlisis temporal de los activos: Amazon.com Incorporated
(AMZN), Netflix Incorporated (NFLX) y The Walt Disney Company (DIS) (que per-
tenecen a los sectores de consumo discrecional (XLY) y servicios de comunicacién
(XLC) del S&P500), se obtuvo una base de datos con una granularidad diaria para
los precios de cierre de mercado durante el periodo correspondiente al 05 de enero del
2021 al 28 de agosto del 2023 de la pagina de Yahoo Finance. Durante esta ventana
de observaciones se recabaron 668 precios de cierre para cada uno de los activos, con
los cuales se calcularon 666 rendimientos continuos y en base a ello se determinaron
los primeros cuatro momentos centrales, en los que se obtuvo como resultado una tasa
continua de decrecimiento diaria para cada activo, una alta volatilidad (lo que nos indicé
la presencia de leptocurtosis en los datos) y se verificé al determinar el valor del cuarto
momento central, por lo que el suponer normalidad en los rendimientos subestimaria
utilidades relevantes o caidas muy grandes en el valor de los activos seleccionados.
Ademas, el coeficiente de asimetria evidencié un valor negativo, lo que nos indica una
mayor presencia de rendimientos negativos durante nuestro periodo de estudio. De
manera que la descripcion estadistica mostrd que los retornos continuos de los activos
financieros analizados no muestran un comportamiento normal.

Por lo mencionado anteriormente, fue necesario implementar la prueba de bondad
de ajuste Jarque-Bera, en la que se rechazé la hipdtesis nula que nos indica que los
datos siguen una distribucién normal con un nivel de confianza de un 95%. Y a través

de un grafico cuantil-cuantil se aprecié que los datos no se ajustan a la curva normal

85



para o > 2.

Por esa razén, empleamos la parametrizacion S(a, 8,7, d;0) de las distribuciones
de cola pesada (o a-estable) para modelar los datos de Amazon, Netflix y Disney. El
estudio empirico muestra que las distribuciones a-estables proporcionan un mejor ajuste
a los retornos logaritmicos de los activos seleccionados. Ademads, las caracteristicas
leptocirticas y asimétricas presentes en el rendimiento continuo pueden ser capturadas

por las distribuciones de cola pesada.
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