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RESUMEN

En esta tesis se presenta el disefio tedrico de tres absorbedores de vibracion basados en
inersor para controlar la vibracion de sistemas rotor cojinete tipo Jeffcott de un grado de
libertad. Estos absorbedores resultan de la integracién de un absorbedor de vibracion
dinamico con una red mecénica basada en inersor. A esta integracion se les conoce en la
literatura como absorbedores de vibracion dinamicos basados en inersor (IDVAS). Para este
trabajo de investigacion se utilizaron los dispositivos IDVA-C3, IDVA-C4 e IDVA-C6, que
de acuerdo con la literatura estos dispositivos producen un mayor rendimiento de supresion
de vibracion. Para el disefio de estos dispositivos se utilizaron dos técnicas de optimizacion:
la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio de rendimiento H,. Derivado de la
implementacion de la técnica de los puntos fijos extendida, se obtuvieron ecuaciones
analiticas simplificadas para los parametros optimos de disefio de los tres dispositivos
absorbedores de vibracion. Mientras que, de la aplicacion del criterio de rendimiento H,, se
obtuvieron soluciones numéricas para los parametros éptimos de disefio de los dispositivos
de absorcion de vibracion. De la comparacion numerica y grafica de los resultados
obtenidos a partir de la implementacion de las dos técnicas de optimizacién, se concluyé
que las ecuaciones simplificadas para el disefio teorico de los IDVAs derivadas de la
técnica de los puntos fijos extendida, son vélidas para el disefio de estos dispositivos.
Adicionalmente, se observo que el IDVA-C3 proporciona el mayor rendimiento de
supresion de vibracion en comparacion con el IDVA-C4 e IDVA-C6 y por supuesto es

mejor que el DVA clasico.
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TABLA DE NOMENCLATURA

LETRA/SIMBOLO

DESCRIPCION

L Lagrangiano
T Energia Cinética
U Energia Potencial
DVA Absorbedor dindmico de vibracion
IDVA Absorbedor dindmico de vibracion basado en inersor
ISDVA Absorbedor dindmico de vibracion en serie basado en inersor
NDVA Absorbedor de vibracion dindmico no tradicional
TMD Amortiguador de masa sintonizado
TMDI Amortiguador de masa sintonizado basado en inersor
M Masa correspondiente al Disco
m Masa
U Relacion de masas
q Relacion de frecuencias naturales no amortiguadas
¢ Factor de amortiguamiento
Q Relacion de frecuencia forzada
my,dw? Excitacion Inercial
Xy, X1, X Desplazamientos
my,m, Masa secundaria
kix ko Rigidez
K. K, Rigidez correspondiente a la masa principal (Disco)
Cx» Cy Amortiguamiento
by, by, Inertancia
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La rotodindmica trata sobre el estudio del comportamiento de la maquinaria que
opera de forma rotatoria a grandes velocidades. Combina elementos tanto de vibraciones
como de dindmica estructural. Las maquinas rotativas son muy populares en aplicaciones
de ingenieria, se pueden ver aplicaciones desde tornos, turbinas, motores eléctricos,
generadores de energia, etc. El estudio de la dinamica de estos sistemas atrae la atencion
para el desarrollo y perfeccionamiento de modelos matematicos, con la finalidad de
predecir el comportamiento de los sistemas rotativos, mejorar la eficiencia y rendimiento de

la maquina rotativa.

Una fuente comun de la vibracion en los sistemas rotodinamicos es el desequilibrio
de masas que a la vez genera desbalance. Esto ocurre cuando el eje principal del momento
de inercia del componente giratorio no coincide con el eje de rotacion. Dichos rotores se
someten periodicamente a oscilaciones que provocan vibraciones que generan fuerzas
indeseables que se transmiten directamente a los elementos mecanicos, asi como, soportes y
cojinetes del rotor. En la practica, un rotor no se puede equilibrar perfectamente,
independientemente del método que se utilice, y el mejor estado de equilibrio alcanzable al
comienzo de la vida util de un rotor tiende a deteriorarse con el uso. Por otra parte, el
fendmeno de la resonancia que ocurre cuando la frecuencia de excitacion se iguala con una
frecuencia natural del rotor, genera que los efectos del desbalance sean catastréficos para el
sistema, por lo que es necesario proponer métodos y/o dispositivos para atenuar este tipo de

vibraciones.

A lo largo de los ultimos afios se han propuesto diferentes tipos de control de

vibraciones con los cuales utilizando distintos métodos han beneficiado la eficiencia de los
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rotores. En la literatura se pueden encontrar métodos de control tanto activos como pasivos,
como, por ejemplo: el control activo utilizando una suspension electromecanica, también el

control de vibraciones mediante un absorbedor dindmico pasivo.

De Igual forma la utilizacion de chumaceras mdviles para la atenuacion de
vibraciones en sistemas rotatorios y el uso de chumaceras hidrodinamicas entre otros, con

el objetivo de obtener una mejor respuesta vibratoria.

El modelo del rotor tipo Jeffcott se ha estudiado ampliamente y a pesar de que su
configuracién sea simple, se aplica en problemas practicos de rotores y el fenémeno de
vibraciones asociado a él se observa muy frecuentemente en aplicaciones de ingenieria.
Este tipo de rotor puede demostrar un comportamiento dindmico complejo que puede
ayudar a comprender mejor las necesidades en el campo de control de vibracién, como, por
ejemplo, la presencia de una velocidad critica y el efecto del amortiguamiento en la

respuesta del sistema.

El rotor tipo Jeffcott consiste en un eje de longitud I, girando a una velocidad
angular @ con un disco de masa m y momento polar de inercia J montado a la mitad del
claro entre los soportes o chumaceras. En el contexto de las maquinas rotatorias,
particularmente en el modelo del rotor Jeffcott, uno de los parametros mas importantes y
dificiles de estimar es la llamada excentricidad, definida como la distancia radial entre el
centro geomeétrico de rotacion y el centro de masa del disco. De este parametro, de la masa
y la velocidad del sistema depende la fuerza centrifuga de perturbacion endogena,
ocasionada por el desbalance, que representa una de las principales causas de vibraciones
en el sistema. En tal sentido se ha reportado en la literatura el uso de técnicas de
identificacion y de estimacion de parametros para dar solucion al problema de

incertidumbre en los modelos de maquinas rotatorias.

La vibracidon anormal del sistema de rotor puede afectar el estado de funcionamiento

de la maquinaria giratoria y puede provocar accidentes catastréficos.

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA 2



1.1 Planteamiento del problema

La principal fuente de generacion de vibracion en las maquinas rotatorias es causada
por el desbalance, esto provoca vibraciones que generan fuerzas indeseables que se
transmiten a los elementos mecanicos del rotor. Especificamente hablando de vibraciones
mecanicas, es un campo ampliamente estudiado y el objetivo principal ha sido el de mitigar

vibraciones y buscar un sistema rotodinamico mas eficiente.

La invencion del inersor se ha popularizado y se ha vuelto parte primordial en el
disefio de sistemas de control pasivo de vibraciones de sistemas mecéanicos. La absorcién de
vibraciones es una de las aplicaciones potenciales del inersor, se ha estudiado el problema
de disefiar redes basadas en inersores para mitigar vibraciones a una frecuencia especifica.
A partir de entonces se han propuesto diversas configuraciones de redes mecanicas IDVA’s

para la absorcion de vibracion en aquellas frecuencias.

En la literatura se puede encontrar una variedad de esquemas de control de
vibraciones para los sistemas rotodinamicos. Yinlong Hu, Michael Z.Q. Chen [1], proponen
IDVA’s remplazando el amortiguador en el TDVA (tradicional amortiguador dindmico de
vibraciones) con algunas redes mecanicas basadas en inersor. Lo resultados obtenidos
indican que al agregar un inersor junto con un resorte al TDVA obtienen una mejora de mas
del 20% y el 10% para los rendimientos de H,, y H,. Ademas, para el rendimiento H,, la
banda de frecuencia efectiva se puede ampliar ain mas utilizando un inersor. Lo que
sugiere dos cosas: La primera es que los sistemas de vibracion basados en inersor reducen
significativamente las vibraciones y la segunda es que al utilizar el método de optimizacion
H, se alcanza el objetivo de minimizar la amplitud de vibracién resonante del sistema

dindmico.
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Figura 1.1. Vista Superior del rotor con un sistema de absorcion dinamico basado en
inersor.

El método de disefio Optimo estandar de H,, se basa en la teoria del punto fijo, que
fue bien documentada para la optimizacion del amortiguador dinamico de vibraciones
(DVA) del sistema de un solo grado de libertad por Den Hartog [2]. Por consiguiente, el
principal objetivo de la optimizacion H,, es mejorar la respuesta de estado estable del
sistema primario. Razén por la cual en este trabajo de tesis se aborda la estructura de rotor
tipo Jeffcott que se observa en la Figura 1.1 donde se realizaran todas las actividades

marcadas en la seccion de objetivos y metas.

El modelo propuesto en la Figura 1.1 es una configuracion de un sistema de rotor
tipo Jeffcott clasico. Para determinar el comportamiento dindmico del inersor, se propone
una fuerza de excitacién externa tipo armonica. Para el disefio 6ptimo del dispositivo se
implementaran los siguientes criterios de optimizacién: la técnica de puntos fijos extendida
y la técnica H,,. Posteriormente, se compararan los resultados obtenidos entre las diferentes

redes mecanicas.
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1.2 Justificacion

El fenédmeno de la resonancia que ocurre cuando la frecuencia de excitacion se
iguala con una frecuencia natural del rotor, genera que los efectos del desbalance sean
catastréficos para el sistema. El rotor no se puede equilibrar perfectamente,
independientemente de la metodologia de balanceo que se utilice (coeficientes de
influencia, balanceo modal, etc). Ademas, por lo regular los métodos de balanceo de rotores
requieren de varias corridas para lograr el balanceo del sistema. Asimismo, el sistema
rotodindmico tiende a deteriorarse con el uso, provocando vibraciones indeseables y fuerzas

que se transmiten a sus diferentes partes mecanicas.

Adicionalmente, las vibraciones estan dentro de las principales causas de fallas en
maquinas y estructuras tales como: desgaste, pérdida de funcion e incluso fracturas. Por
ello, se han empleado diferentes sistemas que ayuden a controlar las amplitudes de
vibracién, implementando el sistema de amortiguamiento, el cual tiene como objetivo

absorber y disipar la energia vibratoria, evitando que alcancen un estado critico.

El control de las amplitudes de vibracion en los sistemas oscilantes puede lograrse
agregando al sistema original, Ilamado sistema principal, una masa secundaria o auxiliar
unida mediante resortes y amortiguadores viscosos. Si el sistema principal sufre una
perturbacion o excitacion por fuerza o por desplazamiento, el sistema secundario
correctamente sintonizado generara un equilibrio dindmico de fuerzas y en consecuencia se
lograra una reduccion de la vibracion del sistema principal. En el caso del sistema rotor-
cojinete, esto permite que el sistema pueda trabajar cerca o en resonancia, a bajos niveles
de vibracion o que el rotor pueda pasar por la resonancia de forma segura hasta alcanzar su

velocidad nominal de operacion.

Por otro lado, la integracion de las redes mecanicas basadas en inersor han
incrementado el rendimiento dinamico del DVA clasico. Es por ello que, en este trabajo de
tesis se implementard un sistema de absorcion de vibraciones basado en las redes
mecanicas con inersor, para el control pasivo de vibraciones en los sistemas rotor-cojinete
tipo Jeffcott. Cabe mencionar que el disefio 6ptimo de la configuracion propuesta no se ha

estudiado anteriormente.
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Por otro lado, los conocimientos adquiridos en el desarrollo de esta tesis se pueden
extrapolar para el anélisis y control pasivo de vibraciones en las suspensiones automotrices.
Este trabajo puede ayudar a implementar nuevos sistemas de absorcion de vibracion en

vehiculos, principalmente hablando en el sistema de suspension.

1.3 Hipotesis

El acoplamiento de las redes mecénicas basadas en inersor al sistema rotor-cojinete
tipo Jeffcott correctamente sintonizadas, incrementara los porcentajes de reduccion y ancho
de banda de supresion de vibracion en comparacion con el DVA clésico.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general:

Disefiar de forma tedrica absorbedores de vibracion dinamicos basados en inersor

para controlar la vibracion de sistemas rotor-cojinete tipo Jeffcott de dos grados de libertad.

1.4.2 Objetivos particulares:

e Obtener el modelo matematico del rotor tipo Jeffcott con los absorbedores de
vibracion.

e Aplicar la técnica de optimizacion de los puntos fijos extendida con el objetivo de
obtener soluciones de forma cerrada para el disefio optimo de los absorbedores
dindmicos propuestos.

e Obtener numéricamente soluciones 6ptimas para el criterio de rendimiento H,, con
el objetivo de minimizar las amplitudes de vibracion del rotor tipo Jeffcott sujeto a
vibracion armonica.

e Obtener los incrementos en el porcentaje de reduccién de vibracion y el incremento
del ancho de banda de los dispositivos analizados en comparacion con el DVA
clasico.

e Escribir la tesis con base en los resultados obtenidos.
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1.5

1.6

Metas

Desarrollo del modelo matemaético del sistema rotor-cojinete con el sistema de
absorbedor de vibracion mediante la aplicacion del formulismo Euler-Lagrange.
Implementar tres redes mecanicas basadas en inersor: IDVA-C3, IDVA-C4 y el
IDVA-C6.

Desarrollo de ecuaciones algebraicas para el célculo de los parametros 6ptimos de
disefio, que minimizan las amplitudes de vibracion del sistema rotor-cojinete,
mediante la implementacion de la técnica de optimizacion de los puntos fijos
extendida.

Obtener de forma numérica los valores de los pardmetros necesarios para el disefio
de los absorbedores de vibracion de alto rendimiento basados en inersor, mediante
la implementacion de la técnica de optimizacion H.,.

Realizar las comparaciones entre las técnicas de optimizacion de forma grafica.

Limitantes

Los analisis se realizaran tomando como base el modelo matematico del rotor tipo
Jeffcott.

Se disefiaran los absorbedores de vibracion dinamicos basados en inersor solo de
forma teorica.

Los analisis se limitaran solo a tres dispositivos de absorcion de vibracion: IDVA-
C3, IDVA-C4 y el IDVA-C6.
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1.7

Metodologia

Se implementara la siguiente metodologia, que se basa en el método de investigacion

tecnoldgica presentado por Canales et al [3]. Que consta de las siguientes fases:

1.

Documentacidén. En este apartado se contempla la basqueda de informacion de un
tema especifico, recoleccion y clasificacién de datos. Todo esto en conjunto servira
para la elaboracion del estado del arte y el marco teérico de la investigacién a
realizar.

Determinacion del problema. Se puntualiza sobre que se va a realizar la
investigacién, de manera concreta. En este caso se propone el disefio de
absorbedores de vibracion basados en inersor para el control pasivo de la vibracion
de los sistemas rotor-cojinete tipo Jeffcott.

Creacion de la hipdtesis. En esta etapa se sefiala lo que se quiere demostrar,
desemperfia un papel fundamental en el proceso de la investigacion ya que sirve de
puente, de intermediacion entre la teoria y los hechos empiricos en la busqueda de
nuevos conocimientos objetivos que permitan enriquecer o ajustar datos.

Para esta investigacion la hipdtesis es la siguiente:

El acoplamiento de las redes mecanicas basadas en inersor al sistema rotor-
cojinete tipo Jeffcott correctamente sintonizadas, incrementara los porcentajes de
reduccion y ancho de banda de supresion de vibracidon en comparacion con el DVA
clésico.

Definicion del método. Se utilizaran las ecuaciones de equilibrio de Newton y la
mecanica Lagrangiana para el desarrollo del modelo matemético que rige el
comportamiento dindmico del rotor con los absorbedores dinamicos de vibracion
basados en inersor. Obteniendo las funciones de respuesta en frecuencia del sistema
con los IDVAs, se formulardn dos problemas de optimizacion, los cuales se
abordaran a partir de las técnicas de optimizacion: puntos fijos extendiday H,.
Resolucién, validacion y verificacion. Se dard solucién a los problemas de
optimizacion formulados a partir de la técnica de los puntos fijos extendida y del

indice de rendimiento H.,. La validacion de los resultados obtenidos se realizara
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mediante la comparacién numérica y gréafica de los valores arrojados por las dos
técnicas de optimizacion.

6. Andlisis de resultados y conclusiones. Obteniendo los resultados analiticos se
comparan las diferentes redes mecénicas con las detalladas en la literatura. Se
evalla si se cumplieron los objetivos y metas propuestos

7. Redaccion del informe final. En esta Ultima etapa se realiza la redaccién de todo el
proceso de investigacion, asi como los resultados obtenidos. Se debe cumplir con
los objetivos de tal forma que sea coherente y entendible para el lector.
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CAPITULO 2

ESTADO DEL ARTE

2.1 Tipos de control de vibracidn en rotores

En la actualidad existen diferentes métodos para el control de vibraciones, una gran
cantidad de autores han escrito diferentes articulos en los cuales proponen diferentes tipos

de control, tanto activo como pasivo.

Heidari [4], plantea el control de vibraciones del rotor Jeffcot mediante un
absorbedor dinamico pasivo, desarrollado por actuadores magnéticos. Para examinar este
nuevo método, se aplican dos tipo diferentes de sistemas de absorbedores dinamicos
pasivos para controlar las vibraciones desequilibradas del rotor Jeffcott. En el primer tipo
de sistema absorbente mostrado en la Figura 2.1, el amortiguador esta ubicado entre la
masa del absorbedor y el disco y en el segundo tipo, estd ubicado entre la masa del

absorbedor y la tierra fisica.
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Figura 2.1. Vista superior del rotor con; a) El primer tipo de sistema de absorcion dindmica
DVA tradicional, b) Segundo tipo de sistema de absorcion dinamica DVA no-tradicional
(NDVA) [4].

Por otra parte, Tehrani et al. [5], plantean la mitigacion de oscilaciones no lineales
de un sistema de rotor Jeffcott con un amortiguador optimizado y un disipador de energia
no lineal. La implementacion de un amortiguador de masa sintonizada (TMD) y un
disipador de energia no lineal se sugieren como solucion para evitar que se produzca
contacto entre el disco y el estator. La masa y la posicion angular de los absorbedores
determinan su eficiencia para resistir la fuerza de excentricidad producida por el disco, su
rigidez y coeficientes de amortiguamiento determinan el desplazamiento de alcance del
absorbedor. Posteriormente, para determinar la confiabilidad del desempefio de cada
absorbedor, se estudia el comportamiento del sistema para diferentes valores de sus
parametros, tales como velocidad de rotacion, rigidez, juego y excentricidad en presencia

de cada absorbedor.

Colin Ocampo et al. [6], proponen la atenuacién de vibracién de un sistema
rotatorio utilizando una chumacera mavil. Presentan un analisis tedrico-experimental del
comportamiento vibratorio de un sistema rotatorio, la chumacera movil tiene como objetivo
modificar la longitud efectiva del sistema y como consecuencia se cambia la rigidez del
rotor. El control de rigidez dindmica se basa en un analisis de la respuesta en frecuencia,
control de velocidad y el uso de rampas de excitacion de tipo lineal con el objetivo de

evadir las amplitudes de vibracién en condiciones de resonancia mientras el sistema
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rotatorio pasa a través de una velocidad critica. Para la parte experimental vista en la Figura
2.2 se disefid un sistema rotor-chumacera tipo Jeffcott con una chumacera movil, para lo
cual se implementd una metodologia de control semi-activo que involucra secuencias de
diferentes trayectorias de la chumacera mdvil. Los resultados obtenidos en las pruebas,
muestran que la metodologia de control de vibraciones en un rotor mediante esta
chumacera, permite evadir las amplitudes de vibracion en condiciones de resonancia

mientras el sistema rotatorio pasa a través de alguna velocidad critica.
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Figura 2.2. Esquema experimental del rotor con chumacera movil [3].

Ramirez et al. [7] proponen un modelo de elemento finito (FEM) para obtener la
respuesta vibratoria de un rotor utilizando el rotor cojinete tipo Jeffcott clasico.
Simultdneamente, en la investigacion afadieron al mismo tiempo las aproximaciones
analiticas para el comportamiento de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para
chumaceras hidrodinamicas cortas. Ademas, realizaron el analisis de la respuesta vibratoria
y armonica de la estructura. Como conclusion obtuvieron que la adicidn de los efectos de la
chumacera genera cambios en la respuesta vibratoria al afiadir también otros elementos de
rigidez y amortiguamiento, lo que facilitd la operacion en estado estacionario. Desde el
analisis modal y armonico, la operacion del mismo a la velocidad propuesta es también

estable.

Mendoza-Larios et al. [8] proponen una metodologia para balancear varios modos
de vibracion a la vez de un sistema de rotor-cojinete mediante lo que se denomina discos de
balanceo activo. Determinan la magnitud del desbalance y su posicién angular en el rotor,

por lo que proponen un identificador en linea basado en la técnica de identificacion
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algebraica. Desarrollaron un modelo matemético en elemento finito para un sistema
rotatorio de multiples grados de libertad, donde se consideré un elemento viga con cuatro
grados libertad por nodo, en este modelo se consideraron los efectos de la inercia rotatoria,
momentos giroscopios, deformaciones por cortante y amortiguamiento interno y externo,

asi como la implementacién al sistema rotor-cojinete de los discos de balanceo activo.

El control de la vibracion del rotor Jeffcott desequilibrado mediante el uso de
actuadores magnéticos con dos soportes de rotor fue investigado por Jang et al. [9]. Das et
al. [10] presentaron el sistema de rotor Jeffcott flexible controlado, que fue excitado por el
movimiento de la base. En ese sistema, el actuador de control era magnético y estaba
ubicado en el centro del eje. Song et al. [11] controlaron las vibraciones del rotor Jeffcott
mediante cojinetes magnéticos con un nuevo método. En su método, el estator de cojinete
magnético se consider6 como la masa absorbente y se conectd al chasis del sistema
mediante un resorte y un amortiguador. Chattoraj et al. [12] encontraron que el soporte
podria generar un gran cambio en la amplitud de vibracion del rotor vertical Jeffcott,
cuando el rotor funcionaba cerca de la condicion resonante. Lu et al. [13] investigaron el
comportamiento bifurcacional de un sistema de rotor flexible de varios tramos bajo fuerzas
desequilibradas debido al cambio de velocidad. Pavlovskaia y Karpenko [14] discutieron el
comportamiento no lineal del rotor Jeffcott y encontraron que su estabilidad variaba con el
cambio de la precarga. Darpe [15] present6 la matriz de flexibilidad del rotor Jeffcott con

fisura inclinada y extrajo las caracteristicas de respuesta de desequilibrio.

2.2 Absorbedor dinamico de vibracion (antecedentes)

En las Gltimas décadas, la investigacion en el campo del control de vibraciones ha
resultado en innumerables articulos relacionados con la aparicion de dispositivos mecanicos
denominados absorbedores dinamicos de vibracion (DVA’s por sus siglas en inglés) o
también conocidos como amortiguadores de masas sintonizadas (TMD’s por sus siglas en
inglés), pero muy pocos se han implementado para el control de vibraciones de sistemas

rotor-cojinete.
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Los problemas de vibraciones asociados a los sistemas rotor-cojinete se deben
principalmente al desbalance. Por tanto, se han desarrollado diversas metodologias cuya
finalidad es la de corregir el desbalance en el sistema rotor-cojinete, mediante la adicion o
sustraccion de una masa fisica en el sistema. También, se han implementado diversos
dispositivos para el control de vibraciones en los sistemas rotor-cojinete tales como:
chumaceras moviles, chumaceras magnetorreoldgicas, discos de balanceo activo,

absorbedores dinamicos de vibracion, entre otros.

En la literatura se entiende como “absorbedor de vibraciones” a un dispositivo pasivo
adherido a la estructura que se desea controlar la vibracién. Este consta de una masa, un
resorte y un amortiguador, como se observa en la Figura 2.3. Por lo tanto, el término pasivo
se utiliza para destacar que los pardmetros de sintonizacion no varian con las condiciones

externas de excitacion, es decir, sus valores permanecen constantes.
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Figura 2.3. Absorbedores dinamicos de vibracion: (a) Absorbedor dinamico de vibracion
tradicional (TDVA) (b) Absorbedor dinamico de vibracion basado en inersor (IDVA) [35].

El primer tipo de absorbedor consistié en un sistema masa-resorte, el cual fue aplicado
por primera vez en 1909 por Frahm [16], solo se emple6 un resorte, y fue util solo en una
banda estrecha de frecuencia. También propuso reducir el movimiento de balanceo de los

barcos, asi como las vibraciones de los cascos.

En 1928, Ormondroyd y Den Hartog [17], calcularon soluciones analiticas para el
buen desempefio del DVA, descubrieron que hay dos puntos fijos en los que la respuesta de

frecuencia del sistema original es independiente del coeficiente de amortiguacion. Los
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Ilamaron puntos fijos y calcularon la frecuencia natural 6ptima del sistema equiparando el

valor de la respuesta de frecuencia del sistema en los dos puntos.

Ren [18] presentd un nuevo sistema de absorbedor en el que el amortiguador se
coloca entre la masa absorbente y la tierra mecénica. En este nuevo enfoque, calculd los
valores Optimos de los parametros del sistema de absorcion utilizando la técnica de los

puntos fijos.

Liu K. y Liu J. [19] utilizaron los sistemas de absorcion introducidos por Ren [20]
para controlar las vibraciones de un sistema masa-resorte-amortiguador y calcularon los

valores 6ptimos de los parametros del sistema absorbedor en esta condicion.

Harik et al. [20] controlaron las vibraciones del sistema masa-resorte-amortiguador
utilizando un sistema de absorcion pasivo. En este sistema, la masa del absorbedor se ubico
entre la masa del sistema original y la tierra mecanica, y los pardmetros del sistema
absorbedor se determinaron de tal manera que la amplitud méaxima de vibracion del sistema

original tuviera el valor mas bajo.

2.3 Rotor Jeffcott

En la Figura 2.4 se muestra el rotor tipo Jeffcott de masa Unica, este sistema fue
abordado por primera vez por Jeffcott en 1919. El estudio de la dindmica del rotor Jeffcott
es el punto de partida para los fundamentos de la dindmica flexible de los rodamientos del
rotor. Con este modelo, ahora era posible explicar cdmo un rotor podia pasar por arriba de
su velocidad critica. El rotor Jeffcott es un disco Unico montado simétricamente sobre un
eje elastico uniforme. En el andlisis del rotor Jeffcott original, no se consideraron los
cojinetes de pelicula flexible o fluida. La respuesta de desequilibrio del rotor Jeffcott se ha
descrito mediante dos ecuaciones diferenciales de segundo orden para describir el

movimiento dindmico del sistema.
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Figura 2.4. Rotor-cojinete tipo Jeffcott [22].

Hasta la fecha, la mayoria de las contribuciones sobre el rotor Jeffcott se basan en el
modelo determinista, que se establece por el modelo de elementos finitos. Sin embargo, en
muchas aplicaciones practicas, los sistemas de rotor de gran tamafio, como maquinarias
rotativas, dificilmente se pueden modelar con precision debido a la complejidad e
incertidumbre de la estructura y el entorno, por lo que es una tarea desafiante para predecir

su comportamiento dindmico

2.4 Inersor

Smith en 2002 [21], propuso el inersor (Figura 2.5), un dispositivo mecanico de dos
terminales que tiene la propiedad de que la fuerza aplicada en sus dos terminales es
proporcional a la aceleracion relativa entre ellos y la constante de proporcionalidad se llama
inertancia la cual tiene unidades de kilogramo. Este dispositivo se ha aplicado con éxito
primeramente en los sistemas de suspension de los coches de carreras de Formula Uno, y
ahora, las aplicaciones del inersor se extendieron a diversos sistemas mecanicos, como las
suspensiones de vehiculos y los sistemas de supresion de vibraciones, en diferentes areas de
la ingenieria. Recientemente, se ha demostrado tedricamente la reduccion de las frecuencias

naturales de los sistemas de vibracién mediante el uso del inersor.

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA 16



F

Vi

-‘=.I_|.-‘
T
S b

Figura 2.5. Simbolo del inersor.

La absorcion de vibraciones es una de las aplicaciones potenciales del inersor. En
[22], se estudid el problema de disefiar redes mecanicas basadas en inersor para controlar
vibraciones en un rango de frecuencias especifico. A partir de entonces, se ha propuesto la
supresion de la vibracion en una frecuencia de banda ancha mediante el uso de inersores.
En [23], una configuracion basada en inersor se empled entre pisos adyacentes para
suprimir la vibracion de un edificio de varios pisos. En [24], soluciones Optimas para varios
aisladores basados en inersor se derivaron algebraicamente sobre la base de un sistema de
aislamiento de vibraciones "uniaxial”. En [25], se propuso una nueva configuracion que
incorpora un inersor y se aplicé a sistemas mecanicos en cascada (en forma de cadena). En
[26], se investigo la dinamica de un absorbedor de masa sintonizado con un amortiguador

viscoso adicional y un inersor unido al péndulo.

2.5 Redes mecanicas con inersor

Una red mecanica es un arreglo de dispositivos mecanicos que trabajan en conjunto
para proporcionar un amortiguamiento equivalente. Estas pueden estar formadas por
resortes, amortiguadores e inersores dispuestos en serie o en paralelo. En la Figura 2.6 se
presentan seis configuraciones de redes mecanicas basadas en inersor. Estas

configuraciones se clasifican como:

e C1: Arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador.

e C2: Arreglo en serie de un inersor y un amortiguador.

e (C3: Arreglo en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador.

e C4: Arreglo en serie de un inersor con un arreglo en paralelo de un resorte y un

amortiguador.
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e C5: Arreglo en serie de un amortiguador con un arreglo en paralelo de un resorte y
un inersor.

e CG6: Arreglo en serie de un resorte con un arreglo en paralelo de un inersor y un
amortiguador.
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Figura 2.6. Redes mecanicas basadas en inersor [35].

2.6 Aplicaciones del inersor en el campo automotriz.

Una aplicacion muy popular del inersor en los sistemas automotrices se realizé en el
afio 2008 con la implementacién de un nuevo componente de suspension mecanica,
llamado “J-damper” en la Férmula 1, como se muestra en la Figura 2.7. Sus origenes fueron
académicos y resulté ser la mejor implementacién de trabajos académicos en circuitos
mecanicos Yy eléctricos de la Universidad de Cambridge.
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Figura 2.7. Kimi Raikkonen en el Gran Premio de Espafia 2005 conduciendo el McLaren
MP4-20 que lo condujo a la victoria con ayuda del inersor [36].

Por otra parte, Yang L. et al. [27] proponen un disefio 6ptimo de suspensiones
automotrices utilizando un absorbedor de vibracion, considerando un modelo lineal de un
cuarto de automovil excitado por un perfil de carrera aleatorio. Se derivan y validan tres
funciones objetivo analiticas las cuales son, la comodidad, agarre a la carretera y espacio de
trabajo. La rigidez del resorte de suspensidn, el coeficiente de amortiguamiento y la rigidez
adicional del resorte se consideran como variables de disefio. Y a pesar de la simplicidad
del modelo, se proporciona cierta comprension sobre las ventajas y desventajas de la
adopcion de un resorte adicional en serie con el amortiguador en las suspensiones de

automoviles.

X. Q. Sun. et al. [28] investigan la influencia de las no linealidades del inersor de
husillo de bolas en el rendimiento de aislamiento de vibraciones del sistema de suspension
del vehiculo. Eso se logra mediante la construccion de un modelo de mecanica no lineal del
inersor de husillo de bolas con friccion en el ensamble del husillo de bolas y el efecto
elastico del husillo. Se demuestra a partir del resultado que el rendimiento de aislamiento
de vibracion en el del sistema de suspension del vehiculo esta ligeramente influenciado al

considerar las no linealidades del inersor.
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CAPITULO 3

MARCO TEORICO

3.1 Dinamica de rotores

En 1919 Jeffcott presentd un modelo de rotor incluyendo amortiguamiento
consistente en un disco centrado sobre un eje flexible de seccion circular y soportado por
dos cojinetes en sus extremos. Desde ese momento en el mundo anglosajon a ese tipo de

modelo simplificado se le conoce como rotor de Jeffcott [29], ver Figura 3.1.

Figura 3.1. Esquema del rotor Jeffcott clasico [29].

El comportamiento dindmico de este modelo simplificado de rotor es similar al de
un sistema vibratorio de masas y resortes, pero existen algunas diferencias. En el analisis
hay que diferenciar entre la velocidad de rotacion Q y la velocidad @ con la que el rotor

recorre una Orbita al deformarse a flexién. Si el rotor estd girando de forma estable a una
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velocidad Q, y se le aplica un impacto tangente en el sentido de giro, se deformara a flexion
orbitando a una frecuencia ® en el mismo sentido (Forward Whirling FW), pero si el
impacto se aplica en sentido opuesto al de rotacion, seguird una 6rbita en sentido opuesto al
giro (Backward Whirling BW). Las frecuencias de estas Orbitas son las frecuencias

naturales del rotor.

Cuando la velocidad de rotacion coincide con una de estas frecuencias naturales se le
denomina velocidad critica. Si existe simetria axial los modos BW no pueden ser excitados
por las fuerzas de desequilibrio con lo que las orbitas que se observaran seran FW. Si el
disco no esté centrado axialmente los efectos giroscopicos incrementan las frecuencias FW
reduciendo las BW.

En 1924 Campbell [29] represento en el eje vertical de una gréafica la frecuencia de
la orbita y en el eje horizontal la frecuencia de giro del rotor. La interseccion de la linea
sincrona con las curvas correspondientes a las frecuencias naturales FW y BW

proporcionan las correspondientes velocidades criticas.

En la practica rara vez se aprecian los modos BW, los modos FW generan tensiones
constantes en el material, mientras que los BW generan tensiones alternantes con
frecuencia al doble del valor de la frecuencia de rotacion, esto ocasiona que aparezca un
amortiguamiento estructural que ademas serd mas alto cuanto mayor sea la velocidad, este

amortiguamiento puede suprimir los picos BW en la respuesta del eje debido al desbalance.

Al introducirse la rigidez en los apoyos se modifican las velocidades criticas del
rotor. En un eje soportado por dos cojinetes, si la rigidez de los apoyos es reducida las dos
primeras velocidades criticas corresponden a movimientos de cuerpo rigido, uno cilindrico
y el otro cénico. Al subir la rigidez de los apoyos esos modos se transforman en modos
flexibles. Las precargas introducen términos adicionales de rigidez, modificando las
ecuaciones de movimiento y asi pues las velocidades criticas, esto se puede apreciar en
rotores con elevadas cargas de empuje. El efecto del par medio es reducido, pero una

componente pulsante en el par transmitido puede generar inestabilidad lateral del rotor.

El amortiguamiento interno del rotor y los coeficientes de rigidez cruzados de los

cojinetes y sellos son las fuentes principales de inestabilidad. Las fuerzas asociadas a esos
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términos cruzados inyectan potencia al rotor y si esta potencia excede la extraida por las
fuerzas de amortiguamiento directas, el rotor se vuelve inestable. Hay rotores que
funcionan con Oil whirl (remolino de aceite en el cojinete) sin demasiados problemas si se
mantiene la amplitud de la oscilacion dentro del cojinete por debajo del 50% de la holgura
del cojinete [29].

3.2 Absorbedor dinamico de vibracion

El absorbedor de vibracion se utiliza cominmente en maquinaria que opera a velocidad
constante, debido a que este dispositivo se sintoniza a una frecuencia particular y es
efectivo so6lo dentro de una banda angosta de frecuencias.

Algunas aplicaciones comunes del absorbedor de vibracion comprenden
herramientas reciprocantes como lijadoras, sierras y compactadoras, asi como grandes
motores de combustion interna los cuales funcionan a velocidad constante (para un
consumo minimo de combustible). En estos sistemas, el absorbedor de vibracion ayuda a
balancear las fuerzas reciprocantes. Sin un absorbedor de vibracion, las fuerzas
reciprocantes desbalanceadas podrian hacer que el dispositivo fuera imposible de mantener

o controlar

En el disefio de los absorbedores dinamicos de vibraciones deben considerarse las
propiedades particulares de cada sistema primario, de acuerdo a esto el sistema secundario

puede ser un:
1. Absorbedor de vibracion dindmico no amortiguado.

Los absorbedores de vibracién no amortiguados se aplican a sistemas primarios de
amortiguamiento propio bajo o nulo donde la fuerza sobre el sistema primario tiene una
frecuencia de excitacion dentro de un rango limitado bien conocido. El absorbedor de
vibracion se utiliza comdnmente en maquinas que operan a velocidad constante, porque el
absorbedor de vibraciones se sintoniza a una frecuencia particular y es efectivo dentro de

una banda angosta de frecuencias, ver Figura 3.2.
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2. Absorbedor de vibracion dindmico amortiguado.

El absorbedor de vibracion dinamico anterior elimina el pico de resonancia original en la
curva de respuesta del sistema, pero introduce dos nuevos picos de resonancia. De este
modo, el sistema experimenta grandes amplitudes cuando pasa a través del primer pico
durante los procesos de arranque y detencion del sistema. La amplitud de la frecuencia se

puede reducir agregando un absorbedor de vibracion amortiguado, ver Figura 3.3.
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Figura 3.3. DVA amortiguado [30].

Una maquina o sistema puede experimentar vibracion excesiva si en ella actia una
fuerza cuya frecuencia de excitacién casi coincida con una frecuencia natural de la maquina
o sistema. En tales casos, la vibracién de la maquina o sistema se puede reducir por medio
de un neutralizador de vibracion o absorbedor de vibracion dinamico, el cual es

simplemente otro sistema de resorte-masa. El absorbedor de vibracién dindmico se disefia
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de modo que las frecuencias naturales del sistema resultante se alejen de la frecuencia de
excitacion. Ademas, para el proceso de disefio del DVA se considera que el sistema
primario es de un grado de libertad.

3.3 Teorema m de Buckingham

El teorema 7 de Buckingham [31] establece que en un problema fisico en que se tengan
“n” variables que incluyan “X” dimensiones distintas; las variables se pueden agrupar en

“n-X" grupos adimensionales independientes.

Siendo (V4, Vs, ...., },) las variables que intervienen en el problema, se debe tener una
funcion que las relacione: f = (Vy, Vs, ..., V) = 0; si (Gy, Gy, ...., G,_y), representan los
grupos adimensionales en funcion de las variables (V,V,,....,1}); el teorema de
Buckingham también establece que existe una funcién de la forma: g(G,, G, ..., Gh_x) =
0.

El método para determinar, los grupos adimensionales G;,i = 1, ....,n — x); consiste en
la seleccion de “X” de las “n” variables, con diferentes dimensiones, de manera que
contengan entre todas las “X” dimensiones, y emplearlas como variables repetitivas,
formando cada uno de los “n-X" grupos adimensionales a partir de la siguiente expresion

generica:

IG Yoi=1,.,x—n (3.2)

A los grupos adimensionales, se les suele denominar pardmetros adimensionales I1

de Buckingham, al ser su expresion un producto adimensional (simbolo de producto = IT).

€69

Los exponentes “a” se determinan por la condicion de que cada grupo resulte
adimensional; se sustituyen las dimensiones de las variables por ellas mismas y los

exponentes de M, L, T, se igualan a cero (adimensionalidad del parametro).
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3.4 Ecuaciones de Euler-Lagrange

La deduccidn de las ecuaciones de Euler Lagrange parte de la consideracion del estado
instantdneo del sistema y del concepto de desplazamiento virtual sobre el estado
instantaneo, es decir, desde un principio diferencial.

Las ecuaciones de Lagrange son una formulacion de la Mecéanica equivalente a la de las
ecuaciones de Newton. En primer lugar, tienen la misma forma en cualquier sistema de
coordenadas. Por otro lado, permiten describir la dinamica ignorando las fuerzas de
vinculo, que en general son desconocidas y que muchas veces no interesa conocer. Ademas,
son derivables de un principio variacional, tal como lo demostré6 Hamilton en la década de
1830. Con el correr de los afios resultdé que el principio de Hamilton encontraria
generalizaciones mas alla de la Mecanica Clasica, en la Teoria de Campos y finalmente en

la Mecéanica Cuantica.

Las ecuaciones de Lagrange son equivalentes a las de Newton para la dinAmica de una
particula. La generalizacién a muchas particulas es trivial. Sea una particula en 3D, sujeta a

fuerzas conservativas. La energia cinética es:

1 1 1
T = Emvz = Emi‘z = Em(xz +y2 + w?) (3.2)

Y la energia potencial se calcula a partir de:
U=U(@)=U(xyw) (3.3)
El Lagrangiano (o funcion lagrangiana, o lagrangiana) se define como:

L=T-U-=L(xy,2XYy,W) (3.4)

Se toman sus derivadas parciales:

oL dU ' di v
%= = o a fuerza en direccion x,
(3.5)
dL _aT

— = — = mX = p,, el momento lineal en direccion x
ox 0% Pz
Y lo mismo en las otras direcciones. Derivando esta ultima con respecto al tiempo, y

usando la Segunda Ley de Newton Fx = px:
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(3.6)

El argumento es del todo reversible, asi que estas ecuaciones de Lagrange (en
coordenadas cartesianas por ahora) son equivalentes a las de Newton.

3.5 Teorema de Vieta

Las férmulas de Vieta relacionan las raices de un polinomio con los coeficientes de
éste. Especificamente, si el polinomio es de grado n, sus coeficientes son los polinomios
simétricos elementales de sus raices. El resolver las ecuaciones involucra obtener todas sus

raices (complejas o reales), de forma exacta o aproximada [33].

Si se tiene un polinomio cuadratico, y si las raices de la ecuacion cuadratica

correspondiente, x2 + ax + b = 0, son p y q, entonces se puede factorizar como:

x2+ax+b=x—-p)(x—q) (3.7)

por definicion de raiz. (Para simplificar la notacion se ha elegido un coeficiente 1 para la
variable x2, debido que para utilizar el teorema de Vieta se requiere que el polinomio sea

monico [33]).
Ahora se expande el lado derecho y se obtiene:

x’+ax+b=x*>—(p+qx+pq (3.8)

Se tiene a la vista las formulas de Vieta paran =2: a=—(p +q)yb =pq. En
otras palabras, el producto de las raices es el término independiente b y su suma es el

opuesto del coeficiente de la variable x.

Un conjunto similar de relaciones se puede encontrar para polinomios ménicos

clbicos (n = 3) expandiendo el lado derecho de la identidad x> + ax? + bx + ¢ = (x —
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p)(x — q)(x —r). Lo que resulta en las formulas de Vieta paran=3:a=—-(p+q +

r),b=pq+qr+rpyc=—pqr.

3.6 Optimizacion

La teoria de optimizacion esta constituida por un conjunto de resultados y métodos
analiticos enfocados en encontrar e identificar al mejor candidato de entre una coleccién de

alternativas. Se clasifican en:

e Lineales

e No lineales

Este método se puede aplicar si antecede a un problema matematico para determinar
soluciones Optimas que cumplan con ciertas caracteristicas especificas de los modelos

matematicos.

El planteamiento abstracto general para resolver problemas donde exista el empleo
del término “optimizar” incluird la Minimizacion o Maximizacion el cual esta compuesto

de los siguientes elementos.

e Variables de decision: El primer elemento clave en la formulacién de problemas de
optimizacion es la seleccion de variables independientes que sean adecuadas para
caracterizar los posibles disefios candidatos y las condiciones de funcionamiento del
sistema.

e Restricciones: Se establecen mediante ecuaciones o inecuaciones las relaciones
existentes entre las variables de decision. Estas relaciones son debidas entre otras
razones, a limitaciones en el sistema, llamadas restricciones del sistema.

e Funcion objetivo: También llamado indice de rendimiento o criterio de eleccion.
Este es el elemento utilizado para decidir los valores adecuados de las variables de
decision que resuelven el problema de optimizacion. La funcion objetivo permite

determinar los mejores valores para las variables de decision.

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA 27



Teorema: Si una funcion continua es ascendente en un intervalo y a partir de un punto
cualquiera empieza a decrecer, a ese punto se le conoce como méximo. Por el contrario, si
una funcion es decreciente en cierto intervalo hasta un punto en el cual empieza a

ascender, a este punto se le define como minimo, ver Figura 3.4.

Maximo

Minimo

Figura 3.4. Maximo y Minimo de una funcion.

Para el problema de optimizacion es necesario conocer las primeras y segundas

derivadas de la funcién de objetivo.

3.7 Técnica de los puntos fijos

La teoria de los puntos fijos, fue bien documentada para la optimizaciéon del
absorbedor dindmico de vibraciones (DVA) para un sistema de un solo grado de libertad
por Den Hartog [2]. Consiste en minimizar la amplitud maxima de la respuesta

adimensional (normalizada) de un sistema mecanico.

La teoria de los puntos fijos se basa principalmente en dos condiciones de operacion

de los sistemas con DVA:

e Cuando el amortiguamiento es nulo en el sistema, es decir, es igual a cero.

e Cuando el valor de amortiguamiento tiende a infinito.
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Figura 3.5. Grafica de un DVA donde se puede apreciar el comportamiento de los estados
del sistema cuando el amortiguamiento es cero e infinito [25].

Estas dos condiciones conducen a los llamados “puntos invariantes” o “puntos fijos”
respecto a la relacion de amortiguamiento del sistema y se determina mediante la respuesta

en estado estable.

En la Figura 3.5 se muestra el comportamiento cuando la relacién de
amortiguamiento toma otros valores arbitrarios incluyendo las dos condiciones de
operacion limite del DVA. El objetivo principal de la técnica de puntos fijos es encontrar la

respuesta optima entre varios puntos, el estandar H,, optimo se basa es esta teoria.

3.8 Optimizacion H,,

La optimizacion H,, tiene como objetivo minimizar la amplitud de vibracién en las
frecuencias de resonancia de un sistema dindmico. Mejora la respuesta de estado estable del

sistema primario conocida como la norma ||Hy||.

La técnica H,, es de las mas conocidas en la teoria de la minimizacion de la
respuesta vibratoria en el control pasivo de vibraciones mediante DVA’s. La interpretacion
cuando se minimiza la norma ||H,|| es crear un equilibrio dinamico entre las frecuencias

de resonancia del sistema.
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min (méxPoptlHIDVA (Q)|) = méx(lHIDVA (Poth B, Q)D

P,p,¢ SON los parametros a optimizar del sistema y se restringe a que sean soluciones reales y

positivas {P,,, = 0} de la siguiente ecuacion:

0| Hipya (@) _

00? 0

La interpretacion fisica de las dos restricciones de la ecuacién anterior, son: el
intervalo fisico admisible para analizar la relacion de frecuencias Q y las limitaciones

fisicas de disefio para construir el dispositivo.

La idea basica para comprender esta técnica de optimizacion min — max, radica en
que en la técnica de los puntos fijos de Den Hartog se emplean los puntos fijos para
minimizar de forma aproximada la norma ||H.|| Yy en la técnica de optimizacion de H,, se
emplean las frecuencias de resonancia para minimizar de forma exacta la norma ||He||.
Para resolver el problema de optimizacion de forma numérica, que se formulo en las
ecuaciones anteriores, se puede utilizar el método de Nishihara, este posee una alta

precision en la resolucién numérica.
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CAPITULO 4

MODELO MATEMATICO Y FRF

En el siguiente capitulo se desarrollaron los modelos matematicos descritos en el
marco tedrico. A continuacion, se realiza el célculo de las funciones de respuesta en

frecuencia adimensional (FRF) de la estructura primaria.

4.1 Modelo matematico del sistema rotor-cojinete tipo Jeffcott

con las redes mecanicas basadas en inersor

El modelo propuesto en la Figura 4.1 es una configuracion de un sistema de rotor
Jeffcott clasico. Para determinar el comportamiento dindmico del rotor tipo Jeffcott, se
somete a una excitacion inercial de tipo armdénica. Se propusieron tres arreglos de IDVA’s
(IDVA-C3, IDVA-C4 y IDVA-C6). Cada IDVA esta compuesto por un amortiguador, un
resorte y un inersor, con coeficientes de amortiguamiento, rigidez e inertancia, ¢, k, y b
(n = 1,2) respectivamente, los cuales estan conectados a la masa principal M (Disco) y a la

masa secundaria m (Absorbedor).
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E—

Figura 4.1. Esquema del modelo de Rotor tipo Jeffcott con el dispositivo absorbedor
IDVA-C3.

Para describir el comportamiento dinamico del sistema, se utilizan las ecuaciones de
Euler-Lagrange para sistemas no-conservativos en su forma generalizada. Asi, las

ecuaciones que rigen al sistema rotodinamico de la Figura 4.1 son:
Ms?X + cs(X — X3) + KX + k;(X — X;) = Fy = m,dw?

mSZX1 + kl(Xl _X) + kZ(Xl _Xz) =0
bs?*(X, — X3) + k,(X; —X1) =0 (4.1)
bSZ(X3 _Xz) + CS(X3 _X) =0

En la ecuacion (4.1) X y X; son los desplazamientos de la estructura primaria y la
masa del absorbedor, F, es la excitacion inercial, que se configura como Fy, = m,dw? y w
es la frecuencia de excitacion del sistema. Entonces, el modelo matematico para el IDVA-
C3, puede obtenerse a partir de las ecuaciones anteriores. Ademas, en este trabajo, también
se analiza el comportamiento dindmico para el IDVA-C4 (ver Figura 4.2) e IDVA-C6 que
se muestra en la Figura 4.3. Por lo tanto, los modelos matematicos tanto para el IDVA-C4 'y

el IDVA-C6 se obtienen de forma similar al presentado anteriormente.
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Figura 4.2. Esquema de modelo Rotor Jeffcott implementando el arreglo IDVA-C4.

A diferencia del IDVA-C3, en el cual se visualiza en serie al resorte, el
amortiguador y el inersor, en esta red mecanica se encuentra el amortiguador en paralelo
con el resorte y estos en conjunto, en serie con el inersor. Para el IDVA-C4 las ecuaciones

que rigen su comportamiento son las siguientes:

Ms?X + bs?(X — X;) + KX + k,(X — X,) = m,dw?
ms?X, + ki(X, — X) + k,(X, — X)) +es(X, —X;) =0 4.2)
bSZ(Xl _X) + kZ(Xl _Xz) + CS(Xl _Xz) =0
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Figura 4.3. Esquema de modelo Rotor Jeffcott implementando el arreglo IDVA-C6.

Entonces, las ecuaciones de movimiento para el IDVA-C6, pueden escribirse como:

MSZX + KX + kz(X _Xl) + kl(X - Xz) = mudwz
ms?X, + bs?(X, — X)) + ki(X, = X) +¢cs(X, —X;) =0 (4.3)
bSZ(Xl _Xz) + kZ(Xl _X) + CS(Xl _Xz) =0

Adicionalmente, como la excitacion es de tipo armonica, el sistema representado
por las ecuaciones de (4.1) a (4.3), al considerar una solucién de tipo arménica, con C = 0
y después de un desarrollo matematico, se definen las variables A, B, C, D y P para

reescribir la ecuacion en la forma compleja:

__ (A+B)P
T C+D

|H(n,q, 1, Q)| (4.4)

Para analizar la respuesta en frecuencia adimensional del sistema primario, resulta

ventajoso seleccionar las siguientes variables adimensionales:
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m w3 c 0 w K k m
= — = —= = = — W = N — — = —
H M'q wl'z 2mw,’ w1 \’M 12 \’m'ﬁ M

Se definen parametros adimensionales utilizando el Teorema IT de Buckingham, u,
q, { y 0, estos representan la relacion de masa, la relacion de frecuencias naturales no
amortiguadas, el factor de amortiguamiento y la relacién de frecuencia forzada,
respectivamente. El disefio del IDVA quedara especificado a partir de los valores obtenidos

de estos parametros.

Estos pardmetros se aplican con la finalidad de que la respuesta en frecuencia del
sistema |H(n, q, 1, Q, B)| sea adimensional. En primer lugar, para el IDVA-C3 mostrado en
la Figura 4.1, se sustituyen los pardmetros adimensionales en el conjunto de variables A, B,
C, Dy P, se obtiene:

~ —QZTIZIJQZ _ anzqz + 772q4 + 04— quz

4= q*n?
1pQ(0Q% - g?)
2 (g
C =-— q4772 (—.Q4,37’]2,qu2 _ 94772/'“12 + Qzﬁn2q4 _ Q4n2q2 + 92772614 _ Q4Bq2
+ QZUZMqZ + Q6 _ -Q4q2 + 92772612 _ 772q4- _ 94 + QZCIZ)

b 1uQ(—Q2Bq? + Q* — 02q% — Q2 + ¢?)

2 {q°
P =02

Se observa que la ecuacion (4.4) esta en su forma compleja por lo tanto utilizando el
Teorema de Pitagoras y sustituyendo las variables A, B, C, D Y P, la magnitud y FRF

adimensional del sistema es:

1
A2+B?\2
|[H(m, q, 1,2, )| =P (C2+D2)2

(4.5)

Del mismo modo las ecuaciones (4.2) y (4.3), pueden representarse de forma

adimensional. Los resultados para el IDVA-C4 son los siguientes:

1
A2+BZ)2
C2+D?

|H(n, 4,12, 8)] = P
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. —.QZT]Z,Lqu _ anzqz + 772q4- + .Q4 _ QZqZ

q*n?
_ 200(02u 4 Q2 — ¢?)
q3un?
C ==z COBn ua® — O'n*uq’ + Q*fn*q" — 0'ne® + On*q* — Q%fq”
_ anzl’lqz + Q6 _ -Q4q2 + QZUZqZ _ 7,’2q4- _ .Q4 + QZqZ)
b 200(Q*Br + Q% — Q%Bg? + Q% — 02¢% — Q2p — Q2 + g?)
q3un?
P =02

Por ultimo, para el IDVA-C6, se obtiene:

1
A2+BZ)2
C%+D2

|H(,q, 1 D) =P(

B _anzuqz _ Q2n2q2 + n2q4- + ,Q4' _ quz

A= q*n?
_200(—*uq® + Q% — q%)
q>un?
C ==z COBn ua® — Q'n*uq® + Q*fn*q" = Q'ne® + On*q* — O%pq”
+ anz.uqz + ‘Q6 _ -Q4q2 + .QZTIZC[Z _ 77Zqél- _ 94 + .quz)
p = 20(=0Bn’ng” — 00 ug® — O°Bg” +n°ug® + 0% — 0% — Q% + ¢%)
q>un?
P=q?

Para determinar los valores de estos parametros que minimizan las maximas
amplitudes de vibracion del sistema, se implementa la técnica de los puntos fijos, a partir de

un desarrollo matematico.
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CAPITULO 5

OPTIMIZACION DEL SISTEMA ROTOR-COJINETE CON
LAS REDES MECANICAS

5.1 Técnica de los puntos fijos extendida

La técnica de los puntos fijos es una metodologia que ayuda a calibrar las
amplitudes de vibracion generadas por la excitacion del sistema mecanico. Basadas
principalmente en dos condiciones del DVA; cuando el amortiguamiento del sistema toma
los valores { - 0 y { - co. Lo que conduce a encontrar los Ilamados puntos fijos o

invariantes, que son independientes del factor de amortiguamiento.

Para la implementacion de esta técnica, se considera la FRF del sistema,
representada en la ecuacion (5.1). Si se evalta la FRF del sistema en las dos condiciones

descritas cuando ¢ —» 0y { — oo, se obtienen dos ecuaciones. En el caso del IDVA-C3 son:

1
AZQ4]2

|H(1,q,¢, Dm0 = [7 (5.1)

IH®M, g, 1 2)|700 = Q2[(2* — (1 + (u + D0 q2Q% + n2q*)?/(Q° +
(14 ((1+ (B -Dwn* - B-1)g?)a* + (@*n*(B+ 1D + 1+

1
(1 + Dn*)g*Q* — n*q*)*]?0
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1

|H(1, q,$, Dm0 = [BT“] (5.2)

[HM, q, 11, D g0 = QP[(=0% +¢*)?/(=2* + (1 + (B + 1)g»)Q* — ¢°)?]

De la igualacién de las ecuaciones (5.1) y (5.2) se obtiene la siguiente expresion y

para eliminar el exponente de segundo grado de ambos miembros se agrega un +/- enfrente

del segundo miembro:

[(@* = (1 + (u+ Dn»g?Q* + n*qH)0?/(Q° + (=1 + (=1 + (=8 = Dwn* -
B—1)g*)0* + (@*n*(B + D + 1+ (u+ Dn»q?Q® — nq*] = £[Q*(—Q* +
q*)/(—* + (1 + (B + 1g»)Q? — q*)] (5.3)

La ecuacion (5.3) cuando se considera el signo positivo arroja un resultado trivial:

—0°Bn*ug* = 0 (5.4)

Lo que describe que la amplitud del sistema es independiente al amortiguamiento,
ya que el sistema se mueve tan despacio que no se da la oportunidad para la creacion de una

fuerza de amortiguamiento.

Si se considera el signo negativo en la ecuacion (5.3), entonces se obtiene:

—aQ®+ b+ cQ*+dQ2—c=0 (5.5)
Con:

a=2

b= pn*uq® +2n*uq® + 2n*q* + 2q* + 4q* + 2

c = =2Bn*uq* — 2pn*q* — 2n*uq* — 4n*q* — 2Bq* — 2n*uq® — 2n°q* - 2q*
_ 4q2

d = 2B1n%*q® + 2n*q°® — 2n*uq* + 4n*q* + 2q*

c = 2n%q®
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Con la finalidad de reducir el grado de la ecuacion (5.5) se realiza el cambio de
variable 2 = Q2. También, el polinomio de la ecuacién (5.5) se divide entre (-2) para

convertirlo en un polinomio moénico y realizando un tratamiento algebraico resulta en:

1

ar* —~bA* —=cA? —~dA+ cte = 0 (5.6)
Con:

a=1

b = Bn*uq® +2n*uq® + 2n*q* + 2Bq* + 4q* + 2

¢ ==2pn’uq* = 2Bn*q"* - 2n*uq* — 4n’q" — 2Bq* - 2n*uq® - 2n°q* - 2¢*

— 4q2

d =2pn%q° + 2n°q° — 2n°uq* + 4n*q"* + 2¢*
cte = n?q°

Por otra parte, se puede obtener una ecuacion equivalente a la Ecuacion (5.6)
expresada en funcion de la magnitud |H(n, q, 1, Q)|, la cual esta marcada como ecuacion

(5.2). Realizando un tratamiento algebraico adecuado, resulta en:

h=|HWq,¢0)

B _Q4'(—_Q2 + qZ)Z
(-t + (1 + (B +1)gDQ2 — ¢?)?

h (5.7)

La expresion anterior se expresa en forma de ecuacion y se realiza el mismo cambio
de variable hecho en la ecuacion (5.6) para reducir el exponente. Por ultimo, se convierte el
polinomio en un polinomio ménico y realizando un tratamiento matematico adecuado, se

obtiene la siguiente ecuacion.
al*+ bA3 4+ cA?> —dAd+cte =0 (5.8)

Con:
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_ ((=2-2(B+1Dg")h +24%)

b - 1)

(22 + A+ B+ 1gHHh-qY
- (h—1)

_2¢°(1+ (B + 1)gHh
- (h—1)

hq*
h—1

cte =

Para obtener las expresiones simplificadas de los pardmetros para el disefio del
IDVA, se emplea el Teorema de Vieta. Por consiguiente, las raices de las ecuaciones (5.6) y
(5.8) deben ser iguales, por lo tanto, utilizando este teorema se igualan las sumas y los
productos de las raices entre las dos ecuaciones, las cuales estan en funcion de los
coeficientes del polinomio de cada ecuacion. Dichas ecuaciones se puedes expresar a partir
de:

D0 = ) 0
i=1 i=1
4 4
202 _ 202
2,080 = ) (k).
LJ iJ
i<j i<j . . o . »
4 4 Conjunto de ecuaciones “Teorema de Vieta
20202 — 20202
z Ql Qj Qk - z ('Q'i 'Qj 'Qk,){_)oo
LTk i,k
i<j<k i<j<k
4 4
2 _ 2
[Tt o
i=1 i=1

Después de igualar las sumas de las raices reales de las ecuaciones cuarticas

(coeficiente A3), se obtiene lo siguiente:

(=2 + (=28 — 2)q>)h + 2¢*

1
~1+5((=fu—2u—2m* - 2p - 4)q* = h—1

De la misma forma al sustituir los productos de las raices reales de las ecuaciones

cuarticas (términos independientes de 1) se obtiene la siguiente expresion:
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Al resolver las ecuaciones simultaneamente, arrojan una solucién para la variable
adimensional de ajuste de frecuencias "q", y para la amplitud de vibracion de los puntos
invariantes "h" correspondiente a los puntos fijos. Esta solucién estad en funcion de la

relacion de masas u y se expresa como:

2 _ 2h+2
T = Gutzur2m?(h-1)—28(+1) (5.9)
n?q?
h = e (5.10)

La ecuacion (5.9) solo proporciona una condicion necesaria, pero no es suficiente
para producir las mismas amplitudes de vibracion en frecuencias invariantes del IDVA-C3.
Ademas, al sustituir la suma de las raices reales de la ecuacion cuartica (coeficiente 1), se

obtiene lo siguiente:

2¢*(1+ (B + Dg»h
(h—1)

1
=5 (2Bn°q° +2n*q° = 2n*uq* + 4n’q* +2¢%) =
Resolviendo para h se expresa una segunda solucion:

a?(*(B+1)q?*+1+(u+2)n?)
T —24n2(B+ 1)t +((u+2)n2—24-1)q?

(5.11)

Por otra parte, al sustituir la suma de las raices reales de la ecuacién cuartica (coeficiente

A?), se obtiene lo siguiente:

1
=5 (=2Bn°uq" = 2pn*q* — 2n*puq* — 4n*q* — 2pq" — 2n°uq® — 2n°q* — 29" - 4q°)

(@ + @+ (B+1DgHHh—q%)
B (h—1)

Y resolviendo para h se obtiene una tercera solucion:

B qz((((u+1)ﬁ+u+2)n2+ﬁ)q2+2+(u+1)772)
- —1+(((u+1)ﬁ+u+2)n2—ﬁ2—ﬁ)q4+((u+1)n2—23—2)q2

(5.12)
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Igualando las ecuaciones (5.9) y (5.10) y resolviendo simultaneamente, se obtiene
un segundo valor de q.

2 _ MPptl

_ 5.13
72 (B+1) (5.13)

q

Igualando ahora la ecuacion (5.11) y (5.12) y resolviendo simultaneamente, se

obtiene el tercer y ultimo valor de q.

2

q =
Py (\[(((“ + D262+ Q2+ 2u+ D+ =20+ 26((u+ 3B +u+6)n* + 7+
A+ @=Dn*)B+n*(1— 2)) (5.14)

Se observa que existen tres soluciones para la variable adimensional de ajuste de

frecuencias "q", asi como de la amplitud de vibracion de los puntos invariantes "h". Para

calcular el valor adecuado de u se sustituyen las ecuaciones (5.13) y (5.10) en la ecuacion

(5.9) y resolviendo para 7 se obtiene:

2 _ 1-3B%p+3Bu—2B8%-2u-2f+{(B+1D2((B-2)*u?+(1282-8B)u+45>
) w((B2=p+2)u-2p-2)

(5.15)

Ahora igualando la ecuacion (5.13) y (5.14), se obtiene:

U — (5.16)

Por ultimo, igualando estas dos udltimas ecuaciones (5.15) y (5.16) se obtiene el

parametro éptimo u que representa la relacion de masas para el IDVA-C3.

Hope (B) = 2B (5.17)

Sustituyendo el resultado de la ecuacién (5.17) en la ecuacion (5.16) se obtiene el

parametro optimo n para el IDVA-C3.

1

Mope(B) = |57 (5.18)
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De la misma forma, sustituyendo el valor de u y n en la ecuacién (5.13), se obtiene
el pardmetro optimo g para el IDVA-CS3.

Qope(B) =V1=1 (5.19)

Al sustituir estos valores obtenidos, en la ecuacion (5.10), se obtiene h que es la
aproximacion de la norma |H(n, q, 1, Q, B) | -

bl
B

Por lo tanto

|HI(8) = \/% (5.20)

Graficando las magnitudes antes mencionadas se obtiene lo siguiente. Para f =1y
0<¢<05

Figura 5.1. Grafica de H(Q2) con los parametros optimos.

Para el caso del IDVA-C4, después de sustituir las sumas y los productos de las
raices de los polinomios mdnicos en las dos primeras expresiones del conjunto de

ecuaciones del Teorema de Vieta y resolver simultaneamente las ecuaciones, se obtienen
las variables adimensionales Optimas que se expresan como sigue:
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_ 2B
tepe (B) = P+ 1

B+1
N ) = 1335

> VO<B<1)

143

HIB) = |t P
BB+ 2B+1) _J

':\ To‘
\ —(=0.080

Figura 5.2. Grafica de H(Q2) con los parametros optimos de la red mecanica C4.
Del mismo modo, las variables adimensionales dptimas para el IDVA-C6 pueden

escribirse como sigue:

Hope(B) = = £ ~
B -1
Nopt (B) = B —1

’ 1
Qépt(ﬁ): m > vio<p<1)
|H|(["’)_\/I
~ B
J
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--(=0
w—(=0.03
(=00

[H(7, 12,9, 2)|

Figura 5.3. Grafica de H(Q) con los parametros optimos de la red mecanica C6.

En la Figura 5.1 se muestra la FRF de la estructura principal del IDVA-C3, puede
advertir la existencia de un valor de relacién de amortiguamiento éptimo, que hace que la
FRF de la estructura primaria se aplane en todo el rango de frecuencias entre los puntos
fijos. Este valor se denota como {,,,. Este comportamiento también se puede observar en
las Figuras 5.2 y 5.3 para los dispositivos IDVA-C4 e IDVA-C6. Para calcular este valor de
factor de amortiguamiento que aplana la FRF en todo el rango de frecuencias de operacion,
se utiliza la teoria de ajustes de frecuencias de Krenk. Al aplicar esta teoria para obtener el
amortiguamiento optimo del IDVA-C3, se producen tres frecuencias invariantes, Q, y Q,,
cuando ¢ —» o y Q, cuando ¢ — 0. Para calcular Q; y Q, se resuelve la ecuacion que

resulta de igualar a cero el denominador de la ecuacion (5.7), es decir:
—*+ 1+ (B +1)gHA%?—qg?>=0 (5.21)

Sustituyendo el parametro optimo q,,,, y resolviendo la ecuacion (5.21), se obtiene que:

Qi = %\/4 +2/B% + 4B + 28 (5.22)

Q2 =§\/4—2 B2 + 4B + 2 (5.23)

Por otra parte, la frecuencia invariante Q, cuando ¢ — 0 se obtiene igualando el
denominador de la ecuacion (5.1) a cero y sustituyendo los parametros Optimos Gy » Hept

Y Nspt, 10 que resulta en
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_ 1
Qim0 = T5m (5.24)

Para obtener analiticamente la relacion de amortiguamiento Gptimo que aplana la
curva de respuesta de frecuencia de la estructura principal, se deben sustituir las soluciones
de Goper Hopt» Nopt» [HIL Q 17500, Q27,00 Y Q_0¢_,0, €n la FRF del sistema con IDVA-C3.

Esto producira tres cantidades de amortiguamiento en cada frecuencia invariante (Q {00

Qe Y 90@0)1 es decir:

Relacién de amortiguamiento para Qg

B 1J—(SB—18)/3(\//32+4ﬁﬁ—ﬁ2—2\/ﬁ2+4l3+6)
T2

Relacion de amortiguamiento para qu_)oo:
_ | V2| 46-9)8 (/B 4B 72 B 4B ~6) (5.26)
B — 7 .

2 48-9

Relacion de amortiguamiento para QOGO:

=3B +B (5.27)

Por lo tanto, la relacion de amortiguamiento 6ptimo para el IDVA-C3 se obtienen
calculando el valor RMS de los valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia

invariante, es decir:

2 2 2
(e = (S25EC) (5.28)
1 8B2-58-33
Sope = V3 [P (5.29)

En las Figuras 5.4 y 5.5 se muestran las gréaficas de la FRF del sistema rotor tipo Jeffcott
con el IDVA-C3. En las gréficas se utilizan los valores 6ptimos para los parametros del
sistema sy, Goper Mopt Y Sope- EN la Figura 5.5 se observa que solo la grafica que se realizo
considerando el valor del factor de amortiguamiento 6ptimo, logra aplanar la FRF en todo

el rango de operacion del sistema.
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Figura 5.4. Grafica de H(Q2) con los parametros ptimos incluyendo la relacion de
amortiguamiento éptimo.
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Figura 5.5. Comparacion de las curvas FRF, utilizando los parametros optimos (usp: =

0.2,qsp: = 1,M6pe = 1.054092553) y principalmente el amortiguamiento optimo (e, =
0.1799547747, para un valor de relacién de masas de g = 0.1.

Por otro lado, para el caso del sistema rotor tipo Jeffcott con el IDVA-C4, el factor de

amortiguamiento Optimo se obtiene siguiendo la misma metodologia que para el caso
anterior, lo que resulta en:

_1 B3(13-5)
Sopt = 3\/6\/(ﬁ+1)(2ﬁ+1)(3ﬁ+1)2 (5.30)
Las graficas del sistema rotor tipo Jeffcott con el IDVA-C4 para diferentes valores de factor
de amortiguamiento se muestran en la Figura 5.6. Asimismo, la curva que mejora el
rendimiento en cuanto a supresion de vibracion es aquella que se grafica con el valor

optimo del factor de amortiguamiento, el cual es proporcionado por la ecuacion
simplificada (5.30)
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Figura 5.6. Comparacion de las curvas FRF, utilizando los parametros optimos (us,: =
0.1818181818, g4, = 1.036523114, 14, = 0.9198662110) y  principalmente el

amortiguamiento optimo (s, = 0.04339046731, para un valor de relacion de masas de
B =0.1.

Por altimo, el amortiguamiento 6ptimo para el sistema rotor tipo Jeffcott con el IDVA-C6
es:
3
0. = 1.88p2 (5.31)
B+ 1)?

En la Figura 5.7 se muestran las gréaficas de la funcién de respuesta en frecuencia del rotor
tipo Jeffcott con el dispositivo IDVA-C6. Las graficas se construyeron a partir de los
parametros Optimos que minimizan la amplitud de vibracién del rotor tipo Jeffcott, y
considerando diferentes valores del factor de amortiguamiento. Del anélisis de la figura se
concluye que la gréfica que aplana la FRF en todo el rango de operacién del dispositivo

absorbedor, es la que se gener6 tomando en cuenta el valor optimo del factor de
amortiguamiento ¢.

6

1
|

¥
I, I \ : =S 0
_ [ L2 2\ ; \|m(=0.030
=, Iy Is B\ ) (=00
3 i I "\ I \ | =——(=0.04913290911
2': F 3 . AT Ve
2

14 1.6 1.8

Q
n

Figura 5.7. Comparacion de las curvas FRF, utilizando los parametros optimos (us,: =
0.1487603306, qsp: = 0.9534625893, 14, = 1.222222222) 'y  principalmente el

amortiguamiento optimo {s,,, = 0.04913290911, para un valor de relacién de masas de
g =0.1.
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5.2 Indice de rendimiento .,

Como ultimo apartado, se utiliza el indice de rendimiento H,, con el objetivo de
optimizar los pardmetros de disefio de los IDVA mediante la minimizacion de las maximas
amplitudes de vibracion de la estructura principal en las frecuencias resonantes. Lo que se

conoce comuinmente como la norma ||H ()|]oo.

Se utiliza el método de Nishihara para resolver el problema de optimizacion
planteado. La idea novedosa de Nishihara fue proponer un artificio matematico para

minimizar la FRF de la estructura principal mediante la siguiente funcion:

1

h = —T (5.32)
Se define la siguiente ecuacion:
. Numerador
Denominador — ———=20 (5.33)
h

Al combinar la FRF de la estructura primaria definida por la ecuacion (4.5) con las
ecuaciones (5.32) y (5.33) se obtiene una expresion que garantiza que las amplitudes de
vibracién en las frecuencias resonantes sean iguales. La expresion para el IDVA-C3 se

define con la siguiente ecuacion:
Q2 + Q¢ + Q8C, + Q°C3 + Q*C, + Q2Cs + QC, =0 (5.34)

En el Apéndice A se muestran los coeficientes C, .. C, de la ecuacion anterior, tanto para el
IDVA-C3, IDVA-C4 e IDVA-C6.

De esta forma se minimiza el indice de rendimientos H,, al minimizar la variable
desconocida r. Posteriormente de la aplicacion del Teorema de Vieta, la sumay el producto
de las raices de la ecuacion (5.34) genera un conjunto de ecuaciones no lineales en términos

de los coeficientes C; parai = 1, ...,6, de la forma siguiente.
fi=(4C - %) JCe+4Cs=0

fo = CiCs5+4Cs +2C3,/Cs =0 (5.35)

fs =4Cs(C1[Cs +C4) — Cs2 =0
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Este sistema de ecuaciones esta en funcion de los parametros de disefio del
absorbedor y de la variable desconocida r. Con la finalidad de resolver el sistema de
ecuaciones anterior, se agrega una ecuacion de restriccion, la cual proporciona una
condicion necesaria para alcanzar una solucién 6ptima a la norma ||H(Q)||eo. La ecuacién
resultante se obtiene al utilizar la matriz jacobiana de la variacién infinitesimal de la

variable r con respecto a los pardmetros de disefio del absorbedor. Esta matriz jacobiana se
expresa como sigue:

i 0fi Of
dq dn 943 A, B, C
N = % % % = AZ BZ CZ (536)
dq 0n 94,
o of op| s B3 G
dq 0n 94,
i 0fi 9A
op  0q 94, D, A, (
M := aﬁ aﬁ aﬁ = DZ AZ CZ
op  9q 04
o, on an| s A3 G
op  9q 04
Por lo tanto, la ecuacion de restriccion se define por:
Determinante (N) =0
AB,C; — AB;C, — A,B,C3 + A,B;C, + A3B,C, — A3B,C; =0 (5.37)
Determinante (M) = 0
A1C2D3 - A1C3D2 - A261D3 + A2C3D1 + A3€1D2 - A3C2D1 = 0 (5.38)

Asi mismo, se puede observar que el proceso de optimizacion mediante el célculo
de la norma ||H(Q)||e utilizando el método de Nishihara se reduce a la solucion del
sistema de ecuaciones no lineales conformado por las ecuaciones (5.35), (5.36) y (5.37).

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los pardmetros 6ptimos.
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En la Figura 5.8 se muestra la comparacion de los resultados de la FRF de la
estructura principal, generadas a partir de la técnica de los puntos fijos y la norma

|1H (2)|lo0, considerando los parametros 0ptimos qepe, {oper Hopt-

oy - =0
. p 4 : \ — Criterio [[H(Q)Il
I

\ (=0

[H(7,14,9,¢, )

Figura 5.8. Comparacion de las curvas FRF optimas del IDVA-C3, norma ||H(2)|l, VS
puntos fijos (EFPT), considerando la condicion inicial g = 0.1, los parametros optimos
para la técnica de puntos fijos son psye = 0.2, qspe = 1,Mepe = 1.054092553, {4 =
0179954774‘7 y pal’a ”H(Q)”oo son népt,IDVA—C3 = 105084‘7, ‘u(’)pt‘]DVA_C:; =
024‘0460, qépt,IDVA—C3 = 0980756, Tépt,IDVA—C3 = 0956980, {épt,IDVA—C?) = 0.172338.

De acuerdo a los resultados obtenidos en la Figura 5.8, la curva de amplitud optima
de vibracion (Técnica de los puntos fijos) no es semejante a la curva generada por la norma
|1H(2)|lw, por lo que el indice de rendimiento H, proporciona una alta precision en el

calculo de los parametros 6ptimos.

En la Tabla 1 se puede observar que ||H ()|l del IDVA-C3 es menor que la del
IDVA-C4 e IDVA-C6, lo que significa el que IDVA-C3 produce un mejor rendimiento
dindmico que los otros IDVA’s. Se considera una relacion de masas dentro del rango de

1% < B < 10% para aplicaciones préacticas del IDVA.

Ahora bien, en la Figura 5.9 es evidente que el rendimiento ||[H(2)||., de los
dispositivos IDVA’s son mas pequefios que el de DVA clasico, pero en particular el del
IDVA-C3. Cuando se compara el rendimiento del IDVA-C3 con el IDVA-C4, con respecto
al IDVA-C6 se obtiene una mejora del 1 al 2 %. Ademas, al comparar el rendimiento
dindmico del dispositivo propuesto con respecto al DVA clasico, el IDVA-C3 proporciona
una mejora del 27.35%. Ademas, el IDVA-C4 ofrece un rendimiento del 24.78% en

comparacion del DVA clasico. De igual manera el IDVA-C6 proporciona una mejora del
26.49%.
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Tabla 1. Parametros 6ptimos para IDVA"s obtenidos usando el criterio H,, y considerando

la excitacién de la fuerza arménica.

(a) Parael IDVA-C3

B Hopt Qopt Neépt Copt Topt |H ()]
0.01 0.024131 0.998023 1.004813 0.054887 0.995842 10.938457
0.02 0.017351 0.950596 1.075866 0.072950 0.997248 13.465054
0.03 0.072335 0.994106 1.014610 0.094910 0.987432 6.314432
0.04 0.120461 0.990234 1.024643 0.122331 0.978894 9.620542
0.05 0.120461 0.990234 1.024643 0.122331 0.978894 4.886453
0.10 0.240460 0.980756 1.050847 0.172338 0.956980 3.435350

(b) Para el IDVA-C4
0.01 0.023659 1.003814 0.986097 0.002512 0.995873 10.996201
0.02 0.022074 1.041611 0.933264 0.001370 0.996996 12.884287
0.03 0.033346 1.049171 0.918349 0.002503 0.995449 10.476917
0.04 0.089876 1.012914 0.950074 0.017487 0.983623 5.540807
0.05 0.110668 1.015324 0.939518 0.023468 0.979560 4.961208
0.10 0.207473 1.023985 0.894158 0.055797 0.959186 3.527647
(c) Parael IDVA-C6
0.01 0.023188 0.992084 1.024252 0.002587 0.995850 10.950268
0.02 0.044564 0.984366 1.048872 0.007140 0.991686 7.756196
0.03 0.064266 0.976838 1.073871 0.012804 0.987507 6.334307
0.04 0.082417 0.969494 1.099256 0.019250 0.983312 5.484008
0.05 0.078867 1.051304 0.970412 0.008783 0.990513 7.265913
0.10 0.164520 0.928894 1.260246 0.066468 0.957816 3.471051
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Figura 5.9. Comparacion de curvas FRF Optimas e indice de banda de supresion de
vibraciones de IDVA-C3, IDVA-C4, IDVA-C6 y el DVA clésico con respecto a una
estructura sin control.

5.3 Resultados

En este trabajo se propone un novedoso absorbedor de vibraciones dinamicas
basado en un inersor (IDVA), que se obtiene analizando adecuadamente las propiedades
dindmicas de los DVA’s. Para estudiar su comportamiento dinamico se han derivado
modelos matematicos adimensionales. Posterior a esto, las funciones de respuesta en
frecuencia adimensional se calculan considerando una fuerza de tipo armonica.
Considerando este caso se aplica la técnica de puntos fijos extendida (EFPT) a las
funciones FRF adimensionales para ajustar de manera éptima las magnitudes de los puntos
invariantes. Asimismo, se calcularon soluciones de forma cerrada las cuales producen
magnitudes de sintonizacion Optimas iguales en las frecuencias invariantes del IDVA. Para
apreciar la reduccion de vibracion tanto para el IDVA-C3 como para el IDVA-C4 e IDVA-
C6, se trazaron las curvas de respuesta en frecuencia Optimas considerando la relacion de
masas 8 = 0.1. Se demostr6 que el IDVA-C3 supera tanto al IDVA-C4 como al IDVA-C6
y en consecuencia al DVA clasico.

A pesar de la implementacion de la técnica de puntos fijos extendida (EFPT), esta
solo produce soluciones analiticas suboptimas y con el fin de evaluar a fondo el
rendimiento dinamico de los IDVA’s bajo el efecto de la excitacion de las fuerzas
armonicas, se utilizé el rendimiento ||[H(2)]|.,. Par aplicaciones practicas, en el rango de

relacion de masas 1% < B < 10%, se revel6 que se obtienen mejoras del 1 al 2%, cuando
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se compara el IDVA-C3 con el IDVA-C6. También, al comparar el rendimiento dindmico
del dispositivo propuesto con respecto al DVA clésico, el IDVA-C3 proporciona una
mejora del 27.35%. Asimismo, el IDVA-C4 ofrece un rendimiento del 24.78% en
comparacion del DVA cléasico. Por lo tanto, el IDVA-C6 proporciona una mejora del
26.49%. Por ende, el IDVA-C3 supera al IDVA-C4 e IDVA-C6 y, en consecuencia, el
DVA clésico.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

El objetivo principal de esta investigacion de tesis fue mostrar un disefio 6ptimo de
un absorbedor dindmico de vibracion basado en inersor. A partir de un andlisis matematico
se propone un modelo que rige el comportamiento de la estructura o disefio, empleando el
uso del inersor como dispositivo principal. El analisis se efectta sobre un sistema de rotor-

cojinete tipo Jeffcott cuando se ejerce una fuerza de excitacion armonica inercial.

Fue necesario obtener las ecuaciones de movimiento a partir de la teoria de Euler-
Lagrange considerando fuerzas no conservativas. Seguido de la obtencion de los
parametros adimensionales, a partir del teorema de I1 Buckingham, lo que conduce a la
respuesta en frecuencia adimensional del sistema. Se aplico la técnica de puntos fijos
extendida (EFPT) a las funciones FRF adimensionales de los IDVA’s para ajustar de forma
Optima las magnitudes de los puntos invariantes. Con el fin de evaluar a fondo el
rendimiento dinamico de los IDVA’s bajo el efecto de la excitacion armonica inercial se
implementé el indice de rendimiento [|H(2)|[». El cual se llevdo a cabo mediante la

resolucion de un problema de optimizacion no lineal multivariable restringido.

Aplicando el EFPT a los IDVA's y en seguida el rendimiento ||[H(2)|l., se
observd una mejor respuesta por parte del IDVA-C3 en comparacion con los otros arreglos

de redes mecanicas y en consecuencia con el DVA Cléasico. También, se logr6 desarrollar
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ecuaciones de disefio simplificadas para los IDVAs mediante la aplicacion de la técnica de

los puntos fijos extendida.

6.1

Trabajos futuros

Para complementar este trabajo de tesis, se proponen los siguientes estudios futuros

para mejorar u obtener resultados méas amplios.

Obtener el modelo matematico del IDVA en el rotor tipo Jeffcott considerando otro
tipo de fuerzas de excitacion, como fuerzas variables.

Obtener el modelo y desarrollo matematico del IDVA en el rotor tipo Jeffcott
considerando otro tipo de redes mecanicas basadas en inersores o0 en otros
dispositivos.

Corroborar los resultados obtenidos de forma tedrica vs los resultados
experimentales, para demostrar la efectividad de los resultados obtenidos en este
trabajo de tesis y dar validez a los resultados finales.

Implementar este sistema en el campo automotriz, sustituyendo retenes, el motor u
amortiguadores para comparar la eficiencia en cuanto la absorcion de vibraciones.
Ya que la vibracion en el motor es la principal causa de desgaste en piezas internas

reduciendo la vida Util de cada pieza mecanica.
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APENDICE A

MODELO MATEMATICO

A partir del método de Nishihara y al combinar la FRF de la estructura primaria, se
obtienen las siguientes expresiones que garantizan que las amplitudes de vibracion en las

frecuencias resonantes sean iguales.

Para el IDVA-CS3;:
Q% +0'°C; +Q%C, + Q°C; + Q*C, + Q*Cs + QCs = 0
Con:

1
‘= (4622 —433(
— 867 — q2((=8 + (=81 — 8)n*)¢F + p2n*) (—12 + 1))

—r2 4+ 1)> (((—8 + (-8B — 8)u)n?> — 85 —8){% + H2774)612

1
o~ (sr—szrrn) (a6 + o
+8(2+ (B + D) (B + Dn* +4(B + )33 — 2*n* (B + 1) q*
+(((16+ (88 + 16} + 8F + 16)3Z — 2u%11*) q% + 43

1
—4((1+ (u+ 1n* 4+ Qu+Hn*E5 - Euzn‘*)q‘*(—rz + 1)))
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Cs = ! 2
T (4522 — a3 (—r7 + 1)) <(" @

+ D (((=8+ (=88 = ®)wm? — 88 — 8)¢% + 122 (B + 1)) ¢
+ (8 + 1+ B+ Dwn*
+ ((~168 — 16)u — 168 — 32)n% — 84 — 8) 2

+2u1Pn* (B + 2)) q*+ (—8+ (—=8u—8)n?){Z + uzn“) q°

— (=84 (=8u—8H)Z + 12n*)n*q°(—r? + 1)))

1 472 2.4
C4- = <4€22 _4(22(_7,2 + 1)> ((4(77 (2(,8+ 1) q

—1/2((((-88 — 8)u — 45 — 8)n* — 85 — 8) (3
+ 1202 (B + DIn?q* + (L+ (u+ DPn* + Qu+ D)3
— 1/21%1%)q* — 4q°* 33 (% + 1))

82 (PGB + DG+ A+ et DG — 5un7) ¢
o G A+ D)

- q°n*
0=
Para el IDVA-C4:
Q% +0'°C; +Q%C, + Q°C; + Q*C, + Q*Cs + QCs = 0

Con:

1
€, = (,le — ,le (_rz + 1)) <<_2772(,8 + 1)H3
1
+ (—an +4(cp+3-3) 6+ 1)) W2 + 8338 + D

+ 4(%) q® = 2p* +2q*(U3n® + (0 — 285 + Dy — 4udy

— 20 (- + 1))
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2= (uz —u2(-r2 + 1)> ("B + D)2 + 2n%(B + D2 + B + D

+(* + (4 +Hn* + (B + DHp? -8 (B + 1)

- 802(p+1))q*

+ 2n*(B + 2)p® + (—=8BL5 + 4n* — 805 + 2B + ) u?
-8 (B +2)u—833)q* + u?

— q*(u*n* + 2n* + 202 + (n* + 4n* + Dp? — 8uds
—8{3)(-r? +1)))

Gy = (u2 — (1_T2 m 1)) ((—202 ((1*B + DI + > + B + Dpr?

—232(B+1)(B + Dq*

+ ("B + Dt + 2P (B +2) + 28 + 2

+(*+ QB+ Dn*+ B+ Dp? -8B + D — 432(B + 2))q?
+180* + (* — 285 + Dp? — 4uds — 2(22)

+2q°Gln* + Ot + 02 — 263) (—r2 + 1))

C, = (u2 — (1_T2 = 1)> ((q*(pPn* (B + 12q*
+ (448 + D + 202 (1P (B + 2) + 26 + 2)u* =83 (B + 1)q”
+utnt + @t + 20Md + (n* + 4n* + Du? — 8udF — 843)
—¢*n* P (-r* + 1)

_ ~2q°@nt (B + Da* + i + (" +n*)u® — 287)

pr—pr(-r2+1)

==
Para el IDVA-C6:

Q2 +010C, + Q8C, + Q°C; + Q*C, + Q2Cs + QC, =0

Con:

1 2 3 2 _ _ 2 2\ o2
6= () (2026 + i+ (<20 = 28 = it + 46)q

— 20 427 + (n? + Dp? — 20 (—r? + 1))
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2= (uz —p2 (-2 + 1)> ((*B + D2t +2n?(B + D(@* + B + Dy®

+*+ @B+ Hn* + (B + D) — 8125 (B + Du

—802(B + 1))q* + (2n2(B + 2)p® + (412 + 2B + H)p? — 8(2)q?
+ u?

—q*(win* + 2n* + 2n2)ud + (n* + 4n? + 1)p? — 8un?(2

— 8¢3)(-r2 + 1))

1 i 4
e (#2 — (- 4+ 1)) <((_2q <(ﬁ +1) (n B+ Dp?

1
— 2n? (((zzﬁ +45 - 5) pr—4an* (B + Du— 20 + 1)) q*

+ (" (B + Dt + (B +2) + 28 + 22’
+ M+ QB+ Dn* + B+ Du* —4n*GG (B + 2)u
— 4038 +2))q% + 1®n* + ((=233 + Dn* + n?)pu? — 4?33

- 2(%) (-r? + 1))))

1
Cy = (HZ — 2 (—r? + 1)> <((q4 <u2n4(ﬁ + 1)2q*

+ (4774([? + D

1 1
- 8’ ((522/3 0= gm0t 16 G + D

—- 87 (B + 1)) q? + pwin* + 2n* + 202K + (* + 4% + Dy

— 8un*¢; — 8(%) — ¢®ntpt(—r? + 1))))

_ =2q°(Pn* (B + Da? + Bt + ((—283 + Dn* + n?)u? — 4un?32 — 203)
pr—pr(-r2+1)
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