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Introducciéon

La teoria de Sturm-Liouville inicia con una serie de articulos publicados por Sturm
y Liouville durante la década de 1830, la cual se centra en el estudio de una ecuaciéon
diferencial lineal general de segundo orden, bajo condiciones de contorno, conocida como
ecuacion de Sturm-Liouville. Esta teoria fue el primer analisis cualitativo realizado para

las ecuaciones diferenciales ([11]).

La teoria de Sturm-Liouville ha sido generalizada y expandida en un gran ntimero de
direcciones, con aplicaciones en fisica, ingenieria, entre otras ramas de la ciencia moderna.
Por ello, es parte integrante de la preparacion profesional de matematicos, fisicos e inge-
nieros. La mayoria de libros de texto estandar sobre ecuaciones diferenciales y métodos de
fisica matematica tratan las propiedades basicas de los valores y vectores propios de un
problema regular de Sturm-Liouville. Estas se formulan y demuestran para una ecuacion
en general con coeficientes variables, sin embargo, las soluciones précticas de estos pro-
blemas sélo se estudian en ecuaciones con coeficientes constantes o casos particulares de
coeficientes variables. De modo que no se ensena algiin método razonablemente practico

para resolver la ecuacién cuando se tienen coeficientes variables.

Un método reciente para abordar los problemas antes mencionados se denomina el
método de serie de potencias de parametros espectrales o SPPS por sus siglas en inglés.
Este método fue presentado por Kravchenko y Porter en [9]. El método consiste en expre-

sar la soluciéon de una ecuaciéon de Sturm-Liouville como una serie de potencias respecto
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a un parametro espectral, donde los coeficientes estan dados en términos de una solu-
cion particular de la ecuacién homogénea asociada. En [10], el método se empled para
resolver problemas espectrales para ecuaciones de Sturm-Liouville. Este método es una
herramienta importante y eficiente para resolver una variedad de problemas que invo-
lucren ecuaciones diferenciales ordinarias. En la mayoria de las publicaciones dedicadas
al método SPPS se supone que los coeficientes de las ecuaciones diferenciales son conti-
nuos. En [2], Blancarte et al. muestran la validez del método SPPS para ecuaciones de

Sturm-Liouville con coeficientes Lebesgue integrables.

Existen funciones, en particular las que oscilan altamente y cambian de signo cons-
tantemente, que no son Lebesgue integrables, vea por ejemplo [3]. Cuando este tipo de
funciones se encuentran como coeficientes de una ecuaciéon de Sturm-Liouville, surge la
pregunta si el método SPPS se sigue cumpliendo para este tipo de funciones. Una forma
de abordar esta cuestion es mediante la integral de Kurzweil-Henstock, desarrollada en
los anos sesenta por J. Kurzweil y R. Henstock, esta es mas general que la integral de
Lebesgue y se ha observado que es adecuada para integrar funciones altamente oscilan-
tes. El estudio de las ecuaciones diferenciales empleando esta integral se ha desarrollado

ampliamente, vea [3| [4] [7, 12 15, 21].

En este trabajo se estudia el método SPPS para ecuaciones de Sturm-Liouville con
coeficientes Kurzweil-Henstock integrables. Primeramente se contruye un espacio solucion
adecuado A para la ecuacion de Sturm-Liouville (py) 4+ Qy = f, considerando aqui la
derivada débil, y se garantiza la existencia y unicidad de la soluciéon de problemas de
valores iniciales para esta ecuacion, con el supuesto de que % sea Lebesgue integrable
v @, f sean Kurzweil-Henstock integrables. Se muestra también que la dimension del
espacio solucion A, de la ecuacién homogénea asociada es igual a dos. Los hallazgos de
esta investigacion se encuentran en [16]. Posteriormente se usan estos resultados para

1

mostrar que si ¢,r son Kurzweil-Henstock integrables, ;s Lebesgue integrable y 1o es

una soluciéon de la ecuacién homogénea (py) + qy = 0 a.e. on [a,b], tal que no se anula
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sobre todo el intervalo [a, b], entonces

Yo Z X(Qk))\k v Y Z X(2k+1))\k
k=0

k=0

forman una base para el espacio soluciéon de
() + qy = Ary;
donde
X0=1 XM= [ Z0a0R 0 - Rl
o
X =P, X() = / X040~ P
o

y P, = f;’; %. Por lo tanto, toda solucién de la ecuacion de Sturm-Liouville se puede
escribir como combinacion lineal de las series de potencias de parametros espectrales ya
mencionadas. Los resultados obtenidos de esta parte se encuentran en [6]. Quedando asi
el método SPPS en un contexto mas general. El resultado principal de Blancarte et al.
en [2, Teorema 7| queda como un caso particular de los resultados presentados en este

trabajo.

La estructura de este trabajo de tesis consta de cuatro capitulos:

1. Preliminares. En este capitulo se presentan las definiciones y resultados de las fun-
ciones absolutamente continuas y absolutamente continuas generalizadas en el sen-
tido restringido asi como sus relaciones con las funciones Lebesgue integrables y
Kurzweil-Henstock integrables a través de los teoremas fundamentales del calculo,

de los espacios de Sobolev y KH-Sobolev asi como de las derivadas débiles.

2. Problemas de valores iniciales para la ecuaciéon de Sturm-Liouville. En este
capitulo se muestra la existencia y unicidad de problemas de valores iniciales para

la ecuacion de Sturm-Liouville, considerando la derivada débil.

3. Método SPPS. Este es el capitulo principal de esta tesis, en él, se describe el método
SPPS para cuando los coeficientes son Kurzweil-Henstock integrables. Se muestra

la validez del método para este tipo de funciones.




X

4. Implementaciéon Numeérica. En este capitulo se presenta la implementacion nu-
mérica del método SPPS, asi como algunos ejemplos que ilustran como se aplica el

método SPPS para resolver problemas espectrales de la ecuacion de Sturm-Liouville.




Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es proporcionar algunas definiciones y resultados conocidos
sobre funciones Lebesgue intregrables, funciones Kurzweil-Henstock integrables, funciones
absolutamente continuas y funciones absolutamente continuas generalizadas en el sentido
restringido; asi como sus relaciones a través de los teoremas fundamentales del célculo co-
rrespondientes. Asimismo, se introduce el espacio de Sobolev y el espacio de KH-Sobolev,

asi como el concepto de derivada débil.

1.1. Resultados de Analisis Matematico

Los resultados de esta seccion son usuales de un curso de analisis matematico, aunque
por lo general se enuncian sobre funciones de valores reales, la demostraciéon de su version

compleja no representa una dificultad adicional.

Definicion 1.1.1 (Continuidad uniforme). [8, Definicion 7.7] Sea {f,} una sucesion de
funciones con valores en C sobre [a, b]. Se dice que la sucesion { f,, } converge uniformemente
a una funcion f sobre [a,b], si para todo £ > 0 existe un natural N, tal que para todo

n > N. y para todo = € [a, b] se cumple que

|[fn(x) = fl2)] <e.

1



2 Resultados de Analisis Matematico

La notacion usual para indicar que una sucesion {f,} converge uniformemente a una
funcion f es f, — f. El criterio M de Weierstrass nos brinda un criterio para determinar

cuando una serie de funciones converge uniformemente.

Teorema 1.1.2 (Criterio M de Weierstrass). [8, Teorema 7.10] Sean {f,} una sucesion
de funciones con valores en C sobre [a,b] y {M,} una sucesion de nimeros no negativos

tales que para todo = € [a, b] y para cada n € N se cumple que

0 < [fa(2)] < M,.

o0 (e}

Si E M, converge entonces E fn converge uniformemente a alguna funciéon f sobre
n=1 n=1

la, b].

Se sabe muy bien que el limite uniforme de una sucesion de funciones continuas es una

funciéon continua. Esto lo establecemos a continuacion.

Teorema 1.1.3. [8, Teorema 7.12] Sean f, f,, : [a,b] — C, n € N, funciones tales que
para cada n € N, f,, es una funcién continua. Si f,, converge uniformemente a f sobre

[a, b], entonces f es continua.
El resultado siguiente nos permite determinar cuando se cumple que f/, = f’.

Teorema 1.1.4. |8, Teorema 7.17] Sea {f,} una sucesion de funciones de valores en C
definidas sobre [a, b] y derivables sobre [a, b]. Si existe z( € [a, b] tal que {f,(xo)} converge
y existe una funcion g tal que f/ < g sobre [a, b], entonces existe una funciéon f tal que

fn = f sobre [a,b] y para cada z € [a,b], f'(z) existe y f'(z) = g(z).
El siguiente resultado es una consecuencia directa de la Definicion [I.1.1]

Teorema 1.1.5. [14, Teorema 7.9| Sea {f,} una sucesion de funciones de valores en C,

definidas sobre [a, b] y suponga que

lim f,(x) = f(x), para todo x € [a,b].

n—oo

Si definimos

M, = sup |fu(z) = f()],

z€a,b]

entonces f, — [ uniformemente sobre [a, b] si y s6lo si M,, — 0 cuando n — 0.
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1.2. Algunos resultados de la integral de Lebesgue

En esta seccion se proporcionan algunos resultados en relaciéon a la integral de Le-
besgue ttiles para el desarrollo principal de este trabajo, como el concepto de funcion
absolutamente continua y su relaciéon con el teorema fundamental del célculo.

Empecemos recordando el concepto casi donde quiera (c.d.q.) sobre un conjunto £

o casi en todo punto (c.t.p.) de E.

Definicién 1.2.1. Consideremos m la medida de Lebesgue. Sean F un subconjunto Le-
besgue medible de R y P una proposiciéon abierta definida sobre E. Se dice que P se
cumple casi donde quiera (abreviamos c.d.q.) sobre E, si existe un conjunto Lebesgue

medible B C E con m(B) = 0, tal que P(z) se cumple para todo z € E'\ B.

La integral de Lebesgue se define solamente para funciones medibles, recordemos este

concepto:

Definicién 1.2.2. Sea F un subconjunto Lebesgue medible de R. Se dice que una funciéon
f + E — R es medible (o Lebesgue medible), si para cada abierto U de R, se tiene que
F7YU) es Lebesgue medible en E.

Observe que, para funciones de valores reales, f es medible si, y so6lo si, para cada
intervalo abierto (c,d), f~'((c,d)) es Lebesgue medible en E. Nuestro interés en esta tesis
es trabajar con funciones definidas sobre intervalos cerrados y con valores en C. Para
tales funciones, f : [a,b] — C, se puede formular una definicién aniloga a la presentada
en la Definicion [1.2.2] Sin embargo, también es posible caracterizar la medibilidad de una
funcién f, afirmando que f es medible si, y sélo si, la parte real y la parte imaginaria de

f son funciones de valores reales medibles.

Proposicion 1.2.3. 1) Sean f, g son funciones tales que f = g c.d.q. sobre [a, b]. Si f

es medible, entonces g es medible.

2) Si f es continua c.d.q. sobre [a,b], entonces f es medible y acotada sobre [a, b].




4 Algunos resultados de la integral de Lebesgue

Definicién 1.2.4. Una funcién ¢ : [a,b] — [0, 00) se llama simple si es medible y toma

un numero finito de valores.

Usualmente una funcién simple se expresa como

f= Z Qi XE;»
=1

donde a; # aj y E;NE; =0sii # g, [a,b] = ,QlEZ-,yEZ-;é(Z)paratodaizl,~-- .M.

A continuacion damos la definiciéon de la integral de Lebesgue de una funcion.

Definicién 1.2.5. 1) Si f =", a;xp, es una funcion simple, medible y no negativa

sobre [a, b, entonces la integral de Lebesgue de f se define como
b n
/ f= Zaim(Ei).
a i=1

2) Si f:]a,b] — [0,00) es una funciéon medible, entonces la integral de Lebesgue de f

sobre [a, b] se define como

b b
/ f:sup{/ @ : @ es simple, medibleyOﬁgpgf}. (1.2.1)

b
3) Si f:[a,b] - R es una funcién medible y / |f| < oo, entonces la integral de

Lebesgue de f se define como
b b b
[i=[r-[1
donde f*(z) = max{f(x),0} y f~(z) = max{—f(z),0}.

b
4) Si f : [a,b] — C es una funcién medible y / |f| < oo, entonces la integral de

Lebesgue de f se define como

/abf—/abRe(f)H/abIm(f)-
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Denotemos por L'([a,b]) al espacioE] de las funciones que son Lebesgue integrables

sobre [a, b], es decir,

b
LM (a,8]) = {f a,b] = C : f os medible y / f] < oo}. (1.2.2)
Se sabe muy bien que la integral de Lebesgue es absoluta, esto es:

Proposicion 1.2.6. Si f € L'([a,b]), entonces |f| € L'([a,b]) y se cumple que

bf‘s/:m.

Esta propiedad de la integral de Lebesgue es muy interesante, pues con ella obtenemos
desigualdades importantes como la desigualdad de Holder.

Sea V un espacio vectorial. Un multiplicador de una funcién f € V es una funcién g
tal que fg € V. Los multiplicadores de las funciones que son Lebesgue integrables son las

funciones medibles acotadas, como lo indica el siguiente teorema.

Proposicion 1.2.7. [8, Corolario 6.11| Si f € L'([a,b]) y g : [a,b] — C es medible y
acotada c.d.q. sobre [a, b, entonces fg € L'([a,b]).

Enunciamos a continuacion uno de los teoremas més esenciales de la teoria de Lebes-

gue, el Teorema de la convergencia dominada.

Proposicion 1.2.8 (Teorema de la convergencia dominada). [8, Teorema 3.5| Sean { f,,}
una sucesion de funciones en L'([a,b]), g € L'([a,b]) y suponga que {f,} converge pun-
tualmente a f casi donde quiera sobre [a, b]. Si | f,| < g c.d.q. sobre [a, b], para todo n € N,
entonces f € L'([a,b]) y

b
lim |fu— f]| =0.
n—oo a
Ademas,

[r= i [ 5

ITodos los espacios de funciones que se definan en esta tesis son al menos espacios vectoriales sobre el

campo C.




6 Algunos resultados de la integral de Lebesgue

A fin de establecer el teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue se

enuncia el siguiente concepto.

Definicion 1.2.9. [I Definicion 14.4] Una funcion F' : [a,b] — C es absolutamente
continua sobre [a, b], si para todo € > 0, existe § > 0 tal que para toda coleccién finita
{lax, br] }1_, de subintervalos de [a, b], que no se traslapan entre si, se cumple que
Z |bp —ax| <6, entonces Z |F(br) — Fag)| <e.
k=1
Se denota al espacio de funciones absolutamente continuas sobre el intervalo [a, b] por
AC(|a,b]). Una propiedad importante de este espacio, es su cerradura bajo la multiplica-

cion de funciones. Esto se establece en el siguiente resultado.
Proposicion 1.2.10. [I, Teorema 14.5] Si F,G € AC(]a, b]) entonces F'G € AC([a,b]).

En la siguiente proposicion se establece una condicion para que 1/F sea absolutamente
continua a partir de que F' lo es. El resultado es conocido, sin embargo, al revisar la

literatura no se encontré su demostracion, por ende hacemos la demostracion.

Proposicion 1.2.11. Si F' € AC([a,b]) y existe & > 0 tal que |F(z)| > «a, para todo
z € [a,b], entonces + € AC([a,b]).

Demostracion. Sean F € AC([a,b]) y € > 0. De la Definicion |1.2.9] se sigue que existe
d > 0 tal que para toda coleccion finita {[ax, bx]}7—; de subintervalos de [a, b], que no se

traslapan entre si, se cumple que

n

si Z |by — ax| <, entonces Z |F(by) — F(ag)| < o’e. (1.2.3)

k=1 k=1

Puesto que |F(z)| > « para toda = € [a, b], se sigue que
1

1
S NE)
|F(z)| ~ o

Sea {[a, br]}I; una coleccion finita arbitraria de subintervalos de [a, b], que no se trasla-

para toda = € [a, b]. (1.2.4)

pan entre si, tal que >, |by — ax| < ¢. Luego,

> -3 |

k=1

(bk - — ak

|F(b,) — F(ag)|
F Z |F(ay, ||F bk>|
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Debido a la ecuacion (1.2.4]), se tiene que

n

Ademas, por la ecuacion (|1.2.3)), se sigue que
n
1 1

I
f(bk)_ﬁ(ak) <¥(oz g) =e¢.

k=1

|
Los teoremas fundamentales del célculo se extienden de manera elegante y completa

en el marco de la teoria de la integral de Lebesgue. Estos teoremas establecen un puente
entre la derivacion y la integracion en el contexto de Lebesgue, revelando una conexion
significativa con las funciones absolutamente continuas. A continuacion, establecen los dos

teoremas fundamentales del célculo para la integral de Lebesgue.

Teorema 1.2.12 (Primer teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue).
[8, Teorema 4.12] Sea zg € [a,b]. Si f € L'([a,b]), entonces F : [a,b] — C, definida por
F(z) = f, satisface que F' € AC([a,b]) y F' = f c.d.q. sobre [a,b]. Més atn, si f es

zo
continua en z, entonces F'(z) = f(x).

Teorema 1.2.13 (Segundo teorema fundamental del calculo para la integral de Lebes-

gue). Sea F' : [a,b] — C una funcion. Luego, F' € AC([a,b]) si y solo si F’ esta definida
d

c.d.q. sobre [a,b], F' € L'([a,b]) y F(d) — F(c) = / F' para cualesquiera [c, d] C [a, b].

C

Definicion 1.2.14. [8 Definicién 4.1| Sea f : [a,b] — C. Se define la variacion de f

sobre [a, b] como

Viap [ = sup { Z | (i) = f(zio1)| : P = {x;}}{_, es una particién de [a, b]}
i=1
Definicion 1.2.15. Una funciéon f : [a,b] — C es de variacion acotada, si
‘/[a,b]f < 0.

Se denota al espacio de funciones de variacién acotada sobre el intervalo [a,b] por
BV ([a,b]). El siguiente resultado establece una cota para la variacion de las posibles

integrales indefinidas sobre el intervalo [p, ¢ de una funcion Lebesgue integrable.




8 Propiedades de la integral de Kurzweil-Henstock

Teorema 1.2.16. [I, Teorema 7.5] Sean f € L'([a,b]) v [p,q] C [a,b]. Si se definen las
t q

funciones F, F,, mediante Fi(t) := / fyFE(t) = / f, entonces Fy, F; € BV([p,q]) v
p t

q
V[p,q}Fig/ |f], para i€ {1,2}.
P

Una consecuencia inmediata del Teorema [1.2.16] es que toda funcién absolutamente

continua es de variaciéon acotada, como se enuncia en la siguiente proposicion.
Proposicion 1.2.17. [8, Teorema 4.3] Si F' € AC(]a, b]), entonces F' € BV ([a, b]).

Por dltimo, enunciamos uno de los teoremas méas fundamentales en la teoria de inte-

gracion, reformulado en el contexto de la teoria integral de Lebesgue.

Teorema 1.2.18 (Integracion por partes). [I, Teorema 14.16| Si f, g € AC([a,b]), enton-
ces f'g, fg' € L'([a,b]) ¥

/ f'g = F(b)g(b) — fla)gla) - / 73

1.3. Propiedades de la integral de Kurzweil-Henstock

Empecemos esta seccion introduciendo los conceptos de particion etiquetada y de

funcién medidora.

Definicion 1.3.1. Sea [a,b] un intervalo en R. Una particion de [a,b], es una colec-
cion finita P = {[z;, 2;41]}7, de subintervalos, que no se superponen, tales que [a,b] =
n

U[xi,xiﬂ]. Ademas, si a cada subintervalo de la particion P se le asigna un punto
i=1
t; € [x;,xi41], entonces llamamos a t; etiqueta de [z;, z;,1]. Mientras que al conjunto

P = {(ts, [xi,2i41]) : i =1,2,--- ,n} se le denomina particién etiquetada de [a, b].

Dentro de la teoria de Kurzweil-Henstock a las funciones no negativas definidas sobre

un intervalo [a, b] se les llaman funciones medidoras.

Definicién 1.3.2. Sean ¢ : [a,b] — (0,00) una funcion medidora y P = {(t;, [z;, Ti+1]) :

i=1,2,---,n} una particion etiquetada de [a, b]. Se dice que P es d-fina, si satisface que

[xh I”H—l] g [tz - 5(tz)7 tz + 6(tz>]7 para todo ¢ € {17 27 e 7n}'
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Definicion 1.3.3. Sea f : [a,b] — C una funcion. Se dice que f es Kurzweil-Henstock
integrable sobre [a,b], si existe L € C, tal que para cada ¢ > 0, existe una funcion

medidora § : [a,b] — (0,00) tal que si P es una particion d-fina de [a, b], entonces

Zf (L’H_l ) L <e.

Al espacio de funciones que son Kurzweil-Henstock integrables sobre [a, b] se denota
por K H([a,b]). De manera similar al caso de la integral de Lebesgue, si dos funciones
Kurzweil-Henstock son iguales casi donde quiera, entonces sus integrales coinciden, como

se detalla en el resultado siguiente.

Proposicion 1.3.4. [8, Teorema 9.10| Sea g : [a,b] — C una funcion. Si f € K H([a,b])
y g = f c.d.q. sobre [a, b], entonces g € K H([a,b]) y

/ g= / f-
La integral de Kurzweil-Henstock es mas general que la integral de Lebesgue, como lo

indica la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.5. Si f € L'([a,b]) entonces f € KH([a,b]) y la integral de Lebesgue

de f sobre [a, b] coincide con la integral de Kurzweil-Henstock de f sobre [a, b].

Los multiplicadores de las funciones que son Kurzweil-Henstock integrables son las

funciones de variaciéon acotada, como lo indica la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.6. [1, Teorema 10.12] Si f € KH([a,b]) y ¢ € BV([a,b]), entonces el
producto f - ¢ € KH([a,b])

/ o= [ ear = o) - [ Fap

donde F' es la integral indefinida de f sobre [a,b], es decir, F(x / f. Ademas, la

segunda y tercer integral son integrales de Riemann-Stieltjes.

Definicién 1.3.7. Sea ¢ : [a,b] — C. Se define la oscilacién de la funcién ¢ sobre [a, b]

CcOo1mo

w(p, [a,b]) = sup {|p(y) — (@) :a <o <y < b}
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A fin de establecer el teorema fundamental del calculo para la integral de Kurzweil-

Henstock se enuncian los siguientes conceptos.

Definiciéon 1.3.8. [8, Definiciéon 6.1 (d)] Una funcion F : [a,b] — C es absolutamente
continua en el sentido restringido sobre F C [a, b], si para cada € > 0, existe § > 0 tal
que para toda coleccion {[ay, b]}7_; de subintervalos de [a, b], que no se traslapan entre
si y cuyos extremos estdn en E| se cumple que

n

si Z b — ag| <0, entonces Zw(F, lag, bi]) < e.
k=1 k=1

Se denota al espacio de funciones absolutamente continuas en el sentido restringido

sobre E por AC,(E).

Definicion 1.3.9. [8, Definicion 6.1 ()| Una funcién F' : [a,b] — C es absolutamente
continua generalizada en el sentido restringido sobre [a, b], si F' es continua en [a, b]
y existe una coleccion numerable {E;};cny de subconjuntos en [a, b], con [a,b] = U E;,

ieN
tales que para cada i € N, F' € AC,(E;).

Se denota al espacio de funciones absolutamente continuas generalizadas en el sentido

restringido sobre [a, b] por ACG.([a,b]).

Teorema 1.3.10. (Primer teorema fundamental del célculo para la integral de Kurzweil-

Henstock) Sea xy € [a,b]. Si f € KH([a,b]), entonces F' : [a,b] — C, definida por

F<x>=/$:f,

satisface que F' € ACG,([a,b]) y F' = f c.d.q. sobre [a,b]. Més atn, si f es continua en

x, entonces F'(x) = f(x).

Teorema 1.3.11. (Segundo teorema fundamental del calculo para la integral de Kurzweil-
Henstock) Sea F' : [a,b] — C una funcion. Luego, F' € ACG,([a,b]) si y solo si F’ esta
definida c.d.q. sobre [a,b], F € KH([a,b]) y F(d) — F(c) = fcd F’ para cualesquiera
[c,d] C [a,b].
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La siguiente proposicion establece que el espacio de funciones absolutamente continuas
generalizadas en el sentido restringido es un espacio méas general que el espacio de funciones

absolutamente continuas.
Proposicion 1.3.12. Si F' € AC([a,b]), entonces F' € ACG,([a,b]).

Una propiedad importante del espacio de funciones absolutamente continuas genera-
lizadas en el sentido restringido, es su cierre bajo la multiplicaciéon de funciones, lo cual

se establece en el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.13. [I5, Proposicion 2.5] Si F,G € ACG.([a,b]), entonces FG €
ACG,([a,b]).

Una diferencia radical entre la integral de Lebesgue y la integral de Kurzweil-Henstock
es que la integral de Lebesgue es una integral absoluta, vea Proposicion [1.2.6] sin embargo,
la integral de Kurzweil-Henstock no es una integral absoluta, vea [1, Ejemplo 7.2|, por
ende, desigualdades importantes como la desigualdad de Holder no se cumplen. Esto hace
que en ocasiones el desarrollo de una investigacion empleando la integral de Kurzweil-
Henstock en lugar de la integral de Lebesgue sea distinta. El siguiente teorema establece

una desigualdad que relaciona en algtn sentido a la desigualdad de Holder.

Teorema 1.3.14. [19] Lema 24| Si f € KH([a,b]) y g € BV([a,b]), entonces fg €
KH(la,b]) y
b b
[ s <] [

[

La integral de Kurzweil-Henstock también tiene buenos teoremas de convergencia, por

it lg|+ 1l Vi

donde || f{|ja,5) = sup , le,d] € [a,b].
ejemplo el siguiente:

Teorema 1.3.15. [I8| Corolario 3.2] Sean g € K H([a, b]) y (f,,) una sucesion en BV ([a, b]).
Si existe M > 0 tal que Vi, f, < M para todo n € N y existe una funcion f tal que f,

converge puntualmente a f sobre [a, b], entonces gf € KH([a,b]) y

/abgfn%/abgf-
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El siguiente resultado establece un teorema de tipo Fubini.

Teorema 1.3.16. [5, Teorema 57| Sean f : [a,b] — C y g : [a,b] X [¢,d] — C, si
f € KH([a,b]) y existe M € L'([c,d]) tal que Vi, 49(-,y) < M(y) para casi todo y € [c, d],

/a b / " F(a)g(e, p)dyds — / ’ / " Ho)gle, y)dady,

1.4. Espacios de Sobolev y de KH-Sobolev

entonces

En esta seccion, se introduce el espacio de Sobolev y espacio de KH-Sobolev, explo-
rando su relacion con el concepto de derivada débil, asi como propiedades importantes de
dicha derivada. Algunos de los siguientes resultados de esta seccién, son conocidos, sin
embargo, al revisar la literatura inicamente se encontraron las pruebas para los espacios
HK-Sobolev (vea [13]), por ello, se consider6é adecuado incluir algunas de las demostra-
ciones para el caso del espacio de Sobolev.

Antes de introducir el espacio de Sobolev revisemos los siguientes conceptos. Para

una funcion f : [a,b] — C, el soporte de f estd dado mediante la igualdad sopf :=

{z € [a,b] : f(x) # 0}. El espacio de funciones continuamente diferenciables definidas so-

bre [a,b] con soporte en (a, b) se denota por C!(a,b).

Definicién 1.4.1. El espacio de Sobolev se define como

Wh([a, b)) = {u € L'([a,b]) : 3g € L'([a,d]) tal que

b b
/ugp’-—/ g9, ‘v’ngC’i(a,b)}. (1.4.1)

Para una funciéon u € W'!([a, b]), la funcién g en ([1.4.1)) se denomina derivada débil

de u y se denota por u. Més ain, u € L'([a,D]).

Notacion 1.4.2. En este trabajo u denota la derivada débil y «' denota la derivada

clasica.
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Una funcién absolutamente continua en un intervalo [a, b] no tiene tinicamente derivada
en el sentido usual, sino que cumple con ciertas propiedades que la hacen apta para ser
tratada dentro del espacio de Sobolev. Para establecer una conexiéon mas precisa tengamos

en cuenta el siguiente resultado.

Proposicion 1.4.3. Si u = v c.d.q. sobre [a,b] y v € AC([a, ]), entonces u € W'([a,b])

yu="1.

Demostracion. Sean w,v funciones, tales que v € AC([a,b]) y u = v c.d.q sobre [a, b]. Asi,

por el Teorema [1.2.13] v’ existe c.d.q sobre [a, b]. Luego, multiplicando esta funciéon por
o € Cl([a,b]) (¢ € AC([a,b])) e integrando por partes (Proposicion [1.2.18)) se sigue que

b b b b
/v'gpzvgp —/U(p’:—/vap’.

Ademés, dado que uy’ = vy’ c.d.q. sobre [a, b, se cumple que

b b
/ ug' :/ vy
b b
/ up' = —/ V. (1.4.2)
a a

Siendo ¢ € C}([a,b]) arbitrario, se tiene que, u € W' ([a,b]) y u = v'. [ |

Por lo tanto,

Observacion 1.4.4. Es claro que si u € AC([a,b]), entonces por la Proposicion [1.4.3]
u € Wh([a,b]) y @ = «/. Es decir, u tiene derivada débil que coincide con la derivada

clésica de w.

A diferencia del caso para la derivada clésica, con la derivada débil, no recuperamos
por medio de la integral la funcién original sino una funcién denominada representante

continuo, como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.5 (Teorema Fundamental del Calculo). Si u € W([a,b]), entonces existe

una funcion @ € C([a, b)) tal que

u=1u c.d.qsobre [a, ],
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y se cumple que

para todo ¢,d € [a, b].

Observacion 1.4.6. Toda funcion u € Wh!([a, b]) admite una (y s6lo una) representacion
continua @ sobre [a,b]. Ademas, puesto que € L', se tiene que @ € AC([a, b]). Mas atn,

dado que u = @ c.d.q. sobre [a, b], de la proposicion [1.4.3] u = @'

El siguiente teorema establece como derivar el producto de dos funciones utilizando la

derivada débil. Veamos que, de hecho, es anédlogo al de la derivada clasica.

Teorema 1.4.7 (Regla del producto para la derivada débil.). Si u,v € Wh([a,b]), en-
tonces uv € Wh([a,b]) y

(uv) = ud + uv.

Demostracion. Sean u,v € Whl([a,d]), de modo que por la Observacion [1.4.6] existen

u,v € AC([a,b]) tales que u = 4, v = 0 c.d.q. sobre [a,b] y u = @, © = ¢'. Luego, por la

v
Proposicion [1.2.10, a0 € AC([a,b]). De modo que por la Observacion [1.4.4] se tiene que

(uv) = (uv)’, es decir,

para todo ¢ € C!(a,b). Luego,

b b b
/uvgp':/ ﬁf}gp':—/ (av)

para toda ¢ € Cl(a,b). Por lo tanto (uv) = uv + u. [ |

En el caso de la regla del cociente para la derivada débil, se requiere una condicion

extra comparada con su analogo clasico, como se detalla a continuacion.
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Teorema 1.4.8 (Regla del cociente para la derivada débil). Siu,v € Wh([a,b]), y existe

o > 0 tal que a < |v(z)| para toda x € [a, b], entonces € Wh([a,b]) y

<u> UV — UV
v vz

Demostracion. Sean u,v € W' ([a,b]) y supongamos que existe « > 0 tal que

a < |v(x)|, paratoda x € [a,b)]. (1.4.3)

Por la observacion [1.4.6] existen @, € AC([a,b]) tales que u = @, v = ¥ c.d.q. sobre [a, b]
y =1, v = v'. Para realizar la demostracién consideremos la siguiente afirmacion.
Afirmacion 1. a < |0(x)| para toda = € [a, b]. Por contradiccion. Supongamos que existe

xo € [a,b] tal que |0(xg)| < . Por la continuidad de v, existe § > 0 tal que
Ve (xg—0,20+9)N]a,b], [0(z) < a. (1.4.4)

Por otro lado, v = ¥ c.d.q. sobre [a,b], es decir, existe E C [a,b] con m(E) = 0 tal
que para toda z € [a,b] \ E se cumple la igualdad v(z) = o(x). Ahora, si definimos
E' = (z¢g — d,20 + ) N E, se tiene que £’ C E y puesto que m es completa, se tiene que
m(E") = 0. Asi, para cada z € (zg — J,z0 4+ 0) N [a,b] \ £ se cumple que |v(x)| = |0(x)].
Luego, debido a la desigualdad (1.4.3), para cada = € (zg— 8,29+ 0)N[a,b]\ E’ se cumple
a < |v(z)| = |0(z)], lo cual contradice (L.4.4)).

Ahora, debido a que © € AC([a,b]), por la Afirmacion 1 y la Proposicion [1.2.11] se
tiene que % € AC(a,b]). Luego, por la Proposicion [1.2.10} % € AC(]a,bl). Por otro lado,

es claro que 2 = — c.d.q. sobre [a, b], de modo que por la Proposicion |1.4.3| se tiene que

[

—EW“ab y%) () Asi,
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b — ud
= - . 'U2 @,

para toda ¢ € Cl(a,b). Por lo tanto, <E) = —2uv. o
v v

El siguiente resultado nos permite determinar cuando una sucesiéon de funciones ab-

solutamente continuas converge uniformemente a una funcién absolutamente continua.

Proposicion 1.4.9. |2, Proposicion 3| Sea {V},} una sucesion de funciones absolutamente

continuas sobre [a,b]. Si la serie ZVn(:po) converge en algin punto zo € [a,b] y la

n=0
oo

serie Z(Vn)' converge en norma L'([a,b]) a una funcién v € L'([a, b]), entonces Z Vn
n=0 n=0
converge uniformemente a V' € AC([a,b]) y V = v c.d.q sobre |a, b].

Demostracion. Sea

V(z) = /xv(t)dt + a,

zo

para todo = € [a, b], donde o = lim Z Va(zo) € C. Debido al Teorema|1.2.13] se concluye

s—00
n=0

que V € AC(]a, b)), més ain, por la Observacion V = v c.d.q. sobre [a, b]. También,

puesto que V,, € ACa,b] y la misma Observacion [1.4.4] se tiene que para cada n € N,
V, e WHL V, = V! y V,, € L'([a,b]), de manera que

Valz) = /x Vo, (t)dt + V,,(w0),

o0

para todo x € [a, b]. Ahora mostremos que Z V,, converge uniformemente a V. En efecto,
n=0

=[5 Vit + Vi) ) |

zo n=0

o — ; V(o) | + /m:v(t)dt — ; (/x: Vn(t)dt)

o= Vilw)| + / <v(t) - Vn@)) dt
a—ZVn(:co) +/x

Vi)~ 3 Vi)

IA

IN

IA
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s b s
< o= Yo Vatan)|+ [ [t - D Vato) e
n=0 a n=0
S S
= a—ZVn(:cg) + U—ZVn
n=0 n=0 L ([a,b])
Dada la forma de « y la hipotesis de que la serie Z V;, converge a la funcion v en norma,
n=0
se tiene que si s tiende a infinito, entonces
V(z) =Y Vi(z)| =0,
n=0
para todo x € [a,b]. Notemos que la convergencia es uniforme. |

Los espacios de Sobolev se definen empleando la integral de Lebesgue. Sin embargo,
es posible realizar una generalizaciéon utilizando la integral de Henstock-Kurzweil. Para

ello, revisemos primero las siguientes definiciones.

Definicién 1.4.10. Sea C'%([a,b]) el espacio de funciones ¢ € C([a, b]) para la cual existe
una particion {[t;_1,t;]}", de [a,b] tal que p € C*((t;_1,t;)) para todoi = 1,--- ,n;y
e® (to+), e® (t1=), e (t1+), -+, @B (tyo1—), @F) (ta_1+), p¥(t,—) existen para todo
k=1,2.

Definicién 1.4.11. Se define el espacio de funciones prueba como

V ={p € Ci(la,b]) : p(a) = ¢(b) = O}.

Definicion 1.4.12. El espacio KH-Sobolev, Wiy, se define por

Win :{u € KH([a,b]) : 3g € KH([a,b]), /ab up' = —/abgw, Vo € V}. (1.4.5)

Para u € Wiy definimos la derivada débil de u, denotada por i, como @ = g, donde
g es la funcion dada en la Definicion La derivada débil es tnica c.d.q. sobre [a, b].
Los siguientes resultados presentan las versiones andlogas del espacio KH-Sobolev en
comparacion con el espacio de Sobolev, asi como su relacién con las funciones absolu-
tamente continuas generalizadas en el sentido restringido. Las demostraciones se omiten

(vea [13]).
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Proposicion 1.4.13. 13| Proposicion 3.5] Si u = v c.d.q. sobre [a,b] y v € ACG,([a, b)),

entonces u € Wrp(la, b)) y u ="

Observacion 1.4.14. Si u € ACG.([a,b]), entonces u € Wyg([a,b]) y u tiene derivada

débil que coincide con la derivada clésica.

Teorema 1.4.15 (Teorema Fundamental del Célculo). [I3], Teorema 3.6] Siu € Wk g([a,b]),

entonces existe una funcion @ € C([a, b]) tal que
u = U c.d.q sobre [a, b]
y se cumple que ;
u(c) —u(c) = / ,
para todo ¢, d € [a, b].

Observacion 1.4.16. Toda funcion v € Wgpg([a,b]) admite una (y sélo una) repre-

sentacion continua @ sobre [a,b]. Ademéas, puesto que @ € KH([a,b]), se tiene que

u € ACG,([a,b]). Mas atn, dado que u = @ c.d.q. sobre [a, b], de la Proposicion [1.4.13]

=1

Teorema 1.4.17 (Regla del producto para la derivada débil). [13, Corolario 3.7 Si u,v €
Wk r([a,b]), entonces uv € Wi ([a,b]) y

(uwv) = ud + uv.




Capitulo 2

Problemas de valores iniciales para la ecuacién de

Sturm-Liouville

En este capitulo se muestra la existencia y unicidad de la soluciéon de problemas de
valores iniciales para la ecuacion de Sturm-Liouville (py)+Qy = f, cuando los coeficientes
@, f son Kurzweil-Henstock integrables y % es Lebesgue integrable. Los resultados dados
por S. Sanchez-Perales en [I7] quedan como un caso particular de los presentados en este

capitulo.

2.1. Caracterizacién a un sistema de ecuaciones inte-

grales

Empecemos definiendo un espacio adecuado para la soluciéon de la ecuacion de Sturm-

Liouville.

Definicion 2.1.1. Una funcion f : [a,b] — C es localmente continua en x € [a,b], si

existe 6, > 0 tal que f es continua sobre (z — 0,z + J,) N [a, b].

Definicion 2.1.2. Una funcién f : [a,b] — C es localmente de clase C' en = € [a, ], si

existe 9, > 0 tal que f es continuamente diferenciable sobre (x — 0.,z + d,) N [a, b].

19
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Definicion 2.1.3. Dos funciones f, ¢ : [a,b] — C son localmente iguales en x € [a, b], si

existe 0, > 0 tal que f(t) = g(t) para todo t € (x — 0,z + J,) N [a, b].

Dada una funciéon p, denotamos por E,, al conjunto de puntos x € [a,b] tales que % es
localmente continua en x, y por C;, al espacio de funciones que son localmente de clase
C' en todo punto de E,. La funcién p puede tener ceros, de manera que 1/p puede tener

un comportamiento asintotico y puede haber puntos donde esté indefinida.

Definicion 2.1.4. Se define el siguiente espacio

A= {y € AC([a,b])NC, = py =g c.d.q. sobre [a, D]

para alguna g € ACG,([a, b])} (2.1.1)
Observacion 2.1.5. Sea y € A. Luego:

(a) y existe c.d.q. sobre [a,b], en especial en todo punto de E,. Ademas, y = y'. Esto
debido a que y € AC([a,b]) N C} y a la Observacion |1.4.4;

(b) (py) = ¢'. Esto debido a que existe g € ACG.([a,b]) tal que py = g c.d.q. sobre [a, D]

y a la Proposicion [1.4.13] Ademas, por el Teorema y la Proposicion [1.3.4] se
tiene que (py) € KH([a,b]).

Lema 2.1.6. Sea o, € C. Si f,Q € KH([a,b]), % € L'([a,b]) y xo € E,, entonces los

siguientes problemas son equivalentes:

1) Existe solucién tnica y € A para el problema de valores iniciales

(py) + Qy = f c.d.q. sobre [a, b]; (212)

y(xo) = a,  y(x0) = B.

2) Existeny € AC([a,b]) y z € L([a, b]) tales que satisfacen el siguiente sistema integral

¢)
y:/ z2+« (2.1.3)
zo




Problemas de valores iniciales para la ecuaciéon de Sturm-Liouville 21

sobre [a, b], y
)
pz=— /xo [Qy — f]+ Bp(xo) (2.1.4)
c.d.q. sobre [a,b] y localmente en todo punto de E,. Estas funciones son tnicas en
el siguiente sentido. Si (7, %) € AC([a,b]) x L'(]a,b]) es otra solucién del sistema
integral (2.1.3)-(2.1.4)), entonces y(z) = §(z) para todo = € [a,b], z(z) = Z(x) para
todox € £,y z = Z c.d.q. sobre [a, b].

Demostracion. Sea y € A una solucion del problema (2.1.2), entonces y € AC([a,b]).
Mas atn, debido al Teorema y' existe c.d.q. sobre [a,b], en el sentido clasico,
y' € L(la,b]) y
y(x) :/ v+ y(xo), (2.1.5)
o
para todo z € [a,b]. Ademés, por la Observacion 2.1.5] § = y/. De manera que si tomamos

z =y, entonces z € L([a, b]) y puesto que y(zo) = « se sigue que

y(x):/z:z—i-&.

De modo que la igualdad (2.1.3]) se satisface. Por otro lado, puesto que y € A, se tiene de
la Observacion [2.1.5] (b) que existe alguna g € ACG,([a,b]) que cumple g’ = (py), pero

(py) = —(Qy — f) c.d.q. sobre [a,b]. Asi, por el Teorema |l1.3.11] para cada x € [a, b,

ow) =gl = [ o == [1Qu—11 (2.16)

T
o o

Sumado a esto, si 2* € F,, entonces fl) es localmente continua en z*. Ademés, dado que

Yy € C’;, se sigue que y es de clase C* en z*, de manera que existe d,- > 0 tal que ¥ y %

son continuas en (x* — §, 2% + 0.+ ) N [a, b]. Asi, la igualdad py = g se transforma en
p(z)y(z) = g(x), paratodo z € (z* — v, 2" + 0,+) N [a, b].
Sustituyendo g(x) en la ecuacion (2.1.6)), se tiene que para cada z* € E,,

p(r)z(z) = — /x[Qy — f]+ g(xp), para todo & € (2™ — §pr, 2™ + 04+ ) N [a,b].  (2.1.7)

zo
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Dado que xg € E, y 2(x0) = y(zo) = B, si tomamos = = x, se sigue de la ecuacion (2.1.7)
que
p(x0) 8 = g(o). (2.1.8)
Sustituyendo g(z¢) de la ecuacion (2.1.8]) en la igualdad , y dado que x* es un punto
arbitrario de F,, entonces se cumple
)

p=— [0y 11+ ta) (219)
localmente en todo punto de £,. Ademaés, por la ecuacion , es claro que la ecuacion
se cumple c.d.q. sobre [a, b].

Por el contrario, sea (y,z) € AC([a,b]) x L*([a,b]) una solucién del sistema (2.1.3)-
(2.1.4). Debido a la ecuacion y al Teorema|1.2.12) y = z c.d.q. sobre [a, b]. Por lo
tanto, de la ecuacion se sigue que

)
Py = —/ [Qy — f1+ Bp(xo) c.d.q. sobre [a, b]. (2.1.10)

o

Por otra parte, dado que y € AC([a,b]) € BV ([a,b]) y Q € KH([a,b]), por el Teorema
[1.3.6) Qy € KH([a,b]). Ademas, f € KH([a,b]) y KH([a,b]) es un espacio vectorial. De

modo que, (Qy — f) € KH([a,b]). Asi, por el Teorema (1.3.10}

)
—/ (Qy — f1+ Bp(xo) € ACG.([a,b]). (2.1.11)

o

Por tanto, de la ecuacion (2.1.10)) y la Proposicion (1.4.13]

) ’
(pi) = [/ Qv - f]] .
En adicién, por el Teorema [1.3.10]
) ’
— [/ Qy — f]] = —Qy + f c.d.q. sobre [a,b].

Por lo tanto, (py)+ Qy = f c.d.q. sobre [a, b]. Ademés, de la ecuacion (2.1.3)) es claro que
y(z9) = a. Por otro lado, si z € E, entonces la igualdad (2.1.4) se cumple localmente en

xy % es localmente continua en x. De modo que, p es localmente continua en x y dado
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que el lado derecho de la ecuacion es, de hecho, una funcién continua. Luego, z es
localmente continua en z, lo que implica debido a (2.1.3)) que y es localmente de clase C*
en x y ¢y = z localmente en x. Dada la arbitrariedad de € E,, obtenemos que y € C ;.

Debido a lo anterior, localmente en zy € E,, se tiene que ¥’ =y = z. Asi, de la ecuacion

se tiene que
o1 )
v=7 —/xo [Qy — f1+ Bp(zo) | ,

se cumple localmente en xy. Luego, y(x¢) = S. Finalmente, de las ecuaciones (2.1.10) y

RI111),y € A

La unicidad, por su parte, es discutida en el Teorema [2.2.1] que se presenta a conti-

nuacion. |

2.2. Problemas de valores iniciales

Teorema 2.2.1. Sea o, 5 € C. Si f,Q € KH([a,b]), % € L'([a,b]) vy xo € E,, entonces

existe solucion tnica y € A del problema de valores iniciales

(py) + Qy = f c.d.q sobre [a, b];

y(xo) = o, g(wo) = B

Demostracion. Mostraremos que existe solucion tnica al sistema integral (2.1.3)-(2.1.4)).
Dado que l € L'([a,b]), podemos tomar un subconjunto B C [a,b], con m(B) = 0, de

manera que para z € |a,b|\ B ( 57 < 00. Definamos (yn) sobre [a,b] y (z,) sobre [a, b]\ B

» Jp()]

mediante

= o, 2ol\T :i

Yn(z )—oz+/mzn 1 (2.2.2)

o) =i [ Qo+ s Botan) + /f] (223
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De manera similar, dado % € L'Y([a,b]) v f,Q € KH([a,b]), se sigue que z, € L'([a,b]) y
Ynt1 € AC([a,b]), para todo n € NU{0}. Observe que para s € [a,b] y n € N,

Yn(8) = Ynt1(s) = / [2n—1— 2n). (2.2.4)

z0
Luego, por la Proposicion [1.2.16
Vilyn — Yns1] = /|zn — zn—1| para todo intervalo cerrado I C [a, b]. (2.2.5)
I
Por otro lado, por la Proposicion |1.2.17, v, € BV ([a,b]). Asi, por el Teorema [1.3.14

]s‘/j@

= ||Q||[a,b]/}|zn - Zn—1|a (226)

— Un+1

ir}ﬂyn - yn+1| + ||Q||[a,b]‘/}[yn - yn—f—l]

para todo intervalo cerrado I C [a,b], con xy € I. Por otro lado, es claro que paro todo

s € [a,b]\ By neNU{0},

2ra(5) =z (s /@ ] (22.7)

Sea P : [a,b] — R definida mediante

o1
P(z) = /IO wds.

L
|o(x)|’

Afirmacion 1. Para toda = € [a,b] con z < z,

Luego,

P'(z) =

para casi todo = € (a,b).

) a, 2P@ P( )" IQIEL, sin=2k+1, keN;
/ |2n(8) — zn_1(8)|ds < (2.2.8)
My =L@ P( )] IQIES, sin=2k keN,

donde My = ||Q(y1 — ¥2)llwy ¥ M2 = [|Q(Wo — ¥1)||{a,p)- Mostremos tnicamente que la

Afirmacion 1 se cumple para los casos donde n es impar, mediante induccién sobre k.
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Caso base: De la ecuacion ([2.2.7)), tenemos que para todo z € [a,b] con z < x,

| R =zl = [ o [T Q=)

o 1
< [ s 12 =l

= QW1 — y2)lljppy [~ P()]
= M[—P(z)].

Para la hipdtesis de induccion, supongamos que para cada = € [a, b] con x < x, se cumple

que

[P( )I°

| eaes) = sel)lds < 100 = wllon - QU (2:29)

Sea x € [a,b] con x < xy. De las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7)), se sigue que

o o foits)
sarn(s) = saen(@lds = [l [ Qs — v
/m |22(k+1)+1 2(k+1) ol [Yor+ +2]
Q1 /IO ! [/x()' \] ds. (2.2.10)
< ab T Zok41 — Zok| | AS. 2.
L el L T
Ahora, debido a la ecuacion , se tiene que

/x°|z2<k+1>+l<s>—zml<>|ds 1Qlles [ 1@ = el = I

ds

1QII Ads

=100 -l [ P st

[P ()"
(k+1)!

Por induccion, se sigue que la ecuacion ([2.2.8]) se cumple. De manera similar, se muestra

= 1Q(y1 — ¥2)llfa ||Q||f2,by

que € [a,b] con zy < x,

) M, [P( >] ||Q||ab]7 sin=2k+1, keN;
/ 120(5) — 2n 1 (5)|ds < (2.2.11)
0 My—7—— [P( )] HQH ab], sin = 2k, k € N.

Ahora, definamos I, = Yor+1 — Yok, Mk = Yok — Yok—1, Uk = Zokt+1 — 2ok ¥ Uk = 2ok — Z2k—1-

Luego, debido a las ecuaciones (2.2.4)), (2.2.8) y (2.2.11)), se sigue que para cada z € [a, b],

/x[z%(s) — 2ok_1(8)]ds

Zo

k(@) = [y2ri1(2) = yai(z)] =
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< / 2o (5) — 224 (5)]ds
z0

< M, [“ L|QIIE S, para todo k € N, (2.2.12)

)] = (@) = s = | [ L) = 2ol

Z0
< / |za(k—1)+1(8) — 2(2x—1)(5)|ds
xo

21,
< M, = = a>b] HQH ab] para todo k > 2. (2.2.13)

También, para cada x € [a,b] \ B,

)] = s (o) = (@) = o | [ @ecs = ol
”&'E“’f’l |22k -1(5) — z21—s(5)|ds
|p H ‘ Ll[ab ||QH[a ;) Para todo k > 1, (2.2.14)
()] = () = mcs(o)] = | [ Qs = s
1Qla

|20k—2(8) — 225-3(5)|ds

Zo

k—1

(@)

l

M Lla,b]
< |p(£172)] = [) ||Q||[a , Para todo k > 1. (2.2.15)

Ahora, observe que

y0+2lk—|—2hk, sin=2s+1;

Yn = Yo + Z(yk — Yp-1) = pl o (2.2.16)

yo—i—Zlk—l—th, sin = 2s,
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y
" zo—l—Zuk—l—ka,sin:Qs—i—l;
Zn = 20 + Z(Z’k — Zk—l) = S— 1 (2.2.17)
= 20+Zuk+21)k, sin = 2s.
Dado que

=

P%

1QIls < oo,

| Hk

se sigue de las ecuaciones (2.2.12)-(2.2.15)) y el criterio M de Weierstrass [L.1.2] que

Zlk y th
k=0 f—1

convergen uniformemente en [a, b]. Mientras que

o0 o0
E up 'y E Uy,
k=0 k=1

convergen puntualmente sobre [a,b] \ B. Asi, debido a la ecuaciones (2.2.16]) y (2.2.17)),

b
Il

(yn) converge uniformemente sobre [a,b] a una funcion y y (z,) converge puntualmente
sobre [a,b] \ B a una funciéon z. Por otro lado, de igual manera, por la ecuacion (2.2.17)),

(2.2.14), y (2.2.15)), tenemos que

2] < — A+(M1+M2

k=

w -

para alguna A > 0. Esto y el Teorema de la Convergencia Dominada [[.2.§] implican que

ab] ||Q|| ab]] c.d.q. sobre [a,b], V n €N,

z € L'([a,b]). Mas atn, para cada x € [a, D],

y(z) = lim y,(r) = lim {a—l—/ Zn_l(s)dS] :a+/ lim z,_(s)ds
Zo 2o VP

=a+ /ff z(s)ds. (2.2.18)

Ahora mostremos que para toda x € [a, b],

n—oo

lim Qyn 1 —/ Qy. (2.2.19)
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Sea x € [a,b]. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que zo < z. Luego, (y,) es unifor-

memente de variacion acotada sobre [z, z]. En efecto, debido a la ecuaciones (2.2.5)) y
(2.2.16)), se tiene que

‘/[xo @) Yn = ‘/[:co,:c]

Yo + i[yk - yk—l]]

k=1

S ‘/[J:o,ar]yo + Z ‘/[xo,w} — Y- 1 + Z vaco 7] yk 1 — yk]
k=1

2
S ‘/[J:o,ar]yo + Z‘/[xo,w} — Y- 1 + Z/ |Zk 1 — Rk— 2|
k=1

Pero debido a la ecuacion ([2.2.11)),

k
1
r - Ha,b
Z |2k—1 — 2k—2| < (M1+M2)Z ]”Q”[ab]
k=3 v 0 k=1
Si definimos
k
2 [e%e) 1
P
M = ‘/[:co,:c]yo =+ Z ‘/[$0,$] [yk - ykfl] Ml + M2 Z HQH ab]7
k=1 k=1

obtenemos que

Vizo,2)¥n < M, para todo n € N.

Por lo tanto, debido a la convergencia de (y,) a y, asi como al Teorema [1.3.15] la igualdad
(2.2.19) se cumple. En consecuencia, para todo x € [a,b] \ B,

Az) = lim 2,(z) = lim {—— [ ans 5 oot + [ )]

zo

- / Qy + {/Bpm) /f] (2.2.20)

Siz* € E,, entonces existe d,- > 0 tal que /l) es continua sobre (z* — g+, z* + d,+) N [a, b].
Esto implica que (z* — 3+, 2" + d,+) N [a,b] C [a,b] \ B. Por tanto, debido a la ecuacion
(2.2.20) para cada = € (2" — =, 2" + 6,+) N [a, b],

/Qy [5P($0) /:E:f} (2.2.21)
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En consecuencia,

1 /O 1
z:——/ Qy+ -
0 S p

c.d.q. sobre [a, b] y localmente en cada punto de E,.

zo

)
Bp(wo) + / f] (2.2.22)

Ahora debemos mostrar que esta solucion es tnica. Asumamos que (g, 2) € AC([a, b]) x

L'([a, b]) es otra solucion del sistema integral (2.1.3)-(2.1.4)). Asi,
§(z) = a +/ z, (2.2.23)
zo

para cada = € [a, b]. Ademas,

1 [0 1
== [ Qi
0 Jao P

c.d.q. sobre [a,b] y localmente en todo punto de E,. De las ecuaciones (2.2.2), (2.2.3)),

)
otan) + | f] , (2.2.24)

Zo

(2.2.23) y (2.2.24) se puede mostrar de manera similar a la anterior que

s
/ ‘2216*2 - ’g’ )
o

para casi todo s € [a, b] y para todo k € N. Lo cual implica que

|22k(8) ( )| = ‘ ( )|HQHab]

(PO |
PI(S)WHQ”F&MHZ' — 2| p1ja, Sl < s
) = = (2.2.25)
0 |
P [— k _
\ (s) (k—1)! 1QNlanllZ — 20llL1fap, st s <o,

para casi todo s € [a, b]. En consecuencia, para cada x € [a, b],

I HL )

[Yors1(2) = 5()] < 1QllfayllZ = 20ll2jap =7~ para todo k € N.

Asi, yaps1(z) — g(x), pero yors1(z) — y(x). Por lo tanto, y(x) = y(x) para todo x €

[a,b]. Mas atn, las ecuaciones (2.2.22)) y (2.2.24)) implican que Z = z c.d.q. sobre [a, b].

Adicionalmente, dado que las ecuaciones (2.2.22) y (2.2.24) se cumplen localmente en

cada punto de E,, se sigue que z(z) = Z(z) para todo punto = € E,. [ |
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Con esto, demostramos que el sistema integral - tiene solucién tnica y
dado que que este sistema es equivalente al problema de valores iniciales , entonces
este tltimo también tiene solucién tinica. Ahora tomemos en cuenta la ecuacién la siguiente
ecuacion homogénea

(py) + Qy = 0 c.d.q sobre [a, b].

Por lo que su espacio solucion es el siguiente
A, ={ye A: (py)+ Quy =0 c.d.q. sobre |[a, b]}.
El siguiente corolario nos habla sobre la dimension de este espacio.
Corolario 2.2.2. Si Q € KH([a,b)), 5 € L'([a,0]) y E, # 0, entonces dim A, = 2.

Demostracion. Sea xy € E,. Entonces por el Teorema [2.2.1] existen funciones y1,y, € A

lnicas tales que

(pth) + Qy1 = 0 c.d.q. sobre [a, b], (py2) + Qyo = 0 c.d.q. sobre [a, b],

yi(ro) =1,  1(z0) = 0; y2(z0) =0,  a(zo) = 1.
Por lo tanto y;,ys € A.. Ademas W (y1,y2)(x¢) = 1, lo que implica que y;,y> son lineal-
mente independientes. Mostremos ahora que {yi, 42} generan a A.. Sea y € A,, entonces
ye Ay (py)+ Qy = 0 c.d.q. sobre [a,b]. Puesto que y € C) y 29 € E,, se tiene que y
es localmente de clase C' en g, de modo que, g(xq) esta bien definido. Puesto que A es

un espacio vectorial sobre C, si tomamos yo = y(zo)y1 + §(zo)y2 — y, entonces yo € A,

(p90) + Qyo = 0 c.d.q. sobre [a,b]. Mas atn,

Yo(xo) = y(wo)y1(x0) + (o) y2(x0) — y(20) = y(x0) — y(x0) =0

(o) = y(@o)y1(z0) + §(20)y2(x0) — Y(20) = (o) — H(x0) = 0.
Por lo tanto, yg € A es solucion del siguiente problema de valores iniciales
(py) + Qy = 0 ae. on [a, b],
y(zo) =0, Y(xo) = 0.

(2.2.26)
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Asimismo, la funcién cero también es solucion para el problema de valores iniciales

(2:2.26)). Pero el Teorema[2.2.1] garantiza la unicidad de la solucion del problema ([2.2.26)),

entonces yo = 0. En consecuencia, y = y(zo)y1 + 9(x0)yo. [ |
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Capitulo 3

Método SPPS

En este capitulo se muestra la convergencia del método SPPS para la ecuaciéon de
Sturm-Liouville (py) + qy = Ary, cuando los coeficientes ¢, son Kurzweil-Henstock in-
tegrables y % es Lebesgue integrable. Los resultados mostrados por H. Blancarte en [2]

quedan como un caso particular cuando ¢,r € L([a, b])(C K H([a,b])).

En este capitulo p,q,r : [a,b] — C son funciones tales que ¢,r € K H([a, b)), % € L'([a,b])
y E, #0.

3.1. Operador diferencial

Se dice que y € A es una soluciéon de la ecuacion de Sturm-Liouville si se satisface

que:

(py) +qy = Ary (3.1.1)

c.d.q sobre [a, b].
Ahora, definamos el siguiente operador diferencial L : A — K H([a, b]) por medio de

Lly] = (py) + qy.

33
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Comprobemos que este operador esta bien definido. Tomemos y € A, luego por la obser-
vacion se tiene que (py) € KH([a,b]). Por otro lado, dado que y € AC([a,b]), por
la Proposicion y € BV ([a,b]). Ademas, como ¢ € K H([a,b]), a partir de la Propo-
sicion [L.3.6] se tiene que qy € K H([a,b]). De esta forma, L[y] = (py) + qy € KH([a,b]).

El resultado siguiente nos permite reescribir el operador diferencial L en términos de
una solucién particular de la ecuaciéon homogénea asociada a , la cual no se anula

sobre el intervalo [a, b].
Lema 3.1.1. Si yy € A es una soluciéon de la ecuacion homogénea

Llyo] = 0 c.d.q. sobre [a, b],

tal que yo(x) # 0, para cualquier = € [a, b], entonces para toda y € A,

Ly = i [pyS (i)] c.d.q. sobre [a, b).

Demostracion. Sea y,y, € A, con yg una solucion de la ecuaciéon homogénea tal que
yo(z) # 0, para toda = € [a, b]. Luego, por la Observacion [2.1.5, y, yo, py, pyjo son derivables
en el sentido débil sobre [a,b]. Notesé que dado que gy es continua y no se anula sobre
a,b], existe @ > 0 tal que a < |v(z)| para toda x € [a,b]. Asi por el Teorema [1.4.8]
€W (b)) y

b

v\ oy @yo(r) — y(@)go(@)
- (m) 2

Yo Yo ()

para toda x € [a, b]. Por otro lado, se cumple que L[yg] = 0 c.d.q. sobre [a, b]. Asi, existe
un conjunto B C [a, b] de medida nula, tal que, para cada = € [a,b]\ B, Lyo](z) = 0. Sea

x € [a,b] \ B, luego
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= = e @wE ~ @]

= 5[0 @ote) + i) @iol) = (o) (@)ola) = (o) @) )]

= [y @)+ p)ite)inte) — i) @) = ple)ite)in()]
= [0 @) = i) ()]

- yoim :(py)'(l’)yo(w) +a(@)y(x)yo(x) — (pgo) (#)y(x) — Q(l‘)y(f@)yo@fﬂ
= 5o (06 + aoh@))ante) = (o) () = aete))oto)]

= = [EBE@ne) - Ll @)

= = [LBl@mE) 0 -y(e)]

— Llyl().

3.2. Funciones X"y X®

A continuacién se presentan dos sucesiones de funciones, X (™ y X las cuales se
construyen de manera recursiva y desempenan un papel importante en la construccion
de la representacion de la solucién de la ecuacion de Sturm-Liouville como serie de po-
tencias de parametro espectral, pues estan relacionadas con los coeficientes de la serie de

potencias.

Definicion 3.2.1. Sea yy € A con yo(x) # 0 para toda = € [a,b]. Se define la funciéon @

por medio de

Quy= [ &

o 10(s)52(5)] (3.2.1)

Ademas, para cada n € NU {0}, se definen X™ y X™ como

X0 =1, X0 =1, (3.2.2)
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¢ [T -
/ XU (s)r(s)y2(s)ds, sin es impar;
X" (z) = s (3.2.3)
X (= 1) si n es par,
/ )yo( )’
y
’ (n—1) ds . .
X (S)W, si m es impar;
s
XM(z)={ Jwo PRI (3.2.4)
XD (s)r(s)y2(s)ds, sin es par.

\ Jxg

Mostremos que la funciéon @ dada en (3.2.1)) esta bien definida. Dado que yo € AC|a, 0]
por la Proposicion [1.2.10, y2 € AC([a,b]). Ademés, puesto que y2(z) # 0 para toda
T € |a,b], existe @ > 0 tal que, |y3(z)| > « para cada = € [a,b]. Debido a ello y por la

Proposicion|1.2.11] y% € AC([a,b]). Por tanto, y—12 € C([a,b]). Asi, por la Proposicion |1.2.3]
0 0

# es medible y acotada. Mientras que, por hipotesis, % € L([a,b]), asi por la Proposicion
0

m:

1
e L'([a, b]). (3.2.5)

En consecuencia, la integral dada en (3.2.1)) existe y por tanto, () estda bien definida.
Asimismo, se cumple que

rys € KH([a,b]). (3.2.6)

En efecto, puesto que y2 € AC([a,b]), por la Proposiciéon , y2 € BV ([a,b]). Por otra
parte, por hipotesis r € K H([a,b]), de modo que por la Proposicion el producto
rys € KH([a,b]).

Verifiquemos ahora que X ™ y X estan bien definidas. Para el caso n = 0, es trivial,
pues por definicion X(© = 1. Mientras que para el caso n = 1, se tiene que para cada
x € [a,b]

XW(z / X0 y2(s)ds.
Por la ecuacion (3.2.6), el integrando que define a XM, X©pry2 = 1.2 € KH([a,b]).
Por tanto, la funcion X esta bien definida sobre [a,b]. Ademas, por el Teorema [1.3.10}
XM e ACG,([a,b]). Ahora, para el caso n = 2, X se define mediante

FO) () z X((y) )
X0 = [
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Analizando el integrando, dado que X € ACG,([a,b]), XV € C([a,b]). Luego, por
la Proposicion m, XM es medible y acotada. Mientras que de la ecuacion (13.2.5),

1 XM
— € L'([a,b]). Asi, por la Proposicién [1.2.7, —;
PYo PYq

bien definida sobre [a, b]. Mas atn, por el Teorema|l.2.13, X® e AC([a,b]). Continuando

€ L'([a,b]). Por tanto, X® esta

con este proceso obtenemos por induccion que para n > 3, las funciones X estan bien

definidas y se cumple que

X@ e AC([a,b]) y XD € ACG.([a,b)). (3.27)

De manera similar se demuestra que las funciones X estan bien definidas y que

X e ACG, ([a,b]) y XD e AC([a,b]). (3.2.8)

Con el siguiente resultado mostremos que las funciones X7 X @ntl) x(2n) ¢ x (2nt1)

estan acotadas puntualmente.

Teorema 3.2.2. Sean zy € [a,b] v yo € A, donde yo(x) # 0 para todo = € [a,b]. Si
Q,X™ y X n e NU{0}, son las funciones definidas en (3.2.1)-(3.2.4), entonces para

cada n € NU {0}, X X)) ¢ AC([a,b]) y XD X € ACG,([a,b]). Ademas,
se cumplen las siguientes estimaciones

sgn(z — Hﬁo)Q(x))n

n!

) sgn(z — 20)Q(z))
, yX@"“)(x)]suryS||@;}( - ) 7

(3.2.9)

‘X@”)(l’)‘ < Iyl

(sen(e — z)@(@)""
(n+1)! ’
(3.2.10)

(sen(z —20)Q())"

n!

XCD (@) < gy v x| <l

para todo x € [a, b].

Demostracion. Sélo demostremos que para cada x € [a, xy) se cumple que

) Q)" Q@)
\X<2”)<a:)\s\|ry8|lf;,m—( n!> y \X@"“W)\S”WSH%¥- (38.2.11)
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Antes de continuar con la demostracion tengamos en cuenta la siguiente igualdad debido

al Teorema [1.2.13]

Q = (3.2.12)

c.d.q. sobre [a, b].

Afirmacion 1. Para cada = € [a,xg) y n € N se cumple que

X(2n—1)(s)

) ds. (3.2.13)

~ Zo
‘X(2n+1)(1’)) < ||7‘yg||[a7b]/

Debido a que X" € AC([a,b]), por la Proposicion [1.2.17, X" € BV ([a,b]). Mientras
que por la ecuacion (3.2.6), ry2 € KH([a,b]). Por tanto, es posible aplicar el Teorema
1.3.14] Asi, para cada x € [a, x(), se tiene que

~ T o
’X(Z”“)(:c)‘: X (s)r(s)y2(s)ds| = / X (s)r(s)yg(s)ds
o z
zo B -
< / r(s)yq(s)ds téﬁfco] X(%)(t)‘ + 1rya o) Vi X )

= ||ry§ I [z,70] V[:r,xo]X(Qn)-

t X(Qn—l)(s)
————ds

zo P(8)Y5(8)

Por otro lado, dado que X®*~Y ¢ ACG,([a,b]), por la Proposicién

es medible y acotada. En adiciéon, debido a la ecuacion (3.2.5)) y a la Proposicion [1.2.7]

La ultima igualdad se debe a que 1’[nf |
te|xr,ro

X (t)’ — inf

t€(z,xo]

X(anl) R o) X(2n71)<8)
5— € L'([a,b]). Ademas, puesto que X ®"(z) = / ————-~ds, por el Teorema
Y3 «  P(s)ys(s)
1.2.16] se tiene la siguiente estimacion:
zo | y(2n—1
‘/[m15(<2”></0 X (s) ds.
’° “Ja | P(8)y5(s)
Por tanto,
- zo X(Qn—l)
‘X(2n+1)(flj‘)‘ < “Tng[w,zo]/ TQ((S)) ds
T pLS yO S
~(Zn—l)(s)

ds.

zo | X
< il |

p(s)y3(s)
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La demostracion de (3.2.11)) se realizara por induccion: Cason = 1. Para todo x € [a, x¢),

’ X(n(lﬂ)‘ _

/ :r<s>y§<s>ds

[ s

< sup
[c,d]CS[a,b]

[ i

= Iry5llap- (3.2.14)

X
Por otra parte, debido a que —- € L'([a,b]) v a la ecuacion (3.2.14), se tiene que para

Yo
cada z € [a, z9),
N () w0 ) 0| %)
X(Q)(x)‘z / X—gs)ds :/ #ds S/ #ds
zo P(S)Y3(8) « P8)ys(s) + | P(8)ys(s)
o Hry(%”[ab} 2 o ds
< [ s — o [
/x ()52 (5)] omes | 1o(s)yo(s)]
xo
= [|ry5 |l sy Q'(s)ds = |Iryillan(—Q(x)). (3.2.15)

x

Luego, para cada x € [a,x(), debido a la Afirmacion 1 y la ecuacion (3.2.14)), se sigue

que:
i | XM)(s) % rydllas
XO@)| < lrullon [ || ds < Iraflan [ 20 et as
‘ oMt [ 1o(s)yi(s) ol | Tp(s)u2(s)]
zo ds
— Ir2I1, / b
oo | T3]
o)
— 2l / Q' ()ds = [Py (— Q). (3.2.16)

De (3.2.15)) y (3.2.16]) obtenemos que (3.2.11)) se cumple para n = 1. Ahora, por hipotesis

de induccién, tomemos por valido (3.2.11)) para el natural n = k y mostremos que también

se cumple para n = k + 1. De la validez del caso n = k, se tiene que para todo = € |[a, xy),

k k
\X<2’f><x>\s||ry§||@,b]m y \X(?’f“)(x)]snryén'f“m. (3.2.17)

k! [a.0] k!
~ X (2k+1)
Primero estimemos a ’X k2| sobre [a, z9). En efecto, debido a que — € L'([a,b]),
PYo
se tiene que
~ z Y (2k+1) zo Y (2k+1) zo | X (2k+1)
‘X(2k+2)($)’ — —2<S) ds = / —2(8) ds S/ —2<S) ds.
w0 P(8)Y(5) = P(8)Y(s) = | P(8)y5(s)
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Ademas, por la ecuaciones (3.2.12)) y (3.2.17)), se sigue que

k+1

) TYollag [*° ko
<s>>r R O

‘X(2k+2 ’ /”0 Hryo”ﬁrbl <_ (s
~Ju kU [p(s)ys

(k+1) (k+1)
||7“y0 ka+bl] 1)<Q(:c) k+1 k+1 (Q(I))
= ()" G Il (DT
o (F0@)
= Il (3:2.18)

para todo x € [a,xo). Por otra parte, de la Afirmacion 1 y de la ecuacion (3.2.17)), se

sigue que

‘X(2k+3)($)‘ < ||7°y§||[a,b} /;o X((21;+1((;)) ds = ||T‘yo||ab] /:O‘X(%H)(S)’m

Qz 5

=||ry§||[a,b}/x ||Ty0||ka+b§< ) |p(8)dy8(5)|

B I y0|ka+b2] 0 ko B ||7"yo|ka+b2]( )<Q<x)>k+1

- (0 (@) Qo = (o
k1 k+1

Bl (-0 Q) ey 9@
yk:![ } (k(+1)) = |r OH[ ) % (3.2.19)

para todo = € [a, ). De las ecuaciones (3.2.18)) y (3.2.19) vemos que se cumple (3.2.11)

cuando n = k + 1. Esto completa el proceso de inducciéon y asi se concluye (3.2.11). N

Ahora que hemos demostrado que las funciones X7 X @nt1) = x(2n) y X @D estan

acotadas puntualmente, demostremos que, de hecho, estan acotadas uniformemente.

Corolario 3.2.3. Sean x, € [a,b] ¥y yo € A con yo(z) # 0 para todo x € [a, b]. Luego, las

funciones X y X definidas en (3.2.3) y (3.2.4) cumplen las siguientes desigualdades

para cada z € [a,b],

Crey s

- (om) v (2n+1)
Xe )| < 22, )| < = 22
nom pCatt
o] <98 s o] <355 s
n! (n+1)!
JE— 2 — -2
donde C = “TyOH[a,b] y Co = Y5 || 1 jap)
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x < xg, es decir, x € [a, x).

De la definicion de @ (Definicion 3.2.1)), se tiene que

z ds o ds
—Q@ =~ / PERE] / PR (3.2.22)

Ahora, notemos que como m es una funcién no negativa sobre [a,b] y x € [a, ), se
PYo
tiene —Q(z) > 0. Asimismo,

o b
0= [ G = L 5 [l =
Luego,
0 < —Q(x) < Cs.
Asi,
0<[-Q)* < Ck, (3.2.23)

para todo k € NU{0}. Por otra parte, puesto que x € [a, x¢), del Teorema se cumple

que
~ (~ew)" . (~e@)"
XEO@)| < Il ~—rts [XO@)| < Il (32:24)
y
n n+1
(2n) 2(|n <_Q(:C)> (2n+1) 2(|n <—Q(§U)
X0 < Il v [XO@] < Il gy 6:229)
De las ecuaciones (3.2.23))-(3.2.25)), se sigue que
2||n n
- Y5 |[a5 (—Q(x crey
X)) < | OH”’]T; M — (3.2.26)
2||n+1 n
- TYo 10 —Q(z cntlon
‘X(Q”“)(x) < | OHMTE, @) < - (3.2.27)
2||n n
Y5 |[a5 (—Q(x crey
X)) < | OH[”?E, @D _— (3.2.28)
y
2||n n+1 1
Yo |[op (—Q (2 creyt

n! - n!

Para el caso cuando x > x4 se deduce de manera anéloga. Se concluye (3.2.20) y (3.2.21)).
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3.3. Series de potencias de valores espectrales con
coeficientes: X y X (1)

Como se ya menciono, las funciones X ™ y X estan relacionadas con los coeficientes
de las series de potencias de valores espectrales. Esto se observa claramente en el siguiente
resultado, donde se define y se muestra la convergencia uniforme de las series espectrales

sobre el intervalo |[a, b].

Proposicion 3.3.1. Sea 3y € A con yo(z) # 0 para todo z € [a,b]. Si X y X son las
funciones descritas en la Definicion [3.2.1] entonces existen funciones u, v, w, z : [a,b] — C

a las cuales, las series

w=Y NXCH v=) ALY, (3.3.1)
k=0 k=0

w =Y AXCD y z= AXOP, (3.3.2)
k=0 k=0

convergen uniformemente sobre [a, ).

Demostracion. Es suficiente con demostrar (3.3.1)). Sean x € [a,b] un punto arbitrario,
Un(2) = N"X @ (2) y v () = XNPHX 4D (1) para cada n,m € NU{0}. Analicemos los

modulos de u,(x) y v, (2):

|un ()] = X (z)

9

[om ()] = [ATHLEEED ()] < A ED )

A partir de las ecuaciones anteriores y aplicando el Corolario[3.2.3] se sigue que para cada

x € [a,b),
T e N CEY )
m+1,vm A m
[om ()] < |A|m“u = |A|01M
m: m)
<hia A"y O o
m. m!
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donde C' = |\|C1Cy. Ademas se cumple que C1, Cy, |A|,C' < 0o. Observe que las ultimas

expresiones de las ecuaciones (3.3.3) v (3.3.4) son los coeficientes de la expansion en

serie de las funciones exp (C) y |A|Cy - exp (C’) que son ﬁmtas Luego, por el criterio

M de Weierstrass (Teorema [1.1.2), las series Z/\kX (k) y ZA’“HX (2k+D) convergen

k=0 k=0
uniformemente a las funciones u y v sobre [a, b]. |

Una vez demostrado que existen funciones u, v, w y z a las cuales las series espectrales
convergen uniformemente, mostremos ahora que las funciones u,v,w y z son, de hecho,

funciones continuas.

Proposicion 3.3.2. Las funciones u,v,w y z definidas en la Proposicion |3.3.1| son fun-

ciones continuas sobre [a, b].

Demostracion. Demostremos que se cumple para u y v. Sean
U, = Z AkX(%) y V= Z )\kHX(%H),

para todo n,m € N U {0}. Debido a la Proposicion , dichas sucesiones convergen
uniformemente a u y v sobre [a, b], respectivamente. Por otro lado, dado que N*X®* ¢
AC([a, b)), \MFLX D ¢ ACG, ([a, b)), se tiene que N* XK \k+1 X @D ¢ O([q, b]) para
todo k£ € NU {0}. Ademas, dado que las sumas parciales son finitas, se tiene que las
funciones U, V;,, son continuas sobre [a, b]. Asi, por el Teorema , u,v son continuas

sobre [a, b]. [ |

El siguiente resultado trata sobre las derivadas débiles de las funciones u y w c.d.q.

sobre [a, b]. Més aun, se garantiza su existencia en cada punto de E,.

Teorema 3.3.3. Sea yy € A con yy(z) # 0 para todo x € [a, b]. Siuy w, son las funciones

descritas en la Proposicion [3.3.1] entonces se cumple lo siguiente:

b= 2y =2
Py 2l
c.d.q. sobre [a,b] y u,w € AC([a,b]). Ademas, las igualdades
U= Z Nl X [ (%)} = B y W= Z A (X 2k+1) iz (3.3.5)
Yo

PYo
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se cumplen localmente en todo punto de E, y u,w € C’pl.

Demostracion. Observemos primero que ()\kX (2k)) es una sucesion de funciones absolu-
oo

tamente continuas, tal que Z M X0 (1) converge uniformemente a u sobre [a,b] (vea
n=0

la Proposicion |3.3.1f). Mostremos, ahora, que Z ()\kj( (2’“)) converge a % en la norma

s PYo

de L'([a,b)). De la forma de X% dada en la Definicion [3.2.1] se tiene que (X(%)) =
X(2k71)

c.d.q. sobre [a, b]. Asi,

Y3
N ] N
Z(}\kX(Qk)) _LQ _ Z (~ 2k) v
k=0 PYo L[a,b] k=0 PYo Lta,b]
B N X v
B kz A s

N

/ b R : y
= 2
o | =0 e i

b
1 N
— - § )\kX(2k—l) —
/a Py | |

Por la Proposicion [3.3.2] v es continua y asi

bl 1 N b N
/ — Z Nex@R=1) _ oyl < / sup NeX @R=1) g,
a |PY0 k=1 a ,Oy(] [a,b]
N-1 b 1
— sup Z N2 C 2 / -
[@:0] | =0
N-1
_ K1 3 (2K/+1)
= sup AVTEX — H
[a,b] k/zzo PY Ll[ab
N
Por la Proposicion [3.3.1] se tiene que Z)\k+1X(2k+1) < v sobre [a,b], de modo que si
k=0

hacemos que N — 00, por la Teorema [1.1.5se cumple que:

N ) . y
S (vxe) -2l o
o PYo Liab]
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[e.9]

Luego, por la Proposicion |1.4.9] se tiene que la serie Z AP X (2K) converge uniformemente
n=0

a una funcion F € AC([a,b]) y F = —;. Sin embargo, ya se mencioné que Z AR X (2K)
PY? =0

converge uniformemente a la funcion wu, por lo tanto u = F', de modo que u € AC([a, b))
v

Py
Ahora, mostremos que la igualdad descrita en la ecuacion se cumple localmente

yu=

en todo punto de F,. La Observacion nos muestra que no existe distinciéon entre la
derivada débil y la derivada clasica para funciones absolutamente continuas. Por ello,
en lo sucesivo de esta demostracion, aunque se use la notacion de derivada débil, se
estd utilizando la derivada clasica. Sea x € E,, luego % es localmente continua en x, es
decir, existe 6, > 0 tal que % es continua sobre [z — &,z + 5] N [a,b]. Ademas, X 1),

1 1
— € C([a,b) y = € L'([a,b]) N C([z — 6,,x + ;] N [a,b]). Luego, por el Teorema [1.2.12]
Yo P

B ) v (2k—1) S
[X(Qk)} (5) = )/f(s)Tg((s))’ para todo s € [z — 0.,z + d,] N [a, b]. (3.3.6)

Ahora, sea U,, = Z M X R Luego, por la ecuacion (3.3.6)), para todo s € [z — &, +
k=0

. n X—(zk—l)(s)

dz] N [a,b], Un(s) = P\

,; p(s)y3(s)

sobre [z —d,, £+ 0,]N]a, b]. Mostremos que U,, — L sobre [z —6,, x+d,]N]a, b]. Observe

. Por otro lado, por la Proposicion [3.3.1) U, — u

Yo
que
v(s) X (2k=1) ) u(s)
Un(8>_ =
P35 () Z P()3(5)
= . ko (2k—1) (o) _
- |7 >R <o
k=1
n—1
1 o
< max - - . AF D TR (6) _ (s l>0’
= selr—dwatsalnab] | p(8)ya(s) ];) (s) (s)

cuando n — 00. Asi, se tiene que

v(s) _ - k[ X (20)] (g
e 2N X




46 Series de potencias de valores espectrales con coeficientes: X y X (®

uniformemente para todo s € [z — §,, 2 + 6,] N [a,b]. Ademas, por el Teorema [1.1.4] se
tiene que

(3.3.7)

todo s € [x — d,, ¢ + ;] N [a, b]. Por lo tanto
ao V) i)\k[X(%)
p(s)ys(s) =
para todo s € [x — d,,x + 0,] N [a, b], es decir, las dos primeras igualdades en la ecuacion

(3.3.5)) se cumplen localmente en € E,. Por ultimo, observe que debido a la ecuacion

(3.3.7) se tiene que u de clase C* locamente en z. |

A continuacion, se mostrara que las funciones v, z € ACG,([a, b]), asi como la existen-

cia de sus derivabas débiles c.d.q. sobre |a, b].

Teorema 3.3.4. Sean yy € A con yo(x) # 0 para todo x € [a,b]. Sivy z, son las funciones

descritas en la Proposicion [3.3.1], entonces se cumple lo siguiente:

W

\(k+1) [X(Qk—f—l)} — )\Tygu y i= Z)\k [X(%)]- = )\rygw
- k=0

c.d.q. sobre [a,b]. Ademas, las funciones V, Z € ACG,([a,b]) dadas mediante

B
Il

V(a:):/ Myduy Z(a:):/ Mrydaw.
y) xo

Més atin,v=Vyz—-1=Z.

Demostracion. Primero observe que para todo x € [a, b] se cumple que

[v@) = V()| =

L R N LT

o

) ,}ggoZAk [ X = [ i)

Zo

= |\l | lim r(s)yg(s) Z AFX R (5) — /xr(s)yg(s)u(s) : (3.3.8)

n—oo 0

Las observaciones y |1.4.14] nos muestran que no existe distinciéon entre la deriva-

da débil y la derivada clasica para funciones AC([a,b]) y ACG.([a,b]). Por esta razon,
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en el resto de esta demostraciéon, aunque se emplee la notacion de derivada débil, se

estara utilizando la derivada clasica. Sea (Un) una sucesién de funciones absolutamen-
n

te continuas, donde U, = ZA’“XQM y sea = € [a,xo). Luego, por el Teorema [1.2.13]
k=0

U_Zﬁ

PYp
k=1
U, € BV([a,b]). Asi, por el Teorema [1.2.16| las ecuaciones (3.2.9) y (3.2.23)), se tiene que

zo zo | M X(2k—1)<8)
m@mg/ m@%:/ w21
waiUn < [ Un(o)lds = |10 AN

zo M X (2k
<[ 3
T k=1

c.d.q. sobre [a,b] y U, € L'([a,b]). Ademés, por la Proposicion |1.2.17

ds

k—1
wan 1 Il (-Q)
</ Z’”|psygs| CE I

—ZW = r yOHab]/ (Q )’f 1@
)

k

S L (Q

1)

k
=:ji:\k\kHryéﬂﬁﬁyg——7a——2— < S Il 72
k=1 1
k
W<qu)

<
- k!

=exp (C) < oo,
k=0

donde C' = |A\|C1C5. De modo que, si definimos M = exp(C'), entonces para todo n € N
se cumple que Vi ;) U, < M. Ademas, de la Proposicién m, se tiene que U,, = u sobre
[a, b]. Asi, por el Teorema [1.3.15] se sigue que rygu € K H([a,b]) y que

[ B ST ) [ roiisus)

cuando n — oo. Luego,

xQ n

lim 7(s)ya(s) Z N X (2R) (5) — /IO r(s)ya(s)u(s) = 0. (3.3.9)

n—oo
z k=0
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Asi, por las ecuaciones (3.3.8) y (3.3.9)) se tiene que

‘U(x) . V(:v)‘ —0.

Por lo tanto, v(x) = V(). De manera analoga se muestra la igualdad anterior para x > x.

Luego, v = V sobre [a, b], de modo que v € ACG,([a, b]). Mas atn, por el Teorema (1.3.11],
b = A\rygu (3.3.10)
c.d.q. sobre [a, b].
Ahora, sea Vi, = AU XD " de manera que Vi, = A*TVXER 2 ¢ d.q. sobre [a,b],
es decir, para cada k € N, existe un conjunto Fj de medida nula tal que para todo
x € [a,b] \ Ef, se cumple que
Vi(z) = NED X0 () ()2 (2). (3.3.11)
Ahora, definamos F = U Ek, luego m(E) = 0. De modo que para todo z € [a,b] \ E'y

keN
todo k£ € N se cumple que

Vi(z) = XD X O () ()2 (2). (3.3.12)
Sea x € [a,b] \ E, luego

n

> AFEDX Y @) (2)yd (2) — Mr(w)ys (2)ulz)

> Vile) = Ar(a)ys(@)u(z)

k=0
= ’)\’ : r(x)yg(x)’ : ZAkX(2k)(x) —u(z)| — 0, (3.3.13)
k=0
puesto que Z N X (R) 2y sobre [a, b]. Por lo tanto se tiene que
k=0

Arytu = Z \(k+1) [X(Qk—f—l)]

k=0

c.d.q. sobre [a, b]. Luego, debido a la ecuacion (3.3.10]) se concluye que

b= Arygu = 3 A [

k=0

c.d.q sobre [a, b]. De manera similar se realiza la demostracion para la funcion z. |
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3.4. Teorema principal

El siguiente resultado, es el resultado principal de este trabajo de tesis, en él, se escriben
las dos soluciones de la ecuaciéon de Sturm-Liouville , se muestra que en efecto son
soluciones, asi como que son linealmente independientes entre si, por lo que forman una
base para el espacio solucion de la ecuacion . Ademas se escribe la solucion general

como una combinacién lineal de las soluciones.
Teorema 3.4.1. Sea zy € E,. Si yy € A es una soluciéon de la ecuacion homogénea

(py) +qy =0 c.d.q. sobre [a, ], (3.4.1)
con yo(z) # 0 para todo x € [a, b], entonces la solucion general de la ecuacion

(py) +qy = Ary c.d.q. sobre [a, b] (3.4.2)
tiene la siguiente forma:

Yy = ciyr + 2y, (3.4.3)

donde ¢; y ¢y son constantes arbitrarias, mientras que
Y1 = Yo Z N X R = you y Y2 = Yo Z AP X R — gy, (3.4.4)
k=0 k=0

Demostracion. Sea A, el conjunto soluciéon de la ecuacion (3.4.2). Observe que A, es un

espacio vectorial, pues
A, = {y e A:(py) +(g—Ar)y = O}.

Ademas, puesto que zg € E,, ¢ — A\r € KH([a,b]) y % € L([a,b]), del Corolario , se
tiene que dim(.A,) = 2.

Dado que yy € A, se cumple que yo € AC([a,b]) N C’; y que existe go € ACG.([a,b]) tal
que

Yo = 4o c.d.q. sobre [a, b]. (3.4.5)
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Por el Teorema , u € AC([a,b]) N C}. Luego, you € AC([a,b]) N C}, pues AC([a, b])
y C} son cerrados bajo el producto de funciones. Por lo tanto y = you € AC([a,b]) NC}.
Al mismo tiempo, dado que la igualdad y el Teorema se cumplen c.d.q. sobre
[a, b], entonces existe un conjunto E de medida nula tal que para todo = € [a,b] \ E se

cumple que

1 1
Observe que dado que u, — € AC(]a, b)), por la Proposicion [1.3.12) u, — € ACG.([a, b]).
Yo Yo
1

Por otra parte, por el Teorema [3.3.4, v € ACG,([a,b]). De manera que, go,u,v, — €
Yo

ACG,([a,b]). Luego, por la Proposicion [1.3.13} gou + Y e ACG,([a,b]). Definamos g =
Yo

gou + . Por tanto, existe g1 € ACG.([a,b]), tal que
Yo

py1 = g1 c.d.q. sobre [a, b].

En consecuencia, y; € A. De manera analoga se muestra que 3, € A.

Ahora, mostremos que y; y yo son soluciones de la ecuacién . Dado que y1,y2 € A
Vv Yo €s una solucion de la ecuaciéon homogénea , que no se anula sobre [a,b], es
posible aplicar el Lema [3.1.1], de modo que

L{yi] :i [pyé (%)] :i [pyé (?—Ou)] (3.4.6)

_ 1 [pygu] _ 1 [pyg ! ] _ 1 [v] (3.4.7)
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o1

1
= — [)\rygu] = A\ryou = A\ryq,
Yo

(3.4.8)

c.d.q sobre [a, b]. Por lo tanto, 3; es solucion de la ecuacion (3.4.2). De manera similar se

muestra que y, también es solucion de la ecuacion (3.4.2)). En consecuencia, yq, y2 € A..

Ahora mostremos que y; y 72 son linealmente independientes. Para ello, utilizaremos el

hecho de que si existe un punto sobre [a, b], en donde el Wronskiano generalizado de y;, yo

dado mediante

oW (y1,32)(2) = o) (11 (2)3a () — (@) (),

(3.4.9)

es distinto de cero, entonces y; y y2 son linealmente independientes sobre [a, b]. En efecto,

es claro a partir de las definiciones de las funciones X0 x® 4 v w y z, dadas en las

ecuaciones (3.2.1)), (3.3.1)) y (3.3.2), que

u(we) = SO MK (ag) =1, v(ag) = S AR () ),
k=0

k=0
w(ze) = Y NXH (1) =0 y z(wmg) = MNWX(zg) = 1.
k=0 k=0

De modo que

y1(wo) = yo(wo)u(zo) = yo(z0) v Y2(x0) = Yo(T0)w(20) = 0.

Ademas, puesto que xg € £, por el Teorema [3.3.3], se cumple que

(o)

bleo) = R @)

Luego,

(o) = (tolzo)w(an) + o)y (o)

(3.4.10)

(3.4.11)

(3.4.12)
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Por tanto, el Wronskiano generalizado (3.4.9) en xq es el siguiente:

pW (31, 2)(30) = p(o) (31 (w0)a(w0) = a(0)in (o) )
= p(a0) (o(0)g(z0) = 0 g (o) )

= p(0)yo(o) (¢2(0))

= plannte) (s )

p(0)yo(To)
= 1.

Asi, y1 v y2 son linealmente independientes y como dimA, = 2, se tiene que {yl, yg} es

una base de A,. [ ]

3.5. Optimizaciéon de Recursividad

Como se establecio en el Teorema [3.4.1], la solucion de la ecuacion de Sturm-Liouville

(3-1.1)) se expresa tnicamente en términos de las funciones X ®” y X2+ Sin embargo,

para calcular estas funciones, como establecen las ecuaciones (3.2.3)) y (3.2.4)), son nece-

sarias las funciones X 27—1) y X2 Por ende, el siguiente resultado es importante, pues
nos proporciona una manera de evitar el calculo de las funciones X @+ y X0 1o que

hace mas eficiente numéricamente al método SPPS.

Proposicion 3.5.1. Sean z € [a,b] v 5o € A con yo(z) # 0 para todo z € [a, b]. Si X ¥

y XD son las funciones definidas en (3.2.3)) y (3.2.4)), entonces para todo k € N se

cumple que

X = [ [Ple) ~ POWFOAOX 2 2y (351)

Zo

x) = [ 1P - PO OXE 0 352

T

donde P(x) :/ %

xo pyO
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Demostracion. Sea x € |a,b] y asumamos sin pérdida de generalidad que zo < x. Obser-
vemos que a partir de la ecuacion (3.2.3)), la funcion X8 se puede reescribir como

~ x 1 ~
X (26) () = / —X(zk_l)(s)ds
zo P(3)Y5(s)

I R A e )
/z CRE) L 0 )y (1) X2 (t)dt ds. (3.5.3)

Yo

Definamos las siguientes funciones

1
——— Sz <t < s <
glt.s) = { PEIN*() (3.5.4)

0, siz>t>s>x,

F) =@ t)rH) XE*2(1). (3.5.5)

Debido a las ecuaciones (3.2.6)),(3.2.7) y al Teorema se sigue que f € KH([a,b]).

Sean s € [zg,z] fijo y {t;}7_, una particion arbitraria del intervalo [x¢,z], donde n € N.
Luego, tenemos dos casos:

Caso 1. Para todo i € {1,...,n}, t; # s. Se cumple que existe j € {1,...,n} tal que
Tji—1 <8<y

Luego, para todo 1 < j — 1,

1
g(ti,s) = (3.5.6)
p(s)y5(s)
Mientras que para todo ¢ > 7,
g(ti,s) =0. (3.5.7)
De modo que para todo ¢ # j,
lg(ti,s) — g(ti-1,8)| = 0. (3.5.8)
Por otro lado,
1
qg(t;,s) —glti—1,8)| = ———5—.
| (J ) (] 1 )| p(s)yg(s)
Asi,
& 1
lg(tiss) — g(tim1,8)| = 5= (3.5.9)
; p(8)y5(s)
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Caso 2. Existe j € {0,1,...,n} tal que {; = s. De modo que:
(a) se cumple (3.5.6)), para todo i < 7j;

(b) se cumple (3.5.7)), para todo ¢ > j.

Luego, la ecuacion se cumple para ¢ € {0,1,...,n}\ {j + 1}. Asi

Z lg(ti, ) — g(ti1, s)| = —12 : (3.5.10)
p(s)yi(s)
Por lo tanto,
Vigo,219(- {Z!g ti,s) — g(ti_1, s)| . P ={t;}, particion de [mo,x]}
= M(s), (3.5.11)
1
donde M(s) = ———. Note que M € L'([a,b]). Asi, por el Teorema (1.3.16]
p(s)y(s)
/ / f(t)g(t,s)dtds = / / f(t)g(t, s)dsdt. (3.5.12)
xo J xo xo Y Zo

Analicemos el término izquierdo de la ecuacion (3.5.12)):

//f tsdtds—//f dtds+//f 0 dtds
- | s >/mf< i
_ / m / R Or(OX D (1) dt ds (35.13)

x0

De la ecuaciones (3.5.3)) y (3.5.13)) se tiene que

/ ' / " Pt s)dtds = X (). (3.5.14)

Mientras que del término a la derecha de la ecuacion |3.5.12| se tiene que

//f (t,s)dsdt = //f Odsdt+//f dsdt
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—/zf@/f%dt
/f P(t)] di

- / P(z) — P(O]2(0)r ()X -2 (1) dt. (3.5.15)

Asi, de las ecuaciones (3.5.12)),(3.5.14) y (3.5.15)) se concluye (3.5.1)). De manera similar

se demuestra el caso x < xg v la igualdad dada en ((3.5.2]). |

El Lema [3.5.1] nos permite reescribir el Teorema [3.4.1] de una manera mas indepen-

diente, como se muestra a continuacion.

Corolario 3.5.2. Sea zy € E,. Si yy € A es una solucion de la ecuaciéon homogénea

(py) +qy=0 c.d.q. sobre [a, bl (3.5.16)

con yo(z) # 0 para todo x € [a, b], entonces la solucion general de la ecuacion

(py) + qy = Ary c.d.q. sobre [a, b| (3.5.17)
tiene la siguiente forma:
Yy = 1% Z N X R oy Z Ne X (2h1) (3.5.18)
k=0 k=0

con ¢y y ¢o son constantes arbitrarias y
XO(z) =1, X0 =p (3.5.19)
Xw) = [ [P) - POWEOAOX 2 1)
o
XCD(e) = [ P@) = POWEOAOX D 0
20

donde P(x) = /a:o md&
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3.6. Construccion de la solucion homogénea

Todos los resultados de este capitulo han estado en términos de una solucién particular
de la ecuacion homogénea asociada a la ecuaciéon de Sturm-Liouville. Sin embargo, no se
ha mencionado algo acerca de como construir dicha solucién, por ello el siguiente Teorema

nos muestra como hacerlo.

Teorema 3.6.1. Sea x( € E,. Luego, la solucion general de la ecuacion

(py) +qy=0 c.d.q. sobre |[a, b], (3.6.1)
tiene la siguiente forma:
Yn = C1 Z X;(L%) + ¢ Z p A an (3.6.2)
k=0 k=0

con ¢; y ¢ son constantes arbitrarias, mientras que

X)) =1, x\V=p, (3.6.3)
X0 = [0 - B@WOKE D0 (3.6
X 0@ = [0 - REROXH O, (365)

p(s)

Demostracion. La idea basica de la demostracion consiste en aplicar el Corolario [3.5.2

1
con Ph(:c):/ —ds.
zo

renombrando los coeficientes. Conscientes de ello, se reescribe la ecuacion (3.6.1)) de la

siguiente forma

(PY) + qiy = Ay, (3.6.6)
donde ¢ = 0, 11 = —¢ y A = 1. De modo que la ecuaciéon homogénea asociada a la
ecuacion (3.6.6|) es,

(py) = 0. (3.6.7)

Una solucién de esta ecuacion es y = 1. Asi, al aplicar el Corolario [3.5.2] se concluye

B3.6.2)-(3.6.5). ]
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Observacion 3.6.2. Observe que las funciones X }(L%) y X ,(L%H), dadas en (3.6.4)-(3.6.5))
son las funciones X %) y X241 respectivamente, definidas en ([3.2.3)-(3.2.4), cuando se
tiene el caso particular de que yo = 1,7 = —g y A = 1. De modo que todos los resultados

relacionados con las funciones X (20 y X (2k+1) gon validos también para las funciones X ,g%)

y Xi(z2k+1)'

El Teorema [3.6.1], nos muestra que existe una solucién de la ecuaciéon homogénea y la
forma de la solucion general. No obstante, esto no nos dice como construir una soluciéon
particular tal que no se anule sobre el intervalo [a, b]. La siguiente observacion nos mostrara

como realizarlo.

Observaciéon 3.6.3. Sean zp € E, y

o

m=> Xy mp= ZX (2ht1),

k=0
Una solucion particular yg de la ecuacion que no se anula sobre todo el intervalo
[a, b] tiene la siguiente forma
oo oo
yo=m+im=Y X040 X,@F, (3.6.8)
k=0 k=0
En efecto, note que 11,12 € A, pues por el Teorema [3.6.1], son solucion de la ecuacion

(3.6.1). Luego, existen gi, g» € ACG.([a,b]) tales que
P = g y o phe=go c.d.q. sobre [a, b]. (3.6.9)

Estas igualdades se cumplen para todo punto de E, y dado que zy € E,,

p(zo) (7o) = g1(z0) y p(x0)72(20) = g2(20). (3.6.10)
Observe que
X9 =1, x\V=p,
520w = [ a X = [t wi g,
%0

1 R (2k+1) / Tl e
— Hdt v X )= [ — X (@)dt.
/M]f (t) P = [ X
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1 < (op_
Ademas, —X,(LmC Y es continua en xo. Asi, por el Teorema [1.2.12]
p

ve] oy L gy 1 oo = (2k—2) _
K] ) = s X ) = s [ am S s =0, @612

para todo k € N. De manera similar,

@2k+1)] L em p(alco)’ sik =0;
[Xh } (o) = (z )Xh (z0) = 0 (2k—1)
PATo @/ (—qt)X," ) (t)dt =0, si k € N.
o
(3.6.13)
Asi, por las igualdades dadas en (3.3.5)),
M(zo) = ) [Xﬁf'fﬂ)]' (z0) =0, (3.6.14)
k=0
= 1
(2k+1)
M2(Zo) = X = 3.6.15
d(a) =3[ X, | o= (3.6.15)

También cabe senalar que n;(xg) = 1, m2(x9) = 0. De manera que,

[m(20)g2(20) — ma2(w0) g1 (o) = [1- ga(w0) + 0 - g1(a0)]

= p(wo)72(wo)
1

p(o)

= p(wo)

=1

Por otro lado, debido a que 1y, m2 € A, se tiene que ny,m2 € AC([a,b]). De modo que por
la Proposicion [1.3.12 11,12 € ACG.([a,b]). Ademas, ACG.([a,b]) es un espacio vectorial
sobre C, cerrado bajo el producto por funciones. Luego, 17192 —n2g1 € ACG,([a,b]). Ahora,

sea x € [a, b], luego

m(2)g2(x) =1 () g1 (x) — 1

= i (x)g2() — n2(2)g1(x) — [m(20)g2(w0) — n2(0)g1 (20)]

x

T
= / [77192 - 7]291]I = [77192 - 77291]

Zo Zo

= /x [m(pie) — me(prn)]

Zo
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[ (pi2) + m(pn2) = M2(pn) — n2(pm)]
[771(,07'72)' - 772(/)7'71)1

[m[(pi2) + qnz] = n2l(pmn) + qm]]

/
/
_ /ﬁx[nl(pﬁz)'—-n2(pﬁ1)l + Mmane — 172q
/
/

[m[0] — ma[0]] = /r 0=0, para todo x € [a, b]. (3.6.16)

X0 xo

Por tanto, para todo = € [a, b],

m(x)ga(z) — na2(x)g1(7) = 1. (3.6.17)

En consecuencia, para todo = € [a,b], n1(x) # 0 0 no(z) # 0, es decir, 71 y 12 no se anulan

en un mismo punto. De modo que, si tomamos

Yo =M + i
_ ZXf(z%) 4 ZXi(szH)’
k=0 k=0

entonces 4o no se anula sobre [a, b].
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Capitulo 4

Implementacién numérica

La representacion de la solucion de la ecuacion de Sturm-Liouville (vea ecuacion
en forma de series de potencias de parametros espectrales nos permite resolver problemas
espectrales de manera simple. En este capitulo, se presentan algunos aspectos relacionados
con la implementacion numérica del método SPPS, asi como algunos ejemplos para ilustrar

como se aplica el método para hallar los eigenvalores de problemas espectrales.

4.1. Cuadratura

Yang et al., en [20], describen un método para aproximar integrales de Kurzweil-
Henstock. El método se basa en realizar particiones no uniformes, que es el concepto
central detras de la integral de Kurzweil-Henstock. Asimismo, el método se describe para
funciones que cerca de alguna singularidad en alguno de los extremos del intervalo |[a, b]
oscilan bastante. De ahi, que el primer paso consiste en construir una sucesiéon que se
acerque a la singularidad en el extremo donde esta ocurra, pero que solo en el limite
alcance el punto. Por ejemplo, en el caso de que la singularidad se encuentre en =z = a,

entonces podemos tomar la siguiente sucesion

2 =a+ (b—a)N-0D, (4.1.1)

61
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coni € {1,2,---,t+1} y N € N\ {1}. En el caso de que la singularidad se encuentre en

x = b, podemos tomar la siguiente sucesion
ri=a+ (b—a) (1—N_(i_1)) : (4.1.2)

coni € {l,2,---,t+1} y N e N\ {1}.

Tel T X T xz
1L I6 I5 I4 I3 I2 I1

a b

(a) Sucesion de baacon N =2yt =>5.

gt 2 B Bl

(b) Sucesion de a abcon N =2yt =5.

Figura 4.1. Sucesiones para evitar las singularidad en los extremos.

En la Figura podemos ver ejemplos de como son las sucesiones de los casos en
los que la singularidad se encuentra en uno de los extremos. Sin embargo, pueden existir
més casos, como que la singularidad no este localizada en uno de los extremos, sino sobre
el intervalo (a,b) o el caso de que haya méas de una singularidad. No obstante, se puede
utilizar mas de una sucesion para obtener resultados similares evitando las singularidades.
Ahora, sin pérdida de generalidad, continuaremos con la descripcién del método para el
caso de una singularidad en z = a.

(i)

Posteriormente, se definen los coeficientes anl . Para cada unos de los subintervalos [x;;1, 2;]

mediante

@ _ 2% —xi4a)]

A = Wl para j € {1,2,...,n}. (4.1.3)

Asimismo, para cada subintervalo [z;41,x;], se toma una particiéon no uniforme, de modo

que se definen los nodos ufj )k por medio de

k
US,)O = Tit1, “S,)k; = Tiy1 + Z affzj. (4.1.4)
j=1




Implementacién numeérica 63

1 1 1 1
ag) i aily aiy

)

| |
1 1 1 1 1
T3 = UES ui ully ¥ 7= Ui

Figura 4.2. Nodos uq(f)k del subintervalo [z2,x1], coni =1y n =4.
En la Figura [£.2] se muestra un ejemplo de las ubicaciones de los nodos dentro de un
subintervalo, determinadas por la suma acumulada de los coeficientes afi)k. Al aplicar este

proceso a cada subintervalo [z, 1, z;], a través de la ecuacion (4.1.4)), se obtiene la siguiente

particion:
a< Ty = ug)o < u() < Uif)z <l < ug)n =x = uffal) < uifgl) < uff;”
< - ugizl) = Tiq < e < To = uglz) < u(l) < U/EL; < e ungﬂ)’L =T = b (415)

Una vez dada la particion de la ecuacion , se aproxima el valor de la integral de
una funcion f sobre el intervalo [z;,1, z;] mediante la siguiente cuadratura
2 UINO} . .
f QA frssnsad) = 0 =2 () + Fll ). (4.1.6)

Ti41 j=1

De modo que el valor de la integral sobre todo el intervalo [a, b] se obtiene por medio de

/abf%/:‘+1f+/:t1f+...+/ f+/ £, (4.1.7)

lo cual nos permite, mediante la suma acumulada conocer el valor de la integral en cada
punto de la sucesiéon {xz}“rl Hasta este punto, todo lo mencionado previamente ha sido
descrito por Yang et al. en [20]. A continuacion, se presentan algunas modificaciones
realizadas para adaptar este método de integraciéon numérica al método SPPS.

El Teorema explica como construir la representacion de soluciéon a la ecuacion de

Sturm-Liuoville como una serie de potencias de parametros espectrales. Particularmente,

de las ecuaciones ([3.4.3) y (8-4.4), es claro que se necesitan las funciones X2 y X@s+1),

las cuales estan dadas de forma recursiva, como se aprecia en las ecuaciones (3.2.3))-

(3.2.4). Dependiendo de la forma de las funciones p, g, 7 v 3o, podriamos tener expresiones
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explicitas de las funciones X %) y X(2s+1)_Sin embargo, en cuestion practicas, lo mas usual
es que se tengan funciones numéricas, es decir, solo sabemos los valores de la funcién en

un conjunto numerable de puntos.

Ahora, supongamos que se tienen expresiones explicitas de las funciones p,r,y2 y que

Toodt
se quiere calcular las funciones X(®)| para el caso s = 0, se tiene que X = / —— 5
w0 P1)Y5(t)
Puesto que p y yo tienen una forma explicita, entonces se puede conocer el valor de la
funcién del integrando # en cada nodo uff)k. De modo que se puede aplicar la cuadratura
0

Bl

(#.1.6) para aproximar X sobre cada nodo z;. Luego, X! es una funcién numérica.

T
Mientras que para el caso s = 1, se necesita calcular X®(z) = / r(t)y2 (1) XY (t)dt. Sin

0
embargo, se presenta un inconveniente, a pesar de que r y yo tienen formas explicitas,

XM es una funcién numeérica, por lo que no conocemos el valor del integrando ryyX®
da nodo u”), sino solo en 1 incid lgtn 2, por 1 ibl
en cada nodo u, ., sino solo en los que coinciden con algin z;, por lo que no es posible

aplicar la cuadratura (4.1.6]) para estimar X® sobre el intervalo.

Primera iteraciéon

Segunda iteracion

T3 9 T

Figura 4.3. Nodos donde se conocen los valores de la funcion integrando para cada iteracion.

En la Figura [4.3] se muestra un ejemplo de los nodos que corresponden a los valores
conocidos del integrando durante la primera y la segunda iteracion. Es evidente que no se
puede realizar una segunda iteraciéon. En consecuencia, una iteracion m-ésima resulta atun
menos factible. La solucién que se propuso para este problema, consiste en aproximar la

integral sobre cada ug)k. De manera que para valores de n, k, ¢ fijos, para el subintervalo
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[it1, 4], se tiene que la cuadratura (4.1.6) se transforma en:

u® k i)
n,k any. i ;
/ Fe = (Flul) + Fll)). (4.1.8)
Ti+1 j=1

De manera que la integral acumulada hasta dicho ugi)k es:

(1) (3)
un,k i un,k
/ FPo / f (4.1.9)
Tt41 Tt41 Tt+1
t n a(f). © k (Z
= >3 (f) + Ful ) + 27( D+ ). (4110)
(=i—1 j=1 j=1

Note que la modificacion de la cuadratura (4.1.6), dada en la ecuacion (4.1.8), no presenta
discrepancias. Mas atun, ahora nos es posible realizar iteraciones. Para comprender la

aplicacion de la cuadratura, supongamos que se tiene que t =4, n=3,1 =3, k =2y

N = 5. Empleando las ecuaciones (4.1.3) y (4.1.4), obtenemos una particion similar a la

descrita en la ecuacion (4.1.5). A continuacion, determinaremos el valor de la integral en

el nodo ug?’% y realizaremos el calculo de todos los valores de la integral hasta ese punto.

Denotaremos por F ( ok ) al valor de la integral acumulada hasta dicho nodo:

(4)
) ==21 (7)) + 1)
(4) (4)
Pu) =" (£ + Fb) + =2 (£ + £lt))
(4) (4) (4)
Plul) =22 (£ + Fbh) + 22 (£ + £l)) + 222 () + £l)

(4) (4) (4)
P(f) =221 () + 7)) + =2 (£ + F@lD) + =22 (£l + Flh)
a:(sgi (3) (3)
+ =5 (£ + D))
3 _ag,l% 4) 4 aéf‘% (4) (4) a% (4)
Fuy) == () + £D) + =2 (F@i) + FiD)) + =2 (£ + s
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Observe que los términos se pueden reescribir de la siguiente manera

a
Fluff)) =F(uf) + =2 (£ + Ful))

2
(4) (4) agg (4) (4)
F(U3,2) :F(U3,1) + N <f(u32) + f(u31)> )

a
Fuf)) =F(uf) + =2 (f(u) + f(u))

(@) .

, F(us)f)—l—a"’k <f(u£f))+f(u7(f)f)), si k> 0;

F(ul)) = e ! = (4.1.11)
F( 5};21)), si k=
O visto de otra manera
“nl i—1 a(i) . .

) A n,k (2) (%) . .

. / f+ - <f(unk) + f(umk_l)) , sik>0;
/ f=4""y (4.1.12)

Tit1
Tt41

Un,n
/ f= f, si k= 0.
Ti41 Tt41

A simple vista, las ecuaciones (4.1.11)) y (4.1.12), parecen ser una manifestacion de la

propiedad de aditividad respecto al intervalo de integraciéon. Si bien es cierto, la verdadera
importancia de estas ecuaciones radica en la implementacion numérica. Por ejemplo, si se
desea conocer la integral sobre todo el intervalo [z, b], solo es necesario calcular la integral
en el pri to ul” iend la integral en u.’) te dat d
primer punto u, 7, asumiendo que la integral en u, | es cero, este dato se guarda y
se asocia con el valor de la integral en dicho punto. Posteriormente, se suma el resultado
del siguiente término, se guarda la suma y se asocia dicha cantidad con la integral en

ese punto. Asf sucesivamente hasta terminar la integral en b. De modo que, al finalizar la

implementaciéon del método se habra calculado la integral sobre todos los nodos uf; )k.
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Es posible utilizar esta propiedad de esta manera porque la funciéon f no depende del
punto hasta el cual se desea integrar. Veamos que esto no es posible con funciones que
si dependen del punto de integracion, para ello necesitamos la expresion de las funciones
)Nfl(fs) (ecuacion (3.6.4))) para s = 1 y recordemos que )N(IEO) =1,
9 €T
@) = [ a®IPo) - Pala)lde.
zo
También supongamos que t =4, n = 3,1 =4y k = 3, tal que de igual manera se quiere

3)

calcular el valor de la integral en el nodo uy,,

asa 4 4 4 4 4 4
+ =22 (g DIPu) = P D]+ a(uS)Pa(ul)) - Pu(uSD)])

X2l # X2 @) + 22 (a(aDIPuw) — Puui)] + g P (5 - P(uSD)])

2), (4 S(2), (4 3,3 4 4 4
X (i) # XD (w5 + =2 (s DIPuwss) = Pules)] + a(sD[Pa(us) — Puus3)])
Por lo tanto, para funciones de esta naturaleza, si se desea determinar la integral en

un nodo us)k, es necesario calcular la integral completa, desde z;,; hasta el nodo us)k,

usando la ecuacion (4.1.10)), en lugar de simplemente sumar términos, como en la ecuaciéon

4.1.11H Durante la implementacion del método SPPS, se utilizaron en conjunto ambas

!Observe que la aditividad respecto al intervalo de integracion se sigue cumpliendo.
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maneras de calcular la integral. Para funciones como P, P se utilizé la manera descrita
en la ecuacion (4.1.11). Mientras que para funciones como X,(fs), X,(ZQSH), X @)y x(2s+1)

se utiliz6 directamente la cuadratura (4.1.10)).

4.2. Ejemplos

En esta seccion se mostraran ejemplos practicos de problemas espectrales con distintos

tipos de condiciones iniciales.

Ejemplo 4.2.1. Considere la ecuacion (py) + qy = Ary c.d.q. sobre [0, 7], donde
2T s
p(x) g(z) = —sen(—5 )y r(@)

con las siguiente condiciones de frontera

La funcién ¢ es altamente oscilante y ¢ € KH([0,n]) \ L*([0, 7]). Este ejemplo claramen-
te muestra que los resultados de esta tesis abarcan un mayor nimero de casos que los

resultados utilizando la integral de Lebesgue mostrados en [2]. Sea

D={yeA:y(0)=0=y(m)}

y definamos L : D — KH([0,7]) como L(y) = (py) + qy. Encontremos una aproximacion
del espectro puntual o,(L).

Aplicando el método SPPS, es decir, utilizando el Teorema [3.4.1] para hallar la re-
presentacion de la solucion general de la ecuacion (py) + qy = Ary como una serie de

potencias de parametro espectral se obtiene que

y=a [yo Z ASX(29)
s=0

donde X29) y Xst1) estan definidas como en las ecuaciones (3.5.2) y (3.5.1) tomando

zo = 0. Utilizando la condicion de frontera y(0) = 0 en (4.2.1]), obtenemos que

+ C2

vy )\SX(2S+1)] , (4.2.1)
s=0

0 = c190(0) + c290(0) - 0.
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Por tanto, ¢; = 0. Ahora, empleando la condiciéon de frontera y(7) = 0, encontramos que
0 = cayo(T) i AS X @+ (),
5=0
Dado que la solucion homogénea satisface que yo(m) # 0, se sigue que
Q(\) = i X 2 (1) = 0.
s=0

Los ceros de €2 conforman el espectro puntual de L. Para hallar los ceros de €2, se trunca

la serie después de m términos. De modo que ahora debemos encontrar los ceros de
Q(A) =D XX H(r),
s=0

Para determinar el valor de X s+ (7) para s € {1,2,...,m}, como establece el Teorema
3.5.2, es necesario conocer los valores de yg sobre [0, 7]. De modo que, con el fin de construir
Yo, la solucion homogénea que se anula sobre todo el intervalo [0, 7], como el Teoremam

indica, debemos hallar los valores de X }(fs) y X }(125+1) sobre [0, 7]. De las ecuaciones ([3.6.4)
(3.6.5)) se tiene que

X) = [ RED0q0)P0) - Pl

X2 () = / LX) [Pa(t) — Palo)dr

0

Estas integrales son estrictamente Kurzweil-Henstock, pues ¢ € KH([0,]) \ L'([0,7]).
Por lo tanto, debemos utilizar un método adecuado para estimar las integrales, por ello
utilizaremos el método descrito en la Seccion {.1l Puesto que la funcién ¢ tiene una
singularidad en x = 0 (el extremo izquierdo) y oscila significativamente cerca de este
punto, vamos a formar una sucesion que se aproxime a x = 0 sin alcanzarlo. Para ello,

utilizamos la ecuacion (4.1.1) con a = 0,0 =7y N = 5, asf tenemos que

T = 7r<5*(i*1)>, donde i€ {1,2,...,t+1}.

Posteriormente, utilizando las ecuaciones (4.1.3) y (4.1.4) se calculan los coeficientes as’)k

asi como los nodos u,(f)k para cada subintervalo [z;;1,z;]. De manera que se tenga una

particién no uniforme como la mostrada en la ecuacion (4.1.5).




70 Ejemplos

A continuacion se utiliza la ecuacion (4.1.11)) para determinar el valor de P, sobre
[0, 7]. Mientras que se utiliza la cuadratura descrita en la ecuacion (| m para estimar

(2s) X(2s+1)

las funciones X para s € {0,1,...,m} en cada nodo u . Como se menciona

en el Teorema , tomamos yo = > ., /\SX(QS +iy )\SXhQSH). Una vez conocido el
valor de yy sobre [0, 7], esto nos permite calcular los valores de P y por consiguiente los
valores de X (2**1 sobre [0, 7], particularmente para s = m y = 7. Lo que nos conduce al
polinomio caracteristico ,,()\), donde las raices de 2, deben formar el espectro puntual
op(L).

Los eigenvalores de este ejemplo se muestran en la Tabla[4.2.1], se calcularon utilizando

t = 30, n = 3000 y m = 100.

Tabla 4.2.1: Eigenvalores obtenidos para el Ejemplo}4.2.1} con ¢t = 30,n = 3000 y m = 100.

An

3

2.361300545482816
4.7417217745472335
10.825072417633294
17.486039265939382
25.821116277868896
37.210546294478405
50.67457532648284
65.42292022702168
81.93125101877169
101.0198225062351

© o0 N O Ot ks W N

—
S

Ejemplo 4.2.2. Considere la ecuacion (py) + qy = Ary c.d.q. sobre [—m, 0], donde

(2) - (2) 20+ 27 +1 (2) T+ T+
z)=V1T+2x )= ————o r(z) = csc sen| csc
P A DN 2 2

con las siguientes condiciones de frontera
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Es claro que /l),q € L([—m,0]). Ademas, se tiene que la funcion r € KH([—m,0]), es

altamente oscilante y tiene una singularidad en x = —7. Sea

D={yeA:y(—7)=0=1y(0)}

y definamos L : D — KH([—m,0]) as L(y) = (py) +qy. Encontremos una aproximacion del
espectro puntual o,(L). Del Teorema|3.4.1] se tiene que la soluciéon general de la ecuacion
(py) + qy = Ary tiene la siguiente forma

y=a [yo Z AT X (29)
s=0

donde X9 y Xst1) estan definidas como en las ecuaciones (3.5.1) y (3.5.2) tomando

+CQ

Yo Z /\SX(QS“)] = C1YoU + CoYoWw, (4.2.2)
s=0

xo = 0. La eleccién del punto xy = 0 es debido al hecho de que 0 € E,, mientras que

—m ¢ E,. Utilizando la condicion de frontera y(—m) = 0 en (4.2.2), obtenemos que

+ C2

0=c [yo(—w) D XX (=)

s=0

yo(—71) ) )\SX(2S+1)(—7T)] . (4.2.3)

Observe que de la ecuacion (3.4.10) y del Teorema [3.3.5] se tiene que

u(zg) =1, v(wg) =0, w(zg) =0, z(zg) =1,

o) = =)y gy = 21
T Ey R e T oy R e T )

Asi, al utilizar la condicion de frontera ¢(xy) = 0 en la ecuacion (4.2.2)), junto con las

observaciones anteriores, se sigue que

0=g(x0) =1 (?Jo(ﬂfo)u(l’o) + ?Jo(l’o)ﬂ(xo)> +c (?Jo(l?o)w(l“o) + yo(mo)w(l’o)>

=0 (Qo(%) -1+ yo(zo) - 0) + 2 (?JO(%) -0+ ?JO@O)%)

p(0)ys
— cijo(mo) + .
p(0)yo(zo)
Luego, ca = —v/Tyo(x0)Yo(xo)c1. Cuando sustituimos el valor de ¢, en la ecuacion (4.2.3)),

considerando que ¢; y yo(—7) no deben ser cero, llegamos a la siguiente ecuacion

[Z )‘SX@S)(_W)] — V7Y0(0)30(0) [Z ASX@SH)(—W)] =0.
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Por tanto, para encontrar el espectro puntual de L debemos encontrar los ceros de
= DX [ROIm) — Vo (0)io(0) X3V (=)
s=0
Los eigenvalores para este ejemplo se muestran en la Tabla los cuales fueron calcu-

lados usando t = 30, n = 3000 y m = 100.

Tabla 4.2.2: Eigenvalores obtenidos para el Ejemplo|4.2.2, con ¢t = 30,n = 3000 y m = 100.

3

An

4.524225992700899
28.39425092237783
07.41629224255273
84.21626647213287
160.32418088288506
179.02925228986282
008.1105242245128
520.70477362163
523.5330777360434

O 00 N O Ot ks W N -




Conclusiones

El objetivo general de este trabajo de tesis fue realizar un estudio del método SPPS

utilizando la integral de Kurzweil-Henstock.

En el Capitulo [2|se mostro la existencia y unicidad de la soluciéon de problemas de valo-
res iniciales para la ecuacion de Sturm-Liouville (py) +Qy = f, cuando Q, f € K H([a,b])
y /l) € L'([a, b]). Esto extiende el trabajo de S. Sanchez-Perales en [17]. Posteriormente, se
mostré que la dimension del espacio solucion de la ecuacion homogénea asociada es igual
a dos, vea Corolario lo cual permitié la demostracion del teorema principal de esta

tesis.

En el Capitulo [3| se mostré la convergencia del método SPPS, propuesto por Krav-
chenko [9] para la ecuacion de Sturm-Liouville (py) +qy = Ary, con coeficientes Kurzweil-
Henstock integrables, por lo que los resultados mostrados por Blancarte et al. en |2 Teo-
rema 7| permanecen como un caso particular de los resultados presentados en el Capitulo
cuando ¢,r € L([a,b])(C KH([a,b])). En [10] y |2] Kravchenko y Blancarte, respecti-
vamente, describen la manera de proceder con las demostraciones para la convergencia
del método. Sin embargo, en varias de partes fue necesario emplear técnicas diferentes y
adecuadas para la integral de Kurzweil-Henstock, debido a la integrabilidad no absoluta

de ésta.

Por otro lado, para la implementacion numérica, se tuvieron que hacer modificaciones

al método descrito por Yang et al. en [20], debido a la necesidad de realizar integraciones

73
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recursivas. Por otro lado, el Teorema hace al método mas eficiente numéricamente,
pues nos permite evitar k iteraciones al momento de calcular el valor de las funciones X (%)
y X @1 sobre [a, b]. De modo que la implementacién numérica, realizada en Python, fue
razonablemente manejable y ha demostrado ser una herramienta poderosas para resolver
problemas de Sturm-Liouville. Esto se muestra claramente en los ejemplos de la Seccion
[4.2] del Capitulo [, donde pudimos encontrar el espectro puntual para problemas con
funciones Kurzweil-Henstock integrables.

Por lo tanto, la incorporacion de la integral de Kurzweil-Henstock en el método SPPS,
ha ampliado significativamente el alcance y la aplicabilidad del método, lo que nos permite
abordar una variedad més amplia de problemas, incluidos aquellos que contienen funciones
altamente oscilantes que no son Lebesgue integrables.

Por tltimo, los hallazgos del Capitulo [2| se encuentran en [16], mientras que los de los
Capitulos 3| y 4] en [6]. Ambos casos, se encuentran en proceso de publicacion (aceptado

y publicado, respectivamente).
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