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Introduccion

Dentro de las multiples areas que abarcan las matematicas, el conocimiento de di-
versas técnicas y herramientas subyace en la comprension de resultados a su alrededor.
En topologia general, a estas herramientas se les denomina «operaciones topologicasy, las
cuales tienen como proposito analizar el comportamiento de alguna propiedad topologica
sobre algiin espacio dado; dentro de estas operaciones podemos encontrar la denominada
«limites inversos».

En el ano de 1929 P. Alexandroff, en el articulo |Ale28|, da el primer indicio de lo
que posteriormente S. Lefschetz definiria como limite inverso en el articulo [Lef31]. De
esta forma desde su aparicion, los limites inversos pasaron a ser objeto de estudio por la
comunidad matemaética; los estudios abarcaron nociones usuales topologicas (compacidad,
ser Hausdorff, continuidad, entre otras) bajo esta operacion. Adecuando la nocion de
limite inverso, especialistas obtuvieron resultados exitosos en areas donde lo topologico
no es una parte fundamental; algunas de estas areas son el algebra (vea |[Berl5|) o el
analisis (vea |CK13]). La conveniencia de esta operacion topologica sigue estando bastante
presente en la actualidad, se continian estudiando diversas propiedades (recientes o no
tan recientes), ya sea para mostrar su preservacion (invarianza) o bien en la generacion
de algtin contraejemplo.

En una busqueda répida en los repositorios de articulos matematicos, se encuentran
trabajos muy recientes que utilizan la técnica de los limites inversos, como por ejemplo en
la subrama que los expertos denominan analisis funcional abstracto, dicha técnica ha sido
utilizados para estudiar y resolver problemas sobre los espacios de Valdivia (vea [KMO06))
o los espacios semi-Eberlein (vea |[CRS21]), en sistemas algebraicos se tienen trabajos
actuales que emplean los limites inversos como se ve en |[Kho24| y también en teoria
de continuos para el estudio de la propiedad tipo arbol, como lo hacen en [VP23|, por
mencionar alguna. Todo eso da razon, entre otras cosas, para que los limites inversos sean
un buen tema para poder desarrollar esta tesis.

De lo anterior, el objetivo de esta tesis es realizar un manuscrito que contenga y
exponga detalladamente los fundamentos bésicos de la teoria de limites inversos, asi como



el de recopilar resultados clésicos que consideramos son representativos en esta area.
Particularmente, hemos redactado un escrito que un estudiante de licenciatura con un
curso basico de topologia general puede comprender. El texto, en su mayoria resulta
autocontenido sin la necesidad de buscar material auxiliar para su lectura, claro, a menos
que el lector desee profundizar en algunos temas que no forman parte medular de la tesis.
Por tal motivo, la tesis esta estructurada de la siguiente manera.

El primer capitulo esta enfocado en dar a conocer los conceptos bésicos alrededor de
la teoria de conjuntos y topologia general, asi como la notaciéon y el lenguaje que usamos
en el desarrollo de la tesis. Dentro de estos hechos mencionamos propiedades topologicas
y teoremas que son de gran ayuda para el tema principal de la tesis. Dichos resultados,
en su mayoria, los tomamos de libros como |Eng89| y [Wil04|. Este capitulo puede ser
obviado por alguien que haya tomado un curso basico de topologia de licenciatura.

En el segundo capitulo de la tesis, nos enfocamos en dar un repaso al tema de 6rdenes
parciales y conjuntos dirigidos para incluir conceptos que usualmente no son estudiados
en un primer curso de topologia general. También, presentamos el producto de espacios
topologicos como un espacio topolégico, mostrando conceptos y ejemplos de éste de ma-
nera grafica para una mejor comprension. Este capitulo tiene como objetivo familiarizar
y ubicar al lector en el contexto adecuado donde trabajamos el tema medular de la tesis.

En el tercer capitulo introducimos el concepto de limite inverso, asi como ejemplos a su
alrededor. Visualizamos el limite inverso como subespacio del producto y nos enfocamos
en demostrar cuales propiedades topologicas conserva el limite inverso como herencia de
los productos topologicos y los resultados que podemos generar a partir de éstas. Los
resultados indicados estan basados en libros especializados en el tema como |Chi96| y
articulos como [Sto79].

El cuarto capitulo esta enfocado en exponer resultados clasicos de los limites inversos,
teniendo como conjunto dirigido al de los naturales. Este capitulo esta basado en resul-
tados obtenidos de [IM12|, de donde también nos inspiramos para construir un sistema
inverso cuyo limite inverso sea la curva del topologo. Esto sienta las bases para trabajar
y poder leer el quinto capitulo.

Finalmente, la intenciéon del quinto capitulo es dar a conocer la importancia a través
de sus aplicaciones del limite inverso en areas ajenas a la topologia general. La primera
seccion esta fuertemente inspirada en el articulo [KSY07|, en donde, primeramente, re-
pasamos conceptos basicos alrededor de la economia para después relacionarlos con los
limites inversos a través de un problema planteado. Culminamos el capitulo mostrando
un ejemplo del limite inverso, cuya motivacion fue el articulo [CMR15|, veremos la cons-
truccion geométrica de éste y lo relacionaremos con los limites inversos. Es importante
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enfatizar, que para este capitulo, no profundizamos en las nociones de teoria de economia
o la teoria de sistemas dinamicos discretos, sino que priorizamos hacer visible como es que
se usan los limites inversos.

Al final, hemos anadido un apartado de conclusiones y algunos comentarios finales
acerca del trabajo de tesis.
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Preliminares

1.1 INOCIONES BASICAS DE TEORIA DE CONJUNTOS

Uno de los requisitos mas importantes para entender el area de topologia general es la
teoria de conjuntos, dado que esta nos proporciona las herramientas y técnicas necesarias
para trabajar con colecciones de objetos de manera logica y sencilla. Por tal motivo
decidimos anadir esta seccion, en donde describimos de manera breve algunos conceptos
bésicos de esta teoria, asi como la notaciéon que usamos a lo largo de la tesis. La teoria de
conjuntos es por si misma un area muy vasta e interesante para absortarse, sin embargo,
para fines préacticos de la tesis, hemos decidido no profundizar en estos temas. Si el lector
es gustoso de la lectura de teoria de conjuntos y requiere hacer un estudio més profundo
de los temas que aqui mencionemos, recomendamos consultar el libro [Her03|, en donde
se aborda de manera detallada y excelente la teoria de conjuntos.

Dados dos conjuntos A y B, si A es un subconjunto de B lo denotamos por A C B.
Si estos son iguales tendremos que A C By B C A y usamos la notacion A = B.
Para la interseccion y la union de A y B la notacion es la estdndar, esto es, AN By
AU B, respectivamente. Finalmente para la diferencia de A y B, es decir, el conjunto de
elementos que estan en A y no en B, ocupamos la notacion A\B. Dada una familia A de
conjuntos, la interseccién y union de los conjuntos de A los denotamos por (A vy |J A,
respectivamente.

Cuando usamos ciertos conjuntos especificos tenemos las siguientes notaciones. Para
el conjunto vacio usamos la notacion &. Al conjunto de todos los subconjuntos de un con-
junto arbitrario A lo llamamos conjunto potencia de A y es denotado por 24. Denotamos
por R al conjunto de los niimeros reales, N al conjunto de los enteros positivos (llamados
niameros naturales) y a C como el conjunto de los nimeros complejos.



Para tener una base solida en teorfa de conjuntos es necesario contar con nociones
sobre cardinalidad. Dado que este tema se presta a ambigiiedades en las matematicas,
nosotros entendemos como la cardinalidad de un conjunto A al «ntimero de elementos en
Ay y lo denotamos por |A]. Si |A| = |N| decimos que A es numerable.

Las funciones son esenciales para la teoria de conjuntos. Estas relacionan dos conjuntos
arbitrarios A y B, en donde a cada elemento de A se le asocia un tnico elemento de B.
Las ocupamos regularmente a lo largo de varias demostraciones, por lo que al momento
de hacer mencién de una de éstas usamos la notacion f : A — B, donde A y B se conocen
como el dominio y contradominio de f, respectivamente. En algunas ocasiones, también
las mencionamos como f que va de A a B.

Dada una funcién f : A — B y dos subconjuntos C' C Ay D C B, definimos y
denotamos la imagen de C' bajo f y la preimagen de D bajo f, respectivamente, como

@) ={f(x) |z el
(D) ={z€ A f(x) € D}.

Decimos que una funcion f es inyectiva si para cualquier par de elementos a y b en el
dominio de f tales que a # b se cumple que f(a) # f(b). Decimos que f es sobreyectiva
si para cualquier elemento b en el contradominio de f existe un elemento a en el dominio
de f tal que f(a) = b. Si f es inyectiva y sobreyectiva la llamamos biyectiva.

Dada una funciéon f : A — B y un subconjunto C' C A, denotamos y definimos la
funcion f restringida o C' como f|,: C' — B tal que f|,(z) = f(x), para todo x € C.

Cuando tenemos dos funciones f : A - By g: B — C, la composicion de f y g se
denota y define como la funcion go f : A — C dada por (g o f)(a) = g(f(a)), para todo
a € A. Esta composicion se puede representar mediante el diagrama [I.1]

A f s B

N A

C

Diagrama 1.1: Composicién de funciones.

Dentro del analisis de distintos teoremas nos veremos en la necesidad de usar frecuen-
temente la PIF, por lo que la definimos aqui.

Definiciéon 1.1.1. Decimos que una familia de conjuntos F tiene la propiedad de inter-
seccion finita (PIF) si para cada subfamilia finita y no vacia de F, la interseccion de sus
elementos es no vacia.
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1.2 CONCEPTOS BASICOS DE TOPOLOGIA GENERAL

Ya que el tema principal de la tesis se aborda en el contexto y dentro del area de topo-
logia general, es necesario anadir esta seccion, de conceptos bésicos de topologia general.
Aqui se abarcan conceptos fundamentales y resultados clasicos dentro de la topologia
general. Todos estos pueden ser encontrados en libros de topologia, aunque los que re-
comendamos son [Eng89| y [Wil04]. Consideramos que estos temas forman parte de dos
cursos basicos de topologia general para licenciatura. Lo usual es que el lector que tomo
un curso bésico de topologia general de licenciatura se le hagan familiares los temas que
aqui exponemos, por lo que quizas pueda realizar una lectura rapida y dirigirse al siguiente
capitulo de la tesis. Gran parte de las demostraciones de estas propiedades topologicas
que exponemos se encuentran en los libros antes mencionados, pero incluimos algunas con
el objetivo de que el lector entienda el por qué de algunos resultados y se relacione con
estos conceptos y con los temas de las secciones y capitulos posteriores.

Definicion 1.2.1. Dado un conjunto no vacio X y una familia 7 de subconjuntos de X,
decimos que 7 es una topologia sobre X cuando se cumplen las siguientes condiciones:

a) ety X €T
b) siU erTyV er,entonces UNV € T;
c) si A C T, entonces | JA € 7.

Si 7 es una topologia sobre X, entonces decimos que el par (X, 7) es un espacio topoldgico.

Cuando no existe confusion, el adjetivo se lo asociamos a X, es decir, si decimos «X
espacio topologico» implicitamente estamos pensando que hay una topologia 7 sobre X.
También, asociamos un nombre particular a los elementos de la topologia 7 como vemos
a continuacion:

Definicion 1.2.2. Sea (X, 7) un espacio topologico. Si U € 7, decimos que U es un
subconjunto abierto de X en la topologia 7 o simplemente que U es un abierto de X.

El concepto de topologia se puede comprender de manera mas sencilla mediante los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2.3. Para un conjunto no vacio X, no es dificil verificar que los siguientes
conjuntos son topologias sobre X:




i) La topologia trivial es Ting = {X, @}, en la literatura también la solemos encontrar

como la topologia indiscreta.
ii) La topologia discreta es Tgis = 2°%.

i11) La topologia cofinita es Teof = {A C X | X \ A es finito} U {@}.

Usualmente, antes de estudiar espacios topolégicos se conocen los espacios métricos,
estos suelen ser de gran ayuda para familiarizarnos con conceptos topologicos. Recordemos
su definicién y veamos que también pueden generar un espacio topologico.

Definicién 1.2.4. Un espacio métrico es un par ordenado (M, p) que consiste de un
conjunto M y una funciéon p: M x M — R que satisface que para todo x,y,z € M:

a) p(z,y) =0,

b) p(z,y) =0siy solosixz=y,
) p
)

(z,y) = p(y, v),
p(z,y) + ply, 2) > p(z, 2).

$)

d

La funciéon p se llama métrica de M.

Mediante el siguiente ejemplo vemos co6mo asociar un espacio topolégico a un espacio
meétrico.

Ejemplo 1.2.5. Sea (M, p) un espacio métrico. Se puede demostrar que la coleccion de
conjuntos abiertos (entendidos en el contexto de espacios métricos) en M definidos por la
métrica p forman una topologia en M, la cual se llama topologia métrica 7, o la topologia
generada por la métrica p.

En el ejemplo 1.1.6 de |[DCO05| se demuestra de manera detalla que efectivamente, ésta es
una topologia.

Observacion 1.2.6. Para R (o R"), a la topologia generada por la métrica Euclideana
le llamamos la topologia usual de R (o R™).

Cuando se tiene un espacio topologico X, es natural preguntarse si cualquier subcon-
junto tiene asociado, de manera natural, una estructura del mismo tipo, es decir, si es un
espacio topologico.
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Definicion 1.2.7. Sean (X, 7) un espacio topologico y A C X la coleccion
Ta={UNA|UeT}

es una topologia para A y se llama topologia de subespacio o heredada para A.

Es necesario mencionar que las propiedades que tenga X no necesariamente las here-
daran sus subconjuntos, pero las que si, son de suma importancia para temas posteriores
y por lo tanto demostramos las de mayor relevancia.

Para aligerar el manejo de los conjuntos abiertos de una topologia se suele trabajar
inicamente con los abiertos que forman esencialmente la topologia.

Definicion 1.2.8. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una subfamilia B de 7 es una base
para 7 si para cada x € X y paracadaU € T conz € U, existe B € Btalquex € BC U.
Si B es una base para 7, a sus elementos les denominamos conjuntos bdsicos de la topologia
T.

Observacion 1.2.9. Dentro de la seccion 1.1 de [Eng89] se menciona que una subfamilia
B de 7 es una base para T si y solo si todo abierto no vacio de X es la unién de alguna
subfamilia de B. Por lo que usamos una u otra definicion dependiendo de la facilidad para
trabajar con una en lugar de otra.

Para un mejor entendimiento de las bases tengamos en cuenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.10. En el conjunto de los numeros reales R, la coleccion de intervalos
abiertos (a,b) con a < b forman una base para la topologia usual en R. Siguiendo la idea,
esto se puede generalizar para R™.

En general, si X es un espacio métrico, la coleccion de bolas abiertas de X forman una
base para la topologia de X inducida por su métrica respectiva.

Para cualquier conjunto no vacio X, es evidente que una familia de subconjuntos de X
no siempre serd una base de alguna topologia. El siguiente resultado, obtenido del teorema
5.3 de [Wil04], nos muestra como «generar» una base a partir de ciertas condiciones dadas.

Teorema 1.2.11. Si X es un conjunto no vacio y B es una familia de subconjuntos de
X tal que:

a) X = B;




10

b) para cualesquiera By, By € By x € B1N DBy, existe By € Btal que v € B3 C BiN By,

entonces existe una topologia 7 sobre X tal que B es una base para 7.

Gracias al teorema [1.2.11] tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.12. Sean X es un conjunto no vacio y B es una familia de subconjuntos
de X. Decimos que B es base para alguna topologia sobre X, si se cumplen las condiciones
a) y b) del teorema [1.2.11] A la topologia garantizada por el teorema (1.2.11] le llamamos

la topologia generada por la base B.

En topologia hay nociones globales y locales definidas en algin espacio topoléogico.
Las globales nos permiten hablar de manera general sobre el comportamiento del espacio
total, y las nociones locales, nos permiten restringir el estudio a lo que pasa alrededor de
un punto especifico del espacio. Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.13. Sean X un espacio topolégico y = € X. Un subconjunto N de X
que contiene a x es una vecindad de x si existe un subconjunto abierto U de X tal que
r € U C N. A la familia de vecindades de z la denotamos por N (z). Dada B C N(x),
decimos que B es una base local para x (o una base para N (x)) si para cada N € N (z),
existe B € Btal quex € B C N.

Mas adelante vemos que multiples conceptos y resultados alrededor de la topologia
suelen estar relacionados con los conjuntos abiertos. Varios de tales conceptos estan dados
en términos de conjuntos bésicos o vecindades, en lugar de abiertos; su empleo dependera
de la «facilidad» que se tenga de trabajar con un conjunto en lugar de otro. Por otro lado,
en ocasiones trabajar con los elementos de una topologia no resulta sencillo, una manera
alterna de hacerlo es recurrir a los complementos de los elementos de una topologia.

Definicion 1.2.14. Sean X un espacio topologico y F' C X. Decimos que F es un

subcongunto cerrado de X con respecto a T si X\ F' es un subconjunto abierto de X.
Siguiendo la esencia de la topologia de subespacio tengamos en cuenta lo siguiente.

Proposicion 1.2.15. Sean X un espacio topologico y A C X. Cualquier subconjunto

cerrado de A es de la forma F'N A, donde F' es un subconjunto cerrado de X.

Un concepto que es ampliamente usado en el drea de topologia es la clausura, una
manera de definirla es la siguiente.




1. Preliminares 11

Definiciéon 1.2.16. Sean X un espacio topolégico y £ C X. La clausura (o cerradura)
de E es el conjunto

E={ze€X|UNE # @, para cada U € N(x)}.

Ademés, si F = X, entonces decimos que E es denso en X.

Teniendo en cuenta los conceptos de clausura y subespacio, podemos presentar el
siguiente ejemplo. Su importancia en el area de topologia radica en su uso como ejemplo
de distintas propiedades topologicas.

Ejemplo 1.2.17. La curva del topdlogo (vea el diagrama se define como la clausura
en R? del conjunto {(z,sen(%)) | x € (0, 1]}, por lo que consiste del siguiente conjunto:

xT

{(z,sen(3)) |z € (0,1} U{(0,y) | y € [-1,1]}.

Diagrama 1.2: Curva del topologo.

También consideramos prudente introducir el siguiente ejemplo, que es de gran impor-
tancia para el capitulo de aplicaciones de limites inversos.

Ejemplo 1.2.18. La doble curva del topélogo (vea el diagrama se define como la
clausura en R? del siguiente conjunto:

{(z,sen(2)) |z € (0,1]} U{(z + 2,sen(ﬁ)) |z €[-1,0)}.

Diagrama 1.3: Doble curva del topologo.

Toca ahora introducir los conceptos relacionados con continuidad en espacios topolo-
gicos.
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Definicion 1.2.19. Sean X y Y dos espacios topologicos, una funciéon f : X — YV y
x € X. Tenemos que f es continua en z si y solo si para cualquier subconjunto abierto V
de Y con f(z) € V, existe un subconjunto abierto U de X con x € U tal que f(U) C V.

Como mencionamos anteriormente, en ocasiones, hablamos de nociones locales o glo-
bales. En este sentido, con la continuidad también se puede describir de una forma global.

Definicion 1.2.20. Sean X y Y dos espacios topologicos y una funcion f : X — Y.
Decimos que f es continua en X si para todo subconjunto abierto V en Y, f~(V) es un
subconjunto abierto en X.

De este modo que f sea continua en X coincide con que f sea continua en todo x € X.

Observacion 1.2.21. Tanto la definicion[I.2.19] como la definicion[I.2.20]son establecidas
a partir de subconjuntos abiertos; sin embargo, estos conceptos los podemos encontrar en
términos de subconjuntos abiertos bésicos o vecindades. El uso de uno u otro concepto
es indistinto y depende tnicamente de la «facilidad» con la que se pueda demostrar
algin resultado. Por ejemplo, veremos en la secciéon de la topologia producto, que los
subconjuntos basicos resultan mas sencillos de trabajar.

El siguiente teorema nos ayuda a demostrar de manera maés sencilla la continuidad de
funciones especificas. Dicho resultado lo podemos encontrar en la secciéon 1.4 de [Eng89).

Teorema 1.2.22. Sean X un espacio topologico y f,g : X — R dos funciones continuas.
Se cumple que las funciones |f| : X - R, f+¢: X — Ry min{f, g} : X — R son
continuas.

Observacion 1.2.23. El teorema [1.2.22] se puede extender para una cantidad finita de
funciones continuas.

Ademas de la continuidad, las funciones poseen otras propiedades. Algunas de éstas
son de gran utilidad en secciones posteriores.

Definicion 1.2.24. Sean X y Y dos espacios topologicos v f : X — Y una funcion.
Decimos que f es una funcion abierta (cerrada) si para cada subconjunto abierto (cerrado)
A de X, f(A) es un subconjunto abierto (cerrado) de Y.
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Cuando se trabaja con espacios topologicos especificos, algunos suelen ser «relativa-
mente» complicados para manipular, por lo que es necesario trasladarnos a espacios més
conocidos o menos complicados. Las siguientes definiciones son de gran ayuda en estos
casos, pues nos permiten trabajar en espacios mas conocidos con la seguridad de que las
propiedades de un espacio las comparte el otro.

Definicion 1.2.25. Sean X, Y dos espacios topolégicos y h : X — Y una funcion.
Decimos que h es un homeomorfismo de X a Y si h es continua, biyectiva y h~! es
continua. De esta manera decimos que X es homeomorfo a Y si existe un homeomorfismo
de X a Y y lo representamos como X =Y.

Los siguientes ejemplos sobre espacios homeomorfos fueron tomados de [DCO5|.
Ejemplo 1.2.26.

i) Sea R con la topologia usual (vea el ejemplo [1.2.10)). Si a < by ¢ < d, entonces la
funcion h(z) = ¢+ =224 hace que [a,b] = [¢,d] y (a,b) = (c,d).

i7) Con la topologia usual, R es homeomorfo a cualquier intervalo abierto (a,b).

i17) Tomando a S' como el circulo unitario, un ejemplo de una funcién que no es homeo-

2mit

morfismo es la funcién exp : R — S! definida por exp(t) = €™ (con las topologias

usuales), puesto que no es inyectiva.

iv) Sean X un conjunto con mas de un punto, X; = X con la topologia discreta y
X, = X con la topologia indiscreta. La funcion f : X; — X, dada por f(x) = =z,
para cada x € X1, es es continua y biyectiva pero su inversa no es continua. Por lo
que f no es homeomorfismo.

Ya que introducimos los homeomorfismos, podemos incluir las siguientes definiciones.
Definiciéon 1.2.27. Sea X un espacio topologico.

i) Decimos que una propiedad P de X es una propiedad topoldgica de X si cualquier
espacio homeomorfo a X cumple P.

i7) Decimos que una propiedad topologica P de X es hereditaria, si todos sus subespa-
cios cumplen P.

Como mencionamos anteriormente, dos espacios homeomorfos comparten las mismas
propiedades topologicas. Bajo este concepto, incluso es posible relacionar mas de dos
espacios.
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Teorema 1.2.28. La relacion = es de equivalencia. Es decir, dados X, Y y Z espacios
topolégicos,

a) X =2 X;
b) si X 2V, entonces Y = X;y

) siXZY yY XZ entonces X = 7.

Teniendo en cuenta el ejemplo [I.2.18| de la doble curva del topologo podemos construir
el siguiente.

Ejemplo 1.2.29. El conjunto R de ntimeros reales es homeomorfo al conjunto
{(z,sen()) |z € (0,1]} U {(z + 2, sen(m)) |z € [-1,0)}.

Para la construccion del homeomorfismo dividimos el conjunto en dos partes.
Primero podemos aplicar un homeomorfismo entre RT U {0} y [—1,0). Después definir la
funcion hy : [—1,0) — {(z + 2,sen()) | x € [-1,0)} dada por

||
hi(y) = (y + 2 Sen(\m))

para todo y € [—1,0). No es dificil probar que h; es un homeomorfismo. De esta manera
R* U {0} es homeomorfo a {(x + 2 sen(lx‘)) | z € [-1,0)}.

Similarmente, para la otra parte aplicar un homeomorfismo entre R~U{0} y (0, 1]. Definir
la funcion hy : (0,1] = {(z,sen(2)) | z € (0,1]}, dada por

ha(y) = (y,sen(y)),

para todo y € (0, 1]. De manera sencilla se demuestra que hy es un homeomorfismo.
Para una mejor comprension del homeomorfismo podemos apoyarnos del diagrama

Diagrama 1.4: Homeomorfismo entre R y {(z, sen( ) | z € (0,1} U{(z+2 sen(%)) | x €

[=1,0)}.

En topologia, un espacio puede satisfacer distintas propiedades, muchas de ellas invo-
lucran a sus elementos y el como separarlos por medio de conjuntos abiertos. Este tipo de
propiedades se les denomina axiomas de separacion (separabilidad) y son las siguientes.
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Definiciéon 1.2.30. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es:

1)

2)

6)

1), si para todo par de puntos distintos x1, x5 € X, existe un subconjunto abierto
U de X tal que |U N{zy, 22} = 1.

Ty, si para todo par de puntos distintos z1, 22 € X, existe un subconjunto abierto
U de X tal que 1 € U y 9 ¢ U. Observemos que también existe un subconjunto

abierto V' de X tal que o € V y 21 ¢ V (vea el diagrama [1.5(a))).

Ty (o espacio de Hausdorff), si para cada par de puntos distintos 1, z, € X existen
dos subconjuntos abiertos U; y Uy de X tales que x1 € Uy, 2o € Us y U1 NU; = &

(vea el diagrama |1.5(b))).

T3 (o espacio regular), si X es T y si cumple que para todo x € X y para todo
conjunto cerrado F' C X tal que x ¢ F existen dos subconjuntos abiertos U; y Us
de X tales que x € Uy, F C Uy y Uy NUy = & (vea el diagrama |1.5(c))).

Tgé (completamente regular o espacio de Tychonoff), si X es T} y para cada x € X
y para cada subconjunto cerrado F' de X tal que z ¢ F', existe una funciéon continua
f:X —[0,1] tal que f(z) =0y f(y) = 1 para cada y € F (vea el diagrama

1.5(d))).

Ty (o espacio normal), si X es T y para cada par de subconjuntos cerrados F'y GG
de X con FFNG = g, existen dos subconjuntos abiertos U; y Us de X tales que

FCU,GCUyy U NUy =@ (vea el diagrama [1.5(e)]).

; T1 o, N T2 ! 1 \ / 9 \ /T \ / \
| o / \ : . ; / . \ ! . \ /S\\
\\ \\ ’ ! \ s \\ // \\ /, \\ |
\\—/ i‘/// \—/// \\_/// \\_’// Se e
(a) Ty (b) T3 (c) T3
xT f f(y):1 . -~
L] /’ \ / N
/\ , . | \\
Yy ‘\ /I ‘\ /
L \\ 7z \ 7
--" N_ -7
flx)=0
d) T51 e) T,
(d) Tyy (e) Ty

Diagrama 1.5: Representacion de los axiomas de separabilidad.
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Ejemplo 1.2.31. Los espacios métricos son ejemplos de espacios topologicos que cumplen
todos los axiomas de separacion indicados en la definicion [1.2.30]
Ademas, no es dificil verificar que se cumple el siguiente diagrama de implicaciones:

T4—>T3%—>T3—>T2—)T1—>TQ.

Sin embargo, los reciprocos de las implicaciones del diagrama no necesariamente son
ciertos, es relativamente facil construir ejemplos para ver que Ty no implica T y para
otras implicaciones como 77 no implica 75 o T3 no implica T hay una vasta gama de
ejemplos en la literatura, algunos de los cuales se encuentran en [Eng89).

Ahora, veamos que ser T; es posible heredarlo a todo subespacio.

Teorema 1.2.32. Sea X un espacio topologico. Dado i € {0,1,2,3,33}, si X es T},
entonces cualquier subespacio de X es T;.

Demostracion. Sea A C X.

1) Supongamos que X es Tp. Sean x,y € A, con x # y. Tenemos que x,y € X, por lo
que existe un subconjunto abierto U de X tal que |[UN{z,y}| = 1. Yaque {z,y} C A
y (UNA)N{z,y} CUN{x,y}, sesigue que |(UNA)N{x,y}| =1, asi A es T.

2) Supongamos que X es T}. Sean x,y € A con = # y. Tenemos que z,y € X, por lo
que existe un subconjunto abierto U de X tal que z € U y y ¢ U. En consecuencia
reUNAyyg¢UnNA Asi AesT).

3) Supongamos que X es Ty. Sean z,y € A con = # y. Tenemos que z,y € X, por
lo que existen dos subconjuntos abiertos U y V de X, tales que x € U, y € V' y
UNV =@. En consecuencia (UNA)N(VNA) =g, ademas de quex € UNAy
y € VN A. Por lo tanto,, A es Ts.

4) Supongamos que X es T3. Sean x € A y F' un subconjunto cerrado de A tales que
x ¢ F. Dado que F' es un subconjunto cerrado de A, existe un subconjunto cerrado
G de X tal que F =GN A. Como = ¢ GN A, tenemos que x ¢ G o x ¢ A, pero
x € A, porlo que x ¢ G. Ya que X es T3 existen dos subconjuntos abiertos U y V de
X talesquex € U, G CV yUNV = @. Ahora, tenemos que (UNA)N(VNA) =2
yvquex e UNAy F CVNA. Porlo tanto, = es T;.

5) Supongamos que X es TS%. Tenemos que A es T1, sean x € A y F un subconjunto
cerrado de A tales que = ¢ F. De manera similar al inciso 4) existe un subconjunto
cerrado G de X tal que F' = GNA, por lo que z ¢ G. Por lo que existe f : X — [0, 1]
continua en X tal que f(z) =0y f(y) = 1, para todo y € G. Notemos que la funciéon
g = f| 4 es continua en A y se cumple g(z) =0y g(y) = 1, para todo y € F'. Por lo
tanto, A es T} O

1.
2
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Teorema 1.2.33. Sea X un espacio topologico. Si X es T}, entonces cualquier subespacio
cerrado de X es Tj}.

Demostracion. Supongamos que X es T y tomemos un subespacio cerrado A de X. Para
ver que A es T, tomemos dos subconjuntos cerrados B 'y C' de A tales que BN C = @.
Esto quiere decir que existen dos subconjuntos cerrados F' 'y GG de X tales que B=FNA
y C = GNA. Como F, Gy A son subconjuntos cerrados de X, tenemos que B y C
también son subconjuntos cerrados de X, por lo que existen dos subconjuntos abiertos U
yV de X talesque BCU,CCV yUnNV = g@. Por la construccion de B 'y C' tenemos
que BCUNAyCCVNA, ademéas de que (UNA)N(VNA)=a. Por lo tanto, A es
Ty. ]

Dentro de las propiedades topologicas clésicas se encuentran los denominados axiomas
de numerabilidad, estos contemplan la nocién de base y su cardinalidad.

Definicién 1.2.34. Sea X un espacio topologico, decimos que X es:

i) Primero numerable, si para cada x € X, N'(x) admite una base numerable.

i1) Segundo numerable, si T admite una base numerable.

Ejemplo 1.2.35. Los espacios métricos son ejemplo de espacios topologicos que son pri-
mero numerable. De hecho, el espacio de los nimeros reales también es segundo numerable.

Los axiomas de numerabilidad también se pueden heredar. El siguiente teorema es la
formalizacion de esta afirmacion.

Teorema 1.2.36. Sea X un espacio topologico. Si X es primero (segundo) numerable,
cualquier subespacio de X también lo es.

Demostracion. Las demostraciones para primero y segundo numerable son similares, por
lo tanto solo hacemos la demostraciéon para primero numerable.

Supongamos que X es primero numerable y sea A C X. Tomemos z € A, como = € X
existe un base numerable B para N (z). Definamos el conjunto By = {BN A | B € B}.
Tenemos que B4 es numerable. Ademas, si tomamos N € N (z) existe B € B tal que
B C N. De esta manera BN A C NN A. Por lo tanto B4 es una base numerable para

NA(Z’) OJ

Como se ha visto, la topologia busca generalizar diferentes conceptos de las matema-
ticas. Este es el caso de la compacidad, que lo que busca es generalizar el concepto de
conjunto cerrado y acotado. Ademas, la compacidad no solo es importante en la topologia
general, puesto que también se ocupa en teoremas de anélisis clasico como base para sus
pruebas.
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Definicion 1.2.37. Sea X un espacio topologico. Dados A C X y una familia de subcon-
juntos abiertos U de X, decimos que U es una cubierta abierta de A en X si A C JU.
Decimos que X es un espacio compacto si cada cubierta abierta & de X admite una fa-
milia finita A C U (también llamada subcubierta finita) tal que X = |JA. Para A C X,
decimos que A es un subespacio compacto de X, si A es compacto con la topologia de
subespacio.

Para demostrar que un subespacio es compacto podemos apoyarnos de la siguiente
proposicion. Este resultado lo podemos encontrar en la proposicion 7.3 de [DCO5|.

Proposicion 1.2.38. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Tenemos que A es un
subespacio compacto de X si y solo si para toda cubierta abierta de A en X, se cumple
que A esta contenido en una subcubierta finita.

La siguiente equivalencia nos presenta una forma distinta de corroborar si un espacio
es compacto (recuerde la definicion [1.1.1)).

Teorema 1.2.39. Sea X un espacio topolégico. Tenemos que X es compacto si y solo si
cada familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita tiene
interseccién no vacia.

Demostracion. =| Supongamos que X es compacto y tomemos una familia {F}};c; de
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita tal que (,.; F; = @.
Para cada i € I, consideremos los abiertos U; = X\ F;. Notemos que:

v =Jx\rm) = x\(F =X,

iel el icl

asi, la familia {U;};e; es una cubierta abierta para X. Dado que X es compacto, existe
una subcubierta finita {Uy, Us, ..., Uy} de {U,;}ies tal que,

k k

x={Jui=Ux\E) = X\ F,

=1 i=1

lo que implica que ﬂle F;, = @. Esto contradice la propiedad de interseccion finita, por
lo que ", Fi # @.

<| Ahora supongamos que toda familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad
de interseccion finita tiene interseccion no vacia. Contrario a lo que deseamos demostrar,
supongamos que X no es compacto. Luego, existe una cubierta abierta {U,};c; para X
tal que para toda subfamilia finita U de {U,};cr se cumple que X\ |JU # @. Para cada
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i € I, definamos los subconjuntos cerrados F; = X\U;. Donde, cualquier subfamilia finita
{Fi}ier de {F}icr cumple que

i€F i€l
Asi, {F;};cr tiene la propiedad de interseccion finita. Por hipotesis se tiene que
F# 2.
iel
Sin embargo, dado que {U;};c; es una cubierta abierta para X, tenemos que
o=x\{Ju =x\U) = F-
iel iel iel

Lo cual es una contradiccién. Por lo que concluimos que X es compacto. O

Cuando un espacio topologico es compacto, es natural preguntarse si los subespacios
de X son compactos. La respuesta corta es no, sin embargo, el teorema [1.2.40| nos da las
condiciones suficientes para que un subespacio pueda heredar la compacidad.

Teorema 1.2.40. Si X es un espacio topolégico compacto, entonces todo subespacio
cerrado de X es compacto.

Demostracion. Sea F' un subespacio cerrado de X. Tomemos una cubierta abierta U de
F en X. Notemos que U U (X\F') es una cubierta abierta para X, por lo que existe una
subcubierta finita para X, digamos {Uy,...,U,, X\F'}. De esta manera {U;,...,U,} es
ahora una subcubierta finita para F' en X. Por lo tanto, F' es compacto en X. ]

El siguiente resultado fue tomado del teorema 265 de [IM12]. Lo citamos aqui, puesto
que ayuda a aligerar la demostracion de algunos teoremas.

Teorema 1.2.41. Si X es un espacio topologico de Hausdorff, entonces todo subespacio
compacto es cerrado.

Cuando nos encontramos en R, demostrar la compacidad resulta més sencillo. Prueba
de ello es el teorema [1.2.42] cuya demostracion la podemos encontrar en el ejemplo 17.9

de [Wil04].

Teorema 1.2.42. Considerando R con la topologia usual, tenemos que A C R es com-
pacto si y solo si es cerrado y acotado.
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Podemos notar que el teorema[1.2.42| es un caso particular del teorema de Heine-Borel, al
ser un teorema bastante conocido se puede consultar en la mayoria de libros de anéalisis
matematico.

Cuando tenemos dos espacios topologicos, si se sabe que uno es compacto, y si hay
una funciéon continua y sobreyectiva entre ellos con dominio el espacio compacto, el otro
espacio también serd compacto. Esto lo establece el siguiente resultado.

Teorema 1.2.43. Sean X, Y dos espacios topolégicosy f : X — Y una funcién continua.
Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Tomemos una cubierta abierta U para
f(X). Como f es continua, por la definicion , f~YU) es un subconjunto abierto
de X, para todo U € U. Ademés, X = Uy, fH(U). Por lo que {f"1(U) | U € U} es
una cubierta abierta para X. Por compacidad de X, existe una subcubierta finita para
X, digamos {f~Y(U"),..., f'(U,)}. De esta manera, {Uj,...,U,} es una cubierta finita
para f(X). Por lo tanto, f(X) es compacto. O

Teniendo en cuenta la compacidad, el siguiente teorema nos muestra de qué manera
una funciéon es un homeomorfismo bajo ciertas hipotesis. La demostracion la podemos
encontrar en el teorema 17.14 de [Wil04]. Este resultado sera importante para demostra-
ciones posteriores.

Teorema 1.2.44. Sean X y Y dos espacios topoldgicos tales que X es un espacio com-
pacto y Y un espacio de Hausdorff. Si f : X — Y es una funcién continua y biyectiva,
entonces f es un homeomorfismo.

Por otro lado, recordemos que la idea basica de la conexidad es saber si un conjunto
esta «separado en al menos dos partes». Como suele pasar en la topologia, estas ideas se
suelen formular mediante una propiedad topologica descrita con subconjuntos abiertos.

Definicion 1.2.45. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es disconezo si existen
dos subconjuntos abiertos U y V de X, diferentes del vacio, tales que U NV = @ y
X =UUV. Decimos que X es conezo si no es disconexo. Para A C X, decimos que A es
un subconjunto conexo de X si A es conexo con la topologia de subespacio.

Para la conexidad de los subespacios podemos usar la siguiente equivalencia.

Proposicion 1.2.46. Sean X un espacio topologico y A C X. Tenemos que A es un
subespacio disconexo de X si y solo si existen dos subconjuntos abiertos U y V de X,
diferentes del vacio, talesque UNV NA=0y ACUUYV.
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Hemos escogido algunos ejemplos de espacios conexos en [DCO05|. La finalidad de esto
es mostrar la idea intuitiva dentro de esta definicion.

Ejemplo 1.2.47.

i) Sea X = {a,b,c} con la topologia 7 = {X, &, {a}}. Notemos que X y @& son los
unicos subconjuntos abiertos con intersecciéon vacia cuya uniéon es X . De esta manera
X es conexo.

i1) Todo espacio con la topologia indiscreta es conexo.

i1i1) Todo espacio con mas de un elemento con la topologia discreta es disconexo.

~—

Se puede demostrar que la curva del topologo (vea el ejemplo|1.2.17)) con la topologia
usual en R? es conexo.

w

Como sucedi6 con la compacidad, tenemos un resultado que involucra funciones con-
tinuas.

Proposicion 1.2.48. Sean X, Y dos espacios topologicos v f: X — Y una funciéon
continua. Si M es un subespacio conexo de X, entonces f(M) es un subespacio conexo
de Y.

Demostracion. Sea M un subespacio conexo de X. Supongamos que f(M) es un subes-
pacio disconexo de Y. Luego, existen dos subconjuntos abiertos V; y V5 de Y diferentes
de vacio tales que ViNVonN f(M) = @y f(M) C VUV, Dado que f es continua tenemos
que f~1(V1) y f71(V,) son subconjuntos abiertos de X y diferentes del vacio. No es dificil
comprobar que f'(V)Nf 1 (Vo)nM =2y MC f~1(V1)U f1(V), lo cual contradice
la hipotesis de que M es conexo. Por lo tanto f(M) es un subespacio conexo en Y.  [J

Ya que el tema de conexidad suele ser extenso, la siguiente proposiciéon tiene como
objetivo mostrar resultados que ocupamos posteriormente en el desarrollo del trabajo de
tesis. Dichos resultados fueron tomados del capitulo 6 de [Eng89|, en donde se puede
consultar su demostracion.

Proposicion 1.2.49. Sea X un espacio topologico. Se cumple que:

i) Si A es una familia de subespacios conexos de X tal que (A # &, entonces |J.A
es un subespacio conexo de X.

i1) Si para cualesquiera z,y € X existe A C X conexo tal que z,y € A, entonces X es
conexo.

i1i) Si X contiene un subespacio denso y conexo, entonces X es conexo.
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Como vimos en el ejemplo [1.2.5, dado un espacio métrico (recordemos la definicion
1.2.4]), se le puede asociar una topologia. A partir de este ejemplo podemos definir una
nueva propiedad que nos relacione los espacios topologicos y los métricos.

Definicién 1.2.50. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que X es metrizable si
existe una métrica p : X x X — R para X tal que 7 coincide con 7,.

El siguiente resultado nos asegura que la metrizabilidad es una propiedad que se puede
heredar a subespacios.

Teorema 1.2.51. Sea X un espacio topologico. Si X es metrizable, entonces cualquier
subespacio de X también lo es.

Demostracion. Tomando A C X y p| ,, podemos verificar que 74 coincide con la topologia
métrica 7, , . [

Terminamos esta secciéon con una definiciéon que empleamos en las aplicaciones de
limites inversos.

Definicion 1.2.52. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un continuo si éste
es un espacio conexo, compacto y metrizable.

Para mejorar la comprension de estos espacios podemos destacar los siguientes conti-
nuos. Verificar que efectivamente son continuos no es algo complicado.

Ejemplo 1.2.53. Recordemos que los elementos de C (con la ayuda de la funciéon expo-
nencial compleja [ZS03|) pueden ser representados de la forma 7, donde 0 < 6§ < 27 y
0<r.

i) El circulo unitario S' = {# € C | 0 < ¢ < 27} = {2z € R?* | ||z]| = 1} es un
continuo.

i1) El disco unitario D' = {re’? € C| 0 < p <27 y 0 <r < 1} es un continuo.
i17) El espacio {(z1,22) | 21 € S', 29 € D'} (conocido como el toro sélido) es un continuo.
iv) La curva del topdlogo (vea el ejemplo[1.2.17)) es un continuo.

Ademas de estos ejemplos, los siguientes teoremas nos ayudan con la construccion

de continuos mas complejos, ya sea mediante funciones continuas o la intersecciéon de
continuos anidados.

Apoyéandonos de los teoremas [1.2.43] [I.2.48] y una consecuencia del teorema de metri-
zacion de Urysohn (vea el corolario 23.2 de [Wil04]) obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.2.54. Sean X, Y dos espacios topolégicosy f : X — Y una funcién continua.
Si X es un continuo y Y es de Hausdorff, entonces f(X) es un continuo.

La demostracion del siguiente teorema la podemos encontrar en el teorema 6.1.18 y el
corolario 6.1.19 de |Eng89).

Teorema 1.2.55. Sea {X,, | n € N} una familia de continuos. Si X; O X D X532 -+,
entonces [,,cy Xn €8 un continuo.
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CAPITULO 2

Un repaso de la topologia producto y los con-
juntos dirigidos

2.1 ORDENES PARCIALES Y CONJUNTOS DIRIGIDOS

Una de las nociones primordiales para entender la topologia producto y los limites
inversos son los conjuntos dirigidos. Se sabe que mientras las familias sean finitas, los
productos son bastante intuitivos de manejar pero para familias infinitas, trabajarlos
podria ser complicado.

Definicion 2.1.1. Sea A un conjunto diferente del conjunto vacio. Definimos un orden
parcial como una relaciéon binaria < sobre A que satisface las siguientes condiciones:

a) (Reflexividad) A < A, para todo A € A.
b) (Transitividad) Para A, Ao, A3 € A, si A\ < Ag y A < A3 entonces A\ < As.
¢) (Anti-simetria) Para A, Ao € A, si A} < Ay Ag < A entonces A; = \o.

Al par (A, <) se le suele llamar conjunto parcialmente ordenado. Si hay necesidad de espe-
cificarlo escribimos <, de lo contrario solo < entendiendo a qué conjunto nos referimos.

Ahora que definimos el orden parcial podemos hablar de los conjuntos acotados y del
orden total.

Definicién 2.1.2. Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y M C A.

i) Dado X' € A. Decimos que X es cota superior (inferior) de M si X < N (A > X)),
para todo A € M. Ademés, si X € M, decimos que X es un mdzimo (minimo).
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i) Dado X' € M. Decimos que X' es un mazimal (minimal) de M, si no existe A € M
tal que N <A (N > X))y N # A

ii1) Si cada par de elementos Aj, Ao € M son comparables, es decir, A\; > Ay 0 A\; < A,
decimos que M es totalmente ordenado.

Si bien, los conjuntos parcialmente ordenados presentan propiedades de interés, nos
falta anadir una condiciéon méas para que su uso sea dentro de los limites inversos.

Definicion 2.1.3. Sea A un conjunto no vacio. Decimos que A es un conjunto dirigido
si hay una relacion binaria < en A que satisface las condiciones de un orden parcial y
ademas:

d) (Direccion) Si A\, Ag € A, entonces existe algin A\3 € A tal que Ay < A3y Ay < As.

Algunos ejemplos de conjuntos dirigidos son los siguientes.

Ejemplo 2.1.4.
i) El conjunto de los nimeros naturales con el orden usual de R es un conjunto dirigido.

i1) Si X es un conjunto no vacfo, entonces 2% es un conjunto dirigido con el orden de
la contencion de conjuntos (C).

i11) Si X es un espacio topologico y x € X, entonces N () es un conjunto dirigido con el
orden de la contencion. Ademas, si definimos en NV (x): Ny < Nj siy solo si Ny C Ny,
entonces N (z) es un conjunto dirigido con este orden, llamado orden de contencion

muersa.

A partir de la condicién de direcciéon en un conjunto dirigido obtenemos de manera
casi inmediata el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.5. Si A es un conjunto dirigido y F' un subconjunto finito de A, existe
N e A tal que A < )\, para todo A € F.

Demostracion. Sean A un conjunto dirigido y F' un subconjunto finito de A. Podemos
ver a F como F = {1, \a,..., \,}. Tomemos A\, Ay € F, por definicion de conjunto
dirigido existe 1 € A tal que A, \a < ;. Aplicando nuevamente la definicion para Az
v P1, existe By € A tal que A3, 81 < fs. Por transitividad del conjunto dirigido, tenemos
que A1, Az < (5. Aplicando esta idea de manera inductiva llegamos a que existe A € A
tal que A, Ao, ... A\, < V. H
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Teniendo en cuenta los ordenes parciales es prudente incluir un lema bastante famoso
(que es equivalente al Axioma de Eleccion), el cual es de gran ayuda en capitulos poste-
riores. Para un estudio mas profundo del lema de Zorn y el Axioma de Elecciéon el lector
puede consultar [HR9§|. Recordemos que una cadena es un conjunto totalmente ordenado.

Lema 2.1.6. Lema de Zorn. Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que
toda cadena tiene una cota superior (inferior) contiene al menos un elemento maximal
(minimal).

Se sabe que en espacios métricos, la sucesiones juegan un papel muy importante en
el estudio de la nociéon de convergencia y los conceptos asociados a ella, por ejemplo la
continuidad. Cuando se tienen espacios topologicos arbitrarios que no necesariamente tie-
nen una estructura similar a los espacios métricos, las sucesiones ya no tienen el poder
suficiente para demostrar algunas propiedades relacionadas a convergencia (o el producto
topologico). Es en este contexto donde los conjuntos dirigidos ayudan a crear una de-
finicion que se desprende de la idea de sucesiones y que permite llevar el estudio de la
convergencia a espacios arbitrarios.

Definicion 2.1.7. Una red en un conjunto X es una funcion P : A — X, donde A es
algiin conjunto dirigido.

Si P es una red en un conjunto X y A € A, el punto P(\) usualmente se denota por x,.
Hacemos mencion de «la red {z)} ea» sin hacer mencion explicita de la funcion Py del
conjunto dirigido A, a menos que sea requerido.

Observacion 2.1.8. Cuando se tienen dos conjuntos X y Y yunared P: A — X x Y,
donde A es algin conjunto dirigido, a esta red la denotamos por {zx, yx}rea-

Otras definiciones importantes alrededor de las redes son las siguientes.

Definiciéon 2.1.9. Sean X un espacio topologico y {xx}rea una red en X.

i) Para cualquier F C X, decimos que {z)} ea esta residualmente en E si existe
Ao € A tal que para todo A € A con A > )y implica que x) € F.

i7) Dado un conjunto dirigido M, una subred de {z)} ea €s una composicion P o ¢,
donde P : A — X eslared que determina a {z)} ea v ¢ es una funcion ¢ : M — A
que cumple las siguientes condiciones:

a)  es una funciéon creciente,

b) para cada A € A, existe p € M tal que A < @(u).
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X

Diagrama 2.1: Representacién de una subred.

Para todo € M, el punto P o (i) se denota por xy,. De esta forma, decimos que
«{xy, tuem es una subred de {zx}rear.

Asi, tenemos una nociéon de convergencia con el mismo espiritu a lo que las sucesiones
describen en los espacios métricos.

Definicion 2.1.10. Sean A un conjunto dirigido y {x)} ea una red en un espacio to-
pologico X. Se dice que {x)}rca converge a x € X (indicado por x) — ), si para todo
U € N(x), existe algin \g € A tal que para todo A € A con A > )\ implica que z, € U.

Observacion 2.1.11. Aunque la definiciéon [2.1.10| esta en términos de vecindades, en
la practica, la condicién de convergencia basta verificarla con subconjuntos abiertos o
subconjuntos abiertos basicos.

Bajo esta definicion es facil ver que una red {x)} ea converge a un punto z si esté
residualmente en todas las vecindades de .

Algunos ejemplos que engloban los conceptos descritos anteriormente son los que si-
guen. Estos fueron tomados de [Wil04].

Ejemplo 2.1.12.

i) Sean X un espacio topologico, z € X y A = N(z) con la relacion de contencion
inversa de conjuntos. Por el inciso #ii) del ejemplo , tenemos que A es un
conjunto dirigido. Tomando xy; € U, para cada U € A, obtenemos la red {zy }rea
en X. Tenemos que zy — z. En efecto, tomemos V' € N(z). Para todo U > V
tenemos que U C V', asi zy € V. Por lo tanto, xy — x.

i1) Tomando el conjunto de los nimeros naturales N como un conjunto dirigido con el
orden usual, toda sucesion {x, },en es una red. Para determinar si esta red converge
o no, utilizamos la definiciéon usual de la convergencia de sucesiones, pues en este
caso ambas nociones de convergencia coinciden.
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Algunos resultados clasicos alrededor de las sucesiones en R las podemos generalizar
para las redes. A continuacién mostramos una seleccion de estos, los cuales ocupamos
para teoremas posteriores en la tesis.

Teorema 2.1.13. Sean X un espacio topologico, £ un subconjunto de X y =z € X.
Tenemos que z € E si y solo si existe una red {x)} ea contenida en E tal que ) — .

Demostracion. =] Supongamos que x € E. Por definicién, para toda vecindad U de x
se cumple que U N E # @. Asi, para cada U € N (z) tomemos zy € U N E. Tomando
a N (z) como conjunto dirigido (con la relacién de contencién inversa) obtenemos la red
{zv}ven(z) contenida en £ y por el ejemplo inciso 7) tenemos que ry — .

<] Sea {z)}rea una red contenida en E que converge a x. Tomemos U € N (x). Por
definicién de convergencia, existe \g € A tal que para todo A > )¢ implica que z, € U,
esto quiere decir que U N E # @ y por lo tanto x € E. O

Corolario 2.1.14. Sean X un espacio topoldgico y F' C X. Tenemos que F' es un subcon-
junto cerrado de X si y solo si cualquier red {z)} ca contenida en F' que sea convergente,
converge a un punto de F.

Demostracion. =] Supongamos que F' es un subconjunto cerrado de X. Tomemos una red
{z)} ea contenida en F' que sea convergente, digamos que x es el punto de convergencia.
Como F es un subconjunto cerrado, tenemos que F = F. De esta manera, por el teorema
tenemos que x € F.

<] Supongamos que cualquier red contenida en F' que sea convergente, lo hace a un
elemento en F. Hay que demostrar que F' = F para ver que F es un subconjunto cerrado
de X. La primera contencién, F C F siempre se tiene. Ahora tomemos = € F. Por el
teorema existe una red {x)}rea contenida en F tal que x, — x. Por la suposicion,
reF. Asi F=F. ]

Teorema 2.1.15. Sean X y Y dos espacios topologicos, f : X — Y una funciéon y z € X.
Tenemos que f es continua en x € X siy solo si para cualquier red {z)} ca en X tal que
x) — z en X, se cumple que f(z,) = f(x)enY.

Demostracion. =] Supongamos que f es continua en x. Sean {x)} ca una red en X tal
que ) — zy V € N(f(z)). Como f es continua tenemos que f~'(V) € N (z) y dado
que x\ — , existe \g tal que para todo A > )¢ implica que x) € f~1(V). Asi, para todo
A > )¢ tenemos que f(x,) € V, lo que quiere decir que f(z,) — f(z).

<| Supongamos que para cualquier red {x)}ea en X tal que x) — z, se cumple que
f(xy) = f(x) y que f no es continua. Por la negacion de la definicion existe
V e N(f(x)) tal que para cada U € N (x) existe un elemento zy € U que cumple que
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f(xzy) ¢ V. Por el inciso #ii) del ejemplo tenemos que A = N (z) es un conjunto
dirigido con la relacion de contencion inversa. De esta manera {xy}yea es una red en X.
Por el inciso ¢) del ejemplo tenemos que xy — x y por suposicion f(zy) — f(z).
Como V € N(f(x)), existe U’ € A tal que para todo U > U’ se tiene que f(zy) € V. En
particular f(zy/) € V, lo cual es una contradiccion, puesto que f(zy/) ¢ V. Se concluye
que f es continua en x. O

Para seguir mostrando mas resultados es necesario introducir la definiciéon de ultrared.
A diferencia de otras, ésta puede no ser tan conocida e intuitiva.

Definicion 2.1.16. Una red {x)}iea en un conjunto X es una ultrared si para cada
subconjunto E C X, {x)},ca esta residualmente en E o residualmente en X\ E.

Teorema 2.1.17. Sean X, Y dos espacios topologicos y f : X — Y una funciéon. Si
{z)}ren es una ultrared en X, entonces {f(xy)}rea es una ultrared en Y.

Demostracion. Sea A C Y. Tenemos que f~1(A) = X\ f~H(Y\A), por lo tanto {z)}rea
esté residualmente en f~'(A) o en f~}(Y\A). Con esto tenemos que {f(z))}ren esta
residualmente en A o en Y\ A. Se concluye que {f(z))}rea es una ultrared en Y. O

La siguiente proposicién fue incluida para facilitar la demostracion de teoremas pos-
teriores. Dicha proposicion la podemos encontrar en el capitulo 4 de [Wil04].

Proposicion 2.1.18.
i) Toda subred de una ultrared es una ultrared.

i1) Toda red tiene una subred que es una ultrared.

Los espacios compactos también pueden ser caracterizados mediante redes. El siguiente
teorema prueba esta equivalencia.

Teorema 2.1.19. Sea X un espacio topoldgico. Tenemos que X es compacto si y solo si
toda ultrared {x)}rca en X converge.

Demostracion. =| Supongamos que X es compacto y que existe una ultrared {x)}ca
en X que no converge. Asi, para todo x € X, existe un subconjunto abierto U, en X
con x € U, tal que {x)}rca no esta residualmente en U,. Notemos que {U,},cx es una
cubierta abierta para X. Por compacidad existe {U,,, ..., U,,} tal que UJ;_, Uy, = X.

Sea i € {1,...,n}, por definicién de ultrared para U,, se tiene que {z)} ea es residual en
Uy, o en su complemento. Notemos que {x},ca no puede ser residual en U,,, puesto que
contradice la no convergencia de {z)}rea & ;. Por lo tanto {z,} ea es residual en X\U,,.
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Es decir, existe A; € A tal que para todo A € A con A > )\;, implica que =, € X\U,,

Por la proposicion 2.1.5 existe A’ € A tal que X' > \;, para todo i € {1,...,n}. Asi,
zh € X\U,,, para todo i € {1,...,n}. De esta manera z € () (X\U,,), es decir, 2y, ¢
Ui Us, = X, lo cual contradice el hecho de que {U, },ex es una cubierta para X.

<| Supongamos que toda ultrared {z)} ea converge en X y que X no es compacto. Asi,
existe una cubierta abierta U para X, tal que cualquier coleccién finita F de U no cubre
a X, esto quiere decir que X\ |JF # &.

Sea A = {F C U | F es finito} con la relacion de contencion de conjuntos. Para cada
F € A, tomemos zx € X\ |JF. Luego tenemos una red {zr}rea. Por la proposicion
[2.1.18] existe una subred que es una ultrared. Sin pérdida de generalidad denotamos a
esta ultrared como {xx}zrea. Por hipotesis tenemos que {xr}rea converge, por lo que
tomamos x € X tal que xz — x. Como x € X y U es una cubierta abierta para X, existe
U, € U tal que x € U;. Por convergencia, existe F/ € A tal que para todo F > F' se
tiene que zz € Uy. Notemos que F; = {U;} € A, asi, existe F” € A tal que F" > F'
y F" > Fi. Por un lado, como F” > F', por convergencia, tenemos que zz» € | JF.
Por otro lado, por la construccion de la red tenemos que xx» ¢ | JF”, lo que implica que
xzr & |JF1, lo cual contradice la convergencia. Por lo tanto X es compacto. ]

2.2 TOPOLOGIA PRODUCTO Y SUS PROPIEDADES

Una de las nociones fundamentales para poder entender la definiciéon de limite inverso
(el concepto principal de la tesis) es la topologia producto. Para ello recordamos la nocion
de producto cartesiano arbitrario.

Definicién 2.2.1. Sean [ un conjunto no vacio y {X, | @ € I} una familia de conjuntos
no vacios. El producto cartesiano de los conjuntos X, es definido y denotado por:

HXa ={z: I = Uper X | () € X, para cada o € 1}.

a€cl
Para cada 8 € I la funcién mg: [[,c; Xo — X3, definida por 73(z) = x(8) es llamada
proyeccion de [[,.; Xo a Xg o la B-ésima proyeccion de ], o; Xa-

El producto cartesiano resulta méas sencillo de comprender si se visualiza como en el
diagrama [2.2(a)|

En la practica, si x € [], ., Xq, a x se le suele pensar y utilizar como & = (Z4)aer, y €n
consecuencia, la imagen de z bajo la f-ésima proyeccion como mg(x) = x3. Tomando en
cuenta la figura del producto cartesiano, a un punto en éste se le puede visualizar como en
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el diagrama [2.2(b)| En caso de que exista X tal que X, = X para todo o € I, pondremos
(2)acr a los elementos que cumplan que 7, ((2)aecr) = 2.

Hae] Xa Hae] XU‘
®
\ (ma)ael
®
% -
\\
o/
X Xo X, Xg Xo X,
(a) Representacion del producto cartesiano. (b) Representacion de un elemento en el pro-

ducto cartesiano.

Diagrama 2.2: Producto cartesiano.

Observacion 2.2.2. El producto R x R, con la topologia de Tychonoff, es homeomorfo
al espacio de los nimeros complejos C (con la topologia generada por su métrica usual).

Para clarificar la escritura, si X es un conjunto no vacio (para evitar trivialidades
pensamos que X es un conjunto infinito) utilizamos la notacion:

» [X]5¥ ={A C X | A es numerable}; y

w [ X]< ={F C X | F es finito}.

Gracias al Axioma de Eleccion podemos asegurar que el producto de espacios no
vacios es no vacio (vea dicha afirmacion en el teorema 8.5 de |[Her03]), por lo que resulta
interesante preguntarse si a este espacio se le puede asociar una topologia; la respuesta
corta es si. Uno podria pensar que es relativamente facil encontrar una buena topologia
que tenga propiedades interesantes, pero no es asi. Una de las primeras en ser propuestas
como topologia es la topologia de la caja (vea el capitulo 8 de [Wil04]), aunque resulté no
ser tan «practicay. En su lugar, la topologia que se suele ocupar es la que esta definida a
través de la siguiente base.
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Definicién 2.2.3. Sean [ un conjunto no vacio y {(Xa,7.) | @ € I} una familia de
espacios topologicos. La topologia producto (o topologia de Tychonoff) en el producto
cartesiano [ [,.; X es la topologia generada por la base:

{ﬂ 7 (U, | F € [I"Y y Uy € 7o, para cada a € F}

acl

Se puede verificar facilmente que dicha familia cumple las condiciones del teorema

1.2.11] Cada basico lo podemos representar en el producto cartesiano como en el diagrama
2.3

Hael Xa
¢ ¢
Us } s -
L 4 '
Y
u , , T~
1 1] L
e 4 Ua 4 I'
L 1~ L 1
l l
| 4 |
4
/ P& /
4 4
7 7
4 4
X X, X,

Diagrama 2.3: Representacion de un bésico en la topologia producto.

Observacion 2.2.4. Cuando [ es finito, la topologia producto coincide con la topologia
de la caja, es decir cada subconjunto abierto en el producto es la uniéon de productos de
la forma Il,¢;U,, donde U, es un abierto en X, para cada o € I.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de topologias producto para tener una
mejor nociéon de la definicion 2.2.3

Ejemplo 2.2.5.

i) Sea I un conjunto no vacio. Para cada o € I, sea X, un espacio discreto con mas

de un punto. Se tiene que [],.; Xa es un espacio discreto si y solo si I es finito.

ael

i1) SiS! es el circulo unitario en R?, entonces S' x [0, 1] es un cilindro. Ademés, podemos
reescribir al toro como el producto St x S*.

iit) Si Y, € X, para cada o € I, entonces la topologia producto en ], ., Y, coincide

con su topologia de subespacio en [], ., Xq.
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Una vez definida la topologia sobre el producto debemos tener en cuenta las siguientes
propiedades acerca de las funciones proyeccion.

Observacion 2.2.6. Sea {(X,,7,) | @ € I'} una familia no vacia de espacios topologicos.
Dados dos subconjuntos abiertos basicos en el producto, (Ve p, 7o ' (Us) ¥ Naer, T (Va),
para cualquier g € I tenemos lo siguiente:

X@ si ﬂ ¢ F1 U FQ,

B B U si BeF\F

7T 7 (U,) N (Vo) | = ’ . ’
B (agl OtE)‘B VB S1 6 € F2 \ Fl,
UsNV; si Be RN

Dado que las funciones proyeccién son muy importantes en los productos, enunciamos
y demostramos sus principales propiedades.

Proposicion 2.2.7. Sea {X, | « € I'} una familia no vacia de espacios topoléogicos. Para
todo # € I, tenemos que la funcion 73 : [[,c; Xoa — Xjs es continua, sobreyectiva y
abierta.

Demostracion. Sea € I. Primero veamos que 7g es continua. Tomemos = (24 )acr €
[I,c; Xo y un subconjunto abierto Uz de Xg con mg(x) = w3 € Ug. Tenemos que = €
m5' (x5) € m5' (Ug). Por definicion, m5'(Up) es un bésico en el producto. Por lo tanto g
es continua.

Para la sobreyectividad consideremos x5 € Xg. Para cada i € I \ {f}, tomemos z; € X;
arbitrario. Con ello, el punto z = (z;);es es tal que mg(x) = xg. De esta manera, 73 es
sobreyectiva.

Ahora, veamos que 7z es abierta. Dado que cada subconjunto abierto del producto es
la unién de subconjuntos abiertos basicos del producto, basta con tomar un subconjunto
abierto bésico (),cr 75 ' (Ua) en el producto y ver que m5(( ) cr Ta ' (Ua)) €s un subconjunto
abierto de Xj. Si 8 € F tenemos que m3((,cp 7o ' (Ua)) = Us, el cual es un subconjunto
abierto de Xz. Si 8 ¢ F, tenemos que mg((\,cp o' (Ua)) = Xz, éste también es un
subconjunto abierto. Por lo tanto, m3 es una funcién abierta. O]

Conforme vamos avanzando con las propiedades topoldgicas nos damos cuenta que
necesitamos de herramientas mas «poderosas» para las demostraciones. Las proposiciones

2.2.8 el teorema [2.2.10] pretenden ser estas herramientas que nos ayuden a demostrar

diversas propiedades alrededor del producto de espacios.

Proposicion 2.2.8. Sea {X, | @ € I'} una familia no vacia de espacios topoléogicos. Para
todo 8 € I, tenemos que X3 es homeomorfo a algin subespacio del producto.
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Demostracion. Sea 3 € I. Tomemos (Tq)acr € [[,e; Xa- No es dificil ver que la funcion

h: [Taengs{zat x Xg = Xj definida por h(y) = ms(y), para todo y € [],cp5{za} €s
un homeomorfismo. O

El resultado de la proposicion lo podemos encontrar en el teorema 8.8 de [Wil04].
El diagrama [2.4 nos da una idea mas clara de la continuidad a través de la composicion
de funciones.

Proposicion 2.2.9. Sean X un espacio topoléogico, {X, | @ € I} una familia no vacia
de espacios topolégicos y una funcién f : X — [], .; Xo. Tenemos que f es una funcion

continua si y solo si mg o f es continua, para todo 8 € I.

f

X 3 Hael X,

ﬂm‘ %

Xp

Diagrama 2.4: Composicién de funciones w3 y f.

Teorema 2.2.10. Sean {X, | @ € I} una familia no vacia de espacios topologicos y

{r}rea una red en [],.; Xo. Tenemos que xy — x € [], ., X4 si y solo si para todo

ael
p € I, se cumple que mg(xy) — mp(x).

Demostracion. =| Supongamos que existe x € [, .; Xo tal que xy — 2. Sea 3 € I, por
la proposicion [2.2.7 tenemos que 7z es continua. Ademaés, por el teorema [2.1.15 se sigue
que mg(zy) — ma(x).

<] Supongamos que existe x € [[,.; Xo tal que para todo 8 € I, mg(zy) — Wﬁ(m).
Sea (N,er T ' (Ua) un subconjunto abierto basico de [, .; Xa tal que € (), cp 72" (Ua).
Tomemos 5 € F, como 7s(x) € Up, existe \g € A tal que para todo A > Ag se tiene que
mg(xy) € Ug. Por lo tanto, z) € ﬂgl(Ug), para todo A > Agz. Dado que F' es finito, por
la proposicion 2.1.5 existe ' € A tal que N > \g, para todo 3 € F. De esta manera,
Tx € Naer Ta ' (Ua), para todo A > X. De donde, z) — . O

Anteriormente, al definir ciertas propiedades topologicas, la pregunta que surgia era
si esta se heredaba. Estando ahora en el contexto de productos topolégicos nos surge una
duda similar, cuéles son las condiciones necesarias para que un producto de espacios topo-
logicos con cierta propiedad la conserve. Los siguientes teoremas responden esta inquietud
con las propiedades que ya hemos estudiado.
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Teorema 2.2.11. Sea {X, | a € I} una familia no vacia de espacios topologicos. Dado

i € {1,2,3,35}, tenemos que [

wer Xa es T; siy solo si X es T;, para cada 8 € I.

Demostracion. Dado i € {1,2,3,33}, primero supongamos que [],.; X, es T} y tomemos
B € I. Por la proposicion existe A C [],c; Xa tal que A es homeomorfo a Xz. Como
[I,c; Xa es T, por el teorema tenemos que A es T;. Dado que T; es una propiedad
topoldgica, el espacio Xz también es 7;. Resta probar el reciproco. Para esta parte lo

hacemos por separado.

1)

Supongamos que cada espacio es Ty. Sean = = (Za)acr, ¥ = (Ya)acr € [lnes Xas
tales que x # y, es decir, existe a € [ tal que x, # yo. Al ser X, un espacio Ty,
existe un subconjunto abierto U, de X, tal que |U,N{x4,ya}| = 1, en consecuencia
|72 (Ua) N {z, y}| = 1. Por lo tanto, el producto [],.; Xa es Tp.

Supongamos que cada espacio topologico es Ti. Sean = = (a)aer, ¥ = (Ya)aer €
[I,c; Xa tales que x # y. Por lo tanto, existe a € I tal que x4 # yo. Como X, es
Ty, existe un subconjunto abierto U, de X, tal que x, € U, y yo ¢ U,, por lo que
ven, (Uy)yy ¢ (Ua) Ast, [1,e; Xa es Th.

Supongamos que cada espacio topologico es Ty. Sean = (Zo)acr, ¥ = (Ya)acr €
[I.c; Xa, tales que x # y, asi existe a € I tal que x4 # yo. Dado que X, es T,
existen dos subconjuntos abiertos U, y V, de X, tales que z, € U,, yo € Vo v
U,NV,=a,porloquezer,(U,)ye€n, 'V, yn, ' (Us,) N, (Vo) = @. Asi,
[Loe; Xa es To.

Supongamos que cada espacio topologico es T3. Sean = = (To)aer € [[,e; Xa ¥y C
un subconjunto cerrado de [], ., X, tales que z ¢ C. Como (J],.; Xo)\C es un
subconjunto abierto de [, .; Xo vy @ € ([[,c; Xa)\C, existe un subconjunto abierto
bésico ,ep Ta' (Ua) tal que z € (Noep o (Ua) C (I[Toes Xa)\C.

Para cada o € F', X,\U, es un subconjunto cerrado de X, tal que x, ¢ X,\U,; por
definicion de T3, existen dos subconjuntos abiertos V,, y W, de X, tales que z, € V,,
Xo\Us € Wy y VaNW, = @. Por lo que z € 7' (Va), (I1pe; Xo)\mo ' (Ua) €
T (Wo) y m (Vo) Nt (W,) = 2.

Primero observemos que (\,cp 7o' (Va) ¥ Uper ma ' (Wa) son subconjuntos abiertos

del producto. Luego, es inmediato que = € (.7, ' (Va). Por otro lado,

ael a

¢ ([TX\ ) 72 (Ua)

pel acl

= J (] Xe)\m2 (Ua)

a€F pel

c Jmtw.

acl
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Con lo cual obtenemos C' C |J,cp7m,'(Wa). Y por ser, para cada a € F, V, y
W, conjuntos disjuntos, se sigue que (N, cpTa' (Va) ¥ Uper Ta ' (Wa) son disjuntos.

Como x y C son arbitrarios podemos concluir que [],.; Xo es T5.

Supongamos que cada espacio topologico es T31 Tomemos = = (7q)acr € [[,e7 X
y G un subconjunto cerrado de [] ., X, tal que ¢ G. Como (], .; Xo)\G es un
subconjunto abierto de [],.; Xa, existe un subconjunto abierto basico (), 7o ' (Ua)

de TToe; Xa tal que @ € Voo 75 (Ua) € (Taes Xa)\G.
Por definicion de T 1, para cada a € F, existe una funcion f, : X, — [0, 1] continua

tal que fo(zo) =0y folya) = 1, para todo y, € Xo\Us,.-

Para todo o € F, sea g, = fo 0 m,. Se sigue que g, es continua por ser una
composicion de funciones continuas.

Definamos la funcion f : [],.; Xa — [0,1] como f(z) = min{g.(z) | « € F'}, para
cada z € [[,c; Xqo. Por el teorema tenemos que f es continua.

Ahora:

f(@) = min{(fo 0 ma)(2) | @ € F}
=min{f,(z,) | @ € F}
=min{0 | o € F}
= 0.

Sea y = (Ya)acr € G. Dado que y & () cr 7o ' (Ua), tenemos que y, ¢ U,, para todo
a € F. Asi, f,(yo) =1, para todo « € F, y:

f(y) = min{(fa o ma)(y) | @ € F}
= min{/fa(ya) | @ € F}
=min{l | a € F}
=1.

Como y es arbitrario, tenemos que f(x) =0y f(y) = 1, para todo y € G. Por lo
tanto, [T,e; Xa es Ts1. O

Para el caso de los axiomas de numerabilidad tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.12. Sea {X,, | n € N} una familia numerable de espacios topoldgicos no

vacios. Tenemos que []

neny Xn €s primero (segundo) numerable si y solo si para cada

n € N, X,, es primero (segundo) numerable.

Demostracion. Nos centramos en demostrar que el teorema se cumple para el axioma de

primero numerabilidad, puesto que la demostracion para el caso de segundo numerabilidad
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es similar.
=| Supongamos que [],.yXn es primero numerable. Fijemos n € Ny z,, € X,,. Por

la sobreyectividad de m,, existe x € [] _y X tal que m,(z) = x,. Por hipotesis existe

neN
una base local numerable B para x. Teniendo en cuenta esto, proponemos el conjunto
B, = {m,(B) | B € B} para ser una base local numerable de x,,; veamos que efectivamente
lo es.

Sea N € N(x,), por definicién existe un subconjunto abierto U de X, tal que x,, € U C N.
Se sigue que,

n

rvem H(U)Cm, (N),

por lo que 7, *(N) € N(z). En consecuencia, por ser B base local de z, existe B € B tal

que z € B C m,,}(N); con ello,
x, € m,(B) C N,

esto quiere decir que B,, es una base local para z,, y por lo tanto X,, es primero numerable.
«| Supongamos que para todo n € N, X,, es primero numerable, veamos que [,y Xn
también lo es. Sean = € [[,.yX» ¥ N € N(x). Luego existe un subconjunto abierto
béasico ,er Tn ' (Un) de T],cn Xn tal que z € (N, cpm, ' (U,) € N.

Para construir la base local numerable para x, observemos que para cada n € F' tenemos
que z, € U, C m,(N). Como X,, es primero numerable, existe una base local numerable

B, para x,. Asi, para cadan € F, existe B,, € B, tal que x,, € B,, C U,,. Luego obtenemos
vem, (By) S, (Un),
como esto se cumple para todo n € F' tenemos que,
T € ﬂ w1 (B,) C ﬂ = 1(U,) C N.
ner ner
De esta manera el siguiente conjunto es numerable:
B={()m"(B.) | F € Ny B, € B,, para cadan € F},
nekF
y resulta una base local numerable para x. Asi [], . X, es primero numerable. O

Debemos aclarar que el reciproco del teorema [2.2.12] solo se asegura cuando la familia de
espacios es numerable, pues de esta forma podemos garantizar que la base del producto
también lo sea. De lo contrario podemos encontrar miiltiples ejemplos donde no se cumpla
esto, es decir, cualquier base del producto tendréa cardinalidad mayor a la de N.

Toca ahora exponer de uno de los resultados mas importantes de la topologia general.

Teorema 2.2.13 (Teorema de Tychonoff). Sea {X, | @ € I} una familia no vacia de
espacios topologicos. Tenemos que ], ., X, es un espacio compacto si y solo si X, es un
espacio compacto, para cada o € I.
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Demostracion. =»| Supongamos que [] ., X, es compacto. Dado que para toda a € I,
T, €s continua y sobreyectiva, por el teorema tenemos que X, es compacto.

<] Supongamos que X, es compacto, para todo a € I. Sea {z)}rea una ultrared en
[T.c; Xo- Por el teorema R2.1.17 para cada a € I, tenemos que {7 (2))}rea €s una
ultrared en X,. Dado que X, es compacto, por el teorema [2.1.19], existe z, € X, tal que
Ta(T)) = Tq.

Veamos que (2))xea converge a & = (Za)acr. Sea (\yep Ta ' (Us) un subconjunto abierto
basico de [],.; Xa tal que z € (N, cp 7' (Us). Para cada a € F tenemos que z, =
7o(z) € U,. Luego, existe A\, € A tal que para todo A > A, tenemos que 7, (x)) € U,.
Como esto se cumple para todo o € F, por la proposicion existe A’ € A tal que
N > A, para todo o € F. Ahora, tomando A > X, se cumple que m,(x)) € U,, por lo
que z € 7, (U,). Finalmente, x5 € (\,cr 7o' (Ua), lo que quiere decir que x5 — z. Asi,
toda ultrared converge y por el teorema el producto es compacto. O

Para el caso de conexidad tenemos los siguientes resultados.

Lema 2.2.14. Sea {X;, Xy, ..., X, } una familia finita de espacios topologicos, con n un
namero natural mayor a 1. Si X; es un espacio conexo, para cada i € {1,...,n}, entonces
Hie{l,..,,n} X, es un espacio conexo.

Demostracion. Demostremos el lema por induccion.

Caso base. Para dos espacios conexos X y X,. Tomemos (x1, 1), (72,42) € X1 X Xo.
Es claro que Ax, = X1 x {1} v Ax, = {22} x X3 son homeomorfos a X; y X, res-
pectivamente, por lo que Ay, y Ay, son conexos. Como Ax, N Ax, = {(z2,y1)}, por el
inciso 7) de la proposicion , tenemos que Ax, U Ay, es conexo. Ademas, dado que
(21, 1), (22, y2) € Ax, UAx,, por el inciso ii) de la proposicion [1.2.49] el espacio X; x X
€s conexo.

Caso inductivo. Sea n > 2 y supongamos que el producto finito de n espacios conexos
es conexo. Probemos que el producto de n 4+ 1 espacios conexos es conexo. Observemos

que Hie{l,...,n—l-l} X, = (Hie{l,...,n} X,) X X,11. Por hipotesis de induccion, Hie{l,‘..,n} X,
es conexo. Aplicando el caso base tenemos que ([J;c(; 1 Xn) X Xp41 €s conexo.
Por lo tanto, el producto finito de espacios conexos es conexo. [

Teorema 2.2.15. Sea {X,, | a € I'} una familia no vacia de espacios topologicos. Tenemos
que Hae ; Xo €s un espacio conexo si y solo si X, es un espacio conexo, para cada « € I.

Demostracion. =] Supongamos que [].; X, es conexo. Dado que para cada a € I la

acl
funcién proyeccion 7, es continua y sobreyectiva, por la proposicion [1.2.48| cada X, es
conexo.

<] Para la suficiencia dividimos la demostracion cuando I es un conjunto finito y cuando
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es un conjunto infinito.
Cuando I es un conjunto finito, el resultado se sigue del lema [2.2.14]

Ahora, cuando I es un conjunto infinito, dados (4)acr € [[,c; Xa ¥ F € [I]=¥, definimos

acl
el conjunto Cp = [[,cp Aa, donde

A _ {xa} si agéF,
“ 1l X, si a€F

para cada o € F. Por la proposicion [2.2.8, Cr es homeomorfo a [], . x
2.2.14|tenemos que [ ] X es un espacio conexo y por lo tanto C'r también es un espacio

conexo. Dado que (z4)aer € nFe[1]<w Cr, por el inciso i) de la proposicion [1.2.49| tenemos
que C = UF6[1]<W Cr es conexo.

X,. Por el lema

Resta probar que C' es un subespacio denso del producto, es decir, que C' = [Toer Xa

La primera contencién ya la tenemos. Tomamos y = (ya)ae_[ € [loe; Xa y N € N(y).
Por definicion existe un subconjunto abierto bésico (), 7, " (Ua) del producto tal que
Y € Nucr Ta' (Us) € N. Para demostrar que (), .p 7, ' (Us) N C' # & tengamos en cuenta

el elemento (2,)qer, donde,

acel To

' F
za:{xa si aé¢

Yo SI «a € F|

para todo @ € I. De esta manera, es facil ver que (za)a € (\yep Ta' (Ua) N C. Por lo
tanto, v € C. Asi, C' = [I.c; Xa- Dado que C' es denso y conexo, por el inciso 7ii) de la
proposicion |1.2.49| tenemos que Hae ; Xq €S conexo. ]

La relacion de productos topologicos y metrizabilidad es la siguiente.

Teorema 2.2.16. Sea {(X,,,7,) | n € N} una familia numerable de espacios topologicos.

Tenemos que [] _n X, es metrizable si y solo si para cada n € N, X, es metrizable.

neN

Demostracion. =| Supongamos que [, .y X, es metrizable. Para cada n € N, por la
proposicion m , se tiene que X,, es homeomorfo a un subespacio de []

tanto X,, es metrizable.

neN Xn, por lo
<] Para todo n € N, supongamos que X,, es metrizable, es decir, existe una métrica
pn + Xn x X, — R tal que 7, coincide con 7,,. Es facil ver que la funcién d,, : X, x X;, = R
dada por d,(z,,y,) = min{l, p(x,, y,)}, para toda (z,,y,) € X, X X,, es una métrica.
Ahora, definamos la funcion p : (I],cy Xn) X (I1,en Xn) = R de la siguiente manera:

i d, wn,yn

n=1

para todo x,y € ([[,cn Xn) X (I],eny Xn). La convergencia de la serie que define a p se
sigue de que cada d,, es acotada por 1y del Criterio M de Weierstrass (vea el teorema 11.5
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de [Apo96|). Ademas, utilizando que d,, es métrica, para cada n € N, podemos comprobar
facilmente que p es una métrica sobre el producto.

Queda ver que 7, es equivalente a la topologia producto.

C] Veamos que la topologia producto esta contenida en 7,. Tomemos un subconjunto
abierto U en [[, .y Xn ¥ © = (2Zn)nen € U. Por demostrar que existe ¢ > 0, tal que
B,(z,e) € U. Como x € U, existe un subconjunto abierto bésico (), m, ' (U,) de
[1,en X tal que 2 € N, cpm, ' (Un) € U. Sea n € F, tenemos que z,, € U,, por lo
que existe g, > 0 tal que B,,(z,,&,) C U,. Tomemos e, < 1 tal que e, < &,. De esta
manera, B, (z,,e,) C B, (Tn,&,) C U,.

Veamos que Bg, (2, e,) € B,, (z,,e,), para ello tomemos y,, € By, (z,,e,). Dado que
min{1, p(Tn, Yn)} = dn(Tn,yn) < €, v €, < 1, se sigue que p,(z,, yn) < €,. Por lo que
Ba, (%, en) C B, (T, €n). Asi, por ser B, (2, €,) C U,, tenemos que By, (Zy,e,) C U,.
Definimos ¢ = min{g | n € F}. Para ver que By(x,e) C (\,ep 7, (Uy), tomamos
Y = (Yn)nen € Bp(x,s). Esto es, p(x,y) < e. Sean € F. Se cumple que:

:L'n, yn xm Z/n

< Z =plz,y) <e< 2—n
Por lo que d,,(Zn, Yn) < €n, es decir, y,, € By, (@, €,) C U,. Porlo tanto, y € (,,cp 7, (Un)
y de esta manera, B,(z,c) C (), cp T, (Us) CU.
D] Ahora tomamos * = (7,)nen € [[,enXn v € > 0. Por demostrar que existe un
subconjunto abierto U de la topologia producto tal que U C B,(x,¢). Tenemos que
existe N € N tal que 2LN < 5. Paran € {1,...,N}, sea B, = By, (7, 5y). Tene-
mos que ﬂf:[ L7 }(By,) es un subconjunto abierto basico de la topologia producto y que
x € ﬂiv 7, Y(By). Ahora vamos a demostrar que ﬂn L7, H(Bn) C By(x,e). Para esto
tomamos 3 = (Yn)nen € (Vhey 7 '(By). Para cada n € {1,..., N}, tenemos que y, € B,.
Es decir, dy,(2,,yn) < 5%. En consecuencia,

idn(l’myn)<id (.CE ii__
on = n n;yn pa N— .

n=1 n=1

También tenemos que,

— dn ny Jn - ]- 1
S G Y e

n=N-+1 n=N+1

por lo que p(z,y) < €, en consecuencia, y € B,(x,¢). De esta manera, ﬂn (T N (By) C
B,(z,¢).

Asi, la topologia producto y 7, son iguales. Por lo tanto, [], . X» es metrizable. ]

neN

Y finalmente para el caso de los continuos tenemos el siguiente enunciado respecto a
sus productos.
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Teorema 2.2.17. Sea {X,, | n € N} una familia numerable de espacios topologicos.

Tenemos que []. -y X, es un continuo si y solo si para cada n € N, X, es un continuo.

neN

Demostracion. Usando los teoremas|2.2.13][2.2.15|y|2.2.16|se obtiene de manera inmediata
el resultado. 0




CaprpiTurLo 3

Limites inversos

3.1 DEFINICION Y EJEMPLOS

Ahora es momento de introducir el concepto medular del proyecto de tesis, para ello
definimos primero lo que es un sistema inverso y después lo que entendemos como su

limite.

Definicion 3.1.1. Un sistema inverso (o espectro inverso) es una tercia conformada por
un conjunto dirigido A, una familia de espacios topologicos {X, | « € A} y una familia
de funciones continuas {p? : X3 — X, | a, 8 € A y a < 8} que cumplen lo siguiente:

a) p% es la funcion identidad en X, para cada o € A; y

b) pl o pj = p}, siempre que a < 3 < v (vea el diagrama .

Diagrama 3.1: Composicién de funciones enlace.

Usualmente un sistema inverso se denota por (X,,p2, A) y a las funciones p? se les llama
funciones enlace o de ligadura.

Ya que el concepto de sistema inverso parece no ser tan intuitivo incluimos los si-
guientes ejemplos con el objetivo de familiarizarnos con esta definicién. El primero nos
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muestra que con cualquier espacio topologico podemos crear un sistema inverso. A pesar
de que este podria senalarse de «trivial», es bastante ocupado cuando se suele hablar de
las aplicaciones de los sistemas inversos.

Ejemplo 3.1.2. Dados un espacio topologico X y un conjunto dirigido arbitrario A,
para todo a € A definimos X, = X. Asi, tenemos la familia de espacios topologicos
{X., | @ € A} indexada por A. Para las funciones enlace, dados o, € A con > «
ponemos p? como la funcién identidad. Es facil ver que estas cumplen las condiciones para
ser enlace. De esta manera (X,,p2, A) es un sistema inverso.

Los siguientes ejemplos son mas elaborados, sin embargo los exponemos lo suficien-
temente desarrollados para ver que se cumplen las condiciones necesarias para ser un
sistema inverso. Estos fueron tomados de la seccion 1.2 de |Chi96].

Ejemplo 3.1.3. Consideremos una familia de espacios topologicos {Z; | i € I}, donde I es
un conjunto no vacio. Para generar nuestro sistema inverso primero definamos A = [I|<¥
con la relacion de contencion de conjuntos. Por el inciso ii) del ejemplo tenemos que
A es un conjunto dirigido. Ahora, para cada a € A, definamos los espacios X, = [],c,, Zi.
Finalmente, dados «, 3 € A con a < (3, definamos las funciones p? : Xz — X, como
P2((7:)ics) = (Ti)ica, para todo (z;)icp € X5. Veamos que estas funciones son enlace.
Primero tomemos «, 8 € A con a < 3 y demostremos que p? es continua. Tomemos un
subconjunto abierto basico U = (,cp(7#) ! (U;) en X, donde F' < a < 3. Notemos que
se cumplen las siguientes igualdades:

(p2) 1 (U) = {(2:)ies € X5 | p3((21)ies) € U}
{(2i)iep € X5 | (2i)ica € U}
{(z)

2i)iep € Xp | zi € U;,para todo ¢ € F'}

N @),

i€l

por lo que (p2)~1(U) es un subconjunto abierto basico en Xz. De esta manera p? es una
funcién continua.
Veamos que se cumplen las condiciones a) y b) de la definicion [3.1.1]

a) Tomemos @ € Ay (2)ica € Xao. Se cumple que p((z)ica) = (2i)ica, por lo que p%
es la funcion identidad.

b) Ahora tomemos «,3,7 € A con o < f < vy (2;)iey € X,. Se cumple que
PAPE()iey)) = P((x0)icp) = (#)ica = PL((:)ic) (vea el diagrama [3.2).

De esta manera estas funciones son enlace. Por lo tanto, (X,,p2, A) es un sistema inverso.
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Diagrama 3.2: Representacion de ph o P} = Pa-

Ejemplo 3.1.4. Consideremos un espacio topologico infinito X y una familia A de sub-
conjuntos de X tales que si A, B € A, existe C € A con C' C AN B. De forma similar
al inciso iii) del ejemplo tenemos que A es un conjunto dirigido con el orden de
contenciéon inversa. Ahora, para cada A € A, definamos el espacio X4 = A, de esta
manera ya tenemos nuestra familia de espacios topologicos. Para las funciones enlace to-
memos A, B € A con A < B, definamos p% : Xp — X4 tal que p%(z) = =, para todo
x € B. Como p% es la funcion identidad se puede corroborar facilmente que esta cumple
las condiciones para ser una funcién enlace. De esta manera tenemos el sistema inverso

<XA7p§7 A>

Aunque la nocion de limite inverso aparece por primera vez en |Ale28| en el ano de
1929, la definiciéon que aqui enunciamos es la que en la actualidad se considera en la
literatura y es dada formalmente por S. Lefschetz en 1931 en su articulo [Lef31].

Definicion 3.1.5. El lémite inverso de un sistema inverso (X,,p?, A) se define y denota
por:

@(Xa,pg,A> = {:L’ € H Xa !pg(x,@) = xa} .

a€eA

Notacion 3.1.6. Dado o € A, denotamos por p, a la a-ésima proyeccion restringida a

@(Xa,pg,A), esto es, Py = Wa|@<xa,p§,A>'

Anteriormente vimos que se puede construir un sistema inverso a partir de cualquier
espacio topologico, ahora vemos lo que sucede con su limite inverso.
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Ejemplo 3.1.7. Sean X un espacio topoldgico y A un conjunto dirigido. Consideremos el
sistema inverso (X,, p?, A) del ejemplo m;r veamos que su limite inverso es homeomorfo
a X. Veamos como se comportan los elementos del limite inverso. Para esto tomemos
(Ta)aen € @(Xa, p?, A). Fijemos un a € A y comparémoslo con un 3 € A arbitrario. Por
ser A un conjunto dirigido, existe v € A tal que a, § < . Por un lado, por definicién de
limite inverso, pj(z,) = 75 y p}(2,) = Ta; por otro lado, por la definicién de las funciones
enlace, pj(v,) = =, y pl(z,) = 7. En consecuencia z, = zg. Como j lo tomamos
arbitrario, existe z € X tal que x, = z, para todo o € A, es decir, (Z4)aca = (T)aeca-
Para construir el homeomorfismo definamos la funcion h : @(Xa, p? A) — X dada por
h((z)aea) = . Por la forma que tiene cada elemento del limite inverso, es facil ver que h
es un homeomorfismo.

De igual manera los siguientes ejemplos fueron tomados de la seccion 1.2 de |[Chi96|.
Estos nos muestran distintas formas de visualizar los limites inversos a través de los
homeomorfismos. Ademas, son de gran ayuda para resultados posteriores.

Ejemplo 3.1.8. Consideremos una familia de espacios topologicos {Z; | i € I}, donde
I es un conjunto no vacfo. Si (X,,p?, A) es el sistema inverso dado en el ejemplo [3.1.3)

entonces @(Xa, p?, A) es homeomorfo a [, ; Z;. Para verificarlo primero notemos que

iel
para todo i € I, a; = {i} € A; ahora definamos la funciéon h : @(Xa,pg,A) — [er Zi
como

h((Ta)aca) = (mi(2q,) )icr,

para cada (Z4)acn € @(Xa, p?, A). Hay que demostrar que h es un homeomorfismo.
Primero veamos que es inyectiva, tomemos (Z,)aca, (Ya)aca € l’&n(Xm P2, A) tales que
(Za)aea 7 (Ya)aca. Esto quiere decir que existe § € A tal que x5 # ys. Por la construccion
de X3, existe j €  tal que mj(x3) # 7,(ys). En consecuencia (m;(xy,))icr # (Mi(Ya,) )icr ¥
por la definicion de h se sigue que h((z4)aea) #Z (Yo )aca)-

Ahora veamos que h es sobreyectiva, para esto tomemos (2;)ic; € [[;c; Zi- Para cada
a € A definamos el elemento z, = (z;)ica € Xo. Tomando a, 8 € A con o <  tenemos
que

Pa(zs) = pi((2i)iep)
- (Zi)iEa

:xa’

de esta manera (z,)aca € @(Xa,pg,A> V h((Za)aea) = (mi(xa,))icr = (2i)ier- Lo que
verifica que h es sobreyectiva.

Veamos que h es continua, para ello utilizamos la caracterizaciéon de continuidad dada por
el teorema . Tomemos una red {(2))aea }aca en @(Xa,pg, A), donde A es un con-
junto dirigido arbitrario tal que (2))aca — (Ta)aca, para algin (74 )aca € @(Xa,pg, A).
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Debemos verificar que h((2))aca) = h((%a)aca), esto es (mi(z).))ier = (mi(2q,))ier- Por
la convergencia de {(x )QGA} xeA Y por el teorema , tenemos que para todo i € I,
T} — Tq,, es decir, m;(z) ) = mi(zq,). Como esto se cumple para todo i € I, tenemos que
(m(a:gi))ze, — (Wz(l‘ai))zej. Por lo tanto, h es continua.
Resta verificar que h~! es continua, nuevamente utilizamos el teorema [2.1.15| Para esto
tomemos una red {(2})icr}rea en [Lic; Zi tal que (2))ier — (zl)le[ para algin (z,)lel E
[L.c; Zi- Ya que h es biyectiva, para todo A € A, existe un tinico ( Maea € L WP A
tal que h™1((2))ics) = (2))aca. De igual forma para (2;)ic;, ex1ste un unico (24 )aca E
@(Xa,pg,A) tal que hil((zi)ig) = (Za)aea. Como (23') — z;, para cada i € I, por el
teorema (2))ica = 72 = (2i)ica = Ta, para cada a € A. Ocupando nuevamente el
teorema [2.2.10) m tenemos que (7))aca — (Ta)aea. Por lo que h™! es continua.
Asi, queda verificado que h es un homeomorfismo y de esta forma se comprueba que
@(Xa,pg, A) es homeomorfo a [],., Z;
Al igual que el ejemplo [3.1.8], consideramos que el siguiente ejemplo da una idea clara
del limite inverso y nos beneficia para futuros planteamientos.

Ejemplo 3.1.9. Consideremos un espacio topolédgico infinito X y una familia de subcon-
juntos A de X tales que si A, B € A, existe C € A con C C AN B. Si (X4,p%, A) es el
sistema inverso del ejemplo , entonces @(X 4,05, A) es homeomorfo a () A.
Primero veamos como son los elementos en el l&n(X 4,05, A), para ello tomemos (74) aca €
@(XA,pﬁ,A> y A,B € A. Por ser A un conjunto dirigido, existe C' € A tal que
A, B < C. Por definicién de limite inverso p§(z¢) = 24 y pG(2c) = xp. Por otro la-
do, por definicién de funcién enlace tenemos que p§(r¢) = zc v p4(zc) = zc. En
consecuencia 4 = xp. Dado que A y B los tomamos arbitrarios, existe z € (| A tal que
($A>A6A = (l’)AeA-

Tomando en cuenta lo anterior, definamos la funcion h : 1£1<X 4,05, A) = N A, como

h((z)aea) =

para cada x € 1£1<X 4,05, A). Veamos que h es un homeomorfismo.

Para la inyectividad tomemos () aca, (¥)aca € l'gl(XA,pﬁ, A) tales que () acn # (Y) aen-
De esta manera x # y, por lo que h((z)aca) # h((y)aea). Para la sobreyectividad tome-
mos = € [ A4, tenemos que (z)aen € @(XA,pE,A> y h((x)aea) = x, por lo que h es
sobreyectiva.

Ahora mostramos que h es continua. Sea {(7) 4ca }rea una red en @(XA,ij, A) (donde
A es un conjunto dirigido) tal que (2*) aea — (2)aena, para algiin (z) 4ea € @n(XA, pE, A).
Veamos que h((2*)aca) — h((7)aca), es decir, 2* — z. La convergencia se obtiene de
manera inmediata por el teorema [2.2.10] por lo que podemos concluir que h es continua.
De manera similar podemos ver que h~! es continua, para esto notemos que h='(z) =
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(1) aca. Tomemos una red {22} cq en (A tal que 2* — x, para algtin = € () A. Por el
teorema tenemos que (%) 4ea — () aea, es decir, h~1(z*) — h~1(z). Por lo tanto
h~! es continua.

Asi, tenemos que h es un homeomorfismo y por lo tanto 1£1(X 1,05, A) es homeomorfo a
(N A. Cada punto en el limite inverso se puede visualizar como el diagrama .

Diagrama 3.3: Representacion de un punto en el limite inverso.

El siguiente lema es de gran ayuda al momento de trabajar con limites inversos, pues
nos muestra una forma distinta de construirlos. Esta manera puede resultar mas «facil»
de utilizar en los teoremas posteriores, dependiendo de las circunstancias.

Lema 3.1.10. Sea (X,,p2, A) un sistema inverso. Si para cada 3 € A, definimos Az =
{2 € [Toca Xa | PE(25) = x4, para a < 8}, entonces () oo Aa = l’gl(Xa,pg, A).
Demostracion. Demostramos la igualdad por contenciéon de conjuntos. Para esto, primero
tomemos = € (,cp Ao ¥ @, 8 € A tales que a < 3. Como z € Ag, tenemos que Pl (xs) =
Zo. Asi, x € @(Xa,pg,A> y por lo tanto [, ca Aa C @(Xa,pg, A).

Ahora tomemos * = (Z4)aeca € @(Xa,pg,A>. Para ver que x estd en la interseccion

tomemos 3 € A. Al estar z en el limite inverso, tenemos que p?(rg) = ., para todo
a < 3. De donde, x € Ag. Asi, x € [ e Aa, Por lo que @(Xa,pg,A> C Naea4a- O

Culminamos esta seccién con un resultado que involucra las funciones enlace. La uti-
lizacion de este teorema es fundamental para definir conceptos posteriores.

Teorema 3.1.11. Sea (X,,p?, A) un sistema inverso. Se cumple que p’ o ps = p,, para
cada a, f € A con a < 5.

Demostracion. Tomemos & = (Z4)aen € @(Xa,pg, A). Se cumple que

(P2 o pg)(z) = Pl (ps(x))
= ph(zp)
= pa(x)'

De esta manera se cumple que pg 0P = Da- ]
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3.2 LIMITE INVERSO COMO SUBCONJUNTO CERRADO DEL
PRODUCTO

Entendemos que un limite inverso @(Xa,pg,A) es un subespacio de [],ca Xa, €s
decir, hereda la topologia del producto topologico. El siguiente resultado nos muestra
una base para el limite inverso, cuyos conjuntos basicos pueden resultar mas tutiles para
demostraciones posteriores. Dicho resultado fue tomado de la proposicion 1.2.1 de |Chi96|.

Teorema 3.2.1. Dado un sistema inverso {X,,p2, A), tenemos que la familia:
{p."(Us) | @ € Ay U, es un abierto en X, }
forma una base para la topologia del subespacio l’gl(Xa, P2 A).

Demostracion. Sean G = ILM s P2, A) N (Nouer Ta L (Us) un subconjunto abierto basico
de@( P2 Ay zEG.

Por el teorema [2.1.5] existe § € A tal que 8 > «, para todo a € F. Por la continuidad
de las funciones enlace, Us = (,cr(P5) ' (Ua) es un subconjunto abierto de X, ademés
de que x5 € Ug. Dado o € F', por el teorematenemos que p; o(p?)~t =p;!y por
definicién de p,, se cumple que p,*(U,) = @n(x&,pg, A)Nz, Y(Uy,). Con ello, se obtienen
las siguientes igualdades:

= () p5" (1) (Ua))

acF

=) ra' (U

acF

= (X, p), A) N () 7, (U
acl
Asi, tenemos que pj'(Up) = M (Xo, pg, A) N Naer T (Ua) v ademés x € P (Us). De
este modo dicha familia es una base. O]

La importancia de los subconjuntos cerrados en los limites inversos es grande, puesto
que teoremas de «mayor peso» los ocupan dentro de sus hipotesis. De esta manera es
importante saber cudndo un limite inverso es cerrado. El siguiente teorema nos muestra
condiciones suficientes para que esto se dé.

Teorema 3.2.2. Sea (X,,p2, A) un sistema inverso. Si para cada a € A, X, es un espacio
de Hausdorff, entonces @(Xa, p3, A) es un subespacio cerrado de [, Xa.
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Demostracion. Veamos que (], cn Xa)\Um(X,, p2, A) es abierto. Dado que cada espacio
X, es de Hausdorff, por el teorema tenemos que [ . Xo es de Hausdorff.
Tomemos © = (Ta)aca € ([ en Xa)\@<Xa,p§, A), esto quiere decir que existen «, 5§ €
A tales que 8 > ay 2!, = p2(x3) # x,. Como X, es de Hausdorff existen dos subconjuntos
abiertos U, y U, de X, tales que z, € Uy, 2}, € U, y U, NU,, = @. Dado que p es
una funcién continua, V3 = (p2)~1(U’) es un subconjunto abierto de Xz tal que x5 € Vj.
Notemos que W = w1 (Us) N7y (V) es un subconjunto abierto de [T, ., Xa que contiene
a .

Supongamos que W N l’gl(Xa,pg, A) # &y tomemos ¥ = (Yo)aca € W N @(Xa,pg, ).
Por un lado, para todo «, 3 € A con a < 3 se cumple que p2(yz) = ya. Por otro lado,
como y € W, se sigue que y € 7, (U,) y y € Wﬁ_l(Vﬂ), esto quiere decir que y, € U, v
ys € V. Por lo tanto pZ(ys) = yo € Ul. De esta manera y, € U, NU’, lo cual es una
contradiccion, puesto que U, N U! = @. Concluimos que W N @(Xa,pg, Ay =o.

Con esto tenemos que W C (T], X@\@()@,pﬁ, A), es decir, [],ca Xa\@<Xa,p§, A)
es un subconjunto abierto del producto. Por lo que @(Xa, P2, A) es un subconjunto
cerrado de ], ca Xa- O

Cuando los espacios de un sistema inverso no son de Hausdorff no podemos asegurar
que el limite inverso sea cerrado. Esto lo podemos observar mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.3. Sean A un conjunto dirigido no numerable y X, = N bajo la topologia
indiscreta, para cada o € A. Si f7: X3 — X, es la funcién identidad, para cada o < 3,
entonces lim(X,, p?, A) es un subconjunto no vacio de Il,ca X, que no es cerrado. Por el
ejemplo @(Xa,pg,A> = {(2)aea | * € N} es homeomorfo a N. Asi, dado que la
topologia producto de II,ca X, coincide con la topologia indiscreta, l'&n(Xm P2, A) no es

un subespacio cerrado.

En la préctica, dado un sistema inverso arbitrario, su limite inverso puede resultar
vacio. Un ejemplo de esto lo podemos encontrar en el articulo [Sto79]|, aunque en esta
referencia no se realiza la explicacion detallada del mismo. Por la relevancia que consi-
deramos que posee este ejemplo, lo incluimos detalladamente en la tesis, adecuandolo a
nuestra notacion.

Ejemplo 3.2.4. Para cada n € N, consideremos X,, = N con la topologia cofinita 7.
(vea el inciso 7i7) del ejemplo[1.2.3)), y para cada m,n € N con n < m definamos la funcién
P X, — X, dada por p*(k) = k + (m — n), para cada k € N. Veamos que (X,,, pi*, N)
es un sistema inverso cuyo limite inverso es vacio.

Primero hay que demostrar que (X, pI’", N) es un sistema inverso. Tomemos n, m € N con
n < m y veamos que p;' es continua. Sea A un subconjunto abierto de X,,, notemos que
(P~ (A) ={a—(m—n) | a € A}. Por lo tanto p™(A) ™! € e, es decir, la preimagen de
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A es subconjunto abierto de X,,,. Por la definicién [1.2.20] tenemos que p* es una funcion
continua.
Ahora veamos que se cumplen las condiciones para las funciones enlace.

a) Sean n € Ny z € X,,. Tenemos que p}}(x) =  + (n —n) = x por lo que p es la
funcién identidad.

b) Dados m,n,l € N tales que ] < n < myx € X, se cumple que p}' o pi*(z) =
pi(p (@) =p @+ (m—n)) =x+(m—n)+ (n—1)=z+ (m—1) =p"(z)

Asi, p™ es una funcién enlace y con ello (X, p™, N) es un sistema inverso.

Ahora veamos que @(Xn,pnm, N) = @. Procedamos por contradicciéon, es decir, supon-
gamos que @(Xn,p;n,N> # @y tomemos T = (Tp,)nen € @(Xa,pg, ). Para cualquier
n € N, por definicién de limite inverso tenemos que p"™!(z,41) = z,. También, por de-
finicién de la funcién enlace pZ“(an) = Zpy1 + 1. De esta manera z,; = x, — 1,y
podemos reescribir a x como (1,77 — 1,21 — 2,27 — 3,...). Dado que z; € N, tenemos
que z,, = x; —x1 = 0. Luego, z,, ¢ N= X, y esto es una contradiccion. En conclusion,

La siguiente proposicion, tomada de los ejercicios de la seccidon de limites inversos
de [Eng89|, es un ejemplo en donde el limite inverso es vacio. Mas aun, nos da una forma
para construir limites inversos vacios.

Proposicion 3.2.5. Sean I un conjunto arbitrario no numerable y A = [I]<* con el orden
< definido por la contenciéon de conjuntos. Consideremos la familia de espacios topologicos
{(Xa,Ta) | @« € A} donde X, = {f : @ = N | f es inyectiva} con la topologia discreta
para a € A. Dados a, 3 € A con 8 > «, consideremos las funciones p? : X5 — X, tales
que p2(f) = fl,. Se cumple lo siguiente:

i) La terna (X,,p?, A) es un sistema inverso.
ii) Las funciones p” son sobreyectivas.
i11) @(Xa,pg,A) =0.
Demostracion.

i) Es claro que las funciones p? son continuas. Ahora veamos que cumplen los incisos
a) y b) de la definicion [3.1.1]

a) Para cada a € Ay f € X,, tenemos que p3(f) = f|, = f, por lo que p3 es la
funcién identidad.

b) Ahora, si a, 3,7 € A con a < 3 <~y f € X,, entonces (p’ oz%)(f) =
Pa(fls) = fl, = pL(f).
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Por lo tanto, tenemos que las funciones son enlace. Como A es un conjunto dirigido,
tenemos el sistema inverso (X, p2, A).

i1) Ahora demostremos que las funciones enlace son sobreyectivas. Tomemos «, § € A
con 3 > «a. Para ver que p? es sobreyectiva tomemos g € X,. Hay que probar que
existe f € Xj tal que p2(f) = f|, = g. Tengamos en cuenta que o C 3 y como
ambos son finitos tenemos que S\« € A; también se cumple que g(«) esta acotado
superiormente en N. Definamos la funciéon f : X3 — N tal que

o={ 4 3 75

Donde cada n, es un tnico nimero para x en N tal que éste es mayor al supremo
de g(a). De esta manera f : f — N es inyectiva y se cumple que f|, = g, lo que
quiere decir que p? también es sobreyectiva.

i71) Demostremos que @(Xa,pg, A) = @. Supongamos que @(Xa,pg, A) # &, por lo
que podemos tomar f = (fa)aea € @(Xa,pg, A). Para llegar a una contradiccion
construimos una funcion h : I — N tal que h(x) = fi;1(z) para todo x € I. Veamos
que h es inyectiva, tomemos z,y € I con x # y. Tenemos que h(x) = fr(z) =
Jrean (@) ¥y M(y) = fray(y) = fleyy(v). Dado que fr, ) es inyectiva se cumple que
h(z) # h(y), asi h es inyectiva. Esto quiere decir que hemos encontrado una funcion
inyectiva de I a N. Lo que significa que la cardinalidad de I es menor o igual a la
cardinalidad de N, pero I es no numerable, por lo que se tiene una contradiccion.
Por lo tanto, tenemos que @(Xa,pg, A) =o. ]

Cuando se tiene que el limite inverso es vacio, las aplicaciones que se le pueden dar
son de «poco interésy. Por lo que surge la pregunta de qué condiciones se necesitan para
asegurar que éste sea distinto de vacfo. Los teoremas y fueron tomados del
articulo |Sto79] e incluidos aqui con la intenciéon de contestar esta pregunta.

Antes de presentar estas condiciones necesitamos de la siguiente definicion.

Definicién 3.2.6. Dado un sistema inverso (X,,p?,A), decimos que (Y, g?, A) es un
subsistema de (X,,p2, A) si estd indexado por el mismo conjunto A, cada Y, es un sub-
conjunto de X, y g- = pg‘y . Si cada Y, es cerrado decimos que (Y, g%, A) es subsistema
cerrado.

Observacion 3.2.7. Notemos que, por definicién, todo sistema inverso es un subsistema
inverso de si mismo.
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Teorema 3.2.8. Sea (X,,p2, A) un sistema inverso donde cada X, es compacto y ca-
da p? es una funcién cerrada. Tenemos que existe un subsistema cerrado (Y, g?, A) de
(X4, 02, A) que cumple las siguientes condiciones:

a) Y, es compacto y no vacio, para todo a € A,

b) g° es cerrada y sobreyectiva, para todo o < 3; y

C) @<Xa7p§7A> = @Gfav 57A>‘

Demostracion. Consideremos la familia 4 de todos los subsistemas cerrados (Y, g2, A)
de (X, p2,A) tales que Y, # @ y @(Xa,pg, A) = l’&n(Yw g%, A). Notemos que % es una
familia no vacia, pues el mismo (X,, p?, A) es un elemento de €. Procedamos a definir una
relacion de orden < sobre . Para ello, dados (Z,, h?, A), (Y, g°, A) € € decimos que
(Zo, b2, A) < (Y, g2, A) siysolosi (Z,, h2, A) es un subsistema cerrado de (Y, g7, A);
no es dificil verificar que dicho orden es un orden parcial.

Ahora veamos que se cumplen las hipotesis para poder aplicar el lema de Zorn (lema
en % . Para esto tomemos una cadena C en % y demostremos que C tiene una cota
inferior en %. Para cada a € A definimos el conjunto Lo, = ({Ya | (Ya, 9%, A) € C}.
Notemos que L, es cerrado en X, puesto que es una intersecciéon de conjuntos cerrados.
Veamos que L, es un conjunto no vacio; ya que C es una cadena, toda interseccion finita
de los Y, es no vacia y como X, es compacto, por el teorema tenemos que L, # 9.
Ahora, dados o, 8 € A con a < f3 es fécil corroborar que p?(Lg) C L, por lo tanto

podemos definir la funcion I = p?| . Asi, tenemos que (L,,[?,A) es un subsistema

P
cerrado de (X,,p2, A). Para demostrzfr que (L, 18, A) se encuentra en % resta probar
que Hm(L, 5, A) = @(Xa,pg, A). Es facil ver que {m(La, 15, A) C @(Xa,pg, A). Pa-
ra la otra contencién tomemos x € l'&n(Xm P2, A). Por la definicion de € tenemos que
x € @(Ya,gg, A), para todo (Y,, g7, A) € C. En consecuencia, 2, € ({Ya | (Ya, 92, A) €
C} = L,, para cada a € A. Ahora tomemos «, 5 € A tales que a < 3. Luego, tenemos
que I8 (xg) = pi(x) = x, para todo x5 € Lg. Por lo tanto = € @(La, 15, A) y se cumple
la igualdad. Asi (L,, 1%, A) € € y claramente es cota inferior de C. Por el Lema de Zorn
existe un elemento minimal (L, %, A) € €.

Notemos que (L, %, A) cumple con los incisos a), ¢) y parcialmente con b), por lo que
queda ver que las funciones enlace del elemento minimal son sobreyectivas. Para esto hay
que demostrar que [%(Lg) = L,, para todos a, 3 € A tales que 8 > a.

Antes veamos que (Z,, h?, A) € €, donde Z, = N{I2(Lg) | B8 > a}, para todo a € Ay
he = lg’ZB, para todo o, 8 € A con f > «. Tenemos que Z, es un subconjunto cerrado

de Y, puesto que [?(Lg) también lo es y ademas la interseccion infinita de subconjuntos
cerrados es un subconjunto cerrado. Sigue verificar que cada Z, # &. Para esto proba-
mos primero que {I?(Lg) | B > a} tiene la propiedad de interseccién finita. Tomamos
Bi,...,Bn € A arbitrarios con f3; > «, para todo i € {1,...,n}. Por la proposicion 2.1.5]
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tenemos que existe v € A tal que v > oy v > f3;, para todo i € {1,...,n}; tomemos
Yy € Ly y i€ {1,...,n}. Asi, tenemos que [J(y,) € I1(L,) = 15:(1} (Ly)) C 15(Y3,), y de
esta manera 3,(yy) € (Nicqr 15 (Lg,). Gracias a este resultado se cumple la propiedad
de interseccion finita y como L, es compacto, por el teorema tenemos que la inter-
seccion es diferente del vacio, es decir Z, # @. Ya que Z, C L, C X,, X, es compacto
y Z, es cerrado por el teorema tenemos que Z, es compacto. Ahora, dado 5 € A
con 3 > «, vamos a probar que [2(Z3) C Z,. Esto lo hacemos por medio de las siguientes
contenciones:

15(Zs) = (L) [ 7 = BY)
(L) |y =8}

(L) |7 = a}
= 7.,

por lo que se cumple la contenciéon. De esta manera, (Z,, h?, A) es un subsistema cerrado
de (L, 1%, A) y de (X,,p2, A) donde cada Z, # @. Hay que ver que el limite inverso
7, A). Tenemos que lim(Zo, b2, A) C lim(Ya, g2, A);

(o2

de este sistema coincide con @n(La,l
para la otra contencion, tomamos y = (Ya)aca € @(La, 15, A). Dado a € A se cumple
que 1%(y3) = ya, para todo 3 € A con 8 > a. Por lo tanto, y, € ({I5(La) | B > a} = Z,,
v ast h2(yg) = g2 (ys) = ya. En conclusion, y € Ym(Za, h2, A), por lo que Hm(Za, he, A) =
Ym(Lq, 13, A). Por lo tanto, Ym(Z,,, hE,A) € €.

Dado que (L, %, A) es un elemento minimal de € y ademés, (Ly, 15, A) > (Z,, b2, A),
tenemos que (Z,, h?, A) = (L, 1%, A). Por lo tanto, Z, = L,, para todo a € A.

Ya que la finalidad de estos resultados es demostrar que (?(Lg) = L, tomamos «, 8 € A
con a < 3. Ya tenemos que [?(Lg) C L,. Por otro lado, L, = N{I1(L,) | v > a} CI%(Lg).
Asi, I(Lg) = Lq, lo que quiere decir que [ es sobreyectiva. De esta manera mostramos la
existencia de un subsistema inverso que cumple con las propiedades a), b) y ¢). O

Gracias al teorema anterior, podemos reducir de manera significativa la demostracion
del siguiente resultado, el cual responde la pregunta que nos planteamos sobre los limites
inversos no vacios.

Teorema 3.2.9. Sea (X,,p?, A) un sistema inverso, donde X, es compacto y de Haus-
dorff, para cada a € A. Si cada funcién enlace es cerrada, entonces @(Xa, P2 A #£ 3.

Demostracion. Por el teorema|3.2.8] tenemos que existe un subsistema cerrado (Z,, b2, A)
de (X, p?,A), donde cada Y, es compacto y g7 es cerrada y sobreyectiva, tal que

m(Xo, pa, A) = 1m(Za, by, A).
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Para cada o, 8 € A con a < 8 definimos el siguiente conjunto:

Ag = {(2a)aea € H Za | hg(zﬂ> = Za}-

N

Veamos que cada A? es no vacio. Para esto tomemos o, 8 € A con a < Y 24 € Z,.
Dado que h? es sobreyectiva, existe 25 € Zg tal que h2(z3) = z,. De esta manera existe
2 € [oen Za tal que m3(2) = 25 y Ta(2) = 2. Por lo que tenemos que z € A, y en
consecuencia A2 # &.
Ahora veamos que la familia {A? | o, 8 € A tales que o < 3} tiene la propiedad de inter-
seccion finita. Para esto tomemos oy, (1, ..., ay,, B, € A arbitrarios con oy < fq,...,a, <
Bn y veamos que (Nicyy Al 4 @ Dado i € {1,...,n} y Za, € Za,, la funcion hi es
sobreyectiva, por lo tanto existe z5, € Zg, tal que hli(zs,) = za,. De esta manera existe
2 € [[oea Za tal que mg,(2) = 25, ¥ Ta,(2) = Za,. Asl tenemos que z € ey Abiy se
sigue que {A? | o, B € A tales que o < B} tiene la propiedad de interseccion finita.
Demostremos que cada A? es un subconjunto cerrado. Tomemos a,3 € A tales que
@ < By = (Ta)aea € [loen Za\A?, asi h(zg) # x. Pongamos los elementos como
2!, = hB(z5). Dado que Z, C X, y X, es de Hausdorff por el inciso 3) del teorema ,
tenemos que Z, es de Hausdorff. Por lo que existen dos subconjuntos abiertos U y U’
de Z,, tales que x,, € U, z, € U y UNU" = @. Por la continuidad de h, tenemos que
zg €V = (hE)"H(U"). Se sigue que z € W = m; (V) Nw ' (U), donde W es un subcon-
junto abierto basico del producto. Hay que demostrar que W N A? = @. Supongamos
que WN A2 # &y tomemos ¥y = (Yo)aca € W N A2, Por un lado, y € A, es decir,
h2(ys) = ya. Por otro lado, como y € W, tenemos que y, € U y ys € V. Esto implica
que h2(ys) = yo € U’, de aqui tenemos una contradiccion, puesto que U N U’ = &. Por lo
tanto, WNAS =y W C ([],cn Za)\AL. Se concluye que ([],ca Za)\AZ es abierto, es
decir, A% es cerrado.

aEA a€A

Como cada Z, es compacto, por el teorema de Tychonoff (vea el teorema[2.2.13)) tenemos
que [[,ca Zo es compacto. También, como cada AP es cerrado, por el teorema [1.2.39

tenemos que (1,4 Ay # @. Ahora, por el lema 3.1.10| (<5 A7 = Um(Z,, ki, A). Por lo
tanto, @(Xa,pg, A) = lim(Z,, R A) # @. O

3.3 TEOREMAS DE PRESERVACION: AXIOMAS DE SEPARA-
BILIDAD Y NUMERABILIDAD; COMPACIDAD Y METRIZABI-
LIDAD

Como vimos en el capitulo 1, dentro de las propiedades cléasicas de la topologia se
encuentran los axiomas de separabilidad y numerabilidad. Dado que el limite inverso es
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un subespacio del producto, los siguientes corolarios se obtienen de manera inmediata.

Proposicién 3.3.1. Sea (X,,p?, A) un sistema inverso e i € {1,2,3,3%}. Si X, es T;,
para todo o € A, entonces @(Xa,pg, A) es T;.

Demostracion. Se obtiene inmediatamente de los teoremas [2.2.11] y [1.2.32] [

Proposiciéon 3.3.2. Sea (X, p",N) un sistema inverso. Si X,, es primero (segundo)
numerable, para todo n € N, entonces @(Xn, p*, N) es primero (segundo) numerable.

Demostracion. Se obtiene inmediatamente de los teoremas [2.2.12] y [1.2.36] O]

Toca ahora enunciar dos de los teoremas mas importantes sobre la estabilidad de los
limites inversos con la compacidad y la metrizabilidad. Estos resultados son importan-
tes para el estudio de limites inversos en la teoria de continuos. Sobre la compacidad, el
siguiente teorema es de los resultados fuertes de la teorfa de limites inversos y una de-
mostracion la podemos consultar en el capitulo 4 de [Sto79|. Es necesario mencionar que
el resultado se obtiene principalmente del teorema de Tychonoff (vea el teorema .

Teorema 3.3.3. Sea (X,,p2,A) un sistema inverso. Si X, es un espacio compacto y
Hausdorff, para cada o € A, entonces @(Xa, P2, A) es un espacio compacto.

Demostracion. Dado que para todo a € A, X, es compacto, por el teorema tene-
mos que ], .o Xo es compacto. También tenemos que como cada X, es un espacio de
Hausdorff, por el teorema , @KXQ, p?, A) es un subespacio cerrado del producto. Fi-
nalmente, por estas dos conclusiones y por el teorema tenemos que l&n(Xw P2, A)
es compacto. O

Respecto a la metrizabilidad, podemos asegurar que la propiedad se cumple en los
limites inversos solo cuando el conjunto dirigido es numerable, por lo que la demostracion
se hace tomando el conjunto de los niimero naturales N.

Teorema 3.3.4. Sea (X,,, p*, N) un sistema inverso. Si X,, es un espacio metrizable, para
cada n € N, entonces @(Xn, P, N) es un espacio metrizable.

Demostracion. Dado que cada X, es metrizable, por el teorema [2.2.16, tenemos que
[L,cn Xn es metrizable y dado que l'&l(Xn,pZ‘, N) es un subconjunto del producto, por el
teorema [I.2.51] también es metrizable. O
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3.4 PROPIEDADES QUE INDICAN CUANDO UN ESPACIO ES
HOMEOMORFO A UN LIMITE INVERSO

Teniendo en cuenta los resultados de secciones anteriores consideramos que tenemos
herramientas suficientes para demostrar aiin mas propiedades de los limites inversos que
son de cierta forma menos intuitivas. Apoyandonos de libros como [Eng89|, [Chi96| y
[Wil04], hemos recolectado en esta seccion algunos resultados que consideramos hacen
uso de las herramientas mostradas con anterioridad. De igual manera, los resultados se
adaptaron con la notaciéon que hemos estado empleando.

Proposicion 3.4.1. Sea (X,,p?, A) un sistema inverso, donde X, es un espacio de Haus-
dorff, para cada o € A. Si A es un subespacio de @(Xa,pg, A), entonces (A,,p2, A) es

un subsistema, donde A, = p,(A) para cada o € Ay ¢g° = p?|— para cada o, € A con

B> «atal que A = 1#< Aoy 95, A).

Demostracion. Dado que cada X, es un espacio de Hausdorff, por el inciso 3) del teo-
rema [1.2.32, cada A, es un espacio de Hausdorff; a partir de esto, por el teorema m
aEAA_a' Al ser HQGAA_Q un

X4, tenemos que L( o, P2, A) también loes en ] -\ Xa.

tenemos que L( o, P2, A) es un subespacio cerrado en []

subconjunto cerrado de [],c
Toca demostrar la igualdad.

aEA

C| Para esta contencion, como L m(A,,p?, A) es un subespacio cerrado del producto, basta
con demostrar que A C L P2, A). Dado x € A, se cumple que po(z) = 74 € pa(A) =
A, C A,, para todo o € A. Ademas, como A es un subespacio de L(Xa,pg, A), para
todo a, 3 € A con 8 > a, se cumple que g°(x5) = pP(xp) = 4. Asi x € L( D2 A) y

por lo tanto, A C L( o P2, A). Luego tenemos que A C L A P2 A) y como el limite
inverso es un subespacio cerrado tenemos que A C L D2 A).

2| Tomemos = € L A, p3,A). De esta forma, para cada a € A, tenemos que x, €
A,; ademas de que = € l'&n(Xm p?, A). Ahora tomemos un subconjunto abierto bésico
pH(Uy) de @(Xa,pg,A> tal que x € p ' (Uy,). Veamos que A Np, ' (U,) # @. Como
x € p;Y(U,), tenemos que z, € U, y dado que z, € A,, entonces A, N U, # &. De
donde, AN p;t(U,) # @, esto es x € A. En consecuencia, L( a,pa, A) C A,

De las contenciones anteriores se obtiene la igualdad A = Hm (A, Pl A). O

A partir del resultado anterior podemos concluir de manera inmediata el siguiente
corolario.
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Corolario 3.4.2. Sea (X,,p? A) un sistema inverso, donde X, es un espacio de Haus-
dorff, para cada o € A. Si A un subespacio cerrado de @(Xa, p2, A), entonces A es el
limite inverso del subsistema (A,,p?, A), donde A, = po(A) para a € Ay ¢° = p§|5
para o, 3 € A con > a.

Antes de incluir el siguiente resultado necesitamos hacer mencion de las propiedades
topologicas multiplicativas.

Definicién 3.4.3. Decimos que una propiedad topologica P es (finitamente) multiplica-
tiva si para toda familia (finita) {X, | @ € F'} de espacios topolédgicos con la propiedad
P, el producto [], . X, también tiene la propiedad P.

Teorema 3.4.4. Sean X un espacio topolégico y P una propiedad hereditaria con respec-
to a subconjuntos cerrados y finitamente multiplicativa. Tenemos que X es homeomorfo
al limite inverso de un sistema inverso de espacios de Hausdorff con la propiedad P siy
solo si X es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto de espacios de Hausdorft
con la propiedad P.

Demostracion. =| Supongamos que X es homeomorfo al limite inverso de un sistema
inverso (X,,p2,A), donde cada X, es un espacio de Hausdorff con la propiedad P. Dado
que para todo a € A, el espacio X, es de Hausdorff, por el teorema tenemos que
Ym (X, p5, A) es un subespacio cerrado de [, o
un subespacio cerrado de un producto de espacios de Hausdorff con la propiedad P.

X, v por lo tanto X es homeomorfo a

<] Supongamos que X es homeomorfo a un subespacio cerrado A de un producto [[,.; Z;
donde, cada Z; es un espacio de Hausdorff con la propiedad P. Por el ejemplo |3.1.8
podemos construir un sistema inverso (X,,p?, A) cuyo limite inverso es homeomorfo a
[Lic; Zi- Luego, por la definicién existe un homeomorfismo h : @(Xa, P2 A —
[Lic; Zi- Dado que cada X, es un producto finito de espacios de Hausdorff con la propiedad
P, por hipoétesis, tenemos que X, también tiene la propiedad P. También por el teorema
cada X, es un espacio de Hausdorff y como h es continua, se sigue que h~'(A)
es un subespacio cerrado de @(Xa,pg, ). Ahora, por el corolario tenemos que
h=1(A) = @(E, p?, A), y como cada A, es un subespacio cerrado de X, se sigue que A,
hereda la propiedad P. De igual manera, por el teorema cada A, es un subespacio
de Hausdorff. Como A~ (A) es homeomorfo a A, h™'(A) es homeomorfo a X. Finalmente
podemos concluir que existe un sistema inverso (A,,p?, A), donde cada A, es un espacio
de Hausdorff con la propiedad P cuyo limite inverso es homeomorfo a X. O

Culminamos esta secciéon presentando una solucién de un ejercicio propuesto en la
seccion de limites inversos de [Wil04]. Como se ha mencionado, en la resolucién adapta-
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mos los resultados a nuestra notacion y los hemos colocado como proposiciones con sus
respectivas demostraciones.

Proposiciéon 3.4.5. Sean X un espacio topolégico y (X4, p2, A) un sistema inverso.
Tenemos que X es homeomorfo a @(Xa, p?, A) siy solo si existe una familia de funciones
continuas {f, : X = X, | a € A} que satisface las siguientes condiciones:

i) Para todo «, 5 € A con a < 3, se cumple que pg o fg = fa-

i1) Dado un espacio topologico (Y, n) y dos funciones continuas g : ¥ — X y1: Y — X|
si fo0g9= fo0l, para todo a € A, entonces g = [.

i1i) Dado (Y,n) un espacio topologico y una familia de funciones continuas {h, : ¥ —
X, | a € A}, que cumple que p? o hg = h,, existe una funcién continua f:Y — X
tal que f, o f = h,.

Demostracion. =] Supongamos que X es homeomorfo a @(Xa,pg, A). Asi, existe un
homeomorfismo h : X — @(Xa,pg, A). Definamos la funciéon f, = p, o h, para cada
a € A. Dado que cada f, es la composicién de dos funciones continuas, ésta también es
continua. Ahora, veamos que se cumplen las tres condiciones para la familia {f, : X —

Xo | a € A}

i) Sean a, 8 € A con a < . Utilizando que {X,,p?, A) es un sistema inverso tenemos
que

Pl o fs=pho(psoh)
= (Pl ops)oh
=paoh
:fa7

por lo que se cumple la primera condicién.

i1) Sean Y un espacio topologico y g y [ dos funciones continuas de Y a X tales que
faog= faol, para todo a € A. Para demostrar que g = [, supongamos que g # [.
Asi, existe y € Y tal que g(y) # l(y) y de este modo (h o g)(y) # (hol)(y). Luego,
existe f € A tal que ps((h o g)(y)) # ps((hol)(y)). Se sigue, por definicién, que
(fs09)(y) # (fzol)(y), lo cual es una contradiccion, puesto que estamos suponiendo
que f,0g = fool. Porlo tanto g = .

i1i) Ahora, sean Y un espacio topologico y {h, : Y — X, | @ € A} una familia de
funciones continuas, donde cada funcién cumple que p? o hg = h,. Tomemos la
funcién f : Y — X dada por f(y) = h7 ((ha(y))aca), para todo y € A. Veamos
que ésta cumple con la condicion 7i7). Antes verifiquemos que esta funciéon esté bien




60

definida, es decir, que cada (hq(y))aca €s un elemento del limite inverso. Para esto
tomemos « 6 € A con a < B Tenemos que p2(hs(y)) = p2 o hs(y) = haly), por
lo que (ho(Y))aca € L a0, P2, A). Ademés, como f es composicion de funciones
continuas, f también es una funciéon continua. Por dltimo, tomemos y € Yy § € A.
Por hipotesis tenemos que,

(fa 0 N(W) = Fs(h™ ((ha(y))aca))
= (ps 0 W)(h"((ha(y))aca))
= ps((ha(y))aca))
= hs(y).

Por lo que f cumple la condicién deseada.

<] Supongamos que existe una familia de funciones continuas {f, : X — X, | a €
A} que satisface las condiciones i), i) y iii). Para encontrar un homeomorfismo entre
Xy @(Xa,pg,A) construimos una funcion f : X — @(Xa,p§7A> tal que f(z) =
(fa(2))aea, para todo x € X. Primero veamos que f esta bien definida. Tomemos z € X
y a,8 € A con a > f3. Teniendo en cuenta la hip6tesis i) obtenemos que p2(fz(x)) =
(P2 o f5)(z) = fa(z). Esto quiere decir que f(z) € Jm (X, a D2 A).

Notemos que la funcion (p, o f) = f. es continua, para todo o € A. Asi, por el teorema
tenemos que f es continua.

Ahora demostremos que f es inyectiva. Para esto tomemos z,y € X tales que f(z) = f(y),
lo que quiere decir que f,(z) = f,(y), para todo o € A. Consideremos g : X — X como
la funcion identidad y [ : X — X como la funcion constante tal que [(x) = y, para todo
r € X. Observemos que g(x) = z y l(x) = y, por lo que si sustituimos a = y y en la
igualdad anterior tenemos que (f, 0 g)(x) = (fa ol)(z). Como g y [ son continuas, por la
condicion i7) se sigue que g = [, esto es, g(z) = l(x), lo que nos lleva a que © = y. Asi f
es inyectiva.

Ahora veamos que f es sobreyectiva. Tomemos (Z4)aca € @(Xa, P2, A) y veamos que
existe x € X tal que f,(z) = z, para todo a € A. Para cada o € A, definamos la funcion
he : X = X, tal que hy(x) = 4, para todo x € X. Asi, tenemos una familia de funciones
continuas {h, : X — X, | « € A}. Notemos quesiz € X y a, 8 € A con o < 3, entonces
(pZohg)(x) = pl(xs) = x4. De donde (p2 ohg)(x) = ha(z). Como se cumplen las hipotesis
de la condicion #i7), existe una funcién continua h : X — X tal que f, o h = h,, para
todo a € A. Ahora, tomando z € X y o € A, tenemos que (f, o h)(x) = ho(x). De esta
manera existe h(z) € X tal que f,(h(x)) = x4, por lo cual f es sobreyectiva.

Solo queda ver que f~! es continua. Notemos que la familia de funciones proyeccion
{Pa : @<Xa,p§, A) = X, | @ € A} cumple que p? o ps = p,. De donde, por iii), existe
una funciéon continua h : l'gl(Xa,pg, A) — X tal que f, o h = p,, para todo a € A. Por
otro lado, demostremos que f~! = h (lo haremos viendo que foh y ho f son la funcion
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identidad en sus respectivos dominios y contradominios). Sea (Z4)aca € @(Xa, P2 A).
Notemos que f(h((za)aca) = (falh((Faaca)))aca = (Tadaca, Por lo que f o h es la
funcion identidad. Ahora para x € X, tenemos que h(f(z)) = (f~' o f)(h(f(x))) =
Y (foh)(f(x) = f(f(x)) =z, por lo que ho f es la funcion identidad. Por lo tanto,
f ' =hyasi f~! es continua.

Con todo f es un homeomorfismo. Esto es, X es homeomorfo a @(Xa, Pl A). ]
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CapriTuLO 4

Limites inversos con los naturales como conjun-
to de indices

4.1 SUCESIONES INVERSAS

Como hemos mencionado en el capitulo [3] la definicion formal de limite inverso esta
basada en la introducida por S. Lefschetz en 1931. Lo que buscamos en esta seccion
es conocer las caracteristicas de un limite inverso cuando tenemos a los naturales como
conjunto dirigido.

Teniendo en cuenta que los naturales, no solo son un conjunto dirigido, sino un conjunto
totalmente ordenado, podemos obtener conclusiones como la siguiente.

Lema 4.1.1. Sea (X,,, f N) un sistema inverso. Tenemos que f"™(x,,1) = x,, para
todo n € N, si y solo si f™(z,,) = &, para todo m,n € N con m > n.

Demostracion. =| Sean (z,)nen € @(Xn, fm N) y m,n € N tales que m > n. Notemos
quem>m—12>--->n-+12>n. Asi tenemos lo siguiente:

o @m) = [ (foa (@)

= frrzn_l(xm—l)

= Lo (0 (@ns2))

= f:+1(xn+1) = Tn,

de aqui, f7"(x,,) = .
<| Simplemente ponemos m = n + 1. [
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Considerando el lema adoptamos el nombre de sucesion inversa al referirnos a un
sistema inverso indexado con el conjunto de nimeros naturales y reescribimos el sistema
inverso como:

(X, [T N).

El diagrama [.1] nos brinda una visualizacién de estas sucesiones.

lim (X,,, /7, N)

A

X < X5 < X3 <
! 12 2 3 2

Diagrama 4.1: Sucesién inversa y limite inverso.

Notacion 4.1.2. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcién continua
arbitraria. En el desarrollo de los siguientes temas, vemos algunas construcciones de su-
cesiones inversas (X, ! N), en donde cada espacio topologico X,, es el mismo espacio
X y las funciones enlace son composiciones de la funciéon f. Tomando en cuenta el lema
[4.1.7] las funciones se simplifican de la siguiente manera

n+l _ en+l-—n __
=1 =/
De esta forma la sucesion inversa queda escrita como
(X, f,N).
en este caso, el limite inverso también suele expresarse como

lim (X, f.N).

4.2 RESULTADOS CLASICOS DE LIMITES INVERSOS DE SU-
CESIONES INVERSAS

Dentro de la enorme variedad de propiedades topologicas podemos encontrar los con-
tinuos (vea la definicion . Dado que los subconjuntos de un espacio conexo, no
necesariamente son conexos, es logico pensar que el limite inverso no siempre lo es; lo
mismo pasa con los continuos. Sin embargo, el siguiente teorema garantiza que el limite
inverso de continuos es un continuo.
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Teorema 4.2.1. Sea (X,,, f**1 N) una sucesion inversa. Si X,, es un continuo, para cada
n € N, entonces lim(X,,, f2*!, N) es un continuo.

Demostracion. Supongamos que X,, es un continuo, para todo n € N. Para cada m € N,
definimos el subespacio

Zm={x € H X, | [N (wi1) = x4, paratodoi € {1,...,m}}.
neN

También definimos el conjunto A,, = N\{1,...,m}. A partir de Z; = {z € []
f2(z2) = 21}, podemos reescribir cada espacio de manera recursiva como

I = Zm—1 N{z € H X | [ Y (2pg1) = 2}, para m > 2.

neN

X, |

neN

Ahora tomemos m € N, primero demostremos que Z,, es un continuo. Para esto definimos
la funcion fo, : [[,ca,, Xn — Zm dada por

fm((xn)nEAm) = (fii+1<wi+l))i€{1,...,m} X (xn>n€Am7

para todo (z,)nea,, € [[,e A,, Xn- Veamos que fp, es continua utilizando la proposicion
2.2.9. Verifiquemos que m, o f,, es continua, para todo n € N. Cuando n > m+ 1, tenemos
que 7, o f,, = my,. Esto es, se cumple el siguiente diagrama.

fm
HneAm Xn > Zm
Fm ﬁ
Xn

Ahora, cuando n < m+1, como f = f"*lo. . .o f™ | secumple que 7,0 f,, = f™om,y,.

De donde se satisface el siguiente diagrama.

fm
HnEAm Xn 5 Zm
Jﬂ-m lﬂ—n
I

X

> X,

Como consecuencia de la continuidad de =, y f*, fi* o m, = m, o f,, es continua. Asi,
para todo n € N, la funcién 7, o f,, es continua. Por lo que, por la proposicion [2.2.9] la
funcién f,, es continua en ], . A, Xn-

Sigue ver que f,, es sobreyectiva. Para esto tomemos (z,)nen € Z,,. Dado i € A,,, notemos

que f(zi41) = 2. Ademas de que (zn)nea,, € [Ihen,, Xn- Por lo tanto,
fm((zn)nGAm) = (fiiJrl(ziJrl))iE{l,...,m} X (Zn>n€Am

= (Zi)ie{l,...,m} X (Zn)nEAm

= (Zn)n€N~




66

Por el teorema|2.2.17/tenemos que [, ., X, es un continuo y dado que f,, es una funcién
continua y sobreyectiva, por el teorema |1.2.54, concluimos que fr,([[,can Xn) = Zn es
un continuo.

Por el lema[3.1.10| tenemos que Mnen Zn = @(Xm i+ N). Ademas, no es dificil ver que

7y D Zy D Z3 O ---, donde cada Z,, es un continuo para todo n € N. Asi, por el teorema,

1.2.55| concluimos que Jm (X, 71 N) es un continuo. O

Hemos visto en el teorema [3.2.9] las condiciones suficientes para que un limite inverso
sea no vacio. En el ejercicio 2.5.A4 de [Eng89|, se plantea que si N es el conjunto dirigido,
entonces para asegurar que el limite inverso sea no vacio, inicamente debemos condicionar
las funciones enlace, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2. Sea (X,,, /™' N) una sucesion inversa. Si cada funcion enlace es sobre-
yectiva, entonces m(X,, fit!,N) # .

Demostracion. Sea (X,, f*™' N,) una sucesiéon inversa, donde cada funcién enlace es
sobreyectiva. Tomemos x; € X;. Por la sobreyectividad de f?, existe o € X, tal que
f2(x9) = x1. De la misma manera, para z, existe 3 € X3 tal que f;(r3) = x5. Siguiendo
este proceso de manera inductiva, tenemos que (Z,)neny € @(Xn, 1 N). Con esto
concluimos que ¥m(X,, fi*!,N) # . O

De forma casi inmediata, en vista del teorema obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. Sea (X, " N) una sucesién inversa, donde cada funcion enlace es
sobreyectiva. Se cumple que 7, (@(Xn, frrt N>> = X, para todo n € N.

Cuando trabajamos con el producto [ ], y[0,1] se tienen propiedades interesantes con
los limites inversos. Para conocer algunos de estos resultados debemos tomar en cuenta
las siguientes definiciones.

Definicién 4.2.4. Sea (X, 7) un espacio topologico.

i) Si X es conexo, un punto de separacion (o de corte) es un elemento p € X tal que
X\{p} es no conexo.

1) Si X es un continuo, X es un arco si solo tiene dos puntos de no separacion.

Es sencillo demostrar la siguiente equivalencia.

Proposicion 4.2.5. Si X es un continuo, entonces X es un arco si y solo si X es homeo-
morfo al intervalo cerrado [0, 1].
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Observacion 4.2.6. En ocasiones, encontramos que la definiciéon de arco se expresa como
la proposicion 4.2.5] En este trabajo de tesis usamos una u otra definiciéon dependiendo
de cual se nos facilite demostrar.

Antes de continuar con el tema de arcos para limites inversos, incluimos los siguientes
hechos con la finalidad de facilitar las demostraciones de resultados de mayor interés para
la tesis. La demostracion la podemos encontrar en [IM12].

Teorema 4.2.7. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si X es un continuo, entonces X tiene
al menos dos puntos de no separacion.

Proposicion 4.2.8. Dados dos arcos Ay B. Si AN B = {p}, para algin p, entonces
AU B es un arco.

Demostracion. Primero tomemos r € (0,1). Como Ay B son arcos, existen hy : A — [0, 7]
y hy : B — [r, 1] homeomorfismos. Definimos la funcién h: AU B — [0, 1] como

]’Ll (l’) si A\B,
h(z) =< r si x=p,
ho(z) si B\A,

para todo r € AU B. Basta con notar que h es un homeomorfismo para ver que AU B es
un arco. O]

Teorema 4.2.9. Sea ([0,1], /7™ N) una sucesiéon inversa. Si cada f"' es biyectiva,
entonces @([0, 1], f2+1 N) es un arco.

Demostracion. Dado que }im([0, 1], [P N) es un subconjunto de [], [0, 1], probemos
que la proyeccion 7 : Hm([0, 1], f**, N) — [0, 1] es biyectiva.

Primero demostremos la inyectividad, para esto tomemos z,y € @1([0, 1], 71 N) tales
que = # y. Por lo que existe n € N tal que z, # y,. Luego, como f ; es inyecti-
va, fi' (z,) # f_1(yn). Por definiciéon del limite inverso se tiene que f |(z,) = X1
Vv f* 1(yn) = Yn_1. De donde, z,_1 # y,_1. Por la inyectividad de f"~,, tenemos que
5 (xno1) # 275 (Tn_1). En consecuencia, x, o # y,_». Siguiendo esta idea de manera
inductiva hasta f2, concluimos que x; # 9, es decir, m(z) # m1(y). Por lo tanto m; es
inyectiva.

Ahora, probemos que 7 es sobreyectiva. Para esto, tomemos z; € [0,1]. Dado que f*!
es sobreyectiva, existe zo € [0,1] tal que f2(x3) = z;. De igual forma, existe z3 € [0,1]
tal que f3(z3) = zo. Siguiendo este proceso de manera inductiva concluimos que existe
(Tn)nen € 1'&1([0, 1], fo+1 N) tal que 71 ((2,)nen) = 1. Asi m; es sobreyectiva.
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Como [0, 1] es compacto, por el teorema , tenemos que @([O, 1], fo1 N) es com-
pacto. Ahora, como @([O, 1], fo1 N) es compacto y [0,1] es de Hausdorff, y ademés, la
proyeccion 7 es continua y sobreyectiva, por el teorema @, obtenemos que m; es un
homeomorfismo. Esto quiere decir que @([O, 1], f2+1 N) es un arco. O

Dado que uno de los objetivos de esta seccion es asociar un limite inverso a la curva del
topologo, resulta conveniente estudiar limites inversos similares al que queremos construir.
El objetivo del siguiente teorema es mostrar un limite inverso més «sencillo» al que se
planea exponer més adelante.

Teorema 4.2.10. Si f:[0,1] — [0, 1] es la funcion definida de la siguiente forma:

ro={ 13

, si

o= O
IAINA
IAINA
H%I'—‘

T
T
entonces m([0, 1], f, N) es un arco.

Demostracion. Dado que el limite inverso es un subespacio de [],.y[0,1] y es ademas
un continuo, por el teorema [£.2.7] solamente debemos demostrar que cualquier punto en
S = Um([0, 1], f, N)\{(0)nen, (L)nen} es un punto de separacion.

Sea z = (Tp)nen € S. Existe n € N tal que z,, € (0,1). Como n puede no ser tunico,
diremos que n es el indice més pequeno que cumple esto, es decir, si existe m € N tal
que z,, € (0,1), entonces n < m. En particular, se cumple que xz, € [%, 1), puesto que si
z, € (0,3), entonces f(z,) = z,—1 € (3,1), con lo cual, n no es el més pequefio tal que
z, € (0,1).

Veamos primero que z es el tnico punto en el limite inverso tal que m,(z) = z,. Para
esto tomemos y € @QO, 1], f,N) tal que m,(y) = x,. Dado que z, € [3,1), tenemos que
f(zn) = xp—1 = yp—1 = 1. Como z,y € S, se cumple que z; = y; = 1, para todo i < n.

Ahora, para todo i > n, se cumple que f((0, 5==77)) = (0, 32), por lo que z; = y; =

Tn
i—n *

Asi, tenemos que x; = y; para todo i € N, es decir, z = y. Por lo tanto, = es tnico.

Por lo demostrado anteriormente se cumple que 7, '({z,}) = z. También tenemos que
[0, 1]\{x,,} es la unién de los intervalos abiertos, [0, z,,) v (x,, 1]. Luego, 7, ([0, 1]\{z,}) =
7 1([0, z,) U (z,,1]). De esta forma,

Lm ([0, 1], £, N)\{z} € 7, ([0, 2a)) U, (20, 1)),

y teniendo en cuenta la observacion [2.2.6] se sigue que m;1([0,2,)) N 7t (2, 1]) = @.
Por lo tanto, @([O, 1], f/,N)\{z} es disconexo, y en consecuencia z es un punto de sepa-
racion. Al ser x un punto arbitrario en .S, tenemos que S consta tnicamente de puntos de
separacion. Ahora, como @([0, 1], f,N) es un continuo, por el teorema [4.2.7| se sigue que

los tinicos puntos de no separacion en el limite inverso son (0),en ¥ (1)nen. Por lo tanto,
por el inciso i) de la definicion concluimos que @1([0, 1], f,N) es un arco. O
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El siguiente resultado se encuentra en [IM12]|. Lo incluimos porque es de gran ayuda
para demostrar el teorema [4.2.12] ademéas de que sirve para relacionar limites inversos
con conjuntos especificos a través de homeomorfismos.

Teorema 4.2.11. Sean ([0, 1], /7™ N) una sucesion inversa y {J,},en una familia de
subintervalos cerrados de [0, 1] tales que f"*(J,11) = J,, para todo n € N. Si K =
{(zn)nen € Hm([0, 1] , [P N) | x; € J; para cada i € N}, entonces existe una sucesion
inversa ([0, 1], g"*! N) tal que K es homeomorfo a lfm([0, 1], g+, N).

Demostracion. Notemos que el intervalo cerrado J,, es de la forma [a,, b,], donde 0 < a,, <
b, < 1, para todo n € N. Definimos la funcion h,, : [0, 1] — J, por h,(z) = a,+z(b, —a,),
para todo z € [0, 1]. Por el inciso i) del ejemplo [1.2.26] &, es un homeomorfismo. Ahora
definimos la funcién ¢g"™ : [0,1] — [0,1] por g""'(x) = h Y(f" (h,y1(2))), para todo
€ [0,1]. Como f" es una funcién enlace, g"™ también es una funciéon enlace. Asf,
podemos construir la sucesion inversa ([0, 1], g" ™!, N).
Definamos la funcién A : Jm([0,1], gp ™, N) — K como A((yn)nen) = (7n(yn))nen, para
t0do (Yn)nen € L ([0,1], g+ N).
Tomemos (Y )nen € L 0 1], g7, N) y veamos que (h,(Yn))nen esta en K. Como para
cada n € N, hy,(yn) € Jn, se sigue que fg—i_l(hn—&-l(yn—i-l)) = ha(g n+l<yn+1)> = hn(yn), vy ast
(" (Yn) Jnen € Ym([0, 1], L N). Por lo tanto, (hy,(yn))nen € K, lo que quiere decir que
h esta bien definida.
Ahora, veamos que h es inyectiva. Para esto tomemos (. )nen, (Yn)nen € Hm([0, 1], g N)
tales que (,)nen # (Yn)nen- Sea n € N tal que x,, # y,. Por ser h,, un homeomorfismo
tenemos que hy,(x,) # h,(y,). En consecuencia, (h,(x,))nen # (hn(Yn))nen, es decir, h es
inyectiva.
Sigue ver que h es sobreyectiva. Tomemos (¥, )nen € K. Dado n € N, como y,, € J,,, existe
€ [0,1] tal que h,(x,) = yn, por lo tanto (h,(x,))nen = (Yn)nen. También, tenemos
que QZ“(%H) h,, (fn+1( nt1(Tnt1))) = h_l(f"+1(yn+1)) = hr:l(yn) = z,. Por lo que
(#n)nen € Hm([0,1], g m+1 N). Asi, h es sobreyectiva.
Queda probar que h es Contmua Para esto tomemos = = (z,,)nen € & ([0, 1], g"*"! N).
Sea V' un subconjunto abierto basico de K con h(z) € V. Como K es un subespa-
cio del limite inverso, por el teorema [3.2.1] V es de la forma V = p;}(U,) N K. Asi,
(pn © h)(z) = hy(x,) € U,. En particular, h,(z,) € J, N U,. Como J, NU, es un
subconjunto abierto en J, y h, una funcién continua, tenemos que h;'(J, N U,) es un
subconjunto abierto de [0,1] y 2, € h,;*(J,NU,,). Por lo tanto, x € p, ' (h,'(J,NU,)). Para
simplificar la notacion, denotemos U = p. -1 (h 1(J, N U,)). Resta probar que h(U) C V.
Tomemos ¥y = (yn)nen € U tal que h(y) € h(U). Por definicion de U, tenemos que
Pa(y) = yn € b1 (J, NU,). Se sigue que, h,(y,) = (pn o h)(y) € J,, N U,. En particular,
(pn o h)(y) € Uy, por lo que h(y) € p, ' (U,). Por definicién de h, tenemos que h(y) € K.
Asi, h(y) € p, ' (U,) N K. Es decir, h(U) C V. De est4d manera, h es continua en z y como
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x fue arbitrario, h es continua.
Dado que @([O, 1],g"™, N) es compacto y K es un espacio de Hausdorff, por el teo-
rema [1.2.44] concluimos que h es un homeomorfismo, es decir, K es homeomorfo a

lim ([0, 1], g2+, N). =

Culminamos esta seccién con un resultado que es un ejercicio tomado de |[IM12]. La
razoén de su resolucion e inclusion en la tesis es la visualizacion de este limite inverso y el
reto que supone demostrar dicho resultado. Si bien, la demostracion la podemos encontrar
en el mismo [IM12|, en esta referencia se muestran las ideas principales, por lo que nos
planteamos desarrollarla a detalle, adaptandola en el proceso a la notaciéon empleada en
este trabajo de tesis. Para esto recordemos el ejemplo de la curva del topologo.

Teorema 4.2.12. La curva del top6logo es homeomorfa a un limite inverso.

Demostracion. Sea S la curva del topodlogo. Construiremos un sistema inverso cuyo limite
inverso sea homeomorfo a S.
Sea f :[0,1] — [0,1] la funcion dada por

Notemos que f es continua y sobreyectiva. Tomemos como conjunto dirigido al conjunto de
los namero naturales N. Los espacios topolégicos X,, como el conjunto [0, 1] y las funciones
enlace f"! como la funcién f. Con ello tenemos la sucesion inversa ([0, 1], f, N).

Para conocer los elementos del limite inverso definamos los siguientes conjuntos

A= {($n>n€N € @qa 1]7f> N> ’ x; € [%7 1]72 € N}a
Ap = {($n>n€N S 1/&1<[07 1]7f7N> | Z; € [07 2_11]7Z € N} y
Ay = {(@n)nen € Im([0, 1], £,N) [ z1,... 2, € [2,1], 24 = 22,0 € N},

para cada n € N.
A continuacién demostramos que se cumple la igualdad

@MQ%ﬁMZAU<UAO.

n>0

Se tiene de manera inmediata que AU({J, 5o An) € @([0, 1], f,N). Para la otra contencion
tomemos z = (2, )nen € Um([0, 1], f,N). Tenemos los siguientes casos.

» 21 €[0,3). Como f71([0, 5)) = [0, 3757), tenemos que z; € [0, 57), para todo i € N,

por lo que z € Ay (vea el diagrama [4.2(a))).
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» z; € [5,1]. Como f7!([3,1]) = [0,1], tenemos que z5 € [0,3) 0 z» € [,1]. Si
x5 € [3,1], entonces a3 € [0,3) o x3 € [3,1]. Siguiendo este razonamiento tenemos

que z; € [3,1] para todo i € N. Por lo tanto z € A (vea el diagrama [4.2(c))).

Ahora, como f~!([3,1]) = [0,1] y =1 € [5,1], podemos suponer que z; € [3,1]
hasta un determinado n € N. De esta manera z,,,1 € [0, 2) 0 Tpy1 € [2, 1]. Cuando
Tnt1 € [0,3), como f71([0,5)) = [0, 747), tenemos que z,4; € [0, 2], para todo

i € N. Por lo que z € A,, (vea el diagrama [4.2(b))).

De esta manera, en cualquier caso r € AU (UnZO An), es decir, tenemos la igualdad
deseada.
Veamos que se cumple lo siguiente. Dado n € NU{0}, existe un tmico z € lim([0, 1], f, N)

T
xl iiiiiiiii - | x iiiiiiiii - |
| 3 |
| |
| |
l l
|
To b---- : 2 /S [
T S z4 | |
| | | | |
| | | | |
| x3 - : l l l
x2 - | : | | | ! |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1
€T3 T2 T4 T3 T2 X2, T4 Z3,Ts
(a) Elemento de Ap. (b) Elemento de Aj. (¢) Elemento de A.

Diagrama 4.2: Elementos del limite inverso.

tal que A,NA, 1 = {z}. Tomemos x,y € A,NA,+1. Por un lado, como z,y € A,, tenemos
que Tni1,Yni1 € [0, %] Por otro lado, como x,y € A, 1, tenemos que T, 41, Yns1 € [%, 1].
Esto solo sucede si x,, 11 = Y11 = % Por definicion de A,,, tenemos que x,, 1 ; = Y i = 21%7
para todo i € N. Como x,,.1 = y,+1, aplicando f tenemos que f(x,11) = f(Yni1), €s decir,
Tn = Yn. Aplicando nuevamente f, tenemos que f(x,) = f(y,), es decir, z,_1 = y,_1.
Usando este razonamiento llegamos a que f(z2) = f(y2), es decir, 1 = y;. Por lo que

n = Un, para todo n € N. Lo que quiere decir que = = y.

Con la demostracion anterior también podemos observar que {(%, 1,..., 2, 4, L) P=A4.0
Api1,sinespar o0,y que {(1 ,2,...,%,%,...)}:AnﬁAn+1 si n es impar.

Ahora veamos que se cumple lo siguiente. Dados m,n € Nconm >n+1om <n—1, se
cumple que A, NA,, = @. Tomemos x € A, NA,,. Sin pérdida de generalidad supongamos

que m > n. Como z € A,, tenemos que x,, € [1 1y x, = m~ Por lo que z,, < % Por

2

otro lado, como z € A,,, tenemos que x,, € [, 1]. Por lo que

posible. Por lo tanto, A, N A,, =

5 5 > Tm, PEro esto no es
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Ahora, demostremos que A, Ay y A, para cadan € N, son arcos. Primero veamos que A es
un arco. Sea {J, }nen una familia de subintervalos de [0, 1] tales que J,, = [0, 1], para todo
n € N. Notemos que f([3,1]) = [3,1]. Ahora definimos la funcion g : [0,1] — [0, 1] como

g(x) =1 — z, para todo x € [0, 1]. Por el teorema 1| tenemos que @1([0 1],9,N) e

homeomorfo a A, y como g es biyectiva por el teorema |4.2.9{se cumple que L([O 1], 9,N)

es un arco, por lo que A también lo es. Veamos que tanto (1, ;, 1,...) como (2, 1, ;, o)
son los puntos de no corte. Para esto, tomemos = € A\{(1,3,1,...),(5,1,5,...)} v

mostremos que A\{z} es disconexo. Existe n € N tal que z, € (3,1). De esta manecra
[0,2,) U (zn,1] = [0,1]\{z,} donde [0,z,) y (x,,1] son subconjuntos abiertos de [0, 1].
De manera similar al teorema tenemos que (7] 4) " ([0, 2,)) U (mn] 1) (20, 1]) =
A\{z}. Por lo que A\{z} es disconexo. En consecuencia, x es un punto de corte y asi los

tinicos puntos de no corte de A son (1,3,1,...)y (3,1,3,...).

Demostremos que Ag es un arco. Para esto consideremos la familia {[0, =5 },en, y notemos

, 3]
que para todo n € N, se cumple que f([0, 57]) = f([0, 55]). Definamos la funcion g :
0,1] — [0,1] como g(x) = z, para todo x € [0, 1]. Por el teorema [4.2.11] tenemos que A
es homeomorfo a @([O, 1], 9,N) y como g es biyectiva, por el teorema se sigue que
Ap es un arco. Con un argumento analogo a como se hizo con A se puede demostrar que
(0,0,0,...) y (%, }L, %, ... ) son los puntos de no corte de A.

Tomemos n € N y veamos que A, es un arco. Sea {.J,}nen una familia de subintervalos

de [0,1] definida de la forma J; = [, 1] para i < ny J; = [5—7, 5] para i > n. Es
facil ver que f(J;41) = J;. Por el teorema 1| A, es homeomorfo a {m([0, 1], g !, N),

donde las funciones enlace son tales que: gi“( Yy=1l—-zsii>nyg(z)=asii>n.

Como las funciones enlace son biyectivas, por el teorema [£.2.9] concluimos que A,, es un
arco. Observemos que los puntos de no corte de A,, son w™, 2" € A,, tales que

m(w”):{ S, s ism,

f(1), sioi>mn,

n—i 1l R
7T(Zn) _ f (5)7 sl @< n,
(2 - - . .
f(3), sioi>n.
Para comenzar con la construccion del homeomorfismo entre el limite inverso y S, defi-

nimos las funciones ¢ : [0,1] — [1, %] como ¥(z) = (7 — 2)z + 1, para cada z € [0, 1],
v ¢ (31 > [-5.3] como (x) = 2rw — ¥, para cada @ € [3,

del ejemplo [1.2.26| tenemos que 1 y ¢ son homeomorfismos. Ahora definimos la funciéon

1]. Por el inciso 1)
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h: @([0, 1], f,N) — S por:

[ (0, —sen(p(m (x))) . si re A
(mﬁen(@b(m(x))) , si z € A,

(nTPHp%ﬂ_l(x))J —Sen(SO(W1($))> , si x € A, conn impar,

L (mw%ﬂ_l(x))a —Sen<90<771($))) , si  x €A, conn par.

Afirmamos que h es un homeomorfismo.

Para que no haya confusion, consideremos las siguientes notaciones para las proyecciones
Ty [[henl0, 1] = [0,1], paratodon € N, & : [0,1] x [-1,1] = [0,1] y & : [0, 1] x[-1,1] —
[—1, 1]. Demostremos la continuidad de h con ayuda del teorema , por lo que debemos
mostrar que tanto & o h como &, o h son continuas. Sea = (%, )nen € @([O, 1, Ny y
{y" }men una sucesion en @([O, 1], f,N) tal que y™ — x. Verificamos que ({0 h)(y™) —
(&oh)(x) y (§&20h)(y™) — (& 0h)(z). Dividimos la demostracion en cuatro casos: x € Ay,
x € A, con n par, x € A, con n impar o x € A.

Caso 1. x € Ay. Consideramos las siguientes posibilidades, cuando = # (%, %, %, ...)o0

1 11 )

$:(§,Z,§,... .

» x #£ (%,;11,%,...). Puesto que y" — 1y x1 € [O,%), existe N € N tal que para
todo m > N, se cumple que yi* € [0, 3). Dado m > N, como f*([0, 5:)) = [0, 5757),
tenemos que y;" < 2—11 para todo i € N, es decir y™ € Ay. De esta manera, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que la sucesion {y™},,en esta contenida en Ay.

Dado que & o h = i om y & o h = sen o1 om son funciones continuas, tenemos
que & 0 h(y™) = &1 o h(x) y & o h(y™) = &0 h(z).

"z = (%ulu%?“')' Tenemos que x € Ay y 29 = }l € (O,%). Como yJ' — 9, existe

N € N tal que para todo m > N, se cumple que y5* € (0, %) Dado m > N, como
1

f((0,3)) = (0,1), se sigue que yi* € (0,1] o yi* € [1,1). También tenemos que
170, %)) = (0, 2%), por lo que ¥}, < %, para todo ¢ € N. De esta manera,
ym S AO U Al-

Tenemos que (& o h)(x) = w(ml(z)) - 1

Ttp(m(z))

= % Por lo que, sin pérdida de

generalidad tomemos un subconjunto abierto (a,b) de [0,1], con a > & y b < 1, tal
que (& 0 h)(z) € (a,b). Como g = % OmL Y go = i o m; son funciones continuas,

91" ((a,2]) ¥ g5 '([2,b)) son abiertos en A; y Ay, respectivamente. De esta manera
existen dos subconjuntos abiertos U y V' de fm([0,1], f,N) tales que 91 ' ((a, 2]) =

UNAry gy ([2,0)) = VN Ay Como z € UNV, existe M € N tal que para todo
m > M, y™ € UNV. Tomemos m > max{N, M}. De esta manera y™ € UNV. Si
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y™ € Ao, entonces y™ € V N Ag. Por lo tanto (£ 0h)(y™) = go(y™) € [2,b) C (a,b).
Lo mismo ocurre cuando y™ € A;. Asi (§ 0 h)(y™) — (& o h)(x).

También tenemos que ({3 o h)(z) = (sen o ¢)(mi(x)) = (—sen o ¢)(m(z)) = 1.
Sin pérdida de generalidad tomemos un subconjunto abierto (a,1] de [—1,1], con
a > sen(1) tal que (&0h)(z) € (a,1]. Como [y = senotpom y I} = —senopom son
funciones continuas tenemos que Iy '((a,1]) y I;*((a,1]) son subconjuntos abiertos
de Ay y A, respectivamente. Por lo tanto existen dos subconjuntos abiertos U y
V' de Mm([0,1], f,N) tales que I ((a,1]) = UN Ay y I7((a,1]) = V N A;. Dado
que x € UNV, existe M € N tal que para todo m > M, y™ € U N V. Tomemos
m > max{N, M }. De esta manera, y™ € UNV. Si y™ € Ay, entonces y™ € U N Ay.
Por lo tanto, (& o h)(y™) = lo(y™) € (a,1]. Lo mismo pasa si y™ € Ay, por lo que

(E20h)(y™) = (&2 0 h)().

Caso 2. x € A, con n par. Tomando en cuenta que los puntos de no corte de A,, son w"
y 2", notamos tres posibilidades: cuando x = 2", ¢ {w", 2"} o x = w". La idea de la
demostracion es similar al caso 1, por lo que algunos pasos estan omitidos.

» Six = z", entonces m,(x) = %, por lo que x € A, ;1. Con un anélisis analogo al caso
1, se puede comprobar que existe N € N tal que para todo m > N, se cumple que
ym S An U An+1.

. . _ 1 _ 1 _
Para la primera proyeccion tenemos que (£, 0 h)(z) = ooy o Sl o ey e s
7- Sin pérdida de generalidad tomemos un subconjunto abierto (a,b) de [0,1

2
w(2n+1
2 2 2 9
con a > ety = 1oty V0 < semeni — meey tal que (& o h)(x) € (a,b).

_ 1 _ 1 ; )
Como g, = =5 O 1Y Y41 = Giiym—p © 1 son funciones continuas tenemos que

g;l([m, b))y gni1((a, m]) son subconjuntos abiertos en A, y A, 1, respecti-
vamente. De esta manera existen dos subconjuntos abiertos U y V' de {m([0, 1], f, N)
tales que g;l([m,b)) =UNA,y g1((a, m]) = V N A,41. Dado que
r e UNV, existe M € N tal que para todo m > M, y™ € U N V. Tomemos
m > méx{N, M}. Si y™ € A,, entonces (& o h)(y™) = gn(y™) € [5,0) € (a,b). Lo
mismo pasa si y" € A, 1. Por lo tanto, (& o h)(y™) — (& o h)(x).

Para la otra proyeccion, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {3 },,en C

A, UA, 1. Dado que —sen o p o 1y es una funcién continua, tenemos que (—sen o
@) (m(y™)) — (—sen o p)(mi(2)), es decir, (& o h)(y™) — (& o h)(@).

» Cuando z ¢ {w", 2™}, podemos realizar un analisis analogo al caso 1 para comprobar
que existe N € N tal que para todo m > N, se cumple que y™ € A,,. De esta manera,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {y™},,cn esta contenida en A,,.

_ 1 _ . .
Dado que & o h = v & o h = —sen o  son funciones continuas, tenemos que

(E1oh)(y™) = (Eroh)(x) y (20 h)(y™) = (&2 0 h)(x).




4. Limites inversos con los naturales como conjunto de indices 75

= Finalmente, si x = w", entonces x € A,_;. La convergencia de ambas proyecciones
se puede comprobar de manera similar al primer caso.

Caso 3. ¢ € A,, con n impar. Dado que (§ o h)(y™) — (&1 0h)(x) y (&0 h)(y™) —
(&30 h)(x), la demostracion es similar al caso 2.

Antes de continuar con el caso en el que z € A, notemos que tanto A como A;, con i > 0,
son subconjuntos cerrados del limite inverso, pues cada espacio es homeomorfo a [0,1] y
este es compacto.

Caso 4. x € A. Primero demostremos el siguiente enunciado. Dado ¢ > 0, existe N € N tal
que para todo m > N, se cumple que y™ ¢ U;-:o A;. En efecto, supongamos lo contrario,
esto es, para todo N € N, existe my > N tal que y™~ € Uj‘:o A;. De esta manera
{y"™~ } yen es una subsucesion de {y™},en v como y™ — x, se cumple que y"V — x.

Como cada A; es cerrado, U;:o A; también lo es. Por el corolario [2.1.14] tenemos que

T € U;':o Aj, pero U;:o A;jNA = @. Esto es una contradiccion, por lo que se cumple
nuestro enunciado.

Para la primera proyeccion tenemos que (£ o h)(z) = 0. Sin pérdida de generalidad,
tomemos un subconjunto abierto [0,b) de [0, 1], con b < 1, tal que (& o h)(z) € [0,b).
Como b > 0, existe n € N tal que ﬁ < b, asi (& o h)(z) € 0, ﬁ) Como n > 0,
existe N € N tal que para todo m > N, se cumple que y™ ¢ |J;_, A;. Tomemos m > N,
de esta manera (& o h)(y™) < %, es decir, (£ 0 h)(y™) € [0, ﬁ) C [0,b). Asi,
(1o h)(y™) — (&0 h)(x).

Para la otra proyeccion, por el enunciado anterior podemos suponer que {y™},,en esta
contenida en | J,~, A;. Dado que y™ — x y como —sen o ¢ o 7 es una funcién continua,
tenemos que (—sen o )(m (y™)) = (—sen o )(m (z)). Esto es (& o h)(y™) — (&0 h)(z).
Se concluye que tanto & o h, como & o h son continuas. Por lo que h es continua.
Demostremos que h es inyectiva. Para esto tomemos x,y € @([O, 1], f,N) tales que = # y.
De donde, existe m € N tal que x,, # y,,. Basta con probar los siguientes casos para que
se cumpla la inyectividad.

Supongamos que x,y € A. De esta manera x;,y; € [%, 1], para todo i € N. Dado que f\[%ﬂ
es inyectiva, tenemos que 1 # yi, es decir, m(z) # m(y). Como —sen o ¢ es inyectiva,

tenemos que (& o h)(x) # (&2 0 h)(y), asi h(x) # h(y). Ahora, si x € Ay y € A;, para
i > 0, tenemos que (§; 0h)(z) = 0y que (& 0h)(y) # 0. Por lo que (§0h)(x) # (&10h)(y),
asi h(z) # h(y).

Supongamos que z,y € Ag. Como z;,y; € [0, 5] v f|[0,§} es inyectiva, para i € N, tenemos
que 7 (z) # m(y). Dado que sen o ¢ es una funcion inyectiva, ({3 0 h)(z) # (§&20h)(y), v
asi h(x) # h(y). Ahora, siz € Ay y y € A; para i > 1, tenemos que 2 < (§0h)(z) <1y
que ﬁ < (& oh)(y) < % Si i > 2, entonces ﬁ < 2, por lo que (& o h)(y) <
(&10h)(z). Sii = 1, entonces (§10h)(z) y (§10h)(y) solo coinciden cuando ambos son iguales

1 1
P(mi(z)) T—p(m

a 2. De este modo @y bor lo que m (z) = m(y) = 3. Sin embargo, estos
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elementos son diferentes. Por lo tanto la desigualdad es estricta 'y (§;0h)(x) # (& 0h)(y),
es decir, h(x) # h(y).

Los dos tltimos casos son los siguientes. Supongamos que x,y € A,, para n > 1. Como
f|[%71] y f|[0,§}’ para i € N, son funciones inyectivas, tenemos que m(x) # m (y). Dado
que —sen o ¢ es inyectiva, tenemos que (£; 0 h)(x) # (&1 0 h)(y), ast h(z) # h(y). Ahora,
size A, yy€ A, con m# n, sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n. De

esta manera Dado que la desigualdad no es estricta, la igualdad solo

7r(273Lfl) S w(ziﬂ)‘
se da cuando m = n — 1. Si suponemos que (&5 o h)(x) = (& o h)(y), se concluye que
m(z) = m(y), lo cual no puede suceder. Por lo tanto, (& oh)(z) y (£ 0h)(y) siempre son
distintos. En conclusion, h(z) # h(y).

Antes de demostrar la sobreyectividad de h, veamos que se cumple que 71(A) = [%, 1].
Tenemos que 7 (A) C [1, 1] por lo que tomamos z; € [1,1]. Como f([3,1]) = [1, 1], existe
zy € [,1] tal que f(x2) = ;. Haciendo esto de manera inductiva, tenemos que existe
T = (Tp)nen tal que m(x) = x1. Es decir, 1 € m(A) y asi m(A) = [%, 1]. De manera
similar se puede demostrar que m(Ag) = [0, 5] v m(4;) =[5, 1], para i > 1.

Ahora si, veamos que h es sobreyectiva. Para esto tomemos (t,7) € S.

Si (t,r) € {(0,7) | » € [-1,1]}, tenemos que (t,r) = (0,r), con r € [—1,1]. Como
sen o p o 7y es una funcion sobreyectiva, existe z € A tal que (sen o ¢)(m(z)) = r. Por lo
tanto h(z) = (0, (sen o p)(m(2))) = (0, 7).

Si (t,7) € {(t,sen(7)) | t € (0,1]}, tenemos que (¢,7) = (¢,sen(3)), con ¢ € (0, 1].

Site [%, 1], por la sobreyectividad de i o7y, existe z € Ag tal que = t. De esta
manera h(z) = (m, (sen o ) (mi(2))) = (t,sen(3)).

Sit e (0, %], existe m par tal que i <t < m Por la sobreyectividad de
oy = U Es facil ver que mm — T =¢(m(2)). De

1
Y(m1(2))

2
2m+1)
oy, existe z € A,, tal que mr—o(r1(2))
esta fOrma, tenemOS que h(z) e (m, (—Sen [©] 80)(7-['1(2))) — (ta _Sen(mﬂ- - %)) =

mmT—p

(t,—sen(%)). En conclusion, h es sobreyectiva.

Se ha demostrado que h es continua y biyectiva. Como el limite inverso es compacto, por
el teorema obtenemos que A es un homeomorfismo. Asi, hemos demostrado que la
curva del topologo es homeomorfa a un limite inverso. O]

4.3 LIMITES INVERSOS PARA FAMILIAS DE CONTINUOS

Para culminar el capitulo, en esta secciéon exponemos resultados que consideramos
resaltan la importancia de los continuos dentro de los limites inversos. Los resultados de
esta seccion son tomados de [Ree67], en donde ademas podemos encontrar més propiedades
alrededor de los continuos.
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Para demostrar los teoremas en los que estamos interesados, necesitamos dar a conocer
las siguientes definiciones.

Definiciéon 4.3.1. Sea X un continuo.

i) Dado A C X. Decimos que A es un subcontinuo de X si es un continuo por si mismo.
Si ademas A # X, lo llamamos subcontinuo propio.

1) Decimos que X es indescomponible si no puede expresarse como la union de dos
subcontinuos propios.

Teorema 4.3.2. Sea (X, f*"! N) una sucesién inversa. Si X,, es indescomponible, para,
todo n € N y cada funcién enlace es sobreyectiva, entonces l’&n(Xn7 1 N) es indescom-
ponible.

Demostracion. Supongamos que X,, es indescomponible, para cada n € N y cada fun-
cion enlace es sobreyectiva. Por definicion, cada X,, es un continuo, por lo que por el
teorema [4.2.1 tenemos que Iim(X,,, "' N) es un continuo. Demostramos que es indes-

componible por contradiccién. Supongamos que existen H y K subcontinuos propios de
Hm (X, 1 N) tales que Hm (X, fr1 N) = HUK. Dado que H y K son subcontinuos,
por definicién son compactos. Aplicando el teorema [[.2.41] H y K son subconjuntos ce-
rrados.

Primero mostramos que existe n € N, tal que 7,(H) # X,. En efecto, supongamos
que para todo n € N, se cumple que m,(H) = X,,. Como H es un subcontinuo propio
podemos tomar x € @(Xn,fg+1,N) tal que x ¢ H. Para todo n € N, tenemos que
m(x) € X,, = m,(H), por lo que existe y* € H tal que m,(y") = m,(z). Veamos que la
sucesion {y" },en converge a x. Para esto tomemos un subconjunto abierto basico p, ' (U,)
de Jm(X,, [ N) con z € p, 1 (U,). Tomemos k € Ny veamos que y"™* € p,1(U,). Da-
do que 7,(z) € U,, tenemos que 7, x(x) € (f7*)"YU,) y como 7, x(7) = Ty (y™™"),
entonces . (y" ) € (f7*)71(U,). Aplicando f7* obtenemos m,(y"**) € U,. De esta
manera, y"* € p;1(U,). Por lo que, para todo m > n, se cumple que y™ € p,(U,), es
decir y" — x. Dado que H es un subconjunto cerrado, por el teorema [2.1.13| concluimos
que x € H, lo cual es una contradicciéon. Por lo que concluimos que existe n € N, tal que
m(H) # Xp.

Similarmente se demuestra que existe m € N tal que m,(K) # X,,. Sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que m > n y demostremos que m,,(H) # X,,. Supongamos que
mm(H) = X,. Dado que m, y f son sobreyectivas, tenemos que 7, (H) = X,,, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto tenemos que 7, (H) # X, y T (K) # Xpn. Ahora, como
Tm €s continua, por el teorema [1.2.54] tenemos que m,,(H) y m(K) son subcontinuos
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propios de X,,. Dado que las funciones enlace son sobreyectivas, por el corolario
tenemos que 7, (@<Xn, frrt N)) = X,,, por lo tanto se cumple lo siguiente

X = (Hm(X,, f171, 1))
=Ty (HUK)
=T (H) Uy, (K).

De esta manera, existen dos subconjuntos propios, m, (H) y m, (K) tales que X, =
Tm (H) Uy, (K), lo cual contradice el inciso i) de la definicion [4.3.1] pues X, es indes-
componible. Por lo tanto, @(Xn, fr+1 N) es indescomponible. O

Culminamos la seccion con el siguiente teorema sobre subcontinuos.

Teorema 4.3.3. Dada una sucesion inversa (X,,, f**1 N) donde cada X,, es un conti-
nuo, si para cada n € N, K,, C X, es un subcontinuo y fg“(KnH) = K, entonces
Hm (X, 17", N) es un subcontinuo de [m(X,, fi*',N), donde Iy*! = fu+!|,

n+1 :

Demostracion. Sea (X, 7! N) una sucesion inversa donde cada X, es un continuo. Por
el teorema tenemos que l’&n(Xm 1 N) es un continuo.

Dado que cada K, es un continuo, ocupando nuevamente el teorema se obtiene
que @(Xn, ["*1 N) es un continuo. Por lo tanto, l’&n(Xn7 fr1 N) es un subcontinuo de

lim(X,,, £+, N). 0




CAPITULO S

Aplicaciones de los limites inversos

5.1 INOCIONES DE ECONOMIA Y SU INTERPRETACION CON
LIMITES INVERSOS

Como se menciona en la parte introductoria de la tesis, una de las areas del conoci-
miento donde se pueden aplicar los limites inversos es en la teoria de economia. A lo largo
de esta seccién vemos como los limites inversos surgen a través de ecuaciones en diferen-
cias que se desprenden de modelos econémicos cash-in-advance. El modelo econémico con
el que trabajamos lo hemos tomado de [MR98| (el lector interesado en profundizar en la
teoria economica alrededor del modelo cash-in-advance puede consultar [Deb91]). Por otro
lado, los resultados que involucran las sucesiones inversas con el modelo indicado fueron
tomados de |[KSYO07] y adaptados a nuestra notacion. De igual manera algunos conceptos
o procedimientos propios de la teoria de economia se mencionaran brevemente con el fin
de centrarnos en las sucesiones inversas, sin embargo estos pueden ser consultados con
mas detalle en los articulos ya mencionados o en [Ken0§|.

5.1.1. Desarrollo del modelo

El objetivo que se plantea en los articulos [MRI8] y [KSY07| es optimizar el beneficio
de obtener bienes y servicios en efectivo frente a obtenerlos a crédito, lo cual se hace a
través de la funcion de utilidad:

W({eri} 2o, {eaiizo) = Y B'U (crp, car)- (5.1.1)
t=0

La funcién depende de las sucesiones {c1+}5%, v {c2.:}2,, donde ¢4 es el bien
monetario (cash good) y cay es el bien a crédito (credit good) en el tiempo ¢ > 0. La funciéon
U tiene como dominio y codominio a RT x R y R*, respectivamente. El parametro 3
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cumple que 0 < B < 1, por lo que 0 < 8¢ < 1, para todo ¢t > 0, donde cada /3¢ es llamado
factor de descuento en el tiempo t.

Se dice que la pareja de sucesiones {c14}52, {ca.t 122, es preferida sobre otra pareja de
sucesiones {¢14}52, {Cat}20, S

W({er 2o {e2eriZo) > W 2o, {C20120)-

De acuerdo a la teoria (vea |[KSYO07]), para maximizar la funciéon (5.1.1)), el articulo
IKSY07] se plantea encontrar sucesiones {c1+}52, {cat}i20 v {mus1}520, con ci ¢, Co g, Mir1 >
0, sujetas a las restricciones:

PCre < My, (5.1.2)
mir1 < pey + (my — peery) + OMy — picay, (5.1.3)

donde m; es el efectivo con el que se cuenta, y representa los bienes con los que se dispone
y cumple que ¢;; + ¢ = y, p: es el precio al que se vende cada bien y 0M, es el efectivo
que se recibe por parte del gobierno, con ¢ como la tasa de crecimiento. Lo anterior para el
tiempo ¢ > 0. En la teorfa de economia a la desigualdad se le suele llamar restriccion
cash-in-advance.

Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange para resolver el problema de
optimizacién, se utilizan las siguientes ecuaciones

Ui(crt, car) = pe(Ae + 1), (5.1.4)
Us(cry, o) = petle, (5.1.5)
At = B(Aey1 + pey), (5.1.6)

donde { A, p1¢} son los multiplicadores de Lagrange para ¢t > 0.

Haciendo @y = 7, My = my, ca; =y — ¢1, y utilizando las condiciones 1' 1)

(5.1.6) se puede deducir la ecuacion:

v Us(Crp,y — c1t) = 1—+9$t+1U1(Cl,t+1; Y— Cli41),s (5.1.7)

para el tiempo t > 0.

Con lo anterior, se obtiene lo siguiente.

Proposicion 5.1.1. Considerando la restriccion cash-in-advance, es decir, la desigualdad

[6.1.2] tenemos que:
1. Si se cumple la igualdad en (5.1.2)), entonces ¢y, = ;.
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2. Sino se cumple la igualdad en (5.1.2]), entonces \; = 0y ¢;; = ¢, donde c es la tnica
solucion para Uy (c,y — ¢) = Us(c,y — ¢).

Utilizando la proposicion [5.1.1} tenemos que ¢;; = min{z;, ¢}, para todo ¢ > 0. Por lo
que podemos reescribir la ecuacion ((5.1.7]) como,
B(x;) = A(z441), (5.1.8)
donde

B(z) = 2Us(min{z, ¢}, y — min{z, c}),

Ax) = l%ngl (min{z, c},y — min{z, c}).

De acuerdo al analisis realizado en [MR9S§]|, la proposicion indica el comporta-
miento tanto de A como de B. La demostracion de la proposicion se puede consultar en
dicho articulo.

Proposicion 5.1.2. Si Ay B son las funciones de la ecuacion ((5.1.8)), entonces se cumple
que:

a) B es una funciéon creciente e inyectiva, mientras que A no es una funciéon inyectiva.

b) Ay B son funciones lineales en [c, o0) con pendientes positivas, donde la pendiente
de Al . es menor que la pendiente de Bl .

c¢) Existe b < ¢ tal que se cumple lo siguiente: Si b > 0, entonces A es creciente, con
A(0) =00 A(0) > 0, en [b,c|]. Si b= 0, entonces A es decreciente en [0, c].

Para ejemplificar brevemente el comportamiento de las funciones A y B, dos posibles

configuraciones de estas funciones las podemos ver en los diagramas [5.1(a)| y [5.1(b)!

Por la proposicion [p.1.2) podemos asegurar que existen T y z reales positivos tales que
para las funciones A y B, se cumple que B(z) = A(c) y B(Z) = A(z). Cuando b > 0,
también existen 7° y 2° reales positivos tales que B(z’) = A(b) y B(z") = A(zb).

Ahora bien, de la proposicion sabemos que B es inyectiva, es decir, podemos
asumir la existencia de B! y definir

f=B"1oA (5.1.9)
Esta funcién f : R™ — R™ bajo la igualdad nos da el comportamiento «hacia atrasy:

fze1) = x4 (5.1.10)
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— A(x) — A(z)
— B(=) — B(x)

!

| |

| |

| [

1 1
b c b c

(a) Primera configuracion de A y B. (b) Segunda configuracion de A y B.
Diagrama 5.1: Posibles configuraciones de Ay B

Ademas, en términos de la funcién f tenemos:

Recordando que el objetivo es resolver la ecuacion B(x;) = A(z441), y que la proposi-
cion permite trasladar el analisis a la funcion f, obtenemos que el objetivo se reduce
a resolver la ecuacion z; = f(x441).

En [MR9§| se obtiene la proposicion , la cual establece condiciones necesarias
para que la ecuacion [5.1.10| sea resuelta por medio de limites inversos.
Antes de enunciar la proposicion mencionamos que un conjunto cerrado I, es un
conjunto de atraccion de f, si para cualquier (z;);>0 € [[,5o RT, que cumple que z¢ > 0
y x; = f(x441), para todo t > 0, existe algin T' € N tal que x, € I, para todo ¢ > T.

Proposicion 5.1.3. Si f es la funcion definida en la ecuacion (5.1.9), se cumple lo si-
guiente.

a) Si0 < b <z, entonces el conjunto de atraccion de f es [ = [z,7].

b) Si x < b, el conjunto de atracciéon para f depende tanto de ¢ como z°. Si z° < ¢,
el conjunto de atraccion de f es I = [2°,7°]. Si Z° > ¢, entonces el conjunto de
atraccion es I = [z, 7).

Cuando ocurre el caso a), es decir, si 0 < b < x surgen tres casos: T > ¢, T =c0T < C.
De igual manera para el caso b), es decir, si z < b tenemos tres casos: x < 2° < b < 7° < ¢,
z<b<zt<z <coxz<b<c< z Estos casos se pueden representar de manera
general como se muestra en el diagrama [5.2]

Debido a que en los casos|5.2(b)} [5.2(c)|y [5.2(e)|la funcion f es biyectiva, las soluciones
de presentan un «comportamiento simple», es decir, tomando cualquier z en el
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z z z
z z z
z z z z z z
(a) Caso T > c. (b) Caso T = c. (c) Caso T < c.
—b b b
zb zb z
zb zb 2b z° z z°
(d) Casoz < 2P <b <7 < (e) Caso z < b < zb. (f) Casoz < b < c < ab.

Diagrama 5.2: Casos generales de los conjuntos de atraccion

conjunto de atracciéon, podemos construir una soluciéon para f. Los casos que resultan
interesantes son [5.2(a)}, 5.2(d)|y [5.2(f)l Por tal motivo el articulo [KSY07| trabaja con el
caso [5.2(a)l pero se puede hacer un trabajo similar para obtener resultados satisfactorios

con [5.2(d)| Finalmente, para |5.2(f)| basta con verlo como la combinacion de estos dos
ultimos casos. Ya que nosotros también nos enfocamos en el caso [5.2(a)| es momento de

construir la sucesién inversa.

5.1.2. Generacioén de la sucesion inversa y limite inverso

A partir de ahora, estamos asumiendo que: 0 < b < z, que I = [z,T] es el conjunto de
atraccion de f y que T > c.

Para definir la sucesion inversa consideramos N, = N U {0} como conjunto dirigido.
Cada espacio topologico de la sucesion lo tomamos como [z,T]. Por la continuidad de
f |[L§], podemos definir las funciones enlace como la composicion de la funcion f |[Lf} con
ella misma, y, sin que haya confusiéon denotamos a f ][LE] simplemente como f. De esta
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manera, la sucesion inversa queda como

(z,7], f,Ny). (5.1.11)

En vista de la sucesion inversa en ((5.1.11f), tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.1.4. Dada la sucesion inversa (5.1.11)), se cumple que
a) @n([g, 7|, f,N;) es un continuo.

b) Todo elemento de lim([z, 7], f,N;) es solucion de la ecuacion A(zi11) = B(z) en
[z, 7] para todo t € N,.

Demostracion. Teniendo en cuenta la sucesion inversa dada en (5.1.11)), observamos lo
siguiente.

a) Como [z,T] es un continuo, por el teorema m tenemos que Mm([z, 7], f, Ny ) es
un continuo.

b) Tomando (x;)ien, € 1&1([@, z|, f,N,), por la definicién de la funcion enlace, para
todo t € N, tenemos que f(zyy1) = 4, es decir, B~'(A(x11)) = ;. Por lo tanto
A(zy11) = B(xy), para todo t € N, O

5.1.3. Limites inversos conocidos

Bajo ciertas condiciones anadidas a la sucesion inversa , obtenemos que el limite
inverso se comporta similar a sucesiones y limites inversos ya estudiados en capitulos
anteriores. El teorema [5.1.5] es prueba de ello. Este resultado, asi como la idea de la
demostracion, se tomaron de [KSY07].

Teorema 5.1.5. Sean a,b,c,d,e € Rtalesque0 <e<c<a<b<d<ly f:[0,1] —
[0, 1] una funcién que cumple las siguientes propiedades:

a) f([a,b]) = le,d],

b) flio : le.1] = [0,1] es biyectiva y decreciente,
)

)

¢) flp, es creciente y

d (%—1ﬂ)—d=f@%ﬂ®=€yﬂﬂz
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Si i = Nyen, f2"([0,€]) e Iy = ey, [*"([d, 1]) son intervalos cerrados, se cumple que
@([O, 1], f,N,) es una doble curva del topélogo, o bien, si I; e I5 contienen solo un punto,
se cumple que 1'&1([0, 1], f,N,) es un arco.

Demostracion. Dividimos el limite inverso en los siguientes conjuntos

S ={z € lm([0,1], f,Ny) | 2; € [e,d] y zi11 € [a, 0] para algtin i € NU {0}},
S1 = {z € lim([0,1], f,N,) | para todo i € N,z; € [d, 1] si i es impar o
x; € [0,¢] si i es par},
Sy ={z € @([O, 1], f,N,) | para todo i € N, z; € [d, 1] si i es par o
x; € [0,¢€] sii es impar}.
Primero hay que demostrar que S es homeomorfo a R. Hacemos esto demostrando que S

es la union de una familia numerable {...,Z o, Z 1, Zy, Z1, Zs, ...} de arcos que tienen
la propiedad de que |J;_, Z, es un arco, para todo n € N.

= Consideremos la funcién fo = f|, ;. Tenemos que f;~ L': [e,d] — [a,b] es biyectiva.
Veamos que se cumplen las condiciones para aplicar el teorema 4.2.11, Tomemos la
familia de subintervalos cerrados Jy = [e,d] v J, = f;,"([a,b]), para todo n € N.
Fijando n € N, tenemos las siguientes igualdades:

F(wir) = FUs ™ ((a,8) = £~ ((a,0)) = £ ([, b)) = T

Definiendo el conjunto:
Zy = {w € ([0, 1], f,N,) | i € J; para i € N, |

por el teorema [4.2.11] tenemos que Z, es homeomorfo a @([0, 1],¢7", N, ), donde
las funciones enlace son de la forma h,'o f o h,. Dado que g"! es una composicién
de funciones biyectivas, también es biyectiva. Aplicando el teorema [£.2.9] tenemos

que @([O, 1],¢9"" N, ) es un arco, por lo que Z, también es un arco. Ademés, como

xg € [e,d] y z1 € [a, b], concluimos que Z, C S.

= Ahora definamos los conjuntos:

Zy = {@ € 1m(0,1], [, N,) | 21 € [e,a] y 22 € [0,8]}

Z1 = {z e im0, 1), £,Ny) | 71 € o] y 72 € [0,0]}
Como lo hicimos para Z;, podemos demostrar que Z; y Z_; son arcos. Mas aun,

como Zy N Zy = {(d.a, f(a), f~H(a),...)}, Z-s N Zo = {(e,b, f71(0), f1(D),... )}
y ZyNZ_y = &, tenemos por la proposicion [£.2.8 que Z_; UZyUZ; C S es un arco.
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= Continuando con el proceso de forma inductiva, para cada n € N, definimos los

conjuntos:

{xGL(O 1, f,NL) | xo, € [b,d] ¥ 22n11 € [a, b]
Zonr = {w € [0, 1], f,N,) | 2201 € [e,a] ¥ a0 € [a, ]
7o = {x € Lm([0,1], £, Ny) | 2 € [e,a] ¥ Tann € [a, ]
([ )

Z oy = {@ € ([0, 1], £,N}) | @01 € [b,d] y 20 € [a 1]

H/—/H/—’H/—’H/—’

De esta manera, para todo m € N, tenemos que Z_,, y Z,, son arcos. Similar al caso
anterior tenemos que Uz_fm Z; €s un arco.

Como Zj es un arco, éste es homeomorfo a un intervalo [a, b]. Similarmente, como Z; y
Z_4 son arcos, estos son homeomorfos a [b,b+ 1] y [a — 1, a], respectivamente. Luego,
Zy y Z_5 son homeomorfos a [b+2,b+ 1] y [a — 2,a — 1]. Siguiendo este proceso, de

manera inductiva, tenemos que para todo m € N, el arco |J" 7, es homeomorfo a

[—m + a,b + m]. Finalmente, como m lo tomamos de manera arbitraria, obtenemos que
U2 . Z; = S es homeomorfo a R.

Ahora, para S; y Ss. Dado que I; e I son compactos, por el teorema[I.2.39] tenemos que
I # @y I, # &. Ademas, cumplen que f(I) = Iz y f(I3) = I;. Demostremos que S; es

un punto si I; lo es o que Sy es un arco si I, lo es.

= Supongamos que I; contiene solo un punto y S; mas de un punto. Tomemos = =
(x)e>0,y = (Yt)t>0 € S1, tales que & # y. De esta manera, existe t € NU{0} tal que
x; # y;. Por la inyectividad de f, tenemos que f(z;) # f(y;). Dado que f es funcion
enlace, z;_1 # y;_1. Aplicando esta idea de forma recursiva, obtenemos que xy # .
Primero, como f([d,1]) C [0,e], tenemos que f(x1) = xq, f(11) = o € [0,¢]. Si
t € N, como x,y € Si, entonces xy, y2; € [0,e]. Por definicion de funcion enlace,
tenemos que:

P aa) = PO (@o0-1) = P (@20-2) = -+ = 2 (209 = 0.

Asi, f?"(29,) = 0. Similarmente, tenemos que f*"(y2,) = yo. Por lo cual, para todo
n €N, 9,50 € f2([0,€]). Es decir, z¢,yo € I1, pero esto es una contradiccion,
puesto que I solo tiene un elemento. De esta manera, S; tiene un solo elemento.

» Ahora supongamos que [; es un intervalo, digamos I; = [p, ¢|. Definimos la funciéon
h: 1, — Sy como
(o) = (w0, " (20), f*(20), - )
para todo xg € I;. Demostremos que h es un homeomorfismo, y asi podamos obtener
que S; es un arco.
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Se tiene que h es inyectiva, pues si z,y € I; son tales que x # y, entonces

(z, [N @), 72 @), ) # (ST W), 2 ), ),
es decir, h(x) # h(y).

Veamos que h es sobreyectiva. Sea (xg, 21, Tg,...) € S1. Tomamos n € Ny dado que
f es la funcién enlace tenemos que f2"(x9,) = 9. Ademas se tiene que xq € [0, €] y
Ta, € [0,¢€]. Por lo que zg € I;. De esta manera, h(zg) = (zo, f~ (x0), [ (21),...).
Més atin, por la inyectividad de f~!, tenemos que f~™(z¢) = x,,, para todo m € N.
Por lo tanto, h(xg) = (xo, 21, x2,...). Asi, h es sobreyectiva.

Para demostrar la continuidad de &, tomemos un subconjunto abierto S; Np,*(U,)
de S;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que n es par. Notemos que se cumple
que S1Np,H(U,) = {(z:)ien, € S1 |z, € Uy} y ademés

(S N, (Un) = {z € I | h(z) € Si N p, ' (Un)}
={z € Ly | hz) € p, " (Un)}
={z el |f"(z)€Un}
={z el |ze f"(U,)}
=0L N fYU,).

Como f™(U,) es un subconjunto abierto de [0, 1], tenemos que I; N f*(U,) es un
subconjunto abierto de Iy, concluimos que h es una funcién continua.

Como I; es compacto y S es de Hausdorff, por el teorema [1.2.44] tenemos que h es
un homeomorfismo. Por lo tanto, S; es un arco.

De manera similar a lo realizado previamente se cumple que S5 es un punto si I lo es o
que S, es un arco si I lo es.
Ahora bien, como @([O, 1], f,NU{0}) = SUS; U S, tenemos dos posibilidades.

» Si Sy y Sy son ambos un punto, tenemos que estos son homeomorfos a {a} y {b},
respectivamente, donde a, b € R son tales que a < b. Ademaés, como S es homeomorfo
a la recta real también lo es a (a,b). Por lo tanto, el limite inverso es homeomorfo
a [a, b], lo quiere decir que es un arco. El diagrama representa lo que acabamos
de mencionar.

O O @ @

5

Diagrama 5.3: Homeomorfismo entre el limite inverso y un arco.
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= Por otra parte, si S; y Sy son arcos, tenemos que estos son homeomorfos a {0} x

[—1,1] y {2} x [—1, 1], respectivamente. Dado que S es homeomorfo a R, podemos

construir un homeomorfismo con {(z,sen(2)) | z € (0,1]} U {(z + 2,sen(‘?1|)) |z €

[—1,0)} (ver ejemplo |1.2.29)). Asi, el limite inverso es homeomorfo a la doble curva

del topologo. Este homeomorfismo se puede apreciar en el diagrama [5.4) O
S
o __— o

= B

Diagrama 5.4: Homeomorfismo entre el limite inverso y la doble curva del topélogo.

Para una mejor comprension de lo realizado previamente, tomamos el ejemplo de
[KSYO07], en cual nos da valores especificos para la proposicion [5.1.5] y de esta manera,
distinguir que efectivamente obtenemos la doble curva del topologo.

Ejemplo 5.1.6. Supongamos que e = 0.4, c = 0.5, a = 0.6, b = 0.7 y d = 0.8. Tomemos
una funciéon ¢ : [0.5,0.85] — [0.275,1] tal que g; es continuamente diferenciable en
0.5,0.85], ¢i(x) < 0 para = € [0.5,0.85], g1(0.5) = 1, g1(0.6) = 0.8, ¢:(0.7) = 0.4,
91(0.85) = 0.275, y ¢1(0.85) = —2.5. También tomemos otra funcion g, : [0.95,1] —
[0,0.025] tal que g, es continuamente diferenciable en [0.95, 1], g5(x) < 0 para x € [0.95, 1],
92(0.95) = 0.025, go(1) = 0, y ¢5(0.95) = —2.5. Definimos la funcion f : [0,1] — [0, 1]

CcOomo
0.4z 40.8, si 0<z<0.5,

g1(x), si 0.5 <x<0.85,

F@) =9 5, 04 & 085<az<095
2 o . — = Y- )

g2(x), si 095<zx<I.

Es facil ver que la funcion f resulta continua en [0, 1]. Ahora veamos que f satisface las
hipotesis del teorema [5.1.5]

a) C| Tomemos = € f([0.6,0.7]). Existe y € [0.6,0.7] tal que x = f(y). Por definicion
de f tenemos que f(y) = ¢1(y). Como g; es continua, ¢;(0.6) = 0.8 y ¢,(0.7) = 0.4
tenemos que ¢;(y) € [0.4,0.8]. Asi, f(]0.6,0.7]) C [0.4,0.8].
2| Tomemos = € [0.4,0.8]. Como g es continua en [0.6,0.7] y ¢1(0.7) = 04 <
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91(0.6) = 0.8, por el teorema del valor intermedio (ver teorema en [Spi94|), existe
y € [0.6,0.7] tal que f(y) = x. Por lo que, x € f([0.6,0.7]). Es decir, [0.4,0.8] C
£(]0.6,0.8]). Por lo tanto, [0.4,0.8] = f([0.6,0.8]).

b) Por definicion de f, no es dificil ver que [ 95 : [0-85,0.95] — [0.025,0.275] es
una funcién biyectiva y decreciente.
Ahora, para f|[0.5’0.85] : [0.5,0.85] — [0.275,1], como ¢g; < 0, tenemos que g; es
estrictamente decreciente. Por esta misma razon ¢; es biyectiva. Asi, f |[0.570.85] es
biyectiva y decreciente.
Similar al caso anterior tenemos que f |[o.95,1] = ¢y es biyectiva y decreciente.
De esta manera, f[j5,) :[0.5,1] — [0,1] es biyectiva y decreciente.

¢) Como f ][070'5] = ¢1, no es dificil ver que f ][070'5] es un funcién creciente.
d) Es facil ver que se cumple esta hipotesis.

Dado que [0.85,0.91] € (2, f*([0.85,0.95]) C I = (V,50 f*"([0.8,1]), tenemos que
Iy = 20 f7"([0,0.4]) es un intervalo y por lo tanto, I; también lo es. De esta manera,
por lo demostrado en la proposicion[5.1.5] el limite inverso es una doble curva del topélogo.

5.2 EL SOLENOIDE

Para culminar el capitulo y el trabajo de tesis desarrollamos un ejemplo méas de limites
inversos. Para definir este concepto no necesitamos de conocimiento extra, excepto por

el que se ha visto a lo largo de la tesis. La adicion de esta secciéon esta inspirada en el
articulo [CMR15].

Los primeros estudios de los solenoides los podemos encontrar en el articulo [Vie27],
publicado por L. Vietoris en 1927. Y tres anos después D. van Dantzig hizo mencion del
solenoide diadico en el articulo [Vie27).

5.2.1. Definicién del solenoide

El solenoide se define como un limite inverso de circulos unitarios, por ello, para
construirlo, primero necesitamos establecer una sucesion inversa. Empezamos escogiendo
como conjunto dirigido al de los naturales N y como mencionamos, nuestra familia de
espacios topologicos consta solo del circulo unitario S!. Comenzamos con el siguiente
resultado.
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Proposicion 5.2.1. Si {m, ms, ms,...} es una sucesiéon de nimeros naturales y para
n € N definimos f"™! : S — S! como f7*!(z) = 2™, para cada z € S!, entonces se tiene

que lm(S', /141, N) # 2.

Demostracion. Primero veamos que en efecto podemos definir la sucesion inversa. Para
ello, solo se requiere definir las funciones enlace. Dados n,l € N con [ < n, definamos las
funciones f/* : S' — S! como

z si n> |,

z si n=I,
fln(z) = { Mp—1Mp—2...M :

para z € S'. Es facil ver que estas funciones son continuas. Ahora veamos que se cumplen
las condiciones de la definicion [3.1.1] para ser funciones enlace.

i) Dado n € N, por definicion f es la funciéon identidad.

1) Dados n,l,p € N con n > [ > p, se cumple que

(Jh0 f7)(2) = fo(ammimn=seame) = grivmiia-semmi iy — f1(z)

para todo z € S!.

Por lo tanto se puede construir una sucesion inversa (S, f7! N). Ademas, f7+!(z) = 2™,
para todo z € S!.
Finalmente, dado que S' # & y las funciones enlace son sobreyectivas, por el teorema

tenemos que Im(S', [+, N) # @. O

La sucesion inversa mencionada en la proposicion se puede visualizar graficamente
como en el diagrama [5.5]

2 3 et it

Diagrama 5.5: Representacion de la sucesion inversa del solenoide.

Con lo anterior tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 5.2.2. Si p = {my, ma, m3, ...} es una sucesion de nimeros naturales y para
n €N, frtl .St — St es tal que f"1(z) = 2™, para cada z € S', entonces definimos el
solenoide 3(p) como

£(p) = lim(S', f+,N).
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Cuando tenemos casos particulares de los solenoides, podemos representar graficamen-
te el limite inverso. Esto lo podemos ver mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2.3. Consideremos la sucesién inversa (S!, f71 N). Cuando la sucesién de los
nameros naturales estd compuesta solamente por el ntimero 1, es decir p = {1,1,1,...},
las funciones enlace son la identidad, por lo que tenemos un caso particular del ejemplo

[3.1.7 De esta manera, el limite inverso es S'.
S(p) = Yim(S", 3+ N Q

Diagrama 5.6: Solenoide con funciones enlace como identidad.

5.2.2. El solenoide diadico y su construccién geométrica

Notacion 5.2.4. Cuando la sucesién de ntimeros naturales estd compuesta tinicamente
por el namero 2, es decir p = {2,2,2,...}, el limite inverso @(Sl, 1 N) lo denotamos
por Y5 v lo llamamos solenoide diddico.

La importancia del solenoide diddico radica en ser de los primeros estudiados antes de ser
generalizados.

La eleccion del solenoide diddico como tema principal de la presente seccién es la cons-
truccion geométrica que éste puede representar. Como hemos dicho, en el articulo [Vie27|
se hace mencion del solenoide diadico, pero no solo eso, sino que se da una explicacion
analitica de como llegar a éste. Recomendamos consultar el articulo [GC09| para apreciar
la construccion geométrica del solenoide y poder visualizarlo. De igual manera, nuestra
explicacion es influenciada por este trabajo.

Por otro lado, para la construccion del solenoide diadico primero hacemos mencién de
la idea y después su planteamiento formal. Consideremos un toro sélido Ty en R3 (ver
imagen en diagrama [5.7(a))).

Observacion 5.2.5. Los toros solidos son compactos, metrizables y conexos, por lo tanto
son continuos.

Ahora, consideremos un toro sélido 75 contenido en 77, el cual tiene un grosor de
a lo méas una cuarta parte del grosor de T; y da dos vueltas dentro de él (ver imagen
en diagrama . De igual manera, podemos ver que 75 es un continuo y ademas
Ty C T. De manera anéloga a 15, consideramos un toro sélido 73 con a lo més un cuarto
del grosor de T5 y que dé dos vueltas dentro de él. Similarmente, podemos apreciar que T3
esta contenido en 77 y da cuatro vueltas dentro de €1, por lo que tenemos que 75 C T, C Tj.
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Siguiendo esta construccion de manera inductiva, tenemos toros sélidos T;,, en donde se
cumple que 7,11 C T,,. Todos estos toros sélidos estan contenidos en Tj.
De esta manera, utilizando teorema [I.2.39 tenemos que el conjunto

T (5.2.1)

neN

es no vacio y del teorema [1.2.40] obtenemos que es un espacio compacto. Vemos mas
adelante, que el espacio determinado por la interseccién en (5.2.1) es homeomorfo al
solenoide diadico.

Ahora, dada la idea visual, lo que sigue es construir formalmente el espacio que se
obtiene por esta interseccion.

(a) Representacion del toro sélido. (b) Incrustacion de un toro solido dentro de
otro.

Diagrama 5.7: Imagen del toro sélido bajo F.

La idea visual que describimos se establece en el articulo [Sma67], donde S. Smale
propone una construccion del solenoide diddico a través de funciones que incrustan al toro
solido dentro de él. Para un mejor entendimiento de lo que implican estas intersecciones,
podemos consultar el diagrama Dicho diagrama fue tomado del articulo [KKP14].

Diagrama 5.8: Construcciéon del solenoide diadico, imagen tomada del articulo |[KKP14].

Nosotros, con esa idea y basandonos de [Dev21| definimos analiticamente el solenoide
diadico.
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Para llevar a cabo esto recordemos que el disco unitario es el espacio
D! ={re? |0<p<2ry0<r<1}.

Tomando en cuenta el circulo unitario S! = {€’¢ | 0 < ¢ < 27} y el disco unitario D,
definimos al toro solido como

T =S'"xD"
Ahora, definimos la funcién £ : T — T como

F(z,p) = (2%, 1p+ 32), (5.2.2)

donde z = e € St y p = re € DL

Observacién 5.2.6. Geométricamente, F' describe lo siguiente. Fijando z* = € € S',
el disco D(0*) es enviado mediante F' a otro disco D(26*). La imagen de D(6*) bajo F es

un disco de radio § con centro 1z*. El disco D(6* + m) también es enviado a D(26*), su

imagen bajo F' es un disco de radio }l con centro —%z*. Podemos visualizar los diagramas

y para comprender mejor lo descrito.

Diagrama 5.9: Aplicacion de F' en un disco.

Globalmente, aplicar F' a T se puede visualizar como el diagrama [5.7] Ademas, se
puede notar que F"(T) C F™(T), donde F™ es la composicién n veces de F' consigo
misma, para todo n € N. Por lo que podemos definir el siguiente espacio.

7 P (D(6* + 1))

Diagrama 5.10: Corte del toro solido en el disco D(26%).
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Definiciéon 5.2.7. El atractor de Smale- Williams se define como

A=) FHD).
neN
La importancia del atractor de Smale-Williams radica en el area de sistemas dinamicos,
més aun, como su nombre lo sugiere, a este espacio lo podemos encontrar como ejemplo
en el tema de atractores. Mas atin, como hemos mencionado, el solenoide diddico y el
atractor de Smale-Williams son homeomorfos. Para demostrar esta afirmacion, primero
necesitamos puntualizar algunas propiedades de la funcion F'.

Proposicion 5.2.8. Dada la funcion F' : T — T definida por la ecuacion ((5.2.2)), se
cumple que F' es inyectiva y continua.

Demostracion. Primero demostremos que F' es inyectiva; para esto tomemos (z,p) €
(w,q) € T tales que F((z,p)) = F((w,q)). Por definicion de F', tenemos que

(2%, 4P + 32) = (W?, 1q + Jw).

2 — w?, entonces z = w 0 z = —w. Si z = —w, entonces p — ¢ = 4w, por lo que

Como z
lp — q|l = 4||w|| = 4, pero esto no es posible, ya que al estar p y ¢ en el disco, tenemos
que ||p — ¢q|| < 2; por lo tanto w = z. Si sustituimos w en }lp + %z = ;1lq + %w, tenemos
que }J’ + %z = iq + %z y por lo tanto p = q. De esta manera F' es inyectiva.

Para verificar que F' es continua, notemos que dado que (m o F)((z,p)) = 22 y (m o
F)((z,p)) = 3p + 3z, para todo (z,p) € T, son funciones continuas, entonces por la

proposicion [2.2.9| concluimos efectivamente que F' es continua. ]

Corolario 5.2.9. La funcion F': T'— F(T) es un homeomorfismo.

Demostracion. Por la restriccion del codominio de F' a su imagen, tenemos que es sobre-
yectiva. Ademés, por la proposicion [5.2.8, F' es inyectiva y continua. Dado que T' es un
espacio compacto y F'(T) es un espacio de Hausdorff, por el teorema , concluimos
que F : T — F(T) es un homeomorfismo. O

Para los resultados que presentamos a continuaciéon debemos tener en cuenta la si-
guiente observacion.

Observacion 5.2.10. Dados (z,p) € A y n € N, existe (2p41,Pnt1) € T tal que
Fn((zn—l—hpn-‘rl)) = (Zap>

Ademas, por la inyectividad de F', tenemos que (2,41, pny1) = F~"((z,p)), donde F~" es
la composicién n veces de F'~! consigo misma.
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Ahora, gracias a la observacion [5.2.10| y lo demostrado en el corolario [5.2.9] podemos

mencionar el siguiente resultado.

Teorema 5.2.11. Dados los espacios A y Y, la funciéon H : A — 35, definida por
H(z) = (mi(x), (11 0 F7Y)(2), (71 0 F2)(2),...),
donde = = (z,p) € A, es un homeomorfismo.

Demostracion. Primero mostremos que H es inyectiva. Para esto tomemos x = (z,p),y =
(w,q) € A tales que H(x) = H(y). Es decir, (m(z), (71 0 F71)(x), (7 0 F72)(2),...) =
(m1(y), (m1 0 F7Y)(y), (71 0 F72)(y), . ..). Para simplificar la notacion podemos reescribir
estos elementos como (71 (z), (my 0 F~)(x),m o F~2(x),...) = (2,20, 23,...) ¥ (m1(y), (w0
FH(y),(m0 F2)(y),...) = (w,wy, ws,...). Dado que 7 (x) = 7 (y), tenemos que z =
w. Para demostrar la igualdad entre p y ¢ tomemos en cuenta las siguientes observaciones.
Por definicion, F'(za,p2) = (2,p), es decir

(’ng %1172 + %Zg) = (Zap)'

De esta manera, tenemos que p — %lpg = %22. Similarmente, concluimos que q — }lqg = %wg.
_ 1, 1 )
Como zy = ws, se cumple que p — 7p2 = ¢ — 3¢2. Por lo que:

p—q=3(p2— @)
También, tenemos que F?(z3,ps3) = (2, p). De donde:
(23, %(}lpz% + %Z3) + %Zg) = (z,p).

Luego, 2p — §ps = 123 + 23. Similarmente, tenemos que 2¢ — g3 = Fws + w3. Como
23 = ws, se cumple que 2p — %p3 =2q — éq;),. De esta forma:

p—q=15(ps — a3).
Continuando el proceso de manera inductiva, llegamos a que:

p—q=5(Pns1 — Gny1),

para todo n € N. Como p, ¢ € D!, estos también estan en R?. Recordemos que la norma
en R? es la funcion || - || : R? — R, la cual estd dada por ||(z,y)| = /22 + y2, para todo
(z,y) € R?. No es dificil ver que aplicando la norma y las propiedades de norma a la
ecuacion anterior, se sigue que:

lp—al = 4%”pn+1 — Q1]
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para todo n € N. Adem4s, como p, 11, ¢nr1 € D!, entonces ||ppi1 — ¢ui1|| < 2. Por lo que
se cumple la desigualdad:

lp —dll < 5,
para todo n € N. Aplicando el limite cuando n tiende a infinito en ambos lados de la
desigualdad, tenemos que |[p — ¢|| = 0, es decir, p = ¢. Finalmente, concluimos que
(p,z) = (q,w). Por lo que H es inyectiva.
Ahora veamos que H es sobreyectiva. Para esto tomemos un elemento (z, 29, 23, ... ) € Y.

p:82%.

i=2
Veamos que p esta en el disco probando que su norma es menor o igual a 1. Dado que se

8) & <8Z ||zz|\—82 —2
1=2

concluimos que p € D! De esta manera, (z, p) eT. Para demostrar que (z,p) estd en A

Definimos:

cumple:

Ipll =

veamos que para todo n € N, existe (w41, pns1) € T tal que F™((wpi1, Pnt1)) = (2,p). En
efecto, para cada n € N, definimos w,, .1 = z,,1. Para los elementos en el disco, primero
definimos el elemento p, = 4p — 225. Demostremos que py esta en el disco. Se cumple lo
siguiente:

[p2|| = 322 422, — 22, =2,

32§:%—2z2 <32Z4,
=2 1=3

por lo tanto p, € D'. Ahora veamos que F((22,p2)) = (z,p). Tenemos que F((z2,p2)) =

(22, %pg + }122). De donde, por definicion de las funciones enlace, 25 = z y por definicion

de p, tenemos que }Lpg + }122 = i(4p —22) + %22 = p. De esta manera, F'(z3,p2) = (2,p).
Ahora, definimos p3 = 16p — 223 — 82,. Igualmente, notemos, que ps esta en D!, pues se
cumple lo siguiente:

Ipsll = |[128> " % — 225 — 82| <128 L2 = 2
=2 i=4
Més atn, verifiquemos que F?((z3,p3)) = (z,p). Para tal afirmaciéon notemos que se

cumplen las igualdades:
F?((23,p3)) = F((23, § 1Ps + 23))
5.1 (5ps + 323) + 323)
Z, 16}73 + 3 23 + 22)
2, 16(16}7 223 — 829) + 23 + 22)
z,p).

zZ

= (
=
=
= (
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Aplicando esta idea de manera inductiva, obtenemos lo siguiente. Dado n € N, definimos

el siguiente elemento:
n+1

n n 2
Pni1 =4"p —4"8 E ng
i=2
Demostremos que p,1 se encuentra en el disco. Para esto, notemos que se cumplen las

siguientes igualdades

n+1 n+1

grp— 478y = 4”(8%%)—4”82t%
1=2 =2 1=2

De donde, manipulando las desigualdades, tenemos que

o e
il <478 37 Lllaill <478 Y L= A8 =2
i=n+2 i=n+2

i=n-+2

1Pl =

De esta manera, p,,; € D'. Ahora demostremos que F"((z,11,Pns1)) = (2, p). Para esto,
tenemos las siguientes igualdades

F™"((2n41:Pns1)) = F" ' ((z +1 4pn+1 + Zn—H))

(o o5 )

n— 1
= F""((zn,pn))

= (z,p).

Por lo que, para todo n € N, existe (2,41, Pn+1) € T tal que F"((2p11,Pnt1)) = (2,p), €s
decir, (211, pnt1) = F7"((2,p)). Por lo tanto, tomando z = (z,p) € A, se cumple que
H(x) = (m(x), (m 0 F7Y)(x), (m 0 F72)(x),...). Asi, H es sobreyectiva.

Finalmente, veamos que H es continua. Lo haremos aplicando el teorema [2.2.9] Tomemos
n € N, dado que F es un homeomorfismo, tenemos que F~! es continua. Asi, 7 o F7~!
es una funcién continua. Por lo tanto H, es un una funcién continua.

Finalmente, como A es un espacio compacto y ¥y es un espacio de Hausdorff, por el
teorema [1.2.44] concluimos que H es un homeomorfismo. O

Culminamos la subseccién con un resultado que muestra que el solenoide diddico no
tiene representacion tinica como limite inverso.
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Proposiciéon 5.2.12. Considerando la sucesion inversa (F"1(T), "1 N), donde la fun-

» Un
‘n+1

cion enlace i es la inclusion, para todo n € N, se cumple que @(F”_l(T) "1 N) es

’r'n
homeomorfo a 5.

Demostracion. No es dificil probar que ... C F*(T) C F(T) C T. Por lo que, similarmente
a lo realizado en el ejemplo 3.1.9, obtenemos que m(F"~}(T),4;*", N) es homeomorfo a

A =Ny F" " HT). Y por el teorema [5.2.11 concluimos que éste es homeomorfo a Y.
[

En resumen, podemos concluir que el solenoide diddico tiene al menos tres represen-
taciones:

A Mm(FTUT),EUN) vy B

con las cuales podemos trabajar dependiendo de las necesidades requeridas.

5.2.3. Dos propiedades interesantes de los solenoides diadicos co-
mo consecuencia de su definicibn como un limite inverso.

El solenoide diadico cuenta con una gran variedad de propiedades topologicas. Al-
gunas de estas las podemos consultar en articulos como |[GCO09], [Nad92] o |[BK18|. En
este apartado exponemos dos propiedades en donde se utilizan directamente los limites
inversos. En este caso, empleamos el solenoide diddico en su forma Y, = @(Sl, il N).

Teorema 5.2.13. El solenoide diadico es un continuo indescomponible.

Demostracion. Para facilitar la demostracion veamos al circulo unitario como St = {e? €
C |0 <6 < 2r}. Dado que S' es un continuo, por el teorema , tenemos que Yo es un
continuo. Como cada funciéon enlace es sobreyectiva, por el corolario [4.2.3] tenemos que
7,(32) = S!, para cada n € N.

Ahora, demostremos que Y5 es indescomponible. Supongamos que existen A y B subcon-
tinuos propios de Y5 tales que AU B = ¥,. Veamos que A C Bo B C A.

Tomemos n € N y supongamos que 7,(A) no esta contenido en m,(B) y que m,(B) no
esta contenido en 7, (A). De esta manera existen ¢ € 7,,(A)\7,(B) y € € 7,(B)\m,.(A),
donde 0 < 0, ¢ < 27. Con unos calculos sencillos, se tiene que Ve tiene los valores e's y
ei(s+m, Similarmente, V¢ tiene los valores ei% y ci(5+m Dado que T, 41]y, es sobreyec-
tiva, tenemos que S! = 7, 1(A) Un,,1(B). Por lo tanto

€% € i1 (A) Ut (B).
Siei% € Tnt1(B), por el teorema |3.1.11} tenemos que

¢ = [ eE) € fr (M (B)) = m(B),
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lo cual es una contradiccion. Por lo tanto €% € 7,41 (A)\mns1(B). De la misma mane-
ra tenemos que €57 € 7,1 (A)\7,41(B). También podemos probar que ei% eil5+m ¢
Tnt1(B)\Tns1(A). Dado que A es conexo, por el teorema 8| tenemos que 7,11(A) es
conexo. Como €'% y ¢/(3+™ son opuestos (vea el dlagrama } 7rn+1(A) debe contener al
menos uno de los dos semicirculos determlnados por €’ 3 y e’ i3+™_ Dado que ¢’ 3 y €’ i(5+m)

+7) estan en alguno de estos semicirculos.

también son opuestos, implica que €'z o ¢z
Esto es una contradiccion, pues %, ¢i(3+m) ¢ mu11(A). De esta manera, m,(A) C m,(B) o
mn(B) C m,(A).

Si m,(A) C m,(B), tenemos que m;(A) C m;(B) para todo i < n. En efecto, para i > n, si
suponemos que 7;(B) C m;(A) obtenemos que 7, (B) C 7,(A), pero estamos suponiendo lo
contrario, por lo que m;(A) C m;(B). Lo mismo sucede si suponemos que m,(A) C m,(B).

Ahora, en vista de que n es arbitrario, concluimos que m,(A) C 7,(B) para todo n € N

ei(g—l-w)

Diagrama 5.11: Raices cuadradas de €.

o m,(B) C m,(A), para todo n € N.

Como Y, es de Hausdorff y A es compacto, por el teorema[l.2.41], tenemos que A es cerra-
do. Similarmente, para todo n € N, como A es compacto, por el teorema tenemos
que m,(A) es compacto. Aplicando nuevamente el teorema , mn(A) es cerrado. De
la misma forma obtenemos que B es cerrado y m,(B) es compacto, para todo n € N.

Por el corolario , tenemos que A = lim(A,, gi*!,N), donde 4, = 7m,(A) y gi*' =
nglAn? para cada n € N. De forma similar, tenemos que B = 1£1< B,, " N), donde
B, =m,(B) y i = fit!| 5 , para cada n € N.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7,(A) C 7,(B), para todo n € N y mostre-
mos que A C B. Sea = (Zp)ney € A = 1£l< n g7 N). Dado n € N, se cumple que
z, € A, = m,(A) C m,(B) = B,,. Ademas, tenemos que "™ (x,41) = [ (2p41) = x)p.
De este modo z € L (B, "™ N) = B. Asi, A C By por lo tanto ¥, = AUB = B, lo
que quiere decir que B no es un subcontinuo propio, lo cual es una contradiccion, puesto
que supusimos que si lo es. Por lo tanto Y5, es indescomponible. O

Para culminar la subsecciéon primero recordemos la siguiente definiciéon y su relaciéon
con el solenoide diadico.
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Definiciéon 5.2.14. El espacio de Cantor C lo definimos como el producto topologico
de una cantidad numerable de copias del espacio discreto {0,1}. Esto es, C =[], - Xn,

donde X,, = {0,1}, para cada n € N.

neN

En vista de la definicion[5.2.14] un punto en el espacio de Cantor es una sucesion numerable
e infinita de digitos con valor 0 o 1.

Para facilitar la demostracion del ultimo teorema incluimos el siguiente hecho. Resul-
tado obtenido del teorema 30.3 y corolario 30.4 de [Wil04].

Lema 5.2.15. Dado un espacio topologico (X, 7), tenemos que X es homeomorfo al
espacio de Cantor si y s6lo si X es compacto, metrizable y ademés cumple las siguientes
condiciones:

i) Los tnicos subespacios conexos de X son los conjuntos de un punto.

1) Todo punto = € X pertenece a la clausura de X\{z}.

Culminamos el trabajo de tesis con el siguiente teorema que forma parte del folklore
del tema del solenoide diddico. Es preciso notar que en fuentes que hemos consultado, no
se realiza una demostracion concreta de este hecho, como la que presentamos aqui.

Teorema 5.2.16. Dado z; € S!, existe un conjunto de Cantor en X5 cuyos elementos
tienen como primera coordenada a xy.

Demostracion. Sea z; € S' y consideremos el conjunto K = {z € Xy | m(2) = x1}.
Notemos que, por la existencia de las raices cuadradas de x1, K es no vacio. La afirmacion
recac en que cualquier elemento de S' tiene exactamente dos raices cuadradas. Primero,
para x; existen my y x4 tales que f2(xy) = z; = f{(x)). Para zy y ) también hay
exactamente dos raices cuadradas, respectivamente. Llevando la idea de forma inductiva,
podemos generar los puntos que conforman el conjunto K (construimos un arbol binario de
profundidad infinita numerable, vea el diagrama . Utilizamos el teorema para
mostrar que K es homeomorfo al espacio de Cantor. Primero, dado que ¥, es metrizable,
por el teorema [I.2.51] K es metrizable. Para ver que es compacto primero veamos que
es cerrado. Tomemos un elemento y € 3,\K. De aqui que y; # 1, y por ello existe
un subconjunto abierto U de S! que no contiene a z; pero si a y;. Se sigue que y €
7 H({U) Ny € Xp\K. Por la arbitrariedad de y, ¥5\ K es un subconjunto abierto de ¥, y
por tanto K es un subconjunto cerrado de 5. Luego, K es compacto pues es un cerrado
en un compacto de Hausdorff (vea el teorema [1.2.40)).

Ahora veamos que se cumplen las condiciones i) y ii) del lema
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i)

i)

Tomemos H C K tal que |H| > 2. Luego, existen z = (2, )nen, W = (Wp)neny € H
tales que z # w. Sea n € N el més pequefio que cumple que z, # w,. Por ser S!
Hausdorff, existen dos subconjuntos abiertos U,, y V,, tales que z, € U,, w, € V,, y
U, NV, = @. Ahora, para cada 1 < i < n, existen dos subconjuntos abiertos U; y
V; tales que z; € Uy, y; € Vi y U; NV; = @, donde y; es la otra raiz de f! ,(z;) = 27
que no es z;. Con ello, definimos los subconjuntos abiertos

U= ﬂw{l(Ui) y
i=2

Cuando ¢ coincide con j, tenemos que U; NV, = &. Por la observacion tenemos
que Wi_l(Ui)ﬂ’ﬂ'j_l(‘/}) = @. Por lo tanto, UNV = @. En consecuencia UNVNH = &.
Ahora veamos que H estéa contenido en UUV'. Para esto tomemos a = (a,,)nen € H.
Sia = z, entonces a € U. Sia # z, tomemos el m € N mas pequeno tal que a,, # z,.
Sim > n, entonces a coincide con z en las primeras n coordenadas, por lo que a € U.
Si m < n, entonces a,, € V,,, por lo que a € V. Por lo tanto, hemos visto que en
cualquier caso a € U UV. En particular, w € V. Asi, HCUUYV.

De esta manera H es disconexo y por lo tanto, los inicos subconjuntos conexos son
los que contienen exactamente un elemento.

Tomemos z = (2,)nen € K y un subconjunto abierto de 3, digamos (,_; p;, " (Uy).
Veamos que (;_, p;, (Ux) N (K\{z}) # @. Sea i = méx{i1, i, ..., i}. Dado que
ff“(ziﬂ) = zf“ = z;, tenemos que z;,1 es una raiz cuadrada de z;. Sea y;11 la otra
rafz cuadrada de z; y y;12 una raiz de y;,1. Definimos ;.3 como una raiz de ;..
Aplicando esta idea de manera inductiva, tenemos una sucesién de puntos {v;1;};en
tal que para todo 57 € N, se cumple que yfﬂ = Yitrj—1. Por lo anterior podemos

definir un elemento y € K de tal forma que

) Zn si on<i,
T = . .
Y Yn SL N> 1.

Por lo anterior, y es diferente a z y y € oy p;, (Ux). Ast, ey 0 (Ue) N K\{2} #
. Por lo que z esta en la clausura de K\{z}.
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Asi, por teoremal5.2.15] K es homeomorfo al espacio de Cantor. Por lo tanto, x; determina
un conjunto de Cantor en . O

x
% ' &
To x!
5 )

€3

13
\ )

!
3

Diagrama 5.12: Idea de la construcciéon de los puntos que forman una copia del conjunto de

Cantor en Y.

5.2.4. El solenoide y su actualidad

Desde que establecimos que el solenoide se le suele llamar el atractor de Smale-Willians
ha quedado de manifiesto que el solenoide es tema de estudio en sistemas dinamicos. En
la actualidad, el comportamiento del solenoide continta siendo estudiado, por ejemplo
en , donde se mencionan sus propiedades relacionadas a sistemas dinamicos. En
[Dev21] se le destaca como ejemplo de atractor. Més atn, recientemente se ha estudiado
la entropia topoldgica y la dimension de Hausdorff del solenoide en [BN20)].

También es importante mencionar que no solo su repercusion ha sido dentro de la
matemaética sino que ha sido utilizado como inspiraciéon para las artes plasticas, como lo
hace por ejemplo Dina Buric [Burl9], quien incluye la idea de la construccion del solenoide
como parte de una galeria de arte (vea la imagen en el diagrama .

Diagrama 5.13: Obra de la autora Dina Buric denominada 2-adic Solenoid. Imagen tomada de

la pagina web [Burl9).




Conclusiones

Esta tesis tuvo como tema de estudio medular los sistemas y limites inversos. Como era
de esperarse, el conocimiento de la topologia general resulto crucial para el tema principal
de nuestro trabajo. En concreto, la topologia producto juega un papel importante para
entender los limites inversos. Esto se ve expuesto en los resultados presentados en el
capitulo 3. Asi, la visualizacién de los limites inversos como subespacio del producto
implica el reflejo de algunos resultados clasicos de productos topologicos a los limites
inversos.

Puesto que gran parte de la comunidad matemética conoce los limites inversos en su
version con sucesiones inversas, en el capitulo 4, mostramos que tales sucesiones son un
caso particular del concepto general de sistemas inversos y que conservan propiedades de
interés. De las aportaciones importantes en este capitulo destacamos el teorema 4.2.12]
donde se hizo el desarrollo detallado de la construccion de un limite inverso que resulta
homeomorfo a la curva del topologo, que en la gran parte de la literatura existente se
omite.

Aunque la obtencion de algunos resultados parecen «muy abstractos», considerar al
conjunto de los ntimeros naturales como conjunto dirigido es trascendental para ligar los
limites inversos con otras areas menos «abstractas» como lo vimos en el capitulo 5 de
aplicaciones de los limites inversos, en particular, para la obtencién de diagramas para
su visualizacion. Dentro de este ultimo tema, observamos que la definicién de sucesion y
limite inverso pueden emerger en diversas areas de la matematica y de esta manera, como
hicimos hincapié en la introduccion, puede ser utilizada esta herramienta topologica.

En dltima instancia, hemos comprendido que es posible obtener limites inversos a
partir de un solo espacio topologico, asi como de familias de espacios topolégicos complejos
cuya construccion del sistema inverso se traduce en limites con propiedades interesantes.
En sintesis, mediante los resultados obtenidos de los limites inversos en el desarrollo de la
tesis, hemos visto que podemos emplearlos como una herramienta topologica de gran valor.
Con la finalidad de dar visibilidad a nuestro trabajo sobre los limites inversos dentro de la
comunidad matematica, en noviembre de 2023 hemos presentado un poéster en el primer
Congreso Oaxaqueno de Matematicas y sus Aplicaciones con algunos avances obtenidos.
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