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Introduccion

La inferencia bayesiana, es una teoria cuyo origen se remonta a hace mas de 300 anos
(desde mediados del siglo XVII). Sin embargo, no fue hasta mediados de la década de
los 50 que logré formalizarse y comenzé a tomar relevancia dentro del area de la
inferencia. Su importancia ha ido creciendo con el tiempo, ya que se ha probado que es
una herramienta que permite resolver problemas en los que la inferencia tradicional no
proporciona buenos resultados. Tal es su utilidad que en los ultimos anos ha
desempenado un papel sobresaliente para lograr avances dentro de areas como la
psicologia, ecologia, fisica, aprendizaje-maquina y neurociencias; por mencionar
algunas. El objetivo de la estadistica, y en particular de la estadistica bayesiana, es
proporcionar una metodologia para analizar adecuadamente la informacién con la que
se cuenta, y decidir de manera razonable sobre la mejor forma de actuar (Rangel, 2015).
En este sentido, una de las metas particulares de la inferencia bayesiana es encontrar
una distribucién de probabilidad para los parametros de interés. No obstante, aunque
en algunos casos se logra llegar de manera analitica a dicha distribucién, también
existen situaciones en las que esto no es posible, en este caso se recurren a los métodos
de simulacion. Dicha distribucién de los parametros se le conoce como distribucion a
posteriori, se obtiene a partir del teorema de Bayes el cual establece que esta es
proporcional a la verosimilitud por la distribucién previa de los parametros. Una vez
obtenida la distribucion a posteriori se puede realizar la inferencia respecto a los
parametros de interés.

En 2018, Kaosu Matsumori, Yasuharu Koike y Kenji Matsumoto (Matsumori et al.,
2018) proponen que la distribuciéon a posteriori sea proporcional a la verosimilitud
elevada a una potencia § por la distribucion a priori de los parametros elevada a una
potencia «. Ambos, f y «, les llaman sesgos cognitivos o sesgos exponenciales. El
objetivo de esta tesis es encontrar la distribucion a posteriori para los parametros de
interés aplicando la propuesta de Matsumori et al. (2018) al modelo normal
multivariado conjugado. Uno de los trabajos que han abordado esta nueva propuesta es
Montoya et al. (2024), en el cual se aborda el problema de la seleccién de portafolios
con la incorporaciéon de sesgos de comportamiento.
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Capitulo 1

Antecedentes tedricos

La probabilidad es el lenguaje matemédtico por medio del cual se cuantifica la
incertidumbre. A pesar de que la palabra probabilidad se utiliza en la vida cotidiana de
manera indiscriminada, sobre cualquier tipo de suceso, matematicamente puede resultar
bastante complejo asignarle una probabilidad a algin evento en particular. La teoria de
la probabilidad a lo largo del tiempo a dado paso a distintas técnicas de inferencia. Por
ello, en este primer capitulo se presentaran algunas definiciones y resultados que seran
de utilidad para el mejor entendimiento del desarrollo de esta tesis. Cabe mencionar
que dicha informacién fue recolectada de los siguientes textos, Gelman et al. (1995),
Matsumori et al. (2018), Mood et al. (1978) y Mendoza y Regueiro (2011),
Nunez-Antonio y Castillo (2014), Hernandez Gonzalez (2005), Evans (2018).

1.1. Conceptos basicos

Dentro de la vida cotidiana, es muy comun encontrarse con situaciones donde, la
incertidumbre sobre algin evento sera desvanecida solo cuando haya ocurrido dicho
evento. Por ejemplo: el clima del dia, el trafico en la ciudad, el valor de las acciones o
donde se dejaron las llaves. La respuesta no se conoce con certeza. En su lugar lo que se
hace es estimar una posible respuesta. La probabilidad es la ciencia de la incertidumbre
Evans (2018). La probabilidad proporciona una estructura de razonamiento que permite
trabajar con nuestro conocimiento y tomar decisiones a partir de lo que se sabe y lo que
se desconoce. Para entender mejor la probabilidad es necesario conocer los siguientes
conceptos.

Un experimento es el proceso por medio del cual se obtiene una observacién o
resultado. Los experimentos permiten recabar informacion acerca de un suceso. Existen
dos tipos de experimentos:



1.1. Conceptos basicos

Los experimentos deterministas son aquellos en los que se obtiene el mismo
resultado de manera repetitiva, siempre que los experimentos se repitan bajo
condiciones aproximadamente idénticas.

Los experimentos aleatorios son aquellos en los que los resultados no son esencialmente
los mismos a pesar de que se realicen en condiciones aproximadamente idénticas.

En un experimento aleatorio se pueden presentar resultados distintos ain teniendo las
mismas condiciones. Algunos ejemplos de experimentos aleatorios son: observar si cae
cruz o cara al lanzar una moneda al aire, el niimero ganador de la loteria, entre otros. Se
puede generalizar lo anterior con la siguiente definicion.

Definicién 1.1.1 Los experimentos o fenomenos aleatorios son aquellos en los que no
se puede predecir los resultados.

La probabilidad se encarga de estudiar los experimentos aleatorios. Ya que no se sabe
cual sera el resultado de un experimento aleatorio, es necesario agrupar al conjunto de
todos los resultados posibles en un conjunto.

Definicién 1.1.2 El espacio muestral, o también llamado espacio muestra, de un
experimento aleatorio € es el conjunto de todos los resultados posibles del experimento y
se denota por la letra griega 2. A cada uno de los resultados en un espacio muestral se
le llama elemento del espacio muestral, o simplemente punto muestral y se denota por
w.

Para comprender mejor lo anterior se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.1 Se realiza el experimento aleatorio de lanzar un dado. Interesa conocer
el niumero de puntos en la cara superior. De aqui se tiene que, el espacio muestral de
todos los resultados posibles es Q = {1,2,3,4,5,6}. Por otro lado, supdngase que nos
interesa saber si el numero que cae es par o impar, en este caso nuestro espacio muestral
cambia a Q = {par,impar}. En este ejemplo se observa que el espacio muestral de un
experimento aleatorio no es unico y depende del interés del observador.

Un espacio muestral con un numero finito o a lo més numerable de elementos, se denomina
espacio muestral discreto. Por otro lado, un espacio muestral con un numero infinito
no numerable de elementos, es llamado espacio muestral continuo.

El Ejemplo (1.1.1) expone un espacio muestral discreto. Un ejemplo mds elaborado de
espacio muestral discreto es el siguiente:

Ejemplo 1.1.2 Supdngase que se desea determinar el nimero de lanzamientos de una
moneda que deberd hacerse hasta que aparezca la primera cara. Esta puede aparecer en
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lanzamiento 1,2,3, .... De aqui el espacio muestral, Q = {1,2,3,4, ...}, estd formado por
una infinidad numerable de puntos (tantos como nimeros enteros positivos).

Para representar el caso de un espacio muestral continuo se tiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.3 Considérese el experimento aleatorio que consiste en seleccionar una
muestra aleatoria de estudiantes de sexto grado en determinada ciudad y registrar su peso.
El resultado puede ser cualquier nimero positivo. Cabe objetar que no habrd estudiantes
que pesen menos de un kilogramo o mas de 1000. Es cierto, pero mo es objecion si se
incluyen los resultados imposibles al enumerar cada resultado imaginable. Por tanto, este
espacio muestral estard formado por todos los nimeros positivos = RT.

Definicién 1.1.3 Un evento es un subconjunto A del espacio muestral 2, es decir, un
conjunto de puntos muestrales.

De aqui, se dice que el evento A a ocurrido, si el resultado de un experimento es un
elemento de A. Un evento que consiste de un solo punto muestral de €2 frecuentemente se
llama un evento elemental o simple. En cambio, se llama compuesto cuando consta
de mas de un elemento del espacio muestral ). Los eventos o sucesos se denotan por las
letras del alfabeto en maytsculas A, B, C, .... Los eventos triviales son el conjunto vacio
() v el mismo espacio muestral €2, también conocidos como evento imposible y evento
seguro respectivamente.

Ejemplo 1.1.4 Un experimento aleatorio que consiste en lanzar dos dados y observar
los numeros que salen. FEl espacio muestral consta de 36 puntos, que es
Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)} donde los pares ordenados de nimeros representan los
resultados respectivos del primero y del sequndo dado. Definimos el evento A por la
condicion de que la suma de las dos puntuaciones sea igual a siete; tal evento estd
formado por seis puntos, A = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

El concepto de probabilidad esta dado en términos de eventos. Por ello, una vez que se
defini6 el concepto de evento, se puede dar paso a analizar el concepto de probabilidad.
La probabilidad se divide en probabilidad clasica y probabilidad frecuentista,
ambas interpretaciones son estructuradas y justificadas a través de la definicién
axiomatica de la probabilidad.

Sea () un espacio muestral y A cualquier evento de (). Es decir, A es cualquier subconjunto
de Q. Se dice que P(-) es una funcién de probabilidad en el espacio muestral () si se
satisfacen los tres axiomas siguientes.



1.2. Teorema de Bayes

Axioma 1.1.1 P(A) es un nimero real tal que P(A) > 0 para todo evento A de
Axioma 1.1.2 P(Q) = 1.

Axioma 1.1.3 Si Ay, As, ..., es una sucesion de eventos mutuamente excluyentes, es
decir A;NA; =0 parai#j=1,2,..., entonces

P(A UAy UAyU---) = P(A) + P(Ay) + P(A3) + - - .

La definicion axiomatica de la probabilidad, formulada por Andrey Kolmogorov,
proporciona una estructura formal y rigurosa para el estudio de la teoria de la
probabilidad. Esto garantiza coherencia y proporciona un marco matematico preciso
para el andlisis y la inferencia probabilistica.

1.2. Teorema de Bayes
Antes de enunciar y presentar el teorema de Bayes, se necesitan las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.1 Sean A y B dos eventos de un espacio muestral ) tal que P(B) > 0.
La probabilidad condicional del evento A dado B, y que se denota por P(A|B), es

P(ANB)

PUAIB) = =55

El concepto de probabilidad condicional, da paso a la definicién de independencia de
eventos.

Definicién 1.2.2 Sean A y B dos eventos de un espacio muestral ). Se dice que A y B
son independientes si se satisface cualquiera de las siguientes iqualdades,

a) P(A|B) = P(A).
b) P(B|A) = P(B).

¢) P(AN B) = P(A)P(B).



1.2. Teorema de Bayes

En otras palabras, la definicién anterior significa que si P(A|B) no depende del evento
B entonces A y B son independientes.

Supéngase ahora que {Bj, Bs, ..., B} es una particion! de Q tal que P(B;) > 0, para
cada i = 1,2, ..., k. Luego para cualquier evento A se tiene que

A=ANQ
=AN(BiUByU---U By)
=(ANB)UANDBy)U---U(AN By).

Asi, por la definicién de eventos independientes,

P(A)=P(ANDB))+P(ANDBy)+ -+ P(AN By)
= P(A|B1)P(By) + P(A|By)P(By) + - + P(A|B,) P(By)

= Z P(A|B;)P(B;).

Por otro lado, ndtese que por definicion,

P(ANB)

P(BIA) = =5

si sustituye P(A) por la igualdad encontrada anteriormente se tiene que,

P(ANB)

P(Bj|A) = — .
> i1 P(A|B;)P(B;)

La igualdad anterior con las hipdtesis planteadas, conforman lo que se conoce como el
teorema de Bayes. A continuacion se analizard una de las muchas aplicaciones que
tiene este resultado.

Ejemplo 1.2.1 Un fusible electronico es producido por cinco lineas de produccion en una
operacion de manufactura. Los fusibles son costosos, sumamente confiables y se envian a
proveedores en lotes de 100 unidades. Como la prueba es destructiva, la mayoria de los
compradores de fusibles prueban sélo un numero pequeno de ellos antes de decidirse a
aceptar o rechazar lotes de fusibles que lleqguen. Las cinco lineas de produccion producen
fusibles al mismo ritmo y normalmente producen sélo 2% de fusibles defectuosos, que se
dispersan al azar en la produccion. Desafortunadamente, la linea 1 de produccion sufrio
problemas mecdnicos y produjo 5 % de piezas defectuosas durante el mes de marzo. Esta
situacion llego al conocimiento del fabricante después de que los fusibles ya habian sido
enviados. Un cliente recibio un lote producido en marzo y probé tres fusibles. Uno fallo.
¢Cudl es la probabilidad de que el lote se haya producido en la linea 17 ;Cudl es la

'Sean {Bji, Bs, ..., By} tales que si i # j, B, B; =0 y UF_| B, = Q.
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probabilidad de que el lote haya provenido de una de las otras cuatro lineas?

Solucién: Se denota con B al evento de que un fusible sea sacado de la linea 1 y con
A el evento de que el fusible estuviera defectuoso. Se deduce entonces directamente que

P(B) = 0.2y P(A|B) = 3(0.05)(0.95) = 0.1353.

Del mismo modo, P(B) = 0.8 y P(A|B) = 3(0.02)(0.98)% = 0.057624.

Observe que estas probabilidades condicionales fueron muy féaciles de calcular. Usando la
ley de probabilidad total,

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
— (0.135375)(0.2) + (0.057624)(0.8)
— 0.0731.

Por dltimo, aplicando el teorema de Bayes

_ P(A|B)P(B) _ (0.135375)(0.2)
P(BI4) = P(A) o 0.0731742 057

P(B|A) =1 — P(B|A) =1 — 0.37 = 0.63.

Por lo tanto la probabilidad de que el lote se haya producido en la linea 1 es 0.37 y la
probabilidad de que el lote se haya producido en alguna otra linea es 0.63.

1.3. Variables aleatorias y sus distribuciones

Una variable aleatoria asigna un ntumero real a cada elemento del espacio muestral. Esto
da paso a estudiar el resultado de un experimento aleatorio en el espacio de los ntimeros
reales mediante los valores que tome la variable aleatoria, (v.a).

Definicién 1.3.1 Sea Q un espacio muestral en el que se define una funcion de
probabilidad. Una variable aleatoria es una funcion X que va del espacio muestral ) al

conjunto de los nimeros reales,
X: Q=R



1.3. Variables aleatorias y sus distribuciones

Siw € Q, se denotard con X(w) a la imagen de w bajo X. A la imagen de X se le
denomina recorrido o soporte de X y serd denotado por R(X).

RX)=X(Q)={zeR:3 weQ para el cual X(w)=z}.

R(X) es nuevamente un espacio muestral.

Asi X transforma todos los posibles resultados del espacio muestral en cantidades
numéricas. Las letras maytusculas V, W, X, Y y Z denotaran variables aleatorias, en caso
de necesitar mas de tres v.a., se usaran Y7, Ys, Y3, ... .

Definicién 1.3.2 Una variable aleatoria X es discreta si R(X) es un conjunto finito o
infinito numerable.

Definicién 1.3.3 Una variable aleatoria X es continua si R(X) es un intervalo de la
recta de los numeros reales.

Dada una v.a. existen dos funciones que proveen de informacion acerca de las
caracteristicas de la v.a. Estas funciones, son la funcién de densidad de probabilidad
(f.d.p.) y la funcién de distribucién acumulada (f.d.a.) las cuales permiten representar
al mismo tiempo tanto los valores que puede tomar la v.a. como las probabilidades de
los distintos eventos de interés. Dado que a < X < b es un evento, la f.d.p. proporciona
un medio para calcular la probabilidad de que la variable X tome un valor dentro del
intervalo [a, b].

La f.d.p. de una v.a. continua X se define formalmente de la siguiente manera.

Definicién 1.3.4 Sea X wna variable aleatoria continua. Se dice que la funcion
integrable y no negativa fx : R — [0,00) es la funcion de densidad de probabilidad de X
si para cualquier intervalo (a,b) C R se cumple la igualdad,

Pla< X <b)— /b Fx(@)dz.

Toda funcién de densidad de probabilidad fx(x) de una variable aleatoria continua
cumple las siguientes propiedades:
a) fx(x) >0, para cualquier valor x € R.

b) [T fx(z)dx =1.
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Puesto que el area total bajo fx(z) es uno, la probabilidad del intervalo a < X < b es el
area acotada por la funcién de densidad y las rectas X =a yX = 0.
Para el caso discreto, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.3.5 Sea X wuna variable aleatoria discreta. Se dice que la funcion p es
la funcion de densidad de probabilidad de X si para cualquier subconjunto A a lo mds
numerable de los numeros reales, se cumple que

P(A) =3 p(x)

€A

Respecto a la funcién de distribucién acumulada se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.3.6 Sea X una variable aleatoria. La funcion de distribucion acumulada
de la variable aleatoria X es la funcion Fx : R — [0, 1], definida como

Fx(z)=P(X <x), z€R

En particular si, X es una v.a. continua, por definicién la f.d.a. esta dada por,
Fx(z)=P(X <z)= / fx(t)dt

la funcién de distribucién acumulada F'x(x) es el drea acotada por la funcién de densidad
que se encuentra a la izquierda de la recta X = x. Ademads por el teorema fundamental
del célculo se cumple:

dx

= Fx () = fx(z).

De este modo se puede determinar fx(x) a partir de Fx(z). La f.d.a. Fx(z), es una
funcién que satisface ciertas propiedades, las cuales se enuncian en la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.3.1 Toda funcién de distribucion acumulada Fx(x) cumple las siguientes
propiedades:

a) lim, , o Fx(x)=0.
b) lim, o Fx(z) = 1.

c) Si x1 < x9, entonces Fx (1) < Fx(x2).
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d) St 1 < xq, entonces P(x1 < X < x9) = Fx(22) — Fx(x1).

1.3.1. Momentos, varianza y covarianza

El valor esperado de una variable aleatoria o de cualquier funciéon de una variable aleatoria
se obtiene hallando el valor promedio de la funciéon para todos los valores posibles de la
variable. En realidad es una media tedrica o ideal ya que realmente no se espera que la
variable tome ese valor exacto pero si que se acerque a el.

Definicién 1.3.7 Sea X una variable aleatoria, el valor esperado de X, denotado por
E (X) se define como

B(X) =Y apla),

si X es discreta, y

B = [ afa)ds,

(o)

st X es continua.

Estas cantidades se definen como el valor esperado solo si son absolutamente convergentes.
Si no lo son, decimos que el valor esperado de X no existe.

Definicién 1.3.8 Sea X una variable aleatoria, el valor esperado de una funcion u de
la variable aleatoria X es

st X es discreta, y

st X es continua.

El valor esperado cumple con las propiedades de linealidad.
Los momentos de una distribucién son los valores esperados de las potencias de la variable
aleatoria. El momento r-ésimo de X se denota por p. y esta dado por:

= E(X").

Note que el primer momento p} es el valor esperado de X. Los momentos respecto a un

9



1.3. Variables aleatorias y sus distribuciones

punto arbitrario cualquiera se definen como:
E[(X —a)]

y haciendo a igual a la media, se obtiene los momentos respecto a la media o momentos
centrales, que suelen designarse por p, :

I\T
MTZE[(X_FH) ]
Se tiene
pa =y —pyp =0
o 1\2
pa = py — (p3)
Este segundo momento respecto a la media recibe el nombre de varianza de X. Otro
término que proporciona informacién acerca del comportamiento entre variables
aleatorias es la covarianza. En seguida se proporciona la definiciéon de covarianza asi

como algunas de sus propiedades.

- La covarianza entre 2 variables aleatorias denotada por Cov(X,Y), se define como

Cov(X,Y) = E[X — E[X]][Y — E[Y]]
= E[XY] - E[X]E[Y]

Si E[X] =00 E[Y] =0 entonces Cov(X,Y) = E[XY].

-La covarianza de X consigo misma es igual a la varianza de X: Cov(X, X) = Var(X).
- E[XY] es la correlacion entre las dos variables aleatorias.

- Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

|EIXY]| < VE[X?] E[Y?].

- X y Y se dice que son:
- Ortogonales si E[XY] = 0.
- No correlacionadas si Cov(X,Y) = 0.

- El coeficiente de correlacién se define como



1.3. Variables aleatorias y sus distribuciones

donde ox = y/Var(X) y oy = y/Var(Y) son las desviaciones estédndar.
Propiedades:

- Acotado: —1 < pxy < 12

-Si pxy =0, X y Y son no correlacionadas.

- Si X e Y son independientes, entonces pxy = 0.

La independencia implica no correlacion, pero no al revés.

1.3.2. Algunas distribuciones

A continuacion se muestran algunos ejemplos de funciones de densidad de probabilidad
que seran de utilidad para el desarrollo de esta tesis.

Definicién 1.3.9 Sea X una v.a, se dice que X sigue una distribucion mormal con
media p y varianza o? si su funcion de densidad de probabilidad estd dada por

fx(z) = &—ap{‘%}

donde p € R, 0 >0 y x € R y se denota como X ~ N(u,0?).

Por medio de la definicién se puede mostrar que, X tiene valor esperado j y varianza o?.

Definicién 1.3.10 Sea X una v.a. mayor que cero. Se dice que X sigue una distribucion
gamma inversa con pardmetro de forma o y pardmetro de escala [ si su funcion de
densidad de probabilidad estd dada por

Felo) = e e (—@) | (1)

cona>0yp >0y sedenota como X ~ GI(a, 5).

X tiene valor esperado 2= y varianza 52/ ((ar — 1)? * (a — 2)).

2pxy = 1 significa que hay una relacién lineal positiva entre las variables.
Por otro lado px y = —1 significa que hay una relacién lineal negativa entre las variables.
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1.4. Vectores aleatorios y sus distribuciones

Definicién 1.3.11 Sea X una v.a. que solo toma los valores 0 y 1.5e dice que X sigue
una distribucion Bernoulli con pardmetro 6 si su funcion de densidad de probabilidad
esta dada por

px(r) = 0°(1 — 0) ", (1.2)
donde 6 € [0, 1].

X tiene valor esperado 6 y varianza 6(6 — 1).

Definicién 1.3.12 Sea X una v.a. que toma valores en el intervalo (0,1). Se dice que
X sigue una distribucion beta con pardmetros o y B si su funcion de densidad de
probabilidad estd dada por

o 1(1 )B—l
= 1.3
fxla) = g — (1.3
donde a >0, >0 y B(a,5) = fol 11 — x)fLdx.
af
X tiene valor esperado —%— 5y varianza GIBRa A"

De la definicién anterlor se sigue que el kernel® de una distribucién beta esta dado por

e O N L

1.4. Vectores aleatorios y sus distribuciones

Ahora se extenderd el concepto de v.a. con valores reales a v.a. con valores en R”, a tales
funciones se les llama variables aleatorias multidimensionales o también vectores
aleatorios. También se estudiaran varios conceptos relacionados con estas funciones.

Definicién 1.4.1 Un vector aleatorio de dimension n es una funcion X : 2 — R" dada
por X = (X4, Xy, ..., X,,), donde cada coordenada X1, Xs, ..., X,, es una variable aleatoria.

Definicién 1.4.2 Se dice que el vector aleatorio (X, X, ..., X,) es discreto si cada
coordenada que lo conforma es una variable aleatoria discreta, y se dice que es continuo
en caso de que cada coordenada sea una vartable aleatoria continua.

A continuacion se define la funciéon de distribuciéon conjunta de un vector aleatorio y la
funcién de distribucién acumulada (f.d.a.) de un vector aleatorio. Estos conceptos son
completamente analogos al caso unidimensional.

3El kernel de una distribucién de probabilidad es la parte de la f.d.p. que solo depende de la v.a.
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1.4. Vectores aleatorios y sus distribuciones

Definicién 1.4.3 Sea X = (X1, Xy, ..., X,,) un vector aleatorio discreto. Se dice que la
funcionp : R™ — [0, 00) es la funcidn de densidad conjunta de las variables X1, Xo, ..., Xp,
si para A subconjunto del conjunto de valores que puede tomar el vector aleatorio se
cumple,

Pl(z1,2a,...,24) € Al = prl,..,xn (1,22, ..., k)
A

donde ) , px,.. . x, (T1,%2,..., %) significa simese la funcion p para todos los puntos de
A.

La funcién de densidad p cumple las siguientes dos propiedades:
a) pxy..x, (1, o, ) >0, 1, ...,2, € R.

b) le ..~2anX1,...,Xn(I1, ,;l;n> = 1.

Definiciéon 1.4.4 Sea X = (Xy,...,X,,) un vector aleatorio continuo. Se dice que la
funcién integrable y no negativa fx(x1,...,2,) : R® — [0,00) es la funcidn de densidad
de probabilidad conjunta de las variables X1, ..., X, si se cumple la igualdad,

by by
Pla; < Xy <by,.0ya, < X, <b,) = / Ixyx, (X1, ey ) dTy,...dxy,

al an

cona; <b,i=1,...,n.

La funcién de densidad f cumple las siguientes dos propiedades:

a) th--,Xn(:L‘h ,l’n) Z 0, T1yeeey Ty - R

En esta tesis a la funciéon de densidad de probabilidad conjunta de X4, ..., X,,, se llamara
simplemente funciéon de densidad conjunta de X, ..., X,,.

Definicién 1.4.5 Sea (X1, ..., X,,) un vector aleatorio discreto o continuo. La funcion
de distribucion acumulada del vector (X, ..., X,,) es la funcion Fx, . x,(z1,...,2,) 1 R —
0,1], dada por:

FXl,...,Xn(-rla ,.Z'n) = P(Xl S Xy, ...,Xn S an), V(Z’l, ,Z’n) & R™.

En particular si (X7, ..., X,,) es un vector aleatorio continuo, la funcién de distribucién

13



1.4. Vectores aleatorios y sus distribuciones

conjunta de X4, ..., X,,, estda dada por

1 Tn
FX1,...,X7L(:E17"'7:BTL) :/ / .le,...,Xn(tb---atn)dtn'"dtl-

Por lo tanto, la funcién de densidad conjunta fy, . x,(z1,...,2,) se encuentra
diferenciando FY, . x,(x1,...,2,) con respecto a 1, ..., T, es decir,

le,...,Xn (:Ul, ey ,I‘n) =

Definicién 1.4.6 Sea fx, . x,(z1,...,2,) la funcion de densidad de probabilidad
conjunta del vector aleatorio continuo (Xi, ..., X,). Se define la funcion de densidad de
probabilidad marginal de la variable aleatoria X; como sigue

le(xz) = / / fX1,...,Xn (t17 ey tn)dtl cee dti_ldti_,_l cee dtn

Se puede verificar que las funciones de densidad marginales son efectivamente funciones
de densidad univariadas.

Sea X = (Xj, Xy,..., X)) una variable aleatoria k-dimensional. El valor esperado de X;
para cualquier i = 1,2, ... k se designa por F (X;) y se define por

E(X;) = Z Z e ZXile,...,Xk (21,...,2) ,

X1 X X

si X es discreta, y por

E(XZ»):/ / / Xof (X1,..., X)) dX1dXs ... dX,,

si X es continua.

1.4.1. Variables aleatorias independientes

En la seccién (1.2) se hablé acerca del concepto de eventos independientes. Si se
quisiera extender la definiciéon de independencia a variables aleatorias, intuitivamente se
puede decir que, las variables aleatorias X y Y son independientes si cada
acontecimiento que implica solamente a X es independiente de cada evento que
involucra so6lo a Y. A continuacién se enuncia con precision el concepto de
independencia entre variables aleatorias continuas. Las siguientes definiciones son
analogas para el concepto de independencia entre variables aleatorias discretas.

14



1.4. Vectores aleatorios y sus distribuciones

Definicién 1.4.7 Sea (Xi,...,X,) un wvector aleatorio continuo. Se dice que las
variables aleatorias Xi,...,X, son independientes si la funcion de densidad de
probabilidad conjunta fx, . x,(x1,...,2,) es igual al producto de las n funciones de
densidad marginal correspondientes a cada variable X; para i =1,...,n, esto es,

th--.,Xn(xla ey .Tn) = H sz‘ (.1'1),
=1

para todo (xy,...,x,) € R™

Una forma alterna de definir la independencia es mediante la funcién de distribucién
conjunta. Ambas definiciones son equivalentes, se dice que un conjunto infinito de
variables aleatorias son independientes si cualquier subconjunto finito de ellas también
lo es.

1.4.2. Algunas distribuciones de vectores aleatorios

La distribucién normal multivariada es una distribucién de probabilidad de un vector
aleatorio continuo, dicha distribucién serd de gran utilidad para el desarrollo de esta
tesis. A continuacién se enuncian algunos conceptos previos a definir cuando un vector
aleatorio tienen una distribucion normal multivariada.

Definicién 1.4.8 Sea X = (X1, Xs, ..., X,,) un vector aleatorio continuo n-dimensional.
Se dice que X tiene una distribucion normal multivariada si su funcion densidad de
probabilidad esta dada por

1

e e R R )
(271-)71/2‘2‘1/2 )

fx(x) =

donde x = (1, ....,2,), p = (E(X1), E(X2), ..., E(X,)) y ¥ es la matriz de varianzas y
covarianzas, es decir ¥;; = Cov(X;, X;), y se denota como X ~ N(u, ).

Definicién 1.4.9 Sea X = (0,0%) un wvector aleatorio tal que 6 € (—o00,00) y
o2 € (0,00). Se dice que X tienen una distribucién conjunta normal gamma inversa
con parametro de ubicacion p, parametro de forma o, pardmetro de escala B y donde A
es un escalar si su funcion de densidad de probabilidad estd dada por

Pt o) = 22 O e { L e )],

donde p €R, >0, A >0y S >0,y se denota como X ~ NGI («a, i, A, 3) .
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1.4. Vectores aleatorios y sus distribuciones

Se nota, de la definicién anterior, que el kernel de una distribuciéon normal-gamma inversa
esta dado por

(0®) ™" exp {—% (MO — p)* + 5)} .

Una distribucién que serd de utilidad para el desarrollo de esta tesis es la distribucién
Wishart-Inversa que se define a continuacién.

Definicién 1.4.10 Sea X = (X;,...,X,,) donde cada X; es un vector aleatorio de
dimension n, con esto X es una matriz de dimension n X n definida positiva. Se dice que
X sigue una distribucion Wishart inversa con matriz de escala T y vy grados de libertad
st su funcion de densidad de probabilidad estd dada por

|

—3(r+n+1) _1 -1
donde v > n — 1 y 7 es una matriz de n X n definida positiva, tr(-) es la traza de una
matriz, ['y, es la funcion gamma multivariante y se denota como, X ~ WI(t,7).

Mediante el uso de la definiciéon de valor esperado se puede probar que,

-
EX)=———.
(X) y—n—1

Definicién 1.4.11 Sea X = (X3, Xy, ..., X,)) un vector aleatorio continuo p-dimensional.
Se dice que X tiene una distribucion t de Student multivariante si su funcion densidad
de probabilidad estd dada por,

Ll(v+p)/2] 1 e ~(v+p)/2
1+ —(x—p)' 7 (x -
T(o 22| s[i2 | C(x—p) (x — p) ’

donde el pardmetro de ubicacion p es un vector de valores reales, p = (i1, ..., 1p), la
matriz de escala 3 es una matriz real definida positiva de p X p y v > 0 es un numero
real, representa los grados de libertad*. Se denota como X ~t, (u, ).

Definicién 1.4.12 Sea p un vector aleatorio que sigue wuna distribucion normal
multivariada con media p, y matriz de varianzas y covarianzas %E, donde X tiene una
distribucion Wishart inversa con parametros (¥,v). (u,X) tienen una distribucion
conjunta normal Wishart inversa si su funcion de densidad conjunta estd dada por

)\D/2‘\I,’u/2‘2’,v+§+2 {
p

1 -1 _i _ Ts—1/,, _
(27)P122 T (%) —Str (X)) = S (- pg) BT (p uo)}.

2 2

4Los grados de libertad se definen como el nimero de observaciones independientes menos el ntimero
de pardametros estimados o restricciones impuestas en el modelo.
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Se denota como (pu,X) ~ NWI(po, A, ¥, v).
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Capitulo 2

Estadistica bayesiana

La estadistica bayesiana es una metodologia sustentada en un conjunto de axiomas, que
permite realizar inferencias coherentes acerca de variables que presentan aleatoriedad.
Esta basada principalmente en la interpretacién subjetiva de la probabilidad y en el
teorema de Bayes (Nunez-Antonio y Castillo, 2014). Su objetivo es brindar una
herramienta para el correcto andlisis de la informaciéon y con esto, poder tomar
decisiones razonables sobre la mejor forma de actuar. A lo largo del siguiente capitulo,
se explica cudles son las interrogantes a las que da respuesta la inferencia bayesiana, asi
como los ingredientes necesarios para lograr esto y las distintas opciones que nos
proporciona el enfoque bayesiano para modelar de una mejor manera nuestra
informacion. Los conceptos de este capitulo se tomaron de Correa Morales y
Barrera Causil (2018), Gelman et al. (1995), Gutiérrez y Zhang (2021), Nufiez-Antonio
y Castillo (2014), Rangel (2015), Mendoza y Regueiro (2011).

2.1. Inferencia bayesiana

La inferencia bayesiana tiene como objetivo obtener informacién acerca de los valores de

k cantidades desconocidas
0 - (91, 92, ceey Qk),

con k mayor o igual que uno. Para lograr esto se debe tener informacién a priori, la cual
debera estar expresada en términos de una funcién de densidad de probabilidad

pg(@).
De la misma manera, se debera contar con n observaciones
Y= (yh Y2, .-y yn)a
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2.1. Inferencia bayesiana

del vector aleatorio Y = (Y1,Ys,...,Y,), cuya distribucién de probabilidad tiene como
parametros a las k cantidades desconocidas. Las componentes de Y son variables
aleatorias, luego la dependencia de Y puede ser expresada en términos de una funcién

de densidad de probabilidad
pyie(y|6).
Se busca una manera de expresar el estado de informacién acerca de 6 teniendo en cuenta

la informacién a prior: y la distribucién de probabilidad de los datos observados. Para
lograr esto, se utiliza el teorema de Bayes del cual se tiene,

o pey)(0,y) _ po(0)pya(y|0)
oy OW) =" o)

donde py (y) = [, po(0)pyo(y|@)dO. Nétese que py(y) no depende de € cuando se fija
a y, por lo que puede ser considerado una constante respecto a 6. Esto produce que la
ecuaciéon anterior se escriba como,

p0|Y(9|y) X pe(e)py\e(wm-

Nétese que cuando se ve a pyjg(y|@) como funcién de €, se obtiene la funcién de
verosimilitud

L(0ly) = pye(y10),

a partir de la cual se obtiene la funcion log-verosimilitud

1(0ly) = log(L(6ly)).

Asi, definiendo a pg(@) como la funcién de densidad de probabilidad a priori de 6 o
distribucién a priori y a pey(0|y) como la funcién de densidad de probabilidad a
posteriori de @ o distribucion a posteriori, se puede pensar en el teorema de Bayes de
una manera mas sencilla de recordar

distribucién a posteriori «x distribuciéon a prior: x funcién de verosimilitud.

La notacion utilizada hasta aqui es general en el sentido de que no hace distincion entre
variables aleatorias continuas o discretas. Sin embargo, de aqui en adelante se usard la
notacién respectiva para v.a continuas y v.a. discretas. Ademads se hara referencia a 6
como el vector de parametros de interés.

2.1.1. Teoria de la decision

En el ambito bayesiano, la estimacion del valor del pardmetro @ depende de las
observaciones de Y, en este sentido se puede pensar en la estimacién del parametro
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2.1. Inferencia bayesiana

como una funcién que depende de las observaciones (A(Y)). Dentro de la teoria de la
decisién a esta funcién A(Y) se le conoce como regla de decision.

Ya que el parametro posee cierta incertidumbre, el echo de proporcionar una estimacion
para este, trae consigo un grado de falla. Para formalizar esto, se define la funcién de
pérdida L, la cual depende de la estimacién y del parametro estimado, L(A, #). Dicha
funcién de pérdida le asigna a cada pareja (A,0) un numero real positivo, el cual
cuantifica la pérdida que se tiene de la estimacion respecto al parametro.

En general, se busca una estimacion que minimice la pérdida. Sin embargo, esta accién
no se puede realizar de manera directa ya que la funcién de pérdida depende del
parametro @ el cual se puede pensar como una variable aleatoria. Por ello, la
herramienta fundamental que se tiene para obtener informacién acerca del parametro @
es su funciéon de densidad a posteriori pgjy (6|y). Esto da paso a que se defina el riesgo
R como,

R=E(L) = [ L(4.6)p0v (60| y)i6

Esto lleva a que se busque la estimacién que minimice el riesgo R (Gutiérrez y Zhang,
2021).

Supongase que se desea estimar un parametro de interés 0 en el contexto de la estadistica
bayesiana y se denota la funcién de densidad a posteriori de @ como pgjy (6 | y), entonces
si se utiliza la funcién de pérdida cuadratica !, el riesgo asociado serd

R=FE(L(A 0)=E[(A-6)] =E [A2 — 240 + 92} = A’ —2AE[0) + E [6?]
= A’ —2AE[0) + E [6°] — 21+ (E[6))*
= A —2AE[6 ] ( 0 ])2+Var( )

= (A - E[6])* + Var(6),

que se minimiza si A = F(0). Es decir, la mejor accién para estimar 6 es utilizar su valor
esperado tomado con respecto a la distribucién posterior pgjy (0 | y).

2.1.2. Estimacion bayesiana

El enfoque bayesiano, ademés de especificar un modelo para los datos observados y =
(y1,---,yn) dado un vector de pardmetros desconocidos @ = (64,...,0), usualmente en
forma de densidad condicional pyje(y | ), supone que @ es una variable aleatoria y
que tiene una funcién de densidad a priori pe(80), que depende de pardametros fijos, los
cuales se conocen como hiperparametros. De esta forma, la inferencia concerniente a @ se
basa en una funcién de densidad posterior o a posteriori pey (6 | y) (Gutiérrez y Zhang,
2021).

La estimacion bayesiana se puede separar en dos etapas:

La funcién de pérdida cuadratica se define como (A — 8)2.
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e Antes de la recoleccién de los datos, en donde el usuario propone, basado en su
conocimiento, experiencia o fuentes externas, una distribucion de probabilidad
previa para el parametro de interés. Con esta distribucion es posible calcular
estimaciones puntuales y por intervalos con el fin de confirmar que la distribucién
a priort propuesta se ajusta al problema de estudio.

e Después de la recoleccién de los datos. Siguiendo el teorema de Bayes, el usuario
actualiza su conocimiento acerca del comportamiento probabilistico del parametro
de interés mediante la distribucién a posteriori de éste. Con esta distribucion es
posible calcular estimaciones puntuales y por intervalos justo como en el enfoque
frecuentista.

Inferencia a posteriori

Una vez recolectados los datos, se actualiza el estado de informacion acerca de 6. Se
puede calcular la probabilidad a posteriori de que @ esté en la regiéon G dados los datos
observados como

POCG|y) = /G Poiy (0| )d6.

También es posible calcular la estimacion puntual para el vector 8 dados los datos
observados. La cual estda dada por alguna medida de tendencia central para la
distribucion pejy (€ | y). En particular, si se toma una funcién de pérdida cuadratica,
entonces se tiene que un buen estimador puntual es,

A

0=FE@0|y) = /eﬂpg|y(0 | y)do.

La regién C' de 100 x (1 — «) de credibilidad es tal que

l—a<Pr(@cC|y) Z/paw(O | y)d6.
C

2.2. Distribucién a prior:

La eleccion de la distribucién a prior: es un paso crucial dentro del anélisis bayesiano, ya
que esta afecta directamente a la distribucién a posteriori tal y como se puede observar
en el teorema de Bayes. La distribucion a priori es la encargada de describir de manera
adecuada el estado de informacién que se tiene de los pardmetros de interés. Por ejemplo,
si se cree que un parametro toma valores cercanos a 74 entonces la distribucion a prior:
debe de tomar valores cercanos a 74, como podria ser una distribuciéon normal centrada
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2.2. Distribucion a priori

en ese valor. Por otro lado, también se debe considerar que al momento de realizar los
calculos de las distribuciones a posteriori, existen distribuciones a priori mas sencillas de
manejar. A continuacién se presentan algunos tipos de distribuciones a priori.

2.2.1. Distribuciones a prior:t no informativas

Existen situaciones en las que no se quiere introducir informacién en la distribuciéon a
PTIoTi, porque

e No se sabe nada sobre el comportamiento de los parametros de interés.

e Se quiere ser objetivo.
En estas situaciones se tienen que elegir distribuciones a priori no informativas
(Correa Morales y Barrera Causil, 2018). El objetivo de las distribuciones a priori no
informativas es que la distribucion a priori tenga un impacto minimo sobre la
distribucion a posteriori de los pardmetros de interés. Esto se traduce a que la
distribucion a priori sea relativamente plana respecto a la funcién de verosimilitud. De

esta manera, los datos tendran una mayor influencia sobre la distribucién a posteriori, y
por tanto, en todas las inferencias que de ella se obtengan.

Estas distribuciones no informativas se clasifican en dos grupos:

e Propias: cuando la distribucién de probabilidad integra a una constante finita, se
dice que es propia.

e Impropias: una distribucién pg(0) se dice impropia si

[morio

Notese, que el uso de distribuciones a priori impropias puede conducir a distribuciones
a posteriori impropias. En ese caso se imposibilita la opcion de hacer inferencia.

2.2.2. El principio de razén insuficiente

Este principio, que es muy intuitivo, establece que si no hay informacién para diferenciar
entre valores diferentes de @, se debe dar la misma probabilidad a todos los valores.
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2.2. Distribucion a priori

Esto implica considerar una distribucién a priori uniforme para 6. Si el soporte de @ es
infinito, la distribucién a priori impropia, resulta ser,

pe(0) o 1.

Ejemplo 2.2.1 Suponga que se tienen y = (y1,...,Yyn) observaciones de
Y = (\V1,...,Y,), donde cada Y; es una v.a. independiente y que sigue una distribucion

normal con media 0 vy varianza conocida o?, es decir, }Q%N(H,ﬁ). Supongase que
fo(0) < 1, que es la distribucion a priori uniforme (impropia) sobre los nimeros reales.
Ya que las observaciones son independientes, se tiene que la funcion de densidad de
probabilidad conjunta estd dada por:

fyio (Yl0) = frije (12]0) x - x fy, 10 (Ynl0)

— ilj(erQ)_; exp {—T;(% - 9)2}

— (2m0%) " exp {—T; S - e)z} .

i=1

Usando el teorema de Bayes se tiene que la distribucion a posteriori de 6 es de la forma:

foy (0| y) o< fyio(y | 0) fo(0)

x (270%) % exp {—202 S (i - 0)2} 1

Notese que

3

(g — 0)* = 7 — 20ny + n

i=1 =1

y ademas, ya que

n—1

- B
52: (Zy?_nyg)v
i=1

resulta que

Z(yi —0)? = S*(n — 1) + ny* — 20ny +nb* = S*(n — 1) +n(y — 6)* (2.1)

i=1

De aqui
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2.2. Distribucion a priori

_n 1
o 019) 5 (02) Fexp {1 (8- ) + a5 - 0))}
X exp _ L (n(y — 9)2)
202

y, por lo tanto la distribucion a posteriori es:

2
9|Y:y~N<y,U—>,

n

la cual es una distribucion propia. De aqui, la media a posteriori de 0 es y y su varianza
. . 2
a posteriori es =-.
n

2.2.3. A prior: no informativa de Jeffreys

La distribucion a priori de Jeffreys satisface la propiedad local de uniformidad para
distribuciones a priori no informativas, es decir, es uniforme sobre el espacio muestral de
los parametros. Esta a priori esta basada en la matriz de informacién de Fisher.

Definicién 2.2.1 Sea fxjg(z | 0) la funcion de densidad de X dado 0. La informacion
de Fisher, denotada por Z(0), se define como,

7(0) = Ex

0 ? 0?
<%10ng|e($ | 9)) ] = —Ex [@ log fxjo(z | 0)] -

S1 0 es un vector de p componentes, entonces,

0 log(f (= | 9))}
06:00;, |

7(6) = —Ex {

coni,j=1,..,p, y entonces Z(0) serd una matriz de dimension p X p.

Definicién 2.2.2 La distribucion a priori de Jeffreys para el parametro @, se define
como:

pe(8) o< |Z(6)['>.

La distribucion a priori de Jeffreys es localmente uniforme y por lo tanto no
informativa, esta propiedad es til ya que proporciona un esquema automatizado para
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2.2. Distribucion a priori

hallar distribuciones a priori no informativas para cualquier modelo paramétrico,
ademas es impropia para muchos modelos.

Ejemplo 2.2.2 Supdngase que y = (y1,...,yn) son observaciones de Y = (Y1,...,Y,),
donde cada Y; es una variable aleatoria distribuida normal e independientemente con

media 0 y varianza conocida o, esto es, Y}%N(H, a?).
La funcion de densidad de probabilidad conjunta estd dada por

frip(y | 0) = (27702>7% exp {—2L > (wi— 9)2},

2
o
i=1

tomando logaritmo natural, resulta

In (fY\G(y | 9)) =1In ((27”72)_%> - % Z (yi — 9)2-

Luego
-1 n
%ln (fY\G(y | 9)) = @;—2 (y; — 0)
_”—9L'7L(—2-—%2m
202 — Yi
Y
0? n n .
wln (fY\@(y ‘ 9)) = —; = EY [;} _ _;

Ast, por definicion de a priori de Jeffreys se tiene que,

fo(0) x \/g x 1.

Que coincide con la distribucion a priori del Ejemplo (2.2.1), por lo que
2
mYzwa(@i>.
n
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2.2. Distribucion a priori

2.2.4. Distribuciones a prior: conjugadas

Cuando se tiene el problema de hacer inferencia acerca de un conjunto de parametros 6,
la distribucion a priori juega un papel importante sobre las conclusiones a obtenerse. En
ese sentido, el enfoque bayesiano ofrece la posibilidad de que dicha distribucion a prior:
no sea unica y que algunas elecciones resulten més ventajosas que otras al momento de
hacer los calculos involucrados y de expresar la informacién respecto a 6. Esta idea es la
que da paso a la siguiente definicién.

Definicién 2.2.3 Sea Y una v.a con funcion de densidad de probabilidad fye(y | 6),
entonces la familia de distribuciones F = {pe(0)} se dice que es cerrada o
equivalentemente conjugada si cuando la distribucion a priori para @ pertenece a F, la
distribucion a posteriori correspondiente a cualquier muestra aleatoria de Y también
pertenece a F (Mendoza y Regueiro, 2011).

La conjugacion proporciona la seleccion de una clase de distribuciones a prior:
limitada, si la clase es lo suficientemente grande esto puede no ser un gran problema.
En particular cuando fye(y | €) resulta ser una distribucién normal, la familia
exponencial es conjugada para esta (Correa Morales y Barrera Causil, 2018).

2.2.5. Otras alternativas para las distribuciones a priori

Dos alternativas para las distribuciones a priori son la distribucién a priori de maxima
entropia y la distribucién a prior: indiferente. A continuacion se presenta la definicion
de distribucion a priori de maxima entropia.

Definicién 2.2.4 Distribucion a priori de mdxima entropia. Cuando 0 es
univariable y puede tomar cualquier valor sobre la recta real, y la media y la varianza a
priori estdn especificadas, la distribucion a priori de mdzima entropia es la Normal con
la media y la varianza especificadas.

En caso de soporte finito la distribucion de méxima entropia es la uniforme, sin embargo,
cuando existe alguna informacion previa, por ejemplo una media, entonces se construye
esta a priori teniendo en cuenta esta restriccion (Correa Morales y Barrera Causil, 2018).
Considere el siguiente ejemplo, donde el soporte es finito, digamos 61, ..., 0k, con E[f;] =
C, entonces se debe maximizar

k

H=— Zpe (6;) log (pe (05)) ,

1=1
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2.3. Modelo normal con media desconocida y varianza conocida

sujeto a la restriccién,
k
i=1

y que,
k

Zpe (0:) =1.

i=1

Los pg (0;) que resuelvan este problema forman la distribucién de maxima entropfa.

Por otro lado, se tiene la distribucién a prior: indiferente, la cual se puede pensar como
un caso especial de la familia conjugada de una distribuciéon. A continuacién se enuncia
la definicién formal.

Definicién 2.2.5 Distribucion a priori indiferente. Se define que una distribucion
a priori es indiferente si identificando una clase de distribuciones conjugadas se selecciona
una distribucion a priori de esta clase que satisfaga:

e La distribucion a priori debe ser impropia.

o Una <muestra minima necesaria> debe inducir una distribucion a posteriori propia.

2.3. Modelo normal con media desconocida Yy
varianza conocida

Considere datos que pueden modelarse adecuadamente por medio de una distribucion
normal, en este primer caso se asume que la varianza, o2, es conocida y el objetivo es
estimar la media, . Suponga que Y=(Y7, ..., Y},) es un vector aleatorio en donde cada Y; es
una v.a. que sigue una distribuciéon normal con media @ y varianza o2 y son independientes

. iid , ., .
entre si. Esto es Y; ~N(6,0%). Ademds suponga que la distribucién a priori para 0 es
una distribucién normal con media g y varianza o, es decir,

6 ~N (,uo,ag) ,

esto significa que la f.d.p de @ es,

Jo ) = (2nd) s { L0 — o

_ 1
x (03) 2 exp {_@(0 - Mo)2} :

0

Por otro lado, ya que las observaciones son independientes entre si, la funcién de densidad
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2.3. Modelo normal con media desconocida y varianza conocida

de probabilidad conjunta esta dada por el producto de las distribuciones marginales.

fyio (Yl0) = fraje (110) - .. - frojo (al0)

= ilj(QwaQ)_é exp {—T;(?Ji - 9)2}

= (210%)"% exp {—%‘2 Z(yi - 9)2} :

Haciendo uso del teorema de Bayes la distribucién a posteriori de 6 es,

bﬂmwzﬁggﬂzﬁw%gw@

o< fyio (y | 0) fo(0)

Z % (y7 —2y:0 + 6%) + L (0° — 20110 + 115

a5

N | —

1(%2)1m§)> ; %?”

n Z*: Yi | Mo
- —9f | &=t 4 2
(o) -» (Eaeem))
( + ) 6? — 20 :_Qg+"lgﬂo

o of %jh%g ’

el cual es el kernel de una distribucién normal con parametros

{
5|
x exp {_ Z (20 )+ (- zeuo)] }
{
-

DN | — l\'>|>—l M| —

Il

D

>

o}
—N—

|

22+ Sz ko 1
1 y
wrta (A )
0
Por lo tanto
%Z]‘F%Mo 1
0|lY =y~N — ¢ ,
A CEE)



2.3. Modelo normal con media desconocida y varianza conocida

Asi, 0 tiene una media a posteriori

" -
2+ 5zho
n 1
2 T2

y una varianza

n 1 ’
PR
(02 op
De aqui, una estimacion puntual para 6 es su media a posteriors.
Observando la forma de la media a posteriori, se observa que este es una combinacién

convexa entre el estimador cldsico de maxima verosimilitud 0 = 3 y el estimador previo
Op = g, puesto que:

n - 1
~ YT Gzho
Op = 1+L
1
2 73
:£+Ly+£+Lu0
o2 ol o2 ol
o p
o o2 A oh
_ﬂ_i_L C+£+L9P
o2 o2 o2 og

De donde se puede concluir que, para una distribucion fija, entre mayor sea el tamano
muestral n, mas peso tendrd el estimador clésico O en la estimacién bayesiana. De la
misma forma, para un conjunto fijo de datos y, entre menor sea la varianza previa,
02, més certeza se tiene sobre la informacién previa y por consiguiente la estimacion
bayesiana O se acercard mas a la estimacion.

En la Figura 2.1 se muestra el comportamiento de la distribucién a priori, la funcion de
verosimilitud y la distribucién a posteriori fijando los pardmetros py = 5,02 = 0.01,y =
2,02 = 1 y variando a n con n = 5,10,50,200. Se puede observar que a medida que
el tamano muestral n aumente, la funcién de verosimilitud (vista como la funcién del
pardmetro 6 ) se vuelve mas concentrada alrededor del valor de ¢, y en consecuencia, la
funcién de densidad posterior de € se sitiia mas cercana a la funcién de verosimilitud, y la
estimacién bayesiana se acerca més a la estimacion cléasica gy (Gutiérrez y Zhang, 2021).
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2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

n=5 n=10
< .- < .
= A posteriori = A posteriori
e A priori = A priori
™M — == \ferosimilitud ™ - == \erosimilitud
N N

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
] 6
n=50 n=200
< © -
= A posteriori = A posteriori
= A priori 0 - = A priori
™ — == \ferosimilitud == \/erosimilitud

Figura 2.1: Modelo normal con media desconocida y varianza conocida.

2.4. Modelo normal con media y varianza
desconocidas

Considere datos que pueden modelarse adecuadamente por medio de una distribucién
normal, en este caso se asume que la media y la varianza son desconocidas y el objetivo
es estimar a ambos parametros. Suponga que Y = (Y7,...,Y,,) es un vector aleatorio en
donde cada Y; es una v.a que sigue una distribucién normal con media 6, varianza o? y
son independientes entre si. Esto es Y; N (0,0%). Ademés suponga que la distribucién
a priori conjunta para (0, 0?) estd dada por,

f0,02 (67 02) = f9|02(‘9|02)f02 (02)7 (22)
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2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

donde

Ro

2 2
0lo? ~ N (uo, "—) y o? ~ GI (@ @> ,

con kg € R\{0}.

La distribucion muestral conjunta estd dada por el producto de las distribuciones
marginales, esto es,

frioor (yl6,0%) = [[(2ro?) 2 exp {—%ﬂ(yi - 9)2}

Por otra parte, por el teorema de Bayes,

foory (0,0%|y) < fyipo2 (y10.07) foon (0,07).

Sustituyendo la distribucién a priori conjunta dada en la ecuacién (2.2), se tiene

foo2v(0,0°1y) < fyp02 (Y|0,07%) foe2 (0]07) foz (07).

Las tres distribuciones de las que depende la distribucion a posteriori son conocidas.
Por ello, para encontrar la distribucién a posteriori basta realizar el producto de las
tres distribuciones que aparecen en la ecuacion anterior. Para realizar esto, se comenzara
analizando el producto fy,2 (0|0?) f,2 (0). Nétese primero que

2
0|0-2 ~ N (MO; U_> )
Ko
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2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

esto significa que su funcion de densidad de probabilidad estd dada por

fo (0] %) = (2m0%) 2 exp { = 25(0 = po)?}

x (02)_1/2 exp {—%(9 — ,uo)Q} :

De la misma manera, se tiene

202

(m)ag)”o/?
—_— 2
fr2(02) = 2=t (0?) % exp {‘_0}

Por lo que

o (010%) £ (0%) x (0%) s {750 - o} (07) 7 o { -2}

Lo cual es el kernel de una distribucion normal gamma inversa con pardmetros

(V();-l y R0, 1o, VOUg).
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2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

Luego la distribucién a posteriori conjunta de (6, 0?) estéd dada por :

_votl 1
foory (0,0%y) o (02) 2 "exp {—Ttg(ﬁow — 110)” + VOUS)}

() P {520 - 1)+l - 0}

202

u0+1+n
2\ ———5——1

=(0%) exp{—%‘2 [k0(0 — po)? + voop + S*(n — 1)—|—n(y—9)2]}

(2.3)
En seguida, se desarrollarédn las operaciones que se encuentran dentro de los corchetes.

ko (0 — 110)” + o2 + S%(n — 1) + n(g — )?

= ko (0% — 20p0 + 113) + n (5° — 290 + 6%) + voog + S*(n — 1)
= 0% (ko +n) — 20 (Koo + ng) + Kopg + ny* + voos + S%(n — 1)

= (Ko +n) |0% = 29%} + Kopto? +ng? + 100? + 5% (n — 1)
— (ko +n) |62 — QQ(FJONO + ny) n ((/i(),uo + ngj)>2 B (Houo + ngj)2
’ (Ko + 1) (ko +n) Ko +n

+ Kol + ny® + vog + S%(n — 1)

— (ro+n) | (6 Koo + Ny 2_ Koo + Ny ?
0 Ko+ n Ko+ 1N

+ /fo,u% + ngQ + VOUS

+S%(n —1)
B _ 2 N\ 2
Kofbo + Ny Koo + Ny _
= e |(0- (225 ] =Gt (M) o i ek
+ S%(n —1).

Sustituyendo en la ecuacién (2.3) se obtiene,
f0,02|Y(97 02 |y)

_votlen 1
x (%) o 1eXp{_@{KO(Q—M0)2+V003+S2<”_ 1) +n@_0)2ﬂ
NN 2 7\ 2
(ko + ) (9_ </~co,u0+ny)> — (ko +n) (M)
/{0_’_” Kz[)"’n

_votlin 1
= (0'2) 02 1exp{—ﬁ
o
+ Kopg + ny® + voog + S*(n — 1)] },

se tiene que 6 y o2 siguen una distribucién conjunta a posteriori normal gamma inversa
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2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

con parametros (vy, k1, i1, 0%) es decir,

Joo2ly (9,02 ly) = (02)7'}171 exp {—L (/fl (0 — #1)2 + “10%)} )

202
donde
vo+n—+1
V=
2
K1 =kKo+n
_ Kok + 1y
H Ko +mn
N2
, (ko +n) <—”°}io::y> + Kot + ny* + voog + S*(n — 1)
o] = }

Ko +n

Para realizar la inferencia a posteriori de cada parametro se puede proceder de la siguiente
forma:

1. Para hallar la distribucién a posteriori condicional de 6, dada por fo.2y (0 | 0,y), se
debe considerar a 0% como constante fija y conocida, tal como en la seccién (2.3). Basado
en lo anterior, es posible utilizar la siguiente regla de probabilidad

o2y (0,02
Jojo2,y (9 | 02721) = fgj}(gz{() (;7L§/)fY(y) X foo21y (9,02 | y) . (2.4)

La ecuacién (2.4) sugiere que la distribucién condicional a posteriori de
0, foo2y (0] 0, y), se encuentra utilizando la distribucién a posteriori conjunta,
foo2ry (0,0% | y), suponiendo que todas las expresiones que involucren al valor o? se

pueden incluir en la constante de proporcionalidad (Gutiérrez y Zhang, 2021).

Aplicando este razonamiento se puede concluir que la distribucién posterior de @
condicional a (02,Y) estd dada por

0|0? Y =y ~ Normal (,ul,az/ (n+ Ho)) ,

nY+rKo ko

con (= ntro

2. Dado que 0% no depende de ningtin otro parametro entonces, utilizando la distribucién
a posteriori conjunta, es posible encontrar su distribucion marginal a posterior: de la
siguiente forma

forry (07 | y) = /f(9,02|Y) (0,07 | y) do,
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2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

ademas, notese que

N\ 2
Ko 3 K + ny _
(1o — 9)* = — (kon) (Ouo—) + Koy + Ny

Ko+ n Ko+ 1
De aqui,
o (6 1) = [ fosoy (0.6° 1Y) a0
_rotntl 4 1 Kom ~
x(0%) 7 exp {—@ [Voo'g +(n—1)8*+ o n(uo - y)2] }
> n + Ko
X /Ooexp{— 52 (Q—M)Q}d@
~ (02>J02+ L oxp RS o2 + (n— 1)S% + Kon (o — 5)?
252 | 070 Ko+ n Ho
VRO op I DT o (0 — 11)” ¢ df
oo V2702 207
o\ — X0 1 _(n+w) oy
x (0?) exp{ v
Donde (n+wp)of = wog + (n — 1)5 + 2% (g — y)>. La expresién anterior

corresponde a la funcion de densidad de una distribucion gamma inversa con

ntng (ntwo)of )

parametros< 5 s 3

3. Un razonamiento similar se puede formular para el parametro 6; utilizando la
distribucion a posteriori conjunta, es posible encontrar su distribucién marginal «a
posteriori de la siguiente forma

fory (0| y) = /f9,02|Y (0,07 | y) do.

Note que:

Jory (0 | y) = / foo2ry (0,07 | y) do?
0 vo+n+l
[ (=)
X ; 0_2

Haciendo un cambio de variable tal que

" exp {—% [(vo +n) 0% + (ko +n) (0 — 111)°] } do?.

A
2= o donde A= (vy+n)o?+ (ko +n) (0 — ),

36



2.4. Modelo normal con media y varianza desconocidas

por tanto

Asi

vo +n+1
2

1 +1 0 —A Vot
Jory (0| y) (Z) / 2—22(22) ez,

oo
_ vot+n+l vo+n+l _ _
x A 2 / z7 2 Le=2dz
0

S —
Gamma( 044 1)
x A_%n“
vo+n+1
= [(vo+n) o} + (ko +n) (6 — ul)ﬂ o
- _vtntl
i o]
(vo +n) o}
] _vgtnt

2

2
- ( 0~ i )
N Vo +n 0'1/\/f<60+n

que corresponde al kernel de una distribucién t de Student con vy +n grados de libertad,

parametro de localizacion g y parametro de escala \/:01 . esto es,
2
o
0| Y=y~t ,—1 .
| Yy n+vg (Nl Ko +n>

Las distribuciones encontradas permiten estimar directamente los pardmetros 6 y o?
usando las esperanzas tedricas de las distribuciones marginales a posteriori. Por ende, las
estimaciones puntuales son:

f nyY + Kofo
:/'le—
n + Ko
o (w2 (ntwm)el 5 woi+ (n—1)8% + e (uo — 3)”

- = R o] =
[(n+1v) /2] —1 n+vy—2 !

n -+ vy

Los intervalos del (1 — a) x 100% de credibilidad para 6 y ¢ se construyen usando
los percentiles a/2 y 1 — /2 de las respectivas distribuciones posteriores dadas en los
resultados.
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2.5. Modelo normal multivariado conjugado

2.5. Modelo normal multivariado conjugado

Considere datos que pueden modelarse de manera adecuada por medio de una distribucién
normal multivariada, en este caso se asume que el vector de medias 0 y la matriz de
varianzas y covarianzas 3 son desconocidas y el objetivo es estimar sus valores. Suponga
que Y = (Y3,...,Y,) estd conformado por n vectores aleatorios de dimensiéon m cada
uno, donde cada Y; sigue una distribucion normal multivariada con vector de medias 8,
matriz de varianzas y covarianzas X y son independientes entre si. Es decir Yi%lN (6,%).
Ademads suponga que la distribucién a priori conjunta de (8,3) estd dada por

fo=(0,%) = fo= (0 | X) [= (%),

donde

b
0|2NN(90,X) y ENW](TCH,YO))

con A € R\{0}. De aqui se tiene que:

n

frios(y|6,%) = (2m) "2 exp {Z _% (y:—0) =" (4 — 0)}
=1

—-1/2

o (015) = (2m) ™ |7

exp {—% O —0,) =7'A(0— 90)}

1

2|~ Ootmt1) exp {—— tr (7‘02_1)} :

‘7_0|’YO/2
S Il
o, () 2

f=(%)

Basta escribir el producto fois (0 | X) fx (X) para darse cuenta que
(07 Z) ~ NWI (007 )‘a 70, 70) .

Por otro lado, se sabe que la distribucién conjunta a posteriori estda dada por:
Joxy (0,2 y) = friox(y|0,%) X fo£(0,%)
=frios (Y ]6,.X) x fo= (0| X) x fx (X)

n

=(2m) RS2 exp {Z - (y:—0) =7 (i — 9)} X

: 2
=1

—-1/2

2 —m/2
2y |

exp {—% (O—0,) =7'A(0— 90)} X
|7_0|”/0/2

_ m 1 1 -
m’m (ot H)2exp{—§tr (TUE 1)}
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2.5. Modelo normal multivariado conjugado

n

—(vo+mtn 1 _ A _
o [~ +2>exp{2——<yi—efz Ny —0) = 5 (0—0) =7 (6~ 0)

2
1
—5 tr (7'02_1)} .

i=1

A continuacion se analizard inicamente la parte dentro de la exponencial:
n 1 T 1 )\ T 1 1 1
S5 =0T= " w-0)| =5 [0-0)T =00 - S tr (=)

- [Z (v =y —20"S 'y, +07S710) + A (07710 — 20 20 + 6 =10,

=1

+tr (X 71) }

>y STy — 20 ST g+ n0 TS0+ A0TE 10 — 200) 710 + M) B0,

+tr (X 7") ]

(n+X) (0T=710) —2(n0'S 75+ A0 T=710,) + Z gl By 4+ A0 B0,

+tr (X 7") ]

2

(n+\) <9T lg _29Tx"! <ny+)\90>>+ZyTE Ly — 2ngs g

+2n T+ My B0 + tr (o271 }

y+ A0 7+ 16,\ " T
(n+ ) <0T2—19—29T2—1 <M>+<”?/+ 0> 51 (ny+ 0)

n+ A n+ A n—+ A
ngj+100 T 1 n§+)\90 . Te—1 = _Te—1 Te—1-—
( oY ) > Y +;yi2 Yi 21219 STy tny Xy
+ng B+ )\QOTE_IHQ + tr (7’02_1> }
ng+ Mo\ ng + My . ey (7 + Mg
AR > — 2 7)) - >l ==
(”+A)<(0 A > - (ng +29) nt A

> wi— ) BT i —g) g 2T+ M B0+ tr (X )

2
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2.5. Modelo normal multivariado conjugado

(n+ ) (9—

mj+)\90 Tzfl 0 —
n—+ A n—+ A

) + tr [— (ny + )\QO)T >t (—ny + Abo

n+ A

Z (yi — ) +ng BG4+ NI E 0 + X
1 ng+ Mo\ <, ng + Mg
2 (”“)(9_W) >\
i + M0
+tr (— (mjwr)\()) nij + M) +Z — )" +ngy" + Mof] —|-7'0> »-!
1] ng+ Mo\ ng + Mo
=73 <”“>(9 W) > (" EESY
[ on2gyT — 2ang0] — N2000]  (n+A) (ngg")  (n+A) (Md])
+tr || — + +
n+ A n+ A n+ A
‘I’Z ) +7’0> Eil
_ ng+ Mo\ w1 ng + A
2 (n+>\)(0 n+)\> > n—+ A
gy’ — 2 ngf] + Anbyo] - _ _
+tr ( A+° A -0 i —9) 4 | BT
n i=1
ng+ Mo\ ng + My
- _ 0w _
(n+2) (0 n—+ A ) o n+ A
An .
+1 N+n (g —00) (g —6o) +Z )+702
Si se define .
(n=1)8=> (y— 7',
=1
se tiene que
_ + ) ng -+ Mo\ | ng + Mg
0. N (vo+m+n+2)/2 _(n 0 — slig_ 2 7Y
fosiy (0,2 | y) o< |X] exp 5 —— Y

(2
A+n

(F—60) (G — )"+ (n—1)S + TO> 2—1} } |
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2.5. Modelo normal multivariado conjugado

Por lo tanto, definiendo

0, =—————
n+ A
Ap =N+ A
Tn =" + 1N
An
Ty = (5 —00) (J —00)" + (n—1)S + 70,

A+n

se tiene
0,.%|Y =y~ NWI(0n i, Vo, Tn)-

A partir de la distribucion a posteriori conjunta se pueden obtener las distribuciones
marginales a posteriori de cada parametro, la distribucién marginal a posterior: de sigma
esta dada por:

fey(E|y) = /@f@,zlywa2 | y)do

_ T _
OC/ (3| ot 2)/2 o {_(”ﬂ”\) (0 _ny+ )\90) 51 (0 _ny+ )\90)

2 A+n

_ T _
oc/ ||~ Ootman+2)/2 oy {_”+)\ (0 _ny+ )\91) $-1 (0 _ny+ >\90) } 20
e) 2 n+ A n+ A

- exp {—ltr K An (7 —00) (5 —00)" + (n— 1)S+ro) 2‘1] } do

/
€]

~1/2 _ T -1 _
1 ny + Ay by ny + Ao
exp{—§ (0_ n+ A ) (n—i-/\) <0 n+ A b

A+n

X 1/2 1 An

o —(yo+m+n+2)/2 . = = T _ -1
‘)\—i-n 3 exp{ 2tr{(}\+n(y 0o) (g —6y) + (n 1)5—1—7’0)2 1}
» |V2 1 n

2 ~(rotm+nt2)/2 1 T .

x 1 ‘)\—i—n 12| exp{ 2tr{<)\+n(y 0o) (g —6o) + (n 1)5—1—7’0)2 }}
1 N _

oc B 00rmAntD/2 o {—5 tr [()\ e (g —6) (7 — QO)T +(n—1)S+ 7'0) b)) 1} } )

De lo anterior, se puede concluir que la distribuciéon marginal a posterior: de la matriz

Y es
XNY=y~WI(1h,7).
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Donde 3
n
Tnz/\+n(5—90)(§—90)T+(”—1)5+70
/Yn:’)/()"i_n-

Luego, una buena estimacion para 3 es el valor esperado de la distribucién marginal a
postertort dado por

Tn :%(§—90)(§—90)T+(n—1)5+m
Yn—m—1 Yo+n—m-—1 ’

Teniendo en cuenta que la estimacion previa de X viene dada por X, = —2
pre Yo—m—1’

podemos ver que la estimacién bayesiana de X estd conformada por tres componentes:
la estimacion previa ﬁlpre , la estimacion clasica S y una medida de discrepancia entre la
estimacién previa y la clasica de 6. Para encontrar correctas formas de escoger los
parametros previos de 3, por ahora ignoramos el ultimo componente, y vemos que la
estimacion previa ipre v ¥ la estimacion cldsica S entran al cémputo de la estimacion
bayesiana con los pesos de 79 —m — 1 y n — 1, de esta forma, podemos escoger v, tal
que y9 — m represente el nimero de la informaciéon previa, y el valor de 7y se puede
calcular a partir de g y ﬁlpre (Gutiérrez y Zhang, 2021).

Por otro lado, la distribuciéon marginal a posteriori de @ es,

fox@19) = [ fosiv(0.2 | )iz

1
:/ ’2|—(’Yo+m+n)/2—l exp {_5 [tr (7_02—1) + )\(9 - 90)T2—1<9 - 90)+
RMxR™

S (- 0)" 5 (g - )| faz

=1

:/ |2’*('Yo+m+n+2)/QeXp —ltr
RmxR™ 2

o |7 + A0 — 00)(8 — b) " + Z (y: = 0) (v — 6)"

i=1

n

70+ A0 —600)(0—00)"+ > (y:—6) (s —6)"
=1

21} d>

_Jotn+l
2

= To+A(0—Ho>(0—90>T+Z(yz-—y> yi—9) +n@-0)(F-0)"
=+ =15+ - DD O @00
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2.5. Modelo normal multivariado conjugado

_otn+l
2

|t (A1) (0 —6,)(0—0,)"

_Jotntl
2

< |y +A+n)7,1(0—0,)(0—0,)"

__yotn+l

=1+N+n)O—0,)" 77160,

_2otn+l
1 T, 2

1 0—0,)"
+n—|—%—m+1( ) (()\—l—n)(n+%—m—|—1)

)0

Esto significa que la distribuciéon marginal a posteriori del parametro 6 es la distribucion
t de Student multivariante con

T
0Y =y ~tiy-m 6717 -
Y “( (A+n)(n+%—m+1)>

con 0,, = ’\9/&% y T, dado en la ecuacién (2.5).

El anterior resultado indica que la estimacion bayesiana del parametro 6 estd dada por

_ng+/\90_ n

0=0, = J
n+ A n—l—)\y+n+)\

0o

donde se puede observar que 6 se acercara a la estimacién clasica y cuando n es grande
comparado a A, de lo contrario se acercara a la estimacion previa . La varianza posterior
para el i-ésimo componente de 0 estd dada por

Tii n—i-/\—m—i—lN Tii
A4+n)n+vw—m+D)n+r—m—-1(A+n)(n+y—m+1)

var (0; | Y) =

donde 7;; denota el i-ésimo elemento en la diagonal de la matriz 7,.
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Capitulo 3

Inferencia bayesiana sesgada

La inferencia bayesiana sesgada es una propuesta alterna al método bayesiano
tradicional. Su objetivo sigue siendo el mismo que el del método bayesiano tradicional,
sin embargo, cuenta con una variante, la introduccién de sesgos en forma de potencias
en la distribucién a priori y en la funcién de verosimilitud. Esta variante permite
describir de una manera mas acertada los comportamientos de algunos fenémenos que
se observan en la realidad. En este capitulo se muestra de una forma més detallada la
propuesta que ofrece la inferencia bayesiana sesgada, asi como el andlisis del modelo
normal multivariado conjugado bajo este nuevo enfoque se obtiene de manera explicita
la distribucién a posteriori para este modelo asi como las distribuciones marginales a
posteriori de los parametros del modelo.

3.1. Planteamiento

El método bayesiano es una herramienta que permite hacer inferencias para la toma de
decisiones incluso con una cantidad limitada de datos, y tiene éxito donde los métodos
estadisticos tradicionales no han logrado capturar la dindmica inherente. Este método
se ha aplicado en muchos campos de investigacion, como la genética, la lingiiistica, el
procesamiento de imégenes, la cosmologia, la ecologia, el aprendizaje automatico, la
psicologia y la neurociencia (Matsumori et al., 2018).

Sin embargo, segin Matsumori et al. (2018) en muchas situaciones, el comportamiento
real presenta desviaciones respecto a lo obtenido con el método bayesiano. Matsumori et
al. (2018) propone la introduccién de sesgos exponenciales para la explicacién de dichas
desviaciones. Dichos sesgos exponenciales son insertados en forma de dos potencias que
afectan a una distribucién unica, es decir, se inserta una potencia [ que afecta inicamente
a la verosimilitud y una potencia a que afecta tinicamente a la distribucion a priori. De
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3.1. Planteamiento

esta manera la distribucién a posterior: se encontrara de la forma,

pe\y(my) X [py|e(y|9)]5[pe(9>]“,

donde « y 3 son positivos.
Cabe notar que, si a la expresion anterior se le aplica logaritmo se obtiene

In (pejy (8]y)) = BIn (py1e(y|6)) + aln(pe(8)) + cte.

donde ( es el peso del logaritmo de la funcién de verosimilitud, « es el peso del logaritmo
de la distribucién a priori y cte. es el término de normalizacién (Matsumori et al., 2018).
Cuando se le asignan distintos valores a a y a (3 se tiene los siguientes casos,

1. Si a = f =1 se tiene la inferencia bayesiana estdndar (usual), como la mostrada
en el capitulo anterior.

2. Cuando 0 < a < 1 la distribucién a priori es mas plana que lo normal, la
distribucion a priori va teniendo menor influencia sobre la distribucion a
posteriori conforme se actualizan los datos muestrales, la informacion mas remota
se vuelve menos relevante, a este caso se le conoce como olvido.

3. Si a > 1 la distribucién a priori es mas nitida que lo usual, la influencia sobre la
distribucion a posteriori es mayor, el predominio de la informacion mas antigua va
creciendo conforme la informacion se actualiza, a este caso se le llama estereotipo

4. Cuando 0 < § < 1 la distribuciéon muestral es més plana que lo usual, su influencia
sobre la distribucion a posteriori es menor, a este tipo de sesgo se le llama rigidez,
ya que los datos observados afectan poco. Cuando los datos observados tiene datos
atipicos, la distribucion a posteriori puede verse muy afectada por estos datos. La
rigidez disminuye la influencia de estos datos.

5. 51 8 > 1 la influencia de la funcién de verosimilitud sobre la distribuciéon de
probabilidad a posteriori es mayor. A este tipo de sesgo lo llamamos flexibilidad
ya que los datos observados influyen fuertemente en la probabilidad posterior.

La Figura 3.1 ilustra estos casos, cuando S se acerca a oo, la distribucién a posterior:
converge a la moda de la funcién de verosimilitud [el mismo resultado que la estimacién de
maxima verosimilitud (ML)]. Por tanto, la flexibilidad proporciona un método intermedio
entre las estimaciones bayesianas y ML. La regién roja (o < () enfatiza la funcién de
verosimilitud mas que la distribucién a priori, a la inferencia de esta region se le llama
inferencia bayesiana tipo ML. La regién azul (a > f), sin embargo, enfatiza mas la
distribucién a priori que la funcién de verosimilitud, a la inferencia de esta region se
le llama inferencia bayesiana robusta. En la region donde «, pero no 3, esta cerca de
0, la forma de la distribucién a posteriori estda determinada principalmente solo por la
funcién de verosimilitud. En la regién donde 5 (pero no «), esté cerca de 0, la forma de
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B P(D[H) ML estimacion

s

A

Flexibilidad
P(H[D)

M

I

Olvido Estimacion Estereotipo
bayesiana.
(usual)

1-6/\[\_/\_/\4\/\

Rigidez

4

P(H|D) « P(D|H)? P(H)"

Figura 3.1: Comportamiento de la distribucién a priori y la funcién de verosimilitud
para diferentes valores de o y 3.
Fuente: Recuperada de Matsumori et al. (2018)

la distribucién a posteriori estd determinada principalmente solo por la distribucién a
priori. En la regién donde tanto o como [ estan cerca de 0, la forma de la distribucion
a posteriori es casi plana (Matsumori et al., 2018).

3.2. Modelo normal multivariado conjugado

En esta seccién se analiza el modelo normal multivariado conjugado bajo el enfoque de
la inferencia bayesiana sesgada.

Suponga que se tienen datos que pueden modelarse de manera adecuada por medio de
una distribucién normal multivariada, en este caso se asume que el vector de medias 0 y la
matriz de varianzas y covarianzas 3 son desconocidas. Suponga que Y = (Y7, ...,Y,,) estd
conformado por vectores aleatorios de dimension m, donde cada Y; sigue una distribucién
normal multivariada con vector de medias 8, matriz de varianzas y covarianzas 3 y son

independientes entre si. Es decir Yi%N (0,%). Ademés suponga que la distribucién a
priori conjunta de @ y ¥ esta dada por,

fo,2(60,%) = fo= (0| 2) f= (2), (3.1)
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donde,

h
0|X~N|0b)— X~WI .
‘ < 05 )\) y (7-0770) (32)

Teorema 3.2.1 Bajo el enfoque de inferencia bayesiana sesgada con los supuestos dados
en las ecuaciones (3.1) y (3.2), la distribucion a posteriori conjunta de los pardmetros
(0,%) es la distribucion normal Wishart inverza con pardmetros,

9 _nﬁgj—l—a)ﬁo
" nB+al
An =00+ a

Yo =Pn+alyp+m+2)—m—2

anf

s T 00) (500 + 5 = 1)S +am,

Tn =

Demostracion.
Bajo el enfoque de la inferencia bayesiana sesgada se sabe que la distribucion a posteriori

esta dada por,

foxy (0,2 y) Z[fY\o,z(y | 6, E)]B X [fe,z(eaz)r

~[rriosw10.9)] x [fax012)] )]

n B
= | (2m) """ 2B exp {Z —% (y: —0)" =" (y; — 0) }] X

i=1

» -1/2
2 —m/2 =
2y |

exp {—% (0 —0)" 7N (0 — 90)}] ) X

«

|70 ’70/2

P, )
O(| ) ’—(,Bn+a(1+'yo+m+l))/2

1 1 _
D {‘5 tr (70X 1>}

exp{ﬂZ—— . —0)T (i—e)—%(e—eo)Tz—lA(e—eo)

e}
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Definiendo a N = a\ y 1) = amy, el argumento de la exponencial se puede reescribir
como,

X _ 1 e
BZ__ i —0) =7 (y, yi—6) -5 (6 00)" 37O~ 0y) — 5 tr (2 7)
=3 [g > W'Z Ty —20"S "y +67S70) + X (0TS0 — 20 210 + 6] =)

+tr (gX7")

BY =y — 2P0 S+ nBOTS IO+ NOTE 0 — 2X0; 510

+N0y =710 + tr ()X 7) }

(nB+X)8TS 0 —2(nBO Sy + NOTS0,) + 8yl =y,

+N Oy 70 + tr (75E7) }

N aTs-1g  opTs—1 (BT +Nbo ~ -1,
(n5+A)<0 519 - 20"s (—nﬂ+)\’ +ﬁ;yi2 .

—2nBy =4 2By BTG+ NOg B0y + tr (p= 1)

_ 2 N (oTs 19 —ogTs 1 (PN
= 2[(716—1-/\)(02 0—20"% RYERY

(nﬁy - wO)T - (nﬁy -+ /\’90) B (nﬁy - Xeo) ! . (nﬂy + wO)
npB+ N npB+ N np 4+ N np+ N

+8 Sy - 283 g Sy 4 0By =g 0By S g 4+ NOJ S 00+

=1 i=1

tr (g2 )
(e )
X0
(nBy + X6o)' 5™ (nﬁyﬁi v 0) B Z g )+ 0By =g

Nog S0 + tr (527") }
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_ : nBy+ N0\ nBiy + N,
== (n6+A)<0——nﬁ+X ) b <0_—n5+>\’ )

8> (=) T (i —9) + 0By TG+ NGB0y + B

nfy + /\’90)T »-1 <g _npy+ A’90)

(nf+X) <9_ nB+ N nB+ N

2

nBy + N6 o -

S-ou-ovd)e ]

Manipulando algebraicamente el argumento de la traza, se obtiene:

tr

nB+ N nB+ N nB+ N

(—(nﬁ)Zgng — 2Xnfghy — N6y | (nS+X)(nfgg") | (nF+N) (N6oby)

+03 Z —5) + TO> !

N n
<)‘/ fiﬁ (5= 00) (7 —60) + ﬁizl (wi—9) (wi—9) + 7'6) >t

Definiendo  (n —1)S = Y0 (vi —9) (yi — y)" y sustituyendo en la distribucion a
posteriori conjunta, resulta:

fH E|Y(0, » ‘ y) x ’2’7(5n+o¢(1+'yo+m+l))/2

(nB+XN) (18I + N0\ oy ([ nBY+Nbo
exp{‘T (0= x) = (-5

ol (o) 2]}
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Si se hace,
npy+ N6y  npy+ arby

n= nf+XN  nf+al

A =08+ N =nB+a

Yo =Pn+a(y+m+2)—m-—2

)\/
= fiﬁ (7 —0) (5 — 60)" + Bn—1)S + 7
A
_ % (= 60) (T — 60) + B(n— 1)S + a,

se tiene el resultado buscado, por lo tanto,

0.X|Y =y~ NWI(0n, i, Vn, ) A

A partir de la distribucion a posteriori conjunta se pueden obtener las distribuciones
marginales a posteriori de cada parametro. El siguiente teorema muestra como conseguir

la distribucién a posterior: marginal de 3 a partir de la distribucion a posterior: conjunta
de (60,%).

Teorema 3.2.2 Con las hipdtesis del Teorema (3.2.1), la distribucion a posteriori
marginal de 3 es la distribucion Wishart inversa con pardmetros (T, Yn)-

Demostracion.
Por definicion, se sabe que la distribucion marginal estd dada por,

fey(Ey) = /@f@,my(@, 3 | y)do

— / |35~ (Brtatrotmt1)/2 o (B +aX) g _ Py +arb ! 51 (g _ MY+ My
© 2 nB + al nB + al

—% tr KM (5 —60) (5 — 00)" + B(n—1)S + cwg) 2‘1] }dé)

a\ +np
- A nBy+ Aaby\ | nBy + Aaby
3|~ (m+m+2)/2 _5n to — 1 =g 7
OC/@| | exp{ 2 o nb + A o nB + a0
1 ain
- exp {—5 tr [(ﬁ (?j - 90) (ﬂ - eo)T + ﬁ(n — 1)5 + OéTo) 2_1:| }
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O(/ > *1/2ex _1(g_ nBy+ Nty T o\ g 1BI+ Mt |
o |nB+ ai P 2 np + A np + A np + Ao
1/2
> (|t 2)/2
nf + A
1 anfp _ T 1
exp{ §tr {(—a)\ B (y—06o)(y—0y) +pB(n—1)S+ om‘o) b } }
1/2
o 1- ‘_Aj—] |E|—(vn+m+2)/2
n
1 ain

oc B0 FmAD/2 oxy {—% tr [<% (7 —60) (7 —60)" + B(n—1)S + aTo) 2_1} } :

La expresion anterior corresponde a la funcion de densidad de una distribucion Wishart
inversa con parametros (T,,vn), esto es,

Y =y~WI(r,7Tm).

A partir de aqui, se sabe que una buena estimacion puntual de la matriz de varianzas y
covarianzas es el valor esperado de la distribucién marginal a posteriori dado por

Tn ::aA+nB
Yo —m —1 pn+a(yp+m+2)—2m—3

ainf (g___eo)(g __GO)T_+_5<H/—-1>5'+'&7b

Teniendo en cuenta que la estimacion previa de X viene dada por X, = —2
P 'yofmfl’

podemos ver que la estimacion bayesiana sesgada de X estd conformada por tres
componentes: la estimaciéon previa f)pre, la estimacion clasica S y una medida de
discrepancia entre la estimacion previa y la clasica de 6. Este ultimo termino se
incorpora con un peso de aoj\’:f‘fﬁ, la estimacién previa ﬁ)pre y Yy la estimacién clasica S se
anaden al computo de la estimacién bayesiana sesgada con los pesos de a(yg —m — 1) y
B(n — 1). Esto significa que si se le da un mayor peso a la funcién de verosimilitud, la
estimacion clasica tendra mayor influencia sobre la estimacién bayesiana sesgada, por
otro lado, si se le da mayor importancia a la distribuciéon a priori, la estimacion previa
tendra mayor influencia sobre la estimacién bayesiana sesgada. Sin embargo, a medida
que crecen oy ( la discrepancia entre la estimacién previa y la estimacién clasica de 0
también va creciendo. Suponga que se fija el valor de « y se hace crecer a 3, el valor de

anfB . . .

axinp VA a converger a a. Si por el contrario, se fija el valor § y se hace crecer a «, el
ainf

valor de S3== 5 converge a nps.

Por otro lado, a partir de la distribucién a posteriori conjunta, se puede mostrar que la
distribucién marginal a posteriori de 6 es la distribucion ¢ de Student multivariante, esto
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se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3 Con las hipdtesis del Teorema (3.2.1), la distribucion a posteriori
marginal de 0 es la  distribucion t de  Student  multivariante  con
v=_0n+a(w+m+2)—2m —1 grados de libertad y pardmetros

Tn

(nB+aN)(Bn+a(y+m+2)—2m—1)

0, vy

Demostracion.
Por definicion, la distribucion marginal de 0 estd dada por,

fore (0| y) = / foxiy (6.3 | y)dS

R™Mx R™
= / |g|—(ﬁn+a(w+m+2))/2
R™Mx R™

(nfB + al) nBy +aro\ ' npy + alty
eXp{_ 2 (0_ nB +al > > (0_ np + a )

1 ain 1
-3 tr Kﬁ (7 —60) (7 —60)" + B(n—1)S + cm'o> - ] }dz

_ / (3| Brtarotm2))/2
R™Mx R™

U = T
oo S (o e (025

nB + a nB + ai

% (g —6o) (y — HO)T +8(n—1)S+ om;) »! }dE.
[ e (o MY (L
O ) 0 B S an| B
o {—gir| (- (0 222 L) (o 22 )|
+ % (T —00) (5 — 60) " + B(n—1)S + 0470) = }dE.
(nB+a) (e -yt gﬁizig()) (e - —”ffﬁio‘ofof
S )0 oS an|
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:/ 2*(5n+0‘(¢0+m+2)7m—1)m/2
R™x R™

nby + arbo npy + aro) ainfg  _ _ T
— | |0 ——— _QAnp g .
nﬁ“f—Oé)\ ) ( nﬂ+a)\ +Oz)\+n5 (y 0)(y 0)

(Bn+a(yo+m~+2)—m—1)/2
| 3|~ (Brtaltiotm+2))/2

(nB + a\) (9 -

+ B(n —1)S + an

! nB7 + oMy B+ Mo "
ool (o eon o- 2550 (-3

A
% (7-60) (5= 00) +B(n—1)S+ a70> % }dz,
nfy + arbo nBy + ardy\ "
v (1= S0 (- )
adn —(Bnta(yo+m+2)—m—1)/2
o T80 =80T+ B = )3 + o

9(Bnta(gotm+2)—m—1)m/2

-1
:/ <Fm (ﬁn +« (70 +m + 2) —m — 1)) 2—(5n+a(¢0+m+2)—m_1)m/2
R™xXR™ 2

nBy+ado (y_ nBy+aNy) anf
np + al n8 + a oAt D

(Bn+a(yo+m+2)—m—1)/2
|3 —(Bnta(r0+m+2))/2

(5 —6o) (§— 00)"

(nB + a\) (9 -

+B(n_1)s+ Ty

L nBy + o\, nBy + arbo\ "
exp {—5 tr [((nﬂ + a)) <9 — W—M) (0 B m)

an
SRS = 60) (7= 60) + Bl — D)5 + ) 5 }dz.
nﬁy + oz)\QO nﬁg + oz)\QO T
(nﬁ—l-a)\)(ﬁ DY )(9 o
—(Bn+a(yo+m+2)—m—1)/2
an
ﬁ (7= 00) (7 = 60)" + B(n—1)S + amy
Fm <6n +a (70 +m + 2) —m — 1) 2(’8”+a(¢0+m+2)7m71)m/2
2

La expresion antes del diferencial de X es la funcion de densidad de una distribucion
Wishart inversa cuya integral es 1. La expresion después del diferencial de ¥ es
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proporcional a,

nBy + aro nBy + M\’
oc(n5+oz)\)(9 RS )(0 e B
Anj _ Bnta(ygtm+2)—m—1
an - ) . :
i aX+nf (¥ —60) (¥ —bo) +pB(n—-1)5+ 047'0'
ﬁ_ + MO B_ + 20 T _ Bnta(ygtm+2)—m—1
= _nBy+ad (g 1By +addy ;
_(n6+aA)(9 nB+ al )(9 G o ) + 7,

_ Bnta(yg+m+2)—m—1
2

_ nfBy+ arby 0_ nBy + alby T e
nB + a nB + a

=|1a| |[(nB + a)\)Tn_l (0

_ Bnta(vg+m+2)—m—1
2

9

By +arh (o 1B+ ary i ,
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en la expresion anterior el término
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es un vector de dimensién m x 1, por lo que se puede aplicar la propiedad |I +uv'| =
1+ u'v, asi la expresion anterior es igual a,
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Por lo tanto,

Tn

(nﬁ+04)\)(ﬁn+a(’yo+m+2)—2m—1)) -

O‘Y:ywt,,(ﬁn,

%)



3.2. Modelo normal multivariado conjugado

El anterior resultado indica que la estimacion bayesiana sesgada del pardmetro 6 esta

dada por

0—0 _nBy+raby  nf Ao 0
" nB+ n5+/\ozy+n/8+)\oz 0
en donde se puede observar que la nueva estimacién estd dada por un promedio del
estimador clasico y y la estimacién previa #y. Note que el sesgo que afecta a la
verosimilitud aparece como un peso del estimador clasico y el sesgo que afecta a la
distribucion a priori aparece como un peso de la estimacién previa. En este caso si se
fija el valor de a y se hace crecer a ( la nueva estimacion va a converger a la estimacion
clasica, por otro lado si se fija el valor de 5 y se hace crecer el valor de «, el valor de la
nueva estimacion converge a la estimacién previa.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se realizd el andlisis de distintos modelos estadisticos bajo el enfoque
bayesiano, con el fin de familiarizarse y entender el proceso de inferencia dentro de la
estadistica bayesiana. En especifico se obtuvo, la distribuciéon a posteriori marginal del
parametro 6 en el modelo normal con media desconocida y varianza conocida; las
distribuciones a posteriori conjunta y marginales para los pardmetros 6 y o2 en el
modelo normal conjugado y las distribuciones a posterior: conjunta y marginales para
los pardmetros 8 y 3 en el modelo normal multivariado conjugado.

Posteriormente, se analizé la propuesta hecha por Matsumori et al. (2018) estudiando
los distintos casos posibles de la distribucion a posteriori de acuerdo a los valores de los
sesgos exponenciales y se aplic6 al modelo normal multivariado conjugado mediante la
introduccion de sesgos exponenciales en la funcién de verosimilitud y en la distribucién
a priori. Asi, se logré encontrar de manera explicita la distribucién a posteriori
conjunta de los parametros 8 y X, la cual resulto ser una distribucién normal Wishart
inversa. Es aqui donde se tiene el éxito de este trabajo ya que con esto, se logra cumplir
el objetivo planteado para el desarrollo de esta tesis y permite verificar que la hipdtesis
planteada es verdadera. Ademas como un aporte extra a el resultado obtenido, se
encontraron las distribuciones marginales a posterior: de los parametros 8 y X que
resultaron ser una distribucién t de Student multivariante y una distribucién Wishart
inversa, respectivamente.

Uno de los principales aportes de esta tesis es proporcionar de manera detallada los
calculos para poder encontrar las distribuciones a posteriori conjuntas y marginales de
los parametros, asi como proporcionar un analisis tedrico acerca del comportamiento de
las estimaciones puntuales de cada parametro.
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4. Conclusiones

Como trabajo a futuro se pueden abordar otros modelos a partir del enfoque bayesiano
sesgado ademas de mostrar algunas aplicaciones de estos en algunas areas de interés.
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