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Introduccion

Hablar de légica es asociar dicha palabra con el razonar de la vida cotidiana, mo-
tivo por el cual generalmente a la logica se le conoce como el estudio del razona-
miento. Pero realmente hablar de 16gica es mucho mas y nos invita a remontarnos
a la antigliedad, especificamente nos lleva a hablar del Trivium y el Quadrivium.
Estos dos vocablos hacen referencia a las llamadas “siete artes liberales” que se
estudiaban en la antigiiedad y en las primeras universidades europeas a principios
de la Edad Media. Este nombre se debe a que su propésito era dotar al hombre

de virtudes intelectuales y hacerlo libre mediante el conocimiento.

El Trivium cuyo significado es tres vias o caminos, comprendia las materias:
gramatica, retérica y logica. Estas disciplinas equipaban a los estudiantes con
las herramientas necesarias para poder aprender por si mismos y seguir con los
estudios del Quadrivium cuyo significado es cuatro vias o caminos y se encargaba
de estudiar: aritmética, geometria, astronomia y misica. Mencionamos todo esto
precisamente para evidenciar la relevancia de la légica como una disciplina bésica
y a su vez hacer notar la importancia de realizar actividades relacionadas con la

misma.

Continuando con un poco de historia de la légica pero ahora incluyendo su
vinculacién con las matematicas, revisemos algunas de sus etapas y tal como lo
hace el autor de [41] podemos considerar las siguientes cuatro: la ldgica simbdlica,
que se encargd de formalizar el lenguaje natural utilizado por el hombre a través
de un lenguaje simbdlico; la ldgica algebraica, que estuvo dominada por las apor-
taciones de George Boole con el algebra booleana y el desarrollo de los diagramas
de Venn por Lewis Carroll; la [dgica matemdtica, que se dedica al estudio de la
inferencia mediante sistemas formales, dando aportaciones de l6gicos sumamente
importantes como David Hilbert, Kurt Godel y Bertrand Russell; y finalmente la
l6gica en la computacion, que surge de la aplicacion de la logica mateméatica en

las ciencias de la computacion.
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Si bien en un principio la légica (matemadtica) queria ser el fundamento de
toda la matematica, conforme las pruebas matematicas se hicieron mas sofistica-
das aparecieron problemas como las paradojas, entre ellas la famosa paradoja de
Russell. Entre otras probleméticas surguieron dos resultados conocidos como los
teoremas de incompletitud de Gddel que cambiaron el destino de la logica. Por
estas razones actualmente la légica se desarrolla como una rama de las matemati-
cas y de la filosofia, siendo la ciencia que se encarga de estudiar los principios de
la demostracion, las inferencias vélidas, las falacias, las paradojas y la nocién de

verdad.

Una vez que se desarrollaba en las matematicas, la logica clasica toma un rol
central. No es sino hasta por el siglo XX que aparecieron las l6gicas multivalua-
das gracias a Jan Lukasiewicz, dando lugar a otro tipo de légicas conocidas como
no cldsicas. Por todas las razones anteriores, y seguramente mas que pudiera-
mos mencionar, parece ser suficiente justificacion para el desarrollo del presente

trabajo.

El corazon de un sistema multivaluado es su conjunto de valores de verdad V),
donde algunos valores son especiales y se identifican como designados. Los niimeros
0, 1 y 2 son parte de la seméntica de las légicas estudiadas en este documento,
es decir V = {0, 1,2} y fueron elegidos sélo por simplicidad y conveniencia. Los
conectivos que usamos son los usuales (=, A, V y —) y vale la pena destacar
que a cada uno le pedimos distintas propiedades. Por ejemplo el ser extensiéon
conservativa de sus versiones en logica clasica proposicional y la no molecularidad
es algo que se le impone a los cuatro conectivos mientras que la simetria sélo es

algo para la conjuncion A y la disyuncion V.

Al trabajar con varias logicas es comun utilizar subindices junto a los conec-
tivos o con los simbolos F y |= para especificar a qué logica corresponden, por
ejemplo N34 indica que el conectivo A corresponde a la 16gica L3A. Sin embargo,
en este trabajo de tesis dado que esperamos que la légica en la que se trabaja
se entienda desde el contexto descartamos dichos subindices en la mayoria de los

Ccasos.

Con este trabajo de tesis buscamos contrastar los conceptos de paraconsistencia
genuina y paracompletitud genuina mediante la dualidad; en inglés los autores de
[23] usan la palabra“dualizing” para describir la parte dual-matemaética entre dos

conectivos por medio de una involucién. Por simplicidad traducimos dicha palabra
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como “dualizacion”, este término no es usual en matematicas y aqui lo usamos
justamente para referirmos a esta parte dual-matematica, es necesario aclarar esto
para avisar al lector la idea del sentido de dicha palabra. El concepto de dualidad
es muy importante en matematicas ya que permite estudiar propiedades desde
diferentes opticas facilitando o permitiendo el descubrimiento o apreciacién de

nuevas propiedades de un sistema a partir de las propiedades del sistema dual.

Nuestro objetivo principal se divide en dos, primero definir dos légicas en
términos de los cuatro conectivos usuales que sean extensiones de las logicas pa-
racompletas genuinas trivaludas L3AP y L3BP dejando previamente un andlisis
semantico de estas. En segundo lugar contrastar la parte semantica con la sintacti-
ca proporcionando para cada logica un sistema axiomatico tipo Hilbert que sa-
tisfaga los teoremas de robustez y completitud. Sin mas preambulos pasemos a
describir concretamente el contenido de la tesis, el cudl se organiza del siguiente

modo.

En el Capitulo[l|nos encargamos de mostrar las bases necesarias para una ade-
cuada comprension del resto del trabajo, incluyendo conceptos basicos y haciendo
las convenciones de simbologia que consideramos pertinentes. Asimismo, resalta-
mos los dos enfoques en los cudles es posible definir l6gica unificindolos mediante
la Definicién [1.10] También dentro de los conceptos dados podemos encontrar las
caracteristicas que le pedimos a nuestros conectivos a lo largo de todo el desarrollo

del trabajo.

En el Capitulo [2| abordamos el concepto de ldgicas no cldsicas y para llegar a
éste primero explicamos detalladamente los tres principios aristotélicos que fun-
damentan la légica clasica. Luego pasamos a hablar de las dos légicas no clasicas
claves en este estudio, las cuales son las ldgicas paraconsistentes y las logicas para-
completas, dando un breve panorama de lo que cada una representa y mostramos

sus definiciones.

Dedicamos el Capitulo [3| a estudiar un concepto mas restrictivo de paracon-
sistencia conocido como paraconsistencia genuina, explicando los motivos por los
cuales surge. Después analizamos en el ambito trivaluado el comportamiento de
los conectivos que generan las logicas paraconsistentes genuinas llegando a definir
las légicas L3A y L3B en términos de negacién, conjuncion y disyuncion. Mas
adelante, agregamos una implicacion adecuada para extender las dos logicas an-

teriores dando paso a L3Ag y L3Bg, respectivamente. Terminamos el capitulo
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mostrando las axiomaticas de L3Ag v L3Bg con un bosquejo de los detalles ne-
cesarios para demostrar que las logicas son robustas y completas respecto a los
sistemas axiomaticos dados. De manera general este capitulo resume el trabajo

realizado por Hernandez-Tello en [24].

El Capitulo [4] contiene basicamente el estudio en [23], es decir, nos dedicamos
a analizar la nocién de ldgicas paracompletas genuinas. De manera analoga a como
procedimos en el capitulo anterior analizamos cémo se comportan los conectivos
que generan este tipo de logicas pero ademas agregamos una perspectiva dual
entre las paracompletas genuinas y las paraconsistentes genuinas, llegando a las
16gicas paracompletas genuinas trivaluadas L3AP y L3BP duales a L3A y L3B,
respectivamente. Luego estudiamos las posibles implicaciones adecuadas con las
que podemos ampliar el lenguaje y extender asf a L3AP y L3BP. Hasta este
punto, como mencionamos al principio del parrafo, lo descrito anteriormente se
encuentra en [23]. El primer aporte que realiza esta tesis es la seleccién de una
implicacién para extender a L3AP y L3BP. Dicho conectivo de implicacién satis-

face la propiedad de ser neoclasica y no molecular, obteniendo asi las respectivas
logicas L3AD vy L3BY, .

Finalizamos con el Capitulo [5] el cual plasma el objetivo y aporte central de
esta tesis, mostrando sendas axiomaticas para el par de logicas paracompletas
genuinas trivaluadas LBAE1 y LBBEI. Lo que toma mas espacio en el contenido
del Capitulo [5] es la recoleccién de una serie de resultados encadenados que nos
ayudan a demostrar el teorema de completitud respecto a las teorias axiomaticas
en cada légica. Dentro de los resultados podemos destacar la introduccién de co-
nectivos unarios que permiten utilizar transformaciones que reflejan los valores de
verdad. Ademas para cada légica estos conectivos modelan el comportamiento de
los conectivos: negaciéon, disyuncion, conjuncién e implicacion; conduciéndonos a
la aplicacién de la técnica de Kalmaér, pieza clave en el logro de las demostraciones

que los sistemas axiomaticos propuestos son robustos y completos.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Lenguaje

La importancia de tener claro cuales son los objetos de estudio en todo tipo de
investigacion es vital para la buena comprensién del tema a desarrollar. Por tal
razon comenzamos por hablar de aquellos conceptos fundamentales para el desa-
rrollo de este trabajo de tesis. Ademas presentamos las convenciones y simbologia
pertinentes para el entendimiento del mismo. Sin méas preambulos comenzamos

con la definicién del elemento mas béasico para poder hablar de logica.

Definicién 1.1 ([24]). Un lenguaje proposicional £ es una pareja (Az,Sr)

donde A es el alfabeto y Sy es la sintaxis. Los elementos Ay y Sy son tales que:

» A, estd formado por:

e un conjunto de letras proposicionales P;
e un conjunto de conectivos C[lJ;
e un conjunto de simbolos auxiliares A = {(,),, }.
s La sintaxis es el conjunto de reglas que nos permite definir el concepto de
féormula bien formada. El conjunto de las formulas bien formadas de L,

denotado por FORM (L), estd constituido por sucesiones de simbolos de A,

bajo las premisas siguientes:

1. Los elementos de P son formulas bien formadas, se denominan formu-

las atomicas y se denotan por ATOM (L).

!Llamamos a los elementos de C' conectivos primitivos y cualquier otro conectivo que se
exprese en términos de estos lo denominamos conectivo abreviado.
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2. Si x es un conectivo de aridad n de C' y @1, 9, ..., 0, son formulas
bien formadas, entonces x(1, P2, - .., pn) también es una formula bien
formada.

3. Unicamente las sucesiones de simbolos producidas por la aplicacion de

los pasos 1 y 2 se consideran formulas bien formadas.

Notemos que el concepto de féormula bien formada en la Definicion se
construye de manera recursiva, ademas a lo largo del documento para referirnos
a ella usamos simplemente la palabra féormula. También denotamos las férmulas
por letras griegas mintsculas ¢, 1, o, etc., sin hacer distincion si son o no férmulas
atémicas. Para especificar que se trata de férmulas atémicas o proposicionales
usamos letras latinas minudsculas p, ¢, 7, s, etc. Los subconjuntos de FORM (L)
son denominados teorias y son denotados por letras griegas mayusculas I'; A, ©,
etc. Ocupamos subindices en cualquiera de los casos anteriores siempre que sea

conveniente.

Los conectivos que ocupamos en la tesis son de aridad cero, uno y dos. La

notacion para este tipo de conectivos la presentamos a continuacién. Sean x € C'
y o, € FORM(L).

Si * es binario, entonces (¢, 1) = ¢ * 1.
Si % es unario, entonces (@) = *¢p.
Si * es ceroario, entonces *() = .

Los conectivos ceroarios que empleamos son T y L conocidos por top y bottom,
respectivamente; en algunos lenguajes es posible introducirlos como la abreviacion
de alguna féormula del lenguaje. Sin importar si son abreviaciones o no, su inter-
pretacion corresponde a valores de verdad constantes, verdad para T y falso para
1. Es preciso senalar que usamos las notaciones usuales para los conectivos: ne-
gacion, conjuncién, disyuncién, implicacién y bicondicional (o doble implicacién)

como: -, A, V, = y <>, respectivamente a menos que se indique lo contrario.

Nota. Debido a que los conjuntos P y A han quedado fijos y la parte sintactica es
invariable en cualquier lenguaje, entonces a menos que se diga lo contrario, para
definir lenguajes proposicionales de aqui en adelante basta definir el conjunto de

conectivos C.



1.1. LENGUAJE

Ejemplo 1.1 (Lenguajes y férmulas). La Tabla muestra cuatro

distintos y algunas férmulas en ellos.

lenguajes

Lenguaje Formulas
= Vaqg)V
Ly con C = {T,V} o=V vr
p2=T
= =(p A
Ly con C'={—~,A,V} 73 (A a)
1= (pV —=q) A (=1 V —p)
=(p—T
L3con C={T,1, —} 5= (p )
Y — T =1

Lycon C={-,AV,—, L}

7 = (=g — =p) V (= (r A t))
ws=(pAL)—(qV-p)

Tabla 1.1: Ejemplificando férmulas y lenguajes

Ly Ly L3 L4
ol X XV
|V X VX
| X VX
|l X v X v
| X X v X
| X X v X
| X X X/
| X X X

Con estos ejemplos podemos notar que
mientras mas conectivos tengamos en el
lenguaje es posible expresar mas férmu-
las. En este caso el lenguaje tiene mayor
poder de expresion. En la tabla de la iz-
quierda se muestran con v las férmulas
que son validas en el respectivo lenguaje
y en caso de no ser validas con X Note-
mos que el lenguaje L4 es el que permite
construir mas formulas, por ejemplo de

las ocho férmulas dadas acepta cinco.

Otro concepto importante que es de mucha ayuda para definir légica es el de

sustitucién, ya que nos permite manipular las férmulas bien formadas del lenguaje.

Definicién 1.2 ([40]). Sea £ un lenguaje. Una sustitucion de dtomos o, es

el conjunto o = {p1,/ 1,02/ B, - -

.Dn/ Bn}, donde p; € ATOM (L), p; # p; si

i#jypi € FORM(L) para todo i € {1,2,...,n}. La sustitucion o aplicada a:

» una formula ¢, denotada por o(v) o por p[p1,/ B, 02,/ Bas - .

P/ Bnl, es

la formula que se obtiene al reemplazar cada ocurrencia de p; en @ por la

formula B; para toda i € {1,2, ..

,n} de manera simultdnea.

» un conjunto de formulas T es el conjunto o(I") = {o(p)|p € T'}.
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= la pareja (Fv 50) €s U(Fv 90) = (U(F)a 0(90))'

Ejemplo 1.2 (Sustituciéon de atomos). Sea L el lenguaje proposicional donde
C={-,AV,—=} Alaférmula ¢ = (-p; — —p3) A =(p2 V —pp) del lenguaje L
le aplicamos las sustituciones de atomos o = {p1/ps — ps, P2/~ s, P3/P7 ADs} ¥
o' ={p1/—p2V pa, p2/p3 — p1, p3/P3}, para obtener:

o(p) = <ﬁ(p4 — ps) = ~(pr Aps)) A ﬂ(ﬂps V =(ps — p5)>,
o'(p) = (ﬂ(ﬂpz V ps) = ﬂ(ﬂp3)> A ﬂ((pg — p1) V (i, \/p4)>.

Antes de introducir mas conceptos necesarios para el trabajo de tesis, vamos
a hablar de los dos enfoques desde los que se pueden estudiar l6gicas. Estos son:
teoria de modelos y teoria de prueba. Sobre estos enfoques vamos a seguir dando
definiciones pertinentes y ademas ambos seran utilizados para conseguir el objetivo

central de la tesis.

1.2. Teoria de prueba

La teoria de prueba, llamada también teoria de la demostracion, como su nombre
lo indica estudia las demostraciones o pruebas, como objetos puramente matemati-
cos, mediante técnicas que posibilitan su estudio. Es necesario mencionar que los
enfoques teoria de prueba y teoria de modelos son dos de las cuatro areas en las
que actualmente se divide la 16gica matemética [5]. Asi este enfoque, en contraste
con el de teoria de modelos, se encarga de derivar o construir una demostracién
de alguna férmula ¢ a partir de un cierto conjunto de féormulas I' denominadas
hipotesis, basandose tnicamente en la estructura de las féormulas sin tomar en
cuenta su significado. En otras palabras, una demostracion de ¢ no es mas
que una sucesién de férmulas ¢y, s, ..., 1, tales que 1; o es una hipdtesis (i.e.
Y; € T'), 0 es un axioma o se obtiene de la aplicacién de alguna regla de inferencia

a elementos previos y 1, = ¢

Sabemos que la légica es considerada la ciencia de la argumentacién, pero
comunmente los argumentos pueden no ser muy convincentes, aqui es donde entra
en accion la teoria de prueba, para formalizar dichos argumentos. Para concretar
esta tarea, los logicos usan distintos tipos de relaciones entre teorias y féormulas

que permiten establecer la derivacién de una conclusién a partir de suponer un
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conjunto de afirmaciones. Es posible, por ejemplo, usar Célculo tipo Hilbert [14]
30], Célculo de Secuentes [21, 42], Deduccién natural [31], [42] entre otros. Un tipo

particular de relacion es la llamada relacion de consecuencia tarskiana.

La relacion de consecuencia tarskiana fue presentada por el matemaético, fildso-
fo y légico Alfred Tarski y se puede considerar como un caso particular de las
relaciones de consecuencia miltiple, ver Definicién [I.9] Esta relacién también se
conoce como relacion de conclusion unica [38]; nombre bastante adecuado, pues

en este tipo de relacion se deriva una y sélo una afirmacion.

Una interpretacion comun que se le puede dar a las relaciones de consecuencia
tarskiana es que una pareja (I, p) estd en la relacién cuando la férmula ¢ sea
consecuencia logica de la teoria I'. Esto es, si dadas las férmulas en I' hallamos

una demostracién de ¢, entonces diremos que ¢ es consecuencia logica de I'.

Definicién 1.3 ([I7]). Una relacién de consecuencia tarskianaf] - entre
teorias y formulas para un lenguaje proposicional L es una relacion binaria que

satisface para cada teoria I'U AU {p} las siguientes propiedades:
(Reflexividad) sip €', entonces I' F p;

(Monotonicidad) sil'F o yI' C A, entonces A& ¢;
(Transitividad)| si At y ' para cada ¢ € A, entonces T = .
Dada una teoria ¥ U{E} |, los simbolos ¥+ & se leen como ¥ deduce a €.

Definicién 1.4 ([4]). Sean L un lenguaje proposicional y = una relacion de con-

secuencia tarskiana para L. Se dice que b es:

o estructural, si para cada sustitucion o y cada teoria I' U {p}, si I' F ¢,

entonces o(I') - a(p);
o no trivial, si existe alguna teoria no vacia I' tal que T' H ¢;

o finitaria, si para cada teoria " y cada formula o tales que I' = @, existe una
teoria finita A tal que A CT y AF .

2Debemos tener en consideracién que en [4] los autores utilizan otra definicién de transitivi-
dad, esta es: si ' F ¢ y A, ¢ F 9 entonces I'; A F 9 pero se puede probar que estas formas son
equivalentes. Aqui A, ¢ b 9 representa AU {p} ¢ y T, A F ¢ representa T' U A F o).

3La propiedad de transitividad también es conocida como corte para conjuntos o simple-
mente corte.
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Es importante tener en cuenta que a partir de este enfoque es posible definir
l6gicas tal y como se muestra en la Definicién 4.2 del articulo [4]. De hecho es
posible formalizar los conceptos de reglas de inferencia, axiomas y azxiomdtica
como lo hace el autor de [24]. Sin embargo, omitimos esto pues no se pretende
abrumar al lector con mas de una definicién de légica sino mas bien se busca dejar
en ¢él, conocimiento de que existen diversas formas de definir légica de acuerdo al

enfoque que queramos darle.

1.3. Teoria de modelos

La teoria de modelos o semantica, emplea las interpretaciones del lenguaje pa-
ra que de acuerdo al significado de sus simbolos se verifique la veracidad de sus
formulas. Dado un lenguaje proposicional, una seméntica tiene como objetivo ca-
racterizar los conectivos de éste. Existen distintos tipos de semanticas; aqui usa-
mos Unicamente las semdnticas inducidas por matrices, lo que motiva la siguiente

definicién.

Definicién 1.5 ([4]). Una matriz multivaluada para un lenguaje L es una
terna M = (V, D, 0), donde:

= V es un conjunto no vacio, llamado conjunto de valores de verdad, denomi-

nado dominio.

» D es un subconjunto propio de V no vacio, conocido como conjunto de valores

designados.

» O asocia una funcion n-aria s : V" =V a cada conectivo n-ario ¢ de L, de-

nominada interpretacion del conectivo o, donde V" =Y xV x --- x V.

nveces

Durante todo el desarrollo de la tesis sélo trabajamos con matrices bivaluadas y
trivaluadas, es decir, matrices cuya cardinalidad de V es dos y tres, respectivamen-
te. En ocasiones ponemos simplemente matriz en lugar de matriz multivaluada.
Ademas, al complemento de D respecto de V lo denotamos por D y es conocido
como el conjunto de valores no designados, esto es D = {x € V | z € D}. Notemos
que en el conjunto O existe una funcién n-aria para cada conectivo de aridad n,
entonces podemos pensar los conectivos como funciones de aridad n, que de hecho

€50 SOI1l.



1.3. TEORIA DE MODELOS 11

Ejemplo 1.3. Sea £ un lenguaje con C' = {—, A}. Consideremos para este len-

guaje la matriz M = (V, D, O), donde los elementos son:
VY = {0,1}, como conjunto de valores de verdad,
D = {1}, como conjunto de valores designados, y

O = {{(0,1),(1,0)},{(0,0,0),(0,1,0),(1,0,0), (1,1,1) }}, como conjunto de

funciones,

con esto tenemos una forma de definir 16gica clasica proposicional. En este caso
las dos funciones en O, representan la funcién unaria negacién — = {(0, 1), (1,0)}
y la funcién binaria conjuncién A = {(0,0,0), (0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}. Esto es,

- A0 1
01 0 0
110 110 1

Nota 1.1. De ahora en adelante para definir al conjunto O de la Definicién
unicamente usamos los conectivos simbdlicamente ie. O = {=,V,A,...} y

explicamos como estan dados explicitamente por medio de tablas.

Definicién 1.6 ([20]). Dada una matriz M = (¥, D, O) para el lenguaje L, una
funcion v : ATOM(L) — V que manda dtomos a elementos del conjunto de

valores de verdad se llama valuacién sobre M.

Ejemplo 1.4 (Valuacién). Sean £ un lenguaje con P = {p,q,r} y C = {—,V}
y M una matriz para £ con ¥V = {0, 1}. Una valuacién sobre M es v(p) = 1,
v(q) =0y v(r)=0.

Notemos que la definicién de valuacién esta dada para los atomos del lenguaje,
y dado que el valor de los conectivos depende del valor que toman sus componen-
tes, es posible extender la definicién para férmulas. Para esto, basta decir qué
valores toman los atomos que intervienen en la formula dada y después calcular

los respectivos valores de los conectivos segin esté dado en . Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.5. (Valuacién para una férmula) Sean M la matriz del Ejemplo|1.3]y
¢ = p A —q una férmula de £. Entonces una valuacién para ¢ es v(p) = v(q) = 1,
asi v(p) =v(pA—q) =v(p) AN—w(g) =1A-1=1A0=0.
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Dado que para definir una valuacién de una férmula inicamente son relevantes
los atomos que aparecen en ella, siempre es posible saber el nimero total de
valuaciones distintas que posee dicha formula, esto es, si n es el total de atomos
(distintos) en una férmula ¢ entonces el niimero de valuaciones de ¢ es |V|", donde
|V| es la cardinalidad de V.

Para la formula ¢ = p A =g del Ejemplo , se tienen un total de 22 = 4
valuaciones distintas, estas son: v1(p) = v1(q) = 0; va(p) = 0, v2(q) = 1; v3(p) = 1,

v2(q) = 0 y v4(p) = v4(¢) = 1. Resumiendo en una tabla tenemos:

p q
vy |0 0
vy | 0 1
vg |1 0
vy |1 1

Posibles valuaciones para ¢ = p A ¢

Definicién 1.7 ([4]). Dada una matriz M, una valuacion v sobre M es un mo-
delo de la formula ¢, denotado por v FEx @, si v(e) € D. Un modelo de un

conjunto de formulas es un modelo para cada uno de sus elementos.

Un tipo de férmulas de especial interés son las tautologias, se trata de férmulas
que sin importar el valor que se les asigne a los &tomos que las componen su valor

es siempre designado. Formalmente tenemos el concepto de tautologia.

Definicién 1.8. Sea M una matriz. Una formula ¢ es una tautologia en M,

denotado por = ¢ si cada valuacion es un modelo de .

Ejemplo 1.6 (Modelo). Sean £ un lenguaje con C' = {—,V,—} y M una matriz
para £ con V = {0,1,2}, D = {1,2} y el conjunto O de acuerdo a la Tabla[L.2]

- vio 1 2 -0 1 2
012 0]0 1 2 0(0 0 2
111 111 1 2 110 1 1
210 212 2 2 212 1 2

Tabla 1.2
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Para la féormula ¢ = p — —(q V r) se tiene que la valuacién v(p) = 1, v(q) = 0
y v(r) = 0 es un modelo de ¢. En efecto, v(p) = v(p) = =(v(q) Vo(r)) =1 —
-(0v0)=1—--0=1—-2=1€D.

Ejemplo 1.7 (Tautologia). Para la matriz del ejemplo anterior consideremos la
férmula ¢ = p — —p. Tenemos que 1 es una tautologia. Primero notemos que v
tiene exactamente tres valuaciones distintas debido a que sélo tiene un atomo. La

siguiente tabla muestra que cada una de las valuaciones es un modelo de ).

p|™p|p—=>p
0] 2 2
1 1
210 2

Al igual que ocurre con la teoria de prueba, en teoria de modelos es posible dar
una definicién de logica. Esta definicién se basa en la de relacion de consecuencia
tarskiana inducida por una matriz M. Como hemos mencionado no daremos tales
definiciones pero en la siguiente seccién damos un concepto de logica que integra

la teoria de prueba con la teoria de modelos.

En [38] los autores explican una relacién binaria entre teorfas, basada en los
modelos de los elementos de las teorias. Nos referimos al concepto conocido co-
mo relacion de consecuencia multiple que permite, a partir de un conjunto de

premisas, deducir mas de una conclusién.

Definicién 1.9 ([38]). Una relacién de consecuencia miltiple - es una rela-
cion binaria entre teorias, tal que I' = A significa que cualquier modelo para cada

w €1 es también un modelo para algin ¢ € A.

Los simbolos I' = A, cuando el lenguaje £ tiene conjuncién A, disyuncion
V, y los conjuntos I' y A son I' = {v1,%,...,%} v A = {61,02,...,0n} se
interpretan como 4y Ao A+ Ay, F 01V V-V, En este caso simplemente
escribimos 1, %o, . .., Yn I 01,09, . . ., Y- Notemos que esto subsume los conceptos

presentados en relaciones de consecuencia tarskiana.
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1.4. Loégica

La logica es el principal concepto de estudio de este trabajo de tesis, sin una
definicion clara de este término no tendria sentido continuar. Como hemos visto
anteriormente, existen dos enfoques, a saber, teoria de prueba y teoria de modelos.
En ambos es posible definir légica en sus términos y condiciones, sin embargo
para unificar la teoria de modelos y la teoria de prueba presentamos la siguiente

definicién apoydndonos del concepto de sustituciéon (ver Definicién [1.2)).

Definicién 1.10 ([8]). Dado un lenguaje proposicional L, una légica L es un

conjunto de formulas de L tal que:

1. L es cerrado bajo Modus Ponens es decir, si p € L y o — ¢ € L, entonces
Y e L.

2. L es cerrado bajo sustitucion es decir, si ¢ € L, entonces para cualquier

sustitucion o se tiene que o(yp) € L.

Ejemplo 1.8 (Ldgicas).

= Sea £; un lenguaje con C} = {—, —} tales como los conocemos cldsicamente
y supongamos que abreviamos a los conectivos A,V y <> como ¢ A ¢ =
(o = ), oV = mp = by o < Y= (p = D) A (Y — ). Se tiene que
si Ly es el conjunto de féormulas bien formadas de £, que son tautologias
respecto a la matriz M = ({0,1}, {1}, O) segtin la Tabla[1.3] entonces Lq

es una légica. Mas atn es la logica clasica proposicional.

- — 10 1
01 01 1
110 110 1

Tabla 1.3: Una forma de definir logica clasica proposicional

» Sea Lo un lenguaje con Cy = {—, A, V, =} y matriz M = ({0, 1,2}, {2}, O).
Laldgica Ly = {¢ € L2 | ¢ es una tautologia respecto de M} define la l6gi-

ca (G3 cuyos conectivos estan dados por:
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- A0 1T 2 vVio 1 2 -0 1 2
012 0(0 O O 0[0 1 2 012 2 2
110 1170 1 1 111 1 2 110 2 2
210 210 1 2 212 2 2 210 1 2

G3

Una pregunta que podemos hacernos es: ;existe relacion alguna entre las 16gi-

cas? Para tal fin proporcionamos la siguiente definicion.

Definicién 1.11 ([24]). Dados dos lenguagjes L1 y Lo con conjuntos de conectivos
C1 y Oy, respectivamente tales que C; C Cy. Sean Ly en L1 y L en Lo dos logicas.
Decimos que Ly es una extension de Ly st Ly C La. Denotamos al conjunto de

todas las extensiones de una ldgica L con Ext(L).

1.5. Conectivos

Una cuestion con gran importancia en légica son los conectivos con los que cuen-
ta el lenguaje. Los conectivos no solo nos sirven para formar féormulas sino que
también caracterizan a la légica, pues mucho depende de qué tipo de conectivos
se tengan para poder saber si se cumple o no algtin resultado. Estamos acostum-
brados a emplear los conectivos usuales negaciéon —, conjuncion A, disyuncién V e
implicaciéon — al menos como los conocemos en logica cldsica proposicional, pero
Lqué es lo que convierte a un conectivo en una negacion, conjuncion, disyuncion
o implicacion? En este apartado justamente damos definiciones que nos permiten
decidir cudando un conectivo es de cierto tipo.

La siguiente definiciéon nos dice precisamente cuando podemos llamar a un

conectivo conjuncién, disyuncién o implicacion.

Definicién 1.12 ([4]). Sea L una ldgica en el lenguaje L con los conectivos bi-

narios N\, V y —. Entonces:

e Fl conectivo N\ es una conjuncién para L cuando: T'F @ A si y solo si
'yl k.

e Fl conectivo V es una disyuncion para L cuando: T, oV iy F o si y sélo si
NekFoyl vt o.
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e [l conectivo — es una implicaciéon para L cuando: T, o = ¢ si y solo si
'y —1.

Nota 1.2. Cuando se satisface el punto niimero tres de la Definicion|1.12 decimos

que — satisface el teorema de la deduccion [4].

De acuerdo con los autores de [45] las nociones de conjuncién y disyuncién en
la definicion previa son las consideradas usuales en logica abstracta. La Definicién
[1.12]no es la tinica caracterizacién que se le puede dar a los conectivos, por ejemplo
en [22] los autores dan una definicién donde establecen ciertas condiciones sobre los
conectivos para llamarlos conectivos cldasicos. Méas adelante retomamos tinicamente
la definicién de implicacion cldsica que nos es de ayuda en el Capitulo [3 Un
hecho interesante sobre la definicién de conectivos clasicos dada en [22] y la de la
Definicion [1.12 es que son equivalentes en el sentido que un concepto implica el
otro y viceversa, la demostracién de este hecho se presenta en [24].

Con motivo de seguir caracterizando los conectivos, en seguida presentamos

un lema que se deriva de la Definicion [1.12]

Lema 1.1 ([4]). Sean L una légica en el lenguaje £ con conectivos C' = {A,V, —}

y - una relaciéon de consecuencia tarskiana para L.

1. El conectivo A es una conjuncion para L si y sélo si se satisfacen las siguientes

tres condiciones para cada cualesquiera ¢, ©» € FORM (L):

a) p NP o
b) o N
c) o, Ny

2. Si V es una disyuncién para L, entonces se satisfacen las siguientes tres

condiciones para cualesquiera o, ¥ € FORM (L):
a) pFpVy
b) YoV
c) pVoto

3. Si — es una implicacién para L, entonces se satisfacen las siguientes tres

condiciones para cualesquiera ¢, 1» € FORM (L):
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a) oo >V EY
b) F =4
o) vFo—=9
Demostracién: Sean p,9 € FORM(L).

1. Supongamos que A es una conjunciéon. Por reflexividad ¢ A ¢ F ¢ A .
Luego por lo supuesto tenemos ¢ A = oy ¢ A 1, lo que prueba a) y
b). Nuevamente por reflexividad se tiene que ¢ = ¢ y ¢ F 1; de donde al
aplicar monotonia obtenemos ¢, F ¢ v ¢,1 F 1; de aqui por ser A una
conjuncién ¢, F ¢ A1, lo cual prueba c).

Ahora supongamos que se satisfacen los tres incisos de la parte 1 del lema,

entonces:

e Supongamos ademés que I' F pAw). Utilizando el inciso a) y monotonia,
['o A = . Notemos que I' - o para cada o € I'U {p A ¢}, asi por
transitividad I' = ¢. De manera similar al aplicar transitividad entre
oAy yTFoparatodao € T'U{p A} se obtiene I' - 4.

e Supongamos que I' F ¢ y I' = 9. Como T',p,0 = ¢ A por ¢) y
monotonia, entonces al aplicar transitividad entre I'; o, F o A y
['F o para cada o € T'U {¢, ¥} se sigue que I' - ¢ A 7).

Con los dos puntos anteriores hemos probado que A es una conjuncion.

2. Supongamos que V una disyuncién para L, esto es, I', o V ¢ I ¢ si y sélo si
INokFoy 'Yt o. Por reflexividad ¢ V ¢ F ¢ V 9. Luego, por lo supuesto
eFpViyitE oV demostrando a) y b). Finalmente, para demostrar
¢) basta notar ¢ F ¢ por reflexividad y aplicando la necesidad del supuesto

obtenemos que ¢ V ¢ = .

3. Resta probar que — es una implicacion para L, para esto supongamos que
ok siysolosi ' p— .

e Veamos que se satisface el inciso a), por reflexividad y monotonia
o, — ¥ F ¢ — 1. Considerando I' = {¢,p — ¢} y aplicando la
hipétesis a I' = ¢ — ¥ tenemos ', ¢ F 1, es decir, p, o — ¥ 1.

e Por reflexividad ¢ 1 y por lo supuesto - 1 — 9, lo que demuestra
b).
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e Tenemos @, 1) F 1 por reflexividad y monotonia. Aplicando la suficien-
cia del supuesto a I',p F 4, donde T' = {1} obtenemos I' - ¢ — 1),
esto es P - @ — 1. O

Ahora definimos conectivos neocldsicos, facilmente podemos entender el por
qué de este nombre si identificamos cada valor designado como “verdad” y cada
valor no designado como “falso”, es decir los asociamos a los respectivos valores

que tenemos en logica clasica proposicional.

Definicién 1.13 ([22]). Sean M = (V, D, O) una matriz y v una valuacion sobre
M. Entonces:

(i) A es una conjuncién neocldsica, si se cumple que:
v(p AY) € D siiv(p) € D yv(y) €D.

(ii) V es una disyuncién neoclasica, si se cumple que:

v(p V) €D siiv(p) €D yv(y) €D.

(ii) — es una implicacién neoclasica, si se cumple que:

v(p =) €D siiv(p) €D owv(y) €D.

Podemos notar que la Definicién puntualiza el comportamiento que deben
tener los valores que toma o no el conectivo en cuestion. Una condiciéon més que
necesitamos conocer acerca del conectivo de implicacién es la de implicacion clasi-
ca que nos ayuda a encontrar implicaciones adecuadas para extender las légicas
L3A y L3B presentadas en la Seccion tal como lo proponen los autores en
[22].

Definicién 1.14 ([22]). Sea L una ldgica en el lenguaje L con un conectivo bi-

nario —. Decimos que — es una implicacién cldsica si para cada T'U {p, 1} C

FORM(L):
i) TEe yT'F o — Y implican que T+ );

i) Do — (Y — ),
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i) TF (o= (¥ = 0)) = (g = ¥) = (¢ = 0)).

Ya hemos definido varias condiciones para llamar un conectivo de una forma
u otra, pero ahora necesitamos tener alguna definicién que nos permita estable-
cer una relaciéon entre dos conectivos, con este fin proporcionamos el concepto

extension conservativa.

Definicién 1.15 ([10]). Sea M = (V, D, O) una matriz. Un conectivo  : YV — V
es una extension conservativa de un conectivo * : V™ — Vi con Vi €V si la

restriccion de x a V; coincide con *%. Es decir *|V1 = %,

Ejemplo 1.9. Sea M = ({0,1,2},{2},0), donde O = {—1,—1} dados por la
Tabla [L4]

-1 -1 0 1 2
0|[2] o o] 1 [2]
1] 2 1] 1 1 2
2| 0] 2 |[2] 2 [0]

Tabla 1.4

Consideremos V; = {0,2} € {0, 1,2} y los conectivos =y y —5 dados por la Tabla
definidos sobre V;.

-9 —9 0 2

2 0 2

210 2 2 0
Tabla 1.5

Se tiene que —; y —1 son extensiones conservativas de -9 y —o, respectivamente.
En la Tabla hemos encerrado en una caja los valores que toman los conectivos

cuando los restringimos a V; que en efecto coinciden con los de la Tabla [I.5]

La caracteristica de simetria exclusiva en los conectivos bivaluados es definida
enseguida, pues es una de las condiciones que le imponemos a nuestros conectivos
conjuncion y disyuncion en los Capitulos |3|y 4] para conservar el comportamiento

de sus versiones en logica clasica proposicional.
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Definicién 1.16 ([10]). Sea £ un lenguaje proposicional. Un conectivo binario
x de L es simétrico si v(p x 1) = v( * @) para cualesquiera formulas ¢, ¥ y

valuacion v.

Para terminar este apartado damos dos definiciones. En la primera definimos
molecularidad que tiene que ver con los valores que toma el conectivo respecto de
V), en otras palabras necesitamos saber si el rango del conectivo es todo V o no.
En el caso de que el rango sea distinto de V el conectivo pierde expresividad, ya

que no toma todos los valores de verdad.

Definicién 1.17 ([24]). Sea M = (V,D,O) una matriz multivaluada. Un co-
nectivo x de aridad n es molecular cuando el conjunto de valores que toma es
distinto de V, es decir, x(V) # V.

Ejemplo 1.10. Retomando los conectivos =1 y —1 del Ejemplo [I.9] tenemos que
=1 es molecular pues al ser evaluado se pierde el valor 1 mientras que —; conserva

los tres valores de verdad, esto es, —1 es no molecular.

Finalmente, retomando la Definicion que presenta la nocion de extension

conservativa entre conectivos, ampliamos dicho concepto para dos légicas dadas.

Definicién 1.18 ([24]). Sean Ly una ldgica n-valuada con conjunto de valores
de verdad V, y Lg una l6gica m-valuada con conjunto de valores de verdad Vs,
tales que Vi C Vy y el conjunto de conectivos de Ly es un subconjunto de los
conectivos de Lo. Se dice que Ly es una extension conservativa de Ly si todos

los conectivos en Ly tienen extensiones conservativas en Lo.

A lo largo de este capitulo hemos sentado las bases de este trabajo, no sélo
planteamos definiciones y ejemplos de los conceptos basicos sino que hablamos
de los dos enfoques existentes en los que es posible trabajar: teoria de prueba
y teoria de modelos que mas adelante son de vital importancia para atacar el
tema central de la tesis. Después dimos una definicién de 1égica para unificar los
dos enfoques anteriores y para finalizar proporcionamos algunas caracteristicas
y condiciones para los conectivos que necesitamos en capitulos posteriores para
estudiar las légicas paraconsistentes genuinas y paracompletas genuinas. Ahora
estamos listos para hablar de las 16gicas no clasicas, marco al que pertenecen las

légicas que son nuestro objeto de estudio.



Capitulo 2
Logicas no clasicas

En este capitulo se discuten los principios que rigen la logica aristotélica y le dan
validez a cada uno de los razonamientos que realizamos en logica clasica. Ademas
presentamos las definiciones de ldgica paraconsistente v l6gica paracompleta per-
tenecientes al marco de las légicas no clésicas, asi como la motivacion de estudiar
este tipo de légicas. Aqui un fragmento de la motivacién del libro Introduction

to Annotated Logics Foundations for Paracomplete and Paraconsistent Reasoning

-

Classical logic now holds a dominant position in formal logic, including
mathematical, philosophical and computational logic. But, the appea-
rance of logics alternative to classical logic is one of the landmarks in
the history of logic over the last century.

These logics are usually called non-classical logics. One amazing aspect
of the development of non-classical logics is recognized in the fact that
they can overcome some limitations of classical logic, which should be

considered in applications to human knowledge. .

2.1. Los tres principios aristotélicos

El vinculo entre las matematicas, la légica y la filosofia data de la antigiiedad.
Algunos fil6sofos afirmaron que hay exactamente tres principios basicos del pensa-
miento que son fundamentales para hacer un pensamiento correcto. Se espera que
un buen razonamiento se ajuste a los tres principios l6gicos, también denominados

leyes del pensamiento. Estas leyes son una base suficiente para la légica clasica.

21
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El periodo que va del afio 600 a. C. hasta el 300 a. C. en Grecia es protagonizado
por Platon, Aristoteles y Euclides, en éste se desarrollan principios formales de las
matematicas. Aristoteles (384 a. C. — 332 a. C.) resuelve el razonamiento deductivo

y sistematizado [19]; entre los temas de los cuales escribia se encuentra la 1ogica.

Aristoteles plantea tres principios que fundamentan lo que se conoce como
l6gica aristotélica y que ademés sustentan la légica clasica. En el articulo [15]
estos principios son explicados de manera filosofica, debido a que la filosofia se
considera como la busqueda de la comprension basica a través de la razén. Aqui
tomamos como principal referencia dicho articulo para explicarlos aunque también
lo hacemos desde el punto de vista de la logica clasica proposicional. Bajo las
condiciones de estar al mismo tiempo y en la misma relacion, Aristoteles propone

sus principios y a lo largo de esta seccion aceptamos dichas condiciones.

2.1.1. Principio de identidad

Este principio argumenta que “algo no puede ser y no ser al mismo tiempo” y en
la misma relacién, es decir, si A es, A no puede no ser, esto es A = A. En palabras
mas coloquiales podemos decir que el Principio de identidad nos permite afirmar
que toda entidad (o cosa) es igual a si misma. Notemos que este principio no se
restringe exclusivamente a las proposiciones sino que nos expresa una verdad para

cualquier tipo de entidades.

Ejemplo 2.1. En 1930 a Plutén se le declaré planeta y en 2006 se le quitd esta
categoria [44]. Podriamos pensar que en esta situacién se contradice el Principio
de identidad, pero en realidad lo que ocurre es que en 2006 los criterios para asig-
nar el titulo de planeta cambiaron (i.e. las relaciones son otras). En conclusion el
Principio de identidad se valida cuando lo aplicamos a Plutén en el ano 1930 (res-
pectivamente 2006) con los criterios vigentes ese afno, lo que muestra la necesidad

de las condiciones iniciales de tiempo y relacién.

2.1.2. Principio de no contradiccion

El Principio de mo contradiccion nos dice que es “imposible que un atributo
pertenezca y no pertenezca al mismo sujeto”. Es decir, si {A es x} entonces
{A no es no-z}, donde x y no-x son atributos contrarios. Observemos que el Prin-

cipio de no contradiccion al igual que el Principio de identidad no estan formulados
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en términos de proposiciones; ambos se plantean sobre los atributos de las entida-
des (cosas). En términos de proposiciones podemos formular este principio como
sigue: si p es una proposicién entonces no se da el caso de que p y la negacion de
p sean simultaneamente verdad. Como es de esperarse en légica clasica proposi-
cional sabemos que dada una férmula ¢; ¢ A —¢ siempre es falso sin importar el

valor de verdad que tome .
Ejemplo 2.2.
¢ No es posible que un objeto sea un arbol y no sea, a la vez, un arbol.

¢ Si consideramos a las palabras ‘interesante’ y ‘aburrido’ como contradicto-
rias, entonces algo no puede ser interesante y aburrido, al mismo tiempo y

en la misma relacion.

2.1.3. Principio del tercero excluso

Este principio también conocido como Principio del tercero excluido asegura que
“dos proposiciones contradictorias no pueden ser falsas ambas”. En otras pala-
bras, para los enunciados E; = {A es igual a 2} y Ey = {A es diferente de =} se
tiene que alguno de ellos debe ser verdad, i.e. no ocurre que E; y Fy sean fal-
sos al mismo tiempo. De manera mas general si sobre A se tienen exactamente
n juicios, entonces queda excluido el juicio n 4+ 1. Como en el caso de la légica
clésica proposicional, sabemos que toda proposicion es verdadera o falsa (tenemos
unicamente dos juicios, verdad y falsedad) y no existe una tercera posibilidad. No-
temos que este es el inico de los tres principios que si estd planteado en términos

de proposiciones.
Ejemplo 2.3. Las siguientes afirmaciones son siempre verdad en logica clasica.
¢ Esta lloviendo o no esta lloviendo.
o Hoy es lunes o no lo es.
¢ El gato es un mamifero, o el gato no es un mamifero.
En resumen, los tres principios aristotélicos forman los pilares en los que se

sostiene la légica clasica. Sin embargo en ocasiones no es posible ignorar los proble-

mas que se presentan en el lenguaje natural, tales como ambigiiedad, paradojas,



24 CAPITULO 2. LOGICAS NO CLASICAS

inconsistencias, etcétera. Por esa y més razones es necesario el estudio de otros
tipos de légicas con comportamientos distintos al de logica clasica, es decir, que no
se sustenten completamente en los tres principios aristotélicos, lo cual promueve

la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Una logica L es una l6gica no clasica si invalida alguno de los

tres principios aristotélicos.

El estudio de las logicas no clasicas no se da por imposicién, con este tipo de
l6gicas es posible modelar otro tipo de razonamiento mas apegado a la complejidad
de la mente humana. Ademés se han encontrado aplicaciones de estas légicas, por
ejemplo en: inteligencia artificial [3, 27], teorfa cudntica [18], teoria de control
[28, 25], pruebas automatizadas con sistemas de informacién incompleta [12] y
otras como se mencionan en [2]. Las aplicaciones mencionadas son particularmente
de las dos logicas no clasicas estudiadas en esta tesis, a saber, de las logicas

paraconsistentes y las légicas paracompletas; a continuaciéon platicamos de ellas.

2.2. Lobgicas paraconsistentes

Uno de los problemas que se presentan en el lenguaje natural tal y como lo men-
ciona Vardi en [41I] es que conduce a paradojas. Pongamos un ejemplo de éstas,

la famosa paradoja del mentiroso. Consideremos la siguiente frase:
“esta oracion es una mentira”

si fuese cierta, entonces deberia ser una mentira, tal y como afirma. Pero si fuese
mentira, entonces lo que se afirma seria verdad. Una de las motivaciones para
estudiar logicas paraconsistentes es precisamente que posibilitan el estudio de las

paradojas [24].

Para dar una motivacion mas es necesario hablar de los términos: teoria incon-
sistente y teoria trivial. Una teoria inconsistente es aquella en la cual existe una
formula tal que ella y su negacién son teoremas. Una teoria se dice trivial si toda
férmula en su lenguaje es un teorema [I]. En las primeras décadas del siglo XX
hablar de légicas paraconsistentes era pensar en logicas que permiten trabajar con
teorias inconsistentes y no triviales, sin embargo actualmente se tiene otra idea

de paraconsistencia que mas adelante se refleja en la definicion que presentamos
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y manejamos en este trabajo. Hacemos mencion a este hecho para comprender un

poco la naturaleza que motivo el estudio de la paraconsistencia.

Pioneros como Lukasiewicz y Vasiliev en 1910 fueron los primeros en estudiar
la paraconsistencia. Sin embargo fueron Jaskowski en 1948 y da Costa en 1963
quienes presentaron los primeros sistemas paraconsistentes. La definiciéon de pa-
raconsistencia al depender del Principio de no contradiccion ha tenido distintas
formas a lo largo de la historia, esto debido a que existen distintas formulaciones
de este principio; en el siguiente capitulo detallamos las dos formulaciones mas
usuales y mostramos su independencia. Por ahora, tinicamente nos interesa pro-
porcionar una definicién que ilustre el comportamiento de las l6gicas que invalidan

el Principio de no contradiccion. La idea basica es permitir la contradiccién.

Béziau en [7] muestra distintas definiciones de légica paraconsistente. Pode-
mos observar que una opcion es definir primero una negacion paraconsistente.
Esto se debe al hecho de que el Principio de no contradiccion establece que una
proposicion y su negacion no son ambas verdaderas. Es por esto que necesitamos
una negaciéon que permita la existencia de una férmula tal que ella y su negacién
tomen valores designados simultaneamente. Aqui nosotros no definiremos para-
consistencia en términos de una negacién paraconsistente explicitamente, pero es
importante tenerlo en cuenta debido a la importancia que tiene este conectivo en

la siguiente definicién.

Definicién 2.2 ([37]). Sea L una légica. Decimos que L es una 16gica paracon-
sistente si no obedece el Principio de no contradiccion en la forma ex contradic-
tione quodlibet, esto es, p, —p F 1 para algunas formulas ¢ y . Equivalentemente,

existen @ y 1 formulas de L tales que

o, 1.

Ejemplo 2.4. Sean £ un lenguaje con C' = {—-,A} y M = ({0,1,2},{1,2},0)

una matriz para £ cuyos conectivos estan dados por las siguientes tablas:

- A0 1 2
0] 2 0[]0 2 1
111 112 2 1
210 211 1 2
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Consideremos las férmulas ¢ = p y ¢ = ¢. Para la valuacién v tal que v(p) = 1
y v(q) = 0, claramente se tiene que v(y) € D,v(—¢) € Dy v(q) ¢ D, por lo que
v, 1. Por lo tanto, la logica L conformada por las férmulas de £ que son

tautologias bajo M es paraconsistente.

Para continuar ejemplificando el concepto de paraconsistencia presentamos
las siguientes légicas paraconsistentes conocidas en la literatura ya sea por su
relevancia histérica o por servir para calcular modelos estables en answer set

programming [16, [35].
Ejemplo 2.5 (Algunas légicas paraconsistentes).

» La logica trivaluada de Kleene para M = ({0, 1,2},{1,2},O) es paracon-

sistente.
= ALO 1 2 vio 1 2 — 10 1 2
012 010 0 O 010 1 2 012 2 2
111 110 1 1 111 1 2 1 /1 1 2
210 210 1 2 212 2 2 210 1 2
Kleene

» La légica trivaluada CG’3 para M = ({0,1,2},{1,2}, O) es paraconsisten-

te.
- ALTO 1 2 vi0o 1 2 - 10 1 2
0] 2 0]0 0 O 010 1 2 012 2 2
112 110 1 1 171 1 2 110 2 2
210 210 1 2 212 2 2 210 1 2
CG'3

» Laldgica PAC para la matriz M = ({0,1,2},{1,2}, O) es paraconsistente.
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- A0 1T 2 vVio 1 2 -0 1 2
012 0(0 O O 0[0 1 2 012 2 2
111 1170 1 1 111 1 2 110 1 2
210 210 1 2 212 2 2 210 1 2

PAC

2.3. Loégicas paracompletas

Las logicas paracompletas tienen estrecha relacion con el Principio del tercero
excluso, de hecho este tipo de l6gicas invalidan este principio. De acuerdo con [6] un
ejemplo que también tiene cabida en el tema de paracompletitud es la paradoja del
mentiroso analizada en la seccién anterior, en este caso, dicha paradoja nos ensena
que existen cierto tipo de oraciones (particularmente, las de un mentiroso) que no
se pueden catalogar ni verdaderas ni falsas. Como resultado, los razonamientos
con exactamente dos juicios (verdad y falsedad) como en légica cldsica no son

validos en este tipo de logicas.

Sabemos que en logica clasica una proposicién es verdadera o falsa de forma
independiente del conocimiento que se tenga de su valor de verdad. En contraste
con esto, las légicas que rechazan el Principio del tercero excluso posibilitan al
menos un tercer juicio (valor de verdad) que puede tomar la proposicién. Real-
mente este tipo de logicas no son complicadas de encontrar y en el Capitulo
presentamos un analisis relacionado con la paracompletitud, particularmente en
el caso de légicas con tres valores, las oraciones como la paradoja del mentiroso
toman el tercer valor que puede ser interpretado como algo mas alla de la verdad
o de lo falso [6].

Si bien las logicas paracompletas no han sido tan estudiadas como las paracon-
sistentes, la motivacién para su estudio radica en sus aplicaciones. Por ejemplo, en
la técnica de busqueda de pruebas automatizadas sobre sistemas con informacién
incompleta (consultar [11] y [12]). Ademas, en cierto sentido, podemos encontrar
analogia entre estas y las logicas paraconsistentes. Por otra parte, se sabe que al
igual que con el Principio de no contradiccion existen dos formulaciones usuales
para el Principio del tercero excluso. Estas formulaciones seran estudiadas mas
adelante, por ahora tinicamente daremos una definiciéon general para observar el

comportamiento que hemos descrito.
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Definicién 2.3 ([I]). Sea L una ldgica. L es una légica paracompleta si viola
el Principio del tercero excluso en la forma: = ¢ o= —p para alguna formula ¢.

Es decir, existe @ formula de L tal que

o y e

Ejemplo 2.6 (Légica paracompleta). Sea £ un lenguaje con C' = {—} y matriz
M = ({0,1,2},{2},0). La siguiente tabla muestra el comportamiento de —:

012
111
210

Para la formula ¢ = p se tiene que t/ ¢ vy ¥ —p. En consecuencia tenemos una

l6gica paracompleta.



Capitulo 3
Logicas paraconsistentes genuinas

En el ano 2015 un concepto de paraconsistencia mas restrictivo es presentado
por Jean Yves Béziau y Anna Franceschetto en el articulo Strong Three-valued
Paraconsistent Logics [10], este concepto es el de 16gica paraconsistente fuerte. En
el siguiente afo, Béziau en el articulo Two Genuine 3-Valued Paraconsistent Logics

[9] renombra dichas légicas bajo el nombre de l6gicas paraconsistentes genuinas.

En este capitulo desarrollamos el andlisis que se presenta en los dos articulos
anteriormente mencionados. Este andlisis se hace para apreciar la naturaleza de los
conectivos que definen logicas paraconsistentes genuinas y que ademds satisfacen
diversas propiedades que les imponemos tal como la de ser no molecular. Asi mismo
hacemos énfasis en el hecho que este estudio conduce tnicamente a la existencia
de dos légicas paraconsistentes genuinas trivaluadas, si se considera tnicamente

conjuncion, disyuncion y negacion como conectivos del lenguaje.

3.1. Independencia entre las formulaciones del

principio de no contradiccion

Recordemos que las logicas paraconsistentes permiten trabajar con teorias incon-
sistentes no triviales. Para lograr tal fin una opcion es rechazar el Principio de
no contradiccion, el cual afirma que un objeto no puede ser y no ser al mismo
tiempo. Este principio se traduce en légica clasica como que una proposicién y su

negacion no pueden ser verdaderas ambas.

Un conflicto que genera el rechazo del Principio de no contradiccion es que éste

29
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cuenta con dos formulaciones distintas e independientes. Unas lineas més adelante
mostramos un ejemplo que demuestra la independencia de las dos formulaciones,
pero primero hablemos acerca de dichas formas de plantear el Principio de no

contradiccion.

1. Principio de explosion.

Este principio dice que en una teoria que contenga como premisas una afir-
macion y su negacion es posible demostrar cualquier otra afirmacion. En
este trabajo usamos las letras EC para referirnos al principio de explosién
y en términos de logicas inducidas por matrices y relaciones de consecuencia

tarskiana tenemos:

EC Lo, —p FEam

donde T' es una teorfa (conjunto de férmulas que incluso puede ser vacio)
y ¢, 1 son cualesquiera férmulas. Las légicas en las cuales se valida este
principio son llamadas logicas explosivas, un ejemplo de este tipo de logicas

es la logica clasica proposicional.

El principio de explosion nos dice que para cualquier valuacion que haga
designados a los elementos ubicados del lado izquierdo de =, debe tam-
bién hacer a ¢ designado. Ademds como v no necesariamente tiene relacion
alguna con I' y ¢, facilmente podriamos tomar una valuacién que hiciera
no designado a 1; por eso la tnica opcién para que se valide EC es que no
exista valuacién que haga tanto a ¢ como a —p designados, tal como ocurre
en légica clasica proposicional. Ahi radica la importancia de tener una nega-
cién que permita que una férmula y su negacién tomen valores designados

simultaneamente, para asi violar EC'.

2. Negacion de una contradiccion.

Esta forma de plantear el Principio de no contradiccion va de la mano con
el concepto del conectivo de conjuncién A que se tiene en légica clasica
proposicional, es decir, una conjuncién es verdadera tinicamente cuando cada
uno de los conyuntos son verdaderos (designados), de donde, no es posible

que p A =@ sea designado.
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Por tanto, en l6gica cldsica proposicional, =(¢ A =¢) es un teorema (tauto-
logia). Este hecho se denota como NC' y usando relaciones de consecuencia

tarskiana y légicas inducidas por matrices tiene la forma

NC I'Em (e A —e).

Aqui nuevamente nos enfrentamos con el dilema de encontrar una negacion
que nos permita que ¢ y = sean designados al mismo tiempo y que ademés

—(¢ A =) no sea una tautologfa.

Si bien la definicién de paraconsistencia actualmente aceptada es la de logicas que
no satisfacen EC' [37] formalizarla no fue una tarea sencilla, pues anteriormente
también se tenian definiciones en términos de NC' [7]. En un principio esto no
serfa un problema de no ser por que en [10] se demuestra la independencia entre
EC y NC.

En seguida mostramos el ejemplo que evidencia la independencia entre las dos

formas de plantear el Principio de no contradiccion.

Ejemplo 3.1. Sea M = (V, D, O) una matriz trivaluada con conectivos =y A

definidos por las siguientes tablas:

- A0 1 2
0] 2 00 0 O
111 1170 1 1
210 210 1 2

consideramos dos casos de acuerdo al conjunto de valores designados que elijamos,
estos son D = {1,2} o D = {2}. Analicemos lo que sucede en cada caso con EC

y NC tomando el caso especial cuando I" = ().

[. Cuando D = {1,2}, existe una valuacién v tal que v(¢) = 1 = v(—p)
y v(¢) = 0, por tanto EC no es vélido. Sin embargo —(p A =) es una

tautologia tal como se observa en la siguiente tabla

| e | eAp | 2(pA )
0] 2 0 2

1] 1 1 1
2

0 0 2
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lo que hace valido NC.

IT1. En el caso D = {2}, dado que no existe valuacién que haga a ¢ y —¢ designa-
do simultdneamente, EC' es vélido por vacuidad. Por otro lado, =(p A =)
no es tautologia, pues si v es una valuacién tal que v(¢) = 1, entonces

v (=(p A =¢)) =1 que no es designado y por tanto NC' no es vélido.

El Ejemplo proporciona dos légicas las cuales sélo validan una de las dos
formulaciones del Principio de no contradiccion, esto muestra que no existe de-
pendencia entre el principio de explosiéon y la negacion de una contradiccién lo
cual motivo una definicion de paraconsistencia mas restrictiva, la que se presenta

a continuacién:

Definicién 3.1 ([24]). Sea M una matriz con conjunto de valores de verdad finito,

la l6gica L inducida por M en la que se satisfagan las condiciones:
1. I7é./\/l —\(90/\—%)0) GP1

2. ¢, mp FEm GP2

para algunas formulas del lenguaje ¢ y ¥ se denomina légica paraconsistente

genuina.

3.2. Conectivos para las légicas paraconsistentes

genuinas

Ahora que tenemos el concepto de logica paraconsistente genuina, nos pregunta-
mos cudles son las caracteristicas que deben tener los conectivos —, A y V para
generar este tipo de logicas. Durante esta seccion atacamos este aspecto, es decir,
mostramos un analisis de cada uno de los conectivos anteriores pidiéndoles que
cumplan distintas propiedades. Cabe anadir que ademas lo haremos tinicamente

en el ambito trivaluado.

3.2.1. Negacién paraconsistente genuina

Recordemos que estamos en busca de una negaciéon que permita invalidar EC,

esto es, que sea posible encontrar una valuacion que haga que una féormula y su
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Y| TP

0] 2

1] k

210
Tabla 3.1

negacion tomen valores designados simultaneamente. Ademas queremos que dicha
negacion sea una extension conservativa del conectivo negacion de la légica clasica.

En la Tabla el valor de k estd por determinarse considerando el conjunto
de valores designados que se escoja ya sea D = {1,2} o D = {2}. Notemos que k
puede tomar tres valores, estos pueden ser 0, 1 y 2. Desglosemos, estos casos y los

respectivos subcasos que generan.

1. Si tomamos k = 0, entonces no es posible encontrar una valuacion que haga
designados de manera simultanea a ¢ y —¢ sin importar que conjunto de
valores designados elijamos, asi por vacuidad EC' es vélido lo que descarta
este caso en automatico pues si se valida EC no es posible generar logicas

paraconsistentes genuinas.

2. Cuando k£ = 1 tenemos dos subcasos que dependen del conjunto de valores

designados.

a) Para D = {2} ninguna valuacién hace que ¢ y —p sean designados si-
multaneamente, nuevamente se vale EC' y no es posible generar légicas

paraconsistentes genuinas.

b) Para D = {1,2} notemos que existe una valuaciéon v que satisface que
v(p) = 1 = v(-p) vy v(yh) = 0, en consecuencia EC no es valido
lo que indica que este caso puede conducir a logicas paraconsistentes
genuinas. Para estar seguros es necesario analizar lo que sucede con la

conjuncion, pero esto se analiza posteriormente.

3. Finalmente cuando £ = 2 también tenemos dos subcasos dependiendo del

conjunto de valores designados.

a) Para D = {2}, andlogamente al caso 2-(a) se satisface EC y no se

pueden generar logicas paraconsistentes genuinas.
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b) Para D = {1,2} existe v valuacién tal que v(p) = 1, v(-p) = 2y
v(v) = 0. Asi se rechaza EC' y existe la posibilidad de generar légicas

paraconsistentes genuinas.

En resumen, tenemos tnicamente dos casos que invalidan EC, estos son: 2-(b)
y 3-(b) que posiblemente nos proporcionaran légicas paraconsistentes genuinas.
Ademas cabe senalar que en ambas situaciones el conjunto de valores designados

es D ={1,2}.

3.2.2. Conjuncién paraconsistente genuina

Es necesario analizar el comportamiento de la conjuncién para poder decidir ba-
jo que circunstancias rechazamos NC'. Ademas, con la ayuda del analisis de la
negacion paraconsistente genuina el conjunto de valores designados ya esta deter-
minado y s6lo quedan dos casos. Tengamos en mente que pedimos, al igual que
con la negacion, que la conjuncion sea una extension conservativa de la conjuncién
en logica clasica, pero esta vez agregamos las condiciones de que sea un conecti-
vo simétrico y neoclasico. Bajo estas peticiones la tabla de la conjuncion queda

parcialmente determinada como en la Tabla [3.2]

N = O >
o O OO
N L O

1
0
x
Y

Tabla 3.2: Tabla parcial de la conjuncién

En seguida analizamos como deben de ser los valores de las variables z y y
para obtener una conjuncion paraconsistente genuina. Este andlisis es en base a
los dos casos vistos anteriormente donde se invalida EC' y por ello indicamos con

letras negritas de que caso se trata.

Caso 2-(b)
Tenemos que D = {1,2} y la negacién esta dada por la Tabla

Primero analicemos que sucede con el valor x en la Tabla

1. Dado que A deber ser neoclasico y 1 es designado el caso x = 0 no puede

ocurrir.
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vy
0] 2
1

210

Tabla 3.3: Caso 2-(b) de la negacién

2. Cuando x =1 se tiene la siguiente tabla:

| 2 | eA=p | =(pA-p)
0] 2 0 2
1] 1 1 1
21 0 0 2

lo que muestra que —(p A @) es siempre designado y por tanto NC' se

valida. Lo que deja a este caso fuera de nuestro interés.

3. Six =2y v es una valuacién tal que v(y) = 1, entonces v(=(p A —p)) =0
lo que invalida NC'. Resta escoger el valor de y. Como A debe ser neoclésica
la opcién y = 0 se descarta inmediatamente ya que debe ocurrir por un lado
que 1 A2 =2 A1 = y; mientras que por otro, y € D = {1,2}. Nos quedan

dos opciones; y =10y = 2:

N = O >
—= N O =
N = O N
N DN O DN

o O O O
N = O >
o O OO
N N O

notemos que cuando y = 2 perdemos el valor de verdad 1, en otras palabras,
A es molecular y por tal razén descartamos esta opcion. En conclusion, la

logica cuyos conectivos estan dados por

- A0 1 2
0] 2 00 0 O
11 110 2 1
210 210 1 2

es una légica paraconsistente genuina.
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Caso 3-(b)
Tenemos que D = {1,2} y la negacién estd dada por la Tabla

B Z

N o~ OIS

Tabla 3.4: Caso 3-(b) de la negacién

y a diferencia del caso anterior, comenzamos primero por analizar los posibles

valores para y.

1. Si tomamos y = 0, entonces A no seria neoclasico, asi este caso queda
descartado.
2. Paray =1,
e | e | oA | (A )
0] 2 0 2
1] 2 1 2
210 0 2

la tabla anterior muestra que v (=(¢ A 7)) siempre es designado lo que

valida NC' y por tanto este caso no es de interés.

3. Finalmente, cuando y = 2 y v es una valuacién tal que v(p) = 1 se tiene
que v (—(¢ A —¢)) = 0 lo que hace no valido a NC' y nos proporciona una
l6gica paraconsistente genuina. Pero aun falta determinar el valor de x. La
posibilidad x = 0 se descarta porque queremos que A sea neoclasico y nos
quedamos con dos posibles casos para la conjuncion dados por las Tablas
3.0k
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N~ O >
oS O OO
O = O
N DN O
N o~ O >
o O OO
N N O
N DN O

Tabla 3.5: Posibilidades para la conjuncién

y al igual que anteriormente elegimos la opcion de la izquierda x = 1, pues
para x = 2 la conjuncién se vuelve molecular. Por tanto obtenemos una

segunda légica paraconsistente genuina cuyos conectivos estan dados por:

- A0 1 2
0] 2 00 0 O
1]2 110 1 2
210 210 2 2

Ahora que tenemos el comportamiento de los conectivos = y A que generan 16gi-
cas paraconsistentes genuinas y que ademas satisfacen ser neoclasicos, simétricos,
no moleculares y son extensiones conservativas de sus respectivos conectivos en
logica clasica podemos dar las siguientes definiciones sobre las dos tinicas logicas

paraconsistentes genuinas generadas por dichos conectivos.

Definicién 3.2. Sea M = ({0,1,2},{1,2},0) una matriz trivaluada, con co-
nectivos = y A. La logica paraconsistente genwina trivaluada L1 estd definida por

las siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

- A0 1 2

0] 2 00 0 O

1|2 110 1 2

210 210 2 2
L1

Definicién 3.3. Sea M = ({0,1,2},{1,2},0) una matriz trivaluada, con co-
nectivos = y A. La l6gica paraconsistente genuina trivaluada L2 esta definida por

las siguientes tablas de verdad para sus conectivos:
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- A0 1T 2
012 0(0 0 O
111 110 2 1
210 210 1 2

L2

Es preciso mencionar que para poseer una mayor expresividad en las logicas
L1y L2, éstas se extienden agregando conectivos a sus lenguajes, como se muestra
en la Seccién 3.3

3.3. Las légicas L3A; y L3Bg

La finalidad de esta seccién es mostrar las dos tunicas légicas paraconsistentes
genuinas que extienden respectivamente a las légicas L1 y L2 presentadas en la
Seccion Estas extensiones las definimos en la siguiente subseccion y correspon-
den a las logicas L3A y L3B que tienen a =, A y V como sus conectivos. Ademas
de estas ultimas damos sus respectivas extensiones L3Ag vy L3Bg agregando el
conectivo de implicacion. El estudio de dichas extensiones sirve de ayuda para
extender las logicas duales a L3A y L3B. Vale la pena hacer hincapié en que el
objetivo central de esta tesis es hacer un estudio sobre las logicas paracompletas
genuinas que resultan de extender a las légicas duales a L3A y a L3B con un

conectivo de implicacion adecuado.

3.3.1. Las légicas L3A y L3B

A lo largo de toda la Seccion se presentd un analisis exhaustivo sobre qué tipo
de conectivos =y A generan logicas paraconsistentes genuinas trivaluadas y que

ademds satisfacen las propiedades siguientes:

1. El conectivo unario — es una extension conservativa de la negacién en logica

clasica.
2. El conectivo binario A satisface:

a) Es neoclasico.

b) Es simétrico.
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¢) Es una extension conservativa del conectivo bivaluado conjuncién en

logica clasica.

Es posible realizar un analisis similar para el caso del conectivo disyuncion, tal

como se muestra en [24], de tal forma que:

3. El conectivo binario, V, que se obtiene es:

a) Neoclésico.
b) Simétrico.

¢) Una extension conservativa del conectivo bivaluado disyuncién en 16gi-

ca clasica.

Una vez teniendo estos tres conectivos estamos en condiciones de presentar las

dos tnicas légicas paraconsistente genuinas que se pueden definir de esta manera.

Definicién 3.4. Sea M = ({0,1,2},{1,2},O) una matriz multivaluada, con co-
nectivos =, A\ y V. La logica paraconsistente genuina trivaluada L3A estd definida

por las siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

- A0 1 2 vio 1 2

0] 2 0/0 0 O 0]0 1 2

112 110 1 2 111 1 2

210 210 2 2 212 2 2
L3A

Definicién 3.5. Sea M = ({0,1,2},{1,2},O) una matriz multivaluada, con co-
nectivos =, A\ y V. La logica paraconsistente genuina trivaluada L3B estd definida

por las siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

N = O >
o O OO
N O =
N = O DN
o = O <
N = OO
N N NN

N — ==

S~ N

L3B
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Notemos que la légica L3A es una extension de la légica L1 mostrada en la
Definicién mientras que la logica L3B extiende a la logica L2 presentada en
la Definicién 3.3l

3.3.2. El conectivo implicacién en las légicas paraconsis-

tentes genuinas

En teoria de prueba una de las reglas de inferencia méas comin es Modus Ponens
cuya formulacién requiere del conectivo de implicacion, y se puede representar

como:
@ = zzb Y MP

de aqui que podemos considerar dicho conectivo como bésico en toda logica en que

se desee el desarrollo de teoria de prueba. Hasta ahora hemos definido exactamen-

te dos logicas paraconsistentes genuinas en términos de negacién, conjuncién y

disyuncién. Lo que pretendemos con este apartado es puntualizar de manera bre-

ve el trabajo que se desglosa en [24] para encontrar un conectivo de implicacién

adecuado para extender las logicas L3A y L3B.

Al igual que antes le pedimos a la implicacion las propiedades de ser neocldsi-
ca y extension conservativa de su respectivo conectivo bivaluado en logica clasica
proposicional. Es preciso hacer notar que la bisqueda de una implicacién apropia-
da es mucho més compleja que en el caso de los otros conectivos bivaluados que
analizamos antes ya que debido a que la condicion de simetria no es comun en
este conectivo tenemos mas variables que encontrar. En un principio la tabla de la
implicacion tiene nueve espacios y cada uno de estos puede llenarse con alguno de

los tres valores de verdad, lo que nos deja con 3° = 19683 posibles implicaciones.

Las restricciones combinadas de ser una extensién conservativa y neoclasica
se muestran en la Tabla [3.0] los cuatro valores de las esquinas quedan fijos por
ser extension conservativa de la implicacion en logica clasica y el resto de valores
gracias a la neoclasicidad donde para cada k € {1,2,3,4} : i) representa un valor
designado y al tratarse de logicas paraconsistentes genuinas (en especifico de L3A

y L3B) tenemos que el conjunto de valores designados es D = {1, 2}.

Notemos que la Tabla nos deja un total de 2* = 16 implicaciones ya que
cada i puede tomar dos valores distintos. A pesar que los requisitos impues-

tos reducen el nimero inicial de posibles implicaciones el autor en [24] impone
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—- 10 1
02 4
110 iy is
210 14 2

Tabla 3.6: Implicacién tipo extension conservativa y neoclasica

condiciones extras acerca de que ciertas féormulas consideradas importantes sean

tautologias, por ejemplo:

Fi= e )
Foim (o =) = (g = =)

Ademas para llevar un mejor control de la reduccion de la familia de implicaciones
posibles derivadas de la Tabla[3.6]en [24] se realiza un anélisis individual para cada
extension de las logicas L3A y L3B.

En L3A si las formulas F} y F3 son tautologias, entonces las posibles implica-

ciones se reducen a unicamente cuatro, las cuales mostramos en la Tabla |3.7]

N = NN
N = NN

o O N O
— N = =

N
0
1
2

oS O N O
_ N N =

N
0
1
2

O O NN|O
— N = =
N DN NN

N
0
1
2

S O N O
N N
N NN DN

N
0
1
2

11 12 I3 14

Tabla 3.7: Candidatos a implicaciones en L3A

En [24] se dan una serie de resultados antes de decidir con qué implicacién ex-
tender L3 A, finalmente se elige la implicacion I1 que corresponde a la implicacién
de Godel |39, p. 69] por la cercania con las logicas paraconsistentes interesantes
como la de da Costa [36] y con las logicas G3' y CG'3 [34]. Es importante que el
lector tenga claro estos motivos porque si bien extender L3A con alguna de las
otras tres implicaciones restantes, seguramente resulta interesante el vinculo con
las l6gicas antes mencionadas lo que mueve la eleccién de dicha implicacién, por
lo que debemos tener presente que aqui nos interesa unicamente la extensién de
L3A con I1 pues la légica resultante (ver Definicién es dual a una de nuestras

logicas objetivo.
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De manera similar pero ahora para L3B al analizar si las formulas Fy y Fb
son tautologias, el nimero de posibles implicaciones de acuerdo con la Tabla
no se reduce como ocurre con L3A. Esto se explica por el comportamiento de la
negacién de L3B, dejandonos como resultando un total de dieciséis implicaciones

para extender L3B, dichas implicaciones se observan en la Tabla 3.8

— (0 1 2 — (0 1 2 -0 1 2 — (0 1 2
012 2 2 012 2 2 012 2 2 012 1 2
110 2 2 1170 2 1 1170 2 1 110 2 2
210 2 2 210 2 2 210 1 2 210 2 2
11 12 13 14
-0 1 2 -0 1 2 — [0 1 2 -0 1 2
0112 1 2 012 1 2 012 1 2 012 2 2
110 2 1 110 2 2 110 2 1 110 1 2
210 2 2 210 1 2 210 1 2 210 2 2
I5 16 17 18
-0 1 2 -0 1 2 -0 1 2 -0 1 2
012 2 2 012 2 2 012 2 2 012 1 2
110 1 1 110 1 2 110 1 1 110 1 2
210 2 2 210 1 2 210 1 2 210 2 2
19 110 111 112
-0 1 2 - (0 1 2 - (0 1 2 - (0 1 2
0112 1 2 012 1 2 012 1 2 012 2 2
110 1 1 110 1 2 110 1 1 110 2 2
210 2 2 210 1 2 210 1 2 210 1 2
113 114 115 116

Tabla 3.8: Candidatos a implicaciones en L3B

Al igual que con las posibles extensiones de L3A, con las dieciséis implicacio-
nes que pueden extender L3B, en [24] antes de elegir una se presentan diversos
resultados que se satisfacen o no con dichas extensiones. Luego se selecciona la
implicacion 116 que nuevamente resulta ser de Godel por ser la que satisface el
mayor nimero de propiedades y es no molecular. La extension de L3B con la
implicacién 716 la damos de manera formal en la Definicién [3.7 Un hecho intere-
sante es que la implicacién de Gédel es una implicacién cldsica (ver Definicién
1.14) [22].
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Es importante notar que aunque las restantes implicaciones resulten intere-
santes debemos tener claro que la razén principal por las que no estudiamos las
extensiones respectivas que generan se debe a que en esta tesis buscamos apro-
vechar el estudio realizado en [22] y [24] acerca de las dos extensiones de L3A y

L3B con la implicaciéon de Godel para alcanzar nuestro objetivo principal.

3.3.3. L3AG Yy LSBG

Ahora que ya hemos mostrado el proceso resumido de biisqueda y elecciéon de un
conectivo de implicacién apropiado para extender las logicas L3A y L3B estamos
listos para conocer las dos logicas paraconsistentes genuinas L3Ag v L3Bg en
términos de cuatro conectivos que extienden a L3A y L3B, respectivamente. Cabe

mencionar que el subindice corresponde al hecho de que la implicacion es de Godel.

Definicién 3.6 ([24]). La ldgica obtenida a partir de L3A agregando el conectivo
de implicacion de la l6gica G3, ver Ejemplo[1.8, se denota como L3A¢ y las tablas

de verdad de sus conectivos son:

- A0 1 2 vi0 1 2 — 10 1 2
02 00 0 O 0]0 1 2 012 2 2
112 110 1 2 111 1 2 110 2 2
210 210 2 2 212 2 2 210 1 2

L3Ag

Definicién 3.7 ([24]). La légica obtenida a partir de L3B agregando el conectivo
de implicacion de la logica G3 se denota como L3B¢ vy las tablas de verdad de sus

conectivos son:

- A0 1 2 vVi0o 1 2 — 10 1 2
02 00 0 O 0]0 1 2 012 2 2
111 110 2 1 111 1 2 110 2 2
210 210 1 2 212 2 2 210 1 2

L3Bg
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Con estas dos definiciones terminamos esta subseccién pero atin nos hace falta
profundizar un poco mas en las caracteristicas de las logicas obtenidas. Hemos
mencionado que el conectivo de implicacion es esencial para desarrollar teoria de
prueba a causa de la regla de inferencia Modus Ponens y ahora que ya tenemos
dicho conectivo podemos enunciar algunos resultados que lo involucran. A con-
tinuacién mostramos dos teoremas fundamentales que relacionan los enfoques de
teoria de prueba y teoria de modelos para cerrar y completar el estudio de las
légicas L3Ag y L3Bg.

3.4. Robustez y completitud en L3A; y L3Bg

Hasta el momento iinicamente hemos definido las 16gicas paraconsistentes genuinas
L3Ag v L3Bg por medio de semanticas multivaluadas inducidas por matrices
correspondientes al enfoque de teorfa de modelos. En [24] se provee de sistemas
axiomaticos tipo Hilbert para las légicas anteriores pertenecientes al enfoque de
teoria de prueba. Lo que pretendemos con esta seccién es dar una descripcion y
un bosquejo de dos de los teoremas maés relevantes en la légica, el teorema de
robustez “soundness” y el teorema de completitud “completeness” que vinculan

la teoria de prueba con la teoria de modelos.

Para comprender mejor esta perspectiva de teoria de prueba mostramos las

siguientes definiciones:

Definicién 3.8 ([13]). Dado un lenguaje L. Decimos que una relacion R C
P(FORM(L)) x P(FORM (L)) es una regla de inferencia si para cualquier
(IA) € R con I y A conjuntos finitos y para cualquier sustitucion o se tiene
que (o(I'),0(A)) e R. Sil' = {m,....,7%} y A = {d1,...,0n} habitualmente la

regla R se denota por:
Y1 Un
— R.
01...0m

Un ejemplo de regla de inferencia lo hemos mencionado en la Seccién [3.3.2] al
presentar Modus Ponens, podemos interpretar dicha regla como que v es conse-
cuencia de tener ¢ y ¢ — 1. Otros conceptos importantes a tener en cuenta son
demostracion y tautologia, dados en la Seccién y Definicién [1.8] respectiva-
mente; ya que ambos estan involucrados de una u otra forma en la robustez y la

completitud de una légica.
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Definicién 3.9 ([13]). Dado un lenguaje L, una axiomética o un sistema de
prueba tipo Hilbert o simplemente un sistema de Hilbert es una pareja
(A, R) donde A es una teoria cuyos elementos son denominados esquemas de

axioma y R es un conjunto de reglas de inferencia.

Dada una axiomatica A = (A, R), si una férmula ¢ tiene una demostraciéon
en A, decimos que es un teorema en A y lo denotamos por F . Ahora estamos
listos para entender a que nos referimos con robustez y completitud. Decimos que
una légica L es robusta respecto a una axiomatica A si los teoremas de A son
tautologias en L y reciprocamente si cada tautologia de L es un teorema en A,
entonces la légica L es completa con respecto a la axiomética A. En seguida pre-
sentamos la axiomadtica propuesta en [24] para L3Ag y L3 B¢, ademds de enunciar
resultados necesarios para llegar a la demostracién de robustez y completitud en
cada una de las dos logicas antes mencionadas. Para llevar todo de manera orga-
nizada separamos la explicacion del procedimiento seguido en [24] para demostrar

lo deseado, comenzando por L3Ag.

Sea IL una teoria formal axiomatica para la logica L3Ag formada por los co-
nectivos primitivos: =, —, V y A. Las férmulas se construyen de la manera usual,
Modus Ponens como la tnica regla de inferencia y los esquemas de axiomas son
[24]:

Posl: ¢ — (¥ — o)

Pos2 : <gp—>(¢—>0)>—><(@—>w)—>(9@_ﬂ7))
Pos3: (pAY)— ¢

Posd: (pAY) =

Pos5: ¢ — (w—>(90/\¢))

Pos6: ¢ — (p V)

Pos7: ¢ — (¢ V)

Pos8 : <gp—>a>—><(¢—>0)—><(¢\/¢)—>a)>
Cwl: pV-p

WE: 9= (mp =)

L3AL: ((p = ¥) A (7 = =) = —=(p — )
L3A2: ——(p = ) = (=g = =)
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L3A3: (—pA %) = ~(p A1)
L3A4: (pA—9) = ==(pAY)
L3A5: —(p V) — —p

L3A6: (o A—9) = —(pVY)
L3AT: —(p = ¥) = (¢ AY)

Para demostrar que L3Aq es robusta respecto a L, lo que significa que todo
teorema en IL es una tautologia en L3Aq, basta ver que cada uno de los axiomas
de L es una tautologia y que Modus Ponens preserva tautologias, esto debido a
que un teorema en IL o es una instancia de un esquema de axioma o se obtiene de
la aplicacién de Modus Ponens a féormulas previas. De acuerdo con las tablas de
verdad de los conectivos en L3Ag, no es complicado verificar que cada axioma en
L es una tautologia; que Modus Ponens preserva tautologias tampoco es complejo,
para ello se procede por contradiccién (para ver los detalles consulte [24, pp. 86-

87]), con todo lo anterior tenemos como resultado el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Robustez en L3Ag). Sea ¢ una formula. Si ¢ es un teorema en

L, entonces ¢ es una tautologia en L3Ag, i.e. siFL ¢ entonces =r3a, -

Para demostrar completitud debemos ver que cada tautologia en L3Ag es un
teorema en IL pero esta demostracion es mas compleja que la del teorema previo.
En general los teoremas de completitud no son sencillos de demostrar y a lo largo
de la historia han surgido multiples técnicas sélo para demostrar el teorema de
completitud para la légica proposicional clasica y una gran infinidad de técnicas
para el caso de légicas no clasicas [43]. Existen dos formas de realizar la demos-
tracion, de manera directa o de manera indirecta. En muchos casos se emplea una
técnica indirecta, la construccion de contramodelos; es decir se supone que una
formula no tiene prueba y entonces se muestra que no es una tautologia, estas
técnicas son utiles pero no constructivas. Por otro lado, hacer una demostracion
de completitud de manera directa consiste en tomar una tautologia y construir su
prueba formal por lo que al hacerla de este modo, no solo se obtiene el teorema de
completitud, sino una técnica general para encontrar la demostracién de cualquier

teorema de manera sistematica [29)].

El Lema de Kalmar para la légica proposicional clésica [30] permite realizar

una demostracién directa del teorema de completitud. A grandes rasgos el lema
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consiste en verificar que existe una transformacion particular de férmulas que
identifica los valores de verdad y mostrar que dada una formula y una valuacién,
la férmula transformada se puede demostrar a partir de suponer la transformacién
de los datomos de la férmula original. Después la demostracién de completitud
consiste en emplear el Lema de Kalmar y luego ver que se pueden ir eliminando
las suposiciones hasta lograr demostrar la formula transformada sin suposicién
alguna. A continuacién se empleara la misma idea pero generalizando el Lema
de Kalmar para una légica trivaluada. Vale la pena senalar que el andlisis y la
cantidad de demostraciones que se requieren incrementa debido al aumento de
valores de verdad. Para simplificar un poco el trabajo enunciamos primero algunos

resultados auxiliares cuya demostracion se encuentra en [24].

Teorema 3.2. Sean ', A conjuntos de formulas, y sean @, ¥ formulas arbitrarias.

La siguientes propiedades se cumplen en L.

Monotonia si ', entonces ' U A = .

Teorema de la deduccion Lok sty solo siT' o — .

Corte sil'Foy Aok, entonces T'UA 1.
Reglas-AND A siysolosil'E @yl .
Prueba fuerte por casos oY yl=pk siy solo si .

El Lema [3.1| enlista propiedades que se satisfacen en L, para su demostracion
se ocupan las propiedades del teorema previo y el interés de este resultado se
debe a que es necesario para la demostracion del Lema que a su vez ayuda
a demostrar el Lema [3.3l Antes de enunciarlo necesitamos definir dos conectivos
més en términos de los conectivos primitivos de L3Ag, estos son: G(p) = ¢ —
(mp A ==p) vy N(p) := ¢ A = [24]. Para observar el comportamiento de los
mismos presentamos sus valuaciones en las Tablas y

@ |~ | 7= | 2 Ao | G)
0 0 0 2
1 0 0
2 2 0 0

Tabla 3.10: Tabla de verdad para G(yp)
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—¢ | N(p)

N o~ OIS

0
2
0

Tabla 3.11: Tabla de verdad para N(p)

Notemos que estos conectivos en conjunto con la doble negacién (observar la
tercera columna de la Tabla identifican a cada uno de los valores de verdad
en el sentido que, G(p) valia 2 inicamente cuando su argumento (i.e. ¢) toma el
valor de 0, algo similar sucede con N(p) y la doble negacién para los valores 1 y

2, respectivamente.

Lema 3.1. Para cualesquiera férmulas ¢, 1,0 y &, las siguientes propiedades se

satisfacen en T
a) k- — .
b) Sik @ — 9y k¢ — o, entonces - ¢ — 0.
o) Fp—= W —0) = (= (p—0)
d) (== = =) = (2o = ).
e) k(¢ = =) = (7mp = —mp).
f) b —p =~
g) F (- A—mp) = .
h) G(p), o 1.
i) G(p) F e
i) Fle—=1) = (GW) = Gly).
k) Sigphe¢yok & entonces o Aok AL,
1) Si G(p) F ¥, N(p) F ¢y == F 1), entonces F 1.

m) o A osiysélosip ko

4Debemos tener presente que estamos trabajando en la teorfa axiomética L. no obstante por
simplicidad omitimos el subindice L en |-.
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La razén del Lema es reflejar el comportamiento de los cuatro conectivos

primitivos en L3Aq en términos de G(¢), N(p) y la doble negacion.

Lema 3.2. Para cualesquiera férmulas ¢ y 9, las siguientes formulas bien forma-

das son teoremas en L.

N1: = Glp) = ~=(mp) Cl: = Glp) = NlpA)

N2: FN(p) = m(mp) €20 F (N(p) AN(®Y)) = N(p AY)

N3: e = Gop) €8k (N(p) A=) = ~=(p AT
C4: + (= A=) = —=(p AY)

I1: = Gp) = ~=(p = )

I2: F == = (e = )

I3: (N ) AN )) —-=(p — 1) DI: F =g = (e AY)

I4:  F (ﬂwAN Y)) = N(p = ¢) D2+ (G(o) AN(®)) = N(p V)

I5:  F(N(p)AG®) = Glp =) D3: + (N(@) AN(®)) = N(p V)

16: (ﬂw ANG(Y)) = Glp =) D = (G(p) AG(¥)) = G V)

Antes de enunciar el Lema debemos dar una definicién que transforma las

formulas de acuerdo con una valuacién dada.

Definicién 3.10 (|24]). Dada una valuacion v de L3Ag y una formula ¢, se

denota la tmagen de ¢ bajo v con ¢, y se define como sigue:

G(p) si v(p)=0
o =19 N(p) si v(p)=1
e st v(p) =2

para un conjunto de formulas ®, con ®, denotamos al conjunto {p, | ¢ € ®}.

Ejemplo 3.2. Sea ¢ = (=p A ¢) — r una férmula bien formada en L3Ag. Para
cada una de las valuaciones dadas mostramos el resultado de la definicién anterior

en la siguiente tabla.
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Valuacion | Valuacion ¢ Transformacion

vi(p) =1 pu, = G(p) =

nl@)=1| wul@) =0 | (pAa)=7) = (<((0Aa) =) A= ((pAg) = 7))
v1(r) =0

v2(p) =0

va() =2 | vap) =1 Yo, =N(p) = ((tpAa) = 1) A=((mpAg) = 1)
ve(r) =1

v3(p) =2

vs(q) =0 | vs(p) =2 o = N(p) === ((=pAg) = 1)

vg(r) =2

El lector debe tener en cuenta que por cuestiones ilustrativas inicamente hemos
dado tres valuaciones que ejemplifican los tres casos de la Definicion pero que
estas no son las unicas. Para la férmula en cuestion, al estar compuesta de tres

atomos, sabemos que en realidad se tiene un total de 3% = 27 valuaciones.

Ahora que entendemos como funciona la Definicion estamos en condiciones

de enunciar el lema clave para la prueba de completitud.

Lema 3.3. Sean ¢ € FORM (L3A¢) y v una valuacién. Si con Atoms(yp) deno-
tamos el conjunto de férmulas atéomicas en ¢, entonces se puede demostrar que

Atoms(p), F .

Lo que nos asegura el Lema [3.3] es que para cualquier férmula del lenguaje
de L3Ag si a cada una de sus letras proposicionales (4tomos) le aplicamos la
Definicién y con lo que resulte formamos un conjunto, entonces dicho conjunto

demuestra a la transformacién de la férmula en cuestién. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.3. Retomando la férmula y la valuacion vy del Ejemplo [3.2] es decir,
o= (pANq)—ryuvs(p) =v3(r) =2y v3(q) = 0. Tenemos que los dtomos de ¢
son p, q y r, de acuerdo a la valuaciéon dada y aplicando la Definicién a dichos
atomos obtenemos Atoms(p),, = {——p, G(p) = ¢ — (=g A =—q), =—r}. Ademas
Doy = —|—|((—|p Aq) — r). Luego, el Lema nos asegura que

—=p, g — (—\q A —|—|q)7 - l— —|—|((—|p A q) — ’r’)
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una demostracion sencilla de este hecho es la siguiente: por 12 del Lema |3.2] es
valido =—r — —m((ﬂp Aq) — r) y aplicando Modus Ponens con la hipdtesis
== concluimos lo deseado, esto es, ﬂ—|((—|p Aq) — r), corroborando el Lema
3.3l Debemos tener en cuenta que en este caso no es necesario utilizar las otras
dos hipotesis, en otros casos puede suceder algo similar respecto a las hipotesis e

incluso habra casos donde sea indispensable el uso de todas.

Finalmente, estamos listos para enunciar el teorema de completitud en L3Ag.
El lector puede comprobar que la demostracién estd pensada de forma similar
a la prueba del teorema de completitud para la logica clésica [30]. De hecho la
Definicion y el Lema estan inspirados en el Lema 1.13 de [30, pp. 34]. La
forma de transformar las férmulas esta relacionada con los dos valores de verdad
que se tienen en légica clasica proposicional y aqui la transformacién se basa en
los tres valores de verdad posibles. Estas similitudes se deben a que ambos lemas
utilizan la técnica de Kalmar |26, B3] la cual se debe al matematico y 1égico Lészlo
Kalmar. Dicha técnica es de suma importancia pues mas adelante la ocupamos

para el estudio de la teoria axioméatica de algunas extensiones de las logicas duales

a L3A vy L3B.

Teorema 3.3 (Completitud en L3Ag). Sea ¢ una formula. Si ¢ es una tautologia

en L3Aq, entonces ¢ es un teorema en L, esto es, si =r3a, g, entonces by, .

Con esto terminamos el andlisis de dos teoremas sumamente importantes en
légica para el caso de L3Ag. De forma similar en [24] se desarrolla el proceso de

prueba de estos teoremas para la légica paraconsistente genuina L3Bg.

Sea L, una teoria formal axiomatica para L3Bg constituida por los conectivos
primitivos: =, =, V. y A y dos conectivos definidos en términos de los primitivos
G y N definidos como: G(¢) := ¢ = (@ A=(p A p)) vy N(p) == ¢ A —p [24].
Las férmulas bien formadas se construyen de la manera usual, la tnica regla de

inferencia es Modus Ponens y los esquemas de axioma son los siguientes:
Posl: ¢ — (¥ — )
Pos2 : <gp—>(@/}—>0)>—><(g@—>@/})—>(4p—>a)>
Pos3: (pAY)— ¢
Posd: (pAY)—1
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Pos5 : @%(¢—>(¢A¢)>

Pos6: ¢ — (¢ V)

Pos7: ¢ — (¢ V)

Poss: (o= 0) > (0 =) > (¢ Vi) =)
Cwl: ¢V-p

Cw2: ¢p— -y

SWE: ——p— (2(pAp) =)

L3B1: N(pA) — G(=p A=)

L3B2: —(p =) = (o A )

L3B3: —N(p) = G(N(p))

L3B4: (~pA-N(®)) = ~(p A1)
L3B5: N(p —¢) = G(N(p))

L3B6: ((o A=) A-N(p)) = =(p — )
L3B7: —(pV)— —p

L3B8: (—pA—) = =(p V1)

Debido a que la demostracién del teorema de robustez sigue exactamente los
mismos pasos que explicamos en el parrafo previo al Teorema pasamos direc-

tamente a enunciarlo.

Teorema 3.4 (Robustez en L3Bg). Sea ¢ una formula. Si ¢ es un teorema en

Ly, entonces ¢ es una tautologia en L3Bg, i.e. sitL, ¢ entonces F=rsp, ¢-

El Teorema|3.2[se cumple en IL; y dado que el analisis es completamente similar,
es decir, en [24] se presentan tres lemas en cadena analogos a los dados para L3Ag
incluyendo una definicién de transformacién de una féormula de acuerdo con una
valuacién dada. En este caso ya no nos detenemos en bosquejar este procedimiento
y enunciamos directamente el teorema de completitud en L3 B¢ para concluir con

la seccidn.

Teorema 3.5 (Completitud en L3Bg). Sea ¢ una formula. Si ¢ es una tautologia

en L3Bg, entonces ¢ es un teorema en Ly, esto es, si =3, ¢, entonces by, ¢.
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A modo de resumen de este capitulo, recordemos que en esta parte nos dedi-
camos primero a presentar dos formulaciones del Principio de no contradiccion y
mostramos que son independientes con motivo de definir un concepto mas restric-
tivo de paraconsistencia, este es el de ldgicas paraconsistentes genuinas. Después
discutimos qué tipo de conectivos (negacién y conjuncién) permiten generar este
tipo de légicas y cumplen con ciertas caracteristicas, de esta forma definimos dos
légicas paraconsistentes genuinas. Luego, agregamos conectivos de disyuncion e
implicaciéon apropiados para llegar a las légicas L3Ag v L3B¢g para finalmente
concluir el estudio de dichas logicas con los teoremas de robustez y completitud

en cada una de ellas.






Capitulo 4
Loégicas paracompletas genuinas

El concepto de ldgicas paracompletas genuinas visto desde un enfoque dual al
concepto de légicas paraconsistentes genuinas fue recientemente presentado en el
articulo Paracomplete logics which are dual to the paraconsistent logics L3A and
L3B [23]. En este capitulo detallamos el anélisis y explicamos en qué sentido se
considera la dualidad entre paraconsistencia genuina y paracompletitud genuina
presentados en dicho articulo. Para lograr esto, desarrollamos un analisis muy
similar al realizado en el capitulo anterior con el cual podemos observar la natura-
leza de los conectivos que definen 16gicas paracompletas genuinas. La importancia
de este capitulo radica en el estudio de la dualidad, por un lado, entre las légicas
L3Ay L3AP: y por otro lado entre las légicas L3B y L3BP. Después de construir
las 16gicas L3AP y L3BP estas seran extendidas con un conectivo apropiado de
implicaciéon. Uno de los objetivos mas ambiciosos de este trabajo es encontrar

sendas axiomatizaciones para las extensiones seleccionadas de L3A” y L3BP.

4.1. Independencia entre las formulaciones del

principio del tercero excluso

Como hemos mencionado anteriormente, invalidar el Principio del tercero excluso
conduce a las légicas paracompletas. Dicho principio establece que dos proposi-
ciones contradictorias no pueden ser ambas falsas. En términos de légica clasica
proposicional es posible formular este principio como: una proposiciéon y su ne-
gacién no pueden ser falsas ambas. Al igual que ocurre con el Principio de no

contradiccion, el Principio del tercero excluso tiene dos formas comunes de plan-

95
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tearse, estas formulaciones usualmente son vistas como las duales al principio de
explosion (EC) y a la negacion de una contradiccion (NC') presentadas en la

Seccién 3.1} A continuacién presentamos estas dos formulaciones.

1. Principio dual al principio de explosion. Este principio establece que para
cualquier afirmacién ¢ no ocurre que ¢ y —¢ sean falsas simultaneamente. La

forma de EC usando relaciones de consecuencia tarskiana multiple es:
EC Y, -

en este trabajo denotamos la forma dual de EC con EM y con forma dual nos
referimos a pasar lo del lado izquierdo de F al lado derecho, tenemos en términos

de relaciones de consecuencia tarskiana multiple:
EM F o,

Si consideramos un lenguaje £ que tiene una disyuncién V (que corresponde

a comas en el lado derecho de F), entonces este principio puede ser escrito como
EM F oV .

Lo que en teoria de modelos se puede interpretar como que ¢ V —¢ sea una

tautologia, lo cual es cierto en logica clasica proposicional.

2. Principio dual a la negacion de una contradiccion. Esta manera de formular
el Principio del tercero excluso esta ligada directamente con el conectivo disyun-
cién V que se tiene en logica clasica proposicional, sabemos que una disyuncién
toma el valor de falso (no designado) si y sélo si ambos disyuntos son falsos (no
designados). De forma similar a la formulacién anterior podemos tomar esta for-

mulacién como la dual a
NC F=(e A o)

y como usualmente se acostumbra tomamos a los conectivos A y V duales uno del
otro. Por lo tanto, en términos de relaciones de consecuencia tarskiana multiple

esta formulaciéon denotada con EM’ es:
EM’ —(eVp)

y si ¢ es una férmula cualquiera entonces podemos reescribir equivalentemente
EM’ como: =(¢ V =p) F 1), cuya interpretacién es: cada modelo para el la-

do izquierdo de F es un modelo para . Dado que v no tiene necesariamente
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relacién con ¢, para invalidar EM’ basta con encontrar una valuacién tal que

v (=(¢ V —¢)) sea designado y v(¢) no lo sea.

Anélogamente al caso de la paraconsistencia, estas dos formulaciones son in-

dependientes y enseguida presentamos un ejemplo que demuestra este hecho.

Ejemplo 4.1. Sea M = (V, D, O) una matriz trivaluada con conectivos =y V

definidos por las siguientes tablas:

- vVio 1 2
0] 2 0]0 1 2
111 111 1 2
210 212 2 2

entonces de acuerdo al conjunto de valores designados que elijamos (D = {1,2} o

bien D = {2}) tenemos los siguientes casos.

[. Si D = {1,2} de acuerdo con la Tabla , notemos que ¢ V -y es una
tautologia lo que valida EM . Sin embargo el valor de la Tabla en la
cuarta columna de izquierda a derecha posicionado en la tercera fila de

arriba hacia abajo es un valor designado lo que hace que no se satisfaga

EM’'.
| 2| Vg | (o V)
0| 2 2 0
1 1 1
210 2 0

Tabla 4.1: Independencia entre EM y EM’

II. Si D = {2}, entonces ¢ V = no es una tautologia ya que la tercera columna
de la Tabla tiene un valor no designado lo que invalida EM ; mientras
que por otra parte se satisface EM’ debido a que la cuarta columna de la
Tabla [4.1] no posee valores designados.

Con el Ejemplo 4.1| tenemos dos légicas en las cuales se valida una formulacion
del Principio del tercero excluso y la otra no, esto depende de como sea considerado

el conjunto de valores designados, es decir, este ejemplo demuestra que EM y



58 CAPITULO 4. LOGICAS PARACOMPLETAS GENUINAS

EM'’ son independientes, esto motivé a los autores de [23] a dar la siguiente

definicién.

Definicién 4.1 ([23]). Una légica L con negacion y disyuncion se dice que es
una 16gica paracompleta genuina (o una ldgica paracompleta fuerte) si EM

ni EM’ son vdlidos, esto es: para algunas formulas ¢ y 1,

2. =V ) . GP2p

4.2. Conectivos para las logicas paracompletas

genuinas

Al igual que con la paraconsistencia genuina ahora estamos interesados en deter-
minar cuales son los conectivos que generan légicas paracompletas genuinas, es
decir que satisfagan GP1p y GP2p de la Definicién y que ademas satisfagan
las mismas propiedades que impusimos en la Seccién[3.2] A lo largo de esta seccién
hacemos un analisis detallado para ver cuantas y cudles légicas paracompletas ge-
nuinas podemos obtener de esta forma. Nuevamente nos centramos en el ambito

de las logicas de tres valores.

4.2.1. Negacion y disyuncion paracompleta genuina

La combinacién de conectivos =y V de la légica del Ejemplo no satisface la
Definicién [4.1], por tanto, no funciona para definir una légica paracompleta genui-
na por esa razén necesitamos una combinacion diferente. Empezamos por buscar
la forma de que se cumpla GP1p, esto es que ¢ V = no sea una tautologia. Pa-
ra lograr esto, a diferencia del andlisis hecho en la Seccién debemos trabajar
simultdneamente con negacién y disyuncion. Ademaés, como pedimos que la nega-
cién sea una extension conservativa de su version en logica clasica podemos fijar
dos valores en su tabla de verdad, tal como se muestra en la Tabla [£.2] donde k
es una variable a determinar y puede tomar los valores 0, 1 o 2. Analicemos cada
caso considerando los dos posibles conjuntos de valores designados. Buscamos una
disyuncién que sea: una extension conservativa de la disyuncion en logica clésica,

neoclésica y simétrica. Con esto en mente tenemos lo siguiente.
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vy
0] 2
1| k
210

Tabla 4.2: Posibles negaciones

1. Si k = 2, entonces cada fila de la Tabla tendriamos que ¢ o —p tienen
valores designados. Como la disyuncion debe ser neoclésica, entonces ¢V —p
seria tautologia, provocando que no se satisfaga GP1p, asi este caso queda

fuera de nuestro interés.

2. Si k =0 tenemos dos subcasos segtn el conjunto de valores designados que

tomemos.

a) Cuando D = {1, 2} entonces en cada fila de la Tabla[4.2]¢ o = son de-
signados y nuevamente no se satisface GP1p. Asi no es posible generar

l6gicas paracompletas genuinas.

b) Cuando D = {2}, se tiene que existe una valuacién de tal forma que
v(ip) =1¢ Dyuv(-p) =0¢D. Luego se cumple GP1p y existe la

posibilidad de generar logicas paracompletas genuinas.

3. Si k =1 entonces de acuerdo al conjunto de valores designados que tomemos

se generan dos subcasos.

a) Cuando D = {1,2} como en el caso 2-(a) tenemos que ¢ 0 - son
designados y nuevamente no se cumple GP1p. En consecuencia no es

posible generar 1égicas paracompletas genuinas en este caso.

b) Cuando D = {2} existe una valuacién v, tal que v(¢) =1 = v(—yp) que
es no designado, validando GP1p. Por ahora esta opcion posiblemente

genera logicas paracompletas genuinas.

En conclusion del analisis anterior, para generar loégicas paracompletas genui-
nas la unica posibilidad para el conjunto de valores designados es {2} y k debe
estar en {0, 1}.

Hasta ahora tenemos dos negaciones, las que presentamos en la Tabla [£.3]

Analicemos en cada caso que condiciones adicionales debe satisfacer un conectivo
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de disyuncién para que se cumpla GP2p y asi obtener légicas paracompletas
genuinas. Como buscamos una disyunciéon que sea una extensién conservativa de
la disyuncién en légica clésica, se fijan los cuatro valores de las esquinas en la
Tabla[t.4 Ademds como D = {2}, por neoclasicidad v(1V2) € Dy v(2V 1) € D,
para cualquier valuacién v, lo que fija dos valores mas en la Tabla Y por
simetria s6lo debemos determinar dos variables. Por tanto la Tabla [4.4] muestra

la tabla de verdad parcial para la disyuncién.

o oo N
S~ N

2 2

Tabla 4.3: Negaciones que permiten satisfacer GP1p

o o~ Ol<
o8 OO
R S N
N N NN

Tabla 4.4: Posibles disyunciones

A continuacién realizamos un andlisis para determinar las variables x y y que
permitan satisfacer GP2p. Dividimos el anélisis en dos partes basadas justamente
en los dos casos anteriores, donde la negacién permite validar GP1p, especificamos

estos casos con letras negritas.

Caso 2-(b)
En esta situacién la tabla de verdad de la negacion estda dada por la Tabla y
D = {2}.

w|¥
0
110
210

Tabla 4.5: Caso 2-(b) de la negacién paracompleta genuina

Es conveniente comenzar a analizar x, lo que arroja los siguientes subcasos:
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1. Si z =0, entonces de acuerdo con la Tabla

| = | Ve | —(pV-p)
0 2 0
1] 0 0 2
2 2 0

Tabla 4.6: Tablas de verdad, caso k =0y x =0

muestra que la Definicién se satisface, independientemente del valor de
y. En efecto, en el apartado anterior hemos visto que GP1p se satisface
(de hecho por eso se eligié la negacién de la Tabla . Por otra parte,
GP2p también se valida ya que en la cuarta columna, v (=(p V —p)) = 2
en la segunda fila. Resta escoger el valor de y, dado que queremos que V sea

neoclasico, y = 2 se descarta y nos quedan dos opciones, y =0 o0 y = 1:

N o~ O <
N OO OO
N O O
[N NCRE NN I V)
N o~ O <
N O OO
N = O =
N DN NN

notemos que si pedimos la propiedad de no ser molecular la inica opcion es
la segunda, que de hecho es la tabla de verdad dual a la tabla del conectivo
A de L3A. Més adelante mostramos justamente este proceso de dualizacion.
Por ahora, inicamente concluimos que en este caso (k = 0, z = 0) si se

generan logicas paracompletas genuinas.

2. Si z =1, entonces la siguiente tabla

|~ | Vo | (o V)
0| 2 2 0
1 1 0
2 2 0

muestra que no existe una valuacién tal que v (—(p V =) € D (i.e =(pV-yp)
no tiene un modelo) lo cual invalida GP2p y este caso no es de nuestro

interés.
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3. Finalmente, notemos que z = 2 no es posible, ya que queremos que V sea
neoclésico, de lo contrario la disyuncion de 0 con 1 (y viceversa) seria 2 lo

que implicaria que 1 € D o 0 € D lo cual es imposible.

Caso 3-(b)
Tenemos D = {2} y la Tabla representa el conectivo negacion.
pl oy
0] 2
1
210

Tabla 4.7: Caso 3-(b) de la negacién paracompleta genuina

En este caso comenzamos primero analizando los posibles valores que puede tomar

y porque es mas conveniente.

1. Siy =0, entonces la Tabla

| | Ve | (V)
0| 2 2 0
1 0 2
21 0 2 0

Tabla 4.8: Tablas de verdad, caso k =1y y =10

muestra de manera andloga al caso caso x = 0 (k = 0) anterior que se valida
GP2)p sin importar el valor de verdad que se elija para x. Notemos que x
no puede ser 2 por la condicién de neoclasicidad, asi nuevamente tenemos

dos posibles opciones, xt =00 z = 1:

N o~ Ol<
N O OO
O O
N DN NN
N o~ O <
N = OO
N D ==
[N NCRE NN I \V)

Si pedimos que V no sea molecular tenemos que la tinica opcién es la segunda,
que mas adelante mostramos que corresponde al dual de A de la logica L3B5.

En conclusion, este caso genera logicas paracompletas genuinas.

2. Siy =1, entonces en la siguiente tabla
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o | 2| Vg | eV )
0| 2 2 0
1 1 1
210 2 0

observamos que para cualquier valuacion, v (—(p V —¢p)) es siempre no de-
signado y por tanto no se cumple GP2p. Luego, este caso no genera ldgicas

paracompletas genuinas.

3. Cuando y = 2 el conectivo V no es neoclésico, ya que 1 ¢ D. De donde, esta

opcién queda descartada.

El lector debe tener en cuenta que no es primordial darle un nombre a las dos
légicas (cuya disyuncién es no molecular) obtenidas con el andlisis anterior, sin
embargo debe tener en mente a las respectivas parejas de conectivos = y V que

generan logicas paracompletas genuinas con V no molecular.

4.2.2. Conjuncion paracompleta genuina

Recordemos que la definicién de paracompletitud genuina tinicamente impone con-
diciones sobre los conectivos negacion y disyuncion; asi, no contamos con restric-
cién alguna sobre la conjuncion. Por tanto, podriamos elegir cualquier conjuncién
trivaluada para extender las dos légicas obtenidas en la Seccién Nuevamente
si pedimos que A sea extension conservativa, neocldsica, simétrica y no molecular

tenemos una tabla parcial de la conjuncién como la Tabla

N = O >
o R o O
DN W (el \V]

N 8|

Tabla 4.9: Posibles conjunciones

donde x, y y z son variables. Dado que para tener légicas paracompletas genuinas
el conjunto de valores designados es D = {2} debe ocurrir por neoclasicidad que
z,y,2 € D ={0,1}. Ademds no se da el caso z = y = z = 0 pues de lo contrario
A seria molecular, lo cual no es deseable. Bajo todas estas condiciones, existen

siete conjunciones con estas propiedades. Estas son:
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A0 1 2 A0 1T 2 A0 1T 2 A0 1 2
0(0 0 O 0(0 0 O 0(0 0 O 00 1 O
110 0 1 110 1 0 110 1 1 111 0 O
210 1 2 210 0 2 210 1 2 210 0 2
A0 1 2 A0 1 2 A0 1 2
00 1 O 00 1 O 0/]0 1 O
111 0 1 111 1 0 171 1 1
210 1 2 210 0 2 210 1 2

De las siete posibilidades para seleccionar una conjuncién optamos mas ade-
lante por utilizar la funcién minimo de dos argumentos (tercera conjuncién de la
primera fila de las siete anteriores) con la intencién de tener una légica “cercana”

a la légica clasica.

Ahora estamos interesados en observar el comportamiento de los conectivos
desde una perspectiva dual al de los conectivos de las logicas paraconsistentes
genuinas L3A y L3B. En seguida mostramos un procedimiento que permite vi-

sualizar este hecho.

4.3. Las légicas L3A” y L3B”

En esta seccién definimos formalmente dos légicas paracompletas genuinas, L3A”
y L3BP en términos de los conectivos negacién, disyuncién y conjuncién. La jus-
tificacion de dichas definiciones no sélo radica en que los conectivos seleccionados
satisfacen las propiedades habituales que hemos estado manejando a lo largo de
toda la tesis, sino que también los mismos son considerados duales a los conectivos
de las légicas paraconsistentes genuinas L3A y L3B. Este sentido de dualidad lo

explicamos unas lineas mas adelante antes de presentar las légicas L3AP y L3BP.

Hasta ahora hemos analizado el comportamiento de los conectivos =y V que
permiten validar tanto GP1p como GP2p. Los conectivos obtenidos en la Seccién
satisfacen las siguientes propiedades:

1. El conectivo unario — es una extension conservativa de la negacién en logica

clasica.

2. El conectivo binario V satisface:
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a) Es neoclasico.
b) Es simétrico.
¢) Es una extensién conservativa del conectivo bivaluado disyuncién en

logica clasica.

los cuales generan cuatro logicas paracompletas genuinas. Si agregamos la condi-
ciéon de que V sea no molecular entonces solo tenemos dos logicas paracompletas
genuinas. Por otra parte de la Seccién tenemos que para cualesquiera de las

siete conjunciones:

3. El conectivo binario A satisface:

a) Es neoclasico.
b) Es simétrico.

c) Es una extensién conservativa del conectivo bivaluado conjuncién en

logica clésica.

Un hecho interesante es que podemos obtener las mismas tablas de verdad
para la negacion, la disyuncion y la conjuncion de las dos logicas paracompletas
genuinas (cuya disyuncién es no molecular) considerando las tablas de verdad de
la negacion, la conjuncién y la disyuncién de las logicas paraconsistentes genuinas
L3A y L3B dualizandolas.

Por dualizacién nos referimos a lo siguiente:
1. Cambiar los valores de verdad, 2 por 0, 0 por 2 y mantener fijo al 1.
2. El conectivo dual de — es denotado por él mismo, es decir =P = —,
3. El conectivo dual de A es V (simbélicamente AP = V).

4. El conectivo dual de V es A (simbélicamente VP = A).

5. Reordenar los valores de verdad para mantener el orden 0, 1 y 2.

Este proceso de dualizacion para L3A y L3B se muestra en la Tabla y
[M.11] respectivamente.
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L3A L3AP
@ | p | Py @ |
0 dualizacién 2 0 reordenamiento 0

1 ’ 1] 0 ’ 1

2 0l 2 2
A0 1 2 AP 12 1 0 VIio 1 2
0 000 dualizacién 2 2 2 2 reordenamiento 0 0 0 2
110 1 2 I 11210 - 110 1 2
210 2 2 0120 0 212 2 2
VIio 1 2 vPl2 1 0 A0 1 2
0 0 12 dualizacién 2 2 L0 reordenamiento 0 000
111 1 2 - 1]1 1 0 - 110 1 1
212 2 2 010 0 0 210 1 2

Tabla 4.10: Dualidad entre L3A y L3AP

L3B L3BP
o | o | Py o | o
0 2 dualizacién 2 0 reordenamiento 0 2

1] 1 ’ 1] 1 ’ 1] 1

21 0 0| 2 21 0
AlO 1 2 AP 12 1 0 VIio 1 2
0 000 dualizacién 2 2 2 2 reordenamiento 0 0 1 2
110 2 1 - 112 01 - 111 0 2
210 1 2 0121 0 212 2 2
VIio 1 2 vPl2 1 0 ALO 1 2
0 0 12 dualizacién 2 2 10 reordenamiento 0 000
11 1 2 - 1 10 - 110 1 1
212 2 2 010 00 210 1 2

Tabla 4.11: Dualidad entre L3B y L3B”

Ahora si, considerando tanto el anélisis de los conectivos paracompletos como
uali m nir ntinuacién uni Hgi racom
la dualidad, podemos definir a continuacién las dos tnicas légicas paracompletas
genuinas en términos de los conectivos =, V y A que satisfacen las condiciones

impuestas al principio de esta secciéon y que son duales a L3A y L3B.
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Definicién 4.2 ([23]). Sea M = ({0,1,2},{2},0) una matriz trivaluada, con
conectivos = y V. La l6gica paracompleta genwina trivaluada L3AP estd definida

por las siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

- vi0 1 2 A0 1 2

0] 2 0]0 0 2 0[]0 0 O

110 110 1 2 110 1 1

210 212 2 2 210 1 2
L3AP

Definicién 4.3 ([23]). Sea M = ({0,1,2},{2},0) una matriz trivaluada, con
conectivos = y V. La légica paracompleta genuina trivaluada L3BP estd definida

por las siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

- vVi0o 1 2 A0 1 2
012 0]0 1 2 0/0 0 O
11 111 0 2 110 1 1
210 212 2 2 210 1 2

L3BP

Notemos que la letra D que aparece como superindice corresponde al hecho de
que bajo la dualidad que explicamos antes, las légicas L3AP y L3BP son duales

a las l6gicas L3A y L3B, respectivamente.

4.4. Implicacién en las légicas paracompletas ge-

nuinas

Para tener mayor expresion en nuestro lenguaje es posible agregar un conectivo
de implicacién adecuado para asi extender las 16gicas L3AP” y L3BY. En esta
seccion mostramos un analisis de como debe ser tal conectivo para que satisfaga

las condiciones que a lo largo del trabajo hemos estado pidiendo y puntualizando.

Estamos en busca de implicaciones adecuadas que satisfagan propiedades es-

pecificas para extender L3AP y L3BP de manera andloga a como se hace en [22]
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para las logicas L3A y L3B. La Tabla muestra la tabla de verdad parcial de

la implicacion con cuatro valores fijos gracias a la condicién de ser una extensiéon

conservativa.
-0 1 2
0 2 T 2
1 |20 23 x4
2 0 x5 2

Tabla 4.12: Posibles implicaciones

Analicemos qué sucede con las cinco variables de la Tabla [4.12] Por la natu-
raleza de las 16gicas paracompletas genuinas y el hecho que D = {2}, ver Seccién
4.2.1], las condiciones en la Definicién pueden reescribirse como sigue:

Para cualquier valuacion v:

Siv(p) =2y v(p — 1) =2, entonces v(¢) = 2; MP
v(p = (b =) =2 Al
V(= W—=0) = (=) = (p—0)) =2 A2

Supongamos que — es un conectivo que satisface MP, A1 y A2. Notemos que
x5 # 2 como consecuencia de MP, de lo contrario v(¢) =2 y v(¢)) = 1 implican
que v(¢)) = 2 1o cual no es posible. Por otra parte supongamos que v(p) = 2. Como
se satisface A1, ie. v(p — (Y — ¢)) = 2, por MP debemos tener v(¢) — ¢) = 2,
por tanto x4 = 2. Si 23 = 1, entonces 1 — (1 — 1) =1 lo que contradice A1. Por

lo tanto, x3 # 1. Con esto resulta la siguiente tabla.

— 1 2
0] 2 x 2
1 |z 0/2 2
210 0/1 2

Resta analizar lo que ocurre con x; y x5, pero para esto analicemos las posi-

bilidades acerca de x5, tenemos que z; puede ser 0 o 1.

En el primer caso, si x5 = 0, entonces tenemos lo siguiente:

= Debe ocurrir que x5 = 2, de otra manera A1 no podria cumplirse cuando
v(p) =1y wv(h) =2, enefecto, 221 = (2= 1) =1— 0 = zy;
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» Sizy =0, entonces A2 no se satisface cuando v(p) = 0, v(¢) =0y v(o) = 1,

de lo contrario,

2 = 0-0—=1)—=(0—=0)—(0—=1))
= (0—=0)—(2—0)
= 2—-0
= 0

» Siz; =1, entonces A2 no se cumple para v(p) = 0, v(¢0) =2y v(o) = 1,

de lo contrario,

2 2 0-2—-1)=((0—=2)—=(0—=1))
= 0—=0—>(2—1)
= 2—=0
= 0;

» Six; =2, 23 =0, entonces A2 no se cumple para v(p) = 1, v(¢») =0y

v(o) =1, de lo contrario,

2 2 1-0—=1)=((1=0)—=1-=1)
= (1-2)—=(2—0)
= 2—=0
= 0.

En el andlisis anterior (caso x5 = 0), el primer punto nos asegura que xrs = 2,
mientras que los dos puntos siguientes afirman que x; = 2 y finalmente el iltimo
punto descarta una de las dos opciones que puede tomar x3, de donde x5 = 2. Esto
nos deja con una unica opcion para la implicacién, denotada por —¢ dada en la

Tabla [1.13] Notemos que esta implicacién tiene la caracteristica de ser molecular.

Ahora analicemos qué ocurre en el segundo caso cuando x5 = 1.

= Notemos que 23 = 2, de otra manera A1 no podria cumplirse cuando v(p) =
1y () =2, enefecto, 221 — (2—=1)=1—1=a3;
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» Siz; =0, entonces A2 no se satisface cuando v(p) = 0, v(¢)) =0y v(o) = 1,

de lo contrario,

0—-(0—=1)—=((0—=0)—(0—=1))
(0—=0)—=(2—0)
2—>0

0;

» Sizy = 1, entonces A2 no se cumple para v(y)

de lo contrario,

=1 v(¥)

=1y wv(o) =0,

1—-01=0)—=((1—=1) —=(1—0)
1-1)—=2-=1
2—1

1.

El anédlisis para x5 = 1 nos asegura con el primer punto que x3 = 2 y con los

otros dos puntos restantes se descarta qué valor no puede tomar x; y qué valor

no puede ser x,, respectivamente. Esto es, 1 # 0y xo # 1 0 equivalentemente

1 € {1,2} y 29 € {0,2} dejdndonos con cuatro opciones, estas son —1, —g2, —3

y —4 en la Tabla[4.13] Ademés dichas implicaciones son no moleculares.

—0 |0 1 2 —1 /0 1 2 —5 |0 1 2
0 12 2 2 0 12 2 2 012 1 2
1 12 2 2 1 12 2 2 1 /0 2 2
2 10 0 2 2 10 1 2 2 10 1 2

—=3 |0 1 2 =410 1 2

0 |2 2 2 0 12 1 2

0 2 2 1 12 2 2

2 10 1 2 2 [0 1 2

Tabla 4.13: Posibles implicaciones para L3AP y L3BP

En seguida mostramos algunas proposiciones que nos proporcionan carac-

teristicas de las implicaciones de la Tabla [4.13] Por construccién sabemos que
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son extensiones conservativas de la implicacién en légica clasica proposicional, la

Proposicién nos asegura que ademas los cinco conectivos son implicaciones de

acuerdo a la Definicion [L12

Proposicién 4.1. Si extedemos L3AP y L3BP” con las implicaciones —q, —1,

—9, —»3 0 —4, entonces se cumple que:

pEYsiysélosi Ep—; 1

con i € {0,1,2,3,4}.

Demostracién: Probemos la suficiencia, es decir supongamos ¢ = 1. Notemos
que para cualquiera de las cinco implicaciones de la Tabla siempre que el
antecedente y consecuente son designados la implicacion también lo es. Ahora para
la necesidad, si suponemos que p —; ¥, € {0, 1,2,3,4} y ¢ son ambos designados

(esto es ambos toman el valor 2), entonces ¢ también debe ser designado. O

Las dos proposiciones siguientes indican cuales implicaciones satisfacen o no

la definicién de implicacién neoclasica (ver Definicién [1.13)).
Proposicion 4.2. Las implicaciones —»; y —; son neoclasicas.

Demostracion: De acuerdo con la Definicién [1.13]el conectivo — es una implica-
cién neocldsica si se satisface que v(¢ — ) € D siy s6lo si v(p) € D o v(¢)) € D;
equivalentemente v(p — 1) € D si y sélo si v(¢) € Dy v(¥)) € D. Recordemos
ademds que en las l6gicas paracompletas genuinas trivaluadas tenemos D = {2} y
en consecuencia D = {0,1}. Sean ¢ y ¢ dos férmulas y v una valuacién. Veamos
que — es una implicacién neoclasica. De acuerdo a la tabla de verdad de —
se tiene que v(p —o ¥) € D si y s6lo si v(p —o 1Y) = 0siy solosi v(p) =2y
v(y) € {0,1}.

Utilizando argumentos analogos a los anteriores se demuestra que —; también es

una implicacién neoclasica. [

Proposicion 4.3. Las implicaciones —5, —3 y —»4 no son neoclasicas.

Demostracion: Para demostrar esto basta evidenciar al menos un caso donde fa-
lla la definicion de implicacién neoclasica. Por cada implicacién mostramos valores
para el antecedente y consecuente de tal forma que se satisface que el antecedente

es no designado o el consecuente es designado pero la implicacion no es designada.
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= Notemos que —5 no es necoclasica cuando el antecedente toma el valor 0 y

el consecuente el valor 1, ya que v(0 —5 1) =1 € D.

» Considerando 1 como antecedente y 0 como consecuente tenemos que 1 —3

=0 € D, asi —3 no es una implicacién neoclasica.

» Finalmente, —, no es una implicacion neoclasica cuando el antecedente toma

el valor 0 y el consecuente el valor 1. O]
La siguiente proposicién enlista formulas que son tautologias en las légicas
L3AP 'y L3AD .

Proposicién 4.4. Si extendemos L3AP con — o —;, entonces la légica que se

obtiene tiene como tautologfas a las siguientes férmulas:
i) o =i (¥ =i 9)
i) (0= (0 =5 0)) = (0 =1 0) = (0 = 0)
iii) (e AY) =
iv) (pAY) =i ¢
V) o = (w —i (W\?ﬁ))
vi) @ =i (P V)
vil) ¥ =i (o V ¢)
vii) (¢ =i 0) =i (=i 0) i (9 v $) = )
ix) ((90 =i ) = 90> =i
x) ~=(p =i @)
xi) = =i (2 =i 1))
xii) (7 =i ) = (2 =i )
xiii) (2 =i ) = (2 = )

Xiv) ((gp A=) A=(e A ﬂ/J)) —i (@ A=)
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xv) (2 A=) =
para i =0, 1.

Demostraciéon: Se sigue de las respectivas tablas de verdad de los conectivos. [

Notemos que en la Proposicién [4.4] las férmulas del i) al viii) son aquellas que
definen al fragmento positivo de la légica intuicionista [32, p. 16], mientras que

las férmulas del i) al ix) definen el fragmento positivo de la légica clésica [32].

Proposicién 4.5. Cualquier extensién de L3AP con alguna de las implicaciones
de la Tabla la siguiente formula no es tautologia:

TP P
con i € {0,1,2,3,4}.

Demostracién: Consideremos la valuacién v tal que v(¢) = 1, y asi la férmula

en cuestion no es tautologia. O]

Una caracteristica relevante en cualquier logica es que tenga la constante logica
Falsum, de hecho cuando hablamos de conectivos ceroarios platicamos del bottom,
denotado por L que siempre designa el valor 0 bajo cualquier valuacién y L3AP”

lo tiene definido como L:= ¢ A = para cualquier férmula ¢.

Proposicién 4.6. Si extendemos L3AP con la implicacién —o, —+1 0 —3, entonces
para cualquier formula ¢ y cualquier valuacién v, el valor de v(L—; ) es siempre
designado, i € {0, 1, 3}.

Demostracién: Dado que para cualquier valuacién v, se tiene que v(L) = v(p A
) = 0; en consecuencia v(L—; ) =2 € D, para i € {0, 1, 3}. O

Proposicién 4.7. Si extendemos L3B” con alguna de las implicaciones de la

Tabla la légica resultante tiene como tautologias a las siguientes formulas:
) o= (¥ =)
i) ==(p =i ¢)

i) = —; @
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iv) ==(e =i ¥) =i (20 =i )

v) (2o = ) = (e =4 Y)

vi) 7(e AY) =i (mme A=)
para i € {0,1,2,3,4}.

Demostraciéon: Se sigue directamente de las tablas de verdad de los conectivos.
O

Proposicién 4.8. En ninguna de las extensiones de L3B” con alguna de las

implicaciones de la Tabla las férmulas siguientes son tautologias:
i) (pV-p) =it

i) ((p V=) V(e V) = (pV )
parai € {0,1,2,3,4}.

Demostracién: Para la férmula i) basta considerar la valuacién v tal que v(p) =
v(¢) = 0, mientras que para la férmula ii) es suficiente con tomar la valuacién v
donde v(p) =1y v(¢h) =0. O

Consideremos la particula L:= —=p A (¢ V @), para cualquier férmula .

Proposicién 4.9. Si extendemos L3B” con la implicacién —o, —1 0 —3, entonces

para cualquier férmula ¢, el valor de 1 —; ¢ es siempre designado, i € {0, 1, 3}.

4.5. Las logicas LSAgl y LSBE1

En esta seccién presentamos las 16gicas L3AE, 'y L3BE, que son las extensiones de
las légicas L3AP y L3BP mediante la implicacién —. Dichas légicas resultan ser
paracompletas genuinas trivaluadas con un conectivo de implicacién no molecular
que satisface propiedades como las presentadas en las Proposiciones [4.1] [4.2]
[4.6] A7y [A.9] En las Tablas y hemos mostrado el proceso de dualizacién
de L3A y L3B, es decir, hemos visto cudles son las tablas de verdad duales de
los conectivos =, A y V que definen a L3AP y L3BP. Resta decidirnos por alguno
de los conectivos de implicacién de la Tabla [4.13] Nuestra eleccién es —; por ser
necoclasica y no molecular. En seguida mostramos formalmente las definiciones

de las légicas paracompletas genuinas trivaluadas L3AP, Ly L3BP .
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Definicién 4.4. Sea M = ({0,1,2},{2},0) una matriz con conectivos —,V,
A y —. La logica paracompleta genwina trivaluada LBAB>1 estd definida por las

siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

. vio 1 2 Alo 12 —10 1 2

0] 2 0/0 0 2 0[o o0 o 02 2 2

1] 0 10 1 2 10 1 1 12 2 2

2|0 212 2 2 210 1 2 210 1 2
L3AB,

Definicién 4.5. Sea M = ({0,1,2},{2},0) una matriz con conectivos =, V,
A y —. La logica paracompleta genuina trivaluada LBBE1 estd definida por las

siguientes tablas de verdad para sus conectivos:

- vio 1 2 Ao 12 -0 1 2

0] 2 0o 1 2 0[o 0 o 02 2 2

1|1 11 0 2 10 1 1 1|2 2 2

2|0 212 2 2 210 1 2 210 1 2
L3BD,

Nota. La logica L3AY, extiende a L3AP. De manera similar, L3B% extiende a
L3BP.

En este capitulo primero nos dedicamos a presentar dos formulaciones del
Principio del tercero excluso y mostramos que son independientes con motivo de
definir el concepto de ldgicas paracompletas genuinas. Luego discutimos qué tipo
de conectivos (negacion y disyuncién) permiten generar este tipo de légicas y cum-
plen con ciertas caracteristicas. Después buscamos una conjuncion adecuada para
tener un conectivo mas en el lenguaje. Debido a que la definicién de paracompleti-
tud genuina no impone restricciones sobre la conjuncion, nos quedamos con siete
posibilidades. Antes de elegir una conjuncién, presentamos una dualidad entre
los conectivos paraconsistentes genuinos y paracompletos genuinos; dando como
resultado la definicién formal de las légicas paracompletas genuinas trivaluadas,
L3AP y L3BP en términos de negacién, disyuncién y conjuncién. Estas dos 16gi-

cas son duales a L3A y L3B, respectivamente. Luego, buscamos una implicacién
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apropiada para extender a L3A” y L3BP. De nuestras cinco implicaciones posi-
bles, antes de declinarnos por una, damos una serie de proposiciones que indican
propiedades y formulas que se satisfacen o no en dichas implicaciones. Finalmen-
te, elegimos una implicacion con base a que es la tnica que satisface la propiedad
de ser neocldsica y no molecular. Este hecho nos condujo a las légicas L3AL Ly

L3BE  que extienden, respectivamente a L3A” y L3BP.



Capitulo 5

Axiomatizaciones de las logicas

paracompletas genuinas LSAZ1 y
D
L3BZ,

En légica, dentro del enfoque de teoria de prueba, un sistema tipo Hilbert o cdlculo
de Hilbert| es un tipo de sistema de deduccién formal atribuido a Frege Gottlob y
David Hilbert [42]. Este tipo de sistemas se caracteriza por poseer un gran nimero
de esquemas de axiomas y un pequeno conjunto de reglas de inferencias. Recor-
demos que en la Seccion hemos definido formalmente un sistema tipo Hilbert
y una regla de inferencia (consultar las Definiciones y , respectivamente).

En este capitulo proveemos de sistemas axiomaticos tipo Hilbert a las logicas

paracompletas genuinas trivaluadas L3AP Ly L3BP . que dimos respectivamente

en la Definicion y , a finales del Capitulo . Comenzamos por L3AP .

Antes de continuar, recordemos que la implicacion seleccionada para extender
tanto a L3AP como a L3B” es —; dando lugar a las 16gicas L3AS 'y L3BE, |
respectivamente. A partir de aqui y en adelante con el propdsito de no abrumar la
notacion en cada férmula, en cada resultado o mencién que involucre al conectivo
— de LSAB>1 y de L3BY . lo denotaremos simplemente por — sin hacer hinca-
pié en que se trata de la implicacién 1 de la Tabla [£.13} de hecho el subindice
unicamente aparece en el nombre de las légicas y en el nombre de sus respectivas

axiomaticas.

5También llamado sistema deductivo estilo Hilbert o sistema de Hilbert-Ackermann.

7
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5.1. Un sistema axiomdtico para L3A% X

Hasta este punto unicamente hemos definido y estudiado algunas propiedades
de L?)AB>1 dentro del enfoque de teoria de modelos. Ahora llegd el momento de
contrastar la parte semantica con la axiomatica. En esta seccién primero propo-
nemos una teoria formal axiomatica, después demostramos ciertas propiedades
basicas en ella y finalmente, exponemos una serie de resultados necesarios para

probar que la axiomatica dada es robusta y completa con respecto a la légica

L3AD,.

5.1.1. La teoria formal axiomatica y algunas de sus pro-

piedades

Sea Lpzan | una teorfa formal axioméatica para L3AZ , construida por los conec-
tivos primitivos: =, V, A e —. Donde — es un conectivo unario y V, A e — son
binarios. Ademas de los conectivos primitivos y con la intencién de simplificar
la escritura y facilitar la comprensién, tomamos en consideracion los siguientes
conectivos unarios ~, G'; N’ y D' definidos como: ~ ¢ = ¢ — (¢ A —p);
G'(p) = —¢; N'(p) == ~(pV -p) y D'(¢) == =(¢p = (9 A —p)) o aiin més
simple D'(¢) := = ~ . También utilizamos el conectivo binario <+ definido como
@ < = (¢ = ¥) A (Y — ). Las férmulas bien formadas se construyen de
manera usual, Modus Ponens (MP) es la tinica regla de inferencia y los esquemas

de axioma son:

Posl: ¢ — (¥ — )

Pos2 : <gp—>(w—>0)>—><(@—>¢)—>(@_“7)>
Pos3: (pAY) =

Posd: (pAY) =

Pos5: ¢ — <¢ — (@Aw))

Pos6: ¢ — (oV7)

Pos7: ¢ — (¢ V)

Poss: (p—0) = (W —0)= ((pve) = o)
Pos9: (¢p—vY)Ve

REM : —¢pV -
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EXP: ¢ = (e —=1)

ENN: —-—p<+ ~-p

ENC: (¢ A¢) ¢ (mpV )

END: ~(pVe) & ((~ o A=t) V(-9 A~ 1))
ENI:  ~(p = v) ¢ (9 A )

Con A F X indicamos que existe una deduccién de la formula A a partir de
la teoria A, cuando A = () escribimos = A\ o simplemente A, lo que significa que

podemos demostrar A sin hipotesis. También escribimos A, ¢ F 1) para representar
AU{p} 9.
Presentamos a continuacion algunas propiedades generales que se satisfacen en

la teorfa formal axiomadtica Ly 34p , de manera andloga como ocurre en las logicas
1

paraconsistentes genuinas en el Teorema |3.2]

Teorema 5.1. Sean I', A teorias y ¢, 1 formulas bien formadas arbitrarias. Las

siguientes propiedades se cumplen en Lpsap -
1

Monotonia si'F o, entonces I', A F .

Teorema de la deduccion ok siysolo st '@ — ).

Corte sil'F oy Aok, entonces T'; A F ).
Reglas-AND F'FeAY siysolosil' eyl =

Prueba extra-fuerte por casos L—pbFY yl,—=pky siysolosil .

Antes de comenzar con la demostracion del Teorema [5.1] aclaremos que en la
Secccién [3.4] no damos la demostracion del Teorema [3.2] porque no es relevante ya
que la podemos consultar en [24]. En cambio la prueba del Teorema si tiene
importancia porque se trata de dar a conocer el funcionamiento de la axiomatica
propuesta. Cabe mencionar que el Teorema también presenta propiedades
similares a las del Teorema 5.1 pero para la logica L3Aq. Particularmente, cuenta
con la propiedad llamada prueba fuerte por casos que no es valida en L34 K
razén por la cual recurrimos a la 1ltima propiedad que decidimos llamar prueba

extra-fuerte por casos.
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Demostracion:

Monotonia (Mon). Supongamos que I' F ¢, entonces existe una deduccién
9 = dy,ds, ...,d, de ¢ de tal forma que tiene como hipétesis elementos de I'. Es
posible construir una deducciéon 2’ = d},d,, ...,d,, de ¢ que ademds de incluir

los elementos d;, i € {1,...,n} incluye como hipétesis elementos de A. De donde
INAF .

Teorema de la deduccién (TD). Para la suficiencia basta notar que debido
a que en Lyzap . se tienen los axiomas Posl, Pos2 y a Modus Ponens como la
unica regla de inferencia es posible realizar una demostracién de I' F ¢ — ¥ a
partir de I', p - 1) de manera idéntica a como se hace en [30)].

Resta probar la necesidad. Supongamos que I' = ¢ — 1 y que se tienen como
hipétesis a I' y ¢. Dado que ¢ forma parte de las hipdtesis se sigue que - ¢ y
por Mon, I' - . Asi al aplicar Modus Ponens a I' - ¢ — 1 y [ - ¢ obtenemos
I' F 9. Finalmente, por Mon concluimos que I', ¢ F 9.

Corte. Supongamos I' - ¢, Ao F ¢ y I'U A como hipdtesis. Existe una de-
duccién 2(¢) = dy, ds, ..., di, de ¢ que tiene como hipétesis elementos de I'. Tam-
bién existe una deduccién de 1 a particr de I' U {p}, 2 = d|,d}, ..., 0, ...,d,.
Luego podemos sustituir a ¢ por su deduccién y obtenemos la deduccion &' =
dy,dy,...,dy,dy, ..., dg, ...,d, que es una deduccién de ¥ que tiene como hipétesis
elementos de I' U A, es decir, I',; A F 9.

Reglas-AND (R-AND). Supongamos que I' - ¢ A 9. Aplicando monotonia a
los axiomas Pos3 y Pos4 obtenemos I' F (p AY) — o vy ' F (p AY) — 9,
respectivamente. Por lo supuesto y Modus Ponens concluimos que I' = o v ' = 1.
Ahora supongamos que I' - ¢ y I' 9. Usando Pos5 y Mon tenemos I' - ¢ —
<w — (go/\zb)) y aplicando dos veces Modus Ponens adecuadamente con nuestros

supuestos obtenemos lo deseado, esto es, I' = ¢ A 9.

Prueba extra-fuerte por casos (PEFC). Supongamos I', =+ ¢ y I', =—p -
¥. Usando TD tenemos que I' - —¢p — ¢ y I' = == — 7). Luego, aplicando el
esquema de axioma Pos8 y Mon tenemos I' - (—¢ — 1) — ((ﬂ—'go — ) —

((mp V =) — w)) y aplicando Modus Ponens con I' F —p — 1), se sigue que
L' (¢ = ¢¥) = ((m¢ V =7p) — 9). Nuevamente aplicando Modus Ponens a
esto ultimo con I' F =—¢ — 1, se tiene I' = (= V =) — 1. Por otra parte
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utilizando Mon y REM, I' - = V =—¢. En conclusién, I' + ¢ por medio de
Modus Ponens.

Si suponemos que I' -, entonces por Mon I', ~p - ¢ y [', 7= = ). O]

El Lema 5.1/ que presentamos a continuacién es una lista de propiedades que se
satisfacen en la teoria L 34n , de modo particular los incisos t), v), w) y el axioma
Pos9 sugieren que ~ se comporta como la negacion clasica, basta con tomar en
Pos9 a 1) como ¢ A - para obtener ~ ¢ V ¢ recuperando de algin modo la ley
del tercero excluso. Semanticamente podemos ver en la Tabla que ~ es una

negacién neoclasica ya que v(p) € D si y s6lo si v(~ ¢) € D.

También desde el punto de vista seméantico las tablas de verdad de los conec-
tivos G', N' y D', ver Tabla muestran que estos conectivos funcionan como
identificadores de los valores de verdad en el sentido de valuar 2 inicamente en
un caso especifico y 0 en caso contrario. De este modo G’ identifica al valor 0, N’
al valor 1 y D’ al valor 2. Con esto en mente se puede tener una lectura intuitiva
desde el punto de vista semdntico, de la propiedad o) del Lema y las férmulas

presentadas en el Lema [5.2]

N = OIS

Tabla 5.2: Conectivos ~, G', N' y D' de L3AE

El conectivo binario <> se utiliza en los axiomas ENN, ENC, END y ENI
para indicar que son validas ambas implicaciones. Mas atin, identificamos sélo una
de las implicaciones mediante la notacién M 0 ]M segun sea el caso, donde
X puede ser N, C, D e I. Seméanticamente podemos ver que este conectivo es

simétrico, extension conservativa y cumple:

v(p <> 1) € Dsiy sdlosiv(p),v(t)) € Dov(p),v() €D

es asi que se puede utilizar para determinar si dada una pareja de férmulas se
cumple que ambas sean designadas o no designadas o es el caso de que una lo sea

y la otra no.
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Antes de presentar el Lema 5.1 aclaremos la forma en la que presentamos las
demostraciones tanto de dicho lema como la de los posteriores en este capitulo.

La estructura es la siguiente:

= En el lado izquierdo mostramos las lineas numeradas que conforman la de-

mostracion.

= En el lado derecho indicamos la o las razones por las cuales se obtiene la
formula de la izquierda correspondiente a ese renglon. Estas indicaciones las
hacemos mediante los nombres de los esquemas de axioma (Posl, Pos4,
EXP, etc.), algunas de las abreviaciones dadas en el Teorema , la regla
de inferencia MP, referencias a incisos previos y si usamos o no la forma
abreviada de los conectivos ~, G/, N’ y D’. Ademads cuando ponemos entre
paréntesis uno o dos nimeros, estos hacen referencia a la o las lineas que se

toman para la aplicacion de la propiedad en cuestion.

Ponemos énfasis en que con - ¢ denotamos que la férmula ¢ es demostrable.
En las demostraciones cuando suponemos que ¢ es una hipétesis, escribimos F ¢.
Esto es consistente con que ¢ es demostrable, de hecho su demostraciéon es ella

misma.

Lema 5.1. Para cualesquiera férmulas ¢, ¢, o y § en la teorfa Ly34n | se satisfacen

las siguientes propiedades:
a) ko — -
b) Sit ¢ — ¢ yF 1 — o, entonces - p — o
c) SiFp—=vyko—, entonces - (p Vo) —
d) pFen=(pn-p)
e) Si~v k1 y -~ ek, entonces - 9
f) ~ ¢, F (e V-p) equivalentemente ~ @, ~—p F N'(p)
g) Fle—=W—0)= (W= (p—0)
h) F (== = =) = (2 = )

i) F(mp = ) = (77 = =)



)

k)

ad)
ae)

af)
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o = e
FpA—p) =9
Py
SiphkvyokE entonces p Aok AE
eNYFosiysélosip o
Si G'(¢) F o, N'(p) F ¢y D'(p) F 1, entonces - 9
¢ — =~ ¢ equivalentemente ¢ — D'(p)
F =~ @ — ¢ equivalentemente F D'(p) — ¢
== — 2
F (o = ) = (0 = =)
~ g,
ok~
pbr~~
=) = (v =~ p)
p g
-~ pF~ e equivalentemente D'(p) B~ -
N'(p) b~
N'(p), o =1
- ~ p b~ ¢ equivalentemente —D'(¢) F~ ¢
p.~ (Vi) ko
b~ (V) bo
~ o~ E~(pVY)

—, Y B oo V)
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ag) N'(¢)F -y
ah) ~ ok~ (A1)
al) =~ @k ==y equivalentemente D'(p) - ——p
aj) i, m Y E = AY)
ak) ~ ik~ (p A1)
Demostracién:

a) |-Q0—>—|—|Lp.

1. Fo = (mp — ) EXP
2. ) F Y — TP TD(l)
3. @,k TD(2)
4. - F 2 Reflexividad
A 4 Mon(4)
6. o = PEFC(3,5)
7. Fo— - TD(6)

b) SiF¢ > y Fi — o, entonces ¢ — 0.

1. Fo—=vY Hipotesis
2. Fiy—o Hipotesis
3. kY TD(1)
4. YFo TD(2)

5. ko Corte(3,4)
6. Fo—o TD(5)



c)SiFp—>v y ko — 1, entonces + (¢pVo)— .

1
2
3.
4
3

o=

Fo—y

Fp =) = (0> 8) = (pvo) = v))
(o =) = ((pVo) =)
FleVo)—

d) o F e A-(p A ).

1
2
3
4
D.
6
7
8

F

F eV -—p

F (2 V omp) = =(p A )

F=(e A=)
F@ﬁ(ﬁwAﬁ@—%wAﬂwAﬁwD
F=(p A=) = (9 A =(p A=)

o A=(eA-p)

e o A=(p A )

85

Hipdtesis
Hipotesis

Pos8
MP(1,3)
MP(2,4)

Hipdtesis
REM
M]
MP(2,3)
Posb
MP(1,5)
MP(4,6)
1-7
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e) Si~vphk1Ypy -~ ek, entonces F .

1 T~y

2. ~(p—=(pA-p) o

3 (e = (pA—p) =

4 + (gp/\—'(cp/\ﬂgp)) —
(¢ = (P A—p))

5 F (e A(pA-wp) =

6 pEeA=(pA—yp)

7 Fo = (oA (0 Ap))

8 Fo— 1

9 ~pky

10. F~p— 1

11. - (90—> (go/\ﬂgo)) — )

12. - ((gp—> (gp/\—'go)) \/go) — )

13. - (cp—> (go/\—mp))\/cp

14. 0

f) ~ @y (e V).

1. F~

2. F ==

3. F e~ A

4. F(~@A-mp) =
( A=) V(7 A~ w))

5. l—( © A\ =) V (—|g0/\~—|g0)> —
—(p V=)

6. F(~ @ A=mp) = =(p V)

7. F=(p V)

8. ~ g,k (V)

Hipotesis
Abrev. ~ (1)
TD(2)

ENI
Lema [5.1tb) (3,4)

Lema |5.1+d)

TD(6)

Lema b) (5,7)
Hipdtesis

TD(9)

Abrev. ~ (10)
ema 5. 1lc) (8,11)
Pos9
MP(12,13)

=

Hipotesis
Hipotesis
R-AND (1,2)

Pos6

]ﬂ)

Lema [5.1tb) (4,5)
MP(3,6)

1-7



g) (p— (b —0) = (v = (p—0)).
F
Fe—= (¥ —o)
=
Fiy—o
Fo
o,V p—= (Y 2 o)ko
v,o— (Y—o)kFp—o
p—= W —=o0)FY = (p—o0)
Flp—= @ —=0) = (= (p—0)

© ®» N o o W

h) (=% = ==p) = (e = ).

L. F = = (mp = )
2. - I — (ﬁﬁ@ — _|¢)
3 - (= (= ) =

(e = (me = )
F = = (e = )
F =) — -
F = = (e = )
= (= V=) = (me = =)
S AVERSY)
F =p =

© ®» N ook

10. ——tp = == b —p — =)
11. F (7 — —=) = (mp — )
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Hipdtesis
Hipotesis
Hipodtesis
MP(1,2)
MP(3,4)
1-5
TD(6)
TD(7)
TD(8)

Posl
EXP

Lema [5.1tg)

MP(2,3)
Hipodtesis

Lema [5.1tb) (4,5)
Lema [5.1}c) (1,6)
REM

MP(7,8)

1-9
TD(10)
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i) (m = ) = (<=9 = ).
F o — (0 — =) Posl
F=t — (5= — =) EXP
F-p— Hipotesis
- (ot )
F (e V =mp) = (2 = =)
= ﬁﬁq/} — T

© ® N o o W

- (~p = ) = () = )

J) T = e,

Se sigue del inciso a) previo, tomando ¢ como —.

k) F (¢ A=) — 1.

1. FoA-p Hipdtesis
2. F (e A=) = —p Pos4
3. F (oA )= @ Pos3
4. - g MP(1,2)
5. oo MP(1,3)
6. - o= (mp — 1) EXP
7. - — MP(5,6)
8. - MP (4,7)
9. oAN—p F Y 1-8

10. F(pA=-p) =9 TD(9)



) —p,p 1.

1. F -

2. F o

3

4. F o=
5 - 4

6. —p,p

m) SipkFvYyohk§& entonces p Aok AE.

1.
2.
3
4.
5
6
7

n) p ANk osiysélosip, ¢ o.
Si @ Ay = o, entonces p, 9 - o.

AR AN e A

Fo— (mp =)

gy

ok &
eNo Fo
pNo o
eNo =
eNo &
eNo FPpAE

F e
=

o= (e AY)

A
Fo

0,y o
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Hipdtesis
Hipotesis
EXP
MP(2,3)
MP(1,4)
1-5

Hipdtesis
Hipotesis
Pos3, TD
Pos4, TD
Corte(1,3)
Corte(2,4)
R-AND(5,6)

Hipodtesis
Hipdtesis
MP(Pos5,1)
MP(2,3)
YNy o

1-5
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Si @, F o, entonces p A o

1 F oAy Hipotesis
2 F oo MP(Pos3,1)
3. F MP (Pos4,1)
4 Fo o, Vo
5. o NY F o 1-4

o) SiG'(p) vy, N'(p) ¢y D'(¢) -1, entonces + 1.
En otros términos tenemos que la afirmacién es:

Si—pkY, ~(pVop)-1Y y -~ @k 1, entonces - 9.

1. —p Y Hipotesis
2. ~ - Mon(1)
3.~y (Vo) Lema f)
4. =(pV-p) F Y Hipétesis
5. ~ @, Corte(3,4)
6. ~ PEFC(2,5)
7. ~p Y Hipotesis
8. F 4 Lema e) (6,7)

p) Fe—o~e

1. et A=(pA-p) Lemad)
2. F (e A=(p A=) = (0= (P Aw) ENI
3. (pA=(eA=9) F=(e = (pA—p) TD(2)
4. et =(p—= (e Ap)) Corte(1,3)
5. -~ Abrev. ~ (4)
6. Fo—>-~op TD(5)



qQ Fa~e =
Fo~g
F (e = (P A-p))
F (e = (e Ap) = (P A=(p Ap))
o A=(p A )
F(pA=(pAp) =@
Fo
T~k
Fa~p—0p

e A A

I') [ T — .
3. F—ommp— o

s) F (me =) = (7Y = o).
F-p—
F— -
F o — Y
F(mp = =) = (20 = )
[
F =) — =
F—Y — ——p
~p = P ) =
(e = ¢) = (% = =p)

© N ok W D
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Hipodtesis
Abrev. ~ (1)
ENI
MP(2,3)
Pos3
MP(4,5)
1-6

TD(7)

Hipdtesis

Lema a)

Lema [5.11b) (1,2)

Lema i)

MP(3,4)

Lema j)
Lema |5.1tb) (5,6)
1-7

TD(8)
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t) ~ ¢,k

1. Fe~op Hipotesis
2 Fo— (pA-p) Abrev. ~ (1)
3 Fo Hipotesis
4. FoA-p MP(2,3)
5 FleA @)=y Lemak)
6 - MP (4,5)
7. ~p,pF 1-6
u) b~

1. p,mpkFpA-p Lemal)
2. e — (@A) TD(1)
3. ok~ Abrev. ~ (2)
V) b~ .

. ~p,pbE~pA-~p Lemat)
2. pE~p = (voAn~ ) TD(1)

3. Q o~ Abrev. ~ (2)



w) E(p =) = (v = ~ o).

1. Fo

2. Fo—vY

3. o~

4. =X,

5. F A~

6. w2, ~YEYA~Y

7. Y~ ATp

8. VA~YEEA-Q

9. o= Y,~PEPpATp

10 =P, ~PFo—=(pAp)
11. =P, ~YE~p

12, o P~ =~
13. Flp =) = (v =~ o)
X) @k~ .

Lo, mpk oA

2. p = = (2 A o)

3. Yk~

y) 7~ b~ e
1. =m~pkop

2. pkF~-p
3. "~k ~—p
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Hipdtesis
Hipotesis
Hipodtesis
MP(1,2)
R-AND(3,4)

1-5
Lema t)
Lema p. 1) (7
Corte(6,8)
TD(9)
Abrev. ~ (10)
TD(11)
TD(12)

Lema |5.1H)

TD(1)
Abrev. ~ (2)

H!@)
1)

Corte(1,2)

TD(Lema

Lema
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z) N'(¢) F~ .

= =(p V)
2. (e Vo) —
(~ @ A=) V(29 A~ )
F(~ e A=mp) V (mp A~ )
F(~oA-mp) =~
~ g, mp bk~

F(mp A~p) =~

HipGtesis-Abrev. N'(y)

END
MP(1,2)
Pos3

Lema t)
Lema [5.1tn) (5)
TD(6)

F (v A=) V (g A~ ) > ~ ¢ Lemalpafe) (47)

3
4
5
6. —pA~—plE~p
7
8
9

F~
10. N(p)E~o

aa) N'(p), ¢ .

1. N(p)bE~o

2. N ko= (pA-p)
3. N'(p), ot oA

4. = (p A=) =1
5. @NAN-pk9y

6. N'(p),obd

MP (3,8)
1-9

Lema z)

Abrev. ~ (1)
TD(2)
Lema [5.1tk)
TD(2)
Corte(3,5)



ab) _|_IN(PI_N P.

© ®» N o ok W

=
R

Fom~p
Fam~vp =~~~
F~o~p
Fa~vpa (0~ AT~ )
F
Fo—=—~p
Fo~y
Fa~p A~
F(~e A=~ ) = (9 A )
A"
T~ Ap
e~k = (P A )
T~ b~

ac) ¢,~ (pVY)Fo.

1
2
3.
4

© X N o

10.
11.

'

o= (pV)

FoVY

(V) = (e V) A=(p V)

(Vi) A=(p Vi)
F (e V) A=(p V) = =(p V)
= =(p V)
F (V) = (=(p V) — o)
(e V) =
Fo

e, ~ (Vi) ko
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Hipdtesis
ENN
MP(1,2)
Abrev. ~ (3)
Hipodtesis
Lema[>.1tp) (5)
MP(5,6)
MP (4,7)
Lema |5.1tk)
MP(8,9)
1-10

TD(11)
Abrev. ~ (12)

Hipodtesis
Pos6
MP(1,2)
Hipétesis-Abrev.
~ (p V1)
MP(3,4)
Pos4
MP(5,6)
EXP
MP(3,8)
MP(7,9)
1-10
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ad) ’(,b,N(QO\/’l#)I‘O’.

1. F Hipotesis
2. i — (V) Pos7
3. FoVa MP(1,2)
4. F(eVy) = (V) A=(p V) Hipdtesis-Abrev.

~ (e V)
5. F e Vi) A=(eV) MP(3,4)
6. F((e V) A=l V) = =(p V) Pos4
7. F=(p V) MP(5,6)
8. FleV) = (m(p V) = o) EXP
9. F=(eV) =1 MP(3,8)
10. o MP(7,9)
1. ¢~ (pVe) ko 1-10

ae) ~ p,~ Pk~ (o V).

1. Fo— (o A-p) Hipétesis-Abrev. ~ ¢
2. Fo— (Y A—) Hipoétesis-Abrev. ~ 1
3 F (e A ) = (o Vi) A=(p V1) Lema 5. 11k)
4 F (A = (0 V) A(p V)
5. o= (e V) A=(p V)

6. Y= (e V) A=(p V)

. Fe V) = (e V) A=(p V)

8. Fr~ (V)

9. ~p,~YE~(pV)




© ® N> oA W D

T
W = o

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.
22.
23.

=y

==y

F o =~ —p

F o) =~ )

=~

F o~y

e A )

E = = (7 A=)
A

)

—p A~ ah) = g

i A~ ) = (2 A o)

A=) —

~(p V) A== V)

- —

)
) = (ZY A )
=
n
-

(~
= (~
(
(
(
(
F (= A=) —

(=(e V) A==(p V1))
F(~oA) —
(m(e Vi) A==(p V)
(=
(=
((~
(

E(me A~ 1) =
(p V) A==(p V1))
i
(V) A-=(p V)
=l V) —
(~ o A=)V (=9 A~ ¥))

(e V) = (5(e Vi) A==(e V)

F~ (e V)
F~ (e V) = a=(p V)
F==(p V)

i, ~bF (i V )

eAY)V (mp A~ 1)) —
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Hipétesis
Hipotesis
ENN

ENN
MP(1,3)
MP(2,4)
Abrev. ~ (5)
Abrev. ~ (6)
Pos4

Lema [5.11b) (8,9)

Pos3
Lema [5.1}b) (7,11)

Lema [5.1tk)
Lema [5.1tk)

Lema [5.1{b) (10,13)

Lema [5.1tb) (12,14)

Lema c) (15,16)

END
Lema [5.1{b) (17,18)
Abrev. ~ (19)

ENN
MP(20,21)
1-22
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ag) N'(¢) = ——e.

1. Fop = (e Vp) Pos7
2 F(mp = (9 V=) = (2(p V—p) = ~—p) Lema s)
3 F (e V) = e MP(1,2)
4. FN'(p) = - Abrev. N’ (3)
5. N'(¢) F——gp TD(4)
ah) ~ ok~ (@A)
L. F~p Hipdtesis
2. Feo = (pA=p) Abrev. ~ (1)
3. FeAY Hip6tesis
4. F(eAY)— @ Pos3
. ke MP(3,4)
6. oA g MP(2,5)
7. (e A=) = (g AY) A=(p A1) Lema k)
8. (e AY) A= AY) MP(6,7)
9. ~@, oAV (pVY)A=(pAY) 1-8
10. ~pF(eAY) = ((pAY)A=(p AY)) TD(9)

—_
—_

~ o~ (pAY)

ai) a1~
l_ﬂNSO

1.

2.

3 F~ o = 2
4. F=~p— g
5 F ==

6

ﬁngl—ﬂﬁgp

Abrev. ~ (10)

Hipotesis

Lema y)
ENN

Lema |5.1tb) (2,3)
MP(1,4)

1-5



1.

© »® N o ok WD

—_ =
)

,_.
o

13.

14.
15.

16.
17.
18.
19.

F e

F oy

F == =~ -

F o) =~ )

=~y

F o~y

F e = (2 A )

F = (2 A=)
(e A ) A== (p A))
(e AY)A==(p Ae))

(e A )

F (me A=) = (-
e e
F =g = (<l A) A

= = (2(p AY) A==(p AY))
F (mp V=) = (m(e AY) A—=(e A1)

F=(eAY) = (= V=)
(e Ag) = (2o A) A==(p AY))

=~ =(eAY)
=l AY) = (e AY)
F==(p A)

o, 0 (e AY)
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Hipdtesis
Hipotesis
ENN

ENN
MP(1,3)
MP(2,4)
Abrev. ~ (5)
Abrev. ~ (6)
Lema [5.1tk)

k)

b)
9)

rb)
,10)
Lema [5.1}c)

(11,12)

ENS;
Lema [5.1+b)
(13,14)

o

Lema

Lema

}_l }—L H
o

Lema

—~
o
—

Abrev. ~ (15)

ENN

MP(16,17)
1-18



100 CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

ak) ~ 1~ (9 A ).

1. F o~ 1) Hipotesis
2. F— (Y A ) Abrev. ~ (1)
3. FoAY Hipotesis
4. FleAY) =1 Pos4
5. - MP(3,4)
6. F A= MP(2,5)
: - (0 A ) = (9 A ) A (o A1) Lema 5.1}
8. (e AY) A=(pA) MP(6,7)
9.~ AP (PAY)A=(pAY) 1-8
10. ~ Yk (eAY) = (P AY) A =(pAY)) TD(9)
11. ~ b~ (pAY) Abrev. ~ (10)
O

El Lema [5.2 refleja el comportamiento de los cuatros conectivos primitivos
en L3AZ  en términos de G/, N’ y D'. Para ser mds precisos consideremos una
férmula ¢ y una valuacién v. Si cuando v(p) = 0 le asignamos G’(¢) a ¢, cuando
v(p) = 1 se le asigna N'(¢) y cuando v(p) = 2 le asignamos D’'(p) (ver la
Definicién . Entonces con la idea de que la implicacion indica que si tenemos el
antecedente, entonces se deduce el consecuente, el inciso N1 nos dice lo siguiente:
dado que el antecedente es G'(ip), este senala que la férmula ¢ toma el valor de 0
y en consecuencia su negacién —p debe ser 2, lo cual se escribe como D'(—y).

Similarmente, N2 indica que si ¢ toma el valor 1 que se expresa con el antece-
dente N'(¢), entonces su negacién deber valer 0 expresado mediante G'(—p) que
es el consecuente.

Finalmente, el inciso N3 representa el hecho que cuando la férmula toma el
valor de verdad 2 su negacion debe valer 0. Estas tres situaciones modelan el
comportamiento semantico de la negacion. De manera similar con los incisos D1-
D6, C1-C6 y I1-15 se modelan los respectivos comportamientos de la disyuncién,

conjuncion e implicacion.

Lema 5.2. En la teorfa formal axiomdtica Lys4n se han identificado los conec-
1

tivos G'(¢), N'(¢) y D'(¢) que respectivamente toman el valor de verdad 2 si y
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s6lo si p toma el valor 0,1 6 2. Las siguientes férmulas bien formadas en términos

de dichos conectivos son teoremas.

N1: G'(p) = D'(~w)
N2: N'(p) — G'(—p)
N3: D'(g) —  G'(=p)
C1: G'(p) = G AY)
C2: G'(¥) = G'(pAY)
C3: (N'(p) AN'(¥) — N'(pA)
C4: (N'(p)AD'(¥) — N'(pA)
C5:  (D'(p) AN'(¥) = N'(pA9)
C6: (D'(p) AD'(¥) — D'(pA)

D1:
D2:
D3:
D4:
D5:
Dé6:

I11:
12:
13:
14:
15:

(G NG W) = GV
(G'(@) AN'(¥) = G'(pVY)
(M) ANG' () = G'(pVY)
(N'(@) AN'(¥) = N'(pV)
D'(¢) = D'(¢ V)
D'(y) = D'(pV)
G'(p) = D —=1v)
N'(p) = D'(¢ =)
D'(¢) — D'(p — 1)
(D'(p) NG (W) — G'(p — 1)
(D'(p) AN'(1)) — N'(p = 1)

En la demostracion del Lema [5.2con el fin de tener una lectura més agradable,

algunas de las paginas estan en formato apaisado, también en la demostracién del

Lema 5.5
Demostracién:
N1: F G'(¢) = D'(—p).

1. Fop—=-~-gp
2. FG(p)— D(~p)

N2: - N'(¢) = G'(—p).
1. N'(p)kF -
2. + N’(gp) —
3. FN'(¢) = G'(—p)

Lema [5 lp

Abrev. G" y D' (

Lema ag)

TD(1)
Abrev. G’ (2)
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CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

N3: - D'(p) = G'(—¢p).

1.
2.
3.

D'(p) F —=p
FD'(¢) = —=p
= D'(p) = G'(—p)

D1: - (G'(p) ANG'(P)) = G' (¢ V ).

1.
2.

b

© ® N o ok

11.
12.
13.

F—=p

F =
F—p =~

F~p
F~ oA
F(~ e A=) = ((~ e A=)V (mpA ~ 1))
F(~ @ A=)V (=N ~ 1)
F((~ @ A=)V (mpA ~ ) = =(p V)
= =(p V)
—p, " E (e V)
—p A= = =(p V)
(e A=) = (e VY)
(G (@) AG'(Y) = G V)

Lema ai)

TD(1)
Abrev. G' (2)

Hipdtesis
Hipotesis
TD(Lema

a

MP(1,3)
R-AND(2,4)
Pos6

MP (5,6)

END

MP(7,8)

1-9

Lema 1tn) (10)
TD(11)

Abrev. G’ (12)



D2: F (G'(¢) AN' () = G'(¢ V).
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1. —p e Reflexividad
2. N' ()~ Lema Z)
3. o AN () F—p A~ Lemam) (1,2)
4. (e A~ Y) =
( PAT)V (mp A~ 1)) Pos7
5 o A (~ ﬁw (¢ A~ ) TD(4)
6. —p AN'(Y) F (~ )V (2o A ~ 1)) Corte(3,5)
7. - ((~ soAﬁw (= A~ 1)) =
—(p V) END
8. (e A=)V (o A~ ) F=(p Vi) TD(7)
9. o AN (V) F=(p V1) Corte(6,8)
10. F (e AN'(1)) = = (@ V1) TD(9)
11. F(G'(¢) AN'(¥)) = G'(p V1) Abrev. G’ (10)

D3: - (N'(p) NG/ (¢)) = G (¢ V ).

1. ¢ = Reflexividad
2. N(p)F~o Lema
3. N ()N E~p A1) Lemalm 1,2)
4. F(~eAy) —

( P A=)V (2o A~ ) Pos6
5. N A (A ) Y (i A~ ) TD(4)
6. N'(@) A~tb b (~ g A=)V (np Am)  Corte(3,5)
7. = ((~ ww (o A~ ) =

~(p V) END

8. (@A) V (mp A~ ip) = =(po Vi) TD(7)
9. N'(@) A= F =(p V) Corte(6,8)
10. F (N'(p) A=) — = (@ V 1) TD(9)
11. F(N'(p) AG'(¢)) = G'(¢ V) Abrev. G’ (10)
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D4: F (N'(¢) AN'(3)) = N'(p V).

1. = N'(p)

2. = N'(¢)

3. N/ (@) = ~

4, = N'(¥) —

5. F N (@) = =

6. - N/ (1) — ——p

7. E

8. o~

9. F—=—

10. - =)

11. F~o A~y

12. ~ o~ e~ (e V)

13. ~e A~ (pVY)

14. F(~ e A~tp) = ~ (e V)

15. Fa—p A

16. =, ) (o V)

17. i A (o V)

18. F (== A=) = —=(p Vo)

19. Fr~ (V)

20. F==(p V)

21. F~ (V) A-m(e V)

22. ~(pVY), (V) EN(pV)

23. ~ (e VYY) A= V) E N (p Vi)

24. F(~ (V) A—=(p V) —
N'(p V)

25. - N (o V1)

26. N'(), N'(¥) = N'(¢ V)

27. N'(p) AN'(¢) = N'(p V ¥)

28. F(N'() AN'(¥)) —

N'(¢o V1)

CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

Hipdtesis

Hipdtesis
TD(Lema [5.1}2))
TD(Lema [5.112))
TD(Lema5.1tag))
TD(Lemal5.1tag))
MP(1,3)
MP(2,4)
MP(1,5)
MP(2,6)
R-AND(7,8)

Lema [5.11ae)
Lema n) (12)

TD(13)
R-AND(9,10)

Lema af)
Lema n) (16)

TD(17)
MP(11,14)
MP(15,18)

R-AND(19,20)

Lema [5.1:f)
Lema n) (22)

TD(23)
MP(21,24)
1-25

Lema n) (26)

TD(27)




D5: - D'(¢) — D'(¢ V).

© ®» N o o W

e e e e e T e
NS g W = o

18.
19.

Fom e~ (e VYY)

Fom~ (Vi) = ~ (e VYY)
F~ (e V)

Fo

Fo—= (~(eVY) = (e A~ (9 VY)))

e (pVa) = (0 A~ (9 V)
Fo A~ (eVY)
e~ (eVY), o A~ (V)
@~ (P VY) F oA -p
A~ (VYY) FpA-p
e~ (VYY) oA Tp
i~ (eVY) e = (0 A-p)
e~ (VY g
~pbEon~p
e~ (pVY) R~
Fom~ (VYY) = i~
F(m e~ (VYY) = ) =
(m~p o~ (e V)
Fa~p =~ (pVY)
= D'(¢) = D'(e V)
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Hipdtesis

TD(Lema ab))

MP(1,2)
Hipotesis
Posb5

MP (4,5)
MP (3,6)
1-7

Lema |5.1tac)
) (9)
Corte(8,10)
TD(11)

Abrev. ~ (12)
TD(Lema a))
Corte(13,14)
TD(15)

Lema h)

MP(16,17)
Abrev. D" (18)

Lema
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CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

D6: + D' () — D'(¢ V).

© ® N o o W

e e e e e e e
NS ot W = O

18.
19.

RV (CAVET)) Hipotesis
o~ (Vi) o~ (p V) TD(Lemauiab))
Fr (V) MP(1,2)
4 Hipotesis
Y= (~ (V) = (A~ (pVY)) Pos5
(V) = (0 A~ (V) MP (4,5)
FY A~ (V) MP(3,6)
T~ (VY)Y EY A~ (V) 1-7

Yy~ (o V) Y A

YA~ (V) A=

o~ (V)Y Y Ay
o~ (V) EY = (YA )

o~ (p V) E e~y
~ R~y
o~ (pV) E o~y
Fam~ (V) = o~

(o (V) ) -

(n~Y =~ (e V)
Foa~ = o~ (p V)
= D'(¢) — D'(p V)

Lema |5.1tad)
Lema [5.1tn) (9)
Corte(8,10)
TD(11)

Abrev. ~ (12)
TD(Lema a))
Corte(13,14)
TD(15)

Lema h)

MP(16,17)
Abrev. D' (18)



Cl: F G'(p) > G'(p AY).
1. F-e

2. F o = (me V)

3 F = V)

4 F(me V) = (e AY)
5. F=(pA)

6. =k -(pAd)

7 E o = =(p AY)

8 FG'(p) = G'(eA)

C2: F G/ () = G' (¢ A ).

1. "

2 F = = (me V)

3 F—p V-

4 F(mp V) = (e AY)
5. F (e AY)

6. Y -(pAY)

7 = = =(p AY)

8 G () = G(eA)
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Hipdtesis
Pos6
MP(1,2)
M
MP(3,4)

1-5

TD(6)
Abrev. G’ (7)

Hipodtesis
Pos7
MP(1,2)
ENC
MP(3,4)

1-5

TD(6)
Abrev. G’ (7)



108 CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

C3: + (N'(9) AN'(99)) = N'( Ah).

L. FN'(p) =~ TD(LemaH ))
2. F~p =~ (e AY) TD(Lema [5.1tah))
3. FN'(¢) = ~ (@A) Lemal5.1 b) (1,2)
4. = N'() Hipotesis
5. ~ (p A1) MP(3,4)
6. FN'(p) = == TD(Lema 5.1ag))
7. - N (1) = ——) TD(Lema [5.1-ag))
8. F == MP (4,6)
9. = N'(¢) Hipotesis
10. ==y MP(7,9)
11. - = A =) R-AND(8,10)
12. =, Y Ea=(p AY) Lema aj)
13. i A B (e AY) Lema n) (12)
14. F (== A=) = ==(p A ) TD(13)
15. F—=(p A ) MP(11,14)
16. (e AY)A==(p AY) R-AND(5,15)
17, ~ (9 AY),~(@ AY) F N'(p A ) Lema 5.111)
18. ~ (@A) A==(p Ap) EN(pA) Lema n) (17)
19. F(~ (P AY) A =9 A ) =

N'(p A1) TD(18)
20. - N' (o A ) MP(16,19)
21. N'(¢), N'(¥) = N'(p A9) 1-20
22. N'(9) A N'() F N'(p A ) Lema . 1hn) (21)
23. F(N'(¢) AN'(¥)) = N'(p A ) TD(22)



C4: + (N'(9) A D' (1)) = N'(p Ap).
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L. FN'(p) =~ TD(LemaH )
2. Fe~yp =~ (eAY) TD(Lema [5.1ah))
3. FN'(p) = ~ (o ANY) Lema \Eb) (1,2)
4. = N'(p) Hipotesis
5. F~ (9 A ) MP(3,4)
6. FN'(p) = == TD(Lema 5.1}ag))
7. FD'(¢) =~ TD(Lema [5.1tai))
8. F == MP (4,6)
9. = D'(3) Hipdtesis
10. F - MP(7,9)
11. === A =) R-AND(8,10)
12. g, Y E (e AY) Lema aj)
13. = A 2 = 2= A ) Lema n) (12)
14. F (= A=) = == (e AY) TD(13)
15. F=—(p A ) MP(11,14)
16. Fr~ (e AY)A==(p AY) R-AND(5,15)
17, ~ (9 AY),~(p AY) F N'(p Av)) Lema [5.1})
18, ~ (o A%) A (9 AY) E N (A D) Lema . 1hn) (17)
19. F(~ (e AY) A= AY)) —

N'(p Nb) TD(18)
20. F N'( A1) MP(16,19)
21. N'(), D'(¥) = N'(e AY) 1-20
22. N'() A D'(&) F N'(p A ) Lema p.1hn) (21)
23. (N () AD'(¥)) = N'(p Avp) TD(22)



110 CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

C5: + (D'() AN'(1)) = N'(p A ).

L. FN(¢Y) =~ TD(LemaM ))
2. F~tY =~ (pAY) TD(Lema f5.1rak))
3. FN'() = ~ (9 AY) Lema [5.1b) (1,2)
4. = N'() Hipotesis
5. ~ (p A1) MP(3,4)
6. FN'(¢) — = TD(Lema [5.1fag))
7. FD'(¢) = g TD(Lema [5.1}ai))
8. R MP (4,6)
9. = D'(¢) Hipdtesis
10. === MP(7,9)
11. - = A =) R-AND(8,10)
12. =, mp = A ) Lema aj)
13. —mp A B Ay) Lema n) (12)
14. F (== A ==1) = 2= Ap) TD(13)
15. - (o A1) MP(11,14)
16. Fr~(pAY)A==(p AY) R-AND(5,15)
17, ~ (P AY), =~ (@A) = N'(p A ) Lema f5.111)
18. ~ (e AY)A==(eAY) EN'(p A1) Lema n) (17)
19. F(~ (e AP Ao AY)) =

N'(p A1) TD(18)
20. - N'(p A ) MP(16,19)
21. D'(p), N'() F N'(p A ) 1-20
22. D'(¢) NN'(¢) E N'(p A1) Lema n) (21)
23. F(D'(¢) AN'(¥)) = N'(p A1) TD(22)



Ce6:

S A R

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

- (D'() A D'()) = D'(p A9p).

=((p Ap) A
=((p Ap) A
(e Ag) A
((p A A

(e AY) A
= (e nw) A
(wAw
- Aw) -
Fa~ (e AY)
= D'(p A1)
D'(p), D'(¥) = D'(p A )
D'() AND'(1) F D'(p A1)

A=((p Ah) A

~(p A v)))

(e A1)
(e ) =
WW)))
WW)))

F(D'(@) ND'(¥)) = D'(p A)
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Hipdtesis
Hipotesis
Lema |5.1tq)
Lema [5.1+q)
MP(1,3)

MP (2,4)
R-AND(5,6)

TD(Lema

F1)

MP(7,8)

]LNI

MP(9,10)
Abrev. ~ (11)
Abrev. D’ (12)

1-13

Lema n) (14)

TD(15)



I1: F G'(¢) = D' (¢ — ).

© X N o g W

e e e e
= W o= o

F =
Fo
Fop AN
F(mpAp) =
F
~p,p p
A
p =P E(p—=19) A=(lp—=¥)A=(p =)
@ (= ) A=((p =) A(p = 1))
(o =) A=((p = ) Al = 8) (0 = 0) = (9 > ) A(p = )
b (e =)= ((p = ¥) A=lp = v))
o~ (o =)
o= m~ (o= 1)
=G (p) = D'(p = ¥)

Hipotesis
Hipdtesis
R-AND(1,2)
Lema k)
MP(3,4)

1-5

TD(6)
Lema |5.1td)
Corte(7,8)
TD(ENI)
Corte(9,10)
Abrev. ~ (11)
TD(12)
Abrev. G'y D' (13)

¢l

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO



I2: - N'(¢) = D' (¢ — ).

(=) A=((p = ¥) A

R A AT B

N'(¢), o

N(p)Fp =9

o= (p =) A=((p =) Al =)
N'(@) F (o = ) A= ((p = ) A=(p = )
(e =) F (us (=) A ﬂ(so—m/})))

N'(g) F=((e > v) = ((p > ) A
N'(g) b=~ (p = ¥)
FN'(p) =~ (0 = 0)

= N'(p) = D'(¢ = ¢)

~(p = v)))

Lema [5.1taa)

TD(1)

Lema |5.1td)

Corte(2,3)
TD(ENI)
Corte(4,5)
Abrev. ~ (6)
TD(7)
Abrev. D' (9)

€1t



13: - D' () — D'(p — ).

e B e

—_
=

T~y
oY
T~ =
po (e =) A== ) A=(p = ¥))
2~ (e 2 ) A (e = ) A (e = 9))
(p = ¥) A=((p = ¥) A=l = 1) F (6 = ¥) = (0 = ¥) A=(e = )
Atk 0) = (0= ) A > 1)
b~ (oY)
Fany = o~ (o= 1)
D) = Dl - v)

TD(Lema q) )

Mon(1)
TD(2)
Lema [5.11d)
Corte(3,4)
TD(ENT)
Corte(5,6)
Abrev. ~ (7)
TD(8)
Abrev. D' (9)

V1T

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO
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I4: F (D'(¢) AG'(¥)) = G' (¢ — ).

1. Fa~ oAt Hipotesis
2. Fo~pA) o~ Pos3
3. Fa~p— o Lemaq)
4. Fo~pAy) =@ Lema [5.1tb) (2,3)
5. - MP(1,4)
6. F(~pA) = ) Pos4
7. - MP(1,6)
8. —~pA-WFop 1-5
9. —~pAWEY 1-7
10. =~ A0 @AY R-AND(8,9)
11. e A= =(p =) TD(ENI)
12 =~ p A0 E=(p— 1) Corte(10,11)
13. F(D'(p) AG'(@) = G'(¢ = ) Abrev. D', G' (12) y

TD(12)



15: b (D'(p) A N' (1)) = N'(¢ — ).

© ® N e T WD

S e g
S

16.
17.
18.

Y~ (= ) A
VA~YE (=) A

@Zj/\ﬁ_‘@b)aw_)d]

RS

Fo~ o AN~ A=)

F(e~eA (MY AY) = m g

Fo~e

Fo—1Y

Fo~p =@

Fa~p =9

-y

- (oA (b A=)
F (A ) =

F(m~ oA (MY AY)) =

F o~

FYA~Y

—(p — )
( =(p =)
F@WA~Y) =
(o = ) A=l = o)

( —(p =)

( ((p—=¢)A

© =) A

l_
l_
(e — 1) —

((p = ¥) A

= (~ ¥ A=)

~

—(¢ = v))

—(p — 1))

Hipdtesis

Pos3
MP(1,2)
Hipdtesis

Lema lq
Lema |5.1tb) (4

MP(3,6)

Pos4

Pos3

Lema [5.1/b) (8,9)
MP(1,10)
R-AND(7,11)
Lema t)
Lema|5.1tn) (13)
TD(14)
MP(12,15)
1-16

TD(15)

91T

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO



19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

YA ) E~ (o= 1)
F(m~ A (v A)) =
F o~ ) A

~ P A ) —

—\ng/\(r\/
~ YA o))

(A —tp) =

F —h A =)
= (Y A=) = (= = ) A=l = )
(e = ) A-=(e = o)
(e = ) A= = ¥)
(¢ =) —

S~ e A (P ASY),

(=l = ) A=l = 1))

Abrev. ~ (18)
Pos4
MP(1,20)
Pos4
MP(21,22)
EM
Hipotesis
MP(24,25)
Pos4
MP(26,27)

R-AND(23,28)

Lema [5.1tk)

MP(29,30)
1-31

TD(32)
Abrev. ~ (33)

TD(ENN)

Corte(34,35)

LTT
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38.
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42.
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46.
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= N'(p — )
F(m~ e AN() = N'p = 9)
= (D'(p) AN'(¥)) = N'(p — 1)

)
) F
)
) F

FN
N

R-AND(19,36)
Lema |5.1{z)
Lema [5.1tag)
R-AND(38,39)
Reflexividad

Lema m) (40,41)

Corte(37,42)

Lema [5.1tf)
Lema |5.1tn) (44)
Corte (43,45)

TD(46)
Abrev. D" (47)
O

STT
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Con el fin de acercarnos mas a la demostracién de completitud presentamos la
Definicién que nos permite transformar férmulas de L3AL . con ayuda de los
conectivos G', N’y D’. De hecho se puede decir que estamos de alguna manera fa-
miliarizados con este tipo de transformaciones pues ésta se comporta muy similar
a la de la Definicién que mencionamos en la légica paraconsistente genuina
L3A¢. Esta transformacion generaliza la transformacion empleada en la demos-
tracién de Kalméar para la logica clasica ya que aqui se identifican tres valores de

verdad.

D

=, se denota la

Definicion 5.1. Dada una valuacion v y ¢ una formula de L3A

transformacion de ¢ bajo v con p, y se define como sigue:

Para un conjunto ¥ de férmulas, con ¥, denotamos al conjunto W, = {p,|p € ¥}.

Utilizamos la definicién anterior en el Lema que basicamente nos asegura
que dada una férmula, se cumple que sus atomos transformados demuestran la
férmula transformada. Este lema es una generalizaciéon del Lema de Kalmar [30],
que empleando la transformacion de la Definicién [5. 1| puede ser aplicado a la logica
34D,

Lema 5.3. Sean ¢ una férmula y v una valuacién en L3AZ . Si Atoms(p) de-
nota el conjunto de férmulas atémicas en ¢, entonces se puede demostrar que

Atoms(p), F .

Demostracion: La prueba es por induccién sobre la complejidad de la féormula
@ y por complejidad nos referimos a los conectivos que intervienen en la misma.
Dado que en L3AZ se tienen cuatro conectivos primitivos sobre estos se divide

la demostracion en casos.

Caso Base: ¢ es una formula atémica, digamos ¢ = p.
En este caso tenemos que Atoms(y), = {p,} = {pu}, asi el lema se reduce a

demostar que ¢, F ¢,. Dado que en Ljz4n . tenemos los axiomas Posl, Pos2,
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Modus Ponens como la tinica regla de inferencia y TD es posible demostrar ¢,

@, (ver [30]). Por tanto, Atoms(p), b p,.

Ahora supongamos que el lema se cumple para cualquier férmula v de LBAE1 con

complejidad menor que la de ¢.

Caso 1: ¢ = ), donde la complejidad de 1 es menor que la de .
Por hipétesis inductiva, Atoms(y), F ,. Notemos que Atoms(p) = Atoms(v)),
asi Atoms(p), 1, (1). Dependiendo cual sea el valor que tome ¢ bajo la valua-

cién tenemos los siguientes tres subcasos.

Subcaso 1la: v(1)) = 0. Entonces v(¢) = 2, ¢, = D'(¢) = D' (=) y ¢, = G'(¢).
Por N1 y TD tenemos que G'(¢)) - D'(—)), esto es, 1, F ¢,. Luego al aplicar

Corte a (1) y a lo anterior concluimos que Atoms(¢), F ¢y.

Subcaso 1b: v(¢) = 1. En esta situacion, v(p) = 0, ¢, = G'(¢) = G'(=) y
Y, = N'(¢). Por un lado N'(¢)) F G'(—) por N2y TD o bien ¢,  ¢,. Aplicando
Corte con (1) se sigue que Atoms(p), = ¢,.

Subcaso 1c: v(¢)) = 2. Luego, v(y) = 0, v, = G'(¢) = G'(—¢) vy ¥, = D'(¢).
Usando N3 y TD tenemos que D'(¢)) F G'(—)), es decir ¢, F ¢,. En consecuencia
Atoms(p), F ¢, al aplicar Corte.

Caso 2: ¢ =9 V g, donde las complejidades de 1) y ¢ son menores que la de .

Tenemos que Atoms(¢), - 1, y Atoms(o), b o, por hipdtesis de induccién. Ob-
servemos que Atoms(p) = Atoms(ip) U Atoms(o), més atn la igualdad se preserva
bajo la transformacién de la Definicién [5.1], esto es Atoms(p), = Atoms(¢), U
Atoms(o),. Luego por Mon se cumple que Atoms(p), = 1, y Atoms(p), F 0.
También es posible aplicar R-AND a lo anterior y obtener Atoms(y), b ¥, A o,
que nos es de ayuda més adelante. De acuerdo a los valores que toman los disyun-

tos tenemos las siguientes posibilidades.

Subcaso 2a: v(y)) € Dy v(o) € D. Debido a que la disyuncién es neocldsica
ocurre que v() € D. De aqui se desglosan cuatro posibles escenarios que enseguida

abordamos.
Si v(¢) = v(o) = 0, entonces v(p) =0, ¢, = G'(p) = G (WY Vo), v, =G @)y
0, = G'(0). Usando TD y D1, G'(¢) A G'(0) = G'(¢» V ¢) o bien ¥, A 0, F ©y.

Como Atoms(g), - ¥, A 0, si usamos Corte podemos derivar Atoms(p), - ¢,.
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Cuando v(¢p) = 0y v(o) = 1 se tiene que v(p) = 0, v, = G'(p) = G'(Y V 0),
Y, = G'(Y) y 0, = N'(0). Por D2 y TD, G'(¢)) AN N'(¢) & G'(¢ V o), ie.
Yy N\ 0y F ,, después de aplicar Corte con Atoms(y), F 1, A o, concluimos

que Atoms(p), F ©y.

Cuando v(¢)) = 1 y v(o) = 0 procedemos de manera similar que en el escenario
anterior pero aqui aplicamos D3 en lugar de D2 y obtenemos de igual forma que

Atoms(p), F .

Si v(¢) = v(o) = 1, entonces v(y) =1, ¢, = N'(p) = N'(¢Y V o), ¥, = N'(¢)
y 0, = N'(0). Tenemos que N'(¢) A N'(o) = N'(¢ V o) por D4 y TD, es decir
y A 0y F . Luego en consecuencia de aplicar Corte con Atoms(y), - ¥, A oy,

obtenemos Atoms(y), = ..

Subcaso 2b: v(1)) = 2 o v(o) = 2. En este caso, v(p) =2y asi ¢, = D'(p) =
D'(¢p Vv o). Ademés ¢, = D'(¢)) o0 0, = D'(0). Si ¢, = D'(¢)), entonces por D5 y
TD D'(¢)) - D'(¢ V o). Como también se cumple que Atoms(p), F 1, podemos

aplicar adecuadamente Corte a esta informacién y obtener que Atoms(p), b ©,.

De forma andloga si o, = D'(0), entonces D'(c) & D'(¢) V o) (0, F ¢,) por D6
y TD. Nuevamente como antes usando Corte entre Atoms(p), - o, v 0, F ¢,

concluimos que Atoms(¢), F ¢,.

Caso 3: ¢ = 9 A g, donde las complejidades de ¥ y o son menores que la de .
De manera andloga al caso de la disyuncién tenemos que Atoms(p), F .,
Atoms(), F o, y Atoms(p), F 10, Ao,. Tenemos tres posibilidades que dependen

del valor que tomen los conyuntos.

Subcaso 3a: v(¢) = 0 0 v(c) = 0. De acuerdo con la tabla de la conjuncién

siempre que uno de los conyuntos sea cero entonces la conjuncion también lo es,
asi v(p) =0y p, = G'(p) = G'(Y Ao).

Si v(y) = 0, entonces ¢, = G'(¢). Por C1 y TD G'(¢) F G'(¢ A o) equi-
valentemente ¢, F ¢,. Dado que Atoms(y), F 1, usando Corte se sigue que
Atoms (@), F .

Si vw(o) = 0, entonces o, = G'(0). Luego por C2 y TD G'(0) - G'(¢» A o) o bien
oy F @,. Como Atoms(y), F o, aplicamos Corte con lo anterior y concluimos

que Atoms(p), F ©,.
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Subcaso 3b: v(1) = 1 0o v(o) = 1. Este caso realmente abarca tres opciones sobre

los conyuntos.

Cuando v(¢)) = v(o) = 1 tenemos que v(p) = 1, asi p, = N'(¢) = N'(¢Y A o),
Yy, = N'(¢) y 0, = N'(0). Por un lado Atoms(y), F ¢, Ao, y por otro se cumple
que N'(¢) A N'(o) = N'(¢p A o) (TD(C3)). Asi aplicando Corte obtenemos
Atoms (@), F .

Siv(y) =1y v(o) =2, entonces v(p) =1, p, = N'(p) = N'( A o), P, = N'(¥)
y 0, = D'(0). Luego por C4 y TD N'(¢)) A D'(0) F N'(¢» — o). De donde al
aplicar Corte con Atoms(p), F 1, A o, se tiene que Atoms(p), F p,.

Si v(y) = 2 y v(o) = 1, entonces procedemos similarmente como en el parrafo

anterior con la diferencia de usar C5 en lugar de C4. Por tanto, Atoms(y), b ¢,

Subcaso 3c: v(y)) = v(o) = 2. Por la neoclasicidad de la conjuncion se tiene
lo siguiente v(p) = 2, p, = D'(¢) = D'(Y ANo), Y, = D'(¢) y 0, = D'(0). Por
C6 y TD, D'(¢)) A D'(0) & D'(¢p A ), es decir ¢, A o, F ¢,. En conclusién
después de usar Corte entre Atoms(p), b ¥y, Aoy y ¥, A o, E ¢, tenemos que
Atoms(p), F .

Caso 4: p = 1) — o, donde las complejidades de 1 y ¢ son menores que la de .
Al igual que en los dos casos anteriores gracias a la hipotesis inductiva se cumple
que Atoms(p), 1, y Atoms(p), b 0,. De acuerdo a los valores que toman tanto

el antecedente como el consecuente bajo v se tienen las siguientes posibilidades.

Subcaso 4a: v(¢)) € D. En esta situacién sin importar el valor que tome o
tenemos que v(p) € D, i.e. v(y) = 2, de donde ¢, = D'(p) = D'(¢» — o). Ahora

si consideremos los posibles valores de .

Si v(¢) = 0, entonces ¥, = G'(¢). Debido a I1 y TD, G'(¢) F D'(¢ — o), esto
es, U, F ©,. Aplicando Corte a esto ultimo con Atoms(p), - 1, obtenemos que
Atoms (@), F .

Si v(¢) = 1, entonces 1, = N'(¢)). Luego por I2 y TD se sigue que N'(¢)
D'(¢p — o) y por Corte con Atoms(p), F 1, obtenemos que Atoms(v), F ©s.

Subcaso 4b: v(0) € D. Aqui independientemente del valor que tome 1, se tiene
que v(yp) € D. De donde ¢, = D'(¢) = D'(¢p — o) y 0, = D'(0). Por I3 y TD,
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D'(o) = D'(¢) — o) o bien o, - ¢,; con esto y Atoms(p), - o, es posible utilizar

Corte, asi concluimos que Atoms(p), = @,.

Subcaso 4c: v(v) € Dy v(o) € D. Asi 1, = D'(¥) y v(p) € D, méas atin
v(p) = v(o) por ese motivo tenemos dos opciones de acuerdo al valor no designado

que tome o.

Si v(o) = 0, entonces v(p) =0, ¢, = G'(p) = G (Y = o) y 0, = G'(0). Por un
lado, dado que Atoms(y), F 1, y Atoms(o), I 0, usando R-AND como en casos
anteriores obtenemos Atoms(y), = 1, Ac,. Por otra parte D' (Y)ANG' (o) F G'(¢p —
o) (TD(I4)), o equivalentemente ¥, A g, F ¢,. Finalmente Atoms(¢), - ¢, que
resulta de la propiedad de Corte entre Atoms(p), F ¥, Aoy ¥y 1y Aoy b @y,

Si v(o) = 1, entonces v(p) = 1, p, = N'(¢) = N'(¢ — o)y 0, = N'(0).
Al igual que antes por una parte tenemos que Atoms(¢), = ¥, A o, y por otra
D'(¢p) NN'(o) = N'(¢p — o) (TD(I5)). Por tanto, Atoms(p), F ¢..

Por lo tanto en cada uno de los cuatro casos se verifica que Atoms(p), - ¢, para

cualquier férmula ¢ y valuacién v de L3AZ, . O

5.1.2. Robustez y completitud de LSAE1 respecto a IL,L3A31

Primero comenzamos por demostar que los teoremas en la axiomatica Lyz4n  son
1

tautologias en L3A21, es decir verificar la robustez en esta logica.

Teorema 5.2 (Robustez). Sea ¢ una formula. Si ¢ es un teorema en ]LLgAgl,

D
—1’

entonces o es una tautologia en L3A i.e. si b @, entonces |= .

Demostraciéon: Recordemos que un teorema es una sucesion finita de féormulas
tal que cada féormula es un esquema de axioma o el resultado de aplicar MP
a férmulas anteriores. Asi para demostrar que todo teorema es tautologia basta
probar que los esquemas de axioma son tautologias y Modus Ponens preserva tau-
tologias. Para lo primero es suficiente notar las tablas de verdad de los conectivos
en L3Agl. Asi, cada esquema de axioma de Lz34p | s una tautologia.

Resta verificar que Modus Ponens preserva tautologias. Sean v y o férmulas en
L3AP , tales que ¢ y ¢ — o son tautologias. Procedemos por contradiccién, para
lo cual supongamos que existe una valuacién v tal que v(o) € D = {0, 1}. Dado
que ¥ es tautologia se tiene que v(v)) = 2. De esto y de acuerdo con la tabla de

verdad de la implicacién se sigue que v(¢» — o) € D lo que contradice la hipétesis
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de que ¥ — o es una tautologia. Dicha contradicciéon viene de suponer que para

alguna valuacién, o toma el valor 0 o 1. Por lo tanto, o es una tautologia. O]

Con todo el material presentado en la Seccién [5.1]estamos listos para garantizar
que las tautologfas en L3AL , son teoremas en L3, n K Debe notarse la cadena
que formamos con el objetivo de llegar a la completitud, con esto nos referimos
a que el Lema nos ayuda a probar el Lema que a su vez es escencial
para demostrar el Lema [5.3] el cual es medular en prueba del Teorema que

presentamos enseguida.

Teorema 5.3 (Completitud). Sea ¢ una formula. Si ¢ es una tautologia en
L3AP

2., entonces ¢ es un teorema en LLgAgl. FEsto es, si = ¢, entonces = .

D

2, Sea @ el con-

Demostracién: Supongamos que ¢ es una tautologia en L3A
junto de férmulas atémicas de . Por lo supuesto tenemos que v(y) = 2 para toda
valuacién, asi ¢, = D'(¢) y por el Lema se cumple que ¢, - D’'(p). Luego
usando el inciso q) del Lema 5.1y MP, ®, - ¢.

Ahora sea p un atomo de ® y pongamos I' := ®\ {p}. Como @, F ¢ se cumple que
Iy, po F ¢ para cualquier valuacién v. Dado que tenemos tres valores de verdad,
entonces debe satisfacerse que I'y, G'(p) F ¢, ['y, N'(p) F ¢ y [y, D'(p) = . Por el
inciso o) del Lemaobtenemos que I', F . Si al proceso anterior lo consideramos
un paso, entonces después de |®| pasos hemos eliminado cada dtomo de ® y en

consecuencia obtenemos = . O

Con los dos teoremas previos hemos cumplido unos de nuestros objetivos,
dotar a la légica paracompleta genuina LSAB>1 de una axiomatica que le permite
ser robusta y completa; asi con estos resultados damos por terminado el trabajo

con relacion a dicha légica.

5.2. Un sistema axiomatico para L?>Bl_7>1

Con un procedimiento andlogo al realizado en la Seccién [5.1], aqui presentamos
un sistema axiomatico tipo Hilbert para la légica L3B£l. Siguiendo el mismo
orden que usamos con L3AD , primero definimos una teorfa formal axiomatica
para luego pasar a analizar algunas de sus propiedades que seran de ayuda para
finalmente demostrar que dicha axiomatica es robusta y completa respecto a la
logica LBBﬂl.
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5.2.1. La teoria formal axiomatica y algunas de sus pro-
piedades
Sea Ly3pn | una teorfa formal axiomética para L3BY . construida por los conec-
tivos primitivos: =, V, A e —. Donde — es un conectivo unario y V, A e — son
binarios. Ademas de los conectivos primitivos consideramos los siguientes conecti-
vos unarios L, ~, G', Ny D' definidos como: L,:= =pA(pVe), ~ p =@ —=1,;
G'(p) == ~=p; N(p):=~p A~-py D(p):=-~ . Utilizamos también
el conectivo binario <+ definido como ¢ <> 9 := (¢ — ¥) A (p — ¢). Las férmulas
bien formadas se construyen de manera usual, Modus Ponens (MP) es la tnica

regla de inferencia y los esquemas de axioma son:

Posl: ¢ — (¥ — )

Pos2 : <g0—>(¢—>0)>—><(<ﬂ—>w)—>(%0%‘7>)
Pos3: (pAY)—

Posd: (pAY) =

Pos5: ¢ — <¢—>(90/\@/)))

Pos6: ¢ — (¢ V)

Pos7: ¢ — (p V)

Pos8 : (90—>U)—><(¢—>0)—>((90V¢)_>0))
Pos9: (p—9Y)Ve

EXP: ¢ — (-p— )

ENN': —-—p+ ¢

ENC: —(pA¢) < (mpV )

END' : —(pV )< (((ap Vo) V(Y V) = (tp A ﬂ@b))
ENI: —(p—=v) ¢ (@A)

A continuacién presentamos algunas propiedades generales que se satisfacen

en la teorfa formal axiomatica Lyspn .
1

Teorema 5.4. Sean I', A teorias y v, ¥ formulas bien formadas arbitrarias. Las

siguientes propiedades se cumplen en Lispn -
1
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Monotonia si I'F @, entonces I', A F .

Teorema de la deduccion ok siysolosi ' @ — .

Corte sil'F oy A ok, entonces T, A+ 1.
Reglas-AND Ay siysolosil'E@yl Fa.

Demostracion: La demostracion de estas cuatro propiedades es idéntica a las

respectivas del Teorema 5.1 O

Antes de continuar enunciando los resultados necesarios para la demostracion
del Teorema de completitud analicemos seméanticamente el comportamiento de
nuestros conectivos unarios. La Tabla nos dice que el conectivo L, es una
especie de particula bottom ya que este valua siempre cero sin importar el valor

de verdad que tome . Por otra parte, los conectivos ~, G, N’ y D’ tienen un

D

comportamiento similar a sus conectivos andlogos en L3AZ, ,

es decir, ~ es una
negacion del tipo neoclasica debido a que ¢ toma un valor designado si y sélo si
~ ¢ toma un valor no designado. Finalmente, los tres restantes son los conectivos
identificadores de los valores de verdad, valuando 2 tinicamente en un caso especial

y 0 en otro. Asi G’ identifica al 0, N al 1y D’ al 2.

p| L, ~p G(p) N'(p) D'(p)
0l 0 2 2 0 0
10 2 0 2 0
210 0 0 0 2

Tabla 5.4: Conectivos L, ~, G', Ny D’ de L3BE,

De igual forma que en Lsap . utilizamos en Lj3pn . el conectivo binario <>,
este tiene lugar en los axiomas ENN’, ENC, END’ y ENI e indica que ambas
implicaciones son validas y para referirnos a sélo una de las dos implicaciones
ocupamos la notacién M 0 ]M segun corresponda, donde X puede ser N’,
C, Dol

Con los comentarios previos en mente podemos continuar enunciando algunas
propiedades que son validas en LL3331 aunque en este momento es preciso re-
cordar que la forma en que hemos presentado las demostraciones, es a base de
dos columnas: la de la izquierda muestra las férmulas numeradas que conforman

la demostracion mientras que la columna derecha da la justificacion del porque
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la férmula de la izquierda es valida. Ahora podemos pasar a los resultados que
nos conducen a la completitud; la Proposicién nos enlista ocho propiedades
bésicas, es importante observar las tltimas tres ya que las mismas junto con sus

demostraciones posteriores nos revelan algo més acerca del conectivo L.

Proposiciéon 5.1. Para cualesquiera féormulas ¢, ¢, o0 y £ en L3B£1 se cumple

lo siguiente:
i) p,pFosiysdlosip Ao
ii) Sikyp =Y yk1 — o, entonces - ¢ — o
iii) F (o= (Y = 0)) = (v = (p = 0))
iv) Sk yohk & entonces p Aok AE
v) SilFe—=¢yI'Fo— 1, entonces I' - (o Vo) —
vi) L,k
vii) ~pbk @ — L
viii) p =L F ~

Demostracién: Las demostraciones de los incisos i), ii), iii) y iv) son idénticas

a las respectivas pruebas de los incisos n), b), g) y m) del Lema [5.1]

v) SiTFp > yI'to— 1, entonces '+ (¢ Vo) —

1. TFe—=9 Hipétesis
2. ko= Hipotesis
3. (e =) — ((U—Hﬁ)%((@\/a)—ﬂﬁ)) Pos8
4 TF (o) — ((0%1&)% (<¢VUH¢)> Mon(3)
5. TH(o—=9) = ((pVo) =) MP(1,4)
6. TkF(pVo)—=v MP(2,5)
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vi) L,

L. F - Hipdtesis
2. Fe Ve Hipétesis
3. = (p =) = ((90—>90)—> ((p Vo) —MO)) Pos8
4. Fe = 130]
5. Flp =)= ((eVe) =) MP(3,4)
6. FlpVe) = MP (4,5)
v Fe MP(2,6)
8. o= (e = ¢) EXP
9. o=y MP(7,8)
10. =4 MP(1,9)
11. -, oV 1-10
12. = A (pVep) -y Proposicién i) (11)
13. L,k Abrev. 1, (12)

Particularmente se tiene que L, 1, y de esta manera se puede observar que
no es relevante el subindice en L, y por tanto ahora podemos simplemente

escribir .

vil) ok — L

1. F~o Hipotesis
2. Fo—1 Abrev. ~
3. Fo Hipdtesis
4. 1L MP(2,3)
5. ~p,pk L 1-4
6. ~pkp—=1 TD(5)
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viii) p >L F ~
1 Fo—L
2 oL
3 1rF1,
4. pkE1l,
5 Fo—1,
6. p—=1lFp—1,
7. p—=lE~p
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Hipdtesis

TD(1)
Proposicién |5.1+vi)
Corte(2,3)
TD(4)

1-5

Abrev. ~ (6)
[

El Lema [5.4] nos proporciona siete propiedades mas que en conjunto con las

de las Proposicién [5.1] son de gran ayuda para la prueba del Lema [5.5 Notemos

que el inciso d) del Lema al que también llamamos prueba débil por casos

mezcla la negacién primitiva — con la neoclasica ~ de tal forma que es posible

reducir el conjunto de hipétesis para demostrar cierta férmula siempre y cuando

sepamos que es posible probar dicha férmula dos veces con una hipétesis extra que

involucra ambas negaciones. Por otro lado el inciso e) es sumamente importante

pues nos ofrece la posibilidad de saber cuando una férmula es teorema.

Lema 5.4. Para cualesquiera formulas ¢ y v, en la teorfa Lyspn se satisfacen
1

las siguientes propiedades:
a) pk— L
b) pFpA—- L

d) Sil,~pk1®yIl, -~ ek, entonces I' ¢ (Prueba débil por casos)

e) Sj G/(SO) - ¢7 N/(QO) - 77Z) y Dl(g0> [ ’(lb, entonces w
f) =~ @k ~ ¢ equivalentemente G'(p)F ~ ¢
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Demostracién:
a) - L.
1 Fo

2 Fop— e

3 F ==

4 Fomp = (2me V(e V)

5. oV o(p V)

6.  F(mpValpVe) = (wAleVe)

7. Fo(meA(pVe)

8 F= Ll

9. pF- L

b) pFp A L.
ok
k-1
PANpFEpA—- L
o
Fo—= (o= (pAp))
Fo—=(eAp)
FoAp
pFEeNp
oA=L

e B A T o

Hipotesis
]M
MP(1,2)
Pos6
MP(3,4)
M}
MP(5,6)
Abrev. L (7)
1-8

Reflexividad

Lema a)

Proposicién iv) (1,2)
Hipodtesis

Pos5

MP(4,5)

MP (4,6)

4-7

Corte(3,8)
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c) Fv Vo~
Fo—=>@oAN-L
FeA-Ll)—= (e —1)
Fo = (e —1)

Fo =~

1.
2.

3

4

5. Far~p—=(~vpVan~g)

6. Feo—=(vpVar~yp)

7. Frpo(~vpVa~yp)
8. Fl~veVe)=(~veVar~y)
9 Fp—=Ll)Ve

10, F~pVe

11. F~pV-ar~p

131

TD(Lema [5.4tb))
ENT

Proposicién ii) (1,2)

Abrev. ~ (3)
Pos7

Proposicién ii) (4,5)

Pos6

Proposicién HV) (6,7)
Pos9

Abrev. ~ (9)

MP (8,10)

d) SiT,~prF¢YyI',m~ k1, entonces I' - 1.

1. I~k

2. Im~pky

3 'E~@—1

4 'F=~p—=v
5. 'F(~pVar~p) =
6 F~pVa~gp
7 'F~pVa~p
8 L'Eay

Hipodtesis
Hipdtesis
TD(1)
TD(2)

Proposicion V) (3,4)
Lema c)

Mon(6)
MP(5,7)
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e) Si G'(¢) F¢Y, N'(p) F¢ y D'(¢) - 9, entonces + .
En otros términos la afirmacién es:

Si~-pkFY, ~p A~—pkE1Yy -~ @k, entonces + .

1. i~ Hipotesis
2. ~pNAN~mpkY Hipdtesis
3. A~ Y Hipdtesis
4. ~p,~p kY Mon(1)
5. ~ @, ~p Y Proposicién |5.1H) (2)
6. ~phk Lema [5.4td) (4,5)
7. ) Lema d (3,6)

1. =~ Hipotesis
2. F (= —1) Abrev. ~ (1)
3. Fa(mp —=1) = (mpA—- 1) ENI
4. g AL MP(2,3)
5. F(mpA=l)—= e Pos3
6. — MP (4,5)
7. F o Hipotesis
8. Fo— (g —L1) EXP
9. F L MP(7,8)
10. -1 MP (6,9)
11. = ~=p,pH L 1-10
12. “~mp e =L TD(11)
13. S~ b~ Abrev. ~ (12)
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gk~ =~

1. F-~ Hipotesis
2. F=(p —1) Abrev. ~ (1)
3. Fa(p—=Ll) = (pA-l) ENI
4. FoA-L MP(2,3)
5. FleAn—-1l)—=p Pos3
6. - MP (4,5)
7. F-p Hipotesis
8. Fo— (g —1) EXP
9. Fop L MP (6,8)
10. FHL MP(7,9)
1. =~ —ph L 1-10
12. “~pbkop =L TD(11)
13. “~ kb~ Abrev. ~ (12)
14. Fa~p— ~p TD(13)
[l

El siguiente lema juega un papel similar al del Lema modelando el com-

portamiento de los cuatro conectivos primitivos en términos de G', N' y D'.

Lema 5.5. En la teoria formal axiomatica LL3331 se han identificado los conec-
tivos G'(¢), N'(¢) y D'(¢) que respectivamente toman el valor de verdad 2 si y
solo si o toma el valor 0,1 6 2. Las siguientes férmulas bien formadas en términos

de dichos conectivos son teoremas.
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N1’: G'p) = D'(op) DI: (GO)NG(W) = GlpVy)
N2’: N'(p) =  N'(=p) D2: (N'(p) AN'(¥)) = G'(pVy)
N3’: D'(p) =  G(~¢) D3: (G'(p)AN'@Y) = N(pVy)
D& (V) AG(W) = N(pvi)
D5’: D'(p) = D'(eV)
D6’: D'(p) = DpVy)
C1: G'(p) = G'(pny) I17% G'(p) = D'(p— )
C2’: G'(p) —» Glony) 12% N'(¢) = D'(p =)
C3: (N'(p) AN'(¥)) = N(pAy) I3 D'() = Di(p =)
C4: (N'(p)AD'(¥) — N(pAv) 14 (D'(p)ANG'(¥) = G'(p— )
C5: (D'(p) AN'(¥)) = N(pAy) I8 (D'(p) AN'(Y)) = N'(p =)
C6:  (D'(p) AD' () — D'(pA9)
Demostracién:
N1’: F G'(p) — D'(—¢p).
I 50
2. FG'(p) = D'(—p) Abrev. G'y D' (1)
N2’: = N'(p) = N'(—p).
1. F~p Hipotesis
2. Fo—L Abrev. ~ (1)
3. - =@ EM
4. F——p —1 Proposicién ii) (2,3)
5. F o~ g Abrev. ~ (4)
6. ~ Yk~ 1-5
7. ~ o~ Reflexividad
8 ~pA~—ph~=p A~ —mp Proposicién |5.14Hv) (6,7)
9. F~ e A ) = (> 29 A~ =) TD(8)
10. - N'(p) = N'(=) Abrev. N' (9)
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N3’: - D'(¢) = G'(—¢p).
1. F-~og Hipotesis
2. F=(p—1) Abrev. ~ (1)
3. Fa(p—=l) = (pA- 1) ENI
4. FoA- L MP(2,3)
5. FleA—1l)—=p Pos3
6. -y MP(4,5)
7. Fo— ]M
8. F == MP(6,7)
9. F==p = (0o A= 1) TD(Lema [5.4tb))
10. Fa—mpA- L MP(8,9)
11. F(m—p A= L) = (= —1) ENI
12. F == —1) MP(10,11)
13. Fa~ e Abrev. ~ (12)
14—~ b o~ oo 1-13
15. Fa~p =~ omp TD(14)
16. FD'(p) = G'(—yp) Abrev D"y G' (15)

Nota 5.1. Los pasos del 1 al 6 de la prueba de N3’ constituyen una de-

mostracion de = ~ ¢ F ¢ o de forma equivalentemente D’(¢) = ¢.

Nota 5.2. Las lineas 1-6 de la demostraciéon de D1’ sirven como prueba
de que = ~ —p F —p, esto es G'(p) F —p. Conviene tener en mente esta

propiedad ya que puede ser usada posteriormente.



D1t - (G'(0) AG' (%)) = G/ (¢ V ).

© ® N e T WD

e e T e T e T S e G O S S Tt
S 2 T e B

Fo~

F=(—p —1)

(e =L) = (meA- L)

FopA—- L

F(meA- L) = -

2

F o~y

- (-0 =)

F (o = L) = (2 A L)

- AL

F (A L) =

- )

F - Ay

- (A=) > (v =9) v (V) > (~p A )
F((p Vo)V (V=) = (mp A )

(e V=) V(@ V ) = (o A=) = (V1)
F (e V)

Fo(e V) = (R(e V) An L)

Hipdtesis
Abrev. ~ (1)
ENI

MP(2,3)
Pos3
MP(4,5)
Hipdtesis
Abrev. ~ (7)
ENI

MP(8,9)
Pos3
MP(10,11)
R-AND(6,12)
Pos1
MP(13,14)
gyg
MP(15,16)
TD(Lema 5.41b))

9¢T1

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO



19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

Fa(eVY) AL
F (V) A- L) = a(=(p V) 1)
F=(=(p V) —1)
o~ (e V)
S~ T~ = (V)
G'(@) NG' () FG'(p Vi)
F(G'(p) ANG' (1) = G'(p V)

MP(17,18)

Eglil

MP (19,20)

Abrev. ~ (21)

1-22

Proposicién |5.111) (23) y Abrev. G’ (23)
TD(24)

'GdET VIVd ODILYINOIXY VINALSIS NQ Z°S

LET



D2’: = (N'(¢) AN'(¢)) = G'(¢ V ).

© X N o g W

e e e e s
o N> otk w D = o

o~
Fo—L1
=~
F-p—1
F~
Fy—L

F o~y
F— — 1
F(pV-p) =L
F@ V) =L

F eV V(v ) =L

F L= (e Ay)

F (V) V(¥ V) = (mp A )

- (e =)V (v =) » (oA ) = ~(p Vi)

F=(p V)

J

l_
l_
l_

(
(V) = (o(pVi)A- L)
(pVY)A—= L

(meVY) A= L) = o(=(e V) —»L)

Hipotesis
Abrev. ~ (1)

Hipdtesis
Abrev. ~ (3)

Hipotesis
Abrev. ~ (5)

Hipotesis
Abrev. ~ (7)

Proposicién 5.1

v) (2,4)

Proposicién |5.1

v) (6,8)

Proposicién @V) (9,10)

TD (Proposicién Vi) )

Proposicién ii) (11,12)

END’

MP(13,14)

TD(Lema [5.4tb))
MP(15,16)

ENI

8€T

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO



19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

F(=(p V) —1)
o~ =(e V)
=G (e V)
~ o~~~ B G V)
~ o N~ b A G V)
N'(p) AN'(Y) EG'(p V)
= (N'(¢) AN'(¢) = G'(p V)

MP(17,18)
Abrev. ~ (19)
Abrev. G' (20)

1-21

5.14) (22
5110 (23)

TD(24)

Proposicién

Abrev. N’ (24) y Proposicién

'GdET VIVd ODILYINOIXY VINALSIS NQ Z°S

6€T
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D3
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F(G'(¢) AN'(9)) = N'(¢ V ¥).

D3’ - i)

© P N e WD

I S
W o No= o

|__|N_|(p

|__|N_|90—>N()0

F~op

Fo—1

-~y
Fy—L

FleVvy) =1

FN(so\/@D)

_|N_|()07

eV

oo~y P~ (e VY

G'(p),~h A p b~
G'(¢), N'(¥) F
G'(@) AN'(9) F

~ (
(
(
~ (
~ (

oV
eV
eV

)
)
)
)
)

Hipotesis

TD(Lema f )
MP(1,2)

Abrev. ~ (3)

Hipotesis

Abrev. ~ (5)
Proposicién V) (4,6)
Abrev. ~ (7)

1-8

Mon(9)

Abrev. G’ y Proposicién i)
Abrev. N’ (11)
Proposicién |5.1H)



D3’

L ® N e T W D=

S e e e g et
o N o vk W N = O

1
[y
=13

N—

_|N_|g07

o~

Fa~—op— -

F e

E e = (e V—p)

F(pV =) = ((pV-p) V(0 V)
o = (V) V(Y V1))

( —p) V(¥ V)
—(e V)
~(eve) > (((pV=p) v (@ v )

- ((90 Vo)V (V) = (—p A )
F-p A9

(A ) = )

F—yY —1

F (e Ap) =L

-1

—(peV), b -LF L
ﬁ(SDVw,N _‘w FL
G'(p),~ " E=(pVy) =L

Hipdtesis

TD(Nota
MP(1,2)

Pos7

Pos6

Proposicién |5.1tii) (4,5)
MP(3,6)

Hipotesis

= (= A W)) END/

e
MP(8,9)

MP(7,10)

Pos4

Hipdtesis

Proposicion ii) (12,13)
MP(11,14)

1-15

Abrev. G' y ~ (16)
TD(17)

'GdET VIVd ODILYINOIXY VINALSIS NQ Z°S

il



G'(p),~,~ b~ =(p V) Mon(18) y Abrev. ~
G'(¢),~t N~ ==~ =(pVy) Proposicién i)
G'(¢), N'(¥) F ~ =(p V) Abrev. N’

G'(@) ANN'() E~ (Vi) Proposicién i)

44!

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO
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De D3’-i) y D3-ii) se sigue que G'(p) AN'(¢) = ~ (V) A~ (o V1)
usando R-AND con las conclusiones de ambos incisos. Equivalentemente

tenemos G’ () AN'(¢) = N'(¢Vip) y con TD = (G (@) AN'(¥0)) — N'(oVa).

D4’ - (N'(¢) AG' (1)) = N'(p V ).

D4’ - i)

1. F—a~ ) Hipdtesis
2. Fa~ =) =~ TD(Lemaf))
3. -~ 1 MP(1,2)
4. Fy —1 Abrev. ~ (3)
5. -~ Hipotesis
6. Fo—L Abrev. ~ (5)
7. FeVy)—L Proposicién V) (4,6)
8. F~ (V) Abrev. ~ (7)
9. ~ gy e (P V) 18
10. ~@,~ =~ =h b~ (o V) Mon(9)
1. ~pA~=p, GW)F~(p V) Proposicién |5.1+) (10) y Abrev.

G’ (10)
12. N'(¢),G'(Y) F~ (V) Abrev. N’ (11)

3. N'() A G/ F ~ (0 V 35) Proposicién p.1H) (12)



D4’- ii)

1. Fo~ )

2. e A

3. =

4, F—y = (Y V)

5. F WV Y) = ((p Vo) V(Y V)
6. F=p = ((p V)V (V)

7. ( —p) V (V)

8. —(p V)

0 (V) > (((pV=p) v (v )
10. - ((sovﬁso) V(@ V) = (mp A )
11. E oo Ay

12, F (A ) = —p

13. o =L

14. (e A—y) =L

15. -1

16. =~ =(pV),~p—>LF L

17. G'(V), (e Vi), ~—pk L

18. ~ 2, G'(W) F (V) =L

= (9 A=)

Hipotesis

TD(Nota
MP(1,2)

Pos7

Pos7

Proposicién ii) (4,5)
MP(3,6)

Hipdtesis

/
END,

MP(8,9)

MP(7,10)

Pos3

Hipotesis

Proposicion ii) (12,13)
MP(11,14)

1-15

Abrev. G' y ~ (16)
TD(17)

44!

'GdeT A GVeT VUV SANOIOVZILVINOIXY S OTALIdVO



19.
20.
21.
22.

~ , ~ =, G Mon(18) y Abrev. ~ (18

Proposicién |5.111) (19

Abrev. N’

Proposicién |5.14) (21

~90/\~w,G’

'GdET VIVd ODILYINOIXY VINALSIS NQ Z°S

Gyl
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Similarmete como en D3’, de D4’-1) y D4’-ii) se sigue que N'(¢) AG'(¢) F
~ (V1) N~ (V1)) usando R-AND con las conclusiones de ambos
incisos. Equivalentemente tenemos N'(p) A G'(¢) = N'(p V ¢) y con TD

F(N'(p) NG'(¥)) = N'(p Vo).

D5% - D'(¢) — D'(¢ V ).

1. F—o~g Hipotesis
2. Fa~p—p TD(Nota
3. o MP(1,2)
4. Fo = (pV) Pos6
5. FoVay MP(3,4)
6. FleVy) = ((pVY)A- 1) TD(Lema b))
7. FeVvy)n-L MP(5,6)
8. F((eVe)A-L) = ((eV) —1) ENI
9. F=((p V) —1) MP(7,8)
10. F =~ (o V) Abrev. ~ (9)
1I. m~pka~(pVYy) 1-10
12. D'(p)F D' (p V) Abrev. D’ (11)
13. FD'(¢) = D'(p V1) TD(12)
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—1

D6%: - D'(3) — D'(p V ).

© ®» N o o W

=
R

o~
Fo~ =)
k%
FY = (e V)
Fe VvV
(V) = ((pVe)A- L)
F(pVi) A= L
F((eVe)A-L) = =((pVe) —»1)
F=((p V) —1)
Fo~ (e V)

S~ Yo~ (VYY)

D'(¢) ED'(p V)
= D'(y) = D'(p V)

147

Hipdtesis
TD(Nota
MP(1,2)
Pos7
MP(3,4)
TD(Lema [5.4tb))
MP (5,6)
ENI
MP(7,8)
Abrev. ~ (9)
1-10

Abrev. D’ (11)
TD(12)
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CL: - G/(p) — G'(p AP).

1 o~ Hipotesis
2 Fo~op = o TD(Nota
3 a2 MP(1,2)
4. F e — (mp V) Pos6
5 F (e V) = (e AY) NC
6 F =g = =(pAY) Proposicién

(4,5)
v (D)) MP(3,6)
8. F(p AY) = (S Ag) A L) TD(Lema [5.4-b))
9. F (= AP) A= L) = =(=(pAy) —1) NI
10. Fo(p AY) = (e Ay) —1) Proposicién

(8,9)
1L F=(=(pAg) —1) MP(7,10)
12. o~ (e AY) Abrev. ~ (11)
13. —m~—pka~=(pAY) 1-12
14. G'(p) G (e NY) Abrev.G'(13)

15. =G (p) = (G A1) TD(14)
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C2: - G'(¢) — G'(p A ).

1
2
3
4.
5
6

10.

11.
12.
13.
14.
15.

Fo~ g
Fa~—) —
=y

E = (mp V)

(= V=) = (e AY)

== = (e AY)

(e AY)

-
.
§
i

Fo(-(pAy) —1)
=~ (e AY)

b o~ (e AY)
G'(P) F G (e A)
FG'(W) = (G'(e AY))

(e Ap) = (m(e Ap) A
(e AP)A= L) = = (=(pAY) —L)
(e AY) = ~((p A)

- 1)
—L1)

—1

149

Hipdtesis
TD(Nota
MP(1,2)
Pos7

NC
Proposicién |5.1+i)

(4,5)
MP(3,6)
TD(Lema |5.4tb))

NI
Proposicion |5.1}i)

(8,9)
MP(7,10)
Abrev. ~ (11)
1-12
Abrev.G’ (13)
TD(14)
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C3: F (N'(¢) AN'(¢)) = N'(p A ).
C3 -i)
1. Fo—1
2. FoAY
3. F(eAY) =
4. FpAY) =L
5. -1
6. p—=l,oAYEL
7. o —=>LEF(pAY) =L
8. ~ b~ (pAY)
9. ~ o~ e~ (0 AY)
10 ~pA~—pb~(pAY)
11. N'(g) F~ (e AY)
12, N'(¢), N'(¥) b~ (¢ A1)
13. N'(e) AN'(¢) B~ (o A1)

CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

Hipotesis

Hipotesis

Pos3

Proposicion ii) (1,3)
MP(2,4)

1-5

TD(6)

Abrev. ~ (7)

Mon(8)

Proposicién i) 9)
Abrev. N’ (10)
Mon(11)
Proposicién |5.1H) (12)
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C3’ - ii)

1. F-p—1 Hipotesis
2. F— — 1 Hipotesis
3. F (V) —L Proposicién
Bl (1.2

4. (e AY) = (2 V) ENC
5. Fa(pAyY) =L Proposicion
ii) (3,4)

6. F=(p AY) Hipoétesis
7. F1 MP(5,6)
8. —p oL, =L, —(pAY)F L 1-7
9. =L, =L F=(pAY) >L TD(8)
10. ~ o~ ) o~ (e AY) Abrev. ~ (9)
11. ~ oy~ i~ ap )~ (A ) Mon(10)
12 ~p A~~~ A~ b B~ (e A1) Proposicion
5.1H) (11)

13. N'(p), N'(¢) F ~=(p A1) Abrev. N’ (12)
14. N () AN'(Y) F ~=(p A1) Proposicion
5.1H) (13)

Con las conclusiones de C3’-i) y C3’-ii) usando R-AND se sigue que
N (@) AN'(Y) E ~ (A1) A~ =(pA1). Después con TD y la abreviatura
de N’ se obtiene = (N'(p) A N'(¥)) = N'(p A ).
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Ca': - (N'(9) AD/(3)) = N'(p Awp).

C4’ - i)
L. F N (p) Hipdtesis
2. F~o A~ Abrev. N’ (1)
3. F~e A~mp) =~ Pos3
4. F MP(2,3)
5. Fo—L Abrev. ~ (4)
6. FoAy Hipotesis
7. FleAY)— Pos3
8. - MP(6,7)
9. FLl MP(5,8)
10.  N'(¢),pANYE L 1-9
11. N(p)F(pNy) =L TD(10)
12. N'(p),D'(Y) F~ (A1) Mon(11) y Abrev. ~ (11)

13. N(p)AD' W)~ (pA) Proposicion i) (12)
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C4’ - ii)

L. - N'(p) Hipétesis
2. Fe~o A g Abrev. ~ (1)
3. F(~@p A~—p) =~ Pos4
4. -~ MP(2,3)
5. F-p—1 Abrev. ~ (4)
6. = D'(y) Hipotesis
7. o~ Abrev. D’ (6)
8. Far~tY) — ~ 1) Lemag)
9. -~ ) MP(7,8)
10. F—-y =1 Abrev. ~ (9)
11. F(mpV ) -1 Proposicién v) (5,10)
12, - (9 A ) > (VD) ENG
13. Fa(pAyY) —L Proposicién ii) (11,12)
4. N'(p),D'(Y)F-(pA)) =L 1-13
15. N'(p)AD' (W) F~=(pA) Proposicion i) (14) y Abrev.

~ (14)

Al aplicar R-AND a las conclusiones de C4’-i) y C4’-ii) se tiene que
N (p) AND' () F ~ (p Ap) A~ =(p A). Luego con TD y la abreviatura
de N’ se obtiene - (N'(¢) A D'(¢)) — N'(p A ).



154

CAPITULO 5. AXIOMATIZACIONES PARA L3A” y L3B5,

C5': - (D/(9) A N'(3)) = N'( Awp).

C5’ - i)

© 0 N o W D

© N o WD

e e e e e
AT R e

= N'(<)
F~p A~ =)

(v A~ =) = ~ 1)
Fo~

Fy—L

FpA) =
F(oAt) =1

= N'(¢)

F~p A~ )

F~ A —) =~y
F~ g

F-yY —1

= D'(p)

Fo~p

Fa~p =~

F~ e

F-p—1

F (v ) =L
(e AY) = (e V—y)
() =L

D'(¢), N'(¢) F=(pAp) =L
D'(p) AN'(Y) F~ =(p AY)

Hipodtesis

Abrev. N’

Pos3

MP(2,3)

Abrev. ~ (4)

Pos4

Proposicién ii) (5,6)
1-7

Abrev. ~ (8)

Mon(9)

Proposicién i) (12)

Hipotesis

Abrev. ~ (1)

Pos4

MP (2,3)

Abrev. ~ (4)

Hipotesis

Abrev. D’ (6)

Lema [5.4tg)

MP(7,8)

Abrev. ~ (9)
Proposicién |5.1+v) (5,10)
M

Proposicién |5.1Hi) (11,12)
1-13

Proposicion i) y Abrev. ~ (14)
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Aplicamos R-AND a las conclusiones de C5’-i) y C5’-ii) para obtener
D'(p) NN () F ~ (p Ap) A~ =(p A). En consecuencia de TD y la
abreviatura de N’ concluimos  (D'(¢) A N'(¢)) = N'(¢ A ).

C6: + (D'(¢) AD' () — D'(p Ap).

L. FD'(p) Hipoétesis
2. FD(p) — ¢ TD(Nota
3. = D'(v) Pos3
4. ED'(¢) — TD(Nota
5. - MP(1,2)
6. ) MP(3,4)
7. Fop— (zp = (e A 1/))) Pos5
8. Fi = (e AY) MP(5,7)
9. FoAy MP(6,8)
10. F (e AY) = (0 AY) A= L) TD(Lema 5.41))
11. FeA) A= L) = =((pAy) —1) ENI
12. FleA) = =((eAy) —1) Proposicion

if) (10,11)
13. Fo((pAy) —1) MP(9,12)
14. Far~(pAY) Abrev. ~ (13)
15. FD'(e A1) Abrev. D' (14)

16.  D'(p), D'(¢) F D'(p A9)
17 D'(¢) ND'(¥) E D'(p A)

18. F(D'(¢) AD'(1)) — D'(p AY)

1-15

Proposicién i) (16)

TD(17)
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I1’: - G'(¢) = D' (¢ — ).

L. FG () Hipétesis
2. Fa~ g Abrev. G' (1)
3. Fa~ap— e TD(Nota
4. R MP(2,3)
5. - HipGtesis
6. F o= (mp — ) EXP
7. F g = MP(5,6)
8. F MP (4,7)
9. G'(p),p 1 1-8
10. G'(p)F o= TD(9)
11. e—=>UvE(p—oY)A- L Lemab)
12. (p =)A= LE=((p =) —1) TD(ENI)
13. e =Y E=((p— ) —1) Corte(11,12)
14. o=V~ (=) Abrev. ~ (13)
15. o =YD (p—1) Abrev. D' (14)
16. G'(p) FD'(p =) Corte(10,15)
17. FG'(¢) = D'(p A1) TD(16)
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I2’: - N'(¢) = D'(p — ).

© ®» N o o W

e e e e e T e e = S
o N vk W N = O

= N'(¢)
F~ o Ao
F(~ @ A~ mp) =~
F~p
Fe—L
F
-1
N'(p),pt L
Y
N'(p), o F ¥
N'(p) o —1
poYE(eAY)A-L
N'(p)F(pAyY)A-L
(=)A= LE=((p =) —1)
N'(p) F=((p = ) —1)
N'(p)F=~(p =)
N'(p) F D'(p = ¢)
= N'(¢) = D'(p AY)

157

Hipdtesis
Abrev. N’
Pos3
MP(2,3)
Abrev. ~ (4)
Hipdtesis
MP(5,6)
1-7
Proposicién |5.1+vi)
Corte(8,9)
TD(10)

Lema [5.4tb)

Corte(11,12)
ENI
Corte(13,14)
Abrev. ~ (15)
Abrev. D' (16)
TD(17)
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I3: + D' (¢) — D'(¢ — ).

© ® N o o W

— = = =
R

I14°:

© 2 N o W D

—_ = =
N

= D' ()

= D'(¢) —

E

FY = (o — )

Fe—=1
D) Fp =
e E(@AY)A-L
D) (pAP) A= L

(=)A= LE=((p—y)—=1)

D'(¢) F=((p =) —1)
DY) =~ (p =)
D'(¢) = D'(¢ = ¢)

FD'() = D'(p AY)

F(D'(¢) ANG'(¢)) = G'(p — V).

D'(p) by
G'(Y) F
D) NG'(Y) o A=)
e A= E=(p — 1)
Do) NG'(¥) = =(p — 1)
(=) Ea(lpAY) AL
(g2 )N LEa(=(p =) =)
(= ¥) F=(=(p =) —1)
D'(p) NG'(¥) F=(=(p = ¥) —1)
Do) NG'(¥) F =~ (o = )
D'(p) NG'(¥) = G' (¢ — 1))

H (D) AD'(¥)) = G'(p A o)

Hipotesis
TD(Nota [5.1
MP(1,2)

Posl

MP(3,4)

1-5
Lema b)

Corte(6,7)
]LNI
Corte(13,14)
Abrev. ~ (10)
Abrev. D' (11)
TD(12)

Nota

Nota

Proposicion iv) (1,2)
TD(ENT)

Corte(3,4)

Lema [5.4th)

ENI

Corte(6,7)
Corte(5,8)
Abrev. ~ (9)
Abrev. G’ (10)
TD(11)
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15% - (D'(¢) AN'(¢)) = N'(¢ — ).

I5° - i)

1. = D'(¢)

2. F~ o

3. F (e —1)

4. Falp—=L) = (pA- L)
5. FleA=Ll) =

6. Fa(p—=L) =

7. Fo

8. = N'(¥)

9. e~ A~y

10 Y A~ ) =~y
11 F~

12 Fy—l

13. Fo—=9y

14. =

15. HL

16. D'(¢), N'(¥), o = F L

17. D'(p), N'(¥) F (¢ =) =L

18. D'(@), N'(¢p) F ~ (¢ = ¢)

19. D'(p) AN'(1h) -~ (¢ = ¥)
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Hipdtesis
Abrev. D' (1)
Abrev. ~ (2)

EM

Pos3

Proposicién ii) (4,5)

MP(3,6)
Hipotesis
Abrev. N’ (9)
Pos3
MP(9,10)
Abrev. ~ (11)
Hipotesis
MP(7,13)
MP(12,14)
1-15

TD(16)
Abrev. ~ (17)

Proposicion i) (18)
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I5° - ii)

L. = N'(y) Hipétesis
2. F~p A~ Abrev. ~ (1)
3. F(~Y A~ ) = ~ ) Pos4
4. -~ = MP(2,3)
5. F— —L Abrev. ~ (4)
6. F=(p = ) Hipotesis
g - (o~ 9) > (9 A ) BN
8. Fo A MP(6,7)
9. F (A1) = - Pos4
10. - MP(8,9)
11 -1 MP(5,10)
12. N'(4),~(p — ) - L 1-11
13 N'@)F=(p =) —»L TD(12)
14 N' @) F~=(p =) Abrev. ~ (13)
5. D) N(W) F ~ (o= ) Mon(14)
16. D'(¢) NN () F ~ =(¢ = ) Proposicién i) (15)

De I5°-i) e I5’-ii) se sigue que D'(p) AN' () F ~ (o = ) A ~ =(p — 1),
esto es D'(¢) A N' () = N'(p — @) y asi por TD + (D’(go) A N’(w)) —
N'(¢ = ). N

En forma similar al caso de LSAE1 para demostrar que cada tautologia en
LBBE1 es un teorema en Ly3pn E necesitamos definir la siguiente transformacién
de una férmula de acuerdo a una valuacién dada. Dado que en L3BE, tenemos
tres valores de verdad la transformacién de la Definicién [5.2] generaliza la transfor-

macién empleada en la demostracion del Lema de Kalmar para la légica clésica.
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D

=, se denota la

Definicién 5.2. Dada una valuacion v y ¢ una formula de L3B

transformacion de ¢ bajo v con p, y se define como sigue:

Para un conjunto ¥ de férmulas, con ¥, denotamos al conjunto W, = {p,|p € ¥}.

El Lema [5.6] utiliza la Definicién [5.2] para asegurar que los dtomos transforma-
dos de una férmula demuestran a la férmula transformada en cuestion. Ademas
es una generalizacién del Lema de Kalmér [30] aplicado a L3BE  que es posible

gracias a la transformacion antes dada.

Lema 5.6. Sean ¢ una férmula y v una valuacién en L3BE . Si Atoms(yp) de-
nota el conjunto de férmulas atémicas en ¢, entonces se puede demostrar que

Atoms (@), F .

Demostracion: La demostracion es por induccién sobre la complejidad de la
formula . Ademés dado que es andloga a la del Lema [5.3] algunos pasos y casos

seran omitidos.

Caso Base: Si ¢ = p, donde p es una férmula atémica, entonces Atoms(p), =

{¢v} = {p»}. Dado que ¢, F ¢, se cumple concluimos que Atoms(y), b .

Supongamos que para cualquier férmula ¢ de L3AL , con complejidad menor que

la de ¢ el lema se satisface.

Caso 1: ¢ = ), donde la complejidad de 1) es menor que la de .
Por hipétesis inductiva, Atoms(v), F 1,. Sabemos que Atoms(p) = Atoms(v),

asi Atoms(y), F 1¢,. Dependiendo de la valuacién tenemos tres subcasos.

Subcaso 1la: v(¢)) = 0. Entonces v(y) = 2, ¢, = D'(¢) = D' (=) y ¢, = G' (V).
Por N1’ y TD tenemos que G'(v)) F D'(—%)), esto es, ¥, - ¢,. Luego al aplicar
Corte a lo anterior y a Atoms(p), b 1, concluimos que Atoms(p), b ©y.

Subcaso 1b: v(¢)) = 1. Luego, v(¢) = 1, ¢, = N'(¢) = N'(=¢) y ¥, = N'(¥).
Por un lado N'(¢)) = N’(—) por N2’ y TD. Aplicando Corte con Atoms(y),
Y, se sigue que Atoms(p), F ¢,.
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Subcaso 1c: v(¢)) = 2. En esta situacion, v(p) = 0, ¢, = G'(¢) = G'(—¢) y
1, = D'(¥). Usando N3’ y TD tenemos que D'(¢) = G'(—), es decir 1, - ¢,. En

consecuencia al aplicar Corte como en los casos previos, obtenemos Atoms(y), -

Y-

Caso 2: ¢ =9 V 0, donde las complejidades de 1) y o son menores que la de .

Por hipétesis de inducciéon Atoms(v), = 1, y Atoms(o), F o0,. Ademds como
Atoms(p), = Atoms (), U Atoms(o), por Mon se tiene que Atoms(p), F 1, y
Atoms(p), F o,. Luego al aplicar R-AND a lo anterior, obtenemos Atoms(y),
Y, N\o,. De acuerdo a los valores que toman los disyuntos bajo la valuacién tenemos

los siguientes escenarios.

Subcaso 2a: v(¢)) € Dy v(o) € D. Por la neoclasicidad de la disyuncién v(p) €

D. Asi tenemos las siguientes posibilidades.

Siv(¢) = v(0o), entonces v(¢) =0y ¢, = G'(¢) = G'(¢Y Vo). Cuando v(o) = 0, se
sigue que ¢, = G'(¢) y 0, = G'(0). Usando TD y D1’, G'(Y)ANG'(0) F G' (Vo) o
bien ¥, Ao, F ¢,. Dado que Atoms(p), - 1, Ao, si usamos Corte concluimos que
Atoms(p), b ¢,. Ahora si v(o) = 1, entonces ¢, = N'(¢) y 0, = N'(¢). Como
N'(Y)AN'(0) - G'(¢ Vo) por D2’y TD, después de usar Corte obtenemos que
Atoms(p), F .

Siv(y) =0y v(o) =1entonces v(p) =1, p, = N'(p) = N'(¢¥ Vo), ¢, =G (¢) y
o, = N'(0). Por D3’y TD, G'(¢)) A N'(c) = N'(¢ V 0), i.e. ¥, Ao, F ¢,. Luego
de aplicar Corte con Atoms(y), F 1, A g, concluimos que Atoms(y), F ©y.

Siv(¢) =1y wv(o) = 0, entonces procedemos como anteriormente con la diferencia

de que aqui aplicamos D4’ en lugar de D3’ para concluir que Atoms(y), F @,.

Subcaso 2b: v(¢)) € D o v(o) € D. En este caso, v(p) = 2y asi ¢, = D'(¢) =
D'(¢p v o). Si v(¢) = 2, entonces ¢, = D'(¢)) por D5’ y TD D'(¢)) = D'(¢¥ Vv
o). Como Atoms(p), F 1, aplicando Corte a esta informacién obtenemos que
Atoms(p), F ¢,. De forma analoga si v(o) = 2, entonces o, = D'(0) y D'(0) -
D'(¢p V o) por D6’ y TD o equivalentemente o, F ¢,. Nuevamente como antes

usando Corte entre Atoms(p), b o, y 0, F ¢, concluimos que Atoms(p), F p,.

Caso 3: ¢ = ¥ A g, donde las complejidades de 1) y o son menores que la de .
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Debido a que el conectivo conjuncién de L?)Bﬂ1 es el mismo que la conjuncion en
L3AP

—1

respectivamente. Asi la demostracion de este caso es practicamente igual a la del

se tiene que los incisos C1’ al C6’ son idénticos a los incisos C1 al C6,

caso 3 de la prueba del Lemal5.3 por lo que la omitimos y simplemente concluimos

que en esta situacién Atoms(), = ¢,.

Caso 4: p = 1) — o, donde las complejidades de 1) y o son menores que la de .
Al igual que en el caso anterior, el conectivo de implicacién de L3BE, . es el mismo
que la implicacién en L3AL, .» por esta razén decidimos suprimir la prueba ya que
el lector puede regresar a la demostracion del Lema |5.3| y revisarlo. Por lo tanto,

solamente concluimos en este caso que Atoms(p), F ..

Finalmente, después de revisar cada uno de los cuatro casos se satisface que

Atoms(p), F ¢, para cualquier férmula ¢ y valuacién v de L3Bgl. O]

5.2.2. Robustez y completitud de LZ%BZ_Z1 respecto a ]LL3331

Hemos llegado a los dos teoremas objetivo que deseamos se satisfagan respecto a

la teorfa L3pn K primero comencemos por ver que LESBB1 es robusta.

Teorema 5.5 (Robustez). Sea ¢ una formula. Si ¢ es un teorema en LLngl,

D
—1’

entonces ¢ es una tautologia en L3BY_ | i.e. sit @, entonces = ¢.

Demostracion: La demostracién de este teorema es andloga a la del Teorema
H.2 O

Veamos ahora que la légica L?)Bﬂ1 es completa respecto a la axiomaética

Li3pn L

Teorema 5.6 (Completitud). Sea ¢ una formula. Si ¢ es una tautologia en
L3BP

=, entonces @ es un teorema en Lyspn . Esto es, si = @, entonces b .
1

Demostracién: Supongamos que ¢ es una tautologia en L3BE ,» cuyo conjunto
de férmulas atémicas es ®. Por ser tautologia se satisface que v(p) = 2 para toda
valuacién, asi ¢, = D'(¢) y por el Lema se cumple que ¢, F D’'(p). Luego
usando la Nota 5.1y MP, &, F ¢.
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Consideremos p un dtomo cualquiera de ® y pongamos I' := &\ {p}. Como &, -
¢ se cumple que I'y,p, - ¢ para cualquier valuaciéon v. Por tanto, se cumple
que I'y,G'(p) & ¢, Ty, N'(p) F ¢ y T',, D'(p) F ¢. Por el inciso e) del Lema
obtenemos que I', F ¢. Eliminando hipédtesis con el procedimiento anterior,

después de un nimero finito de pasos concluimos que - . O

Con estos resultados cerramos la seccién cubriendo nuestro objetivo de mos-
trar una axiomatica para la loégica paracompleta genuina LBBB1 que le permite
ser robusta y completa. Ademds también concluimos este capitulo dedicado pre-

cisamente a la axiomatizacién de las 16gicas L3AS vy L3BY, .



Conclusiones

Dentro del marco de las logicas no clasicas, las ldgicas paracompletas son conocidas
por invalidar el Principio del tercero excluso. Este trabajo analiza la paracomple-
titud desde un punto de vista dual al concepto de paraconsistencia. Las légicas
paraconsistentes de manera general violan el Principio de no contradiccion, el cual
tiene dos formulaciones ampliamente reconocidas por la comunidad cientifica. De-
bido a esto y a un enfoque dual, también tenemos dos formulaciones del Principio

del tercero excluso.

Sin embargo, surge un inconveniente que resulta debido a que dichas formu-
laciones son independientes en el sentido que el cumplimiento de una no implica
el de la otra y vicerversa. Por tal problema, Herndndez-Tello et al. en [23] pro-
ponen estudiar un concepto de paracompletitud mas restrictivo de tal forma que
se restringen ambas formulaciones. A este tipo de légicas las nombran ldgicas

paracompletas genuinas.

La nocién de logicas paracompletas genuinas tinicamente involucra los conec-
tivos negacién y disyuncién en el lenguaje, asi en [23] se muestra un andlisis del
comportamiento que deben tener estos dos conectivos para generar este tipo de
légicas en el ambito trivaluado y teniendo en consideracién que se satisfagan cier-
tas propiedades como el ser neocldsico y la extension conservativa. Mas ain, en
el mismo articulo se proporcionan posibles conectivos de conjuncién e implica-
ciéon adecuados que compaginan con este tipo de logicas; para ser exactos, son
siete posibilidades para la conjuncién y cinco para la implicacién. Ademds, se
presentan dos légicas paracompletas genuinas, L3A” y L3BP mediante matrices
trivaluadas. En este trabajo presentamos detalladamente el analisis descrito an-
teriormente y a las légicas mencionadas que se encuentran en términos de tres

conectivos: negacion, disyuncion y conjuncion.

Un hecho importante acerca de estas las logicas paracompletas genuinas triva-

luadas L3AP y L3BP es mediante el proceso de dualizacién. Este proceso consiste

165
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en hacer ciertos cambios a las tablas de verdad de los conectivos de las 16gi-
cas paraconsistentes genuinas trivaluadas L3A y L3B; considerando duales a los
conectivos A y V mutuamente, llegamos a las mismas tablas de verdad de los co-
nectivos que definen a L3AP y L3BP, respectivamente. Justamente por esta razén
aparecen los superindices D en el nombre de estas logicas, esto es, se considera
que L3AP es dual a L3A y L3BP es dual a L3B.

Entre los aportes que genera esta tesis se encuentra la seleccion de una impli-
cacion dentro del conjunto de las cinco posibles implicaciones que mencionamos
anteriormente para extender tanto a L3AP como a L3BP. La implicacién se-
leccionada satisface diversas propiedades entre las que sobresalen la neoclasicidad

y la no molecularidad, dando lugar a las logicas L3A’3>1 y L3Bl_)>1.

El mayor aporte de este trabajo es el de dotar de sendas axiomatizaciones
tipo Hilbert a las l16gicas L3AL, LY L3BP .» de tal forma que la logica es robusta
y completa respecto a la axiomatica proporcionada. Para llegar a la completitud
dedicamos gran parte del Capitulo |5| a exponer para cada teoria una serie de

resultados necesarios incluyendo una generalizacién del Lema de Kalmar.

Podemos resaltar que cada axiomatica a parte de los cuatro conectivos primi-
tivos que definen a L3AZ y L3BE  cuenta con conectivos unarios tales como:
~ que es una negacion neoclésica, G';, N’ y D’ que son conectivos identificadores
de los valores de verdad, valuando 2 tnicamente en un caso determinado y 0 en
otro. Cabe hacer énfasis en que aunque ~, G', N’ y D’ tengan distintas abrevia-
ciones en cada logica, estos operan del mismo modo descrito anteriormente. Los
conectivos identificadores no sélo hacen la notacién més digerible sino también nos
modelan el comportamiento semantico de cada uno de los conectivos primitivos,
propiedades importantes para la demostracion de la generalizaciéon del Lema de

Kalmar.

La técnica de Kalmar consiste en establecer un lema que defina una correspon-
dencia entre el lado sintactico y el lado semantico de una légica proposicional [29].
Bésicamente, se construye una transformacion, empleando férmulas identificado-
ras de cada valor de verdad asignado a las variables proposicionales y férmulas
por una valuacién particular y luego el lema proporciona una forma de demostrar,
a partir de los atomos transformados de una formula, la férmula transformada.
Esta ultima parte podria interpretarse como la demostracion de que cada entra-

da de cada tabla de verdad de cada conectivo de la logica se puede derivar en
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la axiomatica propuesta. La parte artesanal del trabajo aqui plasmado consis-
te en determinar, previo a la aplicacién de la técnica de Kalmar, cudles son los
axiomas necesarios que junto con la regla de Modus Ponens permiten obtener un
teorema de completitud para la légica en cuestion. En esta tesis primero se reviso
detalladamente la técnica de Kalmar aplicada en algunas logicas paraconsisten-
tes trivaluadas en el Capitulo [3] y luego se aplico para obtener axiomatizaciones

completas para las légicas paracompletas genuinas trivaluadas L3AZ1 y L3B£1.

Lo que ganamos con este estudio es tener dos légicas paracompletas genuinas
que podemos utilizar posteriormente “donde se les encuentre aplicacién”, median-
te las dos partes que contrastamos en esta tesis, por supuesto nos referimos a la
parte semdntica y a la axiomatica. Por un lado, la seméntica de L3AZ y L3BE, la
encontramos en la definicion a través de matrices trivaluadas y en algunas propie-
dades de sus conectivos. Mientras que por otro lado, contamos con una axiomatica
en la cual no solo demostramos algunas propiedades generales y relevantes sino
que como ya lo hemos mencionado un punto muy importante es que bajo estas

teorias nuestras dos légicas resultan ser robustas y completas.



Nota. El estilo de bibliografia que ocupamos es el aceptado por Association of
Computing Machinery “ACM?” razon por lo que aparecen resaltados distintos
campos, de acuerdo a si se trata de: un articulo, un libro, una revista digital, en-
tre otros. Para mayor informacién puede consultar https://dal.ca.libguides.
com/c.php?7g=257109&p=1717772.
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