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cas.

También deseo agradecer a la empresa Corona por brindar becas alimenticias a estudiantes de

Ingenierı́a en Fı́sica Aplicada y Automotriz, incluyéndome a mı́. Este respaldo fue de gran impor-
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Resumen

La técnica de formación de imágenes con un solo pı́xel, conocida en inglés como single-pixel

imaging, es una técnica novedosa mediante la cual es posible reconstruir imágenes proyectando

una serie de patrones de luz con resolución espacial sobre un objeto y capturando las intensidades

de la luz reflejada o transmitida con un detector sin resolución espacial, es decir, un detector que

consta de un solo pixel. El presente trabajo se enfoca en explorar y comparar varios ordenamientos

de la matriz de Hadamard utilizada para obtener los patrones de muestreo en el contexto de la

formación de imágenes con un solo pı́xel. Se investiga cómo estos ordenamientos influyen en

la calidad de las imágenes reconstruidas al reducir el número de mediciones de intensidad. El

objetivo de esta investigación es identificar los métodos de ordenamiento más eficaces para obtener

reconstrucciones precisas y de alta calidad con datos limitados. Los resultados obtenidos revelaron

la significativa influencia de las magnitudes de los coeficientes de correlación en la calidad de las

imágenes reconstruidas. Estas magnitudes se refieren a las intensidades de luz reflejada al proyectar

el patrón de luz sobre el objeto de prueba, y su impacto fue especialmente notable durante el

análisis perceptual del ordenamiento descendente. Los métodos de ordenamiento que presentaron

el mejor desempeño fueron los basados en un escaneo zigzag de la base Hadamard y el método

Cake-cutting.
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trones, transformada de Hadamard y algoritmos de sensado comprimido. . . . 34

3.1.1. Suma de patrones de Hadamard. . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1.2. Transformada Hadamard. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.1.3. Algoritmos de sensado comprimido. . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2. Obtención de los ordenamientos de la matriz de Hadamard.. . . . . . . . 38
3.3. Experimentación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3.1. Interfaz de control.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3.2. Componentes del arreglo experimental. . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.3. Configuración del arreglo experimental. . . . . . . . . . . . . . 43
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Capı́tulo 1. Introducción.

A lo largo de la historia, el ser humano ha sentido la necesidad de plasmar imágenes del mundo

que le rodea, incluso desde los tiempos en que se realizaban pinturas rupestres [1]. Esta práctica

propició el pensamiento cognitivo de alto nivel del ser humano [2]. El método para realizar esta

actividad ha evolucionado a lo largo del tiempo, desde el uso de piedras, papel o madera junto con

distintos tipos de pigmentos, hasta el descubrimiento de la fotografı́a tal como la conocemos hoy

en dı́a, realizado por Nicéphore Niépce.

En la actualidad, las representaciones fotográficas se realizan mediante el empleo de instrumentos

tecnológicos y procesos tanto fotoquı́micos como digitales [1]. Las cámaras fotográficas utilizadas

actualmente utilizan arreglos 2D de sensores de luz, los cuales, requieren de millones de pı́xeles

para alcanzar la alta calidad que ofrecen. Esto implica un incremento en el número de elementos

del sensor y, consecuentemente, un aumento en el costo y complejidad del dispositivo. Asimismo,

los requerimientos de memoria crecen a un ritmo similar. Para hacer frente a esta situación, las

imágenes son comprimidas con el fin de reducir su tamaño y ahorrar espacio [3].

Comúnmente, estos sensores están basados en tecnologı́as de silicio como los dispositivos de car-

ga acoplada (CCD) o pı́xeles de semiconductor complementario de óxido metálico (CMOS). Estas

tecnologı́as han traı́do beneficios significativos, como costos más bajos y un alto desempeño, per-

mitiendo una amplia gama de aplicaciones en el campo de la imagen gracias a su capacidad para

captar ciertas regiones del espectro electromagnético, particularmente en el espectro visible [4].

En contraste, la formación de imágenes con un solo pı́xel (SPI) se basa en el uso de un único

detector para obtener una imagen a partir de una escena al hacer proyectar una serie de patrones

de luz y registrar las fluctuaciones de intensidad de la fuente de luz empleada con el detector de

un solo pı́xel [5, 6]. Es importante destacar que estas intensidades de la fuente de luz no necesa-

riamente tienen que pertenecer al espectro visible [7]. Por consiguiente, los detectores de un solo

pı́xel ofrecen ventajas significativas en cuanto a rendimiento, como la sensibilidad a longitudes de

onda no visibles o una resolución de tiempo muy precisa, caracterı́sticas que pueden resultar poco

prácticas o prohibitivamente costosas de implementar en un dispositivo de imagen convencional.

Estas ventajas se vuelven especialmente relevantes en escenarios donde las señales detectadas son

muy débiles debido a esparcimiento o absorción del medio circundante.

La técnica de formación de imágenes con un solo pı́xel ha proporcionado una plataforma de

prueba ideal para el desarrollo de nuevas tecnologı́as de detección, lo que ha permitido el sur-

gimiento de sistemas rentables de imágenes en diversas longitudes de onda dentro del espectro

electromagnético. En la última década, han surgido varias aplicaciones para la cámara de un solo
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pı́xel. Por ejemplo, se han utilizado en imágenes en el espectro visible [8], imágenes multies-

pectrales [9–11], imágenes hiperespectrales [12, 13], imágenes infrarrojas [14], imágenes de tera-

hertz [15,16], imágenes de gas [17], video en tiempo real [14,18,19], microscopı́a [12,20],imáge-

nes 3D [18, 21–24], imágenes a través de medios dispersivos [25, 26], tomografı́a de difracción de

rayos X [27] y en telescopios VIS-NIR [28].

El concepto de imágenes de un solo pı́xel surgió tras el desarrollo de sensado comprimi-

do [29–31] y fue reportado poco después en un trabajo por Duarte et. al. [8]. En este trabajo

pionero se muestra una combinación de diferentes técnicas de obtención de imágenes y muestreo

el cual inspiró el campo de imágenes de un solo pı́xel colocando los cimientos para recuperar las

imágenes obtenidas de la cámara de un solo pı́xel cuando el número de mediciones es menor que el

número total de pı́xeles desconocidos en la imagen, es decir, cuando las propiedades de la imagen

se detectan compresivamente, también conocidas como submuestreo [5].

Para que los sistemas de imágenes de un solo pı́xel sean ampliamente adoptados es necesaria una

reducción significativa del número de patrones y mediciones requeridas. Recientemente, sensado

comprimido (SC) [32] que permite la reconstrucción de una señal, bajo ciertas condiciones, usando

un limitado subconjunto de muestras. SC ha mostrado ser una ruta para explotar la “redundancia”

en la estructura de la mayorı́a de las señales naturales o imágenes.

La teorı́a de SC está construida basada en dos condiciones fundamentales principales: escasez e

incoherencia [33], es decir, SC está basado en el principio de que la mayorı́a de imágenes son

sparse, esparcidas en español, cuando se expresan en la base apropiada, esto es, con una base en

la cual se tengan muchos coeficientes cercanos o iguales a cero. SC permite la reconstrucción de

imágenes con muchas menos mediciones de las que se requieren en muestreos convencionales,

permitiendo ası́, una adquisición más rápida de datos. De esta forma, la idea fundamental del sen-

sado comprimido es detectar directamente los datos en forma comprimida, en lugar de muestrear

primero a una alta velocidad y luego comprimir los datos muestreados. Esto implica operar a una

tasa de muestreo más baja. La importancia de las caracterı́sticas del sensado comprimido radica en

el hecho de que contradice la teorı́a de muestreo de Shannon-Nyquist la cual establece que para

poder reconstruir una señal analógica la tasa de muestreo debe ser al menos dos veces la frecuencia

más alta contenida en la señal [34] . Debido a que el sensado comprimido se basa en la adquisición

de un número restringido de mediciones, es crucial elegir cuidadosamente los patrones utilizados

en los sistemas y arreglos de la cámara de un solo pı́xel. Un conjunto de patrones bien seleccionado

permitirá una mejor reconstrucción de la imagen utilizando menos muestras, lo que reducirá tanto

la cantidad de tiempo requerido para escanear el objeto como la cantidad de memoria necesaria

para almacenar los patrones de proyección y la información muestreada.
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Sin embargo, si el conjunto consiste en patrones no ortogonales y/o las mediciones están sujetas

a ruido, entonces se necesita un gran número de mediciones para lograr una buena relación señal-

ruido (SNR en inglés) en la imagen final. Un enfoque común en el caso de la cámara de un solo

pı́xel es utilizar un conjunto de patrones ortogonales para muestrear la imagen. Tal es el caso de la

base de Hadamard cuyo uso fue demostrado por Duarte et al. [8], siendo especialmente apropiada

gracias a su naturaleza binaria de patrones que pueden proyectarse utilizando la tecnologı́a DMD

(Dispositivo Digital de Microespejos) como modulador espacial de luz.

Además de la base de Hadamard, se utilizan otras bases de muestreo con patrones ortogonales en

el sensado comprimido, como la transformada discreta del coseno (DCT, en inglés) y noiselet [35],

Fourier [36], wavelet [37], Morlet wavelet [38] y Cáusticas [39].

Recientemente, en varios artı́culos se ha estudiado la influencia de la selección de patrones, bajo

diversos criterios, en la calidad de la reconstrucción de imágenes, especialmente al utilizar la ma-

triz de Hadamard como base de detección [40–42]. En este trabajo, se presenta un estudio sobre

el impacto del orden de proyección de los patrones en la calidad de reconstrucción de imágenes,

además de una comparación cuantitativa de ordenamientos especı́ficos utilizados en el estado de

arte.

1.1 Planteamiento del problema.

Una de las principales desventajas en la implementación de la cámara de un solo pı́xel es el

tiempo empleado para adquirir la señal necesaria en la reconstrucción de la imagen. Esto se debe

a que se requieren n2 patrones para obtener una imagen con una resolución de n ˆ n pı́xeles. Una

solución innovadora para abordar este inconveniente es emplear algoritmos de sensado comprimi-

do, compressive sensing en inglés. Estos algoritmos permiten la reconstrucción de imágenes con

muchas menos mediciones de las que se necesitarı́an en muestreos convencionales, lo que resulta

en una adquisición de datos más rápida sin comprometer la calidad de la imagen.

Una propuesta alternativa para resolver este problema es modificar el orden de secuencia en el que

se despliegan los patrones de la matriz de Hadamard, considerando la ponderación de cada patrón

como criterio. Es posible combinar estas dos técnicas, y de hecho, son ampliamente utilizadas en

el estado del arte [40–42].
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1.2 Justificación.

El uso de diferentes ordenamientos de la matriz de Hadamard en la cámara de un solo pixel

afecta las distribuciones de los coeficientes de correlación en la señal adquirida. Dependiendo de

las caracterı́sticas y propiedades del ordenamiento en cuestión, se producirá un mejor o peor resul-

tado en la calidad de la imagen cuando sólo se adquiera una cierta porción de la señal completa.

En este trabajo, se reconstruirán imágenes utilizando la técnica de sensado comprimido en combi-

nación de nueve ordenamientos de la matriz de Hadamard. Se compararán cualitativa y cuantitati-

vamente los resultados obtenidos y de esta forma determinar las cualidades de la imagen.

El estudio realizado en esta tesis permitirá reconstruir imágenes utilizando la menor cantidad de

patrones posibles sin comprometer la calidad de estas y, de esta forma, reducir significativamente

el tiempo del procedimiento. Además, proporcionará una perspectiva sólida para seleccionar la

mejor alternativa dentro de los métodos y procedimientos previamente propuestos en el estado del

arte señalando una vı́a óptima para llevar a cabo la obtención de imágenes en la cámara de un solo

pixel. Se llevará a cabo un análisis exhaustivo de estas propuestas y se comprobarán o replicarán

los resultados obtenidos en trabajos previos.

1.3 Hipótesis.

Los ordenamientos de los patrones de Hadamard que permitan recuperar la señal de la imagen

logrando que los coeficientes de correlación se distribuyan de manera decreciente según su magni-

tud serán los más adecuados para obtener la mejor calidad de imagen cuando la señal se trunque.

Esto permitirá distinguir las diferencias entre cada ordenamiento y seleccionar el más apropiado

según las necesidades especı́ficas de cada procedimiento.

1.4 Objetivos y metas.

1.4.1 Objetivo general

El objetivo principal de este trabajo es lograr la reconstrucción de imágenes tanto experimental-

mente como mediante simulaciones. Se busca evaluar el impacto de los diferentes ordenamientos

de la matriz de Hadamard en la calidad de las imágenes obtenidas cuando se adquieren solo por-

ciones de la señal total, es decir, de los coeficientes de correlación. A través de este análisis, se

pretende proporcionar una vı́a óptima para reducir el tiempo del procedimiento de reconstrucción

de imágenes.
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1.4.2 Objetivos especı́ficos

1. Revisar el estado del arte en el área de single-pixel imaging.

2. Profundizar en los fundamentos matemáticos del sensado comprimido y la matriz de Hadamard,

explorando su teorı́a, propiedades y aplicaciones en la adquisición y reconstrucción de imágenes.

3. Aplicar el uso de sensado comprimido y las matrices de Hadamard en la cámara de un solo pı́xel.

4. Caracterizar y obtener los ordenamientos de la matriz de Hadamard, adaptando la programación

para su uso posterior.

5. Aprender a utilizar la interfaz desarrollada en LabView para controlar el DMD y la tarjeta de

adquisición.

6. Procesar y recuperar las imágenes obtenidas en el laboratorio empleando los ordenamientos de

la matriz de Hadamard y algoritmos de sensado comprimido utilizando el software de MATLAB.

7. Comparar cualitativa y cuantitativamente la calidad de las imágenes obtenidas con los diferentes

ordenamientos.

1.4.3 Metas

1. Documentación de las técnicas actuales, los avances recientes y las aplicaciones más relevantes

de la formación de imágenes con un solo pı́xel.

2. Entendimiento sólido del funcionamiento del sensado comprimido y la matriz de Hadamard en

la reconstrucción de imágenes, incluyendo ejemplos ilustrativos y demostraciones.

3. Obtención de imágenes en simulaciones computacionales aplicando el uso algoritmos de sensa-

do comprimido y la matriz de Hadamard con programación en MATLAB.

4. Generación del conjunto de ordenamientos de la matriz de Hadamard para su uso en simulacio-

nes y en el desarrollo experimental.

5. Dominio y manejo fluido de la interfaz de LabView para el control preciso de los dispositivos

experimentales.

6. Configuración y calibración completa del sistema experimental de la cámara de un solo pı́xel.

7. Procesamiento de la señal digital obtenida con un fotodiodo, para la generación de los coeficien-

tes de correlación.

8. Reconstrucción de imágenes obtenidas en el laboratorio documentando el proceso y evaluando

la eficacia de cada ordenamiento en la calidad de la imagen con ayuda de gráficas y tablas.
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1.5 Metodologı́a.

A continuación se describe brevemente el proceso para el desarrollo del proyecto de tesis:

1. Realizar una revisión bibliográfica exhaustiva del estado del arte en el área de la formación

imágenes con un solo pı́xel, explorando técnicas y avances recientes y sus aplicaciones más

relevantes.

2. Profundizar en los detalles técnicos de sensado comprimido y la matriz de Hadamard, inclu-

yendo algoritmos, funciones especı́ficas en MATLAB y métricas para evaluar el desempeño

y calidad en la reconstrucción de las imágenes

3. Se desarrollará programación en MATLAB para realizar las primeras simulaciones de re-

construcción de imágenes usando lo investigado sobre sensado comprimido y la matriz de

Hadamard.

4. Se obtendrán los ordenamientos de la matriz de Hadamard identificados en la revisión bi-

bliográfica, comprendiendo sus caracterı́sticas y principios matemáticos.

5. Se implementará y optimizará la programación necesaria para llevar a cabo tanto el proce-

dimiento experimental como el de simulación. Esto incluirá la creación de archivos para la

proyección de los patrones en el DMD, el procesamiento de la señal captada y la adquisición

de los coeficientes de correlación.

6. Familiarizarse con la interfaz que permite controlar el DMD y la tarjeta de adquisición de la

señal.

7. Se realizarán experimentos en el laboratorio de la cámara de un solo pı́xel, configurando y

calibrando adecuadamente cada componente del arreglo y utilizando distintas figuras impre-

sas con láser en acetato como objetos de prueba.

8. Se evaluarán de forma cualitativa y cuantitativa las imágenes reconstruidas analizando paráme-

tros como la resolución, el contraste y la fidelidad visual, con el fin de obtener resultados para

el análisis final de la tesis.
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Capı́tulo 2. Marco teórico.

2.1 La cámara de un solo pı́xel.

La cámara de un solo pı́xel consta de dos componentes principales: un modulador espacial de

luz y un detector de un solo pı́xel [5].

Esta técnica permite reconstruir una imagen usando el modulador espacial de luz, colocado antes

o después del objeto que se va a fotografiar, éste despliega una secuencia de patrones modulados

espacialmente que varı́a con el tiempo para filtrar la escena, luego, las fluctuaciones de intensidad

se registran con un detector de un solo pı́xel.

En el modo de operación comúnmente llamado detección estructurada la fuente de luz es coloca-

da de tal forma que la luz incida primero sobre el objeto para enmascarar la escena, después, la luz

reflejada incide sobre el modulador de luz el cual muestra cada patrón seleccionado y finalmente,

las intensidades filtradas son medidas por el sensor de un solo pı́xel (figura 1 (a)). Alternativamen-

te, el modulador de luz puede ser usado para proyectar los patrones en la escena haciendo incidir

primero la luz de la fuente en éste y luego, el detector de un solo pı́xel mide las intensidades de

la luz que es devuelta, este modo de operación es llamado iluminación estructurada (figura 1 (b)).

(a) (b)

Figura 1: Configuraciones de la cámara de un solo pixel. a) Configuración de detección estructurada. b) Configura-
ción de iluminación estructurada [43].

2.1.1 Dispositivos de microespejos digitales.

Existen varias opciones con respecto a las tecnologı́as de modulación de luz utilizadas para

producir los patrones para los sistemas de imágenes de un solo pı́xel tanto para detección estructu-

rada como iluminación estructurada [5].
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En concreto un DMD (Digital Micromirror Device) el cual consiste en un arreglo de cientos o de

miles de microespejos direccionables ofrece un método para modular luz el cual es rápido y fun-

ciona en una amplia gama de longitudes de onda (figura 2 (a) y (c) ). Los microespejos pueden ser

orientados individualmente a ˘120, con respecto al plano del arreglo, desplegando un patrón bina-

rio sobre el DMD. El resultado es que la luz que incide normalmente sobre el DMD es redirigida

en dos trayectorias a ˘240 respectivamente (figura 2 (b)).

En una configuración tı́pica de la cámara de un solo pı́xel el DMD se implementa como una trans-

misión binaria programable donde solo la luz que proviene de los microespejos en el estado “en-

cendido”, corresponde al valor de “`1 ”en el patrón binario, mientras que el correspondiente a “0”

es bloqueado. El uso de la luz se puede optimizar midiendo la luz en las direcciones positivas y

negativas de la inclinación del espejo. Esto se logra el detector al desplegar un patrón el cual es

inmediatamente seguido por su inverso [5] .

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2: a) Fotografı́a de un microespejo colocado en la posición de “encendido”,o “apagado” [44]. b) Ángulos
de inclinación de un par de microespejos en la unidad DMD [45]. c) Fotografı́a del arreglo de microespejos en el
DMD [44]. d) Fotografı́a de la pantalla de un DMD [46].

2.1.2 Reconstrucción de la imagen.

El método de muestreo que se propone en la cámara de un solo pı́xel usa una base de patrones

ortogonales para obtener las mediciones, en particular, la base de Hadamard es adecuada para rea-

lizar la experimentación debido a la naturaleza binaria de sus patrones que pueden ser proyectados
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usando un DMD como modulador espacial de luz.

SPI permite capturar imágenes usando un detector sin resolución espacial registrando solo las va-

riaciones de la intensidad de luz mi cuando un objeto fpx, yq es muestreado con un conjunto de

patrones Pipx, yq, con i “ 1, 2, ..., N2; siendo N2 el número total de pı́xeles de la imagen deseada.

La i-ésima intensidad completa en el detector se expresa como:

mi9

ż ż

|fpx, yqPipx, yq|
2dxdy (1)

donde los lı́mites de la integral se extienden sobre todos los puntos del objeto muestreado [35].

De esta forma, una medición puede ser modelada como un proceso lineal [41]

m “ Af (2)

donde f es la imagen deseada del objeto dispuesta en un vector columna de longitud N2, A es la

matriz de medición cuyas filas de tamaño 1 ˆ N2 son los patrones de muestreo Pi y el vector m

contiene las mi mediciones correspondientes.

El proceso de obtener la imagen dado el conjunto de patrones dispuesto en la matriz A y las

mediciones m es llamado restauración o reconstrucción. Hay varias maneras de resolver el sistema

de la ecuación 2:

a) Invirtiendo la matriz de medición cuando sea posible

f “ A´1m (3)

lo cual produce un vector unidimensional de la imagen que requiere ser transformado en una ima-

gen 2D.

b) La intensidad del objeto 2D puede ser expresada como una superposición lineal de los patro-

nes de muestreo, ponderados por las mediciones de intensidad [35], y el objeto o la escena es

reconstruido multiplicando cada patrón en la secuencia correspondiente a la intensidad medida,

resultando en un conjunto de patrones ponderados los cuales son sumados para obtener la imagen.

f “
1

N2

N2
ÿ

i“1

miPi (4)

c) Utilizando métodos no lineales tales como algoritmos de sensado comprimido [47].
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2.2 Bases ortonormales.

2.2.1 Base.

Un conjunto finito de vectores tv⃗1, v⃗2, ..., v⃗nu es una base para un espacio vectorial V si

1. tv⃗1, v⃗2, ..., v⃗nu es linealmente independiente.

2. tv⃗1, v⃗2, ..., v⃗nu genera a V .

Ya que la base es linealmente independiente se tiene que cada vector en dicho espacio tendrá una

representación única como una combinación lineal de los vectores base.

En concreto, para cualquier vector ν⃗ P Rn, existen coeficientes únicos αi tales que

ν⃗ “

n
ÿ

i“1

αiv⃗i

Si A es la matriz de tamaño nˆn con sus columnas dadas por v⃗i y α⃗ el vector de los n coeficientes

αi, se puede representar al vector ν⃗ de manera más compacta

ν⃗ “ Aα⃗

2.2.2 Base ortonormal.

Se dice que un conjunto de vectores S “ tu⃗1, u⃗2, ..., u⃗ku en Rn es un conjunto ortonormal si

1. u⃗i ¨ u⃗j “ 0 si i ‰ j

2. u⃗i ¨ u⃗i “ 1

Si solo se satisface la primera condición se dice que el conjunto es ortogonal .

Una propiedad ventajosa de una base ortonormal es que los coeficientes de proyección αi del vector

ν⃗ en la base puede calcularse como

αi “ xν⃗, u⃗iy

donde x, y denota producto interno. O en notación matricial

α⃗ “ AT ν⃗
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2.2.3 Matriz ortogonal.

Una matriz Q de n ˆ n es llamada ortogonal si Q es invertible y

Q´1
“ QT

entonces QTQ “ I .

La matriz Q es ortogonal si y solo si las columnas de Q forman una base ortonormal para Rn [48].

2.3 Matriz de Hadamard.

La matriz de Hadamard es una matriz cuadrada de la cual se obtienen patrones a través de sus

filas y columnas que son ortogonales entre sı́ con valores binarios de +1 y -1. Si H es una matriz

Hadamard de tamaño N ˆN entonces el producto de H y su transpuesta es la matriz identidad, es

decir

HHT
“ NI (5)

con I la matriz identidad. De igual forma, la matriz de Hadamard H es simétrica, entonces la

ecuación (5) se reduce a

HH “ NI (6)

Las filas y columnas de una matriz Hadamard pueden ser intercambiadas entre sı́ sin afectar las

propiedades de ortogonalidad de la matriz.

La matriz de Hadamard se deriva a partir de la matriz inicial de orden 2 (orden más bajo) H2 para

producir cualquier matriz de tamaño 2k

H2 “

˜

1 1

1 ´1

¸

Ası́, si H es una matriz Hadamard de orden N “ 2k´1, la matriz

H2k “

˜

H2k´1 H2k´1

H2k´1 ´H2k´1

¸

(7)

es una matriz Hadamard de orden N “ 2k [49]. Un ejemplo se ilustran en las ecuaciones (8, 9) y

en la figura 3.

H2 “

˜

`1 `1

`1 ´1

¸

(8)
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H4 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1 `1 `1 `1

`1 ´1 `1 ´1

`1 `1 ´1 ´1

`1 ´1 ´1 `1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(9)

De igual forma, se pueden construir a partir de dos matrices de Hadamard utilizando el producto

Kronecker, por ejemplo:

H4 “ H2 b H2 “

˜

`1 `1

`1 ´1

¸

b

˜

`1 `1

`1 ´1

¸

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1 `1 `1 `1

`1 ´1 `1 ´1

`1 `1 ´1 ´1

`1 ´1 ´1 `1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(10)

O de manera general

H2k “ H2 b H2 b ¨ ¨ ¨ b H2
looooooooooomooooooooooon

k veces

“

˜

`1 `1

`1 ´1

¸

b

˜

`1 `1

`1 ´1

¸

b ¨ ¨ ¨ b

˜

`1 `1

`1 ´1

¸

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon

k veces

(11)

(a) (b)

Figura 3: Matrices de Hadamard de orden 2 (a) y 4 (b). Los cuadrados negros corresponden al valor de ´1, y los
cuadrados blancos corresponden al valor de `1.
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2.3.1 Patrones de Hadamard.

Los patrones de Hadamard se obtienen multiplicando cada columna de H2k por cada renglón

de H2k , lo cual también es llamado “producto diádico”

Pi “ H⃗jH⃗l (12)

con i “ 1, 2, . . . , 22k , j “ 1, 2, . . . , 2k y l “ 1, 2, . . . , 2k.

Por ejemplo, los 2 primeros patrones Hadamard obtenidos de H4 se ilustran en las ecuaciones 13,

14 y el resto, en la figura 4.

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1

`1

`1

`1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

´

`1 `1 `1 `1
¯

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1 `1 `1 `1

`1 `1 `1 `1

`1 `1 `1 `1

`1 `1 `1 `1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(13)

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1

`1

`1

`1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

´

`1 ´1 `1 ´1
¯

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1 ´1 `1 ´1

`1 ´1 `1 ´1

`1 ´1 `1 ´1

`1 ´1 `1 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(14)

2.3.2 Transformada de Hadamard en imágenes.

Sea fpx, yq el arreglo que representa las muestras de intensidad de una imagen original sobre un

arreglo de N2 puntos. Entonces, la transformada bidimensional de Hadamard, F pu, vq, de fpx, yq

está dada por el producto matricial

rF pu, vqs “ rHpu, vqsrfpx, yqsrHpu, vqs (15)

donde rHpu, vqs es una matriz Hadamard de orden N .

Una multiplicación por ambos lados de rF pu, vqs por la matriz Hadamard resulta en

rHpu, vqsrF pu, vqsrHpu, vqs “ rHpu, vqsrHpu, vqsrfpx, yqsrHpu, vqsrHpu, vqs (16)
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(a) (b)

Figura 4: a) Patrones de Hadamard obtenidos con H2. b) Patrones de Hadamard obtenidos con H4.

Pero, de la ecuación 6 para una matriz Hadamard simétrica, HH “ NI . Por tanto,

rfpx, yqs “
1

N2
rHpu, vqsrF pu, vqsrHpu, vqs (17)

Esta operación representa la inversa de la transformada de Hadamard y proporciona la codificación

de la imagen original que permite su reconstrucción [49].

Se puede adoptar un método alternativo de la transformada e inversa de Hadamard aprovechando

las propiedades matriciales y siguiendo el enfoque de las ecuaciones 2 y 3 en el que la transformada

Hadamard se obtiene por medio de

F “ rHsf (18)

Y la imagen recuperada

f “
1

N2
rHsF (19)

Donde ahora F y f son vectores unidimensionales y el orden de [H] crece al cuadrado.

2.3.3 Propiedades de la transformada de Hadamard en imágenes.

La transformada Hadamard tiene varias propiedades interesantes. Las propiedades más impor-

tantes desde el punto de vista de la codificación de imágenes son el rango dinámico, la conservación
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de la energı́a y la entropı́a.

El término de secuencia cero

F p0, 0q “

N´1
ÿ

x“0

N´1
ÿ

y“0

fpx, yq (20)

es una medida del brillo promedio de una escena. Si fpx, yq es una función real positiva, entonces

el valor máximo posible para el término de secuencia cero es N2A, donde A es el valor máximo

de fpx, yq. Todas las muestras en el dominio de Hadamard, excepto la muestra de secuencia cero,

oscilan entre un rango de ˘
N2A

2
. La magnitud del término de secuencia cero es un lı́mite para la

magnitud de todas las demás muestras en el dominio de Hadamard [49] .

Existe una propiedad de conservación de energı́a entre el dominio espacial y el dominio de

Hadamard. Especı́ficamente,

N´1
ÿ

x“0

N´1
ÿ

y“0

|fpx, yq|
2

“
1

N2

N´1
ÿ

u“0

N´1
ÿ

v“0

|F pu, vq|
2 (21)

Esta ecuación es análoga a la relación de Parseval para la transformada de Fourier [50]. La im-

plicación de esta ecuación para la codificación de imágenes es que si algunas de las muestras en

el dominio de Hadamard tienen una magnitud grande, entonces muchas de las muestras restantes

deben ser necesariamente de muy baja magnitud. Por lo tanto, las muestras de baja magnitud pue-

den ser descartadas, de la misma forma que con la técnica de codificación de la transformada de

Fourier, para obtener una reducción del ancho de banda.

Cuando se considera una imagen bidimensional como una función aleatoria, su entropı́a repre-

senta la cantidad de información promedio contenida en la imagen. De esta forma, si fpx, yq se

considera una función bidimensional aleatoria con una entropı́a especificada, entonces la entropı́a

de F pu, vq es la misma que la entropı́a de fpx, yq ya que el Jacobiano de la matriz de transforma-

ción es unitario [51].

Si la entropı́a de la imagen original es alta, esto sugiere que la imagen tiene una gran cantidad de

detalles o variaciones, lo que significa que se requiere una mayor capacidad de canal para trans-

mitir la información de manera efectiva. Por otro lado, si la entropı́a es baja, esto indica que la

imagen tiene menos detalles o variaciones, lo que permite una codificación más eficiente y una

reducción en la capacidad de canal requerida para su transmisión. Por lo tanto, la conservación

de la entropı́a permite que con una codificación adecuada sea posible transmitir tanto una escena

como su transformada de Hadamard a través de un canal con la misma capacidad de canal [49].
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2.3.4 Ordenamientos de la matriz de Hadamard.

En el método de SPI basado en la transformada Hadamard, una imagen puede ser reconstruida

proyectando todos los vectores base. Sin embargo, si hay restricciones de tiempo, la mejor opción

para lograr el proceso de restauración de la imagen es seleccionar los vectores base más signifi-

cativos, es decir, aprovechar las propiedades de la matriz de Hadamard para la reconstrucción de

imágenes descritas en la sección 2.3.3.

Esto es equivalente a intentar ordenar las filas de la matriz de Hadamard en orden descendente de

relevancia y usar solo un porcentaje de las filas de acuerdo con el orden establecido.

Para alcanzar este objetivo, es necesario definir un criterio para asignar un valor numérico a la

relevancia de cada fila de la matriz Hadamard [41].

Los ordenamientos a utilizar en la presente se describen a continuación y fueron escogidos

debido a su buen desempeño mostrado en trabajos previos.

‚ Ordenamiento Natural.
El orden natural de la matriz Hadamard puede ser calculado usando la ecuación 7, donde 2k es el

tamaño u orden de la matriz Hadamard, con k un entero no negativo mayor o igual a 2. Debido a

su naturaleza, esta matriz es calculada usando métodos recursivos.

La figura 5 muestra un ejemplo del orden natural de una matriz Hadamard para k “ 4.

Figura 5: Orden natural de una matriz Hadamard de orden 16.

‚ Ordenamiento Secuencial.
Se puede dar una interpretación de frecuencia a la matriz Hadamard. Se le llama frecuencia al

número de cambios de signo a lo largo de cada fila de la matriz Hadamard. Harmuth acuñó la

palabra “secuencial”para designar el número de cambios de signo [52]. La ecuación 22 ilustra la
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interpretación de frecuencia de una matriz de Hadamard. En esta representación, cada fila corres-

ponde a una frecuencia diferente. Para la primera fila, no hay cambios de signo, lo cual se indica

colocando un 0 a la derecha. En contraste, la segunda fila muestra un total de 7 cambios de signo,

indicado de igual manera con un 7 a la derecha, y ası́ sucesivamente.

Es posible construir una matriz Hadamard de orden N “ 2n que tenga componentes de frecuencia

para cada entero desde 0 hasta N ´ 1. La interpretación de frecuencia de las filas de una matriz

Hadamard conduce a considerar a las filas equivalentes a ondas rectangulares en el rango ˘1 con

un subperiodo de 1
N

unidades [49].

H8 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`1 `1 `1 `1 `1 `1 `1 `1 0

`1 ´1 `1 ´1 `1 ´1 `1 ´1 7

`1 `1 ´1 ´1 `1 `1 ´1 ´1 3

`1 ´1 ´1 `1 `1 ´1 ´1 `1 4

`1 `1 `1 `1 ´1 ´1 ´1 ´1 1

`1 ´1 `1 ´1 ´1 `1 ´1 `1 6

`1 `1 ´1 ´1 ´1 ´1 `1 `1 2

`1 ´1 ´1 `1 ´1 `1 `1 ´1 5

(22)

El orden de secuencial de la matriz de Hadamard se puede construir del ordenamiento de la matriz

de Hadamard aplicando primero la permutación de inversión de bits para cada número de fila y

después la permutación de código Gray.

Una permutación de inversión de bits es una permutación de una secuencia de n elementos, donde

n “ 2k es una potencia de dos. Se define mediante la indexación de los elementos de la secuencia

por los números de 0 a n´1 y luego se invierten las representaciones binarias de cada uno de estos

números, pn2n1n0q Ñ pn1n0n2q Ñ pn0n1n2q. Cada elemento se asigna a la nueva posición dada

por este valor invertido.

El código Gray, nombrado ası́ en honor del investigador Frank Gray, es un sistema de numeración

binario en el que dos números consecutivos difieren solamente en uno de sus dı́gitos.

El procedimiento para ordenar las filas de la matriz de Hadamard H4 de la ecuación 22 se ilustra

en la figura 6. El resultado del ordenamiento se muestra en la ecuación 23.
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Figura 6: Secuencia para ordenar la matriz de Hadamard H8 [53].

S8 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`1 `1 `1 `1 `1 `1 `1 `1 0

`1 `1 `1 `1 ´1 ´1 ´1 ´1 1

`1 `1 ´1 ´1 ´1 ´1 `1 `1 2

`1 `1 ´1 ´1 `1 `1 ´1 ´1 3

`1 ´1 ´1 `1 `1 ´1 ´1 `1 4

`1 ´1 ´1 `1 ´1 `1 `1 ´1 5

`1 ´1 `1 ´1 ´1 `1 ´1 `1 6

`1 ´1 `1 ´1 `1 ´1 `1 ´1 7

(23)
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(a) (b)

Figura 7: Comparación entre H16 y S16. (a) orden natural la matriz de Hadamard; (b) orden secuencial de la matriz
de Hadamard.

‚ Ordenamiento Walsh-Paley.
El sistema Walsh-Paley (a veces llamado orden-diádico de la matriz Walsh-Hadamard) introducido

por Walsh en 1923 [54] es construido recursivamente mediante

PN “

˜

PN{2 b p`1 `1q

PN{2 b p`1 ´1q

¸

, donde P1 “ p1q, N “ 2n, n “ 1, 2, . . . (24)

En la figura 8 se muestran matrices Walsh-Paley de órdenes 4, 8 y 16.

Por ejemplo, para n “ 3 obtenemos

P8 “

˜

P4 b p`1 `1q

P4 b p`1 ´1q

¸

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1 `1 `1 `1

`1 `1 ´1 ´1

`1 ´1 `1 ´1

`1 ´1 ´1 `1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

b p`1 `1q

¨

˚

˚

˚

˚

˝

`1 `1 `1 `1

`1 `1 ´1 ´1

`1 ´1 `1 ´1

`1 ´1 ´1 `1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

b p`1 ´1q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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P8 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

`1 `1 `1 `1 `1 `1 `1 `1

`1 `1 `1 `1 ´1 ´1 ´1 ´1

`1 `1 ´1 ´1 `1 `1 ´1 ´1

`1 `1 ´1 ´1 ´1 ´1 `1 `1

`1 ´1 `1 ´1 `1 ´1 `1 ´1

`1 ´1 `1 ´1 ´1 `1 ´1 `1

`1 ´1 ´1 `1 `1 ´1 ´1 `1

`1 ´1 ´1 `1 ´1 `1 `1 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(25)

(a) (b) (c)

Figura 8: Matrices Walsh-Paley de órdenes a) 4, b) 8, c) 16.

Los elementos de la matriz Walsh-Paley de orden N “ 2n pueden ser expresados como

walppj, kq “ p´1q
řn´1

m“0pkn´m`kn´m´1qjm

donde jm, km son los m-ésimos bits en la representación binaria de j y k.

Las matrices Walsh-Paley tienen propiedades similares a las matrices Hadamard. El conjunto de

funciones twalpp0, kq, walpp1, kq, . . . , walppn ´ 1, kqu, donde

walpp0, kq “ twalpp0, 1q, walpp0, 2q, . . . , walpp0, n ´ 1qu

walpp1, kq “ twalpp1, 1q, walpp1, 2q, . . . , walpp1, n ´ 1qu

. . .

walppn ´ 1, kq “ twalpp0, kq, walpp1, kq, . . . , walppn ´ 1, n ´ 1qu

(26)

es llamado el sistema de funciones discretas Walsh-Paley, o la base de funciones discretas Walsh-

Paley [55].
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‚ Ordenamiento Frecuencial (GCS `) y (GCS ´).
La matriz de este ordenamiento es obtenida a través de los patrones reordenados de la matriz Se-

cuencial, los cuales se consiguen utilizando el método de la sección previa. Es llamada GCS pues

se utiliza como base una secuencia del código Gray (Gray Code Sequence). También es llamada

orden Frecuencial pues como se ve en la figura 9 a) y c) los patrones parecen aumentar su frecuen-

cia en las variaciones de tonalidades blancas y negras en sus filas y columnas. El signo ` o ´ se

debe a trasponer o no los patrones iniciales.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 9: a) Patrones del ordenamiento GCS` obtenidos a través de la matriz Secuencial, b) Matriz CGS` generada
a partir de los patrones, c) Patrones del ordenamiento GCS´, d) Matriz GCS´ generada a partir de los patrones
respectivos.

‚ Ordenamiento en zigzag (GCS ` S) y (GCS ´ S).
En este ordenamiento, los patrones son recorridos en forma de zigzag desde el patrón superior

izquierdo al patrón inferior derecho (figura 10). El recorrido en zigzag permite elegir los patrones

con energı́a más alta o que más contribuyen en la restauración de la imagen [56].
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H. Ma et al. mostró que un escaneo en zigzag de un reordenamiento 4´dimensional de los patrones

(a) (b)

Figura 10: Ejemplo de una indexación y un recorrido a) transversal zigzag b) cuadrado [56].

base de Hadamard tiene la caracterı́stica que permite concentrar los coeficientes de mayor valor de

energı́a en la esquina superior izquierda y decrecer vertical y horizontalmente [56]. Sin embargo,

el recorrido considerado recorre los vectores base en un orden fijo usando el ordenamiento Natural

de la matriz de Hadamard.

L. López-Garcı́a et al. [41] encontraron que cambiar la indexación de los vectores base permite

mejorar la velocidad de muestreo usando los más importantes vectores para restaurar la imagen,

se eligió una indexación derivada de permutar los vectores en un orden ascendente de acuerdo con

el cambio de signo (orden Secuencial). Se realizó una combinación de los patrones generados por

el orden Frecuencial y el recorrido zigzag llamándolo método GCS+S (figura 11), el caso para

GCS-S es invirtiendo la dirección del zigzag o de la indexación (figura 12).

(a) (b) (c)

Figura 11: Método GCS`S a) recorrido en zigzag de patrones del orden Frecuencial, b) patrones ordenados en
zigzag, c) matriz del orden GCS`S
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(a) (b) (c)

Figura 12: Método GCS ´ S a) recorrido en zigzag de patrones del orden Frecuencial, b) patrones ordenados en
zigzag c) matriz del orden GCS´S

‚ Ordenamiento Cake-cutting.
Wen-Kai Yu [57] propuso un nuevo ordenamiento de Hadamard, al que llamo Cake-cutting, donde

los patrones de proyección son ordenados incrementando el número de componentes conectados.

La estrategia llamada Cake-Cutting permite reordenar de manera óptima la base Hadamard, basado

en la contribución de los patrones base en la reconstrucción.

El método propuesto es capaz de reconstruir imágenes de alta calidad y de gran tamaño en pı́xe-

les con una increı́ble reducción en la velocidad de muestreo, realizando un muestreo súper Sub-

Nyquist y disminuyendo significativamente el tiempo de adquisición [57].

Cada fila de la matriz Hadamard de tamaño N ˆ N es transformado en una matriz de p ˆ q “ N .

Imaginando a cada patrón base como un pastel; se puede contar en cuántas piezas se corta este

pastel, y cada pieza puede ser considerada como una mota (región conectada). Es por eso que este

método es conocido como estrategia Cake-cutting (Corte de pastel, CC en inglés) [57].

En topologı́a y matemáticas, una región conectada es una región topológica que no puede ser

representada como la unión de dos o más subconjuntos disjuntos no vacı́os. Esto sugiere que los

valores en cada pieza del pastel son todos ´1 (en negro) o `1 (en blanco). De este modo, el

número de piezas del pastel puede ser denotado por el número de regiones conectadas de ´1 y

de `1. Además, para un pixel en un patrón base, sus pı́xeles adjuntos (arriba y abajo, izquierda

y derecha) con los mismos valores puede ser tratadas como una parte de su región conectada. De

acuerdo con la teorı́a de CI (Correspondence imaging), solo una pequeña fracción de los patrones

completos contribuyen con valores de intensidad más grandes.
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(a)

(b)

Figura 13: a) Patrones base de H16 en el orden natural, b) patrones base de H16 en el orden optimizado “Cake-
cutting” [57].

Se encontró que cuantas menos regiones conectadas contiene un patrón base, tanto mayor será

la probabilidad de que este patrón sea significativo o genere un valor medido más alto para un

mismo objeto. Por lo tanto, aquı́, se ordenan todos los patrones base de Hadamard de acuerdo con

su número de piezas y se adquiere una secuencia de ordenamiento seq de tamaño N ˆ 1. Después

de eso, los N patrones reordenados pueden ser transformados en N vectores filas, cada uno de

tamaño 1 ˆN , formando una matriz de medición de N ˆN . La figura 13 da un ejemplo de cómo

funciona el ordenamiento Cake-cutting de la base Hadamard.

‚ Ordenamiento descendente.

Este ordenamiento se basa en el uso de la gráfica de una señal de las intensidades de la fuente de luz

(o coeficientes de correlación) registradas por el sensor de un solo pı́xel. Si primero se registran las

intensidades de cualquier otro ordenamiento mencionado anteriormente y luego, mediante algún

método se ordenan los coeficientes de las intensidades en orden descendente, se conseguirá colocar

a los coeficientes de mayor peso en una región muy concentrada (ver figura 14). Si se etiqueta cada

coeficiente con su patrón correspondiente se puede obtener la secuencia ideal en la que los patrones

deben ser desplegados para realizar la reconstrucción de la imagen más optimizada, permitiendo

truncar mucho más la señal.

Técnicamente éste no es un ordenamiento único pues requiere hacer uso de algún otro previamente,

además de que solo podrı́a ser utilizado para una escena en concreto pues si se cambia algún

parámetro de la escena (o la escena en sı́ misma) la señal captada en el sensor y el ordenamiento

requerido serán distintos.
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Figura 14: Gráficas de intensidad la señal medida ordenada en forma a) descendente, usando ordenamiento b) Walsh-
Paley y c) Cake-cutting [40].

2.4 Muestreo de señales en tiempo continuo.

2.4.1 Señales.

Una señal se define como cualquier magnitud fı́sica que varı́a con el tiempo, el espacio o

cualquier otra variable o variables independientes. Matemáticamente, describimos una señal como

una función de una o más variables independientes. Por ejemplo, las funciones

s1ptq “ 5t

s2ptq “ 20t2

describen dos señales [58].

Existen casos en los que la relación funcional es desconocida o extremadamente compleja como

una señal de voz (figura 15) la cual no se puede describir funcionalmente. En general, un seg-

mento de voz se puede representar con un alto grado de precisión como la suma de varias señales

sinusoidales de diferentes amplitudes y frecuencias, es decir, como

N
ÿ

i“1

Aiptq senr2πFiptqt ` θiptqs

2.4.2 Conversiones analógica-digital y digital-analógica.

La mayor parte de la señales como las señales de voz, las señales biológicas, sı́smicas, de radar,

de sonar y las diversas señales de comunicación como las de audio y vı́deo, son analógicas. Para

poder procesar señales analógicas a través de medios digitales, primero es necesario convertirlas a

formato digital, es decir, convertirlas en una secuencia de números con una precisión finita [58].
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Figura 15: Ejemplo de una señal de voz [58] .

Este procedimiento se denomina conversión analógica-digital y es un proceso de tres pasos, el cual

se ilustra en la figura 16.

1. Muestreo. Consiste en la conversión de una señal continua en el tiempo en una señal discreta

en el tiempo obtenida mediante la toma de “muestras” de la señal continua en el tiempo en

instantes discretos de tiempo. Por tanto, si xaptq es la entrada del muestreador, la salida será

xapnT q ” xpnq, donde T es el intervalo de muestreo.

2. Cuantificación. Realiza la conversión de una señal de valores continuos tomados en instantes

discretos de tiempo en una señal de valores discretos en instantes de tiempo discretos (es

decir, es una señal digital). El valor de cada muestra de la señal se representa mediante un

valor seleccionado dentro de un conjunto finito de posibles valores. La diferencia entre la

muestra no cuantificada xpnq y la salida cuantificada xqpnq es el error de cuantificación.

3. Codificación. En el proceso de codificación, cada valor discreto xqpnq se representa mediante

una secuencia binaria de b-bits [58].

Solution.
(a) Let xk(n) denote the sinusoidal signal sequence

xk(n) = sin
(

2πnk
N
+ θ

)

This is a sinusoid with frequency fk = k/N , which is harmonically related to x(n). But
xk(n) may be expressed as

xk(n) = sin
[

2π(kn)
N

+ θ

= x(kn)

Thus we observe that xk(0) = x(0), xk(1) = x(k), xk(2) = x(2k), and so on. Hence the
sinusoidal sequence xk(n) can be obtained from the table of values of x(n) by taking
every k th value of x(n), beginning with x(0). In this manner we can generate the values
of all harmonically related sinusoids with frequencies fk = k/N for k = 0, 1, . . . , N − 1.

(b) We can control the phase θ of the sinusoid with frequency fk = k/N by taking the first
value of the sequence from memory location q = θN/2π , where q is an integer. Thus
the initial phase θ controls the starting location in the table and we wrap around the table
each time the index (kn) exceeds N .

radar signals, sonar signals, and various communications signals such as audio and
video signals, are analog. To process analog signals by digital means, it is first nec-
essary to convert them into digital form, that is, to convert them to a sequence of
numbers having finite precision. This procedure is called analog-to-digital (A/D)
conversion, and the corresponding devices are called A/D converters (ADCs).

Conceptually, we view A/D conversion as a three-step process. This process is

) ≡

xa(t) xq(n) 01011…x(n)

Introduction

Analog-to-Digital and Digital-to-Analog Conversion

Most signals of practical interest, such as speech, biological signals, seismic signals,

4

illustrated in Fig. 4.1.

19
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Figura 16: Partes básicas de un convertidor analógico-digital (A/D) [58] .
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2.4.3 Muestreo periódico.

Las representaciones discretas de las señales pueden tomar muchas formas, estas representacio-

nes se basan frecuentemente en un conocimiento previo de las propiedades de la señal que pueden

ser explotadas para obtener representaciones más eficientes. En general se parte de una represen-

tación en tiempo discreto de una señal en tiempo continuo, obtenida mediante muestreo periódico.

Es decir, a partir de una señal continua xcptq se obtiene una secuencia de muestras xrns mediante

la relación

xrns “ xcpnT q, ´8 ă n ă 8

Donde T es el periodo de muestreo y su inverso, fs “ 1{T , se denomina frecuencia de muestreo

en unidades de muestras por segundo [59].

Es conveniente representar matemáticamente el proceso de muestreo dividiéndolo en las dos etapas

que se indican en la figura 17 (a). Las etapas consisten en un modulador con un tren de impulsos

seguido por una conversión del tren de impulsos en una secuencia

sptq “

8
ÿ

n“´8

δpt ´ nT q,

donde δptq es la función impulso unidad o delta de Dirac. El producto de sptq y xcptq es por tanto

xsptq “ xcptqsptq

xsptq “ xcptq
8
ÿ

n“´8

δpt ´ nT q “

8
ÿ

n“´8

xcptqδpt ´ nT q.

Utilizando la propiedad de la función impulso en tiempo continuo xptqδptq “ xp0qδptq, xsptq se

puede expresar como

xsptq “

8
ÿ

n“´8

xcpnT qδpt ´ nT q

Es decir, el tamaño (área) del impulso en el instante de muestreo nT es igual al valor de la señal

en tiempo continuo en ese instante. En este sentido, la modulación del tren de impulsos es una

representación matemática del muestreo [59], ver figura 17 (a)-(c).
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Figura 17: Muestreo con un tren de impulsos periódico seguido de la conversión a una secuencia en tiempo discreto.
(a) Sistema completo. (b) xsptq para dos frecuencias de muestreo. (c) La secuencia de salida para las dos frecuencias
de muestreo [59].

2.4.4 Teorema de muestreo.

Si la frecuencia más alta contenida en una señal analógica xaptq es Fmax “ B y la señal se

muestrea a una frecuencia Fs ą 2Fmax ” 2B, entonces xaptq puede recuperarse de forma exacta a

partir de los valores de sus muestras utilizando la siguiente función de interpolación:

gptq “
senp2πBtq

2πBt

Luego xaptq puede expresarse como

xaptq “

8
ÿ

n“´8

xap
n

Fs
qgpt ´

n

Fs
q
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Cuando el muestreo de xaptq se realiza a la frecuencia mı́nima de muestreo Fs “ 2B, la fórmula

de reconstrucción se convierte en

xaptq “

8
ÿ

n“´8

xa

´ n

2B

¯ senp2πBpt ´ n{2Bq

2πBpt ´ n{2Bq

La frecuencia de muestreo FN “ 2B “ 2Fmax se denomina frecuencia de Nyquist [58].

2.5 Sensado comprimido.

Sensado comprimido es una área de investigación novedosa la cual fue introducida en 2006 en

dos innovadores artı́culos, por Donoho [30] y por Candès, Romberg y Tao [60], desde entonces

se ha convertido en un concepto clave en varias áreas como matemáticas aplicadas, ciencias de la

computación e ingenierı́a eléctrica. Sorprendentemente predice que las señales de alta dimensión,

las cuales tienen una representación esparcida dada una base adecuada, se pueden recuperar a par-

tir de lo que previamente se consideraba mediciones lineales altamente incompletas mediante el

uso de algoritmos eficientes [61].

El teorema de muestreo de Shannon/Nyquist especifica que para evitar la pérdida de información

cuando se captura una señal, se debe muestrear al menos dos veces más rápido que el ancho de

banda de la señal. En muchas aplicaciones, incluyendo imagen digital y video cámaras, la frecuen-

cia de Nyquist es tan alta que se obtienen demasiadas muestras, haciendo que la compresión sea

una prioridad para el almacenamiento o la transmisión, de esta forma, incrementar la velocidad de

muestreo es muy costoso [33].

2.5.1 Señales compresibles.

Consideremos una señal x de valor real, longitud finita, unidimensional y discreta en el tiempo

la cual puede ser vista como un vector columna de tamaño N ˆ 1 en Rn el cual tiene elementos

xrns con n “ 1, 2, ..., N de acuerdo con la sección 2.2 la señal x puede ser expresada como

x “ Ψs (27)

donde Ψ es una base ortonormal (por simplicidad) de N ˆ N y s es el vector columna de N ˆ 1

que contiene los coeficientes de peso si “ xx, ψiy
La señal x es llamada K ´ sparse si es una combinación lineal de solo K vectores base; esto

es, solo K de los coeficientes si no son cero y por tanto, pN ´ Kq son cero. El caso de interés

29



es cuando K ! N , ası́, la señal x es llamada compresible si tiene solo unos cuantos coeficientes

grandes y muchos coeficientes pequeños [33].

2.5.2 El problema del sensado comprimido.

Sensado comprimido adquiere directamente la representación comprimida de una señal sin

pasar por la etapa intermedia de adquirir N muestras [30, 60].

Considere un proceso lineal de mediciones que calcule M ă N productos internos entre x y un

conjunto de vectores tϕju
M
j“1, esto es, yj “ xx, ϕjy . Colocando las mediciones yj en un vector y de

M ˆ 1 y los vectores ϕTj como renglones en una matriz Φ de M ˆN . Sustituyendo en la ecuación

(1) se tiene

y “ Φx “ ΦΨs “ Θs (28)

con Θ “ ΦΨ una matriz de M ˆ N , siendo la matriz Φ fija y no dependiente de la señal x,

esto se ilustar en la figura 18. De esta forma, el problema del sensado comprimido consiste en: a)

diseñar una matriz estable de medición Φ tal que la información de cualquier señal compresible no

sea dañada debido a la reducción dimensional de x P RN a y P RM y b) diseñar un algoritmo de

reconstrucción para recuperar x a partir de solo M « K mediciones en y [33].

Figura 18: (a) Proceso de medición en sensado comprimido con una matriz de medición aleatoria Φ. El vector de
mediciones s es esparcido con K “ 4. (b) Proceso de medición con Θ “ ΦΨ. Hay 4 columnas que corresponden a los
coeficientes si no cero; el vector de medición y es una combinación lineal de esas columnas [33]

.

2.5.3 Matriz estable de medición.

La matriz de medición Φ debe permitir la reconstrucción de la señal x de longitud N a partir

de M ă N mediciones. En tanto que x sea K ´ sparse y las K ubicaciones de los coeficientes
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no cero en s sean conocidas, entonces el problema puede ser resuelto proporcionando M ě K,

por supuesto, en general las ubicaciones de las K entradas no cero en s no son conocidas. Sin

embargo, una condición suficiente para una solución estable es que Θ satisfaga una condición muy

especifica. Una condición relacionada, denominada incoherencia, requiere que las filas tϕju de Φ

no puedan representar de forma esparcida las columnas tψiu de Ψ (y vice versa) [33].

2.5.4 Espacios vectoriales normados.

En el procesamiento moderno de señales se ha incorporado la modelación de señales como vec-

tores que viven en un espacio vectorial apropiado, dotándolas de propiedades lineales muy útiles,

además los espacios vectoriales nos permiten aplicar intuiciones y herramientas de la geometrı́a en

R3, tales como longitudes, distancias y ángulos. Esto es útil incluso cuando nuestras señales viven

en espacios de alta dimensión o dimensión infinita [61].

Por lo general, nos interesaremos por los espacios vectoriales normados, es decir, espacios vec-

toriales dotados de una norma. En el caso de un dominio discreto y finito, podemos ver nuestras

señales como vectores en un espacio Euclidiano n ´ dimensional, denotado por Rn. Cuando tra-

tamos con vectores en Rn, utilizaremos con frecuencia las normas ℓp, las cuales están definidas

para p P r1,8s como

Introduction to compressed sensing 5

p = 1 p = 2 p = ∞ p = 1
2

Figure 1.1 Unit spheres in R2 for the �p norms with p= 1,2,∞, and for the �p quasinorm with p= 1
2

.

make frequent use of the �p norms, which are defined for p ∈ [1,∞] as

‖x‖p =





(
∑n

i=1 |xi|p)
1
p , p ∈ [1,∞);

max
i=1,2,...,n

|xi|, p= ∞.
(1.1)

In Euclidean space we can also consider the standard inner product in Rn, which we
denote

〈x,z〉 = zTx=

n∑

i=1

xizi.

This inner product leads to the �2 norm: ‖x‖2 =
√

〈x,x〉.
In some contexts it is useful to extend the notion of �p norms to the case where p< 1. In

this case, the “norm” defined in (1.1) fails to satisfy the triangle inequality, so it is actually
a quasinorm. We will also make frequent use of the notation ‖x‖0 := |supp(x)|, where
supp(x) = {i : xi �= 0} denotes the support of x and |supp(x)| denotes the cardinality
of supp(x). Note that ‖·‖0 is not even a quasinorm, but one can easily show that

lim
p→0

‖x‖pp = |supp(x)|,

justifying this choice of notation. The �p (quasi-)norms have notably different properties
for different values of p. To illustrate this, in Figure 1.1 we show the unit sphere, i.e.,
{x : ‖x‖p = 1}, induced by each of these norms in R2.

We typically use norms as a measure of the strength of a signal, or the size of an error.
For example, suppose we are given a signal x ∈R2 and wish to approximate it using a
point in a one-dimensional affine space A. If we measure the approximation error using
an �p norm, then our task is to find the x̂ ∈ A that minimizes ‖x− x̂‖p. The choice of
p will have a significant effect on the properties of the resulting approximation error.
An example is illustrated in Figure 1.2. To compute the closest point in A to x using
each �p norm, we can imagine growing an �p sphere centered on x until it intersects
with A. This will be the point x̂ ∈ A that is closest to x in the corresponding �p norm.
We observe that larger p tends to spread out the error more evenly among the two
coefficients, while smaller p leads to an error that is more unevenly distributed and tends
to be sparse. This intuition generalizes to higher dimensions, and plays an important role
in the development of CS theory.

Figura 19: Esferas unitarias en R2 para las normas ℓp con p “ 1, 2,8, y para la cuasinorma ℓp con p “ 1
2 [61].

||x||p “

$

’

’

&

’

’

%

˜

n
ÿ

i“1

|xi|
p

¸
1
p

, p P p1,8q

max |xi|, p “ 8

(29)

la ecuación anterior se ilustra en R2 en la figura 19.

En el espacio Euclideano el producto interno conduce a la norma ℓ2: ||x||2 “
a

xx, xy. En
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algunos contextos es útil extender la noción de las normas ℓp para el caso donde p ă 1. En este

caso, la “norma” definida anteriormente falla para satisfacer la desigualdad del triángulo, ası́ que

es en realidad una cuasinorma. También se hace uso frecuente de la notación ||x||0 :“ |supppxq|,

donde supppxq “ ti : xi ‰ 0u denota el “apoyo”de x y |supppxq| denota la cardinalidad de

supppxq. Note que || ¨ ||0 no es ni siquiera una cuasinorma, pero se puede mostrar que

ĺım
pÑ0

||x||
p
p “ |supppxq|

lo cual justifica esta elección de notación.

Tı́picamente usamos normas como medición de la fuerza de una señal, o el tamaño de un error.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una señal x P R2 y deseamos aproximarla usando un punto

en un espacio unidimensional afı́n A. Si medimos el error de aproximación usando una norma ℓp,

entonces nuestra tarea es encontrar el x̂ P A que minimiza ||x ´ x̂||p. La elección de p tendrá un

efecto significativo en las propiedades del error de aproximación resultante (figura 20). Para calcu-

lar el punto más cercano a x enA usando cada norma ℓp, podemos imaginar una esfera ℓp creciendo

alrededor de x hasta que intersecte con A. Este será el punto x̂ P A que sea más cercano a x en la

correspondiente norma ℓp. Se puede observar que una p más grande tiende a repartir el error más

uniformemente entre los dos coeficientes, mientras que p más pequeñas conduce a un error que

se distribuye de manera más desigual y tiende a ser escaso. Esta intuición se generaliza a dimen-

siones más altas y juega un rol importante en el desarrollo de la teorı́a de sensado comprimido [61].
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Figure 1.2 Best approximation of a point in R2 by a one-dimensional subspace using the �p norms for
p= 1,2,∞, and the �p quasinorm with p= 1

2
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1.2.2 Bases and frames

A set {φi}ni=1 is called a basis for Rn if the vectors in the set span Rn and are linearly
independent.2 This implies that each vector in the space has a unique representation as
a linear combination of these basis vectors. Specifically, for any x ∈ Rn, there exist
(unique) coefficients {ci}ni=1 such that

x=
n∑

i=1

ciφi.

Note that if we let Φ denote the n×n matrix with columns given by φi and let c denote
the length-n vector with entries ci, then we can represent this relation more compactly
as

x= Φc.

An important special case of a basis is an orthonormal basis, defined as a set of vectors
{φi}ni=1 satisfying

〈φi,φj〉 =

{
1, i= j;

0, i �= j.

An orthonormal basis has the advantage that the coefficients c can be easily calculated
as

ci = 〈x,φi〉,

or

c= ΦTx

in matrix notation. This can easily be verified since the orthonormality of the columns
of Φ means that ΦTΦ = I , where I denotes the n×n identity matrix.

It is often useful to generalize the concept of a basis to allow for sets of possibly linearly
dependent vectors, resulting in what is known as a frame [48,55,65,163,164,182]. More

2 In any n-dimensional vector space, a basis will always consist of exactly n vectors. Fewer vectors are not
sufficient to span the space, while additional vectors are guaranteed to be linearly dependent.

Figura 20: Mejor aproximación de un punto en R2 por un subespacio unidimensional usando la norma ℓp para
p “ 1, 2,8, y de la cuasinorma con p “ 1

2 [61].
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2.5.5 Algoritmo de reconstrucción.

El algoritmo de reconstrucción de la señal debe tomar las M mediciones en el vector y, la ma-

triz aleatoria de mediciones Φ, la base Ψ y reconstruir la señal x de longitudN o, equivalentemente

su vector esparcido de coeficientes s.

‚ Reconstrucción norma ℓ2 mı́nima.

Desafortunadamente, la minimización ℓ2 casi nunca encontrará una solución K ´ sparse, regre-

sando en lugar un vector ŝ no esparcido con muchos elementos no cero, donde

ŝ “ argmin||s´||2 tal que Θs´ “ y

‚ Reconstrucción norma ℓ0 mı́nima.

Ya que la norma ℓ2 mide la energı́a de la señal y no la escasez de la señal, considere la norma ℓ0
que cuenta el número de entradas no cero en s (Por tanto un vector K ´ sparse tiene una norma

ℓ0 igual a K). La optimización

ŝ “ argmin||s´||0 tal que Θs´ “ y

puede recuperar exactamente la señal K ´ sparse con alta probabilidad usando, por ejemplo,

mediciones Gaussianas iid (del inglés, independientes e idénticamente distribuidas). Desafortu-

nadamente, resolver esta ecuación es numéricamente inestable y NP-completa, requiriendo una

exhaustiva enumeración de todos las
`

N
K

˘

ubicaciones posibles de las entradas no cero en s.

‚ Reconstrucción norma ℓ1 mı́nima.

Sorprendentemente, la optimización basada en la norma ℓ1

ŝ “ argmin||s´||1 tal que Θs´ “ y

puede recuperar exactamente las señales K ´ sparse y aproximar cercanamente señales com-

presibles con alta probabilidad usando solo M ě cK logpN
K

q mediciones Gaussianas. Este es un

problema de optimización convexa que se reduce convenientemente a un programa lineal cono-

cido como búsqueda de bases cuya complejidad computacional es alrededor de OpN3q, es decir,

cúbica [33].
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Capı́tulo 3. Desarrollo experimental y simulaciones.

En este capı́tulo, se proporciona una descripción detallada del proceso llevado a cabo en el de-

sarrollo experimental del presente trabajo de tesis. Además, se incluyen las etapas de simulación,

pues se destaca su papel crucial en una mejor comprensión de la técnica antes de su implemen-

tación en el laboratorio. Este enfoque no solo facilita una comprensión más profunda, sino que

también establece un punto de referencia esencial para garantizar la congruencia entre los resulta-

dos experimentales y la teorı́a.

3.1 Primeras simulaciones en reconstrucción de imágenes mediante suma de patrones, trans-
formada de Hadamard y algoritmos de sensado comprimido.

3.1.1 Suma de patrones de Hadamard.

La primera fase del proyecto de tesis consistió en la aplicación de la información recopilada

en la revisión bibliográfica sobre SPI. Utilizando la matriz de Hadamard, se llevaron a cabo simu-

laciones computacionales para la reconstrucción de imágenes. Esta etapa inicial de programación

fue relativamente sencilla, ya que se basó principalmente en la aplicación de las ecuaciones 1 y 4.

mi 9

ż ż

|fpx, yqPipx, yq|
2dxdy

f “
1

N2

N2
ÿ

i“1

miPi

En estas ecuaciones, Pi representa el i-ésimo patrón de Hadamard obtenido de la matriz corres-

pondiente, los cuales se calcularon empleando la ecuación 12 o utilizando la función “reshape” de

MATLAB para el reajuste de matrices.

Dado que tanto f como Pi son, en este caso, matrices, siendo la primera, la imagen de prueba y las

segundas los patrones de Hadamard, la doble integral mencionada en la ecuación 1 se reduce a un

producto interno matricial. En otras palabras, se trata de la suma de los productos de todas las com-

ponentes de cada una de estas matrices. De este modo, se obtiene un vector cuyas componentes son

los coeficientes de correlación entre cada patrón y la imagen de prueba. El análogo experimental

de este vector resultante representa la intensidad de luz que cada patrón proyecta sobre el DMD,

codificada en la señal eléctrica detectada por el sensor de un solo pı́xel.
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3.1.2 Transformada Hadamard.

Por otro lado, el procedimiento se puede adoptar con un enfoque alternativo utilizando la Trans-

formada de Hadamard, que se explora en la sección 2.3.2. En este caso, el vector de coeficientes

se convierte en una matriz como resultado de la operación mostrada en la ecuación 15 o mantener

su forma de vector utilizando la estructura de la ecuación 18.

rF pu, vqs “ rHpu, vqsrfpx, yqsrHpu, vqs

F “ rHsf

y la imagen se obtiene utilizando la ecuación 17 y 19

rfpx, yqs “
1

N2
rHpu, vqsrF pu, vqsrHpu, vqs.

f “
1

N2
rHsF

La programación en este caso es aún más sencilla, y debido a la eficiencia de los cálculos, se pre-

senta como una opción más rápida que la utilizada en el método anterior, como se discutirá más

adelante.

3.1.3 Algoritmos de sensado comprimido.

Finalmente, el último enfoque tratado en esta fase fue la aplicación de algoritmos de sensado

comprimido. Especı́ficamente, en el desarrollo de esta tesis, se emplearon los algoritmos deno-

minados “TVAL3 ” y “L1-magic”. Estos fueron seleccionados con el propósito de comparar su

desempeño y resultados, además de mostrar la evolución de los algoritmos de sensado comprimi-

do a lo largo del tiempo puesto que L1-magic fue presentado como el primero de estos algoritmos

en ser utilizado especı́ficamente en la técnica de Single-Pixel Imaging [8] .

TVAL3.
El primer algoritmo utilizado en la reconstrucción de imágenes fue TVAL3, desarrollado por Li,

Yi y Zhang [62]. Su nombre proviene de la abreviatura en inglés “ Total Variation Minimization

by Augmented Lagrangian and Alternating Direction Algorithms”. TVAL3 es un solucionador de

MATLAB que se puede aplicar a los siguientes cuatro modelos de minimización basados en la

variación total (TV) para reconstruir una imagen u a partir de sus observaciones b:
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pTVq mı́n
uPCn

ÿ

i

||Diu||p, sujeto a Au “ b (30)

pTV +q mı́n
uPCn

ÿ

i

||Diu||p, sujeto a Au “ bu ě 0 (31)

pTV/L2q mı́n
uPCn

ÿ

i

||Diu||p `
µ

2
||Au ´ b||22, (32)

pTV/L2+q mı́n
uPCn

ÿ

i

||Diu||p `
µ

2
||Au ´ b||22, sujeto a u ě 0 (33)

donde || ¨ ||p representa la norma ℓ1 o ℓ2, n “ n1 ˆ n2 es el tamaño de las señales o imágenes,

DiupP C2 o R2 según u P Cn o Rnq es el gradiente discreto de u en la posición i y µ ą 0 es el

parámetro de penalización para los modelos TV/L2.

Los primeros términos en las funciones objetivo son los términos de regularización de TV, que

pueden ser isotrópicos para p “ 2 y anisotrópicos para p “ 1. Usar los isotrópicos suele ser pre-

ferido, ya que resulta en menos contornos zigzagueantes en la imagen reconstruida. Los segundos

términos en las funciones objetivo son comúnmente denominados términos de fidelidad.

La función en MATLAB que ejecuta TVAL3 es una interfaz sencilla con 5 argumentos de entrada

y ya sea 1 o 2 argumentos de salida.

U = TVAL3(A,b,n1,n2,opts);

o [U,out] = TVAL3(A,b,n1,n2,opts);

donde la entrada A es la matriz de medición y puede ser una matriz en Cmˆn con m ă n o una

función de referencia, b P Cm es la observación obtenida de mediciones lineales y U P Cn1ˆn2

es la salida. Todas esas cantidades pueden ser reales o complejas. El argumento de entrada opts
es una estructura que lleva opciones de control y el argumento de salida opcional out contiene

información secundaria de salida.

TVAL3 puede resolver uno de los cuatro modelos admitidos: TV, TV+, TV/L2 y TV/L2+, y cada

uno puede ser isotrópico o anisotrópico. Se selecciona un modelo de acuerdo con las opciones

dadas en opts.

Para configurar los modelos, se pueden usar las siguientes opciones:

‚ El modelo de TV isotrópico se resuelve por defecto.

‚ El modelo de TV+ isotrópico se configura con opts.nonneg = true

‚ El modelo de TV/L2 isotrópico se configura con opts.TVL2=true
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‚ El modelo de TV/L2+ isotrópico se configura con opts.nonneg = true y opts.TVL2=true

Para resolver cualquiera de los modelos de arriba con TV anisotropico correspondiente a p “ 1,

opts.TVnorm = 1.

Otras configuraciones del algoritmo TVAL3 se pueden consultar en la guı́a de usuario [63].

Para este trabajo, después de varias pruebas, se seleccionaron las siguientes opciones para obtener

una calidad visual equilibrada:

opts.mu = 2ˆ8;

opts.beta = 2ˆ5;

opts.tol = 1E-3;

opts.maxit = 300;

opts.TVnorm = 1;

opts.nonneg = true;

L1-magic.
Para contrastar con los resultados obtenidos mediante TVAL3 se consideró utilizar el algoritmo

llamado “L1-magic” desarrollado por Candes, Romberg y Tao en artı́culos como [29, 60] el cual

fue el pionero en ser utilizado en la técnica de Single-pixel Imaging [8] . L1-magic es una colec-

ción de rutinas de MATLAB para resolver los programas de optimización convexa fundamentales

para sensado comprimido. Los algoritmos se basan en métodos estándar de puntos interiores y son

adecuados para problemas de gran tamaño. Las rutinas y guı́a de usuario y pueden ser consultados

en [64].

Aquı́, siete problemas de interés son considerados:

‚ Min-ℓ1 con restricciones de igualdad.

‚ Min-ℓ1 con error de aproximación.

‚ Min-ℓ1 con restricciones cuadráticas.

‚ Min-ℓ1 con correlación residual acotada.

‚ Min-TV con restricciones de igualdad.

‚ Min-TV con restricciones cuadráticas.

‚ Dantzing TV.

Las rutinas de optimización que ofrece L1-magic son mostradas a continuación:
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■ cgsolve: Resuelve Ax “ b, donde A es simétrica y definida positiva, utilizando el método

del Gradiente Conjugado.

■ l1dantzing pd: Resuelve el selector Dantzig utilizando un algoritmo primal-dual.

■ l1decode pd: Resuelve el problema de aproximación de norma para decodificación a

través de programación lineal utilizando un algoritmo primal-dual.

■ l1eq pd: Resuelve el problema de la Búsqueda de Base Estándar utilizando un algoritmo

primal-dual.

■ l1qc logbarrier: Iteraciones de barrera (.externas”) para resolver la minimización cuadráti-

camente restringida de la norma ℓ ´ 1.

■ l1qc newton: Iteraciones de Newton (ı̈nternas”) para resolver la minimización cuadráti-

camente restringida de la norma ℓ ´ 1.

■ tvdantzing logbarrier: Iteraciones de barrera para resolver el selector de Dantzig

de TV (TVD).

■ tvdantzing newton: Iteraciones de Newton para (TVD).

■ tveq logbarrier: Iteraciones de barrera para la minimización de TV con restricciones

de igualdad (TV1).

■ tveq newton: Iteraciones de Newton para (TV1).

■ tvqc logbarrier: Iteraciones de barrera para la minimización de TV cuadráticamente

restringida (TV2).

■ tvqc newton: Iteraciones de Newton para (TV2)

Especı́ficamente la rutina utilizada para la reconstrucción de imágenes son las basadas en TV,

por lo que para este desarrollo se utilizó la siguiente función con los siguientes parámetros de

entrada elegidos después de varias pruebas.

est_Image = tvqc_logbarrier(x0, A, [], y, 0.01, 1e-4, 2);

3.2 Obtención de los ordenamientos de la matriz de Hadamard.

Después de revisar la bibliografı́a correspondiente, se seleccionaron los métodos de ordena-

miento de la matriz de Hadamard a utilizar en este estudio. Todos estos ordenamientos están deta-

lladamente descritos en la sección 2.3.4, donde se analizan y estudian sus técnicas y caracterı́sticas

distintivas.

Tras consultar funciones y algoritmos especiales en el software de MATLAB, se realizó la progra-

mación que permitió generar las representaciones gráficas de estos métodos de ordenamiento. Los

códigos de programación correspondientes pueden ser consultados en los apéndices B.1-B.7.
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El objetivo de esta etapa de programación fue preparar los patrones de cada ordenamiento en ar-

chivos que fueran leı́dos por el sistema de funcionamiento del modulador de luz para su posterior

proyección. Por lo que, es importante mencionar que para reconstruir una imagen de N2 pı́xeles,

es decir una matriz de tamaño de N ˆ N se necesitan N2 patrones de tamaño N ˆ N obtenidos

de:

a) Una matriz de Hadamard de tamaño N ˆ N si son obtenidos por medio de la ecuación 12

o

b) Una matriz de Hadamard de tamaño N2 ˆ N2 si son obtenidos usando la función “reshape”.

El procedimiento consistió en que primero cada ordenamiento era obtenido en forma de matri-

ces cuadradas de tamaños que iban desde 4 ˆ 4, hasta 128 ˆ 128 pı́xeles y una vez generadas se

guardaron en archivos “.mat” para ahorrar tiempo de computo al ser empleadas. Algunas de estas

matrices se muestran en las imágenes 5 7, 8. El siguiente paso fue calcular los patrones de cada

ordenamiento utilizando el método de la función “reshape” para un uso más eficiente dentro de

MATLAB. Los resultados fueron guardados como imágenes en formato “.png” con profundidad

de bits de 1 y con las dimensiones de la pantalla del DMD, las cuales son 1920 ˆ 1080 pı́xeles en

archivos especı́ficos, listos para su utilización en la proyección. Un conjunto de patrones positivos

se muestran en la figura 21.

Figura 21: Patrones positivos de Hadamard de tamaño 4 ˆ 4 en una disposición de 1920 ˆ 1080 pı́xeles en formato
.png.

A pesar de que los patrones de Hadamard son patrones binarios surge un inconveniente al

trabajar con ellos, ya que estos poseen valores de `1 y ´1, mientras que el DMD solo puede

representar los valores 0 y 1 (indicando encendido y apagado, respectivamente). Para lidiar con

los valores negativos de H , se utilizó el método diferencial en el cual dos matrices de patrones se
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definen como

H “ H`
´ H´

donde H` y H´ son las matrices que contienen los patrones binarios de Hadamard tales que la

matriz H` “ pH ` 1q{2 vale cero en cada entrada negativa de H y la matriz H´ “ p1 ´ Hq{2

vale cero en cada entrada positiva de H y 1 es una matriz del mismo orden que H cuyas entradas

son todas iguales a `1. Por lo tanto, las mediciones m` y m´ obtenidas al usar H` y H´, respec-

tivamente, son restadas para obtener la medición real m “ m` ´m´. De esta forma las imágenes

de cada patrón se guardaron en positivo y negativo.

Debido a las limitaciones de memoria del DMD, el tamaño máximo de los patrones utilizados

en el desarrollo fue de 128 ˆ 128 pı́xeles. Del mismo modo, este tamaño constituyó el lı́mite para

las dimensiones de las imágenes recuperadas en el laboratorio.

3.3 Experimentación.

La siguiente fase del desarrollo de tesis involucró la experimentación en el laboratorio de óptica

con la cámara de un solo pı́xel.

3.3.1 Interfaz de control.

En el primer paso, antes de configurar el arreglo experimental, se realizaron una serie de prue-

bas para familiarizarse y dominar el uso de la interfaz implementada en LabView proyectando

patrones y variando los parámetros del sistema. Esta interfaz fue desarrollada por Cisneros en [53]

y controla los componentes principales del sistema de la cámara de un solo pixel como el modula-

dor de luz (DMD), la tarjeta de adquisición de la señal y el sensor de luz de un solo pixel. Facilita

varias funciones, incluida la selección de las rutas para cargar los patrones de cada ordenamiento

y guardar la señal capturada por el sensor, ajustar la velocidad de proyección del DMD y la tasa

de muestreo del sensor, además proporciona gráficas de la amplitud de la señal obtenida junto con

una vista previa de la imagen capturada (consulte la figura 22).

En esta primera fase de pruebas se obtuvieron los primeros resultados experimentales puesto que se

utilizó un montaje de la cámara de un solo pixel combinado con un interferómetro Mach-Zehnder

previamente realizado por estudiantes del INAOE para obtener imágenes tridimensionales con la

técnica de SPI. De esta forma, estos resultados de las imágenes reconstruidas fueron obtenidos

utilizando una fuente de luz láser.
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Figura 22: Interfaz de control del sistema de la cámara de un solo pixel.

3.3.2 Componentes del arreglo experimental.

A continuación se describen brevemente los componentes utilizados en el arreglo experimental.

‚ El Dispositivo de Microespejos Digitales (DMD) utilizado en este trabajo fue el modelo VIA-

LUX V-9501. Se muestra una fotografı́a del dispositivo en la figura 23 y sus especificaciones se

pueden consultar en el apéndice A.1.

‚ El fotodiodo elegido como sensor de único pixel para registrar las fluctuaciones en la señal

fue el detector modelo Thorlabs DET36A, una fotografı́a del sensor se muestra en la figura 24, las

especificaciones técnicas del detector se pueden consultar en el apéndice A.3. La ventaja al elegir

este fotodetector es que el área del sensor es grande, 3.6 ˆ 3.6 mm2 puesto que un sensor más

pequeño podrı́a filtrar espacialmente la luz que registra el detector, sin embargo, el precio a pagar

es el bajo tiempo de respuesta.

‚ El dispositivo de adquisición de datos elegido para este trabajo fue la tarjeta NI USB-6003,

por ser de tamaño compacto, de bajo precio y con un desempeño más óptimo que otras opciones

más como los osciloscopios [53]. Una imagen de este dispositivo se muestra en la figura 25 y sus
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(a) (b)

Figura 23: Imagen del DMD utilizado modelo VIALUX V-9501. a) Vista frontal b) Vista en perspectiva.

Figura 24: Sensor de luz utilizado como único pixel, Thorlabs DET36A.

especificaciones se muestran en el apéndice A.2.

‚ Se seleccionaron dos fuentes de luz: una lámpara LED con fibra óptica y un láser de luz

roja. Tras comparar su desempeño y resultados, se observó que la luz LED proporcionó mejores

resultados en contraste con la fuente láser, como se discutirá más adelante.

‚ Como componentes ópticos se utilizaron lentes y espejos, en concreto, se utilizó un espejo

plano pequeño de alrededor de 2 cm de diámetro y tres lentes convergentes de distancias focales

una de 17 cm y dos de 5 cm los cuales en este caso fueron lentes de cámara digital escogidos solo

por su distancia focal especı́fica.
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Figura 25: Dispositivo para adquisición de la señal NI USB-6003.

‚ Y finalmente como objeto de prueba se escogió utilizar transparencias puesto que éstas pro-

porcionan resultados de mayor calidad visual lo cual resulta muy oportuno para comparar el des-

empeño de cada ordenamiento aquı́ estudiado. Las transparencias fueron una serie de imágenes

impresas en acetato con una impresora láser, algunas de ellas se muestran en la figura 26

Figura 26: Objeto de prueba, transparencia del logo de la Universidad Tecnológica de la Mixteca

3.3.3 Configuración del arreglo experimental.

El arreglo de la cámara de un solo pixel utilizado siguió la configuración de detección es-

tructurada descrita anteriormente en la sección 2.1 tal como se ilustra en la figura 1 (a) . Una

representacion más detallada del arreglo experimental utilizado se muestra en el esquema de la

figura 27 .
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Figura 27: Esquema del arreglo óptico de la cámara de un solo pı́xel utilizado en el desarrollo experimental.

De esta forma, la configuración y el funcionamiento general del arreglo experimental se des-

criben a continuación:

El primer componente en ser colocado sobre la mesa de pruebas ópticas fue el módulo del

DMD, este sirvió de referencia para alinear el resto de los componentes ya que como se explica

en la sección 2.1.1 los microespejos pueden ser inclinados ˘120 haciendo que los haces de luz que

inciden normalmente sobre el plano del DMD puedan ser redirigidos en trayectorias de ˘240, por

lo que se necesitaban determinar las direcciones óptimas para colocar el resto de componentes.

Por tanto, se decidió colocar los primeros componentes siguiendo una lı́nea recta con un ángulo de

60 respecto a la normal del plano del DMD. Sobre esta linea se colocó primeramente la fuente de

luz, para esta fase fue la lámpara de luz LED la cual posee un cable de fibra óptica que permitió

dirigir de forma más precisa el haz de luz. Luego, se colocó la primer lente convergente y se posi-

cionó a su distancia focal de la fuente de luz asegurando una iluminación uniforme de los objetos

de prueba en un haz que no variaba su apertura, similar a haber colimado el haz de luz.

Después, se añadió una segunda lente convergente, seleccionando una lente de cámara debido a su

corta distancia focal, que permitı́a enfocar adecuadamente la luz del objeto sobre la superficie del

DMD. Durante este procedimiento la fuente de luz se mantuvo encendida para la correcta alinea-

ción de los componentes.

Posteriormente se desplegó en un estado de encendido de todos los microespejos del DMD in-

clinándolos 120 con respecto a su posición original al mismo tiempo la fuente de luz permitı́a ver

la trayectoria de la luz y el objeto perfectamente enfocado sobre el DMD, de esta forma, la elección
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de los 60 de inclinación inicial hizo que de los espejos reflejaran el haz de luz en una dirección total

de 120 evitando adecuadamente una distorsión del plano imagen del objeto de prueba. La nueva

lı́nea determinada por la dirección del haz de luz reflejado condujo a la colocación del espejo plano,

que redirigió el haz de luz hacia la última lente convergente, nuevamente una lente de cámara, que

enfocó todo el haz de luz dentro de la superficie del sensor de luz.

Finalmente, se procedió a conectar correctamente los componentes electrónicos y la compu-

tadora para iniciar la adquisición de la señal. Se incluyen fotografı́as que muestran la configuración

completa del arreglo experimental en las siguientes figuras:

(a) (b)

(c)

Figura 28: Montaje del arreglo experimental en el laboratorio. a) Vista en perspectiva, b) Vista superior, c) Acerca-
miento al DMD .
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3.4 Adquisición de la señal y coeficientes de correlación.

Una vez completado el arreglo experimental, se inició la fase de mediciones. Utilizando la in-

terfaz de control, los patrones de cada ordenamiento se cargaron en la memoria RAM del DMD

desde la computadora. La duración de este proceso depende de dos factores principales: la velo-

cidad de escritura de la computadora y la velocidad de lectura del DMD utilizados. En términos

prácticos, el proceso se considerarı́a lento si toma más de unos pocos segundos por patrón, pero

este tiempo especı́fico puede variar según el hardware empleado. El tiempo promedio de carga

por cada conjunto de patrones fue de aproximadamente 5 minutos, lo cual se considera adecuado

para el equipo de cómputo utilizado, que es de gama baja y no cuenta con caracterı́sticas de alto

rendimiento, como se detallará más adelante. Sin embargo, una vez cargados los patrones, no es

necesario repetir este paso para un ordenamiento en especı́fico. Pero, ya que en este caso se pre-

sentaron 9 ordenamientos distintos, fue necesario repetir el proceso 9 veces para cada conjunto de

patrones positivos y negativos. Cuando los patrones estuvieron listos se comenzó con la proyección

en el DMD. Al mismo tiempo en que cada patrón era proyectado por el DMD las intensidades de

luz iban siendo registradas por el sensor de luz, de esta forma al terminar el proceso de proyección

un archivo lleno de todas estas mediciones era obtenido y guardado en la computadora.

Para todo el procedimiento se eligió una velocidad de proyección del DMD de fDMD “ 960 Hz

y como velocidad de muestreo en el fotodiodo o sensor de luz de ffd “ 100000 Hz, estos dos

parámetros determinan el cálculo para obtener los coeficientes de correlación al procesar la señal

capturada. De igual forma, determinan el tiempo de captura de la señal, por ejemplo, para recuperar

una imagen de un tamaño de 128 ˆ 128 pı́xeles se necesitarı́an proyectar n “ 128 ˆ 128 “ 16384

patrones y este proceso tardarı́a un tiempo

t “
16384 patrones
960 patrones/s

“ 17.06 s

Por supuesto, este tiempo puede ser disminuido aumentando la velocidad de proyección de los pa-

trones hasta los limites que impongan los dispositivos utilizados, sin embargo, el enfoque en este

trabajo es disminuir la cantidad de patrones a ser proyectados sin perder calidad visual.

Una vez capturada la señal de cada medición realizada, el procedimiento para su tratamiento

con objetivo de obtener los coeficientes de correlación entre cada patrón y el objeto de prueba

siguió los pasos que se muestran en el diagrama de flujo de la figura 29.
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Figura 29: Diagrama de flujo para obtener los coeficientes de correlación.
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En el proceso de medición, el sensor de luz no muestrea la señal exactamente al mismo tiempo

en el que el DMD comienza a desplegar los patrones sino que hay un periodo en el que las prime-

ras muestras capturadas en el vector de la señal provienen de un pequeño intervalo de tiempo en el

que no se registra ninguna intensidad de luz, ya que aun ha comenzado la proyección del primer

patrón. Los valores de estas muestras son muy cercanos a cero, como se puede ver en la figura 30,

donde las unidades de los valores de cada intensidad están en voltios. Por lo que el primer paso es

determinar en qué punto de la señal las muestras corresponden a la medición del las intensidades

de luz de cada patrón y no al periodo de oscuridad. Se define entonces un valor obtenido por prueba

y error para el cual la resta entre una entrada del vector de la señal y la siguiente sea mayor que

ese umbral y se pueda considerar que en este punto las muestras corresponden a las intensidades

respectivas. Al encontrar el punto en el que esto ocurre se desplaza el vector de la señal eliminando

las mediciones no útiles, ver figura 31.

El siguiente paso es determinar el valor de los coeficientes de correlación y para ello se decidió

primero ubicar los puntos mı́nimos entre cada cresta de la señal para determinar las regiones cuyas

muestras corresponden a los valores medidos de las intensidades de cada patrón, una vez ubicados

estos puntos los coeficientes pueden ser determinados promediando los valores en un intervalo o

ventana establecido de cada cresta de la onda señal como se muestra en la imagen de las figuras 32

y 33.

Este procedimiento se repitió para cada una de las mediciones realizadas en este trabajo. En la figu-

ra se muestra una gráfica de los coeficientes obtenidos de las mediciones de los patrones positivos,

negativos y su resta para el caso del ordenamiento natural de la Matriz de Hadamard. La obtención

de los coeficientes de correlación representa el último paso para obtener la reconstrucción de la

imagen del objeto de prueba.
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Figura 30: Gráfica de las primeras 1000 muestras de la señal. Se aprecia que las primeras intensidades tienen valores
cercanos a cero.
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Figura 31: Gráfica de las primeras 1000 muestras de la señal. La señal ha sido desplazada a las muestras correspon-
dientes a la intensidades de luz del primer patrón.

Figura 32: Coeficientes asociados a cada patrón obtenidos al promediar la ventana de valores, se ubican sobre las
crestas de la señal.
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Figura 33: Acercamiento a una cresta de la señal, se puede apreciar que el coeficiente obtenido cae dentro de los
valores de la ventana o intervalo elegido.

Figura 34: Gráfica de los primeros 200 coeficientes de correlación para el orden Natural. Se muestran las mediciones
de los patrones negativos, positivos y su resta.
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Capı́tulo 4. Resultados.

En este capı́tulo se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones computacionales y

de las mediciones experimentales. Se presentan imágenes reconstruidas utilizando los 9 ordena-

mientos propuestos para realizar este estudio comparativo cuyas caracterı́sticas son descritas deta-

lladamente en las secciones previas. Se muestran las imágenes reconstruidas por los dos métodos

tratados: sin sensado comprimido, es decir, con suma de patrones y por los algoritmos de sensado

comprimido. En este capı́tulo, se presentan los resultados proporcionados por el algoritmo TVAL3,

mientras que los obtenidos por L1-magic se analizan más adelante, ya que este último no resultó

adecuado para todos los ordenamientos estudiados.

Los porcentajes de los coeficientes o patrones de Hadamard utilizados para la reconstrucción de

estas imágenes fueron de 10%, 20%, 30%, . . . 100%, esto es mejor referido con el término Tasa de

Compresión el cual se puede definir como el número de proyecciones utilizadas en la reconstruc-

ción dividido por el número de pı́xeles totales de la imagen (m/n). Sin embargo, en este capı́tulo

solo se muestran tasas de compresión del 50%, pues de esta forma los detalles visuales entre ca-

da ordenamientos pueden percibirse de mejor manera, además, se evita una saturación visual de

imágenes.
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4.1 Resultados de simulaciones computacionales.

Para estos resultados se recuperó la imagen “Cameraman.tif” y “Pout.tif”, estas son imáge-

nes en escala de grises ampliamente utilizadas en el campo de procesamiento de imágenes como

imágenes de prueba estándar y son algunas de las muchas imágenes dentro de la biblioteca de vi-

sualización de MATLAB.. Las imágenes fueron redimensionadas a un tamaño de 128 × 128 pı́xeles

y se muestran en las figuras 35 y 38.

4.1.1 Reconstrucción de la imagen “cameraman”.

La imagen “cameraman” es una imagen clásica que se ha utilizado ampliamente en el proce-

samiento de imágenes y en la investigación de visión por computadora. La imagen representa a un

hombre con una cámara de vı́deo en la mano y debido a su simplicidad y caracterı́sticas distintivas

el “cameraman.tif” se ha convertido en una herramienta útil para probar y comparar algoritmos y

técnicas de procesamiento de imágenes. Entre sus usos más comunes se encuentra la evaluación de

algoritmos de restauración de imágenes que intentan recuperar detalles perdidos o dañados en una

imagen. La figura 35 muestra la imagen original y la redimensionada, las figuras 36 y 37 muestran

las imágenes reconstruidas con una tasa de compresión del 50 % utilizando suma de patrones y el

algoritmo TVAL3, respectivamente.

(a) (b)

Figura 35: Imagen de prueba “Cameraman”, a) Imagen original, b) Imagen redimensionada a un tamaño de 128 ˆ

128.

53



Figura 36: Reconstrucción de la imagen “cameraman” utilizando suma de patrones de los 9 ordenamientos, se
muestran para una tasa de compresión del 50 %.
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Figura 37: Reconstrucción de la imagen “cameraman” utilizando las matrices de los 9 ordenamientos y el algoritmo
TVAL3, se muestran para una tasa de compresión del 50 %.
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4.1.2 Reconstrucción de la imagen “pout”.

La imagen “pout.tif” también es una imagen clásica de prueba en el campo del procesamiento

de imágenes. Esta imagen muestra una niña con los labios fruncidos con un fondo sencillo resal-

tando los detalles faciales de la niña. A diferencia del “cameraman” la resolución de la imagen

original no es tan alta, además, no presenta variaciones de contraste tan significativas por lo que

es ideal para comparar el desempeño de los ordenamientos en imágenes de caracterı́sticas opues-

tas. La figura 38 muestra la imagen original y la redimensionada, las figuras 39 y 40 muestran

las imágenes reconstruidas con una tasa de compresión del 50 % utilizando suma de patrones y el

algoritmo TVAL3, respectivamente.

(a) (b)

Figura 38: Imagen de prueba “Pout”, a) Imagen original, b) Imagen redimensionada a un tamaño de 128 ˆ 128.
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Figura 39: Reconstrucción de la imagen “pout” utilizando suma de patrones de los 9 ordenamientos, se muestran
para una tasa de compresión del 50 %.
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Figura 40: Reconstrucción de la imagen “pout” utilizando las matrices de los 9 ordenamientos y el algoritmo TVAL3,
se muestran para una tasa de compresión del 50 %.
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4.2 Resultados experimentales.

En esta sección se presentan los resultados obtenidos de las mediciones realizadas en el la-

boratorio de óptica. Como se describió en la sección 3.3.2, los objetos de prueba seleccionados

fueron distintas imágenes impresas en transparencias, esto con el objetivo de maximizar la calidad

en las imágenes reconstruidas garantizando una buena visibilidad de los detalles para su poste-

rior análisis, sin embargo, otro tipo de objetos de prueba también podrı́an proporcionar resultados

viables.

4.2.1 Primeras pruebas realizadas.

En esta primera parte se muestran las imágenes obtenidas de las primeras pruebas experimen-

tales realizadas para familiarizarse con el funcionamiento del DMD y los demás componentes.

Las imágenes de prueba seleccionadas muestran distintas formas incluyendo letras de distintos lo-

gos y figuras de internet con el objetivo de analizar como se comporta la técnica de SPI en distintos

tipos de imagen. En esta fase pruebas se utilizaron dos fuentes de luz, en la figura 41 se muestran

las imágenes reconstruidas utilizando como fuente de iluminación el láser rojo (630´670 ηm) y la

figura 42 muestra las obtenidas al utilizar la lámpara LED. Finalmente una secuencia de imágenes

del mismo objeto se muestran en la figura 43 para mostrar las distintas resoluciones alcanzables

con la técnica.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 41: Conjunto de imágenes recuperadas en el laboratorio con ayuda de una fuente de luz láser. a) Imagen con
letras del nombre Uziel, b) Logo del SUNEO, c) Logo de la Universidad Tecnológica de la Mixteca, d),e),f) Imágenes
aleatorias de internet.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 42: Conjunto de imágenes recuperadas utilizando una fuente de luz LED. a) Imagen con letras del nombre
Uziel, b) Logo del SUNEO, c) Logo de la Universidad Tecnológica de la Mixteca, d),e),f) Imágenes aleatorias de
internet.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 43: Secuencia de imágenes del mismo objeto, reconstruidas con distinto número de patrones obteniendo
resoluciones de: a) 4 ˆ 4, b) 16 ˆ 16, c) 32 ˆ 32, d) 64 ˆ 64, e) 128 ˆ 128
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4.2.2 Reconstrucción logo Universidad Tecnológica de la Mixteca

Una de las imágenes elegidas para la fase de comparación de todos los ordenamientos fue

el logotipo de la Universidad Tecnológica de la Mixteca. Esta imagen fue editada y se convirtió

en un elemento en escala de grises que se caracteriza por sus pequeños detalles que componen

el logotipo y las letras del nombre de la universidad. Esto la hace ideal para analizar cómo se

desempeñan los diferentes ordenamientos en la reconstrucción bajo diversas tasas de compresión.

En la figura 44 a) se muestra la imagen obtenida de la edición del logo original, en la figura 44

b) la obtenida con el 100% de las mediciones, es decir la imagen objetivo al truncar la señal con

distintas tasas de compresión. Las figuras 45 y 46 muestran las imágenes reconstruidas con los

distintos ordenamientos y con una tasa de compresión del 50 % utilizando suma de patrones y el

algoritmo TVAL3, respectivamente.

(a) (b) (c)

Figura 44: Imagen de prueba logo de la Universidad Tecnológica de la Mixteca. a) Imagen original, b) Versión
editada del logo original, c) Imagen objetivo obtenida con el 100% de las mediciones en un tamaño de 128 ˆ 128.
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Figura 45: Reconstrucción del logo de la UTM utilizando suma de patrones de los 9 ordenamientos, se muestran
para una tasa de compresión del 50 %.
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Figura 46: Reconstrucción del logo de la UTM utilizando las matrices de los 9 ordenamientos y el algoritmo TVAL3,
se muestran para una tasa de compresión del 50 %.
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4.2.3 Reconstrucción de la prueba de resolución USAF de 1951

El “1951 USAF Resolution Test Chart” es un estándar utilizado para evaluar la capacidad de

resolución de sistemas ópticos, como cámaras, microscopios y otros dispositivos de imagen. Fue

desarrollado por la Fuerza Aérea de los Estados Unidos en 1951 y desde entonces ha sido amplia-

mente utilizado en el campo de la óptica y la imagenologı́a.

Este gráfico de resolución consiste en una serie de patrones de lı́neas dispuestas en filas y colum-

nas, están diseñados para ser fotografiados o visualizados mediante el sistema óptico que se está

evaluando.

La forma en que estas lı́neas son distribuidas permite evaluar la resolución espacial, el contraste

y el desempeño del sistema óptico en las regiones horizontales y verticales. Esto se logra al ob-

servar el punto más pequeño en el que las lı́neas y los espacios se pueden distinguir claramente.

En la figura 47 a) se muestra la imagen de la prueba original de 1951 [65], en la figura 47 b) una

versión simplificada de la prueba original donde solo se muestran las filas y columnas para una

mejor claridad visual y simplicidad en el análisis, c) La imagen objetivo obtenida con el 100%

de las mediciones. Las figuras 48 y 49 muestran las imágenes reconstruidas con los distintos or-

denamientos y con una tasa de compresión del 50 % utilizando suma de patrones y el algoritmo

TVAL3, respectivamente.

(a) (b) (c)

Figura 47: Imagen de prueba del USAF 1951, a) Imagen original, b) Imagen simplificada de la versión original, c)
Imagen objetivo obtenida con el 100% de las mediciones en un tamaño de 128 ˆ 128.
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Figura 48: Reconstrucción de la imagen de prueba USAF utilizando suma de patrones de los 9 ordenamientos, se
muestran para una tasa de compresión del 50 %.
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Figura 49: Reconstrucción de la imagen de prueba USAF utilizando las matrices de los 9 ordenamientos y el algo-
ritmo TVAL3, se muestran para una tasa de compresión del 50 %.
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Capı́tulo 5. Análisis de resultados.

En este capı́tulo se examinan los resultados obtenidos tanto de las simulaciones computaciona-

les como de las mediciones experimentales. Se lleva a cabo una comparación del rendimiento de

los 9 métodos de ordenamiento de la matriz de Hadamard seleccionados para la reconstrucción de

las imágenes de prueba utilizadas destacando sus puntos fuertes y débiles en términos de la cali-

dad visual. Además, se contrastan los espectros de las transformadas Hadamard y los coeficientes

experimentales obtenidos. Se evalúa la calidad de las imágenes reconstruidas haciendo uso de una

prueba de evaluación ampliamente utilizada en el estado del arte. También se comparan los resul-

tados obtenidos por los algoritmos de sensado comprimido empleados en este estudio. Por último,

se presentan las mediciones de los tiempos de cómputo asociados con cada una de las técnicas de

reconstrucción de las imágenes.

5.1 Simulaciones computacionales.

En esta sección, analizamos las imágenes reconstruidas en la fase de simulaciones computacio-

nales, comparando el rendimiento de cada método de ordenamiento en las dos imágenes utilizadas.

El propósito principal de aplicar la técnica de single-pixel imaging mediante simulaciones, en

lugar de confiar únicamente en la parte experimental, fue el de familiarizarse hasta alcanzar un

dominio adecuado de esta novedosa técnica de reconstrucción de imágenes. Sin embargo, otro

objetivo fundamental fue proporcionar una pauta de referencia para determinar los resultados es-

perados de su aplicación en el laboratorio permitiéndonos visualizar en qué medida la práctica

experimental se desvı́a de la técnica en su estado ideal.

Ya que el objetivo de estudio en este trabajo de tesis se centra en comparar el desempeño de ca-

da ordenamiento a la hora de reducir las mediciones experimentales, la comparación entre cada

imagen reconstruida debe hacerse con respecto a la imagen objetivo, es decir a la imagen que se

obtiene con el 100% de los coeficientes, estas imágenes se muestran en las figuras 35 (b) y 38 (b).

Las figuras 36 y 39 muestran la reconstrucción de las imágenes utilizando la técnica de SPI sola-

mente con la suma de patrones de cada ordenamiento empleando el método descrito por la ecuación

4, es decir, sin ayuda de la herramienta de sensado comprimido que mejore la calidad de cada ima-

gen.

Es fácil notar en estas imágenes que el ordenamiento Natural de la matriz de Hadamard presenta

el peor desempeño de todos, proporcionando en todos los casos algo similar a una superposición

del objeto de prueba en la imagen, es decir, parece que tanto la imagen del cameraman como pout
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parecen haber sido cortados por la mitad y superpuestos en dos regiones de la imagen, esto no nos

permite considerar la reconstrucción como un resultado cercano a la imagen objetivo.

Con respecto a los ordenamientos Secuencial, Walsh-Paley y GCS` se puede notar que los tres

proporcionaron resultados en extremo similares, no es de extrañar para el caso de GCS` pues

su construcción tiene la misma base que el orden Secuencial (código Gray), sin embargo, para el

orden Walsh-Paley se presenta como una curiosa coincidencia, aun ası́, para tasas de compresión

distintas del 50% esto no se vuelve a repetir como se verá más adelante. En estos tres métodos

de ordenamiento es fácil notar regiones con bordes dentados o patrones de escalera, caracterı́sticas

tı́picas del aliasing fuertemente presentes en detalles de la imagen que se muestran en orienta-

ciones inclinadas como los bordes de las personas en ambas imágenes o el bastón de la cámara,

contrario a detalles rectos que se ven beneficiados de este hecho. En cualquier caso presenta un

mayor acercamiento a la imagen objetivo que el orden Natural permitiendo ver una calidad muy

aceptable.

Comparando el orden GCS` con el GCS´ se puede apreciar una diferencia muy notable entre am-

bos y es el hecho de que los bordes dentados o patrones de escalera se muestran en disposiciones

verticales para el orden GCS` y horizontales para el orden GCS´, de esta forma el ordenamiento

GCS` permite tener mejor calidad de recuperación para los elementos horizontales en las imáge-

nes y el caso contrario para GCS´ recuperando mucho mejor los verticales . Esto es una clara

consecuencia del criterio de obtención de estos ordenamientos siendo que la secuencia de los pa-

trones que construyen la matriz de los ordenamientos son los traspuestos de uno con respecto al

otro, de esta forma, la frecuencia espacial se ve implicada en la reconstrucción de las imágenes

horizontalmente o verticalmente según sea el caso del ordenamiento.

No obstante, para los ordenamientos en zigzag, es decir, el método GCS`S y GCS´S esto no se

repite a pesar de que la base de construcción de estos ordenamientos son los dos anteriores respec-

tivamente. En otras palabras, el criterio de este ordenamiento de seleccionar los patrones en forma

zigzageante de GCS` y GCS´ permitió reducir al mı́nimo las tendencias de bordes dentados ho-

rizontales y verticales difuminando estos defectos. Sin embargo, el precio a pagar es una región de

puntos borrosos alrededor de las zonas donde ocurren cambios en el contraste, logrando difuminar

el contraste general de las imágenes esto es muy notable en la imagen del cameraman pues los

saltos de contraste y los bordes remarcados de los elementos que lo conforman son mayores que

los que contiene pout, de hecho, como ya se mencionó, esta última parece tener detalles suavizados

por la textura general de la imagen lo que disminuye la notoriedad de estos aspectos.

Algo similar ocurre con el ordenamiento Cake-cutting donde las imágenes reconstruidas presen-

tan, de nueva cuenta, las zonas con puntos borrosos, sin embargo, hay una clara reducción de este
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efecto con respecto a los ordenamientos en zigzag, aun ası́, la reducción o difuminación en los

cambios en el contraste sigue presente.

De cualquier forma, los ordenamientos GCS`S, GCS´S y Cake-cutting presentaron resultados

muy cercanos a la imagen objetivo permitiendo mostrar detalles más finos y difuminando los pa-

trones dentados que se presentan en el resto de ordenamientos. Por supuesto, la clara disminución

en el contraste o las zonas de puntos borrosos hacen que la calidad empeore, sin embargo, la cali-

dad visual perceptible nos permite determinar fácilmente la estructura e información relevante de

las imágenes de prueba.

Tanto en las imágenes mostradas en la figura 36 como en la 39, se puede observar un claro gana-

dor en cuanto al rendimiento de la reconstrucción de las imágenes proporcionado por el método

de ordenamiento descendente. En estas imágenes, se aprecia visualmente una mayor fidelidad con

respecto a la imagen objetivo. Esto se evidencia en la capacidad de mostrar con más precisión los

detalles en el rostro tanto del cameraman como de pout. No se observa una disminución en los

cambios de contraste ni la presencia de patrones dentados, solo se percibe un ligero efecto de pun-

tos borrosos, apenas notable en el cielo de fondo del cameraman.

Finalmente, en las imágenes 37 y 40 se muestran los efectos de sensado comprimido sobre la

reconstrucción de las imágenes, nuevamente con el propósito de acercarse más a la imagen obje-

tivo. En lineas generales, lo que permitió SC fue una mejora de la calidad visual en los resultados

de todos los métodos de ordenamiento presentados tanto en cameraman como en pout resaltando

tres puntos principales:

‚ Una notable disminución de los bordes dentados suavizando estos defectos en los ordena-

mientos que los presentaron.

‚ Una mejora en el control del contraste principalmente en GCS`S, GCS´S y Cake-cutting

donde el defecto de suavizado o de opacidad del contraste fue eliminado totalmente, de igual for-

ma, en estos ordenamientos las regiones de puntos borrosos fueron eliminadas.

‚ En el ordenamiento descendente mejoró el contraste y remarcó la visibilidad de los bordes

en los elementos de las imágenes, sin embargo, de acuerdo con la percepción visual, el efecto que

tuvo la aplicación de SC sobre este ordenamiento parece haber alejado la fidelidad con la imagen

objetivo eliminando los detalles faciales y teniendo un efecto similar al desenfoque.

70



5.1.1 Espectros de Hadamard.

La aplicación de la transformada de Hadamard utilizando la ecuación 15 o 18, permite ver el

llamado espectro de Hadamard, y cuyo análogo puede ser el espectro de Fourier obtenido por me-

dio de su transformada respectiva. Estos espectros generalmente se visualiza como un gráfico 2D

llamado “espectro de potencia” o energı́a. Y entre sus usos comunes se destaca la compresión de

imágenes al eliminar las frecuencias de menor energı́a, lo que permite reducir la cantidad de datos

necesarios para almacenar la imagen.

En la figura 51 se muestran los espectros resultantes de la aplicación de la transformada Hadamard

a la imagen cameraman de 64ˆ 64 pı́xeles utilizando las matrices de los ordenamientos discutidos

obtenidos. En la figura 50 se muestra como referencia de comparación el espectro de la Transfor-

mada de Fourier aplicada a la misma imagen.

La visualización de estos espectros permite apreciar la concentración de energı́a para cada método

de ordenamiento [5] [56]. En el caso del orden Natural, tiende a dispersar la energı́a en todo el espa-

cio, mientras que el orden Secuencial concentra hacia las esquinas superiores derecha e izquierda.

Walsh-Paley permite permite distinguir 4 regiones distintas, concentrando la mayor energı́a en la

esquina superior izquierda caso similar a los métodos GCS` y GCS´, de hecho, la concentración

en esta región en particular justifica el escaneo en zigzag para los métodos GCS`S y GCS´S

lo que promueve un espectro resultante concentrado en la parte superior, correspondiente a los

primeros patrones de proyección. Este mismo caso se repite para Cake-cutting y descendente, des-

tacando este último por su gran concentración de energı́a en la parte superior, logrando incluso un

gradiente suavizado en su intensidades, es decir, las tonalidades de la escala de intensidades varı́an

de acuerdo a su intensidad en orden descendente de relevancia.

Figura 50: Visualización del espectro de la Transformada de Fourier aplicada a la imagen cameraman.
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Figura 51: Visualización de los espectros de la Transformada de Hadamard para cada uno de los métodos de orde-
namiento aplicada a la imagen cameraman.
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5.2 Mediciones experimentales.

En esta sección analizamos nuevamente las imágenes reconstruidas comparando el rendimien-

to de cada ordenamiento pero esta vez en la fase de las pruebas experimentales.

Las figuras 45 y 48 muestran los resultados de la recuperación de dichas imágenes para una tasa de

compresión del 50%, es decir, habiendo truncado la mitad de la señal o coeficientes de correlación

y sin utilizar algoritmos de sensado comprimido.

En lineas generales el desempeño de los ordenamientos en los resultados proporcionados siguen

las descripciones dadas en la sección 5.1. Nuevamente el ordenamiento Natural genera una especie

de superposición vertical de la mitad de la imagen, alejándose demasiado de la fidelidad original.

Los ordenamientos Secuencial, Walsh-Paley y GCS` son muy similares entre sı́ y la comparación

entre GCS` y GCS´ repite el comportamiento anterior, es decir, para el caso del USAF 1951 las

lineas horizontales se ven mejor recuperadas para el GCS` y perdiendo muchos detalles en las li-

neas verticales, y viceversa para el GCS´, lo cual también es evidente, aunque de forma más sutil,

para la imagen del logo de la UTM en la que los detalles verticales y horizontales de las letras se

ven comprometidos según sea el caso.

Nuevamente los dos ordenamientos de Zigzag y Cake-cutting presentan el mejor desempeño en

calidad visual con respecto a los anteriores, aunque muestran muy ligeramente los puntos borrosos

descritos previamente alrededor de las regiones de cambio de contraste. Finalmente, el desempeño

del orden descendente, tanto para UTM como para USAF presenta la mejor fidelidad visual, pro-

vocando que las diferencias entre las imágenes obtenidas con este ordenamiento y las imágenes

objetivo sean prácticamente indistinguibles.

A pesar de lo descrito anteriormente, es importante mencionar que en la fase experimental, las

diferencias entre los resultados de cada método de ordenamiento son más difı́ciles de distinguir

que en el caso de las simulaciones. Esto podrı́a atribuirse a cualquier interferencia que pudo haber

provocado ruido en las intensidades registradas, manifestando el hecho de que estos resultados son

la aplicación experimental del escenario ideal, donde la falta de distinción entre los métodos de

ordenamiento refleja las discrepancias entre la teorı́a y la práctica de la técnica de Single-Pixel

Imaging.

El hecho de la poca distinguibilidad entre ordenamientos se vuelve aun más notorio en las imáge-

nes reconstruidas mostradas en las figuras 46 y 49 donde la aplicación de sensado comprimido

atenúa aun más esta diferencias haciendo que sea casi imperceptible distinguir entre ordenamien-

tos, a menos que se tenga gran atención al detalle. Sin embargo, esto resalta la gran fidelidad entre

estas reconstrucciones y las imágenes objetivo pues de la misma forma que ocurrió en las simu-

laciones, la ayuda de sensado comprimido mejoró la calidad visual de todas las reconstrucciones
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quitando cualquier defecto presente.

De esta forma, para visualizar mejor las diferencias entre ordenamientos, en las figuras 52 y 53, se

presentan las imágenes reconstruidas para UTM y USAF con una tasa de compresión del 10%, y

sin sensado comprimido, respectivamente. Esta vez las caracterı́sticas distintivas de cada método

de ordenamiento son muy notorias, realzando las descripciones previamente proporcionadas.

La presencia de estas caracterı́sticas resalta los defectos en las reconstrucciones, donde para los

ordenamientos Natural, Secuencial, Walsh-Paley, GCS` y GCS´, la calidad visual es deficiente y

la fidelidad con respecto al objeto original se pierde casi por completo.

Por otro lado, indiscutiblemente, los ordenamientos GCS`S GCS´S y Cake-cutting presentan un

mejor desempeño con respecto a los anteriores al permitir una visualización adecuada del objeto

de prueba y ofrecer una cercanı́a muy buena con la imagen objetivo. Sin embargo, el orden des-

cendente sobresale al lograr una reconstrucción excepcional del objeto de prueba, permitiendo la

visualización clara tanto del logo UTM como de la prueba USAF, incluso con una reducción del

90% en el número total de coeficientes o de la señal.

Por supuesto, utilizar sensado comprimido bajo estas condiciones resulta igualmente beneficioso

como se puede ver en las imágenes de las figuras 54 y 55, donde se destaca el buen desempeño del

ordenamiento descendente en el que la calidad visual y la fidelidad a la imagen objetivo son sor-

prendentes. Esto sin olvidar mencionar que en los ordenamientos GCS`S GCS´S y Cake-cutting,

el algoritmo de sensado comprimido mejora aún más sus resultados.

Para resaltar aun más las diferencias en el desempeño de los métodos de ordenamiento, en la figura

56 se presentan gráficas de los coeficientes de correlación obtenidos de las mediciones experimen-

tales para cada ordenamiento utilizando la imagen de prueba del logo de la UTM. Aquı́ se puede

apreciar que la manera en que los coeficientes se ordenan cambia con el aumento del número de pa-

trones proyectados para cada método de ordenamiento. Sin embargo, es evidente que la tendencia

general es que las magnitudes absolutas de los coeficientes disminuyan a medida que aumenta el

número de patrones, lo que resulta en una acumulación o concentración efectiva de los coeficientes

en los primeros patrones proyectados. En otras palabras, los métodos de ordenamiento de la matriz

de Hadamard tienden a concentrar los coeficientes de mayor peso en los primeros patrones que son

proyectados. De hecho, aquellos que logran hacerlo lo mejor posible son los que presentan mejores

resultados en las imágenes reconstruidas. Especı́ficamente, esto se refleja en una correlación entre

los buenos resultados en calidad visual de los métodos de ordenamiento GCS`S, GCS´S, Cake-

cutting y, especialmente, en el método descendente, y la capacidad de concentrar los coeficientes

de correlación hacia los primeros patrones.
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Figura 52: Reconstrucción del logo de la UTM utilizando suma de patrones de los 9 ordenamientos, se muestran
para una tasa de compresión del 10 %.
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Figura 53: Reconstrucción de la imagen de prueba USAF utilizando suma de patrones de los 9 ordenamientos, se
muestran para una tasa de compresión del 10 %.
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Figura 54: Reconstrucción del logo de la UTM utilizando las matrices de los 9 ordenamientos y el algoritmo TVAL3,
se muestran para una tasa de compresión del 10 %.
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Figura 55: Reconstrucción de la imagen de prueba USAF utilizando las matrices de los 9 ordenamientos y el algo-
ritmo TVAL3, se muestran para una tasa de compresión del 10 %.
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Figura 56: Comparación gráfica de los coeficientes de correlación obtenidos de los 9 métodos de ordenamiento para
la reconstrucción de la imagen del logo UTM.

79



5.3 Pruebas de evaluación.

Hasta este punto se han analizado las imágenes reconstruidas con ayuda de la percepción visual

que una persona común podrı́a tener simplemente observando una imagen y extrayendo informa-

ción de ésta. Sin embargo, para dar conclusiones más rigurosas se requiere de una métrica que

evalúe los resultados cuantitativamente y proporcione una perspectiva distinta. Existen múltiples

métricas de evaluación usadas para la realizar pruebas de fidelidad entre una imagen de referencia

y una distorsionada.

La métrica de calidad de referencia completa más simple y ampliamente utilizada es el error

cuadrático medio, MSE, por sus siglas en inglés, el cual es calculado promediando las diferen-

cias de intensidad al cuadrado de los pı́xeles de la imagen distorsionada y de referencia, junto con

la cantidad relacionada de relación señal-ruido pico (PSNR). Estas suelen ser métricas atractivas

porque son simples de calcular, tienen significados fı́sicos claros y son matemáticamente conve-

nientes en el contexto de la optimización. Sin embargo, no están muy bien relacionadas con la

calidad visual percibida.

El Índice de Similitud Estructural, SSIM, es un paradigma para la evaluación de calidad en imáge-

nes, basado en la hipótesis de que el sistema visual humano está altamente adaptado para extraer

información estructural, propuesto por Wang Z. et. al. en [66]. SSIM compara patrones locales de

intensidades de pı́xeles que han sido normalizados para luminancia y contraste y para explorar la

información estructural en una imagen, separa la influencia de la iluminación, definiendo la in-

formación estructural en una imagen como aquellos atributos que representan la estructura de los

objetos en la escena, independientemente del brillo promedio y del contraste.

Por todas estas razones, la prueba SSIM fue elegida como métrica para evaluar las imágenes re-

construidas para distintas tasas de compresión teniendo como imagen de referencia aquella que

es obtenida con el 100% de las mediciones de los coeficientes de correlación. Tanto MSE como

PSNR fueron excluidas como métricas debido a que hay evidencia de que, en algunos casos, no

produce resultados coherentes con la percepción visual [66].

La métrica SSIMpx, yq se calcula mediante:

SSIMpx, yq “
p2µxµy ` c1qp2σxy ` c2q

pµ2
x ` µ2

y ` c1qpσ2
x ` σ2

y ` c2q
(34)

donde x representa la imagen de referencia y y es la imagen a evaluar, µx y µx son los valores

medios de x y y, respectivamente, σxy es la covarianza de x y y; σ2
x y σ2

y es la varianza de de x y y;

y c1 y c2 son constantes para estabilizar la división.

Esta métrica fue calculada usando la función en Matlab ssim esta función toma como argumentos
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de entrada dos imágenes y devuelve un valor que representa la similitud estructural entre ellas y

cuanto más cercano sea su valor a 1, mayor será la similitud entre las imágenes.

En las figuras 57 y 58 se presentan las gráficas de los valores obtenidos por la función ssim

aplicada a las imágenes reconstruidas utilizando suma de patrones y el algoritmo TVAL3, res-

pectivamente. Estas gráficas abarcan las cuatro imágenes de prueba y se muestran para tasas de

compresión del 10% hasta 100% en intervalos de 10%.

Al analizar los resultados arrojados por esta métrica de evaluación podemos notar, como era de

esperarse, que el peor desempeño es obtenido con el orden Natural de la matriz de Hadamard,

seguidos por los métodos Secuencial y Walsh-Paley con valores de SSIM entre 0.5 y 0.6 para las

reconstrucciones computacionales y 0.6-0.7 para las experimentales para tasas de compresión del

10%. También se puede apreciar una coincidencia en los valores obtenidos por SSIM para los or-

denamientos Secuencial, Walsh-Paley, GCS`, incluso GCS´ a una tasa de compresión del 50%

algo esperado dada la similitud visual anteriormente discutida, resaltando esta coincidencia para

cameraman y UTM (figura 57 (a) y (c)).

Las mejores puntuaciones fueron obtenidas por los métodos GCS`S, GCS`S, Cake-cutting y des-

cendente disputando valores cercanos, a veces superiores o inferiores entre sı́, esto para las cuatro

imágenes de prueba. Sin embargo, a diferencia del análisis perceptual realizado anteriormente, el

método descendente no sobresale entre los mencionados, manteniendo valores SSIM entre los me-

jores pero de forma modesta, es decir, por debajo de puntajes de 0.7 o incluso 0.6 según sea el

caso, de hecho, para el caso de UTM, parece que su desempeño fue el segundo peor. Estos resul-

tados curiosos y poco esperados pueden deberse al hecho de que, para esta imagen de prueba en

especifico, la reconstrucción mediante el método descendente se realizó posterior a las mediciones

experimentales, es decir, el método descendente fue aplicado a los coeficientes ya obtenidos con

el ordenamiento Natural, a diferencia de la imagen USAF donde las mediciones experimentales

corresponden a las obtenidas por este ordenamiento al desplegar los patrones sobre la imagen, lo

que puede generar incongruencias dentro de la estructura de la imagen. La razón de haber realizado

el procedimiento de esta manera, es que en principio no deberı́a haber diferencias entre realizar la

medición los patrones del orden descendente directamente a realizarlo de manera indirecta utili-

zando mediciones previas, pues precisamente esa es la idea central del método descendente.

Finalmente, para el caso de la aplicación del algoritmo TVAL3 en la reconstrucción de las imáge-

nes mostradas en las gráficas de la figura 58, se observa que la tendencia general fue mejorar la

puntuaciones obtenidas por la prueba SSIM, logrando puntuaciones entre 0.7 y 0.8 a una tasa de

compresión del 10% para los mejores ordenamientos en las simulaciones y valores cercanos o

incluso superiores a 0.9 en algunos métodos para las reconstrucciones experimentales.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 57: Comparación de los métodos de ordenamiento Natural, Secuencial, Walsh-Paley, GCS+, GCS-, GCS+S,
GCS-S, Cake-cutting y descendente bajo la prueba de evaluación SSIM en la reconstrucción de las imágenes con suma
de patrones. a) Cameraman, b) Pout, c) UTM, d) USAF.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 58: Comparación de los métodos de ordenamiento Natural, Secuencial, Walsh-Paley, GCS+, GCS-, GCS+S,
GCS-S, Cake-cutting y descendente bajo la prueba de evaluación SSIM en la reconstrucción de las imágenes con
ayuda del algoritmo TVAL3. a) Cameraman, b) Pout, c) UTM, d) USAF

5.3.1 Calidad perceptual contra precisión.

Como se explicó previamente, se obtuvieron resultados contrastantes al evaluar las imágenes

recuperadas con el método descendente. Por un lado es innegable que, de un análisis visual, las

imágenes recuperadas por este método fueron superiores a cualquier otro incluso para tasas de

compresión del 10% (ver figuras 52 -55). Sin embargo, esto no parece concordar con los punta-

jes poco destacables obtenidos por medio del análisis preciso del Índice de Similitud Estructural
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(SSIM).

Un estudio realizado por Y. Blau et al. [67] sobre la calidad perceptual en imágenes reconstruidas

con algoritmos de súper-resolución (aumento desde una baja a una alta resolución) destacó que la

precisión de reconstrucción y la calidad perceptual suelen estar en desacuerdo entre sı́. Es decir,

“los modelos que sobresalen en minimizar el error de reconstrucción tienden a producir resultados

visualmente desagradables, mientras que los modelos que producen resultados con una calidad

visual superior reciben calificaciones bajas según medidas de distorsión como PSNR, SSIM, IFC,

etc.” [67]. Esto se ilustra visualmente en las imágenes mostradas en la figura 59 extraı́das de dicho

estudio, donde se muestra la inconsistencia entre los puntajes obtenidos para tres algoritmos de

súper-resolución bajo pruebas estándar y la calidad visual perceptual que ofrecen.

En este estudio definen la calidad perceptual como la calidad visual de la imagen reconstruida

independientemente de su similitud con cualquier imagen de referencia. Es decir, es el grado en

que la reconstrucción se asemeja a una imagen natural válida. Este argumento es relevante para

explicar las inconsistencias encontradas al evaluar los resultados del método descendente con la

métrica SSIM y la calidad visual que presentan.

Figura 59: Inconsistencia entre los valores de PSNR/SSIM y la calidad perceptual en algoritmos de súper-resolución,
comparación extraı́da de [67].

5.4 Algoritmo TVAL3 contra L1-magic.

En esta sección se comparan imágenes de 64 ˆ 64 reconstruidas con los métodos de ordena-

miento tratados contrastando el desempeño del algoritmo TVAL3 contra L1-magic.

La figura 60 compara la reconstrucción de la imagen cameraman entre estos dos algoritmos para

una tasa de compresión del 50%. Como se mencionó al inicio del capı́tulo 4, las imágenes recupe-

radas con el algoritmo L1-magic fueron reservadas para mostrarse en este capı́tulo, pues presentó

inconvenientes en su uso. Uno de estos problemas fue que el algoritmo no podı́a resolver el proble-

ma de reconstrucción con cada una de las matrices utilizadas en este estudio, especı́ficamente las
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matrices GCS´S, Cake-cutting y descendente presentaron resultados totalmente reprobables. Un

segundo problema se presentó en el tiempo de computo de este algoritmo pues para estas recons-

trucciones presento un desempeño demasiado lento al contrastarlo con los tiempos ligeramente

cortos que presentó TVAL3, esto es discutido detalladamente más adelante.

Estos problemas hacen inviable tratar con matrices de buen desempeño y más aun, reconstruir

imágenes de mayor resolución. Sin embargo, sorprendentemente el algoritmo L1-magic presentó

una mayor calidad visual en las imágenes reconstruidas con los métodos Secuencial, Walsh-Paley,

GCS`, GCS´ y GCS`S que el TVAL3, aunque el costo a pagar es un tiempo de cómputo 10

veces mayor o más y limitando el tamaño de las imágenes reconstruidas.

(a) (b)

Figura 60: Comparación de algoritmos de sensado comprimido utilizados para reconstruir la imagen cameraman de
un tamaño de 64 ˆ 64 con una tasa de compresión del 50%. (a) L1-magic, (b) TVAL3.
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5.5 Tiempos de cómputo.

Como se detalló en las secciones 2.1.2 y 2.3.2, existen distintos métodos para llevar a cabo la

reconstrucción de las imágenes, cada uno de con sus caracterı́sticas distintivas, ası́ como ventajas

y desventajas propias. En esta sección, se evalúan los tiempos de cómputo requerido para realizar

estos cálculos de reconstrucción. Los cálculos y mediciones de los tiempos se realizaron en una

computadora con un procesador Intel core i5 7200U a 2.5 GHz de 2 núcleos, 4 hilos y 8Gb de

memoria RAM, utilizando una versión de Matlab R2019a, en el sistema operativo Windows 10

Home Single Language. La imagen seleccionada para ser reconstruida con las técnicas evaluadas

fue nuevamente el “cameraman”, y se realizó un promedio entre 5 mediciones de tiempo.

Aunque el rendimiento puede variar entre imágenes, el propósito de la evaluación de los tiempos de

cómputo es observar las diferencias de magnitud entre estas técnicas de recuperación. Se evaluaron

las 4 técnicas de reconstrucción anteriormente descritas, siendo:

a) Inversa de la transformada de Hadamard, obtenida mediante la ecuación 17

rf s “
1

N2
rHsrF srHs

b) Inversa de la transformada Hadamard desde el enfoque de vector unidimensional, llamado tam-

bién “flatten” (aplanado) [6], utilizando la ecuación 19.
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c) Sumatoria de Patrones de Hadamard, utilizando la ecuación 4.
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d) Por medio de algoritmos de sensado comprimido, TVAL3 o L1-magic, en este caso.

En la figura 61 (a) se presenta una gráfica de barras que muestra los tiempos de cómputo de ca-

da método para reconstruir una imagen de 128ˆ 128, la más alta resolución tratada en este estudio

y por tanto, el desempeño de mayor tiempo. En la figura 61 (b) se muestran para las reconstruccio-

nes de misma imagen pero con resoluciones entre 2ˆ 2 y 128ˆ 128 y para una tasa de compresión

del 100%.

De las evaluaciones realizadas para la reconstrucción de la imagen de 128 ˆ 128 (figura 61 (a)) se

puede observar claramente como el método más rápido es la aplicación de la inversa de la trans-

formada Hadamard, con un tiempo menor a una milésima de segundo. Seguido por el método
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“flatten” de la inversa de Hadamard con ligeramente más de un segundo, luego, la técnica de su-

matoria, que muestra un desempeño mucho más lento con casi 9 segundos. Finalmente el método

de reconstrucción más lento llegando a casi 15 segundos es la aplicación de sensado comprimido

con el algoritmo TVAL3. Esta tendencia se mantiene para los otros tamaños de imagen como se

puede ver en la figura 61 (b).

En la figura 62 se muestra una comparación en los tiempos de cómputo para la reconstrucción

del “cameraman” de 64 ˆ 64 pı́xeles utilizando los algoritmos TVAL3 y L1-magic a una tasa de

compresión del 50% y para todas las matrices de los ordenamientos. Se puede notar la enorme

cantidad de tiempo que le toma a L1-magic resolver la reconstrucción de imágenes, tardando un

tiempo máximo de alrededor de 230 segundos mientras que para TVAL3 el desempeño más lento

fue de apenas 7 segundos. Esto permite ver el significativo avance que se ha tenido en los algorit-

mos de sensado comprimido.

A pesar de las contrastantes diferencias en tiempos de cómputo de cada técnica de reconstruc-

ción, cada una presenta una serie de ventajas que puede compensar su desempeño. Por ejemplo,

en el caso de la inversa de Hadamard, aunque tuvo por mucho el menor tiempo de reconstrucción

esta técnica solo puede utilizar los demás ordenamientos si la inversa de su matriz existe, caso

similar con la técnica del segundo mejor tiempo, además, en ambas técnicas se pueden presentar

problemas al momento de trabajar con tasas de compresión muy especificas que no segmenten las

matrices apropiadamente. Esto no ocurre con la técnica de sumatoria, pues a pesar de su relativa-

mente elevado tiempo de reconstrucción se puede elegir cualquier número especı́fico de patrones

en la reconstrucción y no solo determinados porcentajes. En el caso del algoritmo TVAL3, aun-

que presentó el mayor tiempo de reconstrucción, se destaca como la mejor opción para obtener

una muy buena calidad visual en la imagen reconstruida incluso con las tasas de compresión más

bajas.
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(a) (b)

Figura 61: Comparación de los tiempos de cómputo de las técnicas de reconstrucción de imágenes en Single-Pixel
Imaging. (a) Para una misma resolución 128 ˆ 128. (b) Para distintas resoluciones, 32 ˆ 32, 64 ˆ 64 y 128 ˆ 128.

Figura 62: Comparación de los tiempos de cómputo en la reconstrucción de la imagen cameraman utilizando los
algoritmos de sensado comprimido, TVAL3 y L1-magic, para la reconstrucción del “cameraman” de 64 ˆ 64 pı́xeles.
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Capı́tulo 6. Conclusiones.

En este trabajo de tesis se presentó un marco de comparación entre diversos métodos de orde-

namiento de la matriz de Hadamard. La matriz de Hadamard es ampliamente utilizada como base

de muestreo en el área de formación de imágenes de un solo pı́xel gracias a sus propiedades como

la ortogonalidad y valores binarios de sus vectores base lo que permite un buen desempeño en la

técnica. Este método de formación de imágenes presenta ventajas significativas al mostrarse como

una plataforma de prueba para distintas tecnologı́as como la utilización de detectores que estén

fuera del espectro visible o en ciencias de la computación.

Sin embargo, en contextos donde el tiempo es un factor crucial, como en la construcción de vı́deos

en tiempo real, es imprescindible reducir la cantidad de vectores base, o patrones de Hadamard,

seleccionando aquellos que son más relevantes en la reconstrucción de la imagen. Esta reducción

permite una compresión de la señal de medición y una significativa reducción en el tiempo de ad-

quisición, sin comprometer la calidad de la imagen reconstruida.

El análisis se llevó a cabo desde un enfoque tanto experimental como mediante simulaciones

computacionales, en los cuales se reconstruyeron imágenes utilizando distintos métodos de ordena-

miento de la matriz de Hadamard. Estos métodos han demostrado un buen desempeño en estudios

previos y han permitido una reducción significativa de los vectores base utilizados, al mismo tiem-

po que han logrado una compresión de la señal de medición.

Durante todo el procedimiento se utilizó el software de MATLAB el cual se presentó como una

plataforma ideal gracias a su versatilidad, variedad de herramientas y funciones especificas su-

mamente útiles para llevar a cabo la técnica. La experimentación se realizó en un laboratorio de

óptica utilizando componentes simples pero que requirieron un entorno desarrollado en LabView

bien optimizado para la utilización de todo el sistema en conjunto, eligiendo como objetos de prue-

ba transparencias de imágenes especificas y utilizando una fuente de luz láser y LED, este último

para mejorar la calidad de los resultados.

Los métodos de ordenamiento analizados en este trabajo han sido propuestos por diversos au-

tores y presentan diferentes enfoques y criterios para seleccionar los vectores de la base Hadamard,

algunos con mejor desempeño que otros [41, 42, 52, 56, 57], tal como se describió en su sección

respectiva. Sin embargo, en este trabajo de tesis se propuso utilizar un ordenamiento particular con

el objetivo de explorar la relación entre la calidad visual de la imagen reconstruida y la magnitud

de los coeficientes de correlación de cada patrón.
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Este ordenamiento de la base de Hadamard fue de interés en este trabajo, refiriéndose a él como

ordenamiento descendente. Con este método se propuso ordenar los patrones según la magnitud

de sus coeficientes de correlación con ayuda de una medición previamente realizada de algún otro

ordenamiento, por ejemplo el Natural, de esta forma, cada patrón anteriormente utilizado se eti-

quetó con su coeficiente respectivo lo que permitió ordenarlos con base en esta magnitud en una

región altamente concentrada de la señal, lo cual permitió reducir enormemente el tamaño de la

medición.

Todas las imágenes analizadas fueron reconstruidas utilizando la técnica de suma de patrones de

los ordenamientos. Esta técnica permitió seleccionar las tasas de compresión deseadas. Además,

se emplearon algoritmos de sensado comprimido para mejorar la calidad de las reconstrucciones.

Estas imágenes fueron evaluadas desde una perspectiva perceptual y también por medio de una

prueba bastante utilizada en el área, la métrica del Índice de Similaridad Estructral, SSIM. A partir

de estas evaluaciones se puede concluir que, aunque el método descendente es relativamente sen-

cillo presentó los mejores resultados en términos de calidad perceptual, logrando que las imágenes

reconstruidas obtuvieran gran fidelidad visual incluso bajo una alta compresión de la señal, resul-

tados que replican lo encontrado en [57]. Sin embargo, esto no se vio reflejado en las puntuaciones

obtenidas por la métrica SSIM.

El análisis comparativo entre el resto de ordenamientos determinó que los que presentaron el mejor

desempeño tanto en calidad perceptual como en técnicas precisas de evaluación fueron los basados

en un escaneo en zigzag (GCS`S y GCS´S) y Cake-cutting cuyas imágenes reconstruidas pre-

sentaron una gran calidad y fidelidad visual con las imágenes objetivo. Estos resultados confirman

estudios previos dentro del área. [41] [42].

Se presentaron las gráficas de los coeficientes de correlación obtenidos de las mediciones expe-

rimentales y una visualización de los espectros de Hadamard de cada método de ordenamiento,

ambos permitieron visualizar el desempeño de cada ordenamiento justificando la gran calidad ob-

tenida en los resultados.

Además de las evaluaciones de calidad realizadas a dichas imágenes, se midieron los tiempos de

cómputo de las técnicas de reconstrucción de imágenes utilizadas en Single-Pixel Imaging, como

son: la inversa de la transformada Hadamard, la suma de patrones y los algoritmos de sensado

comprimido. Estas mediciones determinaron que el método más lento es el uso de algoritmos de

sensado comprimido pero compensándolo con la gran calidad de las imágenes reconstruidas, mien-

tras que el más rápido es el uso de la inversa Hadamard. Sin embargo, este último se ve limitado

por la existencia de las inversas de las matrices de los métodos de ordenamiento.

Como un comentario adicional, cabe mencionar la importancia de los métodos de almacenamien-
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to de las imágenes reconstruidas. Dentro del entorno de Matlab se pueden utilizar las funciones

imwrite y print. La función imwrite permite guardar la matriz recuperada como una ima-

gen logrando un suavizado en la textura de los pı́xeles. Por otro lado, print funciona de manera

similar a una captura de pantalla, lo que permite preservar la fidelidad de los pı́xeles, especial-

mente útil para observar detalles sutiles. Además, al combinar estas funciones con imresize, es

posible aumentar la resolución de las imágenes obtenidas, lo que elimina esta restricción y permite

una mayor calidad visual de los resultados.

En conclusión, este estudio ofrece una vı́a óptima para la selección de métodos de ordenamien-

to de la matriz de Hadamard para la reconstrucción de imágenes cuando solo se requiera adquirir

una porción de la señal de medición sin comprometer la eficiencia en términos de tiempo de cómpu-

to ni sacrificar la calidad visual. Se determinó que los métodos GCS`S, GCS´S y Cake-cutting

ofrecen los mejores desempeños tanto perceptiblemente como de precisión. El método descenden-

te mostró los mejores resultados visuales solo desde la evaluación perceptual en estas imágenes, la

evaluación realizada con la prueba SSIM permitió determinar que la estructura en general de las

imágenes obtenidas por el método descendente no es la mejor, razón de la inconsistencia entre los

dos métodos de evaluación, en contraposición con los ordenamientos anteriormente mencionados,

concluyendo que, en efecto, el método cuyo desempeño logre concentrar los coeficientes de corre-

lación lo más posible conseguirá los mejores resultados visuales.

Este estudio contribuye al aportar un análisis de las técnicas de recuperación de imágenes en el

área de Single-Pixel Imaging, área que sigue vigente y que tiene diversas aplicaciones. Por lo

que algunos posibles trabajos a futuro podrı́an ser, evaluación de otros métodos de ordenamiento

más recientes, la reconstrucción de vı́deos en tiempo real dentro y fuera del espectro visible y la

implementación de machine learning en la recuperación de las imágenes.
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Apéndice A

Especificaciones técnicas.

A.1 DMD.

Modelo VIALUX v-9501
Chipset DLP9500 & DLPC410

Formato DLP 0.95” 1080p
Opciones de Ventanas VIS, UV

Microspejos 1920 ˆ 1080
Pitch (Paso) 10.8µm

Área DLP 20.7 ˆ 11.7 mm2

Tarjeta Controladora V4395
Dimensiones de la Tarjeta Controladora 162 ˆ 99 mm2

Dimensiones de la Tarjeta DMD 102 ˆ 83 mm2

Cable Flexible 105{283{573 mm
Memoria RAM Integrada 64 Gbit

Patrones en RAM 31068
Disparador maestro/esclavo

Tasa de Conmutación
1 bit B/N 17857 Hz
6 bits Gris 987 Hz
8 bits Gris 266 Hz

12 bits Gris 17 Hz
Interfaz con PC USB 3.0

Velocidad de Transferencia a PC 1000 ´ 2500 * fps

Cuadro 1: Datos técnicos sobre el Dispositivo de Microespejos Digitales utilizado.
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A.2 Tarjeta de adquisición de la señal.

Dispositivo USB de Adquisición de Datos modelo NI USB-6003.
Entrada analógica
Canales: 4 diferenciales, 8 de un solo extremo Resolución ADC: 16 bits
Tasa de Muestreo: 100 kS/s
Rango de Entrada: ±10 V
Protección Contra Sobretensiones: ±30 V (encendido), ±20 V (apagado)
Precisión Absoluta: 6 mV (tı́pico), 26 mV (máximo)
Ruido del Sistema: 0.4 mVrms
Impedancia de Entrada: 1 GΩ
CMRR: 56 dB (DC a 5 kHz)
Salida analógica
Salidas analógicas: 2
Resolución DAC: 16 bits
Rango de Salida: ±10 V
Tasa Máxima de Actualización: 5 kS/s por canal
Corriente de Salida: ±5 mA
Corriente de cortocircuito: ±11 mA
Slew Rate: 3 V/µs
Entrada/Salida Digital
13 lı́neas digitales distribuidas en tres puertos (8, 4, 1 lı́neas respectivamente)
Voltaje de entrada (encendido): 0-5 V
Voltaje de entrada (apagado): 0-3.3 V
Corriente de salida máxima por lı́nea: ±4 mA
Contador: 1, resolución de 32 bits, frecuencia máxima de entrada de 5 MHz
Fuente de alimentación
Salida de +5 V, ±3 %
Corriente máxima: 150 mA
Protección contra sobrecorriente y cortocircuitos
Interfaz USB
USB Full Speed (12 Mb/s)

Cuadro 2: Datos técnicos sobre la tarjeta de adquisición de datos utilizada.
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A.3 Fotodetector.

Detector Si Biased modelo DET36A
Área activa 3.6 ˆ 3.6 mm p13q mm2

Rango de longitudes de onda 350 ´ 1100 ηm
Longitud de onda pico pλpq 970 ηm
Longitud de onda pico pλpq 970
Resistencia de derivación 1 GΩ

Energı́a de la banda prohibida a 298 K 1.1114 eV
Tiempo de respuesta de subida 14 ηs

Ancho de banda de ruido 0.025 ηHz
Voltaje de polarización 10 V

Corriente de saturación a 298 K 0.35 ηA
Voltaje de salida 0 a 10 V

NEP en λp 1.6 ˆ 10´14 W
?
Hz

Cuadro 3: Datos técnicos sobre el fotodetector utilizado. Según su hoja de especificaciones, todas las mediciones se
realizaron a una temperatura ambiente de 25 °C, a menos que se indique lo contrario.

Figura 63: Curva de respuesta del detector DET36A.
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Apéndice B

Códigos de programación.

B.1 Código para generar y guardar los patrones de Hadamard.

La estructura del código es similar para el caso de los demás ordenamientos al utilizar la matriz

correspondiente.

1 clear;

2 clc;

3 %Tamaño de la matriz

4 m=128; n=m*m;

5 Ordenamientos={'Natural';'Secuencial';'Walsh-Paley';'GCS+';'GCS-';'GCS+S';'GCS-S';'Cake-Cutting';

'Descendente'};

6

7 % Utilizando función "reshape"

8 H=hadamard(n);

9 Patrones_Natural=zeros(m,m,n);

10 for i=1:n

11 Patrones_Natural(:,:,i)=reshape(H(i,:),m,m)';

12 end

13

14 % Utilizando producto diadico

15 H=hadamard(m);

16 Patrones=zeros(m,m,n);

17 k=1;

18 for j=1:m

19 for i=1:m

20 Patrones(:,:,k)=H(:,j)*H(i,:);

21 k=k+1;

22 end

23 end

24

25 save([Ordenamientos{1},'_',num2str(n),'_pats'],'Patrones','-v7.3')

B.2 Código para generar y guardar las matrices de los ordenamientos.

1 clear;

2 clc;

3 % Tamaño de la matriz

4 m = 128;

5 n = m * m;

6 % Ordenamientos

7 Ordenamientos = {'Natural', 'Secuencial', 'Walsh-Paley', 'GCS+', 'GCS-', 'GCS+S', 'GCS-S', 'Cake-

Cutting', 'Descendente'};

8

9 % Generación y almacenamiento de la matriz 'Natural'
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10 H = hadamard(n); %Función integrada en Matlab para generar matrices de Hadamard

11 save(['Natural_', num2str(n), '_matriz'], 'H', '-v7.3')

12

13 % Generación y almacenamiento de la matriz 'Secuencial'

14 S = hadamard2graycode(n); %Función hadamard2graycode para generar los patrones base de Walsh-

Hadamard

15 Secuencial = zeros(m, m, n);

16 for i = 1:n

17 Secuencial(:, :, i) = reshape(S(i, :), m, m)';

18 end

19 save(['Secuencial_', num2str(n), '_matriz'], 'S', '-v7.3')

20

21 % Generación y almacenamiento de la matriz 'Walsh-Paley'

22 WalshPaley = Walsh_Paley_Transform(log2(n)); %Función para obtener el ordenamiento de la

transformada Walsh-Paley

23 save(['Walsh-Paley_', num2str(n), '_matriz'], 'WalshPaley', '-v7.3')

24

25 % Generación y almacenamiento de la matriz 'GCS+'

26 v = 1:n;

27 indices = zeros(1, n);

28 for j = 0:m-1

29 if mod(j, 2) == 0

30 indices(j*m+1:(j+1)*m) = v(j*m+1:(j+1)*m);

31 elseif mod(j, 2) == 1

32 indices(j*m+1:(j+1)*m) = flipud(v(j*m+1:(j+1)*m)')';

33 end

34 end

35 GCS1 = zeros(m, m, n);

36 for i = 1:n

37 GCS1(:, :, i) = Secuencial(:, :, indices(i));

38 end

39 save(['GCS+_', num2str(n), '_matriz'], 'GCS1', '-v7.3')

40

41 % Generación y almacenamiento de la matriz 'GCS-'

42 GCS2 = zeros(n, n);

43 for i = 1:n

44 GCS2(i, :) = reshape(GCS1(:, :, i), 1, n);

45 end

46 save(['GCS-_', num2str(n), '_matriz'], 'GCS2', '-v7.3')

47

48 % Generación y almacenamiento de la matriz 'ZigZag (GCS+S)'

49 mat_ind = zeros(m, m);

50 k = 1;

51 for i = 1:m

52 for j = 1:m

53 mat_ind(i, j) = k;

54 k = k + 1;

55 end

56 end

57 indices = ZigZagscan(mat_ind); %Función que escanea una matriz de entrada en una dirección de

zigzag

58 ZigZag1 = zeros(m, m, n);
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59 for i = 1:n

60 ZigZag1(:, :, i) = GCS1(:, :, indices(i));

61 end

62 Z = zeros(n, n);

63 for i = 1:n

64 Z(i, :) = reshape(ZigZag1(:, :, i)', 1, n);

65 end

66 save(['GCS+S_', num2str(n), '_matriz'], 'Z', '-v7.3')

67

68 % Generación y almacenamiento de la matriz 'ZigZag (GCS-S)'

69 ZigZag2 = zeros(m, m, n);

70 for i = 1:n

71 ZigZag2(:, :, i) = GCS2(indices(i), :, :);

72 end

73 Z2 = zeros(n, n);

74 for i = 1:n

75 Z2(i, :) = reshape(ZigZag2(:, :, i)', 1, n);

76 end

77 save(['GCS-S_', num2str(n), '_matriz'], 'Z2', '-v7.3')

78

79 % Generación y almacenamiento de la matriz 'Cake-cutting'

80 H=hadamard(n);

81 %Llamamos a la función Cake Cutting

82 dim=log2(n)/2;

83 type='blocks'; %'blocks' desde el menor número de bloques hasta el mayor número de bloques.

84 %o 'lblocks' desde el bloque más grande hasta el bloque más pequeño.

85 [H_new, I, blocks] = Cake_Cutting(H, dim, type);

86 CakeCutting=H_new;

87 save(['Cake-Cutting_',num2str(n),'_matriz'],'CakeCutting','-v7.3')

88

89 % Generación y almacenamiento de la matriz 'Descendente'

90 load(['Descendente_',num2str(n),'_indices']); % Cargamos el vector de ı́ndices del orden

Descendente

91 load(['Natural_',num2str(n),'_pats']); %Cargamos los patrones del orden natural

92 Patrones=zeros(m,m,n);

93 for i=1:n

94 Patrones(:,:,i)=Natural(:,:,indices_emp(i));

95 end

96 save([Ordenamientos{9},'_',num2str(n),'_pats'],'Patrones','-v7.3')

97 Descendente = zeros(n,n);

98 for i = 1:n

99 Descendente(i,:) = reshape(Patrones(:,:,i)',n,1);

100 end

101 save([Ordenamientos{9},'_',num2str(n),'_matriz'],'Descendente','-v7.3')

B.3 Función “hadamard2graycode” para generar la matriz secuencial de Hadamard.

1

2 function rHd = hadamard2graycode(N)

3 % creates a Hadamard matrix ordered in a gray code permutation format

4 % N is a number in power of 2ˆN
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5 % (r)2018, Roger Chiu, University of Guadalajara-CuLagos

6 %% National Biophotonic Network, University of Guadalajara-INAOE

7 % 2018/09/25

8 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

9 % example usage

10 % rHd = hadamard2graycode(4)

11 % result rHd =

12 % 1 1 1 1

13 % 1 1 -1 -1

14 % 1 -1 -1 1

15 % 1 -1 1 -1

16

17 HD = hadamard(N); %creates a Hadamard matrix

18 rHd = zeros(N);

19 for i = 1:N

20 p = 0; %permutation factor

21 p = sum(abs(diff(HD(:,i)')))/2;

22 rHd(:,p+1) =HD(:,i)';

23 end

24 end

B.4 Función “Walsh Paley Transform” para generar la matriz Walsh-Paley de Hadamard.

1 function w = Walsh_Paley_Transform(n)

2 % Walsh-Paley transform

3 Pk = [1];

4 B1 = [1 1];

5 B2 = [1 -1];

6

7 for k=1:n

8 pk1 = kron(Pk,B1);

9 pk2 = kron(Pk,B2);

10 Pk = [pk1; pk2];

11 end

12

13 w = Pk;

14 end

B.5 Función “ZigZagScan” para realizar un escaneo en zigzag de una matriz.

1

2 function Vect=ZigZagscan(X)

3 % ZigZagscan Transform an matrix to a vector using Zig Zag Scan.

4 % VECT = ZIGZAGSCAN(MATRIX) reorganize the input Matrix and output it as a vector.

5 % Example:

6 % X=[1 2 3

7 % 4 5 6

8 % 7 8 9]

9 %
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10 % X =

11 % 1 2 3

12 % 4 5 6

13 % 7 8 9

14 %

15 % ZigZagscan(X)=

16 % 1 2 4 7 5 3 6 8 9

17 %

18 %**************************************************************************

19 % Autors : Said BOUREZG

20 % Engineer on Electronics option: Communication

21 %**************************************************************************

22 [˜, N]=size(X);

23 Vect=zeros(1,N*N);

24 Vect(1)=X(1,1);

25 v=1;

26 for k=1:2*N-1

27 if k<=N

28 if mod(k,2)==0

29 j=k;

30 for i=1:k

31 Vect(v)=X(i,j);

32 v=v+1;j=j-1;

33 end

34 else

35 i=k;

36 for j=1:k

37 Vect(v)=X(i,j);

38 v=v+1;i=i-1;

39 end

40 end

41 else

42 if mod(k,2)==0

43 p=mod(k,N); j=N;

44 for i=p+1:N

45 Vect(v)=X(i,j);

46 v=v+1;j=j-1;

47 end

48 else

49 p=mod(k,N);i=N;

50 for j=p+1:N

51 Vect(v)=X(i,j);

52 v=v+1;i=i-1;

53 end

54 end

55 end

56 end

B.6 Función “Cake Cutting” para generar la matriz del orden Cake cutting.

1
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2 % Compute the cake cutting ordering of a Hadamard matix

3 % The parameter type can be either 'blocks' or 'lblocks'. In the first

4 % case, it obtaings an ordering based on the number of blocks, and in the

5 % second case, it obtains an ordering based on the largest block size

6 function [H_new, I, blocks] = Cake_Cutting(H, dim, type)

7

8 len = 2ˆ(2*dim);

9 blocks = zeros(1,len);

10

11 for ii=1:len

12 p = reshape(H(ii,:), [2ˆdim 2ˆdim]);

13 [b0, b1, lbs]=count_regions(p, 2ˆdim);

14 if strcmp(type,'blocks')

15 blocks(ii) = b0+b1;

16 elseif strcmp(type,'lblocks')

17 blocks(ii) = lbs;

18 end

19 end

20

21 % sort from larger to lower number of blocks

22 if strcmp(type,'blocks')

23 [˜, I] = sort(blocks,'ascend');

24 elseif strcmp(type,'lblocks')

25 [˜, I] = sort(blocks,'descend');

26 end

27

28 H_new = zeros(size(H));

29 for i=1:size(H,1)

30 H_new(i,:) = H(I(i), :);

31 end

B.7 Código para obtener el vector de ı́ndices del orden Descendente de la matriz de Hada-
mard.

1

2 clear; clc;

3 % Definir el tamaño de la imagen

4 m=128;

5 n=m*m;

6 %//////Generar los coeficientes del orden natural.////////

7 % Leer la imagen original

8 Imagen=imread('cameraman.tif');

9 H=hadamard(m);

10 % Redimensionar la imagen a un tamaño n x n

11 Imagen_resized=imresize(Imagen,[m m]);

12 % Convertir la imagen redimensionada a una matriz de doble precisión

13 Imagen_double=double(Imagen_resized);

14 % Inicializar el vector de coeficientes

15 Coefs=zeros(m*m,1);

16
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17 s=1;

18 for j=1:m

19 for i=1:m

20 h=H(:,j)*H(i,:); % Generación de patrones (producto diádico)

21 Coefs(s)=sum(sum(h.*Imagen_double));

22 s=s+1;

23 end

24 end

25

26 %%

27 %///////////////// Orden Descendete /////////////////////

28 f_abs=abs(Coefs);

29 ord=zeros(n,1);

30 indices_emp=zeros(n,1);

31 cont=1;

32 [mx,ind]=max(f_abs(:));

33 while mx˜=0

34 f_abs(ind)=0;

35 ord(cont)=Coefs(ind);

36 indices_emp(cont)=ind;

37 cont=cont+1;

38 [mx,ind]=max(f_abs(:));

39 end

40 for i=cont:n

41 indices_emp(i)=i;

42 end

43 save(['Descendente_',num2str(n),'_indices'],'indices_emp'); % Guardamos el vector de indices del

orden descendente
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Índice de figuras
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[56] H. Ma, A. Sang, C. Zhou, X. An, and L. Song, “A zigzag scanning ordering of four-

dimensional walsh basis for single-pixel imaging,” Opt. Commun., vol. 443, pp. 69–75, 2019.

[57] W.-K. Yu, “Super sub-nyquist single-pixel imaging by means of cake-cutting hadamard basis

sort,” Sensors (Basel), vol. 19, no. 19, p. 4122, 2019.

[58] J. G. Proakis and D. G. Manolakis, Tratamiento digital de señales. Old Tappan, NJ, Estados
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