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Introduccion

La epidemiologia es el estudio de los procesos de salud y enfermedad en la poblacién.
Su objetivo es identificar necesidades y problemas relevantes en la salud, determinar las
causas de una nueva enfermedad, medir los riesgos asociados con exposiciones peligrosas, y
evaluar la efectividad de medidas de prevencion y tratamiento. La epidemiologia a menudo
utiliza modelos matematicos para pronosticar el comportamiento de las enfermedades y
mitigar sus efectos.

Existen dos tipos de modelos matematicos epidemioldgicos: estocasticos y deterministi-
cos. Los estocasticos consideran a los individuos de manera puntual, mientras que los
deterministicos tratan a los individuos como un conjunto, por lo que se suelen emplear
en poblaciones grandes ([40]). El objetivo principal de estos modelos es comprender el
comportamiento de las enfermedades infecciosas, su prevalencia, duracién e impacto en
la poblacion. Los modelos matemaéticos son una herramienta fundamental para las auto-
ridades de la salud, ya que les permiten elegir las estrategias adecuadas para hacer frente
al contagio.

Los modelos matemaéticos de enfermedades infecciosas se dividen en compartimentos,
cada uno de los cuales representa un estado en relacién con la enfermedad (susceptibles,
infectados, recuperados, vacunados, etc.) y los cambios que ocurren en cada compartimen-
to se describen a través de la derivada. Estos modelos son fundamentales para comprender
la dindmica de las enfermedades infecciosas y para tomar decisiones informadas sobre su
prevencion y tratamiento.

Uno de los modelos méas simples comportamentales en epidemiologia es el de Kermack y
MacKendrick, propuesto en 1927 ([30]), con el que abordaron por primera vez el problema
estudiando el desarrollo de una enfermedad infecciosa dentro de un grupo de personas
sanas al interactuar con un individuo infeccioso, esto, bajo las suposiciones de que la
poblacién es homogénea y se mantiene constante considerando que, en un momento dado,
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cada individuo pertenece solo a uno de los conjuntos: susceptibles (.5), infectados (1) o
recuperados o inmunes (R) a la enfermedad. Con el avance del tiempo se han propuesto
diferentes modelos epidemiolégicos segin la complejidad y singularidad de la epidemia

(H40]).

Las incidencias de infeccion, es decir, la probabilidad de que un individuo susceptible
se encuentre con un individuo infectado, se encuentran modeladas por la ley de accién de
masas, donde esta probabilidad es proporcional al producto SI de la poblacién susceptible
e infectada. Cuando la dindamica de la poblacién es la inmigracion y muertes, se encuen-
tran umbrales que determinan si la enfermedad desaparece o se aproxima a un equilibrio
endémico.

En este proyecto de tesis se analizara el comportamiento de la derivada fraccionaria
de tipo Caputo para el modelo de tipo SIRS formulado en derivada entera por Anderson
y May (1979) para modelar dos enfermedades de transmisién directa en una poblacién de
ratones de laboratorio. Este sistema se encuentra modelado por la incidencia estandar, esto
se refiere a la tasa de incidencia estandar de una enfermedad en una poblacién especifica
durante un periodo de tiempo determinado ([36]).

Un reto personal en este trabajo de tesis es estudiar el concepto de derivada fracciona-
ria, aplicaciones en diversos campos, en particular la derivada de tipo Caputo orientada
a la epidemiologia, muy concretamente el modelo SIRS. Para alcanzar este objetivo se
realizan las siguientes tareas: conversion de modelo tipo SIRS de orden entero a orden
fraccionario, teorema de existencia y unicidad de solucion, calculo de niimero reproducti-
vo, analisis de estabilidad y solucion numérica de sistemas de EDO’s de orden fraccionario.

Para llevar a cabo las simulaciones del modelo SIRS en derivada fraccionaria de tipo
Caputo, la condicion inicial se elige del primer infectado en la Cd. de Huajuapan de Ledn,
Oaxaca, (12 de abril del 2020) y hasta la aplicacion de las vacunas de los datos oficiales de
la Secretaria de Salud (7 de mayo del 2021) ([64]), ademas de la evolucién de la pandemia
en caso de un retraso de la aplicacién de las vacunas.

Un PVI de orden entero o fraccionario, se le asocia una condicién inicial, en este caso
el modelos SIRS de orden fraccionario y de tipo Caputo hereda la misma condicién ([18],
[24]), cosa que no ocurre con otro tipo de derivada fraccionaria.

En la figura [l podemos visualizar el diagrama de transferencias del modelo SIRS"
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Figura 1: Diagrama de Flujo de un modelo SIRS formulado por Anderson y May (1979)

Los parametros se encuentran definidos en la siguiente tabla:

Parametro Definicién Valor
A Tasa promedio de inmigracion Positivo
I6] Tasa de contagio Positivo
1 Tasa promedio de defunciones No negativo
K Tasa de recuperacion de los infectados Positivo
v Tasa de pérdida de inmunidad No negativo
f Tasa de Mortalidad No negativo

Tabla 0.0.1: Descripciéon de los pardametros.

El modelo que se presenta tiene como base las siguientes suposiciones ([36]):

» Denotaremos a la poblacién con N de tal forma que N(t) = S(t) + I(t) + R(¢).
La poblacién se considerara abierta, esto ya que consideraremos las migraciones de
la poblacion. La dinamica de la poblaciéon que se considera en este modelo varia a
través del tiempo.

= La poblacién esta homogéneamente mezclada, es decir, el contacto entre dos indivi-
duos cualesquiera de una poblacion se produce aleatoriamente con igual probabili-
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dad. El proceso de transmisién de la enfermedad esté regido por la tasa de incidencia
estandar.

= El periodo de latencia desde el momento de la exposicion hasta aquel en que el
individuo comienza a ser infeccioso es lo suficientemente pequeno como para tomarlo
en cuenta; esto es, un individuo susceptible que contrae la enfermedad se convierte
inmediatamente en infeccioso.

» Los individuos susceptibles (S) dejaran su clase a una tasa constante [ para perte-
necer a la clase de infecciosos.

» Los individuos infecciosos (1) dejaran su clase a una tasa constante k para pertenecer
a la clase de recuperados.

» Los individuos recuperados (R) dejaran su clase a una tasa constante -y para perte-
necer a la clase de susceptibles.

ST
L = A—p5—uS+9R,

dt

1
4~ 55 (st DL 00.1)

ah — kI — (u+7)R.

Dado estas suposiciones, tenemos que el modelo se encuentra formulado en derivada
entera por el sistema de ecuaciones En el transcurso de este proyecto de tesis veremos
la formulacién del modelo SIRS en derivada fraccionaria de Caputo.
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Capitulo 1

Epidemiologia

1.1. Antecedentes

La palabra epidemiologia proviene del griego epi (sobre), demos(pueblo) y logos (estu-
dio), la cual se encarga del estudio relacionado con el proceso salud-enfermedad respecto a
una poblacién. En la antigiiedad comenzo el uso de la epidemiologia para poder compren-
der las caracteristicas, asi como las causas de las enfermedades infecciosas que llegaban a
aparecer y ponian en riesgo la estabilidad econémica y social de la poblacion.

El estudio de las epidemias ha sido todo un reto para la humanidad, desde la an-
tigiiedad Aristételes (384 d.C-322 d.C) habia tenido la idea sobre la existencia de pe-
quenas criaturas invisibles (microorganismos) y como estas podrian llegar a transmitir
enfermedades. La existencia de los microorganismos fue demostrado por Leeuwenhoek
(1632-1723) gracias a los primeros microscopios. La primera teoria de los gérmenes de la
enfermedad de Jacob Henle (1809-1885) se produjo en 1840 y fue desarrollada por Robert
Koch (1843-1910), Joseph Lister (1827-1912) y Louis Pasteur (1822-1875) a finales del
siglo XIX y principios del siglo XX .

Las primeras referencias sobre el estudio de las enfermedades infecciosas con un en-
foque preventivo, fue en el libro chino sobre acupuntura titulado Nei King el cual fue
escrito en el ano 2650 a.c. El uso de las palabras epidemia y endemia fueron utilizadas
por primera vez por Hipdcrates, ademas de que en su tratado Hipocratico sobre Aire,
Aguas y Lugares, menciona la influencia del medio ambiente sobre los humanos para pro-
ducir enfermedades. En el ano de 1546, Girolamo Fracastoro fue el primero en describir
las enfermedades contagiosas y establecié por lo menos tres formas de infeccién: contacto
directo, fomites y respiracion del aire. Fracastoro establecié que enfermedades especificas
resultan de contagios especificos y por esto es considerado como el padre de la epide-
miologia moderna ([26]).



Las epidemias en México han estado presentes desde el México prehispanico, antes
de la llegada de los espanoles, con enfermedades tales como difteria, tifus exantematico,
causadas por bacterias, asi como algunas enfermedades respiratorias. Sin embargo ante la
llegada de los espanoles se empezaron a conocer enfermedades virulentas como es el caso
de la viruela y el sarampion.

Entre el siglo XVI y XIX, en México se presentaban enfermedades como la salmonela,
la cual maté al 80% de la poblacién (alrededor de 15 millones de personas), también
surgieron enfermedades como las paperas, tabardillo, diarrea, disenteria, neumonia, pa-
ludismo, fiebre amarilla, amebiasis, lepra, sifilis, tripanosomiasis y colera, esta ultima
matando alrededor de 324 000 personas en todo el pafis.

A principios del siglo XX, México se enfrent6 a la epidemia de la peste negra de la
variedad Bubdnica, donde se aplicaron acciones como desinfectar hogares, la aislacion de
personas, asi como la eliminacién de las ratas que portaban el virus. En 1918 la influenza
espanola dejaba 500 000 muertos, se aplicaron medidas preventivas como evitar lugares
mal ventilados, estornudar o toser con un panuelo, usar el saludo higiénico, realizar 20
respiraciones profundas por la nariz y hacer ejercicio 3 horas a la semana para destruir
gérmenes.

En el siglo XXI, en el 2009 surgié la influenza AHIN1, virus de origen porcino, tuvo
presencia de casos en Oaxaca, San Luis Potosi y el Estado de México, esparciéndose en
Estados Unidos, Canadd, Espana, Inglaterra y Nueva Zelanda, el 11 de junio del 2009, la
OMS declaro que la influenza AHIN1 era una pandemia. En México hubo 67 395 casos
de infectados, matando a 398 segin fuentes oficiales de la secretaria de salud de México.

1.2. Conceptos basicos en epidemiologia

A continuacion se presentaran algunas definiciones bésicas utilizadas en la jerga epide-
mioldgica ya que seran de ayuda para describir o definir algunos parametros en el modelo

([, [, [B3l).

Definicién 1.2.1. La epidemsiologia es la rama de las ciencias de la salud que estudia la
difusion de las enfermedades transmisibles, especialmente las que se presentan por brotes
epidémicos.



Definicién 1.2.2. Un brote epidémico es una clasificacion usada en la epidemiologia
para denominar la aparicion repentina de una enfermedad debida a una infeccion en un
lugar especifico y en un momento determinado.

Definicién 1.2.3. Una epidemia es un aumento importante del numero de personas
afectadas por la enfermedad infecciosa, en un drea geogrdfica concreta y momento deter-
minado.

Definicién 1.2.4. Una pandemia es una epidemia de una enfermedad infecciosa que
se ha propagado en un drea geogrdaficamente extensa, por ejemplo, en varios continentes
o en todo el mundo, afectando a un niumero considerable de personas.

Definiciéon 1.2.5. Se dice que una enfermedad es endémica si persiste todo el tiempo
en una zona geogrdfica.

Para medir la frecuencia de una enfermedad se usan diversas medidas basadas en dos
conceptos fundamentales: incidencia y prevalencia.

Definicién 1.2.6. La incidencia de una enfermedad mide la velocidad a la que se pro-
ducen casos nuevos durante un periodo determinado en una poblacion especificada.

Definiciéon 1.2.7. La prevalencia es la frecuencia de casos de enfermedad en una po-
blacion y en un momento dado.

Definiciéon 1.2.8. La inmunidad es un conjunto de mecanismos de defensa de los seres
vivos frente a un agente extrano y externo al organismo.



Definicién 1.2.9. El periodo de latencia o exposicion es el tiempo que requiere el
indiwiduo infectado para pasar a ser un indiwviduo infeccioso.

Definicién 1.2.10. FEl periodo de incubacion es el tiempo que transcurre desde el mo-
mento en el que el individuo fue infectado hasta el momento en que aparecen los primeros
sintomas.

Definicién 1.2.11. La ley de accion de masas de la epidemiologia, dice que la tasa
a la cual una enfermedad se propaga es proporcional al nimero de individuos susceptibles
por el numero de individuos infecciosos.

Algunos de los parametros involucrados en el modelo tipo SIRS, pueden llegar a co-
rresponder a la combinacion de una o mas de las definiciones previamente mostradas, por
ejemplo a través de la definicién [I.2.11] podemos llegar a conocer el comportamiento con
el cual un individuo del compartimiento de susceptibles es transferido al compartimiento
de la clase de infectados, esto a una tasa de infeccién constante (/).

1.3. Primeros modelos matematicos

La modelacién matemaética en la epidemiologia permite entender los mecanismos que
llegan a influir para que una enfermedad se llegue a transmitir y en el proceso poder
sugerir estrategias para controlar la enfermedad. Adema&s de que los modelos matematicos
llegan a identificar comportamientos que no estan claros al momento de utilizar datos
experimentales, esto se debe a que los datos son limitados y sujetos a errores de medicion.

La modelacién matematica de transmisién de enfermedades, cuenta con el problema,
como la mayoria de modelos matematicos, de que mientras mas simple sea el modelo
matematico se omiten detalles y estan disenados solo para resaltar el comportamiento
cualitativo general. En cambio, mientras méas detallado sea el modelo matematico, por
lo general disenado para situaciones especificas, incluyendo a corto plazo predicciones
cuantitativas, sera mas dificil de resolverlo analiticamente. En la mayoria de las ocasiones,
los expertos en salud necesitan estrategias para combatir una enfermedad especifica, por lo
cual los modelos matematicos simples no son de gran ayuda, necesitando de la simulacion
numérica de los modelos matematicos més detallados.



1.3.1. El modelo Kermack-McKendrick

En el ano de 1927, Kermack y McKendrick propusieron un modelo matematico simple
epidemioldgico que contaba con predicciones similares al comportamiento de las enferme-
dades que habian ocurrido hasta esa fecha ([30], [31], [32]).

El modelo matematico clasico de Kermack-Mckendrick es un modelo compartimental,
en el cual se busca simplificar la modelizacién matematica, dividiendo a la poblacién a
estudiar en clases, las cuales varian con el tiempo ¢, suponiendo que cada individuo dentro
de una misma clase cuentan con las mismas caracteristicas. ([12]).

En el modelo matematico de Kermack-McKendrick se divide a la poblacién en tres
clases, las cuales se etiquetaran con S, I y R.

La clase S(t) es aquella clase que denota al nimero de los individuos que son suscep-
tibles a la enfermedad, es decir, que no se han llegado a contagiar por la enfermedad en
un tiempo t.

La clase I(t) es la clase que denota al numero de individuos que se encuentran infec-
tados y que pueden trasmitir la enfermedad a los susceptibles.

Por ultimo, la clase R(t) denota al nimero de individuos que han sido infectados y
se han removido de la posibilidad de volver a ser infectados o de esparcir la enfermedad.
La remocion de un individuo se lleva a cabo, ya sea por aislamiento del resto de la
poblacién, a través de la inmunizacion contra la infeccion, a través de la recuperacion
de la enfermedad con inmunidad total contra la reinfeccion, o por muerte causada por la
enfermedad. Podemos ver el diagrama de transferencias del sistema SIR en la figura [1.1]

Se usara la terminologia SIR para describir el comportamiento de una enfermedad
que confiere inmunidad contra la reinfeccién. La variable independiente en este modelo
compartimental es el tiempo ¢ y la tasa de transferencia entre compartimientos o clases
estd expresado matematicamente como derivadas con respecto al tiempo, por lo que el
modelo se encuentra formulado con ecuaciones diferenciales.
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Figura 1.1: Diagrama de Flujo de un modelo SIR

Este sistema cuenta con los siguientes pardmetros:

Pardmetro Definicion Valor
16 Tasa de contagio Positivo
vy Tasa de recuperacion de los infectados Positivo

Tabla 1.3.1: Descripciéon de los pardmetros del modelo SIR.

El modelo SIR tiene como base las siguientes suposiciones:

(a) La poblacién a considerar es constante y de tamano igual a N. No se consideran

nacimientos y muertes en el proceso de difusion de la enfermedad.

(b) La poblacién es cerrada, esto es, no hay inmigracién ni emigracion.

(c¢) La poblacién se encuentra homogéneamente mezclada. El proceso de transmisién de

la enfermedad esta regido por la ley de acciéon de masas.

(d) El periodo de latencia desde el momento de la exposiciéon hasta aquel en el que el
individuo comienza a ser infeccioso, es lo suficientemente pequeno como para tomarlo

en cuenta.

(e) Los individuos susceptibles abandonardn su clase a una tasa constante [ para perte-

necer a la clase de infecciosos.



(f) Los individuos infecciosos abandonaran su clase a una tasa constante y para pertenecer
a la clase de removidos.

El modelo clésico de Kermack y McKendrick ([7], [30], [31], [32], [55]) corresponde al
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

S = —pSI,
I' = BSI—~l, (1.3.1)
R = ~I.

De las hipétesis (a) y (b), dado que la poblacién (N) se ha dividido en compartimientos
se puede observar que N =S+ I + R.

Por la hipdtesis (c) se postula que los susceptibles se convierten en infecciosos a una
tasa proporcional al producto del niimero de individuos de ambas clases, con constante de
proporcionalidad I, esto es que la tasa de pérdida de personas susceptibles y la ganancia
de infecciosas es igual a 551 y «I indica la salida de la clase infecciosa.

La solucion analitica del modelo clasico de Kermack y McKendrick se puede encontrar
en ([7], [12], [55]) asi como su aplicacién en diversos escenarios.

1.4. Modelo SIRS

En el modelo SIR se ha supuesto que la inmunidad recibida al tener una enfermedad es
permanente, la cual muchas veces puede no ser cierta, esto debido a que puede haber una
pérdida de inmunidad gradual a través del tiempo. Ademéas de que en muchas ocasiones
pueden encontrarse mutaciones en los virus haciendo que la cepa activa de la enfermedad
sea lo suficientemente diferente de la cepa de la que se ha recuperado un individuo, por
lo que la inmunidad recibida puede disminuir.

Este comportamiento de inmunidad temporal se puede describir a través de un modelo
SIRS, modelo en el cual una tasa de transferencia de los removidos (R) a los susceptibles
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(S) se agrega a un modelo SIR ([12]). Podemos ver en la figura el diagrama de
transferencias del modelo clasico SIRS.

BSI vI 6R
—— — —

Figura 1.2: Diagrama de Flujo de un modelo SIRS.

El modelo clasico SIRS cuenta con los siguientes parametros:

Parametro Definicién Valor
16 Tasa de contagio Positivo
v Tasa de recuperacion de los infectados Positivo
0 Tasa de pérdida de inmunidad Positivo

Tabla 1.4.1: Descripcién de los parametros del modelo SIRS.

El modelo clésico SIRS se encuentra modelado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

(S = —BSI+0R,

{ I'=BSI—AI, (1.4.1)

| R =~I—6R.

Dado que el modelo SIRS es una expansion del modelo SIR contara con las siguientes
hipétesis:



La poblacion a considerar es constante y de tamano igual a N. No se consideran
nacimientos y muertes en el proceso de difusion de la enfermedad.

La poblacién es cerrada, esto es, no hay inmigracion ni emigracién.

La poblacion se encuentra homogéneamente mezclada. El proceso de transmisién de
la enfermedad esta regido por la ley de acciéon de masas.

El periodo de latencia desde el momento de la exposicion hasta aquel en el que el
individuo comienza a ser infeccioso, es lo suficientemente pequeno como para tomarlo
en cuenta.

Los individuos susceptibles abandonaran su clase a una tasa constante [ para perte-
necer a la clase de infecciosos.

Los individuos infecciosos abandonaran su clase a una tasa constante v para pertenecer
a la clase de removidos.

Los individuos de la clase de removidos abandonaran su clase a una tasa constante 6
para pertenecer a la clase de susceptibles.

De manera similar la solucién analitica de este modelo SIRS se puede encontrar

en([12]).

En la presente tesis, retomamos el modelo SIRS en derivada entera propuesto en ([36]

y mas tarde convertiremos a derivada fraccionaria de tipo Caputo. Este modelo tiene la
particularidad de utilizar la tasa de incidencia estandar. La tasa de incidencia estandar
generalmente se calcula dividiendo el niimero de nuevos casos de la enfermedad durante
un periodo de tiempo determinado por el tamano de la poblacion en riesgo en ese mismo
periodo. El diagrama de transferencias lo podemos encontrar en la figura 1.3, ElI modelo
SIRS cuenta con las siguientes hipdtesis:



BSI
LS| RIS
uS (w+ I UR

Figura 1.3: Diagrama de transferencias del modelo SIRS formulado por Anderson y May
(1979).

» Denotaremos a la poblacién con N de tal forma que N(t) = S(t) + I(t) + R(t).
La poblacién se considerara abierta, esto ya que consideraremos las migraciones de
la poblacion. La dindmica de la poblacion que se considera en este modelo varia a
través del tiempo.

= La poblacion esta homogéneamente mezclada, es decir, el contacto entre dos indivi-
duos cualesquiera de una poblacion se produce aleatoriamente con igual probabili-
dad. El proceso de transmisién de la enfermedad esté regido por la tasa de incidencia
estandar.

= El periodo de latencia desde el momento de la exposicion hasta aquel el en que
el individuo comienza a ser infeccioso, es lo suficientemente pequeno como para
tomarlo en cuenta; esto es, un individuo susceptible que contrae la enfermedad se
convierte inmediatamente en infeccioso.

» Los individuos susceptibles (S) dejaran su clase a una tasa constante [ para perte-
necer a la clase de infecciosos.

» Los individuos infecciosos (1) dejardn su clase a una tasa constante k para pertenecer
a la clase de recuperados.

» Los individuos recuperados (R) dejaran su clase a una tasa constante  para perte-
necer a la clase de susceptibles.

Los parametros se encuentran definidos en la siguiente tabla:
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Pardmetro Definicién Valor

A Tasa promedio de inmigracion Positivo
I6] Tasa de contagio Positivo
1 Tasa promedio de defunciones No negativo
K Tasa de recuperacion de los infectados Positivo
v Tasa de pérdida de inmunidad No negativo
f Tasa de Mortalidad No negativo

Tabla 1.4.2: Descripcién de los parametros del modelo SIRS formulado por Anderson y
May (1979).

Este modelo se encuentra formulado por el siguiente sistema de ecuaciones:

S = A—ﬂS——uS+7R,

ro= B3 st ut IL (1.42)

1.5. Numero reproductivo basico (Ry)

Un umbral epidémico indica el nivel de incidencia a partir del cual una enfermedad
requiere una respuesta urgente. Cada enfermedad tiene un umbral especifico que depende
de su infecciosidad, de otros factores determinantes de la transmisién y del grado de
endemia local.
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El umbral para varios modelos epidemiolégicos es el niimero reproductivo basico Ry,
el cual se define como el nimero promedio de infecciones secundarias producidas cuando
un individuo que cuenta con la enfermedad es introducido a una poblacion susceptible

Es importante el uso de Ry ya que en base a él podemos observar el comportamiento
de un brote epidémico en una poblacién dada. Si Ry > 1 podemos decir que habra un
brote epidémico, en cambio si Ry < 1, entonces no habra un brote epidémico ([7], [I1],
[12], [36], [55], [62]).

Para las autoridades sanitarias o control de enfermedades, estudiar el valor Ry, les
permite identificar estrategias para controlar la propagacion de la enfermedad en la po-
blacion. También, se trata de obtener medidas de control que puedan prevenir nuevas
epidemias en caso de que se puedan volver a generar.

En la mayoria de las veces, en la practica, el niimero reproductivo basico se calcula
en base a los datos arrojados durante el desarrollo de una epidemia, en este trabajo uti-
lizaremos la matriz de siguiente generacion para poder encontrar el nimero reproductivo
bésico para el modelo SIRS en base al desarrollo analitico de las ecuaciones dife-
renciales, en cambio, en los capitulos posteriores veremos un método para encontrar el
nimero reproductivo basico en base al modelo SIRS con derivada fraccionaria de Caputo.
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Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un conjunto de reglas o ecuaciones que describen como evo-
lucionan ciertas variables en funcion del tiempo. Esta compuesto por variables que repre-
sentan cantidades o propiedades que cambian con el tiempo y esta definido por reglas de
evolucién que pueden expresarse mediante ecuaciones diferenciales, en diferencias o algo-
ritmos [68]. El comportamiento dindmico del sistema describe cémo las variables cambian
en respuesta a estas reglas, pudiendo ser oscilatorio, convergente, divergente, cadtico o
estable. La estabilidad de puntos de equilibrio es importante para comprender el compor-
tamiento a largo plazo del sistema. Los sistemas dindmicos se aplican en una variedad
de campos cientificos y sociales para modelar y comprender fenémenos complejos en la
naturaleza y la sociedad.

Los sistemas dindmicos son categorizados de acuerdo a las propiedades de sus retratos
fase, su regla de evolucion y de el tiempo en si. La regla de evolucién puede ser determinista
o estocastico. Un sistema determinista es un sistema en el cual el estado futuro del sistema
esta completamente determinado por su estado actual y las reglas o leyes que gobiernan
su evolucion. En otras palabras, si conocemos el estado inicial del sistema y las reglas que
rigen su comportamiento, podemos predecir con certeza como evolucionara en el futuro.
No hay incertidumbre inherente en la evolucién del sistema una vez que se conocen todas
las variables y las leyes que las gobiernan.

Por otro lado, un sistema estocastico es un sistema en el que el estado futuro del sistema
esta sujeto a cierto grado de incertidumbre o aleatoriedad. A diferencia de los sistemas
deterministas, en los sistemas estocasticos, el estado futuro del sistema no se determina
completamente por su estado actual y las reglas de evolucién, sino que esta influenciado
por factores aleatorios o probabilisticos. En otras palabras, en un sistema estocéstico, las
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predicciones futuras no son deterministas, sino que estan sujetas a cierta probabilidad o
distribucién de probabilidad. Los sistemas estocasticos son comunes en la modelizacion
de fenémenos en los cuales hay variabilidad inherente o factores aleatorios involucrados,
como la evolucién de poblaciones, el comportamiento del mercado financiero, la difusion
de particulas, entre otros. ([42]).

Dentro del ambito de los sistemas deterministas, se pueden distinguir entre sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. Los sistemas lineales se caracterizan por
tener ecuaciones de evolucion que son lineales en las variables de estado y sus derivadas, lo
que simplifica su analisis y comprension. Por otro lado, los sistemas no lineales presentan
términos no lineales en sus ecuaciones de evolucién, lo que puede generar comportamientos
dindmicos mas complejos y dificiles de predecir. En lo que sigue de este capitulo, se
presentaran conceptos basicos de sistemas diferenciales, tanto lineales como no lineales,
que seran utiles para llevar a cabo un analisis analitico de nuestro sistema SIRS. Varias
de estas definiciones y teoremas se pueden encontrar en las siguientes referencias ([21],

[42], [52], [68]).

La mayoria de los sistemas deterministas se expresan comunmente mediante sistemas
de ecuaciones diferenciales en la siguiente forma:

% = f(x), (2.1.1)

donde x es el vector de variables del sistema y f(x) es una funcién que describe c6mo
evoluciona el sistema en funcién de x.

Definicién 2.1.1. Un punto xy € R" es llamado punto de equilibrio o punto critico del
sistema
x = f(x), (2.1.2)

St

Un punto critico es un estado del sistema donde las tasas de cambio de las variables son
nulas, lo que significa que es un estado de equilibrio en el que las condiciones del sistema
permanecen constantes con el tiempo. En un sistema dindmico, como un modelo SIRS
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que describe la propagacion de una enfermedad, un punto critico indica un momento en el
que no hay cambios netos en el niimero de personas susceptibles, infectadas y recuperadas.

Un punto de equilibrio es fundamental en el analisis de sistemas dinamicos, ya que
proporciona informacion sobre la estabilidad del sistema y sus posibles comportamientos
a largo plazo. Los puntos criticos pueden ser estables o inestables, lo que significa que el
sistema puede regresar a este estado de equilibrio después de una perturbacion o alejarse de
él con el tiempo, respectivamente. Ademas, los puntos criticos pueden variar dependiendo
de los parametros del sistema, lo que permite estudiar cémo diferentes condiciones afectan
la dinamica de la enfermedad.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

( .
rT=x—Yy—z,

2 2 2
y = —y* -2

< 2_ _
(Z=2"—z—y.

Para encontrar el punto de equilibrio igualamos a cero cada una de las ecuaciones
diferenciales, es decir

r—y—z =0,

22 —y?— 22 =0,

2Z2—z—y =0.
Al resolver este sistema obtenemos que los puntos de equilibrio son,

Pl = (07070)7

P, = (1,0,1).
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2.1.1. Existencia y unicidad

Un aspecto crucial en el analisis de sistemas dinamicos es comprender la existencia
y unicidad de las soluciones que describen su evolucién a través del tiempo. Antes de
adentrarnos en el teorema correspondiente, es necesario presentar algunas definiciones
que serviran como base para entender el concepto en su totalidad. Estas definiciones y
teoremas asi como sus demostraciones pueden ser consultadas en ([52]).

Definicién 2.1.3. La funcion f : R" — R" es diferenciable en xo € R", si existe una
transformacion lineal J(x0) € L(R™) que satisface

f(xo +h) — f(x9)—J(x0)h
|h|—0 |h|

=0.

Donde L(R™) se refiere a todas las transformaciones lineales que van de R™ a R™. La
transformacion lineal J(Xo) se le llama la derivada de f en xq.

El siguiente teorema, nos da un método para calcular las derivadas en coordenadas.

Teorema 2.1.4. Sif : R" — R", es diferenciable en Xq, entonces las derivadas parciales

gi;, 1,7 =1,...,n, existen en Xg y para todo x € R".

De este modo, si f es una funcion diferenciable, la derivada J esta dada por la matriz
jacobiana de tamano n X n,

_[ofi
= {3%}'

Ejemplo 2.1.5. Encontremos la derivada de la funcion



en el punto xg = (a,b)T. La matriz jacobiana de f es

Oh  Oh
6901 89c2

J = ,
Of 9f2
811 8w2

donde fi(x1,22) = 22 + x2 y folx1,70) = x125. Calculando las derivadas parciales y
evaluando en el punto Xg, obtenemos:

2a 1
J(%o) =
b a
Definicién 2.1.6. Sean Vi y Vi dos espacios normados con respectivas normas || - ||1 y
| - |2 respectivamente. La funcion
F:Vi— 1V,

es continua en el punto Xqo si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que x € Vj y
llx — xp[|1 < 0, entonces,

IF(x) = F(xg)|l2 <€

y se dice que F es continua sobre el conjunto E C Vi si es continua en cada punto x € F.
Si F es continua sobre E C Vi escribimos F € C(E).

Definicién 2.1.7. Supongamos que f : E — R"™ es diferenciable sobre E. Entonces
f € CY(E) sila derivada J : E — L(R™) es continua sobre E.
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El siguiente teorema, nos da una simple prueba para determinar cuando una funcién
f: £ — R" pertenece (o no) a C'(E).

Teorema 2.1.8. Supongamos que E es un subconjunto abierto de R™ y f : E — R".

Entonces £ € CY(E) si y solo si las derivadas parciales gj:?, 1,7 =1,...,n existen y son
J

continuas sobre E.

Ejemplo 2.1.9. Sea f : R? — R? definida por f(z,y) = (2*+y, vy). Queremos determinar
si f € CH(R?).

Para ello, verificamos si todas las derivadas parciales gﬂ{? existen y son continuas en
J

R2. Calculemos las derivadas parciales de f:
o
ox
o
dy
o _
or Y,

ofs
y

Las derivadas parciales son continuas en R?, por lo que, seqin el teorema la
funcion £ € C*(R?).

A continuacién, se presentara el teorema fundamental de existencia y unicidad para
sistemas auténomos no lineales de ecuaciones diferenciales de la forma 2.1.1]

Bajo las hipétesis que f € C'(E), donde E es un subconjunto abierto de R™. El método
de aproximaciones sucesivas de Picard es usado para probar dicho teorema ([52]).

Definicién 2.1.10. Sea f € C(E) donde E es un subconjunto abierto de R™. x(t) es una
solucion de la ecuacion diferencial sobre un intervalo I six(t) es diferenciable sobre
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I y para todo t € I, x(t) y

Ademdas dado xo € E, x(t) es una solucion del problema con valores iniciales

X = f(x),

x(ty) = Xo.

sobre un intervalo I, si ty € I, x(tg) = xo y x(t) es una solucion de la ecuacion
diferencial sobre el intervalo I.

Para poder aplicar el método de aproximaciones sucesivas, para establecer la existencia
de la solucion de se presentaran las definiciones de la condicion de Lipschitz y cuando
las funciones f € C* son localmente Lipschitz.

Definicién 2.1.11. Sea E un subconjunto abierto de R™. Decimos que una funcion
f: F — R" satisface la condicion de Lipschitz sobre E si existe una constante positi-
va K de tal forma que para todo x,y € E,

f(x) —f(y)| < K|x —yl.

La funcion f se dice que es localmente Lipschitz sobre E si para cada punto xq € E
existe una e-vecindad de Xg, N(x9) C E y una constante Ky tal que para todo x,y €
Ne(z)

f(x) —f(y)| < Ko|x —y],
donde

Ne(xo) = {x € R" | |x — xo| < €},

con € > 0.
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Lema 2.1.12. Sea E un subconjunto abierto de R" yf: E — R". Sif € C1(E), entonces
f es localmente Lipschitz sobre F.

Ejemplo 2.1.13. Retomando con el ejemplo y utilizando el lema podemos

argumentar que £ es localmente Lipschitz ya que las derivadas parciales existen sobre R2.

Teorema 2.1.14. Sea E un subconjunto abierto de R". Seaxq € E, f € C'(E). Entonces
existe a > 0 de tal forma que el problema con valor inicial,

% = £(x),

(0) = o (2.1.3)

tiene unica solucion x(t) sobre el intervalo [—a, a].

Al teorema anterior se le conoce como teorema fundamental de existencia y unicidad,
este establece que para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con un conjunto
abierto como dominio, y bajo ciertas condiciones de continuidad de las funciones involu-
cradas, existe un intervalo alrededor del punto inicial donde el problema de valor inicial
tiene una solucién tnica.

Teorema 2.1.15. Sea E un subconjunto abierto de R™. Sea x¢ € E, F € C'(E). Supon-
gamos que el problema con valor im'cz'al tiene una solucion x(t,Xq) definida en un
intervalo cerrado |a,b]. Entonces existe un § > 0 y una constante K positiva tal que para
todo y € Ns(xo) el problema con valores iniciales,

x = f(x),
Xo = Y,

tiene una unica solucion x(t,y) definida sobre [a,b] la cual satisface

[x(t,y) — x(t,%0)| < [y — xole"!"
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lim x(t,y) = x(t,%o),

y—Xo

uniformemente para todo t € [a, b].

El teorema presentado es una extensién del teorema fundamental de existencia y uni-
cidad para problemas con valor inicial en sistemas de ecuaciones diferenciales.
Establece que si un problema tiene una solucién definida en un intervalo cerrado, en-
tonces para condiciones iniciales cercanas, las soluciones también estaran cercanas y se
mantendran cercanas en todo el intervalo, siempre que se cumplan ciertas condiciones de
continuidad.

2.1.2. Criterio de estabilidad

Para determinar la estabilidad local asintotica de un sistema no lineal, existen varios
métodos disponibles. En este proyecto, optamos por utilizar el método de linealizacion,
que nos permite aproximarnos al comportamiento del sistema alrededor de un punto de
equilibrio mediante la transformacion de las ecuaciones no lineales en ecuaciones lineales,
para conocer mas sobre este método, se puede consultar la siguiente referencia ([52]).

Consideremos el sistema lineal

x = Ax, (2.1.4)

con A = J(xp). El sistema lineal Ax = J(x¢)x se le llama la parte lineal de f en xq.

Definicién 2.1.16. Un punto de equilibrio (critico), xg € R™ se llama punto de equilibrio
hiperbélico de st los eigenvalores de la matriz J(xq) tienen parte real distinta de cero.
El sistema lineal |2.1.4) con la matriz A = J(Xo) se le conoce como la linealizacion de
en el punto Xq.
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Definicién 2.1.17. Un punto de equilibrio xq se le llama sumidero si todos los eigenva-
lores de J(xo) tienen parte real negativa; se le llama fuente si todos los eigenvalores de
J(xo) tienen parte real positiva; y se llama silla si es un punto de equilibrio hiperbélico
y J(xo) tiene al menos un eigenvalor con parte positiva y al menos uno con parte real
negativa.

Ejemplo 2.1.18. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

T =y — 2
=z —1°.

Calculamos la matriz jacobiana J(X) y evaluamos en el punto de equilibrio xo = (0,0):

Calculamos los eigenvalores de J(Xo):

-2 1

det(J (x0) — AI) :' o

‘:/\2_1:

Esto nos da A\ = +1. Ambos tienen parte real no nula, lo que significa que el punto
(0,0) no es ni sumidero ni fuente. Entonces, es un punto de silla.

Realizaremos este proceso (linealizacién) ya que nos facilita el uso del criterio de
Routh-Hurwitz, una herramienta fundamental para analizar la estabilidad de sistemas
lineales. El criterio de Routh-Hurwitz nos permite evaluar la estabilidad de un sistema
lineal mediante la inspeccion de los coeficientes de su polinomio caracteristico, proporcio-
nando criterios claros y concisos para determinar la estabilidad del sistema en funcién de
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sus parametros.

Asi, el criterio de Routh-Hurwitz para un polinomio caracteristico de grado 3 se puede
enunciar mediante el siguiente teorema [2.1.19, La demostracién de este resultado para un
polinomio de grado n se puede encontrar en las siguientes referencias (J46], [48]).

Teorema 2.1.19. Consideremos el polinomio caracteristico de grado 3 del sistema |2.1.
de la siguiente manera:

p(A) = A 4+ ap\? 4+ ai ) + ag,

con coeficientes en R. Sea xqo un punto critico del sistema |2.1.4. Diremos que Xq €s
estable si y solo si los coeficientes del polinomio caracteristico cumplen:

ag > 0,a1 >0,as >0 y asa; > ag.

Ejemplo 2.1.20. Retomando con el sistema del ejemplo anterior , ETAMINATEMOS
su estabilidad. Para ello calcularemos la matriz jacobiana del sistema, esto es

1 -1 0
J= 12z -2y 0

-1 -1 2z

Evaluando en el punto de equilibrio P, = (0,0,0), se tiene,
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Para obtener el polinomio caracteristico debemos calcular det(J(Py) — \I), obteniendo

p(A) = AP — A%

Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz , se sigue que el punto de equilibrio es
inestable, ya que uno de los coeficientes no es mayor a cero (ay = —1).

2.2. Derivadas de orden fraccionario

2.2.1. Antecedentes

El origen del calculo fraccional se remonta poco después de que se desarrollaran los
fundamentos del célculo diferencial e integral que desarrollaron Newton (1643 - 1727) y
Leibniz (1646 - 1717). Esto fue debido a la notacién que utilizaba Leibniz,

dn

dz™

(),

para denotar la n-ésima derivada de la funcién f, donde n € N. En septiembre de
1695, L’Hopital envié una carta a Leibniz preguntando sobre el significado de jx—nn f(x)
sin = % Esta carta se considera la primera mencion conocida de lo que hoy se llama
derivada fraccional. El hecho de que L’Hopital preguntara por %, una fraccién, es lo que
dio origen al nombre de esta rama de las matematicas. Actualmente, n no esta restringido
a numeros racionales, pudiendo ser cualquier niimero real, e incluso se pueden considerar
nimeros complejos ([16]).

El uso de la derivada fraccionaria ha sido crucial en la comprensién de diversos fenéme-
nos y su aplicacion en una amplia gama de campos. Por ejemplo, se ha empleado en la
modelacién de materiales visco elasticos ([65]), el procesamiento de imédgenes ([13]), la
bioingenieria ([39]), y la propagacién del calor ([57]). Ademads, ha encontrado aplicacién
en areas como la psicologia matematica, donde los sistemas de orden fraccional son ttiles
para modelar el comportamiento humano ([2], [67]). Estas son solo algunas de las nume-
rosas aplicaciones de la derivada fraccionaria en diversos campos de estudio ([16], [66]).
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2.2.2. Conceptos basicos

En esta seccion, mostraremos las definiciones y herramientas correspondientes sobre
la derivada fraccionaria, para eso veremos algunas definiciones como son la derivada frac-
cionaria de Riemann-Liouville y su importancia dentro de la derivada fraccionaria de tipo
Caputo. También se mostraran algunas funciones especiales que llegan a aparecer en la
definiciones indicadas anteriormente. Estas definiciones, teoremas, asi como sus demos-
traciones fueron consultadas y extraidas de las siguientes referencias ([14], [16] [17], [29],

[33], [44], [56], [60], [66]).

La primera funcién especial que vamos a definir es la funcién Gamma denotada por
['(z), es una funcién especial en matemadticas que generaliza el concepto de factorial a
nimeros complejos y reales.

Definicién 2.2.1. La funcion I' : (0,00) — R se le conoce como la funcion Gamma, Se
define mediante la integral:

[(x) :/ t" e L.
0

Esta integral converge para todos los nimeros complejos x € (0,00). La funcién
Gamma es continua y tiene propiedades interesantes, como la féormula de recurrencia
['(z+1) =al'(2).

La funcién Gamma converge en el intervalo (0, 00) debido a que la funcién e~ dismi-
nuye rdpidamente y t*~! crece de manera controlada para valores de x en (0,00). Esta
combinacion asegura que la integral definida que define la funcién Gamma tenga un com-
portamiento convergente en dicho intervalo para todos los valores reales positivos de x.

El siguiente resultado serd de utilidad mas adelante,

Teorema 2.2.2. Paran € N, se cumple que

(n—1)!=T(n).
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El teorema anterior nos muestra como la funcién I'" puede ser vista como una
extensién del factorial.

Ejemplo 2.2.3. A continuacion se muestran algunos ejemplos donde se ocupa la funcion

I':

1. Factorial:
['b)=41=4-3-2-1=24.

2. Fracciones:

3. Funcion de error:

erf(x) \/_/ F (%:ﬁ) .

4. Distribucion Chi-cuadrado:

ok/2=1p—a/2

f(x;/f):m-

Otra funcién especial de gran importancia en el ambito de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias es la funcion de Mittag-Leffler. Esta funcién juega un papel analogo al de la
funcién exponencial (e) en muchas aplicaciones.

Definicién 2.2.4. Sean ny,ny >0 y z € C. La funcion E,, ,, definida por

B s Z r nlk‘+n2

k=0

cuando la serie converge es llamada funcion de Mittag-Leffler con parametros ny y no.
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Notemos que cuando n; = 1y ny = 1 y utilizando el teorema [2.2.2] la funcién Mittag-
Leffler toma la forma

o0 OOZ
2 ZM;H ;k_: ‘

k=0

Es decir que E}1(2) es la funcién exponencial.

Antes de ver la definicién respecto a la derivada fraccionaria, definiremos la notacion
que se estara utilizando para el operador diferencial y operador integral.

Definicién 2.2.5. El operador diferencial D se define como la aplicacion que asigna a
cada funcion diferenciable f en el conjunto de nimeros reales R su derivada, es decir,

Df(x) = f'(x) para todo x € R.

Definicién 2.2.6. Sea f una funcidn integrable sobre el intervalo [a,b]. Denotaremos por
J, al operador que mapea una funcion f sobre su primitiva centrada en a, es decir,

J, = / o

para a < x < b.

A continuacién se ofrecera una breve definicién sobre las funciones medibles que ser-
vird como base para comprender un poco mas las derivadas fraccionarias.

Definicién 2.2.7. Sea f : [a,b] — R una funcion medible. Sea p un nimero real positivo.
Diremos que f pertenece al espacio Lyla,b] st,
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b
/ |f|Pdx < oo.

No profundizaremos mas en este tema respecto a los espacios L,, ya que nuestro interés
se centra en el espacio de funciones medibles f : [a,b] — R, tal que f pertenezca a Ly, es
decir, que sean integrables en el sentido de Lebesgue, donde su integral absoluta es finita.
Para que f sea medible, basta con que sea continua ([16], [61]).

Definicién 2.2.8. Denotaremos por A™ o A™[a,b] al conjunto de funciones con una de-
rivada (n — 1)-ésima absolutamente continua.

Una funcién es absolutamente continua en un intervalo si su derivada es integrable en
dicho intervalo.

2.2.3. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

A continuacién presentaremos la definicién de la integral fraccional y derivada fraccio-
nal de Riemann-Liouville utilizando los operadores anteriormente vistos en y [2.2.6
Estos conceptos son extensiones importantes de la integral y derivada clésicas, respecti-
vamente, que permiten operar con funciones no enteras o fraccionarias.

La integral fraccional de Riemann-Liouville generaliza el concepto de integracion, per-
mitiendo integrar funciones no enteras o fraccionarias. Por otro lado, la derivada fraccional
de Riemann-Liouville generaliza el concepto de derivacién, permitiendo calcular derivadas
de orden fraccionario.

Definicién 2.2.9. Sea o € Rt. El operador J definido en Ly|a, b] por:

Jo () = ﬁ / o — 0 (),
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para a < x < b es llamado el operador integral fraccional de Riemann-Liouville de grado
Q.

Si o =0, definimos J° = I, el operador identidad.

El siguiente teorema nos muestra que el operador J¢ f(x) se encuentra en L;[a,b], la
demostracién de este teorema se puede encontrar en ([16]).

Teorema 2.2.10. Sea f € Li[a,b], a > 0. Entonces la integral J¢ f(x) eziste para casi
todo x € [a,b]. Ademds la funcion J&f en si misma también es un elemento de Li[a,b].

Este teorema establece que si una funcién f es integrable en el sentido de Lebesgue en
el intervalo [a, b], entonces su integral fraccional J$ f(x) existe para casi todo = € |[a, b],
es decir que, excepto en un conjunto de medida cero, la integral fraccional de f esta bien
definida en el intervalo [a, b] para cada z.

Definicién 2.2.11. Sea o € RT y m = [a]. El operador DS definido por:

D3f = D"re,

es llamado el operador diferencial fraccional de Riemann-Liouville de grado .

Paran =0, definimos D° = I, el operador identidad.

Notemos que en la definicién anterior aparece m = [«/, el cual es el entero mas cercano
a « es decir,

la] max{m € Z :m < a} sia>0,
Oé:
min{fm e Z:m>a} -1 sia<0.
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Observemos que si 0 < a < 1, entonces la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
toma la forma ([16], [33])

D) = r—ayas | fOE— 0

Ejemplo 2.2.12. Sea o € (0,1) y f : R — R de tal forma que f(x) = ¢, es decir la
funcién constante. Calculemos la derivada de Riemann-Liouville de la funcion f(z):

o B 1 d [* ¢
Daf(x) = r<1—a)%/a w1

Calculemos la integral:

T - l—«
/ ¢ dt = CM

(x —t)™ -«

y luego la derivada con respecto a x:

Por lo tanto, la derivada fraccionaria de tipo Riemann-Liouville es:

Il -«

(x —a) .

DG f(x) =

El siguiente resultado contiene una condicién suficiente para la existencia del operador.

Proposicién 2.2.13. Sea f € Al[a,b] y 0 < a < 1. entonces D2 existe casi en todas
partes en [a,b].
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Teorema 2.2.14. Sea a > 0, entonces para cada f € Lq[a,b], se cumple:

DRI f =1,

casi en todas partes.

La demostracién de estos ultimos resultados se pueden encontrar con mas detalle en

[16].

2.2.4. Derivada fraccionaria de Caputo

En el estudio de fenémenos fisicos y sistemas dindamicos complejos, la derivada frac-
cionaria de Caputo emerge como una herramienta poderosa y versatil para modelar y
comprender una amplia gama de comportamientos no enteros en estos sistemas. A dife-
rencia de la derivada clasica, que se limita a describir cambios instantdaneos en el tiempo,
la derivada fraccionaria de Caputo captura efectos de memoria a largo plazo y fenémenos
no locales que son comunes en muchos sistemas reales. Este enfoque se ha vuelto esencial
en campos como la fisica, la ingenieria, la biologia y la economia, donde los fenémenos de
escala temporal no entera son la norma més que la excepcién ([27], [56]).

Antes de definir la derivada fraccionaria de Caputo definiremos el siguiente operador
que nos sera de gran utilidad.

Definicién 2.2.15. Sea o« > 0 y m = [a]. Definimos al operador Dg por:

~

Dy = Jy=eD" S,

siempre que D™ f € Lya,b).
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Definicién 2.2.16. Denotaremos por T,,_1[f;a] como el polinomio de Taylor de grado
m — 1 para la funcion f centrada en a, es decir,

en el caso m = 0 definimos T,,—1[f; a] = 0.

Definicién 2.2.17. Sea o > 0 y f de tal forma que DS[f — Tyn-1[f;al] exista, donde

m = [a], definimos a la funcién D2, por:

D, = Dg[f — Tnalf:dll.

El operador DS, es llamado como el operador diferencial de Caputo de orden c.

El siguiente resultado nos permite asociar las definiciones 2.2.15] y 2.2.17}

Teorema 2.2.18. Sea o > 0 y m = [a]. Supongamos que f € A™|a,b|, entonces

D2, = D[f = Talf;a]] = Dy

En este trabajo de tesis trabajaremos unicamente cuando 0 < a < 1, por lo que
m = 1. Ademds utilizando el teorema [2.2.18] tendremos la siguiente definicién de la
derivada fraccionaria de Caputo.
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Definicién 2.2.19. La derivada fraccionaria de Caputo para 0 < o < 1, esta dada por:

1

D) = ey | (=0 0

Ejemplo 2.2.20. Sea a € (0,1) y f: R — R tal que f(x) = ¢ . Calculemos la derivada
fraccionaria de f(x):

Def@) = = [ e =

Dl f(x) =0

Observemos que, a diferencia de la derivada de Riemann-Liouville 2.2.12] la derivada
de Caputo de una funcién constante es cero. Esta particularidad coincide con el comporta-
miento de la derivada de orden entero para funciones constantes. Ademas, esta propiedad
es fundamental ya que permite establecer condiciones iniciales bien definidas para las
ecuaciones diferenciales fraccionarias de Caputo.

Los siguientes teoremas nos permiten relacionar la importancia de la funcién Mittag-
Leffler con la derivada fraccionaria de Caputo.

Teorema 2.2.21. Sean; >0, ny =1 y XA € R. Definamos

f(x) = Epa(Ax™), x>0.

Se cumple,

D f(x) = Af(x).
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Teorema 2.2.22. Sea A € R, 0 < a <1 ym = [a]. La solucion del problema con valor
inicial,

D3 f(x) = Af(z) +g(x),  y(0) = o, (2.2.1)
donde g(x) € C[0, h], puede ser expresada en la forma

f(x) =yoEar(A2?) + /;(x — )2 By oMz — 1)¥]g(t)dt.

2.2.5. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una gran herramienta que sirve para resolver problemas
con valores iniciales (PVI) formulados en términos de EDO’s, no obstante, veremos que la
transformada de Laplace también serd de utilidad al momento de resolver PVI en derivada
fraccionaria de tipo Caputo .

Definicién 2.2.23. Sea f:[0,00) — R y s € C. Definiremos a la funcion F':
P(s) = Ll 0)s) = | F(ear (222)
0

como la transformada de Laplace de f(t) siempre que la integral exista.

Para asegurar la existencia de la integral 2.2.2] la funcién f(¢) sea de orden exponencial
¢, es decir, existen constantes positivas M y T de tal forma que,
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[f(B)] < Me,
para todo t > T" ([56]).

A continuacién, se presentaran algunas propiedades bésicas de la transformada de
Laplace ([16], [56]).

1. Linealidad:
Llaf(t) +bg(t)] = aLllf(t)] + bLIg(t)],
con a,b € R.

2. Transformada de la derivada:

LIf'(0)] = sLIf(1)] = £(0).

3. Transformada de la integral:

e| [ foyar] = et

4. Desplazamiento en el dominio del tiempo:

LIf(t—a)] = e F(s).

5. Teorema de la convolucidn:
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En este proyecto de tesis, es de interés para nosotros comprender la relacion entre la
derivada de Caputo y la transformada de Laplace. A continuacion se presenta un resultado
que ilustra esta relacién, ([16], [I7], [56]).

Proposicién 2.2.24. Sea 0 < a < n con n € N de tal forma que f(x) € C*(R")
ademds f™(x) € Ly(a,b). La transformada de Laplace (F(s)) y L|D"f(t)] existe y

h’rf (D*y)(z) =0 para k =0,1,...,n — 1, entonces la siguiente relacion se cumple:
T—+00

3
—

£|Def| () = s°F(s) = 3 5" 0 0).

0

e
Il

En particular, si 0 < a < 1, entonces

c [Dfaf] (s) = s°F(s) — s*LF(0). (2.2.3)

Observemos que en si a = 1, entonces obtenemos la definicion [2.2.23

Por 1ltimo el siguiente resultado describe la conexion entre la funcion Mittag-Leffler de
dos parametros y la transformada de Laplace, este resultado es una herramienta de gran
ayuda para la solucién de ciertas clases de ecuaciones diferenciales fraccionarias ([16],[33]).

Teorema 2.2.25. Sean p,q > 0, A € C. Sea f(t) = t7'E, ,(\F), entonces la transfor-
mada de Laplace de f estd dada por:

sP—\

L [tq_lEM(/\tp)} =

En la siguiente seccién veremos algunos ejemplos de como utilizar los teoremas ante-
riores.
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2.2.6. Conversion de la derivada de orden entero a orden frac-
cionario

Como se ha mencionado previamente, algunas aplicaciones ya estan modeladas utili-
zando la derivada fraccionaria de tipo Caputo ([13], [14], [16], [27], [53], [54]). Sin embargo,
en otras ocasiones, se lleva a cabo una conversion de ecuaciones de derivadas enteras a
ecuaciones de derivadas fraccionarias de tipo Caputo.

Para este propdsito, emplearemos un método que convierte ecuaciones de derivadas
enteras a ecuaciones de derivadas fraccionarias de Caputo, utilizando el enfoque propuesto
por Garcia ([23]). Este método consiste en introducir un pardmetro ¢ con dimensiones
apropiadas. Este método sera aplicado a los siguientes problemas con condiciones iniciales:
el crecimiento bacteriano y la ley de enfriamiento-calentamiento de Newton, los cuales ya
estan formulados en términos de derivadas de orden entero ([70]).

Crecimiento de bacterias

Para modelar el crecimiento de bacterias se tiene la siguiente ecuacién diferencial

DP(t) — kP(t) = 0, (2.2.4)

con condicién inicial P(0) = Py y k es la tasa de crecimiento de las bacterias (positiva).

Sea 0 = %, k> 0.

Luego, haciendo

1 « l—a Nno
D—>1—_D*O%k D*[)a O0<a<l.
o (6]
Sustituyendo en [2.2.4] tenemos que
k"D P(t) — kP(t) = 0,

k

DfOP(t) - Ll

P(t) =0,

D P(t) — k"P(t) = 0.
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Asi la ecuacién en derivada fraccionara de tipo Caputo de orden a que modela el
crecimiento de bacterias es

D&, P(t) — k“P(t) = 0, (2.2.5)

con 0 < o < 1y con condicién inicial P(0) = F.
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion tenemos que,

E[DSOP(t)] vy [P(t)} ~0

Utilizando la proposicion se tiene,

c [Dgop} = $"F(s) — s*71£(0).

Luego,
s®F(s) — s> tP(0) — k®F(s) = 0,
F(s)(s* —k*) = s,
F(s) = S,
Ast

Utilizando el teorema [2.2.25] se tiene que § =1y A = k%, por lo tanto
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P(t) = P()E%l(kat), 0<a<l, (226)

donde E, ; es la funcién Mittag-Leffler.

Sia=1en[2.2.6] entonces

P(t) = RyEra(kt),

P(t) = Poekt,

lo cual es la solucién de 2.2.41

Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

La ley de enfriamiento/calentamiento esta dada por la ecuacién diferencial

DT(t) = k(T(t) — T,), (2.2.7)

con condicién inicial T(0) = Ty y 1), constante.

Haciendo el mismo procedimiento y suponiendo que 7;, es constante se tiene que la
ecuacion diferencial fraccionaria es:

DoT(t) = k(T (t) — T)), (2.2.8)

con 0 < o < 1y con condicién inicial T'(0) = Tp.

Observemos que la ecuacién diferencial se presenta en la misma forma que se
describe en el Teorema [2.2.1] al hacer f(t) = T(t), g(t) = —k°T,,, y A = k. De esta
manera, podemos aplicar el Teorema [2.2.22] obteniendo la siguiente solucién:
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t
T(#) = Ty B (k%) — akT), / (t— 8 Bu [k (t — 5)°], (2.2.9)
0
con 0 < a<1.

Observemos que si a = 1 en [2.2.9] se tiene:

T(t) = Toe* — kT, f(f eFt=5)ds,

_ Toekt — kT, [e’“;—l]’

= T+ (Ty — Tm)er,

la cual es la solucién en orden entero de 2.2.71

2.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales fracciona-
rias

En este proyecto de tesis, nuestro objetivo principal es explorar las definiciones y
algunos resultados relacionados con la formulacién de sistemas de ecuaciones fraccionarias,
especificamente del tipo Caputo. Varios de los autores hacen uso del sistema fraccionario
de tipo Caputo para modelar diferentes aplicaciones ([2], [5], [4], [8], [9], [19], [22], [25],
[37], [38], [45], [69]). Nos centraremos en un sistema definido de la siguiente manera:

Dex(t) = f(x), 0<a<l,

i) = X (2.3.1)

Donde f es un campo vectorial, f : R — R” y f cumple con las propiedades de la

definicion 2.2.19]

Los puntos de equilibrio y la matriz jacobiana son conceptos clave en el andlisis de
sistemas dinamicos fraccionarios, proporcionando una base fundamental para comprender
la estabilidad y el comportamiento local de estos sistemas complejos y persistentes en el
tiempo. A continuacién presentaremos la definicion de punto de equilibrio ([50], [51]).
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Definicién 2.3.1. Un punto xg € R" es llamado punto de equilibrio o punto critico del
sistema

Dgyx = f(x), (2.3.2)

S1,

En cambio para la definiciéon de matriz jacobiana la definicién es similar a la mostrada

en 2116 ( 31, 8, 9], [59).

2.3.1. Existencia y unicidad

En esta seccién se mostrara un resultado ([§], [35]) que asegura la existencia y unici-
dad de soluciones para problemas con condiciones iniciales formulados en términos de la
derivada fraccional de Caputo, segin se describe en el sistema fraccional

Teorema 2.3.2. Sea B un subconjunto cerrado de R™. Sea f : R™ — R"™ de tal forma que
f € CY(B). Ademas f € Li([to — a,to+a)) y

IFGI < w + o]l

para todo x € R™, conw >0 yv > 0, entonces eziste una funcion x(t) en (—oo, +00)
que resuelve el problema con valor inicial |2.5. 1.

Observacién 2.3.3. Ademas de las hipdtesis hechas en el teorema se supone
f(x)

ademds que es continua respecto a cada elemento de x. Entonces la solucion x(t)

X
en R™ que resuelve el problema con valor inicial no solo existe, sino que ademds es
unica.

Observemos que, a diferencia del teorema de existencia y unicidad para el caso entero
2.1.14), el cual garantiza la existencia y unicidad local de la solucién, el teorema anterior
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nos permite afirmar la existencia y unicidad global de la solucién del sistema fraccionario.
La demostracién de este teorema se puede encontrar en ([35]).

2.3.2. Criterio de estabilidad

Al momento de realizar un analisis cualitativo de un sistema de orden entero la mayoria
de las veces requerimos conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema a
nivel local, para esto muchas veces se requiere del criterio de Routh-Hurwitz el cual se
mostré anteriormente 2.1.19] en esta parte de la tesis, se mostrard una generalizacion
del criterio de Routh-Hurwitz propuesto por Ahmed ([4], [49]) para sistemas de orden
fraccionario de tipo Caputo.

Antes de mostrar este resultado definiremos el sistema lineal referente al sistema [2.3.1],
es decir,

Djyx = Ax, (2.3.3)

con0 <a<1lyA=J(xp). Donde J es la matriz jacobiana definida en ([31,[81,
[49]). Observemos que el sistema lineal fraccionario es similar definido para derivada
de orden entera Una vez definido el sistema lineal fraccionario se presentara un
teorema para mostrar la estabilidad local de dicho sistema ([41]).

Teorema 2.3.4. FEl sistema|2.3.5 es localmente asintoticamente estable si y solo si

larg(V)| > a3,

donde A corresponde a los valores propios de la matriz A.

El resultado anterior nos da una condicién importante para conocer la estabilidad de
un sistema, pero nos hace preguntarnos sobre cuales son las condiciones para que todas
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las raices del polinomio caracteristico de

p()\) = an)\n + an—l)\n_l + &n72)\n—2 +---+ayg= O’

m
cumplan |arg(\)| > ag) donde los coeficientes del polinomio caracteristico sean reales.

Notemos que para @ = 1 obtenemos la estabilidad asintética por el criterio de Routh-
Hurwitz visto en [2.1.2]. Pero para a € (0, 1) estas condiciones pueden llegar a ser sufi-
cientes, pero no del todo necesarias ([4]).

Para lograr esto se mostrara un criterio de Routh-Hurwitz para sistemas de orden
fraccionario, a continuaciéon daremos la definicién de discriminante de un polinomio que
utilizaremos mas adelante.

Definicién 2.3.5. Sea f(x) un polinomio de la forma,

f(ZL‘) = a,x" + an_lx”_l + an_an_z + -+ ao,

(@) =na, 2" '+ (n— Da,_12" 2+ (n — 2)an_22" > + - +ay,

su deriwada. Definimos por A al discriminante del polinomio f(x) de la siguiente
manera:

1))
Al D)

an

R(f, [,

donde R(f, f') es el determinante de la matriz de Sylvester ([6]) de tamano (2n—1) x
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(2n —1).

La matriz de Sylvester es una matriz de dimensiones (m + n) x (m + n) esta matriz
se construye comenzando desde la esquina superior izquierda con los coeficientes de f(x),
luego desplazandose hacia abajo una fila y una columna hacia la derecha y llenando los
coeficientes a partir de alli hasta llegar al lado derecho. Luego, el proceso se repite para
los coeficientes de f’(z), su notacion es S(f, f') ([6]) .

El uso del discriminante es de mucha ayuda ya que en base a él podemos conocer si las
raices de nuestro polinomio son reales o complejas, es decir, si A > 0 (A < 0), entonces
hay un ndmero par (impar) de raices reales para la ecuacién f(z) =0 ([4],[34]).

En los siguientes ejemplos obtendremos la matriz de Sylvester, asi como su discrimi-
nante para un polinomio de grado 2 y 3 respectivamente.

Ejemplo 2.3.6. Sea p(x) = axx® + a1z + ag un polinomio de grado 2 con coeficientes
reales, la matriz de Sylvester correspondiente a p(x) y p'(x) es:

a9 aq Qo
S(p7 p/) = 2&2 a1 0 )
0 2&2 aq

el discriminante de este polinomio estda dado por:

A= a% — 4&2(10.

= 51 A >0, entonces tiene dos raices reales.

» Si A <0, entonces tiene dos raices complejas.

Ejemplo 2.3.7. Sea p(z) = azz3+asz®+a1x+ag un polinomio de grado 3 con coeficientes
reales, la matriz de Sylvester correspondiente a p(x) y p'(z) es:
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as ay a; ay O
0 a3 ay a1 ag
S(p,p)=|3az 2a; a1 0 0],
0 3as 2a, a; O
0 0 3as 2ay aq

el discriminante de este polinomio estd dado por:

A = a5a5 — 4aza; — dayag — 27azas + 18azasayap.

s 51 A >0, entonces tiene tres raices reales.

s 51 A <0, entonces tiene una raiz real y dos raices complejas.

Dada la definicion anterior podemos presentar la siguiente proposicién, en el cual
se nos daran mas condiciones para asegurar la estabilidad local del sistema [2.3.3] esta
proposicién puede encontrarse en ([4], [49]).

Proposicién 2.3.8. Sea p(\) el polinomio caracteristico de gradon > 3 del sistemam
sea X un punto de equilibrio del sistema|2.3.1. Sea o € (0,1).

1. Para n = 3, si el discriminante A es positivo, entonces las condiciones del criterio
de Routh-Hurwitz|2.1.19 son necesarias y suficientes, entonces Xq es asintoticamente
localmente estable.

2. SiA<0,a0>0,a1>0,a0>0ya< %, entonces Xg es asintoticamente localmente
estable.
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2
3

condicion de estabilidad |arg(\)| > «

3. 51 A<0,as<0,a; <0, a> %, entonces todas las raices de p(\) = 0 satisfacen la

™

2

4. 81t A <0,ay >0, a; >0 yaa; = ag entonces Xqo es asintoticamente localmente
estable. para todo a € (0,1).

5. Para n en general, una condicion necesaria para que Xqo sea asintoticamente local-
mente estable es a, > 0.

La demostracion de esta proposicién la podemos encontrar en ([4]), el uso de esta
proposicion va a ser de gran ayuda para cuando se quiera verificar la estabilidad del
sistema SIRS que se encuentra modelado en derivadas de orden fraccionario de tipo
Caputo, ademds que nos permite saber si el sistema es estable para todo « € (0,1) o para
un valor especifico de a.

2.3.3. Conversion de sistemas

En esta seccién daremos un primer enfoque respecto a la conversién de derivada de
orden entera a derivada fraccionaria de tipo Caputo de nuestro modelo SIRS (1.4.2)) y
trataremos de resolver un problema de dimensionalidad a través de dos métodos.

En una primera instancia al momento de realizar una conversion pensariamos que basta
con solo cambiar los operadores diferenciales de orden entero al operador diferencial de
tipo Caputo, es decir:

( I
DS = A—pL s eaR,
N
ST
Dl = B2 (k4 i+ )1, (234
D3R = kI—(u+7)R.

\
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Podemos notar que el sistema[2.3.4]es técnicamente inconsistente, esto debido a que las
dimensiones del lado izquierdo de las ecuaciones tienen dimensién (tiempo)~®, mientras
que en el lado derecho tienen la dimensién tiempo~!, para resolver este problema de
dimensiones, veremos dos métodos que nos ayudaran a dimensionar el sistema.

Para el primer método ([8],[15]) reemplazaremos cada derivada de orden entero en
el sistema por la derivada fraccionaria de tipo Caputo de orden a. A continuacion pa-
ra conservar la dimensionalidad de ambos lados de las ecuaciones reemplazaremos cada
parametro * por x“. Por lo que el sistema SIRS en derivada fraccionaria de Caputo esta
dado por el siguiente sistema no lineal:

( ST
D%S = A= pe20 — u°S+9°R,

o o3 o o ta 2.3.5
Dl = o0 = (K + i+ )], (2:3.5)

DYR = koI — (u® +~°)R.

\

Para el segundo método ([8], [59]), resolveremos el problema de inconsistencia de las
dimensiones de ambos lados de las ecuaciones del sistema, primero reemplazaremos cada
derivada de orden entero por la derivada fraccionaria de tipo Caputo, después multiplica-
remos en el lado izquierdo de la ecuacién por 7%~ !, donde 7 es una constante de tiempo
utilizada para balancear las unidades. Por lo que el sistema se transforma en:

I
DS = A A0 S AR,

I
DT = B (k)L (226)

T IDYR = kI— (un+7)R.

En este proyecto de tesis utilizaremos y estudiaremos en la siguiente seccion el modelo
yva que en ([49]) se ha estudiado el modelo [2.3.5]
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Capitulo 3

Analisis del modelo SIRS

En este capitulo realizaremos el analisis de los puntos criticos del sistema SIRS en de-
rivada de orden entero [1.4.2| como en derivada de orden fraccionaria de tipo Caputo [2.3.6),
asi como su comportamiento y estabilidad. Ademas de que los conceptos de epidemiologia
y matematicas de los capitulos [1] y [2| se utilizan ampliamente en este capitulo.

3.1. Analisis del modelo SIRS en derivada de orden
entero

El modelo SIRS a trabajar se encuentra modelado por las siguientes ecuaciones dife-
renciales:

SI
S = A-f —uS+9R

o 5%_ (it it I (3.1.1)

R = kl—(p+7)R.

Con N =S+ 1+ R.y con condiciones iniciales S(0) = Sy, 1(0) = Iy, R(0) = Ro.
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Veamos la dindmica de la poblacion
N = (S+1+R),
— S/ + ]’/ + R/’

ST ST
= A—ﬁw—MS+7R+BW—(m+u+f)I+M—(M+7)R,

= kIl —(n+7)R.
Dado que N =S + I + R, entonces se tiene:

N' =A—puN — fI. (3.1.2)

Notemos que en la parte derecha de la ecuaciéon|3.1.2{no es cero, por lo que la poblacién
puede ir variando a través del tiempo. Ademas la existencia y unicidad de la solucién viene
dada por el teorema 2.1.14] debido a que las funciones son continuas y diferenciables sobre
(S, I, R).

Para la obtencion de los puntos criticos, se iguala a cero cada una de las ecuaciones
del sistema [3.1.11

ST

S
BW—(’{‘HH“JC)] = 0,

kIl —(p+v)R = 0.
Obteniendo asi, los siguientes puntos criticos:

Ey = (é7070>7
" (3.1.3)

B = (S°,I°R).

donde
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A(f+r+p)(y+ K+ p)

5 = BUf(y+w) +pty+r+p) = fOy+u)(f+54+pw)
- Ay +u)B—f—r—p)

BUf(y+ ) +puly+r+p0) = f(y+p)(f +5+p)
B o Ak(B— f— K —p)

BUf(y+p)+uy+r4+w) = fOy+p)f +r+p)

Observacién 3.1.1. Observemos que Ey es un punto critico libre de enfermedad, ya que
la sequnda componente es cero, mientras que Ei es un punto critico endémico, pues la
sequnda y tercera componente son distintas de la trivial.

Observacién 3.1.2. Notemos que el criterio de positividad de las coordenadas del punto
critico By es:

n S >0
BUf(y+up) +pty+r+p) > f(y+u)(f + 5+ p).

» [*>0y R">0:
BUf(v+u) +uty+r+p) > fly+w)f+r+p),

B > f+Kr+p.

3.1.1. Numero reproductivo basico (Ry)

Ocuparemos el método de la matriz de siguiente generacién utilizado en ([12]) para
obtener el nimero reproductivo basico del modelo SIRS del sistema (3.1.1

Escogemos el compartimiento de los infectados del sistema SIRS
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dl _ SI
=B — (ke pt )L (3.1.4)

Se obtienen los siguientes vectores .F y ¥:

)
I
o

dadoque N=S+I1+R

ST
STITR)

Y

_ W

Vo= kﬁ+u+fﬂ}

derivamos respecto a I y obtenemos:

[ﬁﬂS+R)}
(S+ I+ R)?l’

V = [/ﬁ+u+f]

Evaluamos en el punto critico donde la poblacion se encuentre libre de la enfermedad,
en este caso es el punto Fy = (%, 0, 0). Luego,

V = k+p+f.
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Asi, el numero reproductivo basico respecto al sistema |3.1.1] es

B8

Ry, = FV1io_—_F"
0 K+p+f

(3.1.5)

3.1.2. Analisis de sensibilidad de R,

El analisis de sensibilidad estudia la variacion de las salidas de un modelo en base a los
datos de entrada ([43]). Ademads investiga la dependencia de los resultados en los valores
de los pardmetros, asi como sus condiciones iniciales ([1]).

Para conocer la sensibilidad del nimero reproductivo Ry, haremos un analisis de sen-
sibilidad local en el cual calcularemos el indice de sensibilidad de cada parametro P en
funcion a cada variable de estado.

Definicién 3.1.3. ([1l], [58]) El andlisis de sensibilidad se realiza por medio del método
de coeficientes de sensibilidad local normalizados, el cual consiste en calcular el Indice de
sensibilidad (fndz’ce de eficacia) Q de cada parametro P en funcion a cada variable del
estado Ry. El indice mencionado anteriormente estd dado por:

ORy P

Qo —_— .
P OP R,

(3.1.6)

donde Ry es la variable a analizar y P es el parametro.

El indice de sensibilidad se utilizara para determinar el impacto de cada pardametro en
la epidemia de una enfermedad permitiendo tomar medidas para controlar su propagacion.
El indice de sensibilidad de cada parametro se deriva desde Ry [3.1.5{ usando la definicién
anterior. En la siguiente tabla podemos encontrar el indice de sensibilidad de
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cada pardametro.

Pardametro Indice de sensibilidad
oRy, p3
Qo= — 2.2
8 A 98 Ry
. o _ o & K
" Ok Ry K+p+f
) Qo OB g0
’ au RO K+ u+ f
f ijfo = % . i = f

of Ry wktpu+f

Tabla 3.1.1: Indice de sensibilidad de cada parametro respecto Ry

Dada las hipdtesis de los parametros [1.4.2 se tiene que el parametro [ tienen un
indice de sensibilidad positivo, mientras que los parametros u, x y f tienen un indice de
sensibilidad negativo. El indice de sensibilidad positivo indica que el aumento en el niimero
reproductivo bésico es significativo, como resultado aumentar (o disminuir) el valor del
parametro, mientras se mantienen constantes el valor de los otros parametros conducira
a un aumento de Ry. Los indices de sensibilidad negativo indican que el aumento en el
nimero reproductivo bésico tiene un significado negativo, es decir, incrementar (o reducir)
el valor de los pardametros, mientras los otros parametros permanecen constantes resultara
en disminuciones (o aumentos) en Rj.

3.1.3. Estabilidad local del modelo SIRS

En esta secciéon vamos a conocer la estabilidad de los puntos criticos del sistema SIRS
encontrados anteriormente [3.1.3] ademéas de la relacién del nimero reproductivo bésico
con el punto de equilibrio libre de enfermedad.

Teorema 3.1.4. El punto de equilibrio Ey (libre de enfermedad) del modelo SIRS
es localmente asintoticamente estable si Ry < 1.
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Demostracion. Para conocer la estabilidad del punto critico Fjy, linealizaremos el sistema
La matriz jacobiana del sistema SIRS esta dada por:

[ B BI(I + R) B BS(S+ R) n BST i
(S +1+ R)? (S+1+ R)? 7 (S +1+ R)?
J=| BII+R) BS(S + R) ,
Gri+RE  (S+ivmeE "tetd 0
i 0 K —(y+m
(3.1.7)
evaluando en el punto critico Ej, obtenemos
[ —n —f 7]
J(Ep) = 0 p—(k+p+/f) 0 : (3.1.8)
L 0 K —(v+n)

El polinomio caracteristico respecto a la matriz J(Ep) es

pA) =+ N)((p+7)+NB = (k+p+f)=A).

Para obtener los valores propios igualamos a cero el polinomio anterior obteniendo asi
las siguientes raices:
A=
Ay = —(u+7).

Observemos que en base a las descripciones de los valores de los parametros del modelo
mostradas en la tabla los dos valores propios de la matriz son menores que
cero, mientras que para el tercer valor propio de la matriz se tiene:
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)‘3 = /8_(11{/—’_”_'_-](.)7

K+'u+f)</<c+u—+f_1>’

(
(/f—l—,u+f)<Ro—1>.

De lo anterior se concluye que A\; < 0, A < 0y A3 < 0si Ry < 1. Por lo tanto Ej es
localmente asintoticamente estable.

A continuacién, revisemos la estabilidad local del punto de equilibrio E£;. La matriz
jacobiana del sistema evaluado en F, se da de la siguiente manera:

J(E)) = BI*(I* + R¥) BS*(S*+RY)
(S*+I*+ R*)? (S*+I*+ R*)? (wtnt]) 0
0 K —(v+n)

El polinomio caracteristico de la matriz J(E;) es el siguiente:
)\3—|-81)\2—|-82/\—|—83 = 0, (319)

donde,

+ 20+,
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pBI*(I* + R¥) 20B5*I* vB(I* + R¥)
1S I :
S+ R T
3 pu—

JuBS*I* YuBS I

Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz [2.1.19] podemos verificar que el punto critico
(E1) es localmente asintdticamente estable si s1 > 0,52 > 0,53 > 0y 51 S92 > s3.

3.2. Analisis del Modelo SIRS en derivada de orden
fraccionaria

En esta seccién, llevaremos a cabo un andlisis andlogo al modelo SIRS formulado
en derivada de orden entero, con el propdsito de identificar el niimero reproductivo basico
(Ryo), los puntos criticos y conocer la estabilidad local del sistema SIRS expresado me-
diante la derivada fraccionaria de Caputo. Este estudio se basara en el modelo formulado

57



en la seccién ya que el modelo presentado en la seccién ha sido previamente
analizado en referencia ([49]). El modelo SIRS viene dado por el siguiente sistema de
ecuaciones:

ST
T i1DasS = A - 5W — 1S + YR,

I
DT = B (st D (3:2.1)

roolpa R = kI—(n+7v)R.

Con N =S+I+R, 7€ (0,1)y o € (0,1) y con condiciones iniciales S(0) = Sy, I(0) =
Io, R(0) = Ry,

A continuacién, realizaremos un analisis para conocer la dindmica del sistema [3.2.1]

T IDGN = 17D (S + 1+ R),
= 1% YDg%S + DI + DY R),
= (7°7'D5S + 10D + T D R),

ST ST
= A—BW—MSJFVRJFBW—(/<;+u+f)l+ml—(ﬂ+fy)R, (3.2.2)

— A—pu(S+1+R)— fL

Dado que N = S + I + R, se sigue que,

T IDYN = A — uN — fI.

Notemos que la parte derecha de la ecuacién anterior no es cero, por lo que la poblacion
puede variar conforme pasa el tiempo. La existencia y unicidad de la solucién del sistema
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esta dado por el teorema [2.3.2]

Para determinar los puntos de equilibrio del sistema |3.2.1} resolveremos las siguientes
ecuaciones:

T7IDYS = 7' DT = ' DY R = 0.

Notemos que los puntos criticos son los mismos que en el caso de orden entero, es
decir,

By = (£.0,0),

E; = (81", R).
donde

A(f+r+p)(y+E+p)

S YRR, S oy Sy T T PR &
o Ay +p)(B—f—r—p)

BUf(y+w) +pty+r+p) = fy+u)(f+K+p)
R As(B—f—r—p)

BUf(y+w) +uty+r+p) = fOy+u)(f+r+p)

3.2.1. Numero reproductivo basico (R{) del sistema SIRS frac-
cionario

Para obtener el nimero reproductivo bésico para el sistema SIRS fraccionario se adop-
tard un enfoque diferente al descrito en la seccién |3.1.1. Abordaremos una metodologia
alternativa para calcular este parametro clave dentro de este nuevo contexto fraccionario.
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Para ello utilizaremos la ecuacion que describe el comportamiento de los infectados
del sistema SIRS fraccionario, dicha ecuacion se presenta de la siguiente manera:

ST
iD= BW —(k+pu+ f)I.

Dado que queremos conocer el comportamiento del niimero reproductivo basico, vamos
a analizar las condiciones iniciales al comienzo de la pandemia, tomando como condicién
inicial 1(0) = I = 1. Asi, observemos que, N ~ S, lo que nos lleva a obtener lo siguiente:

TTIDLI0) = B~ —(k+pu+f),
DG = B — (k+p+ f),

T7IDGL = B—(k+ptf),

T DG, = (H+M+f)($—1>,

T DG, = ("@+M+f)(w¢+f—1>,

DSy = 77 (k+p+ f)(Rs —1),

donde

a _ _l—« 6
o =7 <H+u+f)’

es el nimero reproductivo basico para el sistema SIRS fraccionario. Observemos que
cuando « es igual a 1 el nimero reproductivo bésico fraccionario es igual al nimero
reproductivo basico encontrado anteriormente [3.1.5] es decir:
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Ré == Ro.

3.2.2. Estabilidad local del modelo SIRS fraccionario

De manera andloga a la seccién [3.1.3) vamos a estudiar la estabilidad local de los
puntos criticos del sistema SIRS fraccionario, ademas que se mostrard un resultado similar
al teorema para conocer el comportamiento de la estabilidad del punto critico Ej con el
nimero reproductivo béasico fraccionario.

Teorema 3.2.1. El punto de equilibrio Ej (libre de enfermedad) del modelo SIRS

es localmente asintéticamente estable si Ry < 70—,

Demostracion. El método a ocupar es similar al visto en el teorema, en base a eso, la
matriz jacobiana del sistema SIRS fraccionario es:

 BI(I +R) _ BS(S+R) . psI
(S+1+R)? (S+1+R)? TSI+ R?
J—-0-a | BII+R) BS(S + R)
S+I1+RF  (S+IvRp "eHS !
i 0 K —(v+n) ]
(3.2.3)

Evaluando en el punto critico £, se obtiene

[ —n —B v ]
J(Ey) = 71 0 B—(k+u+f) 0 . (3.2.4)
.0 K —(v+ )]

61



El polinomio caracteristico respecto a la matriz J(Ef) es:

pN) = (T N () + N EEV(B = (5t f) = A

Para obtener los valores propios igualamos a cero el polinomio anterior obteniendo asi
las siguientes raices:

)\1 = —T
Ay o= =+ ).

Observemos que, dado las hipotesis del modelo [1.4.2] los dos valores propios de la
matriz son menores que cero, mientras que para el tercer valor propio de la matriz
se tiene:

A3 o= 709 [B— (k4 p+ f)],

_ T(l—a)[(ﬁ+u+f)<$_l)}7

= 0t ) (R - 70).

Observemos que los valores propios (A1, A2, A3) cumplen , siempre que se cumplan
las condiciones de estabilidad de Routh-Hurwitz para el polinomio caracteristico de la
matriz J(E;) ([49]). De lo anterior se concluye que A, Ay < 0y A3 < 0si Ry < 70179,
Por lo tanto Ej es localmente asintéticamente estable.

A continuacion, revisemos la estabilidad local del punto de equilibrio Ef. La matriz
jacobiana del sistema [3.2.1| evaluado en E7, se da de la siguiente manera:

62



BI*(I* + R¥) BS*(S* + R¥) BS*I*

JE) =70 | B R)  BSUSTHRY)
(S*+I*+ R*)? (S*+I*+ R*)? (htp+7) 0
0 K —(v+n)

El polinomio caracteristico de la matriz J(ET) es el siguiente:

P(A) = A2 4+ 5102 + 550\ + 53 =0, (3.2.5)

donde,

. :7_1704 BI*<I*+R*) ﬁS*I*

+2u+ |,

o 20w | BISTI + B (S + BY) | BRSTI (I + RY) [BS5 I
uBI*(I* + R¥) 2uBS*I* vB(I* + R*)

L BsTT
(S*+ I* + R¥)

5+t
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g —p30-0a) uB2S*I*(I* + R*)(S* + R*)  yB2S*I*(I* + R*)(S* + R*)
’ (5% + I* + )1 (S* +I* + R*)
pB2I2S*(I* + R*) | B2 S*(I* + R¥)
(S*+I"+R)* (S +I-+R)

JupS I YupS*I*
(S*+I*+ R*)?  (S*+I*+ R*)?

Sea A el discriminante de una funcién polinémica g dada por:

q(z) = 2> + 5127 + 592 + 53,

por el ejemplo [2.3.7 sabemos que su discriminante es:

A = 18515953 + (5152) — 4s3s] — 4s3 — 27s3.

Para determinar la estabilidad del punto critico £}, haremos uso de la proposicién
previamente estudiada en ([4], [49]), la cual se basa en el uso del discriminante A
y el polinomio caracteristico |3.2.5] Esta proposicién nos brinda un enfoque sélido para
evaluar la estabilidad del sistema fraccionario en relaciéon con el punto critico.
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Capitulo 4

Simulacion del modelo SIRS

En este capitulo, llevaremos a cabo una simulacion del modelo SIRS con derivada
fraccionaria de Caputo, contrastdndolo con la simulacién clasica del modelo SIRS es-
pecificamente aplicado a la regiéon de la Heroica Ciudad de Huajuapan de Ledn en el
estado de Oaxaca. Para lograr esto, emplearemos un método numérico centrado en la re-
solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias, el método de Euler ([10], [47]). Nuestro
proposito serd obtener una aproximacion numérica del modelo SIRS.

Para realizar dicho andlisis, se emplearan datos obtenidos de la Secretaria de Salud
de México como fuente de consulta ([64]), los cuales seran utilizados en este estudio.
Especificamente, se consideraran los datos recopilados antes del inicio de la campana de
vacunacion aplicada en la region seleccionada. Este periodo abarca desde el 12 de abril de
2020 hasta el 7 de mayo de 2021 ([28]). La informacion recolectada se encuentra detallada,
y estructurada en semanas en la tabla 4.0.1] siendo fundamental para el andlisis y la
modelizacién de este estudio.

4.1. Obtencién de parametros del sistema SIRS

Para llevar a cabo este estudio, se llevaran a cabo dos analisis fundamentales. En primer
lugar, se realizard una busqueda y analisis exhaustivo de los valores de los pardametros
proporcionados por las autoridades correspondientes, tales como la Organizaciéon Mundial
de la Salud (OMS), el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI), entre otros
referente a la COVID-19. Este enfoque permitird una evaluacion de los datos oficiales y
su impacto en el modelo SIRS que estamos considerando.

En segundo lugar, se llevara a cabo un analisis mas detallado, centrado en la bisqueda
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Semana Casos Semana Casos Semana Casos Semana Casos

1 1 15 48 29 53 43 72
2 4 16 46 30 24 44 66
3 3 17 28 31 37 45 25
4 ) 18 25 32 14 46 51
5 3 19 39 33 9 47 82
6 16 20 27 34 20 48 58
7 3 21 42 35 34 49 43
8 10 22 20 36 46 50 19
9 30 23 37 37 17 51 23
10 23 24 31 38 19 52 24
11 29 25 52 39 84 53 15
12 47 26 34 40 78 54 5
13 47 27 22 41 123 55 4
14 31 28 29 42 87 56 7

Tabla 4.0.1: Datos de casos confirmados (infectados) para la regién de Huajuapan de Leén
en Semanas.

de parametros que se ajusten de manera éptima al sistema SIRS. Este enfoque implica la
identificacion de valores especificos que proporcionen una representacion precisa y efectiva
del comportamiento del modelo en la regién estudiada. La combinacién de ambos analisis
busca ofrecer una perspectiva integral y robusta sobre la dinamica del sistema SIRS en
relacion con los datos proporcionados por las autoridades competentes.

4.1.1. Caso 1

La poblacién de Huajuapan de Ledén, Oaxaca, en el ano 2020 ascendia a 78,313 habi-
tantes, segtiin datos proporcionados por el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia
(INEGI). Tomando como referencia la informacién de la Organizacién Mundial de la Sa-
lud (OMS), se establece que el tiempo de recuperacién para una persona infectada con
COVID-19 es de 14 dias, el periodo de pérdida de inmunidad es de 8 meses, y la tasa de
mortalidad en Huajuapan de Ledn, Oaxaca se sittia en 4.92 por cada 1,000 personas.
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Para determinar los parametros restantes, hemos empleado el método minimize del
moédulo scipy.optimize del software libre Python, la cual implementa el algoritmo de
optimizacién Nelder-Mead ([20], [63]). La funcién objetivo se basa en la técnica de minimos
cuadrados, buscando minimizar el error con respecto a los datos reales. A través de este
método, hemos obtenido los siguientes valores para los parametros, los cuales minimizan
la discrepancia entre el modelo y los datos observados.

Un resumen de estos datos se presenta en la siguiente tabla 4.1.1] Este enfoque nos
permite ajustar los pardmetros del modelo SIRS de manera precisa, proporcionando una

representacion mas acertada de la dinamica epidemioldgica en Huajuapan de Ledén con
respecto al COVID-19.

Parametro Descripcion del parametro Valor
A Tasa promedio de inmigracién 0.09349 semanas™! - poblacién™1
B Tasa de contagio 0.74238 semanas™! - poblaciéon™"
v Tasa de pérdida de inmunidad 0.02887 semanas™?
K Tasa de recuperacion de los infectados 0.5 semanas™!
1 Tasa promedio de defunciones 0.00977 semanas™! - poblacién™"
f Tasa de Mortalidad 0.00492 semanas™! - poblaciéon™"

Tabla 4.1.1: Valores de los parametros.

En base a los valores de los parametros obtenidos podemos calcular el indice de sen-
sibilidad de cada uno de los parametros respecto a Ry [3.1.1]

A través del analisis de sensibilidad local, identificamos que los pardmetros que ejercen
una mayor influencia en el comportamiento del nimero reproductivo son la tasa de con-
tagio () y la tasa de recuperacion de los infectados (k). Al aumentar la tasa de contagio,
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Parametro Indice de sensibilidad

B Qo =1

K Qfo — —0.971458
[ Qff = —0.018982
f Q7 = —0.009559

Tabla 4.1.2: Indice de sensibilidad de cada parametro respecto Rj.

observamos un incremento en el nimero reproductivo basico, indicando una mayor capa-
cidad de propagacién de la infeccién. Por otro lado, al incrementar la tasa de recuperacion
de los infectados, observamos una disminucién en el niimero reproductivo basico, lo que
sugiere una reduccion en la capacidad de transmisiéon de la enfermedad. Por otro lado la
tasa promedio de defunciones (1) y la tasa de mortalidad (f) no influyen significativa-
mente en el comportamiento de Ry, su aumento conlleva una disminucion en el mismo.

Ahora procederemos a calcular el nimero reproductivo basico tanto para el orden
entero como para el orden fraccional. En este andlisis, hemos seleccionado un valor de
7 = 0.99 y diferentes valores de a en el caso fraccional. Estos valores se pueden consultar

en la tabla [4.1.3l

Observemos que, el nimero reproductivo bésico (Ry) es mayor que 1 y para el caso
fraccional (R$) es mayor que 7!7%. Esta situacién implica que, en términos promedio,
cada persona infectada esté contribuyendo a la transmision de la enfermedad a més de un
individuo. Este escenario senala la capacidad de la enfermedad para propagarse dentro
de la poblacién (Heroica Ciudad de Huajuapan de Leén). Es importante resaltar que, a
medida que el valor de Ry y R{ aumenta, existe un riesgo incrementado de que el brote se
propague de manera mas rapida y extensa, lo que subraya la importancia de implementar
medidas de control y prevencién eficaces para mitigar su impacto.
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o Ry

0.80 1.43948
0.90 1.44092
0.95 1.44164
0.99 1.44222
1.00 1.44238

Tabla 4.1.3: Numero reproductivo basico para valores de a = 0.80,0.90, 0.95,0.99, 1.00.
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4.1.2. Caso 2

En este segundo caso, emplearemos el método de optimizacion utilizado previamente
en el caso 1 [1.1.1] Nelder-Mead, para encontrar a todos los pardmetros que optimicen
el ajuste al comportamiento de los individuos infectados. A partir de estos parametros,
realizaremos un andlisis similar al observado en el caso anterior. En la tabla £1.4 se

muestran los valores de los pardametros obtenidos.

Parametro Descripciéon del parametro

Valor

A Tasa promedio de inmigracion

o] Tasa de contagio

vy Tasa de pérdida de inmunidad

K Tasa de recuperacion de los infectados
I Tasa promedio de defunciones

f Tasa de Mortalidad

0.14061 semanas™*

0.44373 semanas™*

0.12929 semanas™*

0.07610 semanas™!

0.02344 semanas™*

0.09051 semanas™!

Tabla 4.1.4: Valores de los parametros.

- poblacion™

- poblacion™

- poblacion™

- poblacion™

Notemos que, en base a este ajuste podemos determinar que el tiempo de recuperaciéon
de una persona infectada es aproximadamente de 13 semanas, mientras que la pérdida
de inmunidad se extiende por alrededor de 8 semanas. En la tabla [.1.5] podemos ver los
valores del andlisis de sensibilidad del niimero reproductivo para los nuevos valores de los

parametros.
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Parametro Indice de sensibilidad
s Qo =1
K Qo = —0.40042
I Qff = —0.12333
f Qff° = —0.47624

Tabla 4.1.5: Indice de sensibilidad de cada parametro respecto Rj.

Observemos que, los parametros que tienen una mayor influencia en el comportamiento
del nimero reproductivo en este caso son la tasa de contagio (), la tasa de recuperacién
de los infectados (k) y la tasa de mortalidad (f). Es importante resaltar que estos dos
ultimos afectan el comportamiento del niimero reproductivo basico de la siguiente manera:
a medida que aumentan, contribuyen a reducir el valor del nimero reproductivo basico.

Por 1dltimo, veamos los valores del nimero reproductivo béasico para distintos valores

de ay 7=0.99.

o Ry
0.80 2.33010
0.90 2.33244
0.95 2.33361
0.99 2.33454
1.00 2.33480

Tabla 4.1.6: Ntimero reproductivo basico para valores de o = 0.80, 0.90,0.95,0.99, 1.00.
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Notemos que, en base a la obtencién de todos los parametros, obtenemos un nimero
reproductivo basico de 2.33480, indicando un alto potencial de propagacion de la enfer-
medad con cada persona infectada, en promedio, capaz de transmitir la enfermedad a mas
de dos personas susceptibles. Este valor sugiere un riesgo significativo de un crecimiento
exponencial de la enfermedad en ausencia de intervenciones, ademas de que es necesario
implementar medidas de control como vacunacién y practicas de higiene para reducir la
transmision. Ademads, pequenos cambios en las tasas de transmision pueden tener un im-
pacto significativo en la propagacién de la enfermedad, En resumen, un Ry de 2.33480
resalta la importancia de la accion rapida y efectiva para contener la propagacion de la
enfermedad y proteger la salud publica.

4.2. Simulacion

A continuacién, se mostrara el método de Euler fraccionario ([47], [59]) aplicado a
nuestro sistema SIRS. Consideremos el sistema|3.2.1]en su forma compacta de la siguiente
manera:

DGy = fEu®), v =w, >0, (4.2.)

donde y = (S,1,R) € R, yo = (So, Lo, Ro) es el vector inicial y y(t) € R.

Aplicando el operador integral fraccionario correspondiente a la derivada de Caputo a
la ecuacién 4.2.1] se obtiene:

y(t) =7y + I°f(y(1)], > 0.

Sea el intervalo [0, b] sobre el cual queremos encontrar la solucién del sistema 4.2.1]
Usando el método de Euler fraccionario sobre este intervalo obtenemos:
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y(tjﬂ)

rl-a y(tj) +

h/Oé

mf(%ytj) ;

(4.2.2)

i=0,1,...

Asi la aproximacion de la solucion del sistema es:

ha
Stjn) = 7'°° S(tj)+mf1(tj75tj)]v
11—« ha
I(tj+1) = T ](tj) F(a+1)f2(tj7jtj):|’
l—« ha
R(tj+1) = T R<tj) + F(Oz + 1)f3<tj7Rtj>:|'
Para a € (0,1], donde f, = A—%—uS+’yR, fo = %— (k+npn+ f)I, f3 =

kI —(pn+7)R.

Para poder realizar la simulacién escogeremos un valor de 7 = 0.99. Observemos que la
elecciéon del valor de 7 es arbitraria; sin embargo, es posible mejorar la precisién del ajuste
al sistema mediante la realizacion de una simulaciéon para determinar el valor 6ptimo de
7. A continuacién, se definen las condiciones iniciales del sistema de orden fraccionario de
tipo Caputo, heredadas del sistema de orden entero como sigue, la poblacién de Huajuapan
en el 2020 era de 78313 habitantes, asi N(0) = S(0)+ 1(0) + R(0) = 78313, ademas en el
12 de abril del 2020, fecha donde se registro el primer caso de COVID-19 en Huajuapan,
entonces las condiciones iniciales del sistema quedarian S(0) = 78312, 1(0) = 1, R(0) = 0.
Al realizar la simulacién con los pardmetros [£.1.1] se generan las siguientes gréficas:
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Figura 4.1: Comparacion de resultados entre la derivada de orden entero (o = 1.00) y la
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20

derivada de orden fraccional con a = 0.80,0.90, 0.95,0.99.

En la siguiente tabla [£.2.1] se detallan el error absoluto y la raiz del error cuadratico
medio al comparar los casos confirmados de COVID-19 en la region de Huajuapan de

Leoén con los resultados de la simulacion para distintos valores de .
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o Error Absoluto RMSE

0.80 22.23530 31.81196
0.90 19.76108 27.87307
0.95 18.59310 25.54893
0.99 18.28869 23.90676
1.00 18.338237 23.60099

Tabla 4.2.1: Error absoluto y RMSE entre casos confirmados y las simulaciones para I(t).

Observamos que, cuando o = 0.99, el error absoluto es inferior al obtenido cuando
a = 1 (solucién en orden entero). Este resultado sugiere que, al considerar la magnitud
absoluta de las discrepancias entre las predicciones del modelo y los valores reales, el error
absoluto demuestra ser mas pequeno cuando se utiliza a = 0.99 en comparacion con la
solucion en orden entero.

Es relevante senalar que, en contraste con el error absoluto, el menor error en el RMSE
se produce cuando o = 1, en comparacién con otros valores de «. Esto implica que, al
evaluar la penalizacion de las desviaciones mas grandes, el RMSE favorece la solucién con
a=1.

Estas observaciones indican que la elecciéon de « influye significativamente en la magni-
tud y penalizacion de los errores, y que diferentes métricas de evaluacién pueden resaltar
diferentes aspectos del rendimiento del modelo segin los objetivos especificos del analisis.

En la figura se han graficado los resultados del modelo para diferentes valores de
a. En esta simulacién el punto de equilibrio es,

Ef = (S*,I*, R*) = (6.56152, 0.20822, 2.69448). (4.2.3)
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Figura 4.2: Comportamiento de S(t),1(t), R(t) para distintos valores de a =
0.80, 0.90,0.95, 0.99, 1.00.

La Figura muestra que, para diversos valores de «, los resultados del modelo
convergen al punto de equilibrio E}. Ademas, los resultados de todos los 6rdenes (o =
0.80,0.90,0.95,0.99, 1.00) son estables en este punto de equilibrio. Este se debe al hecho
de que el polinomio caracteristico del punto critico E; [3.2.5| es:

p(A) = A? 4 0.06474\% 4+ 0.00430\ + 0.00010.

Al aplicar el inciso 5 de la proposicién 2.3.8 podemos afirmar que el punto critico
es localmente asintoticamente estable. Es relevante observar que las figuras exhiben
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distintos valores de «, pero comparten un comportamiento similar.

A continuacién veremos la simulacion para los valores de los parametros de la tabla
[d.1.4lescogiendo 7 = 0.99 y tomando diferentes valores de o = 0.80,0.90, 0.95,0.99, 1.00,
obteniendo las siguientes graficas:
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Figura 4.3: Comparacién de resultados entre la derivada de orden entero (o = 1.00) y la
derivada de orden fraccional con o = 0.80,0.90, 0,95, 0.99.

De manera similar, calculamos el error absoluto y el RMSE entre los casos confirmados
de COVID-19 en la regién de Huajuapan de Leén con los resultados de la simulacion para

distintos valores de «.
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«Q Error Absoluto RMSE

0.80 19.70009 28.21920
0.90 18.46225 25.93482
0.95 18.19437 24.81149
0.99 18.17454 24.02911
1.00 18.21085 23.86251

Tabla 4.2.2: Error absoluto y RMSE entre casos confirmados y las simulaciones para I(t).

Observamos una diferencia minima al comparar la tabla con los resultados ob-
tenidos al buscar todos los parametros del sistema. En particular, los errores absolutos
muestran una disminucién notable en esta ultima configuracion. Por otro lado, al ana-
lizar el RMSE, notamos que los errores son mas bajos especificamente para valores de
a = 0.80,0.90,0.95 en comparacién con otros valores (a = 0.99, 1.00).

Esta variacion en los errores sugiere que, al buscar todos los parametros del sistema,
se logra una mejora sustancial en la precision de las predicciones en términos absolutos.
Sin embargo, al considerar el RMSE, observamos que ciertos valores de «, especificamente
0.80, 0.90 y 0.95, conducen a una mayor precision en la estimacién del modelo.

Estos hallazgos indican que la eleccion de la estrategia de busqueda de parametros y
la eleccién de o y 7 desempenan un papel crucial en la calidad de las predicciones. En
consecuencia, es fundamental evaluar detenidamente el rendimiento del modelo en funcion
de los objetivos especificos del analisis y las caracteristicas particulares de los datos.
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Figura 4.4: Comportamiento de S(t),I(t), R(t) para distintos valores de a =
0.80,0.90, 0.95, 0.99, 1.00.

En la figura se han graficado los resultados del modelo para diferentes valores de
a. En esta simulacién el punto de equilibrio es:

Er = (S, 1", R*) = (1.03872,0.92543,0.46111). (4.2.4)

El polinomio caracteristico respecto a este punto critico es,

p(A) = A% +0.34549)\* + 0.05711) + 0.00209.
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Utilizando el inciso 5 de la proposicién [2.3.8, podemos asegurar que el punto critico
es localmente asintéticamente estable y de manera similar, en las figuras se muestran
diferentes valores de «, pero con un comportamiento similar. Ademas de que los resultados
del modelo convergen al punto de equilibrio.

Observemos que en las graficas de casos de COVID-19 y en Huajuapan de
Leén muestra un aumento hasta la semana 40, seguido de un descenso. Este patron podria
deberse a medidas de mitigacién, inmunidad colectiva, cambios estacionales o la respuesta
del sistema de salud.
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Conclusiones

En este proyecto de tesis, se presenté una breve introduccion histérica acerca de las
epidemias que han afectado a la poblacién de México desde tiempos prehispanicos hasta la
aparicién del COVID-19. Ademas, de la terminologia basica utilizada en la epidemiologia
que a menudo se utiliza para explicar el comportamiento de las enfermedades que aparecen
y que afectan al ser humano.

Ademas, se presentaron los conceptos basicos de las derivadas enteras y fraccionarias
de Caputo, el cual correspondia a una generalizacion de la derivada de orden entero, dentro
de las cuales pudimos conocer algunas de sus propiedades y funciones especiales que se
relacionan con dichas derivadas fraccionarias como son la funcién Gamma, la funcion
Mittag-Leffler y la funcion de Laplace, también la importancia de utilizar la derivada
fraccionaria de Caputo para modelar y resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias con
una condicion inicial.

Por otro lado, se mostraron los conceptos y teoremas basicos referentes a sistemas de
ecuaciones de orden entero, asi como también se buscaron y presentaron sus analogos en
sistemas de ecuaciones fraccionarias de tipo Caputo entre las que destacan el teorema
de existencia y unicidad de la solucion y la estabilidad local del sistema fraccionario, los
cuales resaltan por ser teoremas para casos particulares de sistemas fraccionarios dado
que no hay suficiente teoria referente de sistemas dindmicos fraccionarios, en comparacion
de los sistemas dindmicos de orden entero.

También se realizo un andlisis del sistema SIRS tanto en derivadas de orden entero
como en derivadas fraccionarias de Caputo. Dado que se trabajé con un modelo SIRS se
obtuvo el correspondiente nimero reproductivo bésico, a través del método de la matriz
de siguiente generacion para el sistema de orden entero, mientras que para el sistema de
orden fraccionario de tipo Caputo se utilizo un método en base a ciertas suposiciones para
encontrar dicho nimero reproductivo basico. Se hizo un anélisis del comportamiento del
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Ry a través de cada uno de sus parametros. Mientras que para R{ no se realizé un analisis
similar debido a la falta de teoria respecto a este tipo de analisis. Se obtuvieron los puntos
criticos del sistema y se utilizaron los criterios de Routh-Hurwitz correspondientes para
conocer la estabilidad local del sistema tanto de orden entero como de orden fraccionario.

Se presentaron dos simulaciones del modelo SIRS tanto en derivada de orden entero
y fraccionario que examina el comportamiento del COVID-19 en la region de Huajuapan
de Ledn, Oaxaca, desde el inicio de la pandemia hasta el comienzo de la campana de
vacunacién correspondiente (12 de abril del 2020 - 7 de mayo del 2021). Se utilizé el método
minimize del modulo scipy.optimize de Python para obtener los valores numéricos de
los parametros que mejor se ajustan al modelo SIRS para después resolver el sistema STRS
a través del método de Euler fraccionario y valores de v = 0.80,0.90, 0.95,0.99, 1.00. La
primera simulacién que se realizé fue en base a los datos de los parametros otorgados
por los organismos de salud, en el cual solo se buscaron los parametros de la tasa de
inmigracién, tasa de contagio y tasa de defunciones, donde se obtuvo, por ejemplo, que la
tasa de contagio para la regién de Huajuapan es de 0.74 el cual nos refiere en promedio,
que una persona infectada tiene una probabilidad del 74 % de transmitir la enfermedad a
otra persona con la que entra en contacto.

Esta cifra representa la eficacia de la transmision de la enfermedad entre individuos.
Por otro lado, en la segunda simulacién, en donde se buscaron todos los pardametros se
obtuvo que la tasa de contagio es de 0.44, el cual nos dice que la probabilidad de que una
persona con la enfermedad transmita es del 44 %, aqui podemos observar una diferencia
entre las dos simulaciones. Asi, se puede argumentar que el cambio entre estos parametros
se debe a que los organismos (OMS) hacen una recopilacién de varias partes del mundo
y la informacién que se entrega es en base a un promedio de estos datos, por lo cual para
entender mejor el comportamiento de una zona en particular, nos conviene hacer una
busqueda de todos los parametros.

Finalmente en base a este proyecto de tesis y la investigacion que se realizd, quedan
algunos temas sobre los cuales se podria seguir trabajando, entre los que resaltan, la teoria
referente a los sistemas dindmicos fraccionarios, mas especifico los teoremas respecto a la
existencia y unidad de las soluciones de un sistema fraccionario, asi como el teorema de
estabilidad local y global, el anélisis del nimero reproductivo fraccionario y los métodos
numéricos para resolver dichos sistemas fraccionarios que tengan una mejor aproximacion
a los datos reales.
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