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Resumen

En el vehiculo, el sistema de suspensidn se encarga de mitigar las vibraciones originadas por los
movimientos independientes del chasis y de las ruedas, y, por lo tanto, influye en el
comportamiento dindmico de todo el vehiculo. Las vibraciones que se experimentan en la cabina,
el movimiento de la llanta cuando se toma una curva y como estas se adhieren al suelo y en general
los comportamientos dindmicos y cinematicos del chasis y rueda, dependen en gran medida del
rendimiento del sistema de suspensién. Por tal motivo, para minimizar las vibraciones causadas se
han implementado sistemas de amortiguamiento. Estas vibraciones se pueden reducir acoplando

una o mas masas secundarias mediante muelles y amortiguadores correctamente sintonizados.

Dentro de estos se encuentran los amortiguadores dindmicos de vibraciones (DVAs), dispositivo
pasivo que se fija a una estructura mecdnica sometida a espectros de potencia de banda ancha. Este
dispositivo resulta muy util en los campos de la ingenieria civil y mecdnica por su disefio sencillo y

alta confiabilidad.

Mas tarde se introdujo el dispositivo llamado inersor y su principal ventaja es que se puede
conseguir un alto nivel de aislamiento de las vibraciones con poca masa fisica afiadida. Es importante
mencionar que, diferentes estudios han demostrado que al optimizar los parametros fisicos de los
sistemas basados en inersores se logra un rendimiento de control superior en comparacién con su
contraparte. Por esta razdn, en este trabajo se presenta el proceso de calibracién y evaluacion del
rendimiento dindmico de un DVA basado en inersor conectado a una estructura tipo viga. Para
evaluar el rendimiento dindmico del dispositivo propuesto, se utiliza la Técnica de los Puntos Fijos
Extendida (EFPT) y el criterio de H,,. También se realiza una comparacién de ambos métodos, con
lo cual se podra demostrar si el sistema propuesto trabaja adecuadamente en la minimizacién de la

vibracion del sistema excitado armdnicamente.
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Capitulo |

l. Introduccidn

Una viga es un elemento estructural que normalmente se coloca en posicidn horizontal, aunque
dependiendo de la aplicacion, también se puede utilizar en configuraciones inclinadas. La funcidn
principal de una viga es la de soportar cargas transversales. La viga se emplea generalmente en
magquinaria pesada, vehiculos, asi como en construcciones. Es evidente que la estructura tipo viga
es un elemento tipico en ingenieria mecanica y civil, que también es uno de los modelos mas simples

de estructuras continuas.

Las maquinas generan vibraciones debido a las actividades que realizan. Estas estan formadas por
diversas piezas que trabajan en conjunto para lograr un propdsito, y la vibracién es la respuesta de
un sistema mecdnico a la accidon de una perturbacidn de fuerza armédnica o aleatoria. Debido a que
cada componente de la maquina produce vibraciones con una determinada frecuencia y amplitud,
se puede hacer un diagnodstico de las vibraciones en el sistema para determinar el componente

defectuoso y predecir si un componente se encuentra a punto de sufrir una falla.

Los autos estan constituidos por muchas partes mecdnicas, como por ejemplo el sistema de
direccion, tren de velocidades, mecanismos de sujecion del sistema de suspensién, elementos
mecdanicos méviles y fijos, etc. Cuando el motor genera vibraciones que coinciden con alguna de sus
frecuencias naturales sucede el fendmeno de resonancia; es por ello que los disefiadores de las
carrocerias deben tener en cuenta que la fuerza desarrollada en el motor se encuentre alejada de

las frecuencias naturales de los diversos componentes de los automotores.

Por lo tanto, las vibraciones en los vehiculos pueden causar fatiga en toda la maquina o en solo una
parte de ella ocasionando fracturas al igual que en los edificios. Por otro lado, las vibraciones
también pueden ser perjudiciales para el cuerpo humano, sobre todo por sus efectos nocivos sobre
el sistema nervioso. Para el obrero que trabaja cotidianamente en un ambiente sujeto a vibraciones,
los efectos nocivos se presentan bajo la forma de fatiga, disminucion de la productividad y a la larga
una enfermedad. Cuando se transmite vibracién mecanica al sistema humano, supone riesgos para

la salud, en particular, problemas vasculares, de huesos o articulaciones, nerviosos o musculares.

Cuando un sistema mecdnico, como maquinas y construcciones civiles estan bajo la accién de alguna

fuerza externa, se pueden emplear distintos dispositivos de absorcién o disipacion de energia para



controlar y disminuir las variaciones no deseadas de un movimiento periddico. Los DVAs
(absorbedores dinamicos de vibracion) es uno de los dispositivos que se utilizan para controlar las

vibraciones.

Entre estos dispositivos, se encuentra el inersor, que de acuerdo con Smith [1], se define como un
dispositivo mecanico que almacena energia cinética por medio de volantes de inercia (discos
inerciales) modificando las frecuencias naturales de los sistemas, y su fuerza de reaccién es
proporcional al producto de la constante de inercia rotacional por la diferencia de aceleracién de

sus terminales.

1.1 Planteamiento del problema
Los DVAs son sistemas anti-vibratorios importantes en el campo de la absorcidon de vibracién
estructural, y en el desarrollo de modelos matematicos que permiten el estudio y andlisis de
sistemas vibratorios tales como estructuras metalicas, motores, maquinas rotativas, turbinas,

autombdviles, etc.

Los amortiguadores suelen convertir la energia cinética en energia térmica, lo que significa que la
funcién de un amortiguador es producir un mecanismo de disipacidn de energia mecanica. Cuanto
mejor sea la amortiguacion, menor sera la respuesta estructural del sistema. De esta manera la
suspensidn en los automdviles, que es el sistema que conecta el chasis del automoévil a las ruedas,
se encarga de hacer que el automdvil se mueva con suavidad y fluidez, ya que es el sistema
encargado de absorber la vibracion producida por los baches del camino. La eficiencia con la que

realiza esta tarea se refleja en el movimiento del coche, ya sea suave o rigido.

En este trabajo se propone un novedoso absorbedor de vibraciones dindmico basado en inersor no
tradicional (NIDVA) de alto rendimiento, que se obtiene analizando las propiedades dindmicas de
los DVA en serie basados en inersor (ISDVAs). Los ISDVAs esta constituido por dos DVAs en serie y
un inersor que se conecta entre el segundo DVA y la tierra mecanica. Para estudiar el

comportamiento dindmico de los NIDVAs, se obtienen modelos matematicos no-dimensionales.

1.2 Justificacion
Las maquinas en operacidn vibran o producen un movimiento oscilatorio de baja amplitud por
naturaleza. Esto se debe a las fuerzas inerciales que se generan en su interior, ocasionando dafos
por fatiga en los ejes de las maquinas rotatorias, el desajuste paramétrico de sus elementos méviles,

entre otros. Es posible supervisar este comportamiento de forma continua a través de sistemas de
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monitoreo de vibracién, que permiten detectar cuando se producen perturbaciones nocivas en la
maquina, para efectivamente mitigarlas y evitar un dafio estructural. La frecuencia es una
caracteristica simple y significativa en este andlisis, se define como el nimero de ciclos completos
de vibracién en un periodo de tiempo. La amplitud de la vibracién indica la importancia y gravedad
del problema, que proporciona informacion adecuada para describir la condiciéon de operacién de
la mdquina. Para mitigar las vibraciones se utilizan los DVAs que se dividen en tres tipos: pasivos,
activos y semi-activos. EI DVA pasivo funciona bajo parametros fisicos fijos y correctamente
sintonizados. En él no se pueden modificar las caracteristicas de sus elementos mecanicos (resorte
y amortiguador). Estos funcionan bien a baja frecuencia de excitacidn. El DVA semi-activo puede
generalmente modificar solo la caracteristica de amortiguamiento del amortiguador de fluido
viscoso con los minimos requerimientos de energia. A pesar de que el rendimiento de control de los
actuadores semi-activos se ve comprometido por el efecto de saturacién, ellos pueden emular el
comportamiento dindmico de un actuador activo. El DVA activo puede funcionar tanto a baja como
a alta frecuencia, ya que pueden modificar las caracteristicas de rigidez y amortiguamiento del
sistema. Sin embargo, se requiere de mayor energia para lograr ambos objetivos. En la actualidad
se ha agregado un nuevo dispositivo llamado inersor el cual tiene un mejor rendimiento de

absorcion de vibracion.

Por lo consiguiente, en este trabajo se presenta un analisis para el control de vibraciones de una
estructura tipo viga sometida a excitacidn armdnica acoplada a un NIDVA-C4. Se obtuvieron
ecuaciones simplificadas para los parametros de disefio éptimo del NIDVA, a partir de la técnica de
los puntos fijos. También, se implementd la optimizacién del indice de rendimiento H,, y mediante
el método de Nishihara se obtuvieron los parametros de disefio 6ptimos del NIDVA-C4 de forma
numeérica. De hecho, ninguna de las ecuaciones que se desarrollaron en la tesis se han reportado en
la literatura. Adicionalmente, se presenta la ampliacién de supresion de vibracidon que provee el

NIDVA-C4 en comparacion con el DVA clasico.

1.3 Hipdtesis
Utilizando las técnicas de optimizacién EFPT y el criterio de rendimiento H, se obtendrd la
minimizacién de las amplitudes de vibracién, y un incremento en el ancho de banda de la supresion
de vibracién en estructuras tipo viga cuando se utiliza el NIDVA-C4 en comparacion con el DVA

clasico.



1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general
Disefiar tedricamente un absorbedor de vibracién no tradicional de alto rendimiento para disminuir

la vibracién de una estructura tipo viga.

1.4.2 Objetivos especificos

1. Obtener el modelo dinamico adimensional de la estructura tipo viga con el absorbedor de
vibracion no tradicional NIDVA-C4.

2. Aplicar la técnica de optimizacidn de los puntos fijos extendida con el propésito de obtener
soluciones de forma cerrada para el disefio dptimo del absorbedor dindmico propuesto.

3. Obtener numéricamente soluciones éptimas para el criterio de rendimiento H,, con el
propdsito de minimizar los picos resonantes de la respuesta dindmica de la estructura tipo
viga.

4. Comparar los resultados obtenidos a partir de las técnicas de optimizacién empleadas.

1.5 Metas

i. Desarrollo del modelo matematico del sistema a estudiar mediante la implementacion del

formulismo Euler-Lagrange.

ii. Mediante la implementacién de las técnicas de EFPT y H,, se pretende lograr un diseio tedrico

de un sistema absorbedor de vibraciones de alto rendimiento dinamico.

iii. Realizar una comparacion de los resultados obtenidos a partir de la implementacion de las
técnicas de optimizacion, mediante graficas de la funcidn de respuesta en frecuencia del sistema

viga-absorbedor.

1.6 Metodologia

Se utilizard la metodologia del método de investigacidon tecnolégica presentada por Canales et. al

[5]. En la Figura 2 se presenta el bosquejo de las fases a seguir:



Documentacion Resolucion, Redaccion
Creacion de validacion y del informe
la hipotesis verificacion final

Determinacion Definicion Analisis de
del problema del método resultados y

conclusiones

Figura 1.1: Metodologia de la investigacion planteada en esta tesis [5].

Documentacion. Esta etapa tiene gran importancia debido a que considera la busqueda,
recoleccion vy clasificacion de la informacion sobre un tema en concreto,
consecutivamente se utilizard de sustento para el desarrollo de un producto o tema de
investigacion. La informacion obtenida en esta fase servird para la elaboracion del
estado del arte del tema de investigacion, al igual para desarrollar el marco tedrico el
cual contendra leyes fisicas, técnicas y metodologias que serviran de base para el
desarrollo de la tesis. En este trabajo de tesis se investigard y disefara tedricamente un
absorbedor de vibracién no tradicional de alto rendimiento para mitigar vibracion de
banda ancha. Al mismo tiempo, es necesario conocer las técnicas de optimizacion
disponibles en la literatura para el disefio dptimo de los absorbedores de vibraciéon no

tradicional de alto rendimiento.

Determinacion del problema. Es una tarea mediante la cual se especifica claramente y
de un modo concreto sobre qué se va a realizar la investigacion. En el caso de este
trabajo, el problema es el control de la vibracién de una estructura tipo viga, esto se
consigue con la implementacién de un absorbedor de vibracién no tradicional basado
eninersor (NIDVA). Del mismo modo, para el disefio dptimo del absorbedor de vibracién
se necesita de la aplicacién de técnicas de optimizacidén para obtener los pardmetros

Optimos con los cuales se minimicen las maximas amplitudes de vibracion del sistema.

Creacion de la hipotesis. Es |la parte en la que el investigador genera una suposicion que
consecutivamente sera confirmada o rechazada una vez que la investigacion pase por

el estudio de los resultados. Ademas, esta permite someter a prueba los hechos



Vi.

mediante técnicas matematicas y fisicas, y de esa manera pueden surgir nuevas teorias,
las cuales se basan en el marco tedrico. Al mismo tiempo la hipétesis indica que hay que
partir de lo existente para llegar a algo ignorado. Para este trabajo de tesis la hipdtesis

planteada es la siguiente:

» Utilizando las técnicas de optimizacién EFPT y el criterio de rendimiento H, se
obtendrd la minimizacidn de las amplitudes de vibracién, y un incremento en el
ancho de banda de la supresién de vibracion en estructuras tipo viga cuando se

utiliza el NIDVA-C4 en comparacion con el DVA clasico.

Definicion de método. Para el trabajo de tesis a desarrollar se implementara el
formulismo Euler-Lagrange para el desarrollo del modelo matematico que predice el
comportamiento dindmico de la estructura tipo viga con el NIDVA-C4. Después se
aplicara la técnica de optimizacidn de los puntos fijos extendida con el propdsito de
obtener soluciones de forma cerrada para el disefio éptimo del absorbedor dindmico
propuesto. Posteriormente, mediante la implementacion del criterio de rendimiento
H,, se pretende obtener soluciones dptimas para el disefio del NIDVA-C4 de forma

numérica.

Resolucion, validacion y verificacion. Mediante el uso de herramientas matematicas,
el modelo matematico es sometido a diferentes consideraciones fisica y matematicas,
que demuestren la efectividad de los métodos empleados. En funcidn de los resultados
obtenidos se debera determinar si el proceso o método estudiado es adecuado o no.
Esta evaluacién se debe comparar utilizando las técnicas de optimizacion EFPT y el

criterio de rendimiento H,.

Andlisis de resultados y conclusiones. Obtenidos los resultados analiticos y numéricos
se comparan minuciosamente con los reportados en la literatura y se replantea la idea
de si los resultados obtenidos confirman o niegan la hipdtesis. Asi mismo se evalua si
los objetivos y metas propuestos se cumplieron. Cuando no se cumplen por completo
se recomienda posibles soluciones y se responde a la incégnita de por qué no fue

posible su resolucién completamente.



Vii.

1.7

Redaccién del informe final. Cuando se finaliza el desarrollo de la investigacion, se
elaborara la redaccion de la tesis contemplando cuatro aspectos importantes: objetivo
central del trabajo, descripciéon breve de la metodologia empleada, resumen de los

resultados obtenidos y conclusiones mas relevantes.

Estructura de la tesis

La tesis estd organizada por capitulos que se especifican a continuacién:

>

En el Capitulo | se introduce al tema de investigacién, destacando la importancia de las
vibraciones mecdnicas. Asi mismo, se muestra el planteamiento del problema, la
justificacidn, la hipdtesis, los objetivos, metas y metodologia a seguir en el desarrollo del
tema de investigacion.

En el Capitulo Il se presenta la investigacion reportada en la literatura y se puntualizan los
hechos relacionados que dieron comienzo a las investigaciones de los absorbedores
dindmicos de vibracion. En segundo término, se afiade informacion sobre los arreglos
mecanicos y aplicaciones de los inersores.

En el Capitulo Il se presenta toda la teoria (teoremas, técnicas y leyes) en la que se basa el
desarrollo de la tesis. Se desarrolla un estudio de los temas: analisis dimensional (teorema
[T de Buckingham), ecuaciones de Euler-Lagrange, analisis modal y teorema de Vieta.
También, se utilizan las técnicas de optimizacidn (EFPT y el criterio de rendimiento H,).

En el Capitulo IV, se presenta el desarrollo matematico del modelo de la estructura tipo viga
propuesta en el trabajo de tesis.

En el Capitulo V se muestran los resultados analiticos y numéricos obtenidos a través de las
técnicas de optimizacion.

En el Capitulo VI, se presentan las conclusiones con base en los resultados adquiridos con la
elaboracion de la tesis. Asi mismo, se construyen propuestas para futuros trabajos que se

pueden llevar a cabo.






Capitulo 11

Il. Estado del arte

2.1 Absorbedores dindmicos de vibraciones
Una maquina o las partes moviles de ésta, sobre la cual actia una fuerza alterna de frecuencia
constante, puede experimentar vibraciones indeseables cuando esta cerca de entrar en resonancia.
Para mejorar esta situacion, se intenta primero la eliminacién de la fuerza. A menudo esto no es ni
practico ni posible. También, se puede cambiar la masa o la constante de resorte del sistema en un
intento por alejarse de las condiciones de resonancia, aunque a veces esto tampoco resulta practico.
La tercera posibilidad consiste en la aplicacion del absorbedor dindmico de vibraciones inventado
por Frahm en 1909 [6]. Con lo cual se pretende que el absorbedor disminuya las amplitudes de

vibracién de la masa principal debido a un pequefio sistema masa-resorte que contrarresta la fuerza.

En diferentes campos de la ingenieria se pretende eliminar las vibraciones para lo cual se recurrié a
la implementacién de dispositivos mecdnicos nombrados absorbedores dindmicos de vibracion
(DVAs, por sus siglas en inglés) o amortiguadores de masas sintonizadas (TMDs, por sus siglas en
inglés). Asi pues, estos dispositivos se forman a partir de un sistema que puede estar constituido de
hasta tres elementos, es decir, una masa, un amortiguador de fluido viscoso y un resorte, tal y como

se muestra en la Figura 2.1 [6].

Ahbsorbedor de
" vibracién dindmico

(b)

Figura 2.1: Absorbedor dinamico de vibracion: (a) no amortiguado, (b) amortiguado [39].



Los absorbedores dinamicos de vibraciones (DVAs) son dispositivos utilizados para reducir las
amplitudes de vibracién de un sistema primario a determinadas frecuencias, especialmente cerca
de la frecuencia de resonancia. El DVA se puede caracterizar como un sistema de masa-
amortiguador-resorte que, cuando estd correctamente sintonizado, reduce el movimiento en

estado estacionario del sistema vibratorio primario [7].

Se encontro en [3] que los absorbedores dinamicos de vibracion (DVAs) en arreglos en serie son mas
eficientes y robustos en comparacién con los DVAs en paralelo. Ademas, que los DVAs en paralelo
tienen un inconveniente en aplicaciones practicas, el espacio destinado para su implementacion es

reducido.

En 1928, Ormondroyd y Den Hartog [7] trabajaron por primera vez en la dptima sintonizacién de un
absorbedor por medio de la técnica de los puntos fijos. Ademas, demostraron que la introduccion
de un amortiguador no sdlo disipa energia, sino que también aumenta el intervalo de frecuencias
en el que el dispositivo es eficaz. Posteriormente en 2005, Ozer y Royston [8] extrapolaron esta

practica a sistemas mecdnicos de multiples grados de libertad.

La técnica de los puntos fijos sintoniza un DVA tal que los factores de magnificacion de dos puntos
fijos se igualan. La curva mas favorable es la que pasa con su tangente horizontal a través del mas
alto de los dos puntos P o Q. La amplitud de resonancia mejor obtenible es la ordenada de ese

punto [9].

Nishihara y Asami [10,11] utilizaron la medida de rendimiento H,, para encontrar la solucién
aproximada a través del método de perturbacidn y el teorema de Vieta para el desarrollo de
soluciones analiticas para el disefio 6ptimo del DVA. En la optimizacién H,, el DVA se disefa de

forma que se minimice el factor de magnificaciéon de amplitud maxima del sistema primario.

EI TMD, es una forma eficaz de afiadir amortiguacidn en estructuras y maquinas. El estudio analitico
se lleva a cabo para el sistema primario no amortiguado, y se investiga numéricamente para el
sistema primario amortiguado. Demostrando que, para aplicaciones practicas, una sintonizacién
adecuada del TMD permite conseguir una reduccion en la respuesta en estado estacionario de
alrededor del 20% respecto a la respuesta conseguida con un amortiguador clasico sintonizado [12].
Las vibraciones producen un movimiento relativo entre la estructura principal y la masa auxiliar,

favoreciendo asi la disipacion de energia a través del amortiguador [13].
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Krenk [14] demostré que cuando el amortiguamiento impuesto es inferior al valor limite, ambos
modos tienen idéntica relacién de amortiguamiento. La amortiguacion dptima se determina
mediante un analisis combinado de la amplificacién dindmica del movimiento de la estructura
primaria y del movimiento relativo de la masa del amortiguador. El pardmetro de amortiguacion
Optimo resultante es aproximadamente un 15% superior al valor clasico, y da lugar a propiedades

mejoradas para el movimiento de la masa del amortiguador.

La flexibilidad estructural desempefia un papel importante cuando el absorbedor de vibraciones
estd situado en un lugar en el que otros modos contribuyen considerablemente a los
desplazamientos estructurales [15]. Por otro lado, Kren y Hogsberg [16] sugiere que los
procedimientos clasicos de calibracién suponen que la respuesta de la estructura puede
representarse mediante un Unico modo de vibracién. Sin embargo, para los modos de vibracion
superiores o para los absorbedores basado en inersor, que acttiian sobre el movimiento estructural
relativo, la influencia de los modos de vibracidén no resonantes suele ser lo suficientemente grande
como para deteriorar significativamente el rendimiento del absorbedor. Debido a esto se obtiene
una representacion cuasi-dinamica de los modos no resonantes en términos de una flexibilidad de
fondo y de un coeficiente de inercia de fondo. Esto se desarrolla en un procedimiento de dos pasos,
en el que primero se obtiene un conjunto de parametros equivalentes del absorbedor y
posteriormente, se modifican en funcion de la flexibilidad y la inercia de fondo. La precision de la
estrategia de calibracidon unificada se ilustra mediante ejemplos numéricos, que demuestran que se

alcanza efectivamente el nivel deseado de amortiguacion.

Ren [17], Liu y Liu [18], propusieron otra forma variante del DVA cldsico. Donde el elemento
amortiguador no esta conectado a la estructura primaria, sino a la tierra (una estructura de base)
ver Figura 2.2. Este dispositivo se conoce como absorbedor de vibracidn dindmico no tradicional
(NDVA, por sus siglas en inglés), no es de uso comun, pero en algunos casos resulta ser ventajoso
debido a que la vibraciéon de la estructura primaria se puede suprimir mas efectivamente que
utilizando un DVA de similar relacién de masas. Por otro lado, Wong y Cheung [19,20] utilizaron la
técnica de los puntos fijos (FPT) para obtener los parametros dptimos del NDVA para suprimir la
vibracién de la masa de la estructura debida al movimiento del suelo (vibracidon armadnica). Ademas,
Cheung y Wong [21,22] mostraron soluciones para los parametros éptimos de NDVA utilizando los

criterios de H,, y H,.

11



Absorbecdor de

" vibracién dina'mico\

XJ_

F(O

_‘x ) ,_
\Estructu ra principa/

(a) (b)

777

Figura 2.2: Absorbedor de vibracion dindmico: (a) tradicional, (b) no tradicional [39].

Actualmente, se tiene un nuevo dispositivo mecanico para el control de vibracidon debido al éxito
que tuvo en la aplicacién de la Férmula 1, denominado como inersor [1,16,23,24]. Se ha demostrado
tedricamente que el inersor mejora la respuesta dindmica y el ancho de banda efectivo del DVA
cuando se acopla en serie o paralelo con resortes y amortiguadores [25]. De hecho, en 2012 Ikago
et al. [26] presentaron un nuevo dispositivo para el control de vibracidon sismica llamado
amortiguador de masas viscosas sintonizado (TVMD), el cual resulto ser mas eficaz que el DVA.
Después, Lazar et al. [27] propusieron el amortiguador inercial sintonizado (TID) para el control de

vibracién en estructuras de ingenieria civil sometidas a excitacion en la base.

Por otro lado, Hu y Chen [28] demostraron que la adicidn de un solo inersor al TDVA (absorbedor
dindmico de vibraciones tradicional) no aporta beneficio para el rendimiento H,. Por lo cual se tiene
la necesidad de introducir otro elemento junto con el inersor en el TDVA. Por consiguiente,
expusieron tres configuraciones que mejoran el desempefio dindmico de los absorbedores de
vibraciones dinamicos basados en inersor (IDVAs): la configuraciéon C3 (conexion en serie de un
resorte, un inersor y un amortiguador), la configuracién C4 (conexidn de un inersor conectado en
serie a un arreglo en paralelo de resorte-amortiguador) y la configuracién C6 (conexién de un

resorte conectado en serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor).

Mas tarde, Barredo et al. [29] propusieron la técnica de los puntos fijos extendida. Ademas, se
demostré que la técnica de Den Hartog no es adecuada para calcular el factor de amortiguamiento

Optimo que aplana la curva de respuesta en frecuencia de los IDVAs.
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2.2 Analogia fuerza-corriente
La analogia fuerza- corriente respeta la forma de conexién (es decir, serie, paralelo, etc.) de modo
gue los diagramas eléctricos y mecdnicos son idénticos [1], esto significa que el inersor permite

trasladar los circuitos eléctricos a los mecanicos de forma analoga.

Una red mecanica (idealizada) consiste en elementos mecanicos (como resortes, masas,
amortiguadores y palancas) que estan interconectados de manera rigida. Es habitual restringir el
movimiento para que sea paralelo a un eje fijo y relativo a un punto de referencia fijo en un marco
inercial llamado suelo. El par de puntos finales del resorte y el amortiguador se denominan nodos
(o terminales). Para la masa, una terminal es la posicidn de su centro de gravedad, mientras que la

otra terminal es el suelo [1].

Un puerto es un par de nodos (o terminales) en un sistema mecanico al que se le aplica una fuerza
F igual y opuesta y que experimenta una velocidad relativa v. Alternativamente, se puede aplicar

una velocidad que da como resultado una fuerza [1].

F Red F
.L Mecanica 'L
va n

Figura 2.3: Diagrama de cuerpo libre de un elemento mecdnico de un puerto par fuerza-velocidad

(F,v), dondev = v, — vy [1].

La Figura 2.3 es un diagrama de cuerpo libre de una red mecanica de un puerto (dos terminales) que
ilustra la convencién de signos por la cual F positiva da una fuerza de compresiény una v = v, —
v, positiva (v, > v;) corresponde a los nodos que se mueven juntos. El producto de F y v tiene
unidades de potencia [W] y se denomina par fuerza-velocidad F, v. En general, no es necesario que

ninguno de los nodos de un puerto esté conectado a tierra [1].

También la analogia fuerza-corriente se le conoce como movilidad entre redes eléctricas y

mecanicas, y se puede representar como sigue en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1 Analogia fuerza-corriente entre redes eléctricas y mecdnicas [1,32].

Sistema mecanico Equivalencia Sistema eléctrico
Fuerza «— » Corriente
Velocidad «— Voltaje
Tierra mecdnica «— » Tierra eléctrica
Resorte «— » Inductor
Amortiguador «— » Resistencia
Energia cinética «— » Energia eléctrica
Energia potencial «— » Energia magnética
Masa «— » Capacitor a tierra

La analogia fuerza corriente es mas profunda que las correspondencias presentadas en la Tabla 2.1
debido al concepto de variables transversales. En esencia, una variable pasante (como fuerza o
corriente) implica un Unico punto de medicion y requiere que el sistema se corte en ese punto para
realizar la medicién. Por el contrario, una variable transversal (como la velocidad o el voltaje) se
puede medir sin entrar en el sistema y la cantidad relevante para el andlisis de la red es la diferencia
de la variable entre dos puntos, incluso si un punto es el suelo. En [30] se proporciona un enfoque
general para el analisis de redes basado en dicho formalismo. Una consecuencia es que los métodos

de analisis de mallas y nodos se pueden aplicar a redes mecdnicas.

Historicamente, la masa es vista como el elemento mecdanico correspondiente al capacitor en los
sistemas eléctricos. Sin embargo, de la Segunda ley de Newton, la aceleracién de la masa es relativa
en un punto fijo en el marco de inercia. Esto significa que una de las terminales de la masa es el

suelo y la otra terminal es el centro de la masa [32].

2.3 Inersores

Firestone [31], considera que cada masa en un sistema mecanico lineal tiene dos terminales, uno
fijo en la masa y otro fijo en el marco de referencia, todo sistema mecdnico lineal se reduce a una
multiplicidad de circuitos mecanicos cerrados a los que se relacionan fuerzas y velocidades similares
a las que se pueden aplicar las leyes de Kirchhoff. Esta nueva analogia entre sistemas mecanicos y

eléctricos condujo a un nuevo dispositivo el inersor.
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Figura 2.4: Simbolo del inersor [32].

El inersor fue propuesto por el profesor Malcolm C. Smith de la universidad de Cambridge,

dispositivo mecdnico de dos terminales, el cual se distingue por almacenar energia cinética

rotacional.

La fuerza que se desarrolla en un inersor se escribe como [32]:

F= b(f?z - 771)

Donde v, > v, y la constante de proporcionalidad b es la inertancia.

La energia almacenada en el inersor se puede cuantificar como [32]:

Einersor = Eb(vz - Ul)z

1

(2.1)

(2.2)

El inersor es el dispositivo faltante entre la analogia de los sistemas mecanicos y eléctricos, en donde

su semejante es el capacitor como se puede ver en la Figura 2.5.

Mecanico Eléctrico
L A AL
i T
vy v;  Resorte Inductor
gaF di_1
dr = kva—vi) qr=T ")
— i - i
L V: v .
%5 v,=0 Masa ’ ' Capacitor
_ A div,—vy)
F=m at i=C dt
i F / j
= = B AR
K “ : Resistor
F=clv;=v)  Amortiguador i=gva—w)

Figura 2.5: Elementos de analogia fuerza-corriente [33].
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Un inersor puede estar compuesto por un conjunto de elementos mecanicos tales como pifidn,

cremallera, engranajes y volantes de inercia [3,23,32,33].

Smith [1] establece una serie de condiciones practicas que se deben cumplir para que el inersor

ofrezca un rendimiento satisfactorio. Lo mas importante es que el dispositivo debe tener una masa

fisica limitada, independiente de la cantidad de inercia necesaria, y debe funcionar en cualquier

orientacién espacial y movimiento.

Existen diferentes tipos de disefio de inersores, entre los cuales se encuentran:

1. Inersor de husillo de bolas

Volante
| Tuerca Roscado

£ H F

#E\\\\\\\\\I\\\\\\\I\\\ Y *\:—
Xy Soporte de rodamientos | X1
Carcasa
(a) Implementacién fisica elaborada en el (b) Modelo mecdnico del inersor husillo de bolas [33].

Departamento de ingenieria de la
Universidad de Cambridge [23].

Figura 2.6: Inersor de husillo de bolas.

2. Inersor de pifién-cremallera

Engranaje Volante
Pifiones
A I
Fz 25 |LA
— —{ 1 [~ €«—
X2 Bastidor  carcasa X1
(a) Realizacion fisica fabricado en los (b) Modelo mecdnico del inersor pifién-cremallera [33].

talleres del Departamento de Ingenieria
de la Universidad de Cambridge [32].

Figura 2.7: Inersor pifidn-cremallera.
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3. Inersor hidraulico

Amortiguador-resorte Cilindro Pistén

L)

FF oy ‘I/ vm-ﬁ

1 4 -—
L [
Tubo — > Engranaje Barra
Motor de bomba 0

Engranaje

Figura 2.8: Modelo mecdnico del inersor hidrdulico [33].

4. Inersor rotacional

Volante Cubierta Caja de cambios

Figura 2.9: Modelo mecdnico del inersor rotacional [33].

5. Inersor helicoidal

Canal helicoidal

(a) Modelo mecanico del inersor de fluido [34]. (b) Implementacion del inersor de fluido
magnetoreoldgico [3].

Figura 2.10: Inersor basado en tuberia configurada helicoidalmente.
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2.3.1 Redes mecanicas con inersores
Una red mecdnica esta formada por componentes mecdnicos conectados entre si, como resortes,
masas y amortiguadores. El movimiento frecuentemente estd restringido y fijado a un punto de
referencia. El enfoque principal es optimizar algunas redes mecdnicas basadas en inersor que
poseen estructuras mas complejas que las redes convencionales. Las redes mecanicas propuestas

se pueden obtener utilizando la sintesis de redes o dando algunas redes de estructura fija [32].
Entre los arreglos se encuentran:

¢ (:arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador.

¢ (,:arreglo en serie de un inersor y un amortiguador.

¢ (5:arreglo en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador.

¢ (,: arreglo en serie de un inersor con un arreglo en paralelo de un resorte y un

amortiguador.

¢ (s arreglo en serie de un amortiguador con un arreglo en paralelo de un resorte y un

inersor.

¢ (g arreglo en serie de un resorte con un arreglo en paralelo de un inersor y un

ki1
*
b
b
o
c c
T

(a) C1 (b) C2 (¢) C3

% ki b—— Pl @
b ¢ ki

(d) C4 (e) C5 (f) C6

amortiguador.

Figura 2.11: Las redes basadas en inersor empleadas como Y(s) [28].
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La Figura 2.12 muestra una red mecanica especifica junto con una realizacidn fisica construida en el

Departamento de Ingenieria de la Universidad de Cambridge [23].

k I

@ (b)
Figura 2.12: Inersor en serie con amortiguador con resortes de centrado. (a) Diagrama del circuito y

(b) realizacion mecdnica [23].

Ademas, los DVAs basados en redes mecanicas con inersor han tenido un buen desempefio en el
control del modo dominante de las estructuras SDOF. Hu y Chen evaluaron el rendimiento dindmico
de los absorbedores de vibracién dindmicos basados en inersor (IDVAs) a través de los indices de
rendimiento H, y H, y encontraron que las redes mecdnicas etiquetadas como C3,C,y Cq

mejoraron el rendimiento en mds de un 10 y un 20 % en comparacién con el DVA clasico [28,69].

En [2], se encontrd que considerando el rango de relaciéon de masa del NIDVA-C4 en comparacion
con el amortiguador de vibraciones dindmico (IDVA-C6), los amortiguadores de vibraciones
inerciales de masa dual y el DVA clasico, el NIDVA-C4 es mejor, cuando las estructuras SDOF estan
sujetas a vibraciones armodnicas y aleatorias. Comparando el rendimiento del NIDVA-C4 y el NIDVA-
C3 con el del IDVA-C6, se obtienen mejoras del 2-15% y el 1-6% de reduccidn de vibraciones para el
NIDVA-C4 y el NIDVA-C3, respectivamente, y 16 % en comparacion con el NIDVA-C6. Cuando se trata
del caso de aceleracién aleatoria en la base de la estructura SDOF, el NIDVA-C4 tiene mejor
rendimiento en comparacidn con el IDVA-C6 y el cldsico amortiguador dinamico de vibraciones
(DVA). Este dispositivo solo se puede utilizar para la amortiguacion de vibraciones en edificios o

sistemas mecanicos fijos.
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Siguiendo estas consideraciones, se encontrd en [2] que los absorbedores de vibraciones dinamicas
(DVA) conectados en serie son mas eficientes que los DVA conectados en paralelo. Ademas del
hecho de que los DVA paralelos carecen de aplicaciones practicas, la ubicacién dada para su

implementacion se reduce.

2.3.2 Aplicacién del inersor
Ya que estas redes mecanicas ofrecen una buena robustez para suprimir vibraciones aleatorias de
banda ancha. Se han utilizado en diferentes aplicaciones de ingenieria, como sistemas de suspension
de automoéviles que utilizan un TID, en cables, estructuras de ingenieria civil, estructuras de vigas

tipo Euler- Bernoulli, turbinas edlicas, etc.

El “J-damper” un dispositivo que se desarrolld inicialmente para las suspensiones de alto
rendimiento de los coches de carreras de la Férmula 1, como se observa en la Figura 2.13 y su
historia se remonta a trabajos académicos sobre circuitos mecanicos y eléctricos [23,34]. El objetivo
final del dispositivo es mantener en todo momento el mdximo contacto de las gomas con el asfalto.
Corrid por primera vez con MclLaren en 2005, cuando Kimi Raikkonen logré una victoria para el

equipo en el Gran Premio de Espafa.

Figura 2.13: MclLaren MP4-20, ganador del Gran premio de Espafia 2005 conducido por Kimi
Raikkonen. LAT Photographic [23].

Ramakrishnan et al. [35] investigan las suspensiones pasivas de vehiculos con inersores teniendo en

cuenta multiples requisitos de rendimiento, como el confort de marcha, la deflexién de la
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suspension y el agarre de los neumaticos. El inersor se ha aplicado a diversos sistemas mecanicos,
como las suspensiones de vehiculos, los sistemas de direccidon de motocicletas, las suspensiones de

trenes y el control de vibraciones en edificios [24, 38].

De acuerdo con Yujie et al. [4], la suspensidn ISD puede suprimir significativamente la vibracion de
la entrada de la carretera. El RMS de la aceleracién de la carroceria se puede reducir en un 4% como
maximo, el RMS de la deflexidon de la suspension se puede reducir en un 16% como maximo y el
RMS de la carga dinamica de los neumaticos se puede reducir en un 6% como maximo. Al mismo
tiempo, los valores de la PSD de la aceleracién de la carroceria, la deflexidon de la suspension y la

carga dindmica de los neumaticos disminuyen en comparacién con la suspension pasiva tradicional.

La configuracion C4 (el resorte esta en paralelo con el amortiguador y en serie con el inersor) se
puede tomar como base para el disefio de la suspension del vehiculo. En la nueva suspension ISD,

la estructura TID sustituye al amortiguador frente a la suspensién pasiva.

Establecer los ajustes del amortiguador que proporcionen un compromiso 6éptimo entre la
amortiguacion de los modos de cabeceo y serpenteo es una cuestion de considerable interés. Las
caracteristicas dinamicas de las motocicletas de alto rendimiento pueden mejorarse sustituyendo
el amortiguador de direccién convencional por un compensador de direccién mecdanico pasivo. Los
compensadores de direccion son redes mecdnicas formadas por muelles, amortiguadores e
inersores. Los compensadores muestran el potencial de mejorar significativamente la

amortiguacion de los modos de cabeceo y serpenteo [36].

Este dispositivo rotacional emplea una caja de engranajes epicicloidal conectada a un volante de
inercia a través de un acoplamiento de fluido para realizar un resorte-amortiguador-inersor en serie,

que corresponderia a la red mecanica C-3.
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Figura 2.14: Prototipo de compensador de direccion de motocicleta [36].

Wang et al. [37], revelaron las ventajas de rendimiento de los sistemas de suspensién de trenes que
emplean inersores. El estudio se llevé a cabo en tres fases. En primer lugar, se aplicaron estructuras
de suspension fijas a los sistemas de suspension de trenes y se optimizaron dos medidas de
rendimiento. En segundo lugar, esta optimizacidn se llevé a cabo utilizando enfoques de desigualdad
matricial lineal para analizar el rendimiento alcanzable de las redes pasivas. Por Ultimo, se analizaron
las propiedades no lineales de los modelos de inersores y su repercusion en el rendimiento del
sistema. Se considera que los inersores son eficaces para mejorar el rendimiento de la suspensidn

del tren.
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Capitulo II

lIl. Marco teodrico

3.1 Analisis dimensional
Las “dimensiones” de una cantidad fisica (mecanica) son su expresidn en términos de las cantidades
elementales de longitud, masa y tiempo, abreviadas como L, M y T. El principio empleado en el
analisis dimensional se basa en el requisito de que las dimensiones finales en los dos lados de una

ecuacion deben de corresponder [40].

En el desarrollo del sistema analizado no se puede dar advertencia sobre constantes adimensionales
y por consiguiente debemos asumir la posibilidad de su presencia en las ecuaciones obtenidas por

el analisis dimensional.

A finales de la década de los sesenta del siglo pasado, los cientificos se reunieron para acordar un
sistema de unidad de medidas universales que permitiera a todos hablar el mismo idioma en cuanto
a experimentos, investigacion y avances tecnoldgicos se refiere. De esta manera naci6 el llamado
Sistema Internacional Sl de medidas, en el cual se definen siete magnitudes fisicas fundamentales y
en términos de éstas se construyen todas las demas que se llamaran magnitudes fisicas derivadas.
El mecanismo que permite construir magnitudes derivadas a partir de las fundamentales, es la

dimension fisica [41].

En la Tabla 3.1 se muestra magnitudes fisicas tales como; la velocidad, la fuerza, la aceleracién, entre

otras, las cuales se especifican en términos de las magnitudes fisicas fundamentales.

Tabla 3.1: Andlisis dimensional de algunos pardmetros utilizados en fisica.

Magnitud Simbolo Dimensién Abreviatura
Velocidad v longitud LT
tiempo
Aceleracién a longitud LT™?
(tiempo)?
Fuerza F masa - longitud MLT—2
(tiempo)?
Trabajo w masa - longitud? MIL*T 2
(tiempo)?
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Densidad p masa ML™3

(longitud)3
Amortiguamiento c masa MT™ 1
tiempo
Rigidez K masa MT™?
(tiempo)?

3.1.1 Teorema Pi de Buckingham
El procedimiento para encontrar los factores adimensionales II's de cualquier problema, es
conocido como el método de repeticion de variables y fue publicado inicialmente por el cientifico
ruso Dimitri Riabouchinski en 1911 y un afio después se hizo popular por su inclusidn en los trabajos
del ingeniero Edgar Buckingham [41]. El teorema de Buckingham es un teorema clave en el analisis

dimensional y es una formalizacidon del método de anadlisis dimensional de Rayleigh [42].

El teorema Pi de Buckingham establece que si g4, g5, ---, 5, SOn variables fisicas involucradas en un

problema particular y si existe entre estas una relacién funcional de la forma:

(41,92, -,qn) =0 (3.)

Entonces, las n variables siempre se pueden combinar para formar exactamente (n — j) variables
adimensionales independientes, donde j es el rango de la matriz adimensional. El simbolo IT es
usado porque las variables adimensionales se pueden escribir como un producto de las variables

41,92, -, qn €levadas a alguna potencia [41].

Asi, la ecuacion (3.1) se puede escribir como la relacién funcional:

¢(H1, Hz, . Hn—r) = 0 (32)

Asi es posible encontrar los I1; por medio de la siguiente ecuacién:

J
IT; = Vp; H%ik conii=1,2,..,.n—j (3.3)
k=1

Donde V}, son las variables fisicas relevantes en el problema y Vi son las variables fundamentales y
los a; se escogen de manera tal que cada II; sea adimensional. Finalmente, se puede establecer

una relacién entre los I1; de la forma:
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M = f(, M3, ..., M) (3.4)

El teorema solo ayuda a descubrir una forma de generar conjuntos de variables adimensionales, sin
embargo, el método no deduce las variables fisicas especificas que se necesitan para resolver el

problema [41].
Ejemplo:

Para establecer el periodo T de pequefias oscilaciones en un péndulo simple. Se supondra que es
funcidn de la longitud L, la masa M y la aceleracién de la gravedad sobre la superficie de la Tierra g,
gue tiene unidades de longitud divididas por el tiempo al cuadrado [42,43]. El modelo es como se

observa en la Figura 3.1:

m

=

Figura 3.1. Péndulo simple [42].

Setiene: T = f(m,l, g) o también: f(T,m,l,g) =0

Las unidades de las cantidades dimensionales son:

[t] =T,[m] =M,[l] =[L] [g] = LT~?

Se determinan los grupos [I: m = 4,n = 3

m—n=1Ungrupoll

Hay tres unidades fisicas fundamentales que son tiempo, masa y longitud y cuatro variables

adimensionales T, M, L, y g.

=[O [0a

<
R|lo|lo|H
o|o|r|3
o|lr|o|—
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Como el periodo (T) es la variable dependiente su exponente es 1, entonces se tiene:

I, =T -m%-1%g¢

Haciendo uso de las ecuaciones adimensionales:

1=T-M%-LP-(LT7?)¢

MO . LO . TO — Ma . Lb+C . T1—2C

Igualando las bases se obtiene lo siguiente:

a= =-3 c=
Asi mismo
1
1 1 2
n=r-12-g2=7-%
12
1
12
T=H1 _1
gf

3.2 Sistema con excitacion armonica

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Para analizar el comportamiento dinamico de este fendmeno se utiliza un modelo de un solo grado

de libertad, es decir, su movimiento esta restringido en una sola direccidn y los parametros pasivos

(elasticidad, masa y amortiguacion) estan concentrados y son independientes entre si, conocido

como sistema masa-resorte-amortiguador, el cual se muestra en la Figura 3.2.

27



m
| F(t)

Figura 3.2. Sistema masa-resorte-amortiguador.

El modelo matematico de un sistema dinamico lineal es:

mi + cx + kx = F(t) (3.12)

En el sistema masa—resorte-amortiguador propuesto para modelar el comportamiento dinamico de
un equipo que vibra, actian varias fuerzas inducidas por los elementos que lo conforman, como

son:

e Fuerza eldstica: F;, = kx, efecto lineal del resorte que cumple la ley de Hook.

e Fuerza de amortiguamiento: F, = cx.

e Fuerza de inercia: F; = mX, oposicidon a la variacién del movimiento, que se resiste al
cambio de velocidad y se rige por las leyes de Newton, la aceleracidn va en sentido contrario
a esta fuerza.

e Fuerza de excitacién: F,; = F(t), funcién del tiempo que actla sobre el sistema para

producir el movimiento.

Nétese que, F,; = F(t) es la entrada o conduccién del sistema. La salida o respuesta del sistema es

una solucion de la ecuacion diferencial sujeta a las condiciones iniciales del problema [44].
El movimiento oscilatorio que se muestra en la Figura 3.3 (a) se llama movimiento arménico y se

denota como:

x(t) = X coswt (3.13)

Donde X representa la amplitud del movimiento, w es la frecuencia del movimiento y t es el tiempo.

En la Figura 3.3 se pueden observar los tipos de desplazamientos.
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La fuerza armodnica es el tipo mas simple de fuerza a la que puede estar sometido un sistema
vibratorio. Cualquier funcién periédica del tiempo se puede representar como una suma infinita de
términos seno y coseno mediante series de Fourier. Adema3s, cualquier fuerza no periédica se puede
describir (considerando que su periodo se aproxima al infinito) en términos de fuerzas armdnicas

mediante la integral de Fourier [45].

Desplazamiento (o fuerza), x(t) Desplazamiento (o fuerza), x(t)
Periodo, T = %T
-
\/ V Tiempo,t \ Tiempo, ¢
(a) (c)
Desplazamiento (o fuerza), x(t) Desplazamiento (o fuerza), x(t)

[\

Tiempo,t Tiempo,t
VvV VvV

Periodo, T = %T b) (d)

Figura 3.3. Tipos de desplazamientos (o fuerzas): (a) periodico armdnico simple; (b) periddico, no

armonico; (c) no periddico, transitorio; (d) no periddico, aleatorio [45].
La fuerza armdnica que actla sobre el sistema se denota en forma compleja, la vibracion forzada se
representa matematicamente como:

Feq — Foeiwt (3.14)

En el que F; es la amplitud de excitacidn y w es la frecuencia de excitacion externa.

3.3 Ecuaciones diferenciales parciales para vigas
Mientras que las ecuaciones de movimiento de sistemas discretos aparecen en la forma de
ecuaciones diferenciales ordinarias, las de los sistemas continuos y distribuidos aparecen en la
forma de ecuaciones diferenciales parciales. Existen numerosas estructuras que estan constituidas

a base de vigas y columnas, todas ellas sufren distorsiones debido a su propio peso o por algin

29



agente externo como fuerzas externas. El método de separacion de variables es una de las formas
menos complejas, la cual sirve para modelar matematicamente sistemas fisicos vibratorios, tales
como cuerdas, barras, vigas y membranas. El método de separacion de variables se presenta para

la solucidn de ecuaciones diferenciales parciales.

/f(x, I)

——=x —
tw(x, 3] /9

Figura 3.4. Viga sometida a vibracion transversal [46].

1 I
| |
} }
(.
l |
(I
| |

MY

La viga uniforme de la Figura 3.4 estd hecha de un material de densidad masica p y médulo de
elasticidad E vy tiene una longitud L, un area transversal A y un momento de inercia centroidal I.
Sea x una coordenada a lo largo del eje neutro de la viga, medida desde su extremo izquierdo. La
viga tiene una carga externa por unidad de longitud, f (x, t). Sea w(x, t) la deformacidn transversal

de la viga, medida a partir de su posicién de equilibrio.

Las fuerzas externas mostradas son la carga externa, el momento flector interno que es el momento
resultante de la normal, y el esfuerzo cortante interno, que es la resultante de la distribucion de

esfuerzos cortantes. La fuerza efectiva es la masa del elemento multiplicada por su aceleracion.

Las fuerzas sumadas en direccidn vertical son:

v x+dx azw
— P — - (3.15)
% (V + % dx) +_L f(, t)dé = pA 32 dx
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[ ‘ oV w
Vv | T | V+ —dx PA —5-dx
—— & %

Fuerzas externas Fuerzas efectivas

Figura 3.5. DCL de un elemento diferencial arbitrario de la viga en un instante de tiempo arbitrario
[46].
Al aplicar el teorema de valor medio, se obtiene:
fx,t) — o = A<32_y (3.16)
T ox TP a2

La ecuacién de movimiento producido por el momento con respecto al eje neutro de la cara
izquierda es:

M (M+6Md ) (V+avd )d +fx+dx(§ V& DdE = paLa (dx) (3.17)

- —dx | — —dx |dx - X , =pA—dx|— ‘
ox ox . P ax 2

Como dx es infinitesimal, los términos de orden dx? son despreciables frente a los términos de

orden dx. Cuando se aplica el teorema del valor medio a la integral, y puesto que ¢ — x es menor

que dx en todo el intervalo de integracion. La ecuacion (3.17) se simplifica a:

V= oM (3.18)

T ox

De acuerdo con la teoria elemental de flexidon de vigas (también conocida como teoria de vigas
delgadas o de Euler-Bernoulli), la relacién entre el momento de flexion y la deflexién se expresa
como:
62
I_
0x?

Esta ecuacion representa la dinamica vibratoria de una viga sujeta a una fuerza externa. Suponiendo

M=—E (3.19)

propiedades uniformes se obtiene:

*w(x,t) %w(x,t)
El ! A = (3.20)
ax4 + ,D atz f(x' t)
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3.3.1 Condiciones limite de la viga

Las condiciones de frontera para vibraciones transversales de la viga mas utilizadas son [39,47]:

I Extremo libre:

+ Momento de flexion _ 3.21
El Pl 0 (3.21)
«+ Fuerza cortante g El 0%w = (3.22)
0x ax2 | '
Il. Extremo simplemente apoyado (de pasador)
0%w
% Momento de flexién El—=0 (3.24)
0x2
Il Extremo fijo (empotrado)
% Deflexién w=0 (3.25)
dw
+* Pendiente ox =0 (3.26)
V. Corredizo (deslizandose)
< Pendiente
dw =0 (3.27)
ox
+»* Fuerza cortante 9 92w
—|El— =0 3.28
O0x 0x2 (3:28)

Las ecuaciones de frecuencia, los modos y las frecuencias naturales para vigas con condiciones

limite se presentan en la Figura 3.6.
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Condiciones

en los extremos Ecuacion
de la viga de frecuencia Modo (funcién normal) Valor de B8,/
Ambos extremos sen 3,0 =0 Wy(x) = Cylsen x| Bil=m
articulados Byl = 2w
*:* Bsl =37
Byl = 4
Ambos extremos  cos 3,/ - cosh g,/ =1 W,(x) = Cy[sen B,x + senh §,x Byl = 4.730041

libres

1

Ambos extremos
empotrados

—

Un extremo
empotrado
y el otro libre

%:I

Un extremo
empotrado
y el otro articulado

:/ l

Un extremo
articulado
v el otro libre

———
4

cos B,[-cosh B[ =1

cos B,l-cosh B,/ = —1

tan B,/ — tanh 8,/ = 0

tan 8,/ —tanh B,/ =0

+ oy (COS Bu—\' + cosh Bu—\'”
donde

o — [Sen B, — senh B,/
" \cosh B,/ — cos B,/

W,(x) = C,[senh B x,x — sen B,x
+ e, (cosh B,x — cos B,x)]
donde

- senh B,/ — sen 3,/
" \cos B, — cosh g,/

W, (x) = C,[sen B,x — senh B,x
—a, (cos B,x — cosh B,x)]
donde
o = (scn B, + senh BH{)
" cos f3,l + cosh 8,/

W, (x) = C,[sen B,x — senh B,x
t a, (cosh B,x — cos B,x)|
donde

o — [sen Byl — senh Bl
" \cos B,l — cosh B,/

W, (x) = C,[sen Bx + ay senh B x]
donde

o = [_sen Bl
" senh B,/

Byl = 7.853205
B3l = 10.995608
Byl = 14.137165

(B! = 0 para el mo-
do de cuerpo rigido)

Byl = 4730041
Byl = 7.853205
B3l = 10.995608
Byl = 14.137165

Byl = 1875104
Bol = 4.694091
Bl = 7.854757
Byl = 10.995541
Byl = 3.926602
Bol = 7.068583

Bsl = 10210176
Bal = 13.351768

Bl = 3.926602
Bl = 7.068583
Bal = 10.210176
B4l = 13.351768

(Bl = 0 para el mo-

do de cuerpo rigido)

Figura 3.6. Condiciones de frontera comunes para la vibracion transversal de una viga [47].

3.4 Ecuaciones de Euler-Lagrange
El principio de Hamilton establece en forma muy general, que la evolucidn dindmica de un sistema
con n coordenadas generalizadas desde un estado inicial §;(t;) y un estado final Gp(t;)
corresponde a un extremo (minimo, maximo o punto estacionario) del funcional de accién S[q].

Esta funcién L contiene informacién sobre las variables del sistema y las fuerzas que acttan sobre él

[48].

Un sistema potencial newtoniano es un caso particular de un sistema lagrangiano (el espacio de
configuracién en este caso es euclidiano, y la funcién lagrangiana es la diferencia entre energias

cinética y potencial). El punto de vista lagrangiano permite resolver completamente una serie de
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importantes problemas mecanicos, incluyendo problemas en la teoria de pequefas oscilaciones y
en la dindmica de un cuerpo rigido [49]. Las ecuaciones de restriccidn se utilizan de forma natural o
implicita en la teoria, lo que reduce simultaneamente el nimero de ecuaciones necesarias para

describir la dinamica del sistema.

Sea (q4, ---, q3n) cualquier coordenada en el espacio de configuracion de un sistema de n puntos de

masa. Entonces la evolucidn de g con el tiempo esta sujeta a las ecuaciones de Euler-Lagrange [49]

d /oL oL
( ) k=1,2,..,n dondeL=T—-U (3.29)

(=) -===9
dt qu aqk ’

Dénde: T es la energia cinética, U es la energia potencial y g, son las coordenadas generalizadas.

La energia cinética y la energia potencial tienen la forma funcional general:

T = T(qll qz2, -, qn, "h' QZ' L] qn)

U =U(q1,92 > qn)

Cabe sefialar que la funcién lagrangiana no es Unica, es decir, un sistema fisico puede tener
diferentes funciones lagrangianas, lo que finalmente conduce al mismo conjunto de ecuaciones de
movimiento para el sistema dindmico. Especificamente, el Lagrangiano no es unico, pero las

ecuaciones de movimiento si lo son [39].

3.4.1 Funcién de disipacién de Rayleigh
Cuando existen fuerzas no conservativas que si hacen trabajo las ecuaciones de Euler-Lagrange
pueden escribirse de la forma:
d (oL aL
S (Z=)-2==0, k=1,2..,n (3.30)
dt(aqk) Cx

Donde L es el lagrangiano conteniendo el potencial debido a las fuerzas conservativas, y Qj
representa a las fuerzas que no se derivan de un potencial. Un caso de este tipo es el de la fuerza

de friccion viscosa, proporcional a la velocidad:

F = —puv.
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Las fuerzas de este tipo se pueden derivar de una funcién de disipacién de Rayleigh (funcién de las

velocidades generalizadas) de la forma [51]:

F = Zulvl?
=—ulv
5 U
Las fuerzas de amortiguamiento viscoso se pueden describir explicitamente en el contexto de las

ecuaciones de Lagrange expresandolas en la forma

0F
Qkvisc = _a_qk' k=12,..,n

Por lo tanto, suponiendo que las fuerzas generalizadas @Qj incluyen todas las fuerzas no
conservativas con la excepcién de las fuerzas viscosas, las ecuaciones de Lagrange se pueden
reescribir como [50]:

d(OT) 6T+6U+67-" 0 =12 (3.31)
— =)+ =—+=—=0, =14 ..,,n ’
dt\oq,/ 0qx 0qx 0qx

La cual aplica para sistemas con amortiguamiento viscoso, en términos del Lagrangiano:

d (GL) aL oOF

—\=)—=—+=——=0, k=1,2,..,n (3.32)
dt\oq,/ 0qx 04y

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se emplean para sistemas no conservativos y deben cumplir con
la condicién que las fuerzas no conservativas sean proporcionales a la velocidad de las particulas y

opuestas a su movimiento. Es decir, son fuerzas disipativas porque el sistema pierde energia por

su accion [52].

3.5 Analisis modal
Para abordar las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con coeficientes variables y de orden
mayor a uno, probablemente el método mds frecuente y efectivo sea uno que estd basado en el uso
de series de potencias. Cada vez que se tenga una ecuacion diferencial parcial lineal y homogénea
en u y sus derivadas, una suma de las soluciones también sera una solucién. Por lo tanto, a partir
de las soluciones conocidas u4, u,, us, ..., U, se pueden construir otras. Dadas ciertas condiciones

de convergencia lo suficientemente fuertes, es cierto que [53]:

u= Z Uy, (3.33)

n=1
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Un conjunto de funciones como {f,(x), f; (x), f2(x), ..., f,(x)} se dice que es ortogonal con

respecto a la funcién de peso w(x) en el intervaloa < x < b si:

b .

0, sin #m,

[ oen@m@a={, o Shin 0
a )] .

A menudo se hace uso de la representacion de funciones en series de la forma:

(00)

Z Cnfn(x) (335)

n=0

Las ¢,, son coeficientes numéricos y {f,,(x)} es un conjunto ortogonal.

Una versién sencilla de un teorema sobre funciones ortogonales se puede enunciar como sigue:

dado un conjunto de funciones:

{¢0(X), ¢1(X), ¢2 (X), ---;d)n(x);}; (3.36)

Linealmente independientes y continlas en el intervalo a < x < b, y dada una funcién de peso

w(x) positiva y continta en el mismo intervalo, se tendrd un conjunto de funciones:

{fO(x)'fl(x)'fZ(x)l an(x)} (3.37)

Con las propiedades siguientes:

(a) Cada f,,(x) es una combinacidn lineal de las ¢.
(b) Las f,,(x) son linealmente independientes en el intervalo a < x < b.
(c) {fn(x)} es un conjunto ortogonal con respecto a la funcién de peso w(x) en el

intervaloa < x < b.

Para sistemas discretos, existen varios métodos que se pueden usar para determinar la respuesta
forzada de un sistema continuo. Estos incluyen la aplicacion del método de coeficiente
indeterminado de excitacién armdnica, el método de transformada de Laplace y el método de

analisis modal. El analisis modal es el mas potente y ampliamente utilizado [46].

Sea y(x,t) el término no homogéneo adimensional que surge en la ecuacion diferencial parcial

como resultado del forzamiento externo. Los términos no homogéneos también pueden ocurrir en
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las condiciones de contorno. Al usar el método de andlisis modal, el desplazamiento de la vibracion

transversal de la viga se puede expandir aproximadamente en una serie como [54]:

O EDWAGINE (338
n=1
Donde:
@ = (y(x,0), pn(x)) (3.39)

¢, (x) es la i-ésima funcién modal y se puede determinar mediante el problema de valores propios

con cierta condicidn de frontera.

Para el caso de una viga empotrada, las ecuaciones que satisfacen dichas condiciones, son las

siguientes [54]:

d*fix) _

20— g (40

L
f fi()f;(x)dx = L&;;
0

pi es el eigenvalor de la ecuacion caracteristica de la viga, L es la longitud total de la viga y §;; es el

delta de Kronecker definido como [46]:

1, i=j,

Oii = . ] (3.41)
] 0, i#].

El método mas util para determinar la respuesta de vibracién forzada de un sistema de MDOF lineal

es el analisis modal, que se basa en el uso de las coordenadas principales para desacoplar las

ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento de un sistema no amortiguado o

proporcionalmente amortiguado.

3.6 Teorema de Vieta
La contribuciéon de Francisco Vieta (1540-1603) al desarrollo del algebra por haber sido el primero
en introducir una notacién mucho mas adecuada para el analisis algebraico. Ese método, al cual
llamo logistica simbdlica le permitié a Vieta representar por medio de las letras del alfabeto las
variables en una ecuacién esto trajo una ventaja, las operaciones presentes en la resolucién de una
ecuacion se hicieron mas visibles, lo cual permitiéd al algebra consolidarse como una rama
independiente dentro de las matemadticas [57]. El problema principal en dalgebra es resolver

ecuaciones algebraicas, y es importante tener una comprensién clara de lo que esto significa.
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Resolver una ecuacidn requiere encontrar todas sus raices, tanto reales como imaginarias, ya sea

de forma exacta o aproximada [55].

Cuando se trata con situaciones relacionadas a las raices de un polinomio es comun tratar de pensar
en factorizaciones que permitan obtener cada una de las raices del polinomio en cuestion, sin
embargo, no siempre se tiene una factorizacidn con la cual se logre la obtencion de estas raices de
forma simple, las férmulas de Vieta permiten obtener informacién acerca de las raices de un

polinomio al observar los coeficientes en ese polinomio [58].

Normalmente, cuando se trabaja con las férmulas de Vieta se considera un polinomio ménico, es

decir, consideremos el siguiente polinomio

Apx™ + ap X"+ tax+a; =0 (3.42)

En el caso que se tiene que a,, = 1 se dice que el polinomio es ménico.

La ecuacidn (3.42) contiene n raices x4, X5, ..., X,. Estas raices se pueden calcular con base en los

términos ay, a4, a,, ..., ay_4 independientes del polinomio.

Generalizando las ecuaciones que produce el teorema de Vieta al aplicarse al polinomio ménico de

la ecuacidn (3.42) y relacionandolas con los términos independientes se tiene [56, 58].

A1 = —(1 + -+ x) (3.43)
Ay = (x5 + -+ XXy + X3X3 + +++ + Xp_1X) (3.44)
an—j = (_1)] Z Xi1Xip ‘--xl-j (3.45)

ag = (=1)"x1x5 - xp, (3.46)

Para el caso de una ecuacion cuartica, es decir, conn = 4.

x*+azxd+ax?+a;x+ay=0 (3.47)
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Los coeficientes de la ecuacidn (3.42) se pueden expresar en términos de las sumas y productos de

sus raices xq, X5, X3, X4 las cuales se pueden expresar como:

a3 = —(x1+x2 +x3 +X4,)

ay; = (X1Xp + X1 X3 + X1X4 + XoX5 + XoX4 + X3X4)

ay = —(X1XpX3 + X1X5X4 + X1 X3X4 + XpX3X,4)

Ap = X1X2X3X4

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Para los absorbedores dinamicos de vibracién basados en inersores (IDVAs), Barredo et al. [29]

plantearon la Técnica de los puntos fijos extendida apoyandose de las férmulas de Vieta para la

obtencidn de los pardmetros 6ptimos de los absorbedores dinamicos de vibracidon basados en

inersores.

3.7 Matriz de Jacobi

El jacobiano debe su nombre al matematico aleman Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Aunque

el matematico francés Cauchy fue el primero en emplear estos determinantes especiales que

implican derivadas parciales, Jacobi las convirtié en un método para evaluar integrales multiples

[59].

Sea T la transformacién que convierte una regién S en el espacio uvw en una regién R en el espacio

xyz por medio de las ecuaciones

x = f(u,v,w), y=gu,v,w)
El jacobiano de T es el determinante 3 X 3 siguiente:

rox
ou
d(x,y,z) |dy
d(wv,w) |ou
0z
Lou

Jx,y,2) =

y

0x
ov
dy
v
0z

ov

0x

ow
dy
ow
0z

ow-

z = h(u,v,w)

(3.52)
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La matriz jacobiana es una matriz formada por las derivadas parciales de primer orden de una
funcién. Una de las aplicaciones mds interesantes de esta matriz es la posibilidad de aproximar
linealmente a la funcién en un punto. En este sentido, el jacobiano representa la derivada de una

funcion multivariable.

Considerar que: F: R™ — R™ que va del espacio euclidiano n-dimensional a otro espacio euclidiano

m-dimensional. En donde F esta determinada por:

pi = Fi(q1, -0 G, p=F(q) = (Fi(@), ... Fn(@)) (3:53)

Cuando la funcién anterior es diferenciable, entonces las derivadas parciales de estas m funciones

pueden ser organizadas en una matriz m por n, la matriz jacobiana de F:

o, 9P
_ 0y, Pm) _ 9 O (3.54)
JQy ) =57~ =| o '
a((h; R qn) apm apm
0q, 0qn

3.8 Optimizacion
Las técnicas de optimizacién se enfocan en determinar un conjunto de valores que toman los
factores que podemos controlar a fin de que exista una o mas soluciones éptimas, es decir, aquellas
qgue, ademas de cumplir con todas las restricciones, maximizan o minimizan, segun sea el problema

a resolver el valor de la funcién objetivo [60]. Se clasifican en algoritmos lineales y no lineales.
Resumiendo, un problema de optimizacion estd compuesto de los siguientes elementos:

+* Un conjunto de restricciones

+»+ Un conjunto de soluciones factibles, el cual contiene todas las posibles combinaciones de
valores de variables independientes que satisfacen las restricciones anteriores.

% Una funcion objetivo, que vincula las soluciones factibles con el rendimiento del sistema.

7

Teorema A Teorema de existencia de maximos y minimos

Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un valor maximo y un valor

minimo en ese intervalo [59].
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Puntos fronterizos Puntos estacionarios

Figura a Figura b Figura c
Figura 3.7. Mdximos y minimos de una funcion arbitraria [61].

La primera derivada f'(x) nos da la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto x.
Por lo tanto, si f'(x) > 0 entonces la recta tangente asciende hacia la derecha, lo cual sugiere que
f es creciente. De manera analoga, si f'(x) < 0, la recta tangente desciende hacia la izquierda, lo

cual sugiere que f es decreciente [61].

La segunda derivada ayuda a determinar los intervalos de concavidad y los valores maximos y
minimos. Suponga que f'' es continua cercade c. Si f'(c) =0y f''(c) > 0, entonces f tiene un

minimo localenc.Si f'(c) =0y f"'(c) < 0, entonces f tiene un maximo local en ¢ [59].

3.8.1 Matriz Hessiana

La matriz hessiana organiza todas las derivadas parciales de segundo orden en una matriz.
Sea f: R™ — R un campo escalar cuyas derivadas parciales de segundo orden existen.

La matriz Hessiana de f, denotada por H¢(x), es una matriz cuadrada n X n definida como:

_ azf aZf azf -
a_xf ) 0x10x, @) - 0x10xy, )
0% f 0% f 0% f
Hr (%) = | 0x,0x, *) a_xg @ 0x,0xy ) (3.55)
aZf: aZf ) aZf
| 0x,0x, ) 0x,0x, SO c’)_xrzl ) |

Teorema B Puntos criticos por medio de la matriz hessiana

Sea f € C2(D), donde D es un subconjunto convexo de R™, y sea a un punto interior de D tal que

f'(a) = 0, [62].
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3

% Sif"(a) > 0, entonces a es un punto de minimo local de f.

7

7

% Sif"(a) < 0, entonces a es un punto de maximo local de f.

7

% Sif"(a) = 0, entonces a no es un punto extremo local de f (no concluyente).

Los valores caracteristicos de la matriz hessiana Hy(x) dan la desviacién de la respuesta a la
frecuencia invariable de los pardmetros dptimos del sistema en términos de la relacién entre la masa

de la estructura principal y la de la estructura DVA [39].

3.9 Técnica de los puntos fijos
Un método de optimizacidon usualmente visto en la literatura es la Teoria de los puntos fijos
propuesta por Den Hartog [63] para la optimizacién de los DVAs en términos de disminuir la

respuesta de la amplitud maxima del sistema primario.

Esta técnica se basa especialmente en dos condiciones de operacion del amortiguador del DVA,

cuando el:

1. Elamortiguamiento es cero ({ — 0) la cresta es infinita.

2. El amortiguamiento tiende a infinito ({ - ).

U 1 1 | 1 1
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Q

Figura 3.8. Grdfica de un DVA cldsico en donde se muestran los puntos fijos P y Q correspondientes

al comportamiento de las dos condiciones del sistema (amortiguamiento 0 e infinito) [39].

Estas dos condiciones conducen a los puntos fijos o puntos invariantes los cuales son independientes
del factor de amortiguamiento del sistema como se observa en la Figura 3.8. En algun lugar entre

estos dos valores debera existir un valor de amortiguamiento, en el que la cresta resulte minima. Si
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se calcula su posicidn, el problema quedard practicamente resuelto, ya que la curva mas favorable

es la que pasa con su tangente horizontal a través de los puntos fijos P y Q.

En algun lugar entre las dos condiciones de operacién limite del DVA ({ = 0y { = ) existe un
amortiguamiento tal que el producto de la fuerza de amortiguamiento por el desplazamiento resulta
maximo y entonces la amplitud de resonancia sera pequefia, a esto se le conoce como

amortiguamiento dptimo.

Nota 1 Todas las curvas pasan a través de los puntos fijos P y Q independientemente del

amortiguamiento del sistema [63].

En la Figura 3.9 se ilustra la definicidon anterior y se muestra el comportamiento cuando la relacion
de amortiguamiento toma valores arbitrarios incluyendo las dos condiciones fundamentales del

DVA.

En otras palabras, la FPT se basa en considerar dos estados de operaciéon del sistema,
amortiguamiento cero y amortiguamiento infinito, donde las amplitudes de vibracién (FRF de la
estructura primaria) del sistema son iguales. Esta consideracién y procedimiento matematico

determinan los pardmetros éptimos del sistema.

H(Q)

Figura 3.9. Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al DVA cldsico considerando
diferentes valores del factor de amortiguamiento. Todas las lineas pasan por los puntos fijos P y Q

[39].

Todas las curvas pasan por los puntos fijos Py Q, y tienen amplitudes diferentes, lo que resulta en

cambios abruptos en la respuesta cuando el sistema entra en resonancia. El propdsito del criterio
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H,, y la técnica de calibracion de frecuencia FPT es encontrar la respuesta éptima entre los puntos

fijos para extender el rango de mitigacion de vibracidn del DVA.

Nota 2 E/ mejor balance dindmico del sistema primario se obtendrd cuando su curva FRF dptima sea

mds plana en todo el rango de frecuencias de excitacion [39].

3.10 Técnica de los puntos fijos extendida
Barredo et al. [29] presenta el desarrollo de soluciones novedosas de la teoria de Den Hartog que
se puede implementar en el desarrollo de féormulas algebraicas cerradas para el disefio dptimo de

absorbedores dinamicos basados en inersor.

La técnica extendida de calibracidn de frecuencias de los puntos fijos consiste en cambiar los puntos
invariantes del sistema para obtener las variables 6ptimas asociadas a la respuesta del sistema R(S)

y su norma euclidiana ||H||. Se representa como:

R(S) = ||H]| (3.56)

La técnica de los puntos fijos extendida se explica mediante los siguientes pasos:

1. Obtener el modelo matematico del sistema, aqui la ecuacidn de movimiento resultante
estara en el dominio s de Laplace.

2. Obtener la funcién de transferencia H(s) del sistema, también conocida como la respuesta
R(s) del sistema, ver ecuacion (3.56).

3. Sustituir la expresién s = jw.

j es la unidad imaginaria. Esta expresion es valida debido a que el sistema dindmico es causal y
oscilante establemente siy solo si, todos los polos de la funcién de transferencia H(s) estan en

el semiplano izquierdo. Asi que, la region de convergencia para H(s) incluye el eje jw [66].

4. Reescribir la funcién de transferencia H(s) de la siguiente manera:

A+jB
C+jD

H(s) = (3.57)

5. Sustituir los pardmetros adimensionales correspondientes coligados al teorema Pi de

Buckingham.
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6. Obtener el médulo de H(s) a través de la multiplicacion del conjugado complejo.

A% + B?
H(s)|? = (3.58)
|H(s)I 71 D2

7. Emplear las dos condiciones esenciales de la técnica de los puntos fijos de la seccién 3.9.

2

|H(S)|2 — A_ (3.59)
-0 7 2
BZ

2 _ (3.60)
|H(S)|{—)oo - Dz

8. lgualar las ecuaciones cuando el amortiguamiento tiende a cero e infinito.

9. Realizar un cambio de variable 1 = Q2 para reducir de grado la ecuacidn resultante.

10. Convertir la ecuacion obtenida en un polinomio mdnico.

11. Obtener soluciones éptimas utilizando el teorema de Vieta. A partir de este teorema, se
igualan las sumas y los productos de las raices de ambas ecuaciones obtenidas al aplicar las
dos condiciones de la técnica de puntos fijos.

12. Se obtienen los pardmetros éptimos [39].

13. Sustituir los pardmetros éptimos. Al sustituir esto se obtiene una aproximacién de la norma
H, [29] y es la amplitud de la vibracién en los puntos invariantes, esto es, ||Hy||.

14. Obtener la solucion éptima para el factor de amortiguamiento {,,, a partir de la teoria de

Krenk [14].

La teoria de Krenk se utiliza para aplanar la curva de respuesta de frecuencia de la estructura
primaria y determinar el coeficiente de amortiguamiento optimo (. La aplicacion de la teoria de
Krenk sugiere que se generan tres frecuencias resonantes no amortiguadas también conocidas
como frecuencias invariantes (), {; y {1, para lograr el factor de amortiguamiento optimo {,,,; del

sistema.

Por consiguiente, para calcular Q; y Q, se iguala a cero el denominador de la ecuacion (3.60).
Posteriormente, se sustituyen los pardmetros 0ptimos Uoyt, Nopt, Gope Y S€ resuelve la ecuacion
resultante en términos de (). Las raices obtenidas seran las frecuencias resonantes no amortiguadas

‘Q‘l yﬂz.
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Para calcular la frecuencia resonante no amortiguada (), se iguala a cero el denominador de la
ecuacion (3.59). Consecutivamente, se sustituyen los pardametros Optimos Uoyt, Nopts Qopt Y S€

resuelve la ecuacién resultante en términos de (.

3.11 Criterio H,

La medida de rendimiento H,, tiene como objetivo minimizar la magnitud maxima de la respuesta
en frecuencia basandose en la teoria del punto fijo, que se ha utilizado ampliamente para ajustar
los pardmetros de los amortiguadores dindmicos de vibraciones (DVA) (o amortiguadores de masa
sintonizada (TMD)). En otras palabras, minimizar las amplitudes de vibracién en las frecuencias de
resonancia de la respuesta en frecuencia R(s) de la masa primaria, conocida como la norma ||Hy ||

[32,64,67].

Esta técnica de optimizacidn ha sido ampliamente utilizada en la teoria de la minimizacion de la
respuesta vibratoria de estructuras mecdanicas excitadas arménicamente, la cual se puede utilizar
también para minimizar el rendimiento dindmico de la carga dinamica sobre el sistema de
suspension (J5). La minimizacion de la norma H,, conduce a producir un equilibrio dinamico entre
las amplitudes de vibracion en las frecuencias de resonancia del sistema. Lo que conlleva a formular

un problema de optimizacidn de la siguiente manera [32,39,68]:

min (I;lai(lHNIDVA (Q)|> = max(|HNIDVA (Poptu[))' Q)D (3.61)
op

{Popt > 0} representa los parametros a optimizar del sistema y se limita a que sean soluciones

reales y positivas de la siguiente ecuacion:

a|HNIDVA(Q)|2 —0 (3.62)
002

La idea del problema min — max ecuaciones (3.61) y (3.62) es, en lugar de utilizar los puntos fijos
para minimizar aproximadamente la norma ||Hy || como se hace en el método de punto fijo (Den
Hartog 1985), aqui las frecuencias de resonancia se utilizan directamente para minimizar
exactamente la norma ||Hy|| [32]. Esto se inspira en el método de Nishihara donde las dos

frecuencias de resonancia se emplearon para derivar las soluciones exactas para el TDVA.
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3.11.1 Método de Nishihara
Nishihara y Asami (2002) mostraron una metodologia analitica para la solucidon exacta de los
pardmetros éptimos para el DVA. Esta metodologia solo funcionaba para sistemas de dos grados de
libertad [9]. Sin embargo, en afos posteriores la metodologia fue implementada para sistemas de

mas de dos grados de libertad [65].

Nishihara introdujo un artificio matematico novedoso con el objetivo de minimizar la FRF de la

estructura principal de los absorbedores de vibracién conectados en serie a través de la funcién:

1
Rmax = —— (3.63)
v1-—r2
Para lo cual el indice de rendimiento H, se puede minimizar mediante la incdgnita r [68].
Asimismo, introdujo una funcidn representada como:
) Numerador
fn = Denominador — —————— (3.64)
hmax

La ecuacidén (3.64) se utiliza para minimizar el valor maximo h,,,, de la funcién de transferencia

referente a la norma ||Hy||.
Se describe el procedimiento de la metodologia de optimizacién de Nishihara como sigue:

l. Obtener el mddulo de H(s) a través de la multiplicacién de su conjugado complejo.

A? + B?
H(s)|? = (3.65)
|H(s)I 71 D2

Il Especificar las variables numerador y denominador, de la siguiente forma:
Nym =A% +B*> 'y Dgy=C?+D? (3.66)

Il Se propone la funcidn descrita por Nishihara para determinar el valor minimo h,;,, de
la amplitud maxima h,,,, se plantea la funcién descrita por Nishihara mediante la

siguiente ecuacion:

(3.67)
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V. Reescribir la ecuacion (3.64) de la siguiente manera:

D — Num -0 (3.68)
en h2
V. Sustituir los términos adecuados.
VL. Convertir en un polinomio madnico, le ecuacién resultante tiene la forma:
Q2 + 010 + 0,08 + ;0% + ¢,Q* + Q2+ ¢, =0 (3.69)
VII. La suma y productos de las raices de la ecuacion (3.69), se expresan mediante el

siguiente sistema de ecuaciones en términos de los coeficientes cy,.

fi = (4cy — cf)Jee + 4cs =0 (3.70)
fo = €165+ 4cg + 2¢34/c6 = 0 (3.71)
fz— 4C6(Cl\/c_6 + C4) - 652 =0 (3.72)

Las ecuaciones f3, f> Y f3 estan expresados en términos de los pardmetros a optimizar (n,q, 1y {3)

y del parametro h.

VIIl.  Sustituir los coeficientes c,, en las ecuaciones para f3, f2 ¥ f3.

IX. Encontrar la matriz jacobiana utilizando los pardmetros a optimizar.

0h Oh Oh Of
dg Jn 4¢ Ou

o o o O
dq 0n 0 Odu

Ofs 0fs Ofs Ofs

ldq on 0 Oul
La matriz jacobiana es de tamafo 3 X 4 y se satisface para cualquier determinante menor o igual a
3x3.

Ay By G Dy
A, B, C; D,
A3 Bz (3 Ds

(3.73)

X. Para obtener f, y f5 se desarrollan los determinantes de las siguientes matrices

jacobianas.
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Ay By (G Dy Ay B
fa=|42 By (; y fs=|D; A, B, (3.74)
A3 B3z (3 D3 Az B3
XI. Proponer un valor arbitrario para 8 y sustituirlo en las ecuaciones f3, f>, f3, f4 ¥ fs.
XIl. Resolver el sistema de ecuaciones no lineales de 5 X 5 utilizando el método de Newton-

Raphson. Estableciendo valores iniciales, tomando los pardmetros éptimos obtenidos

mediante la técnica de los puntos fijos extendida.
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Capitulo IV

IV.Modelo matematico

En este apartado se describe el comportamiento dindmico del sistema, utilizando las ecuaciones de
Euler-Lagrange y la teoria de la vibracién lateral de vigas. Para obtener la solucién de la vibracidon
forzada de la viga se empleard el analisis modal. Con lo cual se encuentran las respuestas en funcién

de la frecuencia de la viga y las amplitudes en frecuencia asociadas al desplazamiento del DVA.

4.1 Respuesta en frecuencia
El modelo presentado en la Figura 4.1 es una configuracién de una estructura tipo viga doblemente
empotrada (viga Euler-Bernoulli) de longitud L sujeta a una carga distribuida f(x)g(t), donde f(x)
es una funcion espacial y g(t) una funciéon temporal deterministica. Para determinar el
comportamiento dindmico del inersor, se plantea una fuerza de excitacién externa de tipo
armodnica. La viga se encuentra en serie conectada a un absorbedor dinamico de vibracidon
amortiguado; a su vez, el absorbedor se conecta en serie a la red mecanica denominada C — 4 con
conexion a tierra. Asi mismo, la red mecanica C — 4 esta formada por una conexién en paralelo de
resorte amortiguador viscoso conectado en serie a un inersor. Cabe sefialar que a esta configuracion
de absorbedor de vibracidn definida anteriormente se le conoce en la literatura como NIDVA-C4. El
DVA esta compuesto por un amortiguador y un resorte. La configuracién del sistema atenuador de

vibraciones se encuentra localizado en el punto x = a.

fx)g(®)

DVA m
y(x,t) _‘ y1(0)
k2§ %jcz

‘ y2(t)

Figura 4.1: Diagrama de cuerpo libre de la estructura tipo viga acoplada al NIDVA-CA4.
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Donde:

f(x)g(t) Carga distribuida

vy(x, t) Desplazamiento transversal de la viga

L Longitud de la viga

m Masa asociada al DVA

k, Rigidez correspondiente al DVA

¢; Amortiguamiento correspondiente al DVA

v, (t) Desplazamiento correspondiente a m del DVA
k, Rigidez correspondiente a m y al inersor

¢, Amortiguamiento correspondiente a m y al inersor
v, (t) Desplazamiento correspondiente al inersor

b Inertancia

En el apéndice A se muestra el analisis y proceso matematico de la estructura.

Para describir el comportamiento dindmico del sistema, se recurre a las ecuaciones de Euler-
Lagrange en su forma generalizada y la teoria de la vibracion lateral de vigas. De acuerdo con la

Figura 4.1, la ecuacién que rige el comportamiento dindmico de la viga es:

*y(x, t 0%y(x,t .
£l y( )+pA y(x,t) (4.1)

9x* 5z = S @D+ {=mi (O = bF(D}6(x — a)

Donde:

A Es el area de la seccidn transversal
I Momento de inercia

p Es la densidad de masa

E Es el médulo de elasticidad

6(x — a) Es la funcién delta de Dirac

Para obtener la solucién de la vibracidn forzada de la viga, se emplea el principio de superposicion
de modos (andlisis modal). Para esto, la deflexién de la viga y sus condiciones de frontera se

expresan como:
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y(x,t) = Z di(x)q;(t) ¥ ;ﬁ%&x) = Bii(x) 4.2
=1

Donde: 3; es el valor caracteristico (eigenvalor) de la ecuacidn caracteristica de la viga y ¢; es el i-

ésimo modo de vibracion de la viga.

Al sustituir la ecuacién (4.2) en (4.1) y suponiendo una fuerza de excitacién armodnica, la variable
f(x,t) se expresa como f(x,t) = f(x)g(t) con g(t) = e, resultando en un sistema dindmico
lineal invariante en el tiempo (LTI). Por lo cual, se encuentran las respuestas en funcion de la
frecuencia de la viga Q; (w) y de las amplitudes en frecuencia asociadas al desplazamiento del DVA,
Y (w) y Y, (w). Al multiplicar por la funcién modal ¢;(x) y aplicando las propiedades de la funcién

delta de Dirac, se consigue:

> Q@ @IEIBE — pAa?|pi(0) = FRIi(0) + WX mNy (@) + D@} (@ 6
i=1

Para obtener la repuesta general en funcién de la frecuencia del desplazamiento transversal de la

viga, se supone que la excitacién armdnica afecta al DVA. Por lo cual se representa como:

Y(x,w) = G,(x,w) — Hw)G,(x,w)Y(a, w) (4.4)
Donde:
a=[ r@ oo (a3)
0
_ ¢i(x)¢p;(a)
G, (x,w) = 2, LI — pha?) (4.6)
_ a;$i(x)
Gy(x,w) = 2, LEIB — pha?) (4.7)
H(w) = w?(—=bw?*m +I1(b + m)c,w + k(b + m))k, “s)

—bw*m + I1(b + m)cyw3 + ((ky + k)b + kym)w? — lwcyky — kyk

Al evaluar la posicién del NIDVA en la posicidén x = a, se obtiene la expresién en términos de

Y(a, w). Por lo cual H(w) se reescribe como:

H(w) = mw?] (4.9)

Donde | es:
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- (—bw?m + I(b + m)c,w + ko (b +m) )k, (4.10)

B m(—bw*m + I(b + m)c,w3 + ((ky + k)b + kym)w? — lwcyky — kiky)

La ecuacion (4.10) es la funcidn dimensional de respuesta en frecuencia del DVA. Al introducir las
siguientes variables se tendra la misma funcién, pero en forma adimensional, con las cuales se

relacionan las propiedades fisicas de la estructura tipo viga con el sistema absorbedor de

vibraciones.
k k c
2 1 2 2 — 2 (4.11)
W4 m @c b & 2mwy
Hzﬁ q:ﬂ n:% g=2 (4.12)
m w4 Wy w1
Donde:

w3 Frecuencia natural al cuadrado relacionado al DVA

w? Frecuencia natural al cuadrado relacionado al inersor

{, Factor de amortiguamiento relacionado al DVA

U Relacién de masas entre la inertancia y el DVA

q Relacion de frecuencias naturales no amortiguadas para el DVA

71 Relacidn de frecuencias naturales no amortiguadas entre la inertancia y el DVA
Q) Relacién de frecuencias forzadas

Por lo cual, la respuesta dindmica de la ecuacion (4.10) en el dominio de la frecuencia en su forma

adimensional es:

1 1
2 (Z0%0%(u+ 1) + 190,(u + 1)q — 5921 ¢ @13
O qtun? + 215,030 — q2u(nPp + n? + 1DO? - 21038 (u+ 1)g + Qtu

De manera que al sustituir la frecuencia de excitacion del sistema H(w) se reescribe como:

H(w) = mwij, (4.14)

Donde: J; = JQ?
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Asi pues, la funcion de respuesta en frecuencia del desplazamiento transversal de la viga cuando

ejerce una fuerza de excitacién armdnica, es:

y Baipi(a)
_ $i(@) | TTryi-q2 (4.15)
? -2 1,y HC)

1 =12 (2

1 - a;
S(x, Q) = Z i(x) - L
(x, Q) pALwlziﬂqsl() "

La ecuacidn (4.15) representa la funcidn de respuesta en frecuencia del desplazamiento transversal
de la viga cuando se tiene una excitacion armodnica. Considerando el primer modo de vibracion la

ecuacion (4.15), se reescribe como:

P10,
(B1¢7 — 0% + y)pALw?

S(a, Q) = (4.16)
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Capitulo V

V. Resultados

5.1 Técnica de los puntos fijos extendida
En esta seccidn, se presentan los resultados numéricos de la estructura utilizando la metodologia
de los puntos fijos extendida propuesta por Barredo et al. [29] al considerar la respuesta de estado

estable del sistema.

Se comienza con la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) en estado estable de la estructura tipo
viga con el NIDVA-C4 para la implementacion de la técnica de puntos fijos extendida. De modo que,

al considerar el modo principal de vibracidn y; = 1y al evaluar en el punto x = a, se consigue:

1
S(a, Q) = (5.1)
(@)= s @+ 7 =)

Con el propésito de conseguir la magnitud de la ecuacién (5.1), se reescribe como el cociente entre

dos numeros complejos, asi pues,

A+ Bi
C+ Di

H(S) = (5.2)

Los coeficientes 4, B, C y D se describen en el apéndice B.

Para conseguir la norma de H(s) en el espacio euclidiano, el numerador y denominador de la
ecuacion (5.2) se multiplica por el conjugado del denominador de dicha ecuacidn, es decir:
A? + B?
HS)I? = 5—— (5:3)
C? + D*?
Al aplicar la primera condicidn de la técnica de los puntos fijos (seccién 3.9) a la ecuacion (5.3), se

consigue:

(0:(Q 17, )’
(620,11, B, 6, q) + 63(q, 0, B, 11, $, D))

Las funciones 6; se describen en el apéndice B.

(5.4)

|H|%2—>0 =

De igual manera al aplicar la segunda condicién de la técnica de los puntos fijos (seccién 3.9) a la

ecuacion (5.3), se obtiene:
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((cr -1 +4¢%)°
(= 1)0% + ((Bud? + 97 + Va2 +u+1)02 - )’

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 3.10, se obtiene el polinomio mdnico de cuarto

|HI? Lo = (5.5)

grado independiente del factor de amortiguamiento. Se continda con la metodologia de la técnica
de los puntos fijos extendida hasta llegar a obtener los pardmetros dptimos que se muestran a

continuacion:

___2B¢F (5.6)
Uopt 2ﬁ¢12 1

Nopt = _Zﬂd)% +1 (5.7)

Qopt = (5.8)

R(s) = (5.9)

La ecuacién (5.9) representa la amplitud de vibracién del sistema en los puntos invariantes, que

también es la amplitud minima de vibracion de la estructura tipo viga con el dispositivo NIDVA-C4.

Dado que el conjunto de ecuaciones (5.6)-(5.8) se encuentra en términos de By ¢;(a), se
establecen valores fijos para estas variables con el objetivo de encontrar soluciones numéricas para
los parametros 6ptimos del sistema y de esta forma poder visualizar los resultados obtenidos. Los

valores numéricos planteados se muestran en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Valores planteados para cada variable independiente.

Variable Valor
B 0.1
$1(a) V2

Con la ayuda de una herramienta computacional se sustituye el conjunto de valores de la Tabla 5.1
en los pardmetros 6ptimos Liyyt, Nopts Gopt ¥ R(S) (ecuacion (5.6)-(5.9)). Los resultados se muestran

en la Tabla 5.2 considerando 6 cifras significativas.

58



Tabla 5.2: Valores numéricos obtenidos para los pardmetros optimos y la respuesta en frecuencia

del sistema en su forma adimensional.

Pardmetro Valor
Hopt 0.66667
Nopt 0.60000
Qopt 1.11803

H 2.00000

Después de sustituir los valores numéricos de la Tabla 5.1 y 5.2 en la ecuacidn (5.4), se obtiene la

FRF del sistema considerando {, — 0 (amortiguamiento igual a cero).

(5.10)

Hﬂoptrnoptv‘h)pt

_ \/ (Q* —2.00000000202 + 0.5625000004)2
{;—0 -

(26 —3.2500000020* + 2.750000002Q2 — 0.5625000004)2

De igual forma, al sustituir los valores numéricos de la Tabla 5.1y 5.2 en la ecuacidn (5.5), se obtiene

la FRF del sistema considerando {, — oo (amortiguamiento infinito).

(5.11)

Hoptlopt:dopt (—1.66666666702 + 1.250000001)2
H =
Gpe0 (—1.6666666670% + 3.33333333502 — 1.250000001)2

Asimismo, se propone un amortiguamiento {, = 0.1 para observar el comportamiento de la funcién
de respuesta en frecuencia (FRF) cuando se tiene un valor arbitrario. Al sustituir los valores

numéricos de la Tabla 5.1y 5.2 en la ecuacién (5.3), se obtiene:

Hopt:Moptdopt
Hfz=0-1

(5.12)

~ 0.44(Q% — 2.0002 + 0.56)2 + 0.05(—1.6602 + 1.25)202
~ [0.44(Q5 —3.250% + 2.7502 — 0.56)% + 0.050%(—1.66Q* + 3.3302 — 1.25)2

La representacién grafica de las ecuaciones (5.10)-(5.12) se muestran en la Figura 5.1. Para
determinar las coordenadas rectangulares de los puntos fijos P;, P, P; y Py, se sabe que h = ||H||?.

Por lo tanto, al igualar las ecuaciones (5.10) y (5.11) se resuelve para (Q, obteniendo:

P, = (0.5630,2.00), P, = (0.7672,2.00),  P; = (1.0877,2.00) y P, = (1.3826,2.00)
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H(()

Figura 5.1. Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al NIDVA-C4 vs la relacion de

frecuencia £ utilizando los pardmetros dptimos y un coeficiente de amortiguamiento arbitrario.

Como se habia mencionado antes, todas las curvas pasan por los puntos fijos o invariantes que son

independientes de la relacidon de amortiguamiento como se puede observar en la Figura 5.1.

El conjunto de soluciones 6ptimas Uopt, Nopt Y Gopt Crean los parametros necesarios para producir
la misma amplitud de vibracién en las frecuencias invariantes del NIDVA-C4. No obstante, para
aplanar la curva de respuesta en frecuencia del NIDVA-C4 en todas las frecuencias de excitacién,

estos parametros no son suficientes y es necesario encontrar la relacién de amortiguamiento

Optimo (Zopt.

Al aplicar la teoria de Krenk para obtener el amortiguamiento 6ptimo (zopt del NIDVA-C4, se

producen tres frecuencias resonantes no amortiguadas: {14, Q, cuando {, = oy (), cuando {, —

0.

Para ), y Q, cuando {, — o, se tiene:

—1.6666666670* + 3.3333333330% — 1.25 =0 (5.13)

La ecuacion (5.13) se resuelve de la forma numérica y se consideran las 2 soluciones positivas:

O, = 1.224777871, Q, =0.7071067812 (5.14)

Para (), cuando {, — 0, se tiene:
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Qe — 3.250000000Q* + 2.7500000000Q% — 0.5625000000 = 0 (5.15)

Como el valor de ), es una expresion bastante extensa se toma como

Q=1 (5.16)

Para obtener de manera numérica la relacion de amortiguamiento 6ptimo, la cual aplana la curva
de respuesta en frecuencia de la estructura principal, se sustituyen las soluciones éptimas
Hopts Nopt> Qopt» | H || (ecuaciones (5.6)-(5.9)), Q; y Q;, cuando {, — oo (ecuacién (5.14)) y , cuando
¢, = 0 (ecuacion (5.16)), en la ecuacién (5.3). Esto producira tres valores de amortiguamiento en

cada frecuencia resonante no amortiguada, como se muestra en la Tabla 5.3.

Tabla 5.3: Valores numéricos de la relacion de amortiguamiento para cada frecuencia resonante no

amortiguada.
Amortiguamiento | Valor numérico
{2, 0.14142
(2 0.16733
{a, 0.17321

El factor de amortiguamiento dptimo se obtiene calculando el valor cuadratico medio de los valores

de amortiguamiento producidos en cada frecuencia resonante no amortiguada.

1
C2ope = 5\/3@ +303, +3¢5. = 01612451549 (5.17)

De modo que, al sustituir los valores de las Tablas 5.1-5.2 y el factor de amortiguamiento éptimo

(Zopt (ecuacion (5.17)) en la ecuacidn (5.3) se obtiene:

Hﬂoptﬂoptv‘lopt
zzopt
(5.18)
~ 0.44(0% — 202 + 0.56)2 + 0.13(—1.6602 + 1.25)202
= [0.44(0° — 3.250% + 2.750% — 0.56) + 0.130%(—1.660% + 3.3302 — 1.25)2

La representacion gréfica de las ecuaciones (5.12) y (5.18) se muestra en la Figura 5.2.
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_g2=0.1
_(20pt=0.1 8||

H($Y)

0 1 1 1 1 1
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Figura 5.2. Grdfica de la respuesta en frecuencia H({2) con los pardmetros dptimos incluyendo la

relacion de amortiguamiento optimo.

En la Figura 5.2, se observa la respuesta de la estructura tipo viga en el NIDVA-C4 con dos valores
de amortiguamiento, en donde se aprecia una disminucion de la amplitud de vibracion considerable
debido al amortiguamiento 6ptimo de los pardmetros adimensionales asociados al teorema Pi de
Buckingham sujeta a la fuerza de excitacién armadnica. Esta respuesta se compara con la respuesta
obtenida para diferentes valores de relacién de amortiguamiento {,. Notese que, el
comportamiento vibratorio del sistema se estabiliza (curva roja) conforme a los puntos invariantes
y a la relacion de amortiguamiento optima (., es decir, la amplitud de vibracion de la curva roja
reduce notablemente.

En la Tabla 5.4 se muestran los valores numéricos de los pardmetros optimos del sistema

, , al variar la relacién de masas S conforme al 5%, 8% y 10%. De la misma
opt» 'lopt» Yopt 20pt

manera, en la Figura 5.3 se muestra la representacidn grafica donde se observa que al incrementar

el porcentaje de relacién de masas, la amplitud de vibracién reduce.

Tabla 5.4: Valores numéricos de los pardmetros dptimos al modificar el valor de (.

Puntos fijos extendida
b1 = V2
B Uopt Nopt Qopt Zzopt |Hoo |l
0.05 0.25 0.80 1.054092553 | 0.05741338083 3.00
0.08 0.4705882352 0.68 1.091089451 | 0.1157292955 | 2.291287847
0.10 0.6666666668 0.60 1.118033989 | 0.1612451550 2.00

62



5 T T T T T
—3=0.05
—3=0.08
b 5=0.10H
3 - -
=
2 / |
‘I - —
0 I I I I I
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.3. Grdfica para los diferentes valores de [ obtenidos por la técnica de los puntos fijos

extendida.

5.2 Criterio H,

En esta seccidon se utiliza el método de Nishihara descrito en [65], con el propdsito de obtener

soluciones precisas para completamente balancear la respuesta vibratoria del sistema.

Se empieza con la funcién de respuesta en frecuencia dimensional H(s) de la viga con el NIDVA-C4

(ecuacion (5.3)) y se definen las siguientes variables:

Num = (=Q*u+ (°uq* + n*uq® + pq*)Q* —n’uq*)?

5.19
+ (2uq?, + 243,)9° - 28,430)° -
Den = (Q°u — (Buq®$1 +n°uq” + n’uq® + pq® + Q"
— (=Bn*uq*¢f — Bn*uq* i — n*uq* —n*u*q® — n*uq®
— 1g*)Q* —n’uq")? (5.20)

+ (—(2uqd; +293,)0°
— (—2Buq*S9f — 2B4°C,07 — 2q°3, — 2uqd, — 2q3)Q°
- 20,4°Q)?
En donde N, Y D., corresponden al numerador y denominador de la ecuacion (5.3)

respectivamente.

Por lo tanto, se emplea la ecuacién (3.63) propuesta por Nishihara:

h= 1 (5.21)
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De la ecuacidn (3.64) se define:

Numerador
h2

Denominador — (5.22)

Al sustituir el conjunto de ecuaciones (5.19)-(5.21) en la ecuacién (5.22), se obtiene una ecuacion

de grado 12 en Q. A continuacién, se convierte en un polinomio mdnico.

La ecuacién resultante tiene la siguiente forma:

0% 4001 + 08 + 305 + ¢, 0 + 50 + ¢4 =0 (5.23)

Donde los coeficientes c,, se escriben en el Apéndice C.
Al realizar el cambio de variable 1 = Q2 para reducir la ecuacién (5.23) a grado 6 respecto de A.

Se encuentra que la ecuacion correspondiente a f,, es:

a2 A8+ A% + At + 323 + €422 + csA+ ¢ =0 (5.24)

fa—> (A=24)2(A—AB)?(A—2C)* =0 (5.25)

Al expandir la ecuacién (5.25) y comparar los términos correspondientes con los coeficientes c,, de

la ecuacidn (5.24) se obtiene el sistema de ecuaciones (3.70) - (3.72) correspondientes a f3, > ¥ f3-

L ! 1 (5.26)
fl(ﬁ'd)l'.u'q'n;r,(z)=G4+EG2 +ZGS_ZGl .

fZ(B' ¢1:/~’l: qnr, (2) = 2G7G8 + GSGG (5.27)

f3 (ﬁ' ()le ‘Ll, Q; n: r, {2) = Gg - 2610 (528)

Las funciones f,, (8, $1, 1, q,1,1,{;) paran = 1,...,5 son expresiones muy extensas y se expresan

por G;(B, d1,4,q,m,7,{3). Por lo cual, la matriz jacobiana (Jy asociada al sistema es:
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0fi 0 0f Ofi
dqg 0On 07, du
gu=|U2 O O O 529

q 0On 00, du
ofy 0fs O Of
ldq O0n 0¢, Odul

Para determinar las ecuaciones f, y f5, se consideran los determinantes de 3 X 3 mas simples

asociados a la matriz jacobiana, con la finalidad de ahorrar memoria de cémputo para su solucidn.

Por lo tanto, los determinantes f, y f5 son:

01 Of A
dqg 0n 00,

fa(B, b1, ,q,m,7,8) = % = %_];2 ?3_];2 Z_Z (5.30)
ldq 0n 0(,]
051 0f 0N
op  dq 9¢,

fs(B, 1, 1,q,1m,7,83) = aa((];i:—];z,,{f)) = %_];2 ‘?3_];2 Z_Z (5.31)
[0y dq 0,

De este modo, se obtiene un sistema de 5 ecuaciones no lineales (f, f>, f3, f4 v f5) con 5 incdgnitas
(u,m,q,7 y ;). Para solucionar el sistema de ecuaciones se utiliza el método de Newton-Raphson
tomando como valores iniciales las soluciones obtenidas en la técnica de calibracion de frecuencias

de los puntos fijos extendida, ver Tabla 5.3.

Los resultados obtenidos para los pardmetros dptimos a través del método de Nishihara con los

valores de § = 0.10 y ¢p; = /2 (Tabla 5.1) se muestran en la Tabla 5.5.
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Tabla 5.5. Resultados numéricos de los pardmetros optimos obtenidos mediante el método de

Nishihara.
Criterio H,
Pardmetros Valor

Hopt 1.29993
Nopt 0.43869
Qopt 1.30317
Caopt 0.32174

r 0.97057

Al sustituir los valores numéricos de la Tabla 5.5, se obtiene:

HNish

| 1.6898(Q* — 2.449902 + 0.5550)2 + 0.7031(—2.299902 + 1.6982)20? (5-32)
~ [1.68(Q5 — 3.780% + 3.2602 — 0.55)% + 0.700%(—2.290* + 4.770% — 1.69)2

> T T T T
—C201=0.321
4 - -
3 - —
)

2F .
l : \
0 I 1 I 1 1

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.4. Grdfica de H () utilizando los pardmetros éptimos.

El criterio H,, minimiza la amplitud maxima en las frecuencias del sistema al considerar un

amortiguamiento dptimo como se aprecia en la Figura 5.4.

Finalmente, la comparacion de las graficas para los parametros éptimos obtenidos por medio de la
técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida (ecuacién (5.18)) y el criterio H,

(ecuacion (5.32)) se muestra en la Figura 5.5. Donde se aprecia que al encontrar la respuesta dptima

66



de amortiguamiento entre los puntos invariantes se logra extender el rango de mitigacion de

vibracion del NIDVA-CA4.

- CNishihara =0.321
=0.161

—Spre

()

0 I 1 1
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.5. Comparacion de los resultados obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos

extendida (EFPT) y el criterio H,.

Es posible deducir que el aplanamiento de la curva es mayor cuando se aplica el criterio H,, debido
a que la técnica de los puntos fijos extendida solo es una aproximacion al criterio H,,. En cambio, el
beneficio de utilizar la técnica de calibracidon de frecuencias de los puntos fijos extendida es

preferente porque existe un mayor ahorro en la capacidad de computo.

En la Tabla 5.6 se muestran los valores numéricos para los pardmetros dptimos obtenidos a través

del criterio de rendimiento H,, para diferentes valores de [ correspondientes al 5%, 8% y 10%.

Tabla 5.6: Valores numéricos de los pardmetros dptimos al modificar el valor de .

Criterio Hy,
¢, = V2
B Hopt Nopt opt Zzom |He |l
0.05 1.3 0.489124 1.49433 0.4 2.72364
0.08 1.3 0.445827 1.36923 0.346817 2.13772
0.10 1.29993 0.438693 1.30317 0.321739 1.91458

Tanto el criterio de H, y la técnica de los puntos fijos extendida consiste en encontrar la respuesta

Optima entre los puntos fijos para extender el rango de mitigacion de vibracion del NIDVA-C4. Lo
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cual se traduce al area de ingenieria mecanica automotriz como que el conductor tendra una

trayectoria mas suave y fluida, brindando un mayor confort.

En la Figura 5.6 se muestra la representacion grafica de la respuesta en frecuencia de la estructura
primaria acoplada al NIDVA-C4 tomando en cuenta los parametros 6ptimos de la Tabla 5.6, al
cambiar el valor de 3, con lo cual se aprecia que al utilizar el criterio de H,, la amplitud de vibracién
disminuye en comparacién con EFPT (Figura 5.3) y teniendo en cuenta que entre mayor sea la

relacidn de masas menor serd el rango de amplitud de vibracion.

—3=0.05
—3=0.08
4 3=0.10H

()
(]
T

0 I 1 I 1 I
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

Figura 5.6. Grdfica para los distintos valores de 8 obtenidos mediante el criterio H,.

Finalmente, en la Tabla 5.7 se hace una recopilacidon de las Tablas 5.4 y 5.6 de los pardmetros
Optimos obtenidos por medio de la técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos

extendida y el criterio H,,, respectivamente.

Tabla 5.7: Resumen de los valores numéricos para los pardmetros optimos al modificar el valor de

B.

Parametros éptimos para el NIDVA-C4

¢’1=\/E

EFPT Criterio Hy,

:8 ﬂopt nopt qopt (Zopt .“opt r]opt qopt fzopt

0.05 0.25 0.80 | 1.054092 | 0.057413 1.3 0.489124 | 1.49433 0.4

0.08 | 0.470588 | 0.68 | 1.091089 | 0.115729 1.3 0.445827 | 1.36923 | 0.346817

0.10 | 0.666666 | 0.60 | 1.118033 | 0.161245 | 1.29993 | 0.438693 | 1.30317 | 0.321739
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Para calcular el porcentaje de supresion de vibracion, se calcula el indice del ancho de banda de
supresion de vibraciones %SB;. De esta forma, se considera la funcidn de respuesta en frecuencia
del sistema tipo viga con absorbedor de vibracién no tradicional basado en inersor (NIDVA-C4) y la
FRF del sistema tipo viga con absorbedor dindmico de vibracién cldsico (DVA). Para contrastar
ambos sistemas, se utiliza como referencia la FRF cuando no existe absorbedor dindamico de
vibracién en la estructura tipo viga (estructura sin control). En la Figura 5.7 se muestran las curvas

mencionadas anteriormente.

I
—NIDVA-C4
—DVA clasico

4+ SBpoya clasico Estructura sin controlH

sB NIDVA-C4

0
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.7. Comparacion de las curvas FRF del NIDVA-C4 y el DVA cldsico.

En la Figura anterior se observa que el rango de supresidon de vibraciones y el ancho de banda
operativo es mayor al utilizar el NIDVA-C4 en comparacion con el DVA clasico. Traduciéndose en
una manera mas eficiente de aislar las vibraciones y reduciendo asi su impacto, con lo cual se
obtiene una mejora en la comodidad, estabilidad y la prolongacién de la vida util de los sistemas

mecanicos.

Por lo cual, la ecuacién para calcular el incremento del ancho de banda operativo del sistema es:

SB _ca— SB foi
%SBNIDVA—C4 — NIDVA-C4 DV A clasico % 100 (5.33)

SBDVA clasico

De la misma manera, para calcular el indice de reduccién de la amplitud de vibracidn del sistema
(%SL) del NIDVA-C4 con respecto al DVA clasico, se encuentran los puntos maximos
correspondientes a cada FRF entre los puntos invariantes asociados a cada amplitud maxima de la

FRF. Por lo tanto, la ecuacion para el indice de reduccion de la amplitud de vibracién del sistema es:
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SL ssico — SL _
%SLNIDVA—C4 — DV A clasico NIDVA-C4 % 100 (5.34)

SLDVA clasico

Al efectuar los respectivos calculos para f = 1%y 10%, se obtiene que el %SBiy nipva—ca
%SB1 0y, niDva—ca Parael NIDVA-C4 esdel 23.03%y 34.39%y el %SL1ynipva—ca, Y0SLioynipva—ca
esde 30.34% y 39.69% respectivamente, en comparacidn con la estructura tipo viga con DVA clasico.
Por lo tanto, el NIDVA-C4 mejora y supera al DVA cldsico. Asi pues, el NIDVA-C4 produce un
adecuado desempefio en la mitigacion de vibraciones de la estructura tipo viga cuando se encuentra

sujeta a una fuerza de excitacién armdnica.
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Capitulo VI

VI.Conclusiones

A partir del desarrollo matematico empleado en este trabajo de investigacién, se determind un
disefo 6ptimo de un absorbedor de vibracidon no tradicional basado en inersor conectado a una
estructura tipo viga doblemente empotrada. Sobre la estructura tipo viga se ejerce una fuerza de

excitacion externa de tipo armdnica.

Para abordar el andlisis cinematico, fue necesario obtener las ecuaciones de movimiento a partir de
la teoria de Euler-Lagrange considerando fuerzas no conservativas generalizadas. Continuando con
la obtencién de los parametros adimensionales, a partir del teorema I1 de Buckingham, lo que lleva
a la respuesta en frecuencia adimensional del sistema. La validacidon del modelo matematico de
forma numérica, se realizé mediante el uso de un sistema de cémputo numérico utilizando el criterio
de optimizacién H,,, basado en el método de Nishihara, siendo un método de alta precisién
numeérica de los parametros dptimos del NIDVA-C4 y la técnica de los puntos fijos extendida, siendo

una aproximacion de la norma H,, que considera el teorema de Vieta y la teoria de Steen Krenk.

Al comparar los resultados obtenidos para los pardametros éptimos correspondientes a la técnica de
los puntos fijos extendida y el método de Nishihara, se demuestra que se logré minimizar las
amplitudes de vibracién del sistema relacionadas con la respuesta adimensional en frecuencia del
sistema en un intervalo de frecuencias establecido. De lo que se concluye que al calcular el indice
del ancho de banda de supresidn de vibraciones existe un rendimiento del 23.03 % cuando se utiliza
el NIDVA-C4 propuesto, en comparacidn con el DVA clasico. De esta manera, la hipdtesis planteada

al inicio de este trabajo de investigacidn ha sido demostrada exitosamente.

Finalmente, es importante mencionar que el dispositivo propuesto quizas no sea de uso comun de
los absorbedores de vibraciones dindmicas basados en inersor, lo que significa que este dispositivo
solo puede usarse para mitigar vibraciones en estructuras de ingenieria civil o estructuras mecanicas

estacionarias.

6.1 Trabajos futuros

Para mejorar el trabajo desarrollado en esta tesis, se consideran los siguientes estudios para

optimizar algunas de sus caracteristicas y ampliar los resultados obtenidos.
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Obtener el modelo matemdtico de la estructura tipo viga doblemente empotrada
considerando otros tipos de fuerzas de excitacién, como fuerzas inerciales o aleatorias.

De la estructura tipo viga con NIDVA-C4 realizar la implementacion fisica.

Comprobar los resultados obtenidos tedricamente compardndolos con resultados
experimentales y probar la efectividad del sistema propuesto en este trabajo y su medida

de incertidumbre para evaluar la validez de los datos obtenidos.
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Apéndice A

Modelo Matematico

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtienen las energias asociadas al sistema de la

Figura 4.1.
1 1 1
T= EMu[y‘(x. )% + Em[yl(t)]z + Eb[y'z(t)]2 (A1)
1 1 1
U=cK, [y(x, )] + Ekl [y1(®) — y(a,)]* + Ekz [y.(®) — y1(®)]? (A-2)
1 . . 1 . .
b=sa [y, (6) —y(a,t)]* + 5C2 [y, (t) — y1()]? (A.3)

Donde M, y K, son la masa y la rigidez de la viga, respectivamente. Empleando la ecuacién (3.31),

se encontraron las tres ecuaciones de movimiento asociadas al sistema.

% Para la viga, cuyo desplazamiento es y(x, t):

M,y(x,t) + K,y(x,t) = F(x,t) + ky [y, (©) — y(a, )] + ¢1 [y, (1) — y(a,1)] (A-4)

Dado que el lado izquierdo de la ecuacién (A.4) estd en términos de una funcién y que depende de
la posicién x y el tiempo t respecto a la viga, se sustituye la ecuacién (3.20) en la ecuacién (A.4).
oty(x,t 2%y(x,t
g 3¢ ) t oA y(x, t)
ox* ot? (A.5)

=F(x,t) + {k1[y1(®) —y(a, )] + c1[y:(t) — y(a,)]}6(x — a)

Donde §(x — a) es la funcién delta de Dirac. La expresidn entre corchetes puede ser aproximada

por la funcién delta e indica que es vdlida cuando la distancia x es igual a la ubicacién a del NIDVA-

C4. En realidad, representa una distribucion de carga infinitamente grande en el punto x = a.

% Para el DVA, cuyo desplazamiento es y; (t):

my; (t) + k1[y1(t) — y(a, )] + ¢, [y1() — y(a,t)]
= ka[y2(6) — y1 (O] + c2[y2(8) — y1 ()]

¢+ Para el inersor, cuyo desplazamiento es y, (t):

(A.6)
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ka[y2(®) = y1 (O] + c2[y2(8) — y1 ()] = —bF,(2) (A7)

Igualando las ecuaciones (A.6) y (A.7), se tiene:

kily:(6) —y(a, )] + c1[y1(t) — y(a,t)] = —mj; () — by, (t) (A-8)

El término del lado izquierdo de la ecuacidn (A.8) aparece del lado derecho de la ecuacidn (A.5). Asi
que, sustituyendo (A.8) en (A.5), se tiene:
0%y(x,t) 0%y (x,t)

= Y V A9
El— a— tpA—F 7 =F 0+ {-mji () - bj>()}6(x —a) (A.9)

La solucién de vibracidn forzada para la viga se puede determinar con el principio de superposicion
de modos. Para esto de las ecuaciones (3.38) y (3.40), la deflexién de la viga y sus condiciones de

frontera se expresan como:

d*¢;(x)

dx*

y(x,t) = Z i(O¢i(x) vy = Bifpi(x) (A.10)
i=1

Sustituyendo la ecuacidn (A.10) en (A.9), se tiene:

El + pA z ¢;(x) d*q;(x) = F + {-my,(t) — by, ()}6(x — a) (A11)
i=1

dt?

> Bioioa(®
i=1

Suponiendo una fuerza de excitacion armadnica, la variable F se expresa como:

F=F(x,t)=f(x)g(t)

Tal que,
N N d?q;(x)
El ;ﬁ?@(x)%(t) + pA ;(bi(x) a2 ] (a12)
= f(x)g(©) + {=my,(t) — by, (£)}6(x — a)
Suponemos,

gy =€t q() = Q(w)e™,  yi () =N (w)e™,  y,(t) = Vr(w)e'*

Obteniendo las segundas derivadas, sustituyendo y simplificando se tiene:
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> B@U@IEISE - w?pa] = F() + ey (@) + bo @S —a) A
i=1

Multiplicando por la funcién modal ¢;(x) y aplicando la propiedad fundamental de la funcién § de

Dirac:

Z ¢ () Qu(W)[EIB — w?pAldi(x) = f(X)hi(x) + (mw? V1 (0) + bw? Yy (w)}¢pi(a)  A14)
i=1

Para determinar y, (t), que corresponde a la coordenada del movimiento del DVA, en términos de

Y; (w). De la ecuacion (A.6), considerando una fuerza de excitacién armdnica.
N =h@e™ = O =iwh@e" = §)=-oh@e"
y2(t) = (et = y,(t) = iwY,(w)e®!
y(a,t) =Y(aw)e® = y(at)=iwY(aw)et

Sustituyendo en la ecuacién (A.6) y resolviendo para Y; (w):

iw[c, Yy (W) + ¢, Y(a,w)] + kYo (w) + kY (a, w)

Y. (w) = (A.15)
1(@) —mw? + [¢; + ¢;liw + ki + ky
Para amortiguamientos estructurales bajos, es decir, considerando c; = 0.
Y, (0) = [iwey + ky 1Yo (w) + k1Y (a, w) (A16)

—mw? + cyiw + kg + k,

De la misma manera, para determinar y, (t) en términos de Y, (w), correspondiente a la coordenada

de movimiento del NIDVA. De la ecuacion (A.7), consideramos una fuerza de excitacion armonica.
(@) =(we* = y(0) =ioY(w)e™*
y2(0) = (w)e™ = 3,(t) = iwY (et = §,(t) = —w Y (w)e't

Sustituyendo en la ecuacidén (A.7) y resolviendo para Y, (w):

kY (w) + ¢, Y (w)iw
k, + cyiw — bw?

(A.17)

Y2 (w) =

Se tiene Y; (w) y Y, (w), sustituyendo (A.17) en (A.16) y resolviendo para Y; (w).
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—(=bw? + cyiw + ky)k,Y (a, w)

(A.18)
—mbw* + (m + b)w3c,i + ((m + bk, + bky)w? — cyiwky — kqk;

Y1 (w) =

De esta manera se tiene a Y; (w) en términos de Y(a, w), que es la posicién del DVA. Ahora, se

pondrd a Y, (w) en términos de Y (a, w). Sustituyendo la ecuacion (A.16) en (A.17).

—(cyiw + ky)k Y (a, w)

Y)(w) = (A.19)
2(@) —mbw* + (m + b)w3c,i + ((m + bk, + bk, )w? — cyiwk; — kik,
Sustituyendo las ecuaciones (A.18) y (A.19) en la ecuacidn (A.14).
Z ¢i(x)Qi(w)[Elﬁi4 - a)sz]qbi(x) =f(x)g;(x) + w2¢i(a)y(a,w)
i=1 (A.20)

[ —(bw?m+ (b + m)ic,w + ky (b +m) )k, ]
—mbw* + (m + b)w3c,i + ((m + b)k, + bky)w? — cyiwky — kqk,

Integrando respecto a x. Se considera que p y A como constantes, tomando la propiedad de la

integral de la ecuacidn (3.40) y multiplicando por la funcién modal ¢; (x).

S (i@ [y piOf (dx\ 2 0di(a)
; $:i(x0)Qi(w) = (; L(E15* — pha?) ) + w?Y(a, w) ; LEEIRF — pAa?) o
_ [ —(bw?m+ (b + m)ic,w + ky (b +m) )k, ]
—mbw* + (m + b)w3c,i + ((m + b)k, + bky )w? — cyiwky — kik;
Definiendo:
a; = f c>of ()¢ (x)dx (A22)
0
v $i(0)ei(a)
_ (A23)
Gy (x, w) ;L(Elﬁf‘ mpywEy A.23
N ahi®
G,(x,w) = ; L(EIB{* — pAa)Z) (A.24)
H(w) = w? [_ ((bwzm + (b + m)icow + ko (b + m))kl)] (A.25)

—mbw* + (m + b)w3cyi + ((m + bk, + bky )w? — cyiwky — kik,

Dado que:
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V(o) = ) 0@)pix)
i=1

Se rescribe la ecuacion (A.21):

Y(x,w) = G,(x,w) — G;(x, w)H(w)Y(a, w)

Para obtener la expresion Y (a, w), se evalla en la posicion del NIDVA. Por lo que:

G,(a, w)
1+ G,(a, w)H(w)

Y(a,w)=
Sustituyendo en la ecuacién (A.26),

G,(a, w)Gy(a,w)

Y(x, w) = G,(a,w) — H Y (w)G4(a, w)

Multiplicando y dividiendo por m;, la ecuacidn (A.25) se reescribe como:

H(w) = mw?]
Donde J es:
] = —(bw?m+ (b + mM)ic,w + ky (b +m) )k,

Se definen las siguientes variables adimensionales como:

2 k1 2 ko C2
a) —_— a) —_— =
A m ¢ b 62 2mwy
b Wy Wc W
w1 Wy w1
4
—— o2 = E1Bi
¢ w1 t pA

Asi, la ecuacion (A.30) en su forma adimensional queda expresada como:

1 . 1
2 (%021 + 1) + 00, (1 + 1)q — 9% 2

" —mbw* + (m + b)w3c,i + ((m + b)ky + bky )w? — cyiwky — kyk;,

] =

T qtun? + 2i0,q30 — @2u(p +n? + 1)Q% — 20033, (u + 1)q + Q*p

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)
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De la ecuacién (A.32), se tiene w = Qw;. Sustituyendo en la ecuacién (A.25):

H(w) = mwi], (A.35)

Donde: J; = Q?].

Sustituyendo (A.35) en (A.28) junto con las variables adimensionales correspondientes.

[ 21 aipi(@) ] 2, () ¢i(@)
2)

L(Elﬁl — pAw L(Elﬁl — pAw?) (A.36)

_ N a;p;i(x)
Y(x,w) = ;L(Elﬁ{* — pAa)Z)

[ 2197 @ ]
ma)1]1 L(Elﬁl — pAw?)

De las ecuaciones (A.32) y (A.33) se despeja para w, EI,[)’{‘,a)L-Z ymy y efectuando el desarrollo

algebraico correspondiente se obtiene.

0 @ Yo, ﬁa(}b (az)
__ 1 _ a  ¢i(@) -Q .
S0 = i 2, N - o i@ 7

1 i= 1)/[2 QZ

Evaluando en x = a y considerando el primer modo de vibracién.

S(a, Q)pALw; 1 (A.38)
a,¢;(a) Jiups(a) + (Vlz - 92)
Apéndice B
Puntos fijos extendida
A=p@ = 1+ @+ Dn*)e*Q% +q*n?) (6.1
B =20,((—u — 1DO? + g%)qQ (B.2)
C=—(Q°+(-1+((—u—Dn?—-pp2-1)q%)0*
(00 + (-4 ( t-1))

+ 2 (?(Bud? + Bd7 + 1)g? + 1+ (u+ D20 — g*n? )
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D= —2620((—!1 = D0 + ((Bug? + fp? + 1)g? +u+1) Q% — qz) q (8:4)

6,(Qun q) =% — (1 + (u+ 1)n*q*Q* + q*n?
020,11, 8,¢,9) = 0° + (=1 + ((—u— Dn? - g7 — 1) ¢?) @t (®5)

03(q,m, B, 1, 0, Q) = > M*(Bud? + Bp3 + Dg* + 1+ (u+ Dn?)Q* — q*n?

Apéndice C

Método de Nishihara

1
€1 = E((Z(—ﬁuqzd)f —n?u2q? — n2uq? — pg® — WK + (~219%, — 243)%)) (€1
1
¢ = E(Z(ﬁnzuzq‘*d)f +Bn*ugtet + n’uq* + n*uq® + n’uq® + pg*Hu
+ (—Buq’ei —n*u*q® —n’uq® — pqg® — W? (€2)
+2(2Buq?3 07 + 2B4°S¢7 + 2q°8; + 2uqd; +2983) (219,
- 2q8) — w3 (=12 + 1))
1
c3 = H—Z(—anuzq‘*

+2(Bn*uPq ot + Bn’uqtdt + n*uq* +n*p?q* + n’uq?

+uq®)(=Buq*di —n*u*q® —n*uq® — uq* — w) (€3)
— 4q°3,(—21q8s — 2q47)

+ (2Buq®Cd1 + 2B4° b7 + 2430, + 21q8s + 2q43)?

— (—2(n?k2q® + n?uq? + ug*)p + (2195, + 2q3)2) (=12 + 1))
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1
€4 = 17(—2772#‘14(—&1612(1)% —n*u*q® —n*uq* — uq* — )
+ (Bn?u?q*oF + Bn*uq*d? + n*uq* + n*u*q® + n*uq® + ug*)?
—4¢30,(2Puq 97 + 243 L% + 2q33, + 2uq, + 2q43)
— (2n%u2q* + (*uq® + n*uq® + uq?)?

—4q°3, (2193, + 293))(—r% + 1))

1
Cs = “—2<(—2n2uq4(ﬁn2u2q4¢% + Bn*uq* ¢t +n’uq* +n’utq® + n*uq® + pq®)
+44°3;
— (=2n°uq* *u?q® + n*uq® + uq®) + 49°¢)(—r* + 1)))
¢ =7"q°r?

(C.4)

(C.5)

(C.6)
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