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RESUMEN 

En la búsqueda constante por mejorar la eficiencia energética y reducir la 
dependencia de combustibles fósiles en la industria automotriz, ha surgido un 
interés creciente en el desarrollo de tecnologías de regeneración de energía en 
vehículos; una de estas tecnologías prometedoras es la regeneración de energía 
piezoeléctrica en suspensiones automotrices.  

Por otro lado, las suspensiones automotrices juegan un papel crucial en el 
confort y la seguridad de los vehículos, al absorber las irregularidades del terreno y 
mantener la estabilidad del chasis; sin embargo, gran parte de la energía cinética 
generada durante la movilidad del vehículo se disipa en forma de calor en los 
sistemas de amortiguación convencionales. La integración de materiales 
piezoeléctricos en las suspensiones automotrices abre la posibilidad de capturar y 
aprovechar una parte de esta energía y utilizarla en otros subsistemas de bajo 
consumo de potencia eléctrica.  

Para lograr dicha integración piezoeléctrica, en esta tesis se presenta un análisis 
exhaustivo de las suspensiones automotrices compuestas por transductores 
piezoeléctricos con el fin de analizar el potencial de regeneración de energía 
piezoeléctrica considerando las principales dinámicas que afectan al vehículo, así 
como, los perfiles de carretera estocásticos estacionarios y no estacionarios con el 
objetivo de realizar simulaciones lo más apegadas a la realidad, y así evaluar la 
viabilidad de este método de recolección energía. Adicionalmente, se utiliza tanto el 
balance de energía estocástica como el método de simulación de Monte Carlo para 
revelar la influencia paramétrica en la función de respuesta en frecuencia de la 
potencia eléctrica cosechada por el transductor piezoeléctrico. Con los parámetros 
óptimos del dispositivo piezoeléctrico, se realizan simulaciones numéricas en 
Matlab/Simulink considerando los patrones de conducción del vehículo con la 
finalidad de revelar la potencia eléctrica total cosechada por los transductores del 
modelo de vehículo completo. Finalmente, se proporcionan no solo las conclusiones 
del trabajo de investigación, sino también los posibles trabajos futuros.  
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1 CAPÍTULO 1 
 

1.1. INTRODUCIÓN 

La recolección de energía ha sido un tema de especial interés para los 
investigadores debido a la crisis energética mundial y las preocupaciones 
ambientales que se viven actualmente. En respuesta a esta problemática se han 
desarrollado diferentes tipos de tecnologías para la recolección de energía, tales 
como: recuperación de energía de frenado (KERS), recolección de energía térmica 
desperdiciada por el motor de combustión interna, suspensiones regenerativas 
automotrices, entre otras. Actualmente, existen diferentes tecnologías para la 
regeneración de energía vibratoria que se caracterizan principalmente por su 
capacidad de conversión de energía. Es importante mencionar que, los 
amortiguadores regenerativos basados en mecanismos que amplifican la energía 
cinética del sistema de suspensión son dispositivos de alta densidad de regeneración 
de energía. Mientras que, los dispositivos de baja densidad de regeneración de 
energía son aquellos que no utilizan un mecanismo de conversión de energía, estos 
dispositivos son bien conocidos en la literatura como transductores piezoeléctricos. 
Generalmente, los transductores piezoeléctricos se utilizan como sensores 
autoalimentados ya que presentan la versatilidad tanto de regeneración de energía 
vibratoria como de actuación.   

Existe una gran cantidad de energía cinética que se disipa en forma de calor 
debido a los amortiguadores de fluido viscoso, los cuales forman parte del sistema 
de suspensión como mecanismo de disipación de energía vibratoria. Esta energía 
cinética producida por la velocidad relativa del sistema de suspensión se podría 
aprovechar ya sea utilizando los amortiguadores regenerativos inteligentes o por 
medio de los transductores piezoeléctricos, con la finalidad de cubrir los 
requerimientos de demanda de potencia del tren motriz del vehículo, especialmente 
en trenes de potencia híbridos. Cuando el transductor piezoeléctrico se acopla al 
sistema de suspensión automotriz, se genera un diferencial de voltaje en sus 
terminales. Actualmente, existen diferentes topologías de diseño de los 
transductores piezoeléctricos que se diferencian básicamente de su eficiencia de 
conversión de energía mecánica. En este trabajo se utilizan cuatro representaciones 
eléctricas (circuitos eléctricos) de los transductores piezoeléctricos (PT, piezoelectric 
transducer) para cuantificar el potencial de regeneración de energía vibratoria 
considerando el modelo de cuarto, medio y del vehículo completo. Luego, se realiza 
un análisis de sensibilidad paramétrica para encontrar los parámetros que ofrecen 
mayor capacidad de regeneración de energía. Finalmente, se presentan las 
conclusiones y posibles aplicaciones del estudio realizado.   
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA  

Una de las problemáticas más grandes que la industria de la transportación 
presenta es, generalmente, el uso óptimo de la energía química proveniente de los 
combustibles fósiles en motores de combustión interna. Durante muchos años, este 
tema ha sido de gran interés en la comunidad científica y, debido a esto, ha surgido 
una brecha de investigación prometedora que tiene como objetivo encontrar los 
medios adecuados para el uso eficiente de la energía del combustible tanto en trenes 
de transmisión de potencia híbridos como simples.  

Es cierto que una manera de incrementar directamente el rendimiento del 
combustible es mediante la adición de nuevos aditivos directamente sobre el 
combustible, produciendo mayor movilidad del vehículo. Aunque, los aditivos 
ayudan a mejorar el rendimiento del motor, la pérdida de energía en el sistema de 
transmisión de potencia es inevitable.  

Se ha demostrado teórica y experimentalmente que más del 70% de la energía 
térmica del combustible se desperdicia en forma de calor debido a los procesos 
térmicos que ocurren en el motor y a las entradas ambientales al sistema de 
transmisión de potencia tales como: los efectos aerodinámicos sobre el vehículo, 
fricción mecánica, el perfil irregular de la carretera y los ciclos de velocidad de 
conducción. En particular, la intensidad de vibración inducida por la carretera 
provoca que el sistema de suspensión disipe una cantidad considerable de energía 
mecánica en el amortiguador de fluido viscoso cuya finalidad es proveer 
principalmente seguridad de conducción y confort al conductor. Es bien sabido que, 
las suspensiones automotrices que proveen estos requerimientos de diseño son 
aquellas que utilizan amortiguadores accionados electrónicamente, que demandan 
una cantidad de potencia eléctrica para balancear las dinámicas no sincronizadas del 
chasis; esto origina una carga significativa en la demanda de potencia del sistema de 
propulsión del vehículo, que afecta indirectamente al rendimiento del combustible. 
Para abordar esta cuestión, en este trabajo de tesis se utiliza el enfoque de 
recolección de energía vibratoria basado en la tecnología de transductores 
piezoeléctricos. Vale la pena mencionar que, además de minimizar la carga de la 
batería, los transductores piezoeléctricos se pueden utilizar como sensores 
autoalimentados a partir de la energía regenerada.  



 

13 

 

 

1.3. OBJETIVOS 

1.3.1. OBJETIVO GENERAL 

Obtener el diseño óptimo del sistema de suspensión automotriz basado en el 
acoplamiento de un transductor piezoeléctrico utilizando el método de simulación 
Monte Carlo y aplicando el criterio de rendimiento de la máxima potencia disipada. 

1.3.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS  

1.- Determinar el modelo matemático del sistema de suspensión automotriz 
acoplando los diferentes tipos de circuitos de recolección de energía. 

2.- Analizar el potencial de recolección de energía de cada circuito en el dominio 
del tiempo considerando el modelo matemático de un cuarto de suspensión con 
transductor piezoeléctrico acoplado.   

3.- Analizar paramétricamente la respuesta en frecuencia de la potencia 
cosechada, con el objetivo de evaluar la sensibilidad del potencial de recolección de 
energía vibratoria mediante el método de simulación Monte Carlo. 

4.- Aplicar el criterio de la máxima potencia disipada utilizando la norma ℋ2, 
para obtener los parámetros óptimos del sistema de regeneración de energía.  

5.- Acoplar las dinámicas del transductor piezoeléctrico a los modelos de medio 
y de vehículo completo para la obtención de los modelos matemáticos en el domino 
del tiempo. 

6.- Realizar la cuantificación de energía vibratoria en Matlab/Simulink 
considerando perfiles artificiales de carretera y ciclos de velocidad de conducción.   
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1.4. JUSTIFICACIÓN 

A medida que se incrementa la demanda de energía en la industria de la 
movilidad, muchos investigadores han desarrollado diferentes tipos de tecnologías 
para regeneración, recolección y conversión de energía producida ya sea por las 
vibraciones endógenas o exógenas, todo esto con la finalidad de optimizar el uso de 
la energía en el sistema de propulsión. La tecnología de recolección de energía 
vibratoria mediante el uso de transductores piezoeléctricos podría ser una 
alternativa viable, ya que no requieren del uso de un mecanismo de conversión y/o 
amplificación adicional para realizar la transducción de energía. Vale la pena 
mencionar que, debido a la naturaleza capacitiva de los dispositivos piezoeléctricos 
logran emitir un alto voltaje a una baja corriente, lo cual podría ser de utilidad en el 
área de la electrónica automotriz.  

Esta investigación es prometedora puesto que, al igual que al ser una suspensión 
regenerativa piezoeléctrica, basaría su funcionamiento en el aprovechamiento de la 
frecuencia vibratoria presente en el chasis y la suspensión debido a la rugosidad del 
camino. Estas vibraciones están dirigidas principalmente hacia al sistema de 
suspensión del vehículo donde se agrega un elemento piezoeléctrico, el cual tiene 
como característica transformar dichas perturbaciones en energía eléctrica. Es 
importante mencionar que, aún no se han desarrollado investigaciones en las cuales 
se revele la capacidad de regeneración de energía vibratoria de los transductores 
piezoeléctricos bajo el efecto de entradas ambientales más realistas en el vehículo. 
Cabe recalcar que, las investigaciones acerca de los materiales piezoeléctricos 
demuestran que el campo de aplicación es prometedor, principalmente en las redes 
de sensores inalámbricos. Además, el continuo incremento del número de sensores 
desplegados en diversos campos, como lo es el área automotriz, hace que esta 
tecnología de regeneración de energía sea de gran importancia en la comunidad 
científica. 

Aunque esta investigación se centra principalmente en un sistema de suspensión 
de un vehículo, la metodología de análisis empleada se podría extender a otras 
aplicaciones de ingeniería a mayor escala. Además, en este estudio se utilizarán 
técnicas de optimización que permiten obtener un mayor potencial de regeneración 
de energía, tales como: el análisis de sensibilidad paramétrica mediante el método 
de simulación de Montecarlo, esto con el fin de encontrar los valores óptimos que 
ayuden a mejorar la recolección de energía del sistema y aplicación de la técnica del 
balance de energía estocástica.  
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1.5. HIPÓTESIS 

A través del método de simulación Monte Carlo y de la técnica del balance de 
energía estocástica se cuantificará el potencial de regeneración de energía vibratoria 
de sistemas de suspensiones automotrices basadas en transductores piezoeléctricos 
considerando los modelos matemáticos de un cuarto, la mitad y el vehículo 
completo. Asimismo, se integrarán los ciclos de velocidad de conducción para lograr 
un ambiente de simulación numérica más realista a la forma de conducción del 
vehículo.  
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2 CAPÍTULO 2 
 

2.1. ESTADO DEL ARTE 

En el campo de estudio de la recolección de energía se han propuesto múltiples 
alternativas de mecanismos de transducción. La transducción de energía 
piezoeléctrica emplea materiales con propiedades útiles para convertir las tensiones 
mecánicas en energía eléctrica. Las tensiones mecánicas se originan principalmente 
cuando existe una interacción entre una estructura y un medio de excitación, dando 
origen a cantidades físicas medibles, por ejemplo, las deformaciones y/o deflexiones 
estructurales, que se pueden convertir en tensiones eléctricas mediante el 
mecanismo de transducción piezoeléctrica. 

El uso de traductores piezoeléctricos para la regeneración de energía es un tema 
que ha ganado popularidad en la comunidad científica debido a que podría ser una 
alternativa viable para mejorar los estados de carga de las baterías electroquímicas 
convencionales como fuentes de energía en dispositivos de baja potencia, es decir 
principalmente en el área electrónica. Además, este tipo de transductores se basa 
únicamente en la polarización intrínseca del material para generar energía (Sezer & 
Koç, 2021). Es decir, con solo aplicar una tensión mecánica al material piezoeléctrico 
se genera electricidad. 

La recolección de energía piezoeléctrica serviría como un generador eléctrico 
para un dispositivo electrónico. Dicho generador se alimentaría de energía parásita 
disponible en el medio ambiente que rodea al dispositivo tales como las vibraciones 
generadas por máquinas industriales, vehículos, movimiento de las actividades 
humanas e incluso el movimiento de los órganos del ser humano. Esta energía sería 
convertida en energía eléctrica útil para dispositivos autoalimentados. 

Los generadores piezoeléctricos son duraderos, confiables, más sensibles a las 
deformaciones diminutas, y exhiben de 3 a 5 veces más densidad de energía de salida 
y mayor voltaje de salida, comparados con otros métodos de recolección de energía 
de baja densidad. Además, los generadores piezoeléctricos se pueden fabricar en 
dimensiones pequeñas y estructuras compactas, y se pueden integrar fácilmente a 
sistemas microelectromecánicos. Además, no se ven afectados por factores 
ambientales, como lo es la humedad (Sezer & Koç, 2021).  

El efecto piezoeléctrico fue descubierto por primera vez por los hermanos Pierre 
y Jacques Curie en 1880. Ellos lo describieron como el desplazamiento asimétrico de 
cargas o iones en el material piezoeléctrico cuando se exponen a tensión mecánica 
(Sezer & Koç, 2021). Existen dos tipos de efectos piezoeléctricos, el efecto directo 
consiste en aplicar una tensión mecánica sobre el material para generar electricidad, 
y el efecto inverso que consiste en aplicar un potencial eléctrico para generar 
deformaciones mecánicas al material piezoeléctrico. Ambos efectos son útiles en 
diversas aplicaciones; específicamente, el efecto directo se usa como un sensor y 
transductor de energía, mientras que el efecto inverso se usa como un actuador (Kim 
et al., 2011; Rajabi et al., 2015) .  
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Las ecuaciones constitutivas del efecto piezoeléctrico directo e inverso son las 
siguientes:  

 

𝐷⃑⃑ = 𝑑𝑇⃑ + 𝜀𝐸⃑  , (𝐸𝑓𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜) 
(1) 

𝑋 = 𝑠𝑇⃑ + 𝑑𝐸⃑  (𝐸𝑓𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜) 
(2) 

 

Donde 𝐷⃑⃑  es el desplazamiento eléctrico, 𝑑 es el coeficiente piezoeléctrico, 𝑇⃑  

tensión, 𝜀 permitividad del material, 𝐸⃑  campo eléctrico, 𝑋  deformación y 𝑠 es la 
constante de elasticidad del material (Sezer & Koç, 2021). Como se observa la 

ecuación del efecto directo, el desplazamiento piezoeléctrico 𝐷⃑⃑  depende mayormente 

del cambio de tensión que se ejerce sobre el elemento piezoeléctrico, es decir 𝑑𝑇⃑ . Por 

otra parte, en la ecuación del efecto inverso, la deformación 𝑋  depende del campo 

eléctrico inducido sobre el material piezoeléctrico, esto lo denota 𝑑𝐸⃑ . 

La búsqueda de la implementación del material piezoeléctrico como un 
transductor, comienza con la mejora de la eficiencia de los sistemas de recolección 
de energía. Esto se consigue optimizando distintos aspectos de diseño de los 
transductores piezoeléctricos, tales como el tipo de material, la configuración del 
dispositivo que hará la recolección, tipo de estructura del material, entre otros.  

 

2.1.1. ESTRUCTURA DE DISPOSITIVOS DE 

RECOLECCIÓN DE ENERGIA 

 

La viga en voladizo con una o dos capas de material piezoeléctrico, denominado 
como unimorfo o bimorfo, respectivamente, es la estructura más utilizada para 
generadores de energía piezoeléctrica, (ver Figura 1). Usualmente se agrega una 
masa física en el extremo en voladizo de la viga para ajustar la frecuencia resonante 
de la estructura a la frecuencia ambiental disponible, que generalmente está por 
debajo de los 100 𝐻𝑧 (Priya & Inman, 2009). 
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Figura 1. Estructura mecánica en voladizo de generadores piezoeléctricos con construcción a) unimorfo y b) bimorfo 

(Sezer & Koç, 2021a) .  

Otra estructura para los dispositivos piezoeléctricos es la estructura de platillos 
que fue propuesta en (Sugawara et al., 1992), la cual consiste en dos tapas metálicas 
en forma de platillo y un disco piezoeléctrico colocados entre ellas, como se muestra 
en la Figura 2. Las tapas metálicas en forma de platillo mejoran la resistencia del 
disco piezoeléctrico bajo el efecto de cargas altas (Sezer & Koç, 2021a).  

 

 
Figura 2. Estructura del platillo: (a) vista transversal y (b) vista superior (Arnold et al., 2011). 
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Además de las estructuras tipo vigas en voladizo y de platillo, se pueden 
organizar mediante un gran número de materiales piezoeléctricos delgados a lo largo 
de la dirección del campo eléctrico para formar una estructura tipo pila. De esta 
manera, la producción de energía se puede mejorar de manera efectiva. 
Adicionalmente, la estructura tipo pila es una opción adecuada para aplicaciones de 
alta carga, cuya cualidad es de utilidad en estructuras sujetas a diferentes cargas 
ambientales. Sin embargo, el proceso complicado de apilamiento en espacios 
confinados es la principal barrera de la configuración tipo pila (Li et al., 2018). En la 
Figura 3 se muestra la estructura tipo pila con conexiones en serie y en paralelo. 

 
 

2.1.2. MODOS DE OPERACIÓN 

Otra alternativa para mejorar el rendimiento de recolección de energía de los 
materiales piezoeléctricos es el modo de operación que está relacionado con el eje 
polar que expone el material piezoeléctrico y la dirección de la fuerza aplicada sobre 
este. Considerando la Figura 4 se puede observar el eje polar, el cual se denota como 
la dirección ordenada 3 y otras direcciones en ángulo recto con respecto al eje polar 
se denota como dirección 1. La dirección de la fuerza aplicada puede ser también a 
lo largo del eje polar, es decir, en la dirección 3 o en ángulo recto, es decir en 
dirección 1, lo que resulta como modo 33 y modo 31, respectivamente. En efecto, 
estos son los dos modos comunes utilizados en la recolección de energía 
piezoeléctrica (Sezer & Koç, 2021). El modo de operación del dispositivo afecta la 
salida piezoeléctrica. El modo 33 produce una salida de voltaje más alta, mientras 
que el modo 31 es superior en la salida de alta corriente (Liu et al., 2018) . 

 

 
Figura 3. Estructura tipo pila en a) serie y b) paralelo (Li et al., 2018) . 
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Figura 4. Modos de operación de los transductores piezoeléctricos (Sezer & Koç, 2021a). 

Por otra parte, en (Baker et al., 2005) desarrollaron un análisis comparativo de 
los modos de operación y configuración estructural de los recolectores de energía 
piezoeléctrica, en el cual se comparó una estructura tipo pila con un modo de 
operación 33 y una estructura tipo viga en voladizo con modo de operación 31, 
considerando las mismas condiciones de volumen del dispositivo y fuerza aplicada. 
Además, el estudio reveló que la viga en voladizo mostró mejor potencia de salida 
con la misma fuerza aplicada, debido a la alta rigidez que presenta la estructura tipo 
pila. Con esto se concluye que, a menores niveles de fuerza aplicada, es decir, un 
ambiente con bajo nivel de vibraciones, la configuración de viga en voladizo con 
modo de operación 31 resulta ser más eficiente. Por otro lado, en un ambiente con 
altos niveles de vibración, como lo son las vibraciones de la maquinaria pesada, en 
periodos prolongados de operación, la configuración tipo pila con modo de 
operación 33 muestra ser la mejor opción debido que sería más duradera y se 
generaría mayor energía eléctrica útil.  

Asimismo, en (Yang et al., 2005) se realizó un estudio para una placa 
piezoeléctrica en modo de operación 33, y demostraron que la salida de potencia del 
dispositivo es proporcional al coeficiente de acoplamiento 𝑘 y a la constante 
dieléctrica 𝜀.  

Esto confirma que, dispositivos con mayores coeficientes de acoplamiento 
producirían mayor potencial de recolección de energía y, por lo tanto, serán más 
eficientes. Además, a través de la realización de cálculos analíticos se ha probado 
que, cuando la frecuencia de excitación está cerca de la frecuencia resonante del 
sistema, la salida de potencia se incrementa significativamente (Anton & Sodano, 
2007). 
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2.1.3. MATERIALES PIEZOELÉTRICOS 

El tipo de material es un parámetro que tiene una gran influencia en el potencial 
de recolección y actuación del dispositivo piezoeléctrico. Hasta la fecha se han 
desarrollado distintos tipos de materiales piezoeléctricos, tales como: los materiales 
inorgánicos, orgánicos y compuestos.  

Los parámetros físicos más importantes de los materiales piezoeléctricos para la 
recolección de energía son: la constante de deformación piezoeléctrica 𝑑, que es la 
polarización inducida por unidad de fuerza aplicada; voltaje constante 𝑔, es el campo 
eléctrico inducido por unidad de fuerza aplicada; factor de acoplamiento 
electromecánico 𝑘, este se describe como la raíz cuadrada de la eficiencia de 
conversión de energía mecánica-eléctrica; factor de calidad mecánica 𝑄, es el grado 
de amortiguamiento (valores bajos indican amortiguaciones más altas) y la 
constante dieléctrica 𝜀, relacionada a la capacidad del material para almacenar carga 
(Sezer & Koç, 2021). Estas propiedades varían con respecto al tipo de material que 
se esté utilizando. Por ejemplo, el valor de 𝑑, 𝑘 y 𝜀 para materiales inorgánicos suelen 
ser mayores que el de los polímeros piezoeléctricos. Por otro lado, las constantes 𝑔 
de los polímeros son más altas, ya que presentan constantes dieléctricas 𝜀 mucho 
más bajas comparadas con los materiales inorgánicos. 

Los materiales piezo-cerámicos se caracterizan por sus grandes coeficientes 
dieléctricos y piezoeléctricos, y factores de acoplamiento electromecánico elevados, 
así como altas tasas de conversión de energía. Sin embargo, estos son muy frágiles 
por lo que no pueden absorber grandes tensiones mecánicas. En contraste, los piezo-
polímeros exhiben bajos factores de acoplamiento electromecánico, pero estos son 
altamente flexibles (Kim et al., 2011), los cuales podrían ser de utilidad en los 
amortiguadores regenerativos. 

Para la recolección de energía piezoeléctrica se utilizan materiales con una 
estructura cristalina de wurtzita o perovskita. Estos materiales exhiben un buen 
comportamiento para este tipo de aplicaciones; sin embargo, los materiales con 
estructura perovskita normalmente muestran un mejor rendimiento piezoeléctrico 
que los de estructura wurtzita (Sezer & Koç, 2021). Una de las limitantes de los 
materiales con estructura perovskita es que se requiere implementar un proceso de 
poling (polarización) para inducir la propiedad piezoeléctrica. Este proceso de poling 
consiste en aplicar un campo eléctrico al material policristalino, lo cual le otorga las 
propiedades piezoeléctricas permanentemente.  

El estudio de los materiales piezoeléctricos comenzó desde 1880 con el 
descubrimiento del efecto piezoeléctrico por los hermanos Pierre y Jacques Curie; 
sin embargo, no fue hasta 1941 cuando se descubrió el BaTi𝑂3, abreviado como 𝐵𝑇, 
donde Erie Resistor Company descubrieron las propiedades sobresalientes de la 
constante dieléctrica que presentaba este material  (Randall et al., 1944). El 𝐵𝑇 y 
otras clases desarrolladas más tarde de materiales cerámicos sintéticos se 
denominaron ferroeléctricos. La constante piezoeléctrica (𝑑33) de los materiales 
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ferroeléctricos fue significativamente mayor que los materiales naturales (Sezer & Koç, 

2021). Este hallazgo muestra que los materiales inorgánicos son los más adecuados 
para aplicaciones de recolección de energía. 

Existe una gran variedad de materiales piezoeléctricos descubiertos hasta la 
fecha; sin embargo, el tipo de material más común para aplicaciones de recolección 
de energía es el titanio circonato de plomo, una cerámica piezoeléctrica o piezo-
ceramica, conocida como 𝑃𝑍𝑇. Aunque este material es ampliamente utilizado en 
aplicaciones de recolección de energía, la naturaleza del material extremadamente 
frágil provoca limitaciones en cuanto a la cantidad de energía que puede absorber 
sin dañarse (Anton & Sodano, 2007). Otra desventaja que tiene el 𝑃𝑍𝑇 es que están 
compuestos por plomo, y este tipo de material suele ser tóxico para el ser humano, 
por lo que, las regulaciones gubernamentales han restringido la fabricación de 
muchos productos con este tipo de material. Además, para aplicaciones relacionadas 
al área de salud no suelen ser convenientes. Esto ha provocado un incremento de 
esfuerzos por parte de los investigadores para desarrollar materiales con 
propiedades sobresalientes libres de plomo o compuestos tóxicos. A pesar de ser un 
material extremadamente frágil y tóxico sigue siendo hasta ahora el material más 
usado debido su alto rendimiento en cuanto a recolección de energía.  

La gama de materiales piezoeléctricos es amplia, ya que existen muchos tipos de 
aplicaciones de recolección de energía (Anton & Sodano, 2007), por ejemplo, no se 
exige la misma flexibilidad o resistencia a la fuerza en una aplicación automotriz que 
en una aplicación del área de salud. La elección del material debe estar en sintonía 
con los diversos requerimientos de la aplicación deseada. 

2.1.4. CIRCUITOS DE RECOLECCION DE ENERGÍA 

PIEZOELÉCTRICA. 

El diseño del circuito de recolección de energía piezoeléctrica es otro factor 
importante para realizar adecuadamente la transducción piezoeléctrica. 
Actualmente, se han realizado investigaciones enfocadas en este tema debido a que 
se podría mejorar considerablemente la recolección de energía de estos dispositivos. 
Los circuitos de recolección de energía para este tipo de aplicaciones requieren que 
la energía recolectada sea rectificada, es decir pasar de energía eléctrica alterna a 
directa para así facilitar su uso en dispositivos electrónicos de baja potencia. 
Además, los dispositivos piezoeléctricos tienen la propiedad de emitir un alto voltaje 
a baja corriente, por lo cual, en ocasiones es necesario un circuito convertidor que 
reduzca el voltaje recolectado y así la batería permita almacenarlo correctamente. 
Existe una gran cantidad de requerimientos para el diseño de los circuitos de 
recolección de energía dependiendo del tipo de aplicación que se requiera. Por 
ejemplo, tanto en la investigación de (Ottman et al., 2003) como la de (Lesieutre 
et al., 2004), se mejoró la eficiencia de la recolección de energía a través de la 
implementación de un convertidor reductor CC-CC de conmutación en el circuito de 
recolección de energía. La investigación mostró los efectos de la optimización del 
ciclo de trabajo del convertidor para una frecuencia de excitación especificada. 
Adicionalmente, se demostró que el valor óptimo del ciclo de trabajo cambia 
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drásticamente con la frecuencia de excitación. Vale la pena mencionar que el 
convertidor funciona en dos etapas, las cuales son: a frecuencias altas de excitación, 
el convertidor se activa y se utiliza un ciclo de trabajo constante y casi óptimo, 
mientras que, a excitación de baja frecuencia, el ciclo de trabajo óptimo varía 
considerablemente, y la energía consumida por los circuitos del convertidor supera 
la potencia cosechada del piezoeléctrico. En efecto, el convertidor se omite y la 
batería se carga directamente desde un circuito rectificador (Anton & Sodano, 2007). 

Una de las limitaciones más grandes que presentan los circuitos de recolección 
de energía, se origina cuando la frecuencia de excitación del sistema y el ciclo de 
trabajo no están altamente relacionados. Para cubrir este inconveniente, se han 
desarrollado investigaciones de circuitos auto-adaptativos que pretenden 
sincronizar la vibración del sistema con la extracción de carga eléctrica. Por ejemplo, 
en (Lefeuvre et al., 2005)  implementaron dicho trabajo cuyo nombre fue denotado 
como Extracción de Carga Eléctrica Síncrona (“Synchronous Electric Charge 
Extraction” o SECE). El circuito utilizado para esta extracción síncrona contiene un 
puente de diodo rectificador, un inductor denotado por la letra 𝐿, un interruptor 𝑆 , 
un capacitor como filtro del voltaje 𝐶𝑠𝑡 y una resistencia de carga 𝑅, como se muestra 
en la Figura 5. Así, el circuito de control es capaz de detectar el voltaje a través del 
rectificador de diodos y, cuando ese voltaje alcanza un máximo, el interruptor se 
activa, y la carga se transfiere al inductor para posteriormente ser almacenado en la 
batería o entregado a la resistencia de carga. Cuando la carga eléctrica en el 
piezoeléctrico se ha extraído por completo, el circuito de control desactiva el 
convertidor y detiene la transferencia de energía. El proceso continúa cuando se 
detecta la siguiente tensión máxima, sincronizando así la extracción de carga con las 
vibraciones mecánicas del sistema. El dispositivo mostró una eficiencia de 
conversión del 70%. 

 

 
Figura 5. Circuito de Extracción de Carga Eléctrica Síncrona (SECE) (X. Wang, 2016). 

En estudios similares, propuestos en (Lefeuvre et al., 2004), (Badel et al., 2005) 
y (Guyomar et al., 2005) desarrollaron otro método para sincronizar la extracción de 
carga eléctrica de un elemento piezoeléctrico bajo excitaciones vibratorias. La nueva 
técnica fue nombrada Recolección de Interruptor Síncrono en Inductor (SSHI), y se 
basa principalmente en el procesamiento no lineal del voltaje piezoeléctrico. El 
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circuito posteriormente pasó a llamarse parallel-SSHI, el cual contiene un 
dispositivo de conmutación electrónica que se activa en los desplazamientos 
máximos y mínimos del dispositivo piezoeléctrico. El dispositivo de conmutación 𝑆 
y un inductor en serie 𝐿 se colocan en paralelo con el piezoeléctrico antes del puente 
de diodos rectificador como se muestra en la Figura 6, además del capacitor 𝐶𝑠𝑡 y la 
resistencia de carga 𝑅. Después del puente de diodo, se coloca un condensador en 
paralelo con la batería. Similar a la técnica de extracción de carga eléctrica síncrona 
descrita por Lefeuvre, el dispositivo de conmutación se cierra en un desplazamiento 
máximo, lo que permite que la carga se transfiera a la batería. Una vez que se ha 
invertido el voltaje en el elemento piezoeléctrico, lo que indica que se ha eliminado 
toda la carga, se abre el interruptor y se detiene la transferencia de energía. La 
técnica parallel-SSHI se comparó tanto analítica como experimentalmente con un 
circuito estándar que contenía solo el rectificador de puente de diodo y el 
condensador. Los resultados muestran que el circuito SSHI es capaz de ofrecer un 
aumento cuatro veces mayor en la potencia recolectada comparado con el circuito 
estándar, que se muestra en la Figura 7. 

 

 
Figura 6. Circuito de extracción de  Interruptor Síncrono en Inductor en paralelo (SSHI-Parallel) (X. Wang, 2016). 

 

 
Figura 7. Circuito Estándar (X. Wang, 2016). 

 

En estudios posteriores por parte de (Lefeuvre et al., 2006a) se consideró una 
adaptación de la técnica SSHI desarrollada en (Lefeuvre et al., 2004) y (Badel et al., 
2005). La configuración eléctrica de la conexión del dispositivo de conmutación al 
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material piezoeléctrico se modificó para investigar los efectos del cambio en la 
eficiencia del circuito. En estos estudios, el dispositivo de conmutación 𝑆 y el 
inductor 𝐿 se colocaron primero en serie con el material piezoeléctrico como se 
muestra en la Figura 8. La nueva técnica se denominó series-SSHI. 

 

 
Figura 8. Interruptor Síncrono en Inductor en serie (SSHI-Series)  (X. Wang, 2016). 

 

Estas cuatro interfaces de circuito de recolección de energía, mostradas en las 
Figura 5-8, fueron comparadas en la investigación de Lefeuvre et. al [22], en la cual 
se analizó el rendimiento de cada técnica. En el estudio se analizaron dos escenarios: 
en el primero, se aplicó una excitación de amplitud de fuerza constante al 
piezoeléctrico, mientras que, en el segundo, se aplicó una excitación de amplitud de 
desplazamiento constante. En cada ensayo, tanto la resistencia a la carga como el 
coeficiente de acoplamiento, 𝑘2, fueron variados. Bajo una excitación de amplitud de 
fuerza constante, todas las técnicas resultaron con la misma potencia máxima de 
salida. Sin embargo, la potencia obtenida en el circuito SECE no se vio afectada por 
la resistencia de carga. Además, esta técnica mostró la máxima potencia de salida 
con el coeficiente de acoplamiento más bajo, lo que significa un sistema más 
eficiente. Por otro lado, en el ensayo donde la excitación de amplitud de 
desplazamiento era constante, ambas técnicas SSHI generaron hasta 15 veces más 
potencia que las otras técnicas cuando la carga resistiva se ajustó al sistema (Anton 
& Sodano, 2007). 

Se concluyó que, bajo un entorno de excitación de fuerza constante, el método de 
extracción de carga eléctrica síncrona será el más eficiente, demostrando que esta 
técnica aumenta la potencia cosechada en un factor de 4 según la investigación de 
(Lefeuvre et al., 2006c). En un entorno de excitación de desplazamiento constante, 
los métodos SSHI paralelo y en serie tienen la mayor eficiencia cuando se ajusta con 
precisión el valor de la resistencia de carga, ya que este parámetro está fuertemente 
ligado con la potencia recolectada. Adicionalmente, los resultados teóricos y 
experimentales de Lefeuvre revelaron que, la ganancia de potencia de estas técnicas 
es superior hasta 15 veces en comparación con la técnica estándar en el caso de 
sistemas débilmente acoplados o en el caso de sistemas no resonantes. Por último, 
las interfaces de circuitos SECE, Parallel-SSHI y Series-SSHI permitieron una 
disminución significativa de la cantidad de material piezoeléctrica requerida para la 
recolección de energía (Lefeuvre et al., 2006c). 
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2.1.5. APLICACIONES AUTOMOTRICES DE 

RECOLECTORES DE ENERGÍA 

PIEZOELÉCTRICOS 

Con base en la investigación de (Hendrowati et al., 2012), se ha demostrado que 
el rango de 10-16% de la energía del combustible se utiliza para vencer la resistencia 
de la fricción de la carretera y la resistencia del aire cuando se realiza la conducción 
de un vehículo. En efecto, la mayor parte de esta energía se disipa en forma de calor 
debido a los procesos térmicos irreversibles del motor. Para dar solución a este 
inconveniente se han desarrollado estudios referentes a la recolección de la energía 
mecánica en vehículos. Dichas investigaciones pretenden recolectar la mayor 
cantidad de energía disipada en neumáticos, suspensiones y motor.  

La tecnología de recolección de energía piezoeléctrica ha ganado popularidad en 
los últimos años debido a su alto factor de acoplamiento electromecánico y su 
coeficiente piezoeléctrico en comparación con otros métodos de transducción como 
lo son la electrostática, electromecánica y triboeléctrica (Sezer & Koç, 2021). A pesar 
de ser dispositivos de baja densidad de regeneración de energía, estos materiales 
tienen la propiedad de generar altos voltajes a baja corriente, lo cual los vuelve una 
excelente alternativa hablando de generadores de energía autosostenibles, 
principalmente en el área electrónica con especial interés en las redes de sensores. 

Por ejemplo, en (Wu et al., 2009) presentaron un sistema de monitoreo de 
presión de neumáticos (TPMS) alimentado mediante una recolección de energía 
piezoeléctrica. Este sistema tiene el propósito de monitorear la presión de los 
neumáticos con un sensor que además se comunica con la MCU y transmite datos a 
otros sistemas, como por ejemplo algún tablero electrónico que muestre el valor 
numérico de la presión (Figura 9). Todos estos componentes se alimentan por la 
energía recolectada por el dispositivo de recolección de energía que se encuentra 
sobre los neumáticos. En esa investigación se reportó que la salida de voltaje del 
recolector es de 3 𝑉 y aproximadamente 10𝑚𝐴 durante casi 20 𝑚𝑠 en un modo de 
trabajo recurrente del sensor de presión. La transmisión de datos ocurre a una 
frecuencia de 433𝑀ℎ𝑧 para su correcto funcionamiento.  
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Además, en (Lee et al., 2013), desarrollaron un nuevo sistema de amortiguador 
piezoeléctrico de recolección de energía (PEHSA) para vehículos; en este estudio se 
implementó el material piezoeléctrico 𝑃𝑍𝑇 como capas apiladas dentro del cilindro 
del amortiguador de fluido viscoso, ver Figura 10, para generar electricidad a partir 
de los cambios de presión del fluido producidos por las vibraciones del pistón. El 
modelo propuesto se fabricó con un amortiguador a escala 1/10 comparado con el de 
un vehículo real, debido a estas limitantes los resultados obtenidos se consideraron 
relativamente pequeños. Por lo tanto, si las condiciones se aplicaran a un ambiente 
más apegado a la realidad se lograría un aumento en los resultados según Lee. 

 

 
Figura 9. Diagrama de flujo de funcionamiento de un sistema de monitoreo de presión de neumáticos (TPMS) (Wu 

et al., 2009). 
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Figura 10. Amortiguador piezoeléctrico de recolección de energía (PEHSA) (Lee et al., 2013). 

 

Asimismo, en (Al-Yafeai et al., 2019), se acoplaron materiales piezoeléctricos a 
los sistemas de suspensión de la mitad del vehículo, como se describe en la Figura 
11. Nótese que, 𝑀𝑠 representa la masa del chasis, 𝑀𝑢𝑓 y 𝑀𝑢𝑟 representan las masas de 

los neumáticos frontal y trasero, 𝑃𝑍𝑇 el elemento piezoeléctrico acoplado a la 
suspensión, 𝐾𝑓 y 𝐾𝑟 los coeficientes de rigidez del resorte, 𝐶𝑓 y 𝐶𝑟 los coeficientes de 

amortiguamiento de la suspensión frontal y trasera respectivamente. De igual 
manera, los coeficientes de rigidez, 𝐾𝑡𝑓 y 𝐾𝑡𝑟, y amortiguamiento, 𝐶𝑡𝑓 y 𝐶𝑡𝑟 , de los 

neumáticos. 𝑌𝑠 es la coordenada generalizada del desplazamiento vertical de la masa 
del chasis, 𝜃𝑠 representa el desplazamiento angular que provoca el movimiento de 
cabeceo, y 𝑌𝑢𝑓 y 𝑌𝑢𝑟 representan las coordenadas de desplazamiento vertical de la 

masa de los neumáticos frontal y trasero respectivamente, y por último 𝑌𝑟𝑟 y 𝑌𝑟𝑓 son 

las entradas de movimiento al sistema provocadas principalmente por las 
irregularidades de la carretera. Asimismo, para el modelo de un cuarto de vehículo 
(Figura 16), en este estudio se comparó el resultado de simulación en 
MATLAB/Simulink, tanto el voltaje como la potencia eléctrica, que recolectaban 
estos modelos. El modelo de un cuarto de vehículo completo registró un voltaje de 
salida pico y potencia de 274.62 𝑉 y 2.84 𝑊, respectivamente. El resultado del 
modelo de la mitad del vehículo logró un aumento de 77% para el voltaje y un 57% 
para la potencia, con respecto al modelo de un cuarto de suspensión.  
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Por otro lado, en  (Xie & Wang, 2015) propusieron un recolector de energía 
piezoeléctrica conectado al modelo de un cuarto de vehículo. En este estudio se 
implementó un mecanismo para agregar el material piezoeléctrico, dicho 
mecanismo constaba de un resorte con un coeficiente de rigidez 𝐾, una palanca 𝐴𝐵 
que consta de un brazo de momento largo 𝐴𝐶 con una longitud 𝐿1 y un brazo de 
momento corto 𝐵𝐶 con una longitud 𝐿2, una bisagra fija para restringir los 
desplazamientos lineales de la palanca en el punto 𝐶, y una barra piezoeléctrica, tal 
como se muestra en la Figura 12. 

 
 

El modelo demostró que la potencia disipada por el amortiguador de fluido 
viscoso fue de 738 𝑊. Además, se determinó que esta potencia podría ser generada 
por un práctico generador de barras piezoeléctricas con un ancho y una altura de 
solo 1,5 𝑐𝑚 y 10 𝑐𝑚, respectivamente. 

                                    

Figura 11. Modelo de la mitad del vehículo completo (Al-Yafeai et al., 2019). 

Figura 12. a) Mecanismo de palanca del material piezoeléctrico, b) Representación gráfica de un cuarto de vehículo y 

c) Modelo de un cuarto de vehículo (Xie & Wang, 2015). 
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2.1.6. CONCLUSION DEL ESTADO DEL ARTE 

En este estado del arte se ha presentado una revisión exhaustiva de diversos 
aspectos relacionados con la tecnología de recolección de energía piezoeléctrica. 
Asimismo, se ha explorado la diversidad de estructuras, modos de operación y los 
materiales comúnmente empleados en aplicaciones de ingeniería. Además, se han 
analizado las distintas topologías de los circuitos de recolección de energía 
piezoeléctrica, así como la relevancia de esta tecnología en el ámbito automotriz. 

Es importante mencionar que, la mayoría de las investigaciones que utilizan 
elementos piezoeléctricos se centran en el uso del material como un transductor de 
energía y/o sensor; sin embargo, esto no descarta su uso en el modo de actuación 
para futuras investigaciones. Con esto en mente, existe una gran variedad de 
materiales piezoeléctricos tales como inorgánicos, orgánicos y compuestos, cada uno 
con distintas propiedades que benefician la recolección de energía en diferentes 
áreas de aplicación. Haciendo énfasis en los materiales compuestos, los cuales 
muestran propiedades destacadas, como lo son la alta flexibilidad y susceptibilidad 
a altas tensiones mecánicas, por lo que, los convierte en una alternativa prometedora 
para aplicaciones en el área automotriz.   

Por otra parte, el modo de operación 33, según los resultados de (Baker et al., 
2005), ha demostrado mejores cualidades para aplicaciones automotrices como 
mayor resistencia a tensiones mecánicas y, por lo tanto, mayor durabilidad para 
regenerar energía. Por último, los circuitos de recolección optimizan la transferencia 
de la energía recolectada a la batería o al dispositivo de almacenamiento. En este 
sentido, estos circuitos actúan como convertidores y rectificadores; es decir, 
rectifican la energía regenerada de CA a CD, y del mismo modo, regulan el nivel de 
voltaje de salida para no dañar los dispositivos de almacenamiento. En este estado 
del arte se recopilaron las ventajas y desventajas de cuatro topologías de diseño, sin 
embargo, cada una mostró distintas cualidades que benefician a distintos ambientes 
de aplicación. Es importante mencionar que las topologías SECE, SSHI-Parallel y 
SSHI-Series, mostraron mejores resultados comparadas con el circuito estándar de 
recolección de energía piezoeléctrica. 

Con base en los hallazgos de esta investigación, se planteó la viabilidad de un 
estudio más detallado sobre la recolección de energía en el sistema de suspensión 
automotriz. Sorprendentemente, hasta la fecha, no se han encontrado 
contribuciones en la literatura que aborden la cantidad de energía recolectada por 
un modelo de vehículo completo utilizando transductores piezoeléctricos. Este vacío 
sugiere una oportunidad prometedora para la investigación y desarrollo de sistemas 
de este tipo, lo que podría generar un impacto significativo en la eficiencia energética 
y la sostenibilidad de la industria automotriz. 
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2.2. MARCO TEÓRICO 

El objetivo principal de un sistema de suspensión es brindar confort y estabilidad 
al vehículo, esto se logra mejorando múltiples requerimientos de diseño para 
contrarrestar las perturbaciones entrantes al sistema. Dichas perturbaciones son 
generadas por dos factores principalmente. El primer factor se debe a las fuerzas 
inerciales que el mismo vehículo provoca, y el segundo, a las que el ambiente exterior 
ejerce sobre el automóvil. Estas perturbaciones van desde el perfil de la carretera que 
transmite vibraciones a los neumáticos y estos a su vez a la suspensión del vehículo, 
como también, de las dinámicas generadas por la fricción del aire sobre la 
aerodinámica del chasis que deterioran la estabilidad del vehículo.  

Es por esto que, se deben incluir las principales dinámicas de un vehículo 
completo en el modelado del sistema de suspensión. Tales como el momento de 
inercia de la guiñada, el balanceo y el cabeceo del vehículo, así mismo los valores del 
producto cruz de inercia entre los 3 ejes de referencia que generarían efectos 
perjudiciales en la dinámica del cuerpo del vehículo como se muestra en la Figura 
13.  

 

 
 

Debido a la complejidad que presenta el modelado del sistema de suspensión del 
vehículo completo, es bien sabido que para estudiar el desempeño del sistema de 
suspensión se utiliza solo una cuarta parte del vehículo, suponiendo que el vehículo 
es totalmente simétrico (E. Barredo, 2019). Sin embargo, en (Zhang et al., 2020) 
mencionaron que cada modelo matemático es preciso en determinadas áreas con 
resultados específicos, es por ello, que es necesario modelar la mitad y el vehículo. 
Con estos modelos parciales del vehículo completo se lograrán simplificar las 
condiciones que rigen el comportamiento del sistema de suspensión como se 
muestra en la Figura 14. 

Figura 13. Grados de libertad del cuerpo de un vehículo sin restricciones (E. Barredo, 2019). 
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Figura 14. Representación de un sistema de suspensión en un cuarto de vehículo (E. Barredo, 2019). 

 

Adicionalmente, Barredo en (E. Barredo, 2019) enfatizó que, a estos modelos se 
les puede incluir efectos lineales y no lineales de la suspensión con la finalidad de 
mejorar la confiabilidad de los resultados numéricos con respecto a los obtenidos 
experimentalmente. Estos modelos matemáticos poseen una enorme relevancia, ya 
que en el dominio de Fourier proporcionan la respuesta en frecuencia del ancho de 
banda. Esto es esencial para lograr una optimización tanto del coeficiente de 
amortiguamiento como el de rigidez, lo que a su vez se traduce en mayor comodidad, 
y mejor agarre a la carretera.  

2.2.1. ECUACION DE EULER-LAGRANGE 

Las leyes de movimiento de Newton son comúnmente utilizadas para la 
formulación de problemas de sistemas mecánicos. Sin embargo, en ocasiones esto se 
puede complicar debido a la descomposición vectorial de las fuerzas externas que 
actúan en el sistema. Debido a esto, existe un método en particular que se basa en el 
principio de conservación de la energía. Dicha formulación fue planteada por Joseph 
Louis Lagrange y a pesar de que tales procedimientos se reducen a las leyes de 
Newton, este tipo de formulación se caracteriza principalmente por brindar 
soluciones a problemas en áreas de investigación avanzada (Spiegel, 2007). Además, 
debido a la contribución por parte de Euler, las ecuaciones de este método energético 
se denominan formulación de Euler-Lagrange.  

La expresión matemática de las ecuaciones de Lagrange para sistemas 
conservativos es:  

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0 

 

(3) 

 

Donde el subíndice 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛, se utiliza para representar cada una de las 
coordenadas generalizadas y 𝐿 se conoce como la función Lagrangiana o 
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simplemente como el Lagrangiano. El Lagrangiano se define como la diferencia de 
la energía cinética 𝑇 y la energía potencial 𝑉 del sistema, es decir: 

 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 (4) 

 

Asimismo, existe una segunda ecuación para sistemas no conservativos, en la cual 
se considera una función de disipación de energía o función de Rayleigh denotada 
como 𝐷. Esta función, considera las pérdidas de energía del sistema por fricción, 
calor, entre otros mecanismos de disipación de energía mecánica. La ecuación de 
Euler-Lagrange para sistemas no conservativos se define como: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐷

𝜕𝑞̇𝑖
= 𝑄𝑖; 

(5) 

 

donde la variable 𝑞𝑖 representa las coordenadas generalizadas y 𝑞̇𝑖 su derivada con 
respecto al tiempo. Asimismo, 𝑄𝑖 representa las fuerzas externas generalizadas 
correspondientes a cada coordenada (I. Maldonado, 2021). 

2.2.2. TRANSFORMADA DE LAPLACE Y FOURIER 

La transformada de Laplace y Fourier son dos herramientas matemáticas que se 
utilizan para representar una ecuación definida en el tiempo, en el dominio de 
Laplace y de la frecuencia. La transformada de Laplace no solo proporciona un 
método eficiente para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 
constantes, sino también permite escribir una sola expresión algebraica que 
relaciona la entrada de excitación y la respuesta de un sistema. Esta expresión es 
mejor conocida como función de transferencia del sistema. El método de la 
transformada de Laplace es ampliamente utilizado para resolver las ecuaciones del 
modelo matemático de un sistema dinámico a través de funciones de forzamiento 
discontinuo. Estas funciones brindan la respuesta de sistemas que son susceptibles 
a las entradas de excitación que no son continuas, considerando condiciones 
iniciales. 

La transformación de Laplace de 𝑥(𝑡) está definida por la siguiente integral:   

 

𝑋(𝑠) = 𝐿[𝑥(𝑡)] = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

,    𝑠 ∈  ℝ , (6) 

 

en caso de ser convergente y 𝑒−𝑠∙𝑡 es el núcleo de la transformada (I. Maldonado, 
2021).  

Por otra parte, la transformada de Fourier es una herramienta matemática que 
descompone una función periódica en una integral de funciones sinusoidales, lo que 
permite analizar la función en términos de sus componentes de frecuencia. Esta 
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transformada es ampliamente utilizada para el procesamiento de señales, análisis de 
sistemas lineales, y otras áreas de ingeniería. 

𝑋(𝜔) = 𝐹{𝑥(𝑡)} =
1

√2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)
∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 (7) 

 
Donde 𝜔 es la frecuencia angular, 𝑖 es la unidad imaginaria. La transformada de 

Fourier convierte una función en el dominio del tiempo en su representación en el 
dominio de la frecuencia, mostrando qué frecuencias están presentes en la señal 
original y con qué amplitudes y fases (I. Maldonado, 2021).  

2.2.3. BALANCE DE ENERGÍA  

Considerando el modelo matemático un cuarto de vehículo mostrado en la Figura 
15 se puede realizar la deducción del balance energético del sistema de suspensión. 
Este modelo de dos grados de libertad parece ser simple dado que solo supone la 
dinámica vertical de la cuarta parte del vehículo; sin embargo, es suficiente para 
estudiar los índices de desempeño del sistema de suspensión (E. Barredo, 2019).  

 
 

 

 

En este modelo, la masas 𝑀𝑠 y 𝑀𝑢𝑠, representan la masa de una cuarta parte del 
chasis y de un neumático, respectivamente. En esta misma dirección, la suspensión 
se compone de un resorte con coeficiente de rigidez 𝐾 y un amortiguador de fluido 
viscoso con su coeficiente de amortiguamiento 𝐶. En el caso del neumático, se debe 

Figura 15 Modelo de una cuarta parte del vehículo. 
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considerar cierta amortiguación que brinda al sistema, por lo que, 𝐾𝑡 y 𝐶𝑡 son los 
coeficientes de rigidez y amortiguamiento del neumático, respectivamente. Por otra 
parte, el vehículo es excitado debido al perfil irregular de la carretera, dicha 
excitación se representa con la coordenada 𝑌, esta transmite el desplazamiento 
vertical a los neumáticos y estos a su vez a la carrocería del automóvil, dichos 
desplazamientos están representados por las coordenadas 𝑌𝑢𝑠 y 𝑌𝑠, respectivamente 
(Al-Yafeai et al., 2019).   

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de este sistema se obtienen 
aplicando el formulismo de Euler-Lagrange anteriormente mencionado. Con esto en 
mente, se obtiene el Lagrangiano 𝐿, el cual se define como: 

 

𝐿(𝑡) =  
1

2
𝑀𝑠𝑌̇𝑠

2
+
1

2
𝑀𝑢𝑠𝑌̇𝑢𝑠

2
−
1

2
𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)

2 −
1

2
𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌)

2. 
(8) 

 

Por otro lado, la función de disipación de energía 𝐷 del modelo de un cuarto de 
vehículo se expresa de la siguiente manera: 

 

𝐷(𝑡) =
1

2
𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)

2
+
1

2
𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇)

2
. 

(9) 

 

Asimismo, al aplicar el formulismo de Euler-Lagrange, se producen dos 
ecuaciones diferenciales que describen la dinámica del sistema. El conjunto de 
ecuaciones resultante es el siguiente: 

 

{
 
 

 
  
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑠
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑠
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑠
= 0                                                  

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑢𝑠
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑢𝑠
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑢𝑠
= 0                                            

 (10) 

 

A partir del sistema (10) se obtienen las ecuaciones de movimiento de la masa del 
chasis 𝑀𝑠, ecuación (11), y de la masa del neumático 𝑀𝑢𝑠, ecuación (12). 

 

𝑀𝑠𝑌̈𝑠 = −𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) − 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) (11) 

𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠 = 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) − 𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌) + 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) − 𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇) (12) 
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Donde 𝑀𝑠𝑌̈𝑠  y  𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠 representan las fuerzas inerciales producidas por las masas 
del chasis y el neumático, respectivamente. Adicionalmente, 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) y  
𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌) representan las fuerzas producidas debido los desplazamientos relativos 
que experimenta la suspensión y el neumático, respectivamente. Por último, 

𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) y 𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇), denotan las fuerzas de amortiguamiento originadas debido 

a las velocidades relativas en suspensión y neumático, respectivamente.  

 Con las ecuaciones anteriores en mente y para realizar el balance de energía de 

este sistema de un cuarto de vehículo, se multiplica la ecuación (12) por 𝑌̇𝑢𝑠 , y 
después integrando con respecto del tiempo, se obtiene la siguiente expresión: 

 La segunda y tercera integral en (13), se pueden escribir como: 

 

Al sustituir (14) y (15) en la ecuación (13) , se puede reescribir de la siguiente 
manera: 

  
 
 
Por otra parte, de la ecuación (11) se despeja el término 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) para obtener 

la siguiente ecuación: 

∫ 𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 − ∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 − ∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏

+ ∫ 𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = 0 

(13) 

∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = −∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 + ∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑠𝑑𝜏, (14) 

∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = −∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 + ∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑠𝑑𝜏; (15) 

∫ 𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 −∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑠𝑑𝜏

+ ∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 − ∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

𝑌̇𝑠𝑑𝜏

+ ∫ 𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇)
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = 0 

(16) 

𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) =  −𝑀𝑠𝑌̈𝑠 − 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠).  (17) 
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Sustituyendo la ecuación (17) en la ecuación (16) se obtiene la siguiente 
expresión: 

Asimismo, considerando la siguiente identidad descrita en (Gao et al., 2023):  

Se puede observar que 𝐸𝑘,  representa la energía cinética del sistema; sin 
embargo, al integrarse con respecto a 𝜏  resulta un escalar que no depende del 
tiempo, por lo tanto, al derivarla con respecto al mismo resulta 0. 

 

Por lo tanto, el balance de energía se describe por la siguiente ecuación: 

 

∫ 𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 + ∫ 𝑀𝑠𝑌̈𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑠𝑑𝜏

+ ∫ 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 + ∫ 𝐾𝑡𝑌𝑢𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏

+ ∫ 𝐶𝑡𝑌̇𝑢𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = ∫ 𝐾𝑡𝑌
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝐶𝑡𝑌̇
𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏. 

(18) 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝐸𝑘𝑑𝜏
𝑡

0

=
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠

2
𝑑𝜏

𝑡

0

= 0 (19) 

∫ 𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = 𝑀𝑢𝑠
𝑑

𝑑𝑡
𝐸 [𝑌̇𝑢𝑠

2
] = 0 (20) 

∫ 𝑀𝑠𝑌̈𝑠

𝑡

0

𝑌̇𝑠𝑑𝜏 = 𝑀𝑠
𝑑

𝑑𝑡
𝐸 [𝑌̇𝑠

2
] = 0 (21) 

∫ 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)𝑑𝜏 = 𝐾
𝑑

𝑑𝑡
𝐸[(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)

2] = 0 (22) 

∫ 𝐾𝑡

𝑡

0

𝑌𝑢𝑠𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = 𝐾𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸[𝑌𝑢𝑠

2] = 0 (23) 

 ∫ 𝐶
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
2
𝑑𝜏 = 𝐶

𝑑

𝑑𝑡
𝐸 [(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)

2
] (24) 

∫ 𝐶𝑡

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠
2
𝑑𝜏 = 𝐶𝑡

𝑑

𝑑𝑡
𝐸 [𝑌̇𝑢𝑠

2
] (25) 

∫ 𝐾𝑡

𝑡

0

𝑌𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝐶𝑡

𝑡

0

𝑌̇𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝜏 = 𝐸[𝑒𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡] 
(26) 



 

38 

 

Por otra parte, considerando que el coeficiente de amortiguamiento del 
neumático 𝐶𝑡 no influye significativamente en la respuesta del sistema debido a que 
es mucho menor que el coeficiente del amortiguador de fluido viscoso 𝐶, la ecuación 
(27) se puede reescribir de la siguiente manera: 

 
Por lo tanto, se puede afirmar que la energía entrante al sistema, proveniente de 

la excitación de la carretera, es igual a la energía que se disipa en el amortiguador de 
fluido viscoso en el sistema de suspensión piezoeléctrica. Asimismo, esto demuestra 
que, una parte de dicha energía se puede regenerar por el transductor piezoeléctrico 
aprovechando únicamente la velocidad relativa del amortiguador de fluido viscoso. 

2.2.4. ECUACIONES DE LOS CIRCUITOS DE 

RECOLECCIÓN DE ENERGÍA  

Una interfaz de circuito de recolección de energía piezoeléctrica se utiliza para 
maximizar y optimizar la transferencia de energía entre un generador piezoeléctrico 
y un sistema de almacenamiento o uso de energía. Su función principal es rectificar 
y acondicionar la señal eléctrica generada por el material piezoeléctrico. Esto implica 
convertir la señal de salida de CA (corriente alterna) del generador piezoeléctrico en 
una señal de CC (corriente continua) utilizable para cargar baterías, alimentar 
dispositivos electrónicos u otros usos. 

2.2.4.1. CIRCUITO ESTÁNDAR 

El circuito estándar es el enfoque más básico y simple para la recolección de 
energía piezoeléctrica. Consiste en un rectificador de media onda o de onda 
completa, seguido de un condensador de almacenamiento para suavizar la salida de 
voltaje, tal como se muestra en la Figura 7. Este circuito convierte la señal de salida 
de CA del generador piezoeléctrico en una señal de CC, que puede ser utilizada 
directamente o almacenada en una batería.  

De acuerdo con (X. Wang, 2016), las ecuaciones que rigen el comportamiento del 
voltaje 𝑉𝐷𝐶 y la potencia eléctrica 𝑃 en la resistencia de carga son las siguientes: 

 

𝑉𝐷𝐶 =
𝑅𝐿𝛼

𝑅𝐿𝐶0𝜔 +
𝜋
2

𝜔𝑌𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜; (29) 

∫ 𝐾𝑡

𝑡

0

𝑌𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝑡 + ∫ 𝐶𝑡

𝑡

0

𝑌̇𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝑡
⏟                  

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎

= ∫ 𝐶
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
2
𝑑𝑡 + ∫ 𝐶𝑡

𝑡

0

𝑌̇𝑢𝑠
2
𝑑𝑡

⏟                    
𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎

 (27) 

∫ 𝐾𝑡

𝑡

0

𝑌𝑌̇𝑢𝑠𝑑𝑡
⏟        

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎

= ∫ 𝐶
𝑡

0

(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)
2
𝑑𝑡

⏟            
𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎

 (28) 
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𝑃 =
𝑉𝐷𝐶

2

𝑅𝐿
; (30) 

 

donde 𝑅𝐿 es la resistencia de carga, 𝛼 es el factor de fuerza del transductor 
piezoeléctrico, 𝐶0 es la capacitancia de bloqueo interna, 𝜔 es la frecuencia resonante 
y 𝑌𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜 es el desplazamiento relativo. 

2.2.4.2. CIRCUITO SECE 

El circuito SECE típico que se describe en la Figura 5, se basa en la sincronización 
precisa de la conmutación de los elementos del circuito para lograr una mayor 
eficiencia de conversión de energía. En dicho circuito se utilizan condensadores 
adicionales junto con el condensador de recolección de energía para permitir una 
conmutación precisa y eficiente. Estos condensadores se cargan y descargan en 
sincronía con el ciclo de vibración del material piezoeléctrico, lo que mejora la 
transferencia de energía al circuito. 

Con base en la investigación de (X. Wang, 2016), la ecuación que rige el 
comportamiento del voltaje en la resistencia de carga es la siguiente: 

 

𝑉𝑚 =
2𝛼𝑌𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜

𝐶0
. (31) 

 donde 𝑉𝑚 es el voltaje antes de la inversión de voltaje. Por otra parte, en (H. Wang 
et al., 2015) se menciona que para calcular el voltaje 𝑉𝑀  después de dicha inversión 
se utilizan las siguientes ecuaciones:  

Donde, 𝑄𝑖  denota el factor de calidad del elemento piezoeléctrico. 
 

2.2.4.3. CIRCUITO SSHI-PARALELO 

El circuito de recolección de energía piezoeléctrica SSHI (Synchronized Switch 
Harvesting on Inductor) es una técnica de acondicionamiento de energía diseñada 
para mejorar la eficiencia de la recolección de energía de dispositivos piezoeléctricos. 
SSHI se basa en la sincronización de conmutación de varios condensadores en 
paralelo o en serie con una bobina de inductor para maximizar la transferencia de 
energía. 

En el circuito SSHI-Paralelo, varios condensadores se conectan en paralelo con 
la bobina de inductor. Cada condensador se carga y descarga en sincronía con el ciclo 
de vibración del material piezoeléctrico, aprovechando al máximo la energía 

      𝑉𝑀 = 𝛾𝑉𝑚; (32) 

𝛾 = 𝑒
−
𝜋

2𝑄𝑖.   (33) 
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generada. La conmutación de los condensadores en paralelo se realiza mediante 
transistores controlados por voltaje o interruptores MOSFET. La sincronización 
precisa de la conmutación ayuda a minimizar las pérdidas de energía y mejorar la 
eficiencia de la recolección de energía. 

De acuerdo con (X. Wang, 2016), la ecuación que rige el comportamiento del 
voltaje en la resistencia de carga es la siguiente: 

 

𝑉𝐷𝐶 =
2𝑅𝐿𝛼

𝑅𝐿𝐶0(1+𝑒
−
𝜋
2𝑄𝑖)𝜔+𝜋

𝜔𝑌𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜. (34) 

 

2.2.4.4. CIRCUITO SSHI-SERIE 

En este circuito, varios condensadores se conectan en serie con la bobina de 
inductor. Al igual que en el caso del SSHI-Paralelo, cada condensador se carga y 
descarga en sincronía con el ciclo de vibración. Sin embargo, en este caso, la 
configuración en serie permite alcanzar voltajes más altos. Al conmutar los 
condensadores en serie, se puede lograr una mayor eficiencia y una mejor adaptación 
a diferentes condiciones de carga. 

 De acuerdo con (X. Wang, 2016), la ecuación que rige el comportamiento del 
voltaje en la resistencia de carga es la siguiente: 

 

𝑉𝐷𝐶 =
2𝑅𝐿𝛼𝜔𝑌𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜(1 + 𝑒

−
𝜋
2𝑄𝑖))

2𝑅𝐿𝐶0𝜔(1 + 𝑒
−
𝜋
2𝑄𝑖) + 𝜋(1 − 𝑒

−
𝜋
2𝑄𝑖)

 . (35) 
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3 CAPÍTULO 3: MODELOS 
MATEMÁTICOS 

 

3.1. MODELO MATEMÁTICO DE UN CUARTO DE 

VEHÍCULO CON TRANSDUCTOR PIEZOELÉCTRICO 

ACOPLADO  

 

 
Figura 16. Modelo de una cuarta parte del vehículo con transductor piezoeléctrico acoplado. 

 

En la Figura 16 se puede observar el modelo de una cuarta parte del vehículo con 
el transductor piezoeléctrico acoplado, este modelo es similar al mostrado 
anteriormente; sin embargo, en este nuevo modelo se agrega el elemento 
piezoeléctrico 𝑃𝑍𝑇  acoplado al sistema de suspensión. En este mismo contexto y 
debido a las velocidades y desplazamientos relativos que ocurren en el sistema de 
suspensión, el elemento piezoeléctrico genera un voltaje de salida 𝑉, este último se 
logra determinar a partir del modelo matemático del circuito de recolección de 
energía. Con esto en mente,  𝑅 hace referencia a la resistencia de la carga de dicho 
circuito.   

En el caso de las masas de la carrocería y el neumático, los coeficientes de 
amortiguamiento y coeficientes de rigidez se representan de la misma manera que 
en el modelo matemático de un cuarto de vehículo revisado en la subsección 2.2.3. 
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Asimismo, el vehículo es excitado debido al perfil irregular de la carretera, dicha 
excitación se representa con la coordenada 𝑌, esta transmite el desplazamiento 
vertical a los neumáticos 𝑌𝑢𝑠 y estos a su vez a la carrocería del automóvil 𝑌𝑠 (Al-
Yafeai et al., 2019).   

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del modelo de un cuarto de vehículo 
se obtienen a partir del balance energético que proporciona la formulación de Euler-
Lagrange, dichas ecuaciones son las siguientes: 

El Lagrangiano 𝐿 de este sistema se define como: 

 

𝐿(𝑡) =  
1

2
𝑀𝑠𝑌̇𝑠

2
+
1

2
𝑀𝑢𝑠𝑌̇𝑢𝑠

2
−
1

2
𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠)

2 −
1

2
𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌)

2. 
(36) 

 

Por otro lado, la función de disipación de energía 𝐷 del modelo de un cuarto de 
vehículo se expresa de la siguiente manera: 

 

𝐷(𝑡) =
1

2
𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠)

2
+
1

2
𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇)

2
. 

(37) 

 

Luego, aplicando el formulismo de Euler-Lagrange se obtienen las dos ecuaciones 
diferenciales que describen la dinámica del sistema. Estas son las siguientes: 

 

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑠
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑠
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑠
+ 𝛼𝑉 = 0                                                                                      

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑢𝑠
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑢𝑠
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑢𝑠
− 𝛼𝑉 = 0                                                                                

 (38) 

 

De las ecuaciones anteriores se observa el termino 𝛼 que denota el factor de fuerza 
piezoeléctrica, y 𝑉 el voltaje generado por el elemento piezoeléctrico.  

A partir del conjunto de ecuaciones (38) se obtienen las ecuaciones de 
movimiento de la masa del chasis 𝑀𝑠 y de la masa del neumático 𝑀𝑢𝑠: 

 

𝑀𝑠𝑌̈𝑠 = −𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) − 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) − 𝛼𝑉 
(39) 

𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠 = 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) − 𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌) + 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) − 𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇) + 𝛼𝑉 
(40) 

 

Donde 𝑀𝑠𝑌̈𝑠  y  𝑀𝑢𝑠𝑌̈𝑢𝑠 representan las fuerzas inerciales producidas por las masas 
del chasis y el neumático, respectivamente. Adicionalmente, 𝐾(𝑌𝑠 − 𝑌𝑢𝑠) y  

𝐾𝑡(𝑌𝑢𝑠 − 𝑌) representan las fuerzas de restitución, 𝐶(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) y 𝐶𝑡(𝑌̇𝑢𝑠 − 𝑌̇)  son las 
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fuerzas de amortiguamiento originadas en la suspensión y en el neumático, 

respectivamente. Por último, la excitación del perfil irregular de la carretera 𝑌̇, la 
cual se puede aproximar mediante la siguiente ecuación diferencial estocástica,  

𝑌̇ (𝑡) =  −2𝜋𝑓0𝑌 (𝑡)  +  2𝜋𝜂0𝑊(𝑡)√𝐺𝑥(𝜂0)𝛾(𝑡)   
(41) 

 

donde 𝑓0  =  0.0628 𝐻𝑧 representa la frecuencia de corte, 𝜂0  =  0.1 𝑚
−1 es la 

frecuencia espacial de referencia, 𝐺𝑥(𝜂0) es el coeficiente de rugosidad de la 
carretera, 𝛾(𝑡) es la velocidad de conducción del vehículo, y 𝑊(𝑡) es un proceso 
estocástico estacionario (ruido blanco gaussiano) con media temporal igual a cero. 
Finalmente, 𝑌(𝑡) es el perfil irregular de la carretera (Xie & Wang, 2015). 

 

 

 
 

Con base en ley de la conservación de la energía, la energía disipada por el 
amortiguador es igual a la energía recolectada por el material piezoeléctrico (Xie & 
Wang, 2015), el voltaje 𝑉 generado por el elemento PZT se calcula a partir de la 
ecuación (42). Dicha ecuación no es más que el producto del factor de fuerza 𝛼, por 
la velocidad relativa del material piezoeléctrico, esto se denota en la parte izquierda 
de la ecuación (42) y con base en el análisis del circuito de recolección de energía 
piezoeléctrica (Figura 17) se obtiene la parte derecha de la ecuación (42).  

 

𝛼(𝑌̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑠) =
𝑉

𝑅
+ 𝐶0𝑉.̇  

(42) 

 

Figura 17. Circuito de recolección de energía piezoeléctrica básico  (X. Wang, 2016). 
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Además, en (Guyomar et al., 2009) se define el factor de fuerza 𝛼 como la 
cantidad de fuerza necesaria para generar 1 𝑉 en el material piezoeléctrico, asimismo 

se representa en unidades de 
𝑁

𝑉
 o 

𝐴∗𝑠

𝑚
, mientras que la capacitancia 𝐶0 representa la 

propiedad capacitiva interna del material piezoeléctrico, sus unidades son los 
Faradios. Las ecuaciones que describen 𝛼 y 𝐶0 son las siguientes: 

 

𝛼 = −
𝑒33 ∗ 𝑆0
𝐻

, 
(43) 

𝐶0 =
𝜀33
𝑆 ∗ 𝑆0
𝐻

; 
(44) 

 

donde 𝑒33 y 𝜀33
𝑆  son la constante piezoeléctrica y la permitividad, respectivamente, 

mientras que 𝑆0 y 𝐻 son el área de superficie y el grosor del disco piezoeléctrico, 
respectivamente.  

3.2. MODELO MATEMÁTICO DE LA MITAD DEL 

VEHÍCULO  

El modelo de la mitad de vehículo, mostrado en la (Figura 18), es un sistema con 
4 grados de libertad; en este modelo se considera la mitad del automóvil partido por 
el eje longitudinal del vehículo, con esto en mente la masa de la mitad del vehículo 
se representa por 𝑀𝑠, mientras que la masa de los neumáticos 𝑀𝑢𝑟 y 𝑀𝑢𝑓 trasero y 

frontal, respectivamente. Por otra parte, las principales dinámicas que considera este 
modelo son: el desplazamiento vertical del chasis 𝑌𝑠, los desplazamientos de los 
neumáticos delanteros 𝑌𝑢𝑟 y traseros 𝑌𝑢𝑓, y el desplazamiento angular 𝜃𝑠, que 

representa el movimiento de cabeceo del vehículo. Es importante mencionar que, 
debido al movimiento angular se considera el momento de inercia polar de la masa 
del chasis, el cual se denota con 𝐼𝑠. Por otro lado, 𝑙𝑟 y 𝑙𝑓, son las distancias con 

respecto al centro de masa del chasis. Por último, 𝑌𝑟𝑟 y 𝑌𝑟𝑓 son las excitaciones 

estocásticas provocadas por el perfil irregular de la carretera. 
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Este modelo cuenta con los coeficientes de rigidez y amortiguamiento del sistema 
de suspensión denotados como 𝐾𝑟, 𝐾𝑓, 𝐶𝑟 y 𝐶𝑓, respectivamente. Por otra parte, el 

elemento piezoeléctrico 𝑃𝑍𝑇 se acopla a cada uno de los sistemas de suspensión, en 
este caso al frontal y al trasero. A su vez, una resistencia de carga 𝑅 se conecta al 
circuito de recolección de energía. Por último, se consideran los coeficientes de 
rigidez y de amortiguamiento del neumático trasero y frontal, que se denotan como 
𝐾𝑡𝑟, 𝐾𝑡𝑓, 𝐶𝑡𝑟 y 𝐶𝑡𝑓, respectivamente.  

Las ecuaciones que rigen el comportamiento dinámico del modelo de la mitad del 
vehículo se obtienen a partir del balance energético que proporciona la formulación 
de Euler-Lagrange. Así, el Lagrangiano 𝐿(𝑡) resulta de la siguiente manera: 

 

𝐿(𝑡) =  
1

2
𝑀𝑠𝑌̇𝑠

2
+
1

2
𝑀𝑢𝑟𝑌̇𝑢𝑟

2
+
1

2
𝑀𝑢𝑓𝑌̇𝑢𝑓

2
+
1

2
𝐼𝑠𝜃̇𝑠

2

−
1

2
𝐾𝑟(𝑌𝑠 + 𝑙𝑟𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑟)

2 −
1

2
𝐾𝑓(𝑌𝑠 − 𝑙𝑓𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑓)

2

−
1

2
𝐾𝑡𝑟(𝑌𝑢𝑟 − 𝑌𝑟𝑟)

2 −
1

2
𝐾𝑡𝑓(𝑌𝑢𝑓 − 𝑌𝑟𝑓)

2
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La función de disipación de energía 𝐷(𝑡) del modelo de la mitad del vehículo se 
define como: 

 

𝐷(𝑡) =
1

2
𝐶𝑟(𝑌̇𝑠 + 𝑙𝑟𝜃̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑟)

2
+
1

2
𝐶𝑓(𝑌̇𝑠 − 𝑙𝑓𝜃̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑓)

2
+
1

2
𝐶𝑡𝑟(𝑌̇𝑢𝑟 − 𝑌̇𝑟𝑟)

2

+
1

2
𝐶𝑡𝑓(𝑌̇𝑢𝑓 − 𝑌̇𝑟𝑓)

2
 

(46) 

 

Figura 18. Modelo de la mitad del vehículo. 
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Por lo tanto, las ecuaciones del balance energético utilizando el formulismo de 
Euler-Lagrange son: 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑠
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑠
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑠
+ 𝛼𝑟𝑉𝑟 + 𝛼𝑓𝑉𝑓 = 0                                                                      

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑠̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑠
+
𝜕𝐷

𝜕𝜃̇𝑠
+ 𝑙𝑟(𝛼𝑟𝑉𝑟) − 𝑙𝑓(𝛼𝑓𝑉𝑓) = 0                                                       

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑢𝑟
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑢𝑟
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑢𝑟
− 𝛼𝑟𝑉𝑟 = 0                                                                              

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑢𝑓
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑢𝑓
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑢𝑓
− 𝛼𝑓𝑉𝑓 = 0                                                                             

 (47) 

 

Del sistema (47) se observa a 𝑉𝑟 y 𝑉𝑓 que representan los voltajes generadores por 

los transductores piezoeléctricos trasero y delantero, respectivamente. 
Adicionalmente, de estas ecuaciones se obtiene la ecuación de movimiento de la 

masa del chasis 𝑌̈𝑠: 

 

𝑀𝑠𝑌̈𝑠 = −𝐾𝑟(𝑌𝑠 + 𝑙𝑟𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑟) − 𝐾𝑓(𝑌𝑠 − 𝑙𝑓𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑓) − 𝐶𝑟(𝑌𝑠̇ + 𝑙𝑟𝜃𝑠̇ − 𝑌̇𝑢𝑟)

− 𝐶𝑓(𝑌̇𝑠 − 𝑙𝑓𝜃̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑓) − 𝛼𝑟𝑉𝑟 − 𝛼𝑓𝑉𝑓 

(48) 

 

Asimismo, del sistema (47) se obtiene la ecuación del movimiento de cabeceo del 

chasis 𝜃̈𝑠: 

 

𝐼𝑠𝜃̈𝑠 = 𝑙𝑓[𝐾𝑓(𝑌𝑠 − 𝑙𝑓𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑓) + 𝐶𝑓(𝑌̇𝑠 − 𝑙𝑓𝜃̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑓) + 𝛼𝑓𝑉𝑓]

− 𝑙𝑟[𝐾𝑟(𝑌𝑠 + 𝑙𝑟𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑟) + 𝐶𝑟(𝑌𝑠̇ + 𝑙𝑟𝜃𝑠̇ − 𝑌̇𝑢𝑟) + 𝛼𝑟𝑉𝑟] 
(49) 

Del sistema (47) se obtienen las ecuaciones de movimiento de las masas de los 

neumáticos, trasero 𝑌̈𝑢𝑟 y delantero 𝑌̈𝑢𝑓: 

 

𝑀𝑢𝑟𝑌̈𝑢𝑟 = 𝐾𝑟(𝑌𝑠 + 𝑙𝑟𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑟) + 𝐶𝑟(𝑌𝑠̇ + 𝑙𝑟𝜃𝑠̇ − 𝑌̇𝑢𝑟)

− 𝐾𝑡𝑟(𝑌𝑢𝑟 − 𝑌𝑟𝑟)                − 𝐶𝑡𝑟(𝑌̇𝑢𝑟 − 𝑌̇𝑟𝑟) + 𝛼𝑟𝑉𝑟  

(50) 

𝑀𝑢𝑓𝑌̈𝑢𝑓 = 𝐾𝑓(𝑌𝑠 − 𝑙𝑓𝜃𝑠 − 𝑌𝑢𝑓) + 𝐶𝑓(𝑌̇𝑠 − 𝑙𝑓𝜃̇𝑠 − 𝑌̇𝑢𝑓)

− 𝐾𝑡𝑓(𝑌𝑢𝑓 − 𝑌𝑟𝑓)             − 𝐶𝑡𝑓(𝑌̇𝑢𝑓 − 𝑌̇𝑟𝑓) + 𝛼𝑓𝑉𝑓 

(51) 
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Donde 𝑌̇𝑟𝑟 y 𝑌̇𝑟𝑓 denotan la excitación del perfil irregular de la carretera, las cuales 

están dadas por la siguiente ecuación: 

𝑌̇𝑟𝑟 = 𝑌̇𝑟𝑓 (𝑡) =  −2𝜋𝑓0𝑌 (𝑡)  +  2𝜋𝜂0𝑊(𝑡)√𝐺𝑥(𝜂0)𝛾(𝑡)   
(52) 

Por último, se obtienen las ecuaciones dinámicas en el dominio eléctrico del 
circuito de recolección de energía piezoeléctrica utilizando las leyes de Kirchhoff: 

 

𝛼𝑟(𝑌𝑠̇ + 𝑙𝑟𝜃𝑠̇ − 𝑌̇𝑢𝑟) =
𝑉𝑟

𝑅𝑟
+ 𝐶0𝑟𝑉̇𝑟, 

(53) 

𝛼𝑓(𝑌𝑠̇ − 𝑙𝑓𝜃𝑠̇ − 𝑌̇𝑢𝑓) =
𝑉𝑓

𝑅𝑓
+ 𝐶0𝑓𝑉̇𝑓; 

(54) 

 

donde 𝐶0𝑟 y 𝐶0𝑓 son las capacitancias de bloqueo del elemento piezoeléctrico trasero 

y frontal, respectivamente. 𝑅𝑟 y 𝑅𝑓 las resistencias de carga de los circuitos de 

recolección trasero y frontal. 𝑉̇𝑟 y 𝑉̇𝑓 representan las variaciones de voltaje con 

respecto al tiempo.  

3.3. MODELO MATEMÁTICO DEL VEHÍCULO 

COMPLETO 

El modelo de vehículo completo es un sistema de 7 grados de libertad, que 
considera las dinámicas tanto de cabeceo como de balanceo del vehículo. Este 
modelo está constituido por la masa del chasis 𝑀𝑏, las cuatro masas de los 
neumáticos 𝑀𝑛𝑡𝑖, 𝑀𝑛𝑓𝑖, 𝑀𝑛𝑡𝑑 y 𝑀𝑛𝑓𝑑 trasero izquierdo, frontal izquierdo, trasero 

derecho y frontal derecho, respectivamente. Adicionalmente, debido a los 
movimientos de cabeceo 𝛼, y balanceo 𝛽, se consideran los momentos de inercia de 
masa con respecto a los ejes de rotación del chasis; dichos momentos de inercia están 
respectivamente representados por 𝐼𝑎 e 𝐼𝑏. Nótese que, las distancias longitudinales 
𝐿𝑡, 𝐿𝑓 , 𝐿𝑖 y 𝐿𝑑 se miden a partir del centro de gravedad de masa del chasis, como se 

muestran en la Figura 19. Adicionalmente, este modelo considera la rigidez, 
amortiguamiento y el material piezoeléctrico acoplado a cada una de las cuatro 
suspensiones del vehículo, es decir, existen 𝐾𝑡𝑖, 𝐶𝑡𝑖 y 𝑃𝑍𝑇 trasero izquierdo;  𝐾𝑓𝑖, 𝐶𝑓𝑖 

y 𝑃𝑍𝑇 frontal izquierdo; 𝐾𝑡𝑑, 𝐶𝑡𝑑 y 𝑃𝑍𝑇 trasero derecho; y por último 𝐾𝑓𝑑, 𝐶𝑓𝑑 y 𝑃𝑍𝑇 

frontal derecho. En el caso de la rigidez y amortiguamiento de los neumáticos, se 
considera de igual manera, 𝐾𝑛𝑡𝑖 y 𝐶𝑛𝑡𝑖 trasero izquierdo; 𝐾𝑛𝑓𝑖 y 𝐶𝑛𝑓𝑖 frontal izquierdo; 

𝐾𝑛𝑡𝑑 y 𝐶𝑛𝑡𝑑 trasero derecho; y por último un 𝐾𝑛𝑓𝑑 y 𝐶𝑛𝑓𝑑 frontal derecho. 
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Las coordenadas de posición de cada masa se representan como  𝑌𝑏  que describe 
el desplazamiento de la masa del chasis, 𝑌𝑛𝑡𝑖, 𝑌𝑛𝑓𝑖, 𝑌𝑛𝑡𝑑 y 𝑌𝑛𝑓𝑑, coordenadas de 

desplazamiento de los cuatro neumáticos del vehículo. Por último, las excitaciones 
estocásticas provocadas por el perfil irregular de la carretera se representan con las 
siguientes variables de entrada  𝑌𝑟𝑡𝑖, 𝑌𝑟𝑓𝑖, 𝑌𝑟𝑡𝑑 y 𝑌𝑟𝑓𝑑.   

Las ecuaciones que rigen el comportamiento dinámico del modelo de vehículo 
completo se obtienen a partir del balance energético que proporciona la formulación 
de Euler-Lagrange, tal como se muestra en la subsección 2.2.1. El Lagrangiano 𝐿(𝑡) 
de este sistema se describe a partir de la siguiente ecuación: 

 

𝐿(𝑡) =  
1

2
𝑀𝑏𝑌̇𝑏

2
+
1

2
𝐼𝑎𝛼̇

2 +
1

2
𝐼𝑏𝛽̇

2 +
1

2
𝑀𝑛𝑡𝑖𝑌̇𝑛𝑡𝑖

2
+
1

2
𝑀𝑛𝑓𝑖𝑌̇𝑛𝑓𝑖

2
+
1

2
𝑀𝑛𝑡𝑑𝑌̇𝑛𝑡𝑑

2

+
1

2
𝑀𝑛𝑓𝑑𝑌̇𝑛𝑓𝑑

2
−
1

2
𝐾𝑡𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑖)

2

−
1

2
𝐾𝑓𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑖)

2
−
1

2
𝐾𝑡𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑑)

2

−
1

2
𝐾𝑓𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑑)

2
−
1

2
𝐾𝑛𝑡𝑖(𝑌𝑛𝑡𝑖 − 𝑌𝑟𝑡𝑖)

2

−
1

2
𝐾𝑛𝑓𝑖(𝑌𝑛𝑓𝑖 − 𝑌𝑟𝑓𝑖)

2
−
1

2
𝐾𝑛𝑡𝑑(𝑌𝑛𝑡𝑑 − 𝑌𝑟𝑡𝑑)

2

−
1

2
𝐾𝑛𝑓𝑑(𝑌𝑛𝑓𝑑 − 𝑌𝑟𝑓𝑑)

2
 

(55) 

 

Figura 19. Modelo del sistema de suspensión del vehículo completo. 
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Asimismo, con base en la formulación de Euler-Lagrange descrita en (Spiegel, 
2007) se obtiene la función de disipación de energía 𝐷(𝑡), denotada en la siguiente 
expresión: 

 

𝐷(𝑡) =
1

2
𝐶𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖)

2
+
1

2
𝐶𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖)

2

+
1

2
𝐶𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑)

2

+
1

2
𝐶𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑)

2
+
1

2
𝐶𝑛𝑡𝑖(𝑌̇𝑛𝑡𝑖 − 𝑌̇𝑟𝑡𝑖)

2

+
1

2
𝐶𝑛𝑓𝑖(𝑌̇𝑛𝑓𝑖 − 𝑌̇𝑟𝑓𝑖)

2
+
1

2
𝐶𝑛𝑡𝑑(𝑌̇𝑛𝑡𝑑 − 𝑌̇𝑟𝑡𝑑)

2

+
1

2
𝐶𝑛𝑓𝑑(𝑌̇𝑛𝑓𝑑 − 𝑌̇𝑟𝑓𝑑)

2
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Con base en el diagrama del modelo de vehículo completo y mediante el balance 
de energía proporcionado por la formulación de Euler-Lagrange, se obtienen las 
ecuaciones que rigen el comportamiento de cada coordenada de movimiento. Estas 
son las siguientes: 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑏
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑏
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑏
+ 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 + 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖 + 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑 + 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑 = 0                                                    

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝛼̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝛼
+
𝜕𝐷

𝜕𝛼̇
+ 𝐿𝑡(𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖) − 𝐿𝑓(𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖) + 𝐿𝑡(𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑) − 𝐿𝑓(𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑) = 0                        

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝛽̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝛽
+
𝜕𝐷

𝜕𝛽̇
+𝐿𝑖(𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖) + 𝐿𝑖(𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖) − 𝐿𝑑(𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑) − 𝐿𝑑(𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑) = 0                        

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑡𝑖
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑖
− 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 = 0                                                                                                 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑓𝑖
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑖
− 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖 = 0                                                                                               

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑑
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑡𝑑
+

𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑑
− 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑 =  0                                                                                             

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑑
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑓𝑑
+

𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑑
− 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑 = 0                                                                                             

 (57) 
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Asimismo, con base en el sistema (57), se obtiene la expresión que describe el 

movimiento de la masa del chasis 𝑌̈𝑏, 

 

𝑀𝑏𝑌̈𝑏 = −𝐾𝑡𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑖) − 𝐾𝑓𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑖)

− 𝐾𝑡𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑑)

− 𝐾𝑓𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑑) − 𝐶𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖)

− 𝐶𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖) − 𝐶𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑)

− 𝐶𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑) − 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 − 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖 − 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑
− 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑  

(58) 

 

La ecuación del movimiento de cabeceo del chasis 𝛼̈, 

 

𝐼𝑎𝛼̈ = −𝐿𝑡[𝐾𝑡𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑖) + 𝐾𝑡𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑑)

+ 𝐶𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖) + 𝐶𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑)

+ 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 + 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑]

+ 𝐿𝑓[𝐾𝑓𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑖)

+ 𝐾𝑓𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑑) + 𝐶𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖)

+ 𝐶𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑) + 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖 + 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑] 

(59) 

 

la ecuación del movimiento de balanceo del chasis 𝛽̈, 

 

𝐼𝑏𝛽̈ = 𝐿𝑖[−𝐾𝑡𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑖) − 𝐾𝑓𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑖)

− 𝐶𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖) − 𝐶𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖)

− 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 − 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖]

+ 𝐿𝑑[𝐾𝑡𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑑)

+ 𝐾𝑓𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑑)

+ 𝐶𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑) + 𝐶𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑)

+ 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑 + 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑], 

(60) 

 

y las ecuaciones de movimiento de las masas de los cuatro neumáticos. 

 

𝑀𝑛𝑡𝑖𝑌̈𝑛𝑡𝑖 = 𝐾𝑡𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑖) − 𝐾𝑛𝑡𝑖(𝑌𝑛𝑡𝑖 − 𝑌𝑟𝑡𝑖)

+ 𝐶𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖) − 𝐶𝑛𝑡𝑖(𝑌̇𝑛𝑡𝑖 − 𝑌̇𝑟𝑡𝑖) + 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖; 
(61) 

𝑀𝑛𝑓𝑖𝑌̈𝑛𝑓𝑖 = 𝐾𝑓𝑖(𝑌𝑏 + 𝐿𝑖𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑖) − 𝐾𝑛𝑓𝑖(𝑌𝑛𝑓𝑖 − 𝑌𝑟𝑓𝑖)

+ 𝐶𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖) − 𝐶𝑛𝑓𝑖(𝑌̇𝑛𝑓𝑖 − 𝑌̇𝑟𝑓𝑖) + 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖; 
(62) 

𝑀𝑛𝑡𝑑𝑌̈𝑛𝑡𝑑 = 𝐾𝑡𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 + 𝐿𝑡𝛼 − 𝑌𝑛𝑡𝑑) − 𝐾𝑛𝑡𝑑(𝑌𝑛𝑡𝑑 − 𝑌𝑟𝑡𝑑)

+  𝐶𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑) − 𝐶𝑛𝑡𝑑(𝑌̇𝑛𝑡𝑑 − 𝑌̇𝑟𝑡𝑑) + 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑; 
(63) 
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𝑀𝑛𝑓𝑑𝑌̈𝑛𝑓𝑑 = 𝐾𝑓𝑑(𝑌𝑏 − 𝐿𝑑𝛽 − 𝐿𝑓𝛼 − 𝑌𝑛𝑓𝑑) − 𝐾𝑛𝑓𝑑(𝑌𝑛𝑓𝑑 − 𝑌𝑟𝑓𝑑)

+ 𝐶𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑) − 𝐶𝑛𝑓𝑑(𝑌̇𝑛𝑓𝑑 − 𝑌̇𝑟𝑓𝑑)

+ 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑. 

(64) 

 

Por último, se obtienen las ecuaciones, en el dominio eléctrico, de los elementos 
piezoeléctricos acoplados al sistema de suspensión, considerando el análisis de la 
energía producida por la velocidad relativa del elemento en cada suspensión. 

 

 Por último, 𝑌̇𝑔𝑡𝑖, 𝑌̇𝑔𝑓𝑖, 𝑌̇𝑔𝑡𝑑 y 𝑌̇𝑔𝑓𝑑 denotan la excitación del perfil irregular de la 

carretera, las cuales están dadas por la siguiente ecuación: 

 

3.4. FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA 

En vibraciones mecánicas, la función de transferencia del sistema describe la 
relación entre la respuesta y la excitación aplicada, que generalmente es una 
representación matemática en el dominio de la frecuencia. Es una herramienta 
fundamental para analizar y comprender el comportamiento dinámico de un sistema 
vibratorio tanto en el estado transitorio como estable. Matemáticamente, se expresa 
como la relación entre la transformada de Fourier de la entrada con respecto a las 
fuerzas conservativas y no conservativas del sistema. 

Para obtener la función de transferencia de un sistema mecánico, es necesario 
aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones del modelo matemático que rige 
el comportamiento dinámico del sistema de suspensión piezoeléctrico. Es 
importante mencionar que, dado que en el modelo del vehículo con suspensión 
pasiva convencional en muchos casos es simétrico, por simplicidad, es conveniente 
analizar un cuarto de la suspensión del vehículo. Esta cuarta parte del sistema es un 
modelo simplificado del modelo del vehículo completo (E. Barredo, 2019).  

𝛼𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖) =
𝑉𝑡𝑖
𝑅𝑡𝑖

+ 𝐶0𝑡𝑖𝑉̇𝑡𝑖 ; 
(65) 

𝛼𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖) =
𝑉𝑓𝑖

𝑅𝑓𝑖
+ 𝐶0𝑓𝑖𝑉̇𝑓𝑖; 

(66) 

𝛼𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑) =
𝑉𝑡𝑑
𝑅𝑡𝑑

+ 𝐶0𝑡𝑑𝑉̇𝑡𝑑; 
(67) 

𝛼𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑) =
𝑉𝑓𝑑

𝑅𝑓𝑑
+ 𝐶0𝑓𝑑𝑉̇𝑓𝑑. 

(68) 

𝑌̇𝑔𝑡𝑖(𝑡) = 𝑌̇𝑔𝑓𝑖(𝑡) = 𝑌̇𝑔𝑡𝑑(𝑡) = 𝑌̇𝑔𝑓𝑑 (𝑡) = −2𝜋𝑓0𝑌 (𝑡)  +  2𝜋𝜂0𝑊(𝑡)√𝐺𝑥(𝜂0)𝛾(𝑡)   
(69) 
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Al aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones (39), (40) y (42), se 
obtienen las siguientes ecuaciones:  

 

𝛼𝑉(𝑠) + (𝑀𝑠𝑠
2 + 𝐶𝑠 + 𝐾)𝑌𝑠(𝑠) + (−𝐶𝑠 − 𝐾)𝑌𝑢𝑠(𝑠) = 0 

(70) 

−𝛼𝑉(𝑠) + (−𝐶𝑠 − 𝐾)𝑌𝑠(𝑠) + (𝑀𝑢𝑠𝑠
2 + 𝐶𝑠 + 𝐶𝑡𝑠 + 𝐾 + 𝐾𝑡)𝑌𝑢𝑠(𝑠) − (𝐶𝑡𝑠

+ 𝐾𝑡)𝑌(𝑠) = 0 

(71) 

(−𝑠𝐶0 −
1

𝑅
)𝑉(𝑠) + 𝑠𝛼𝑌𝑠(𝑠) − 𝑠𝛼𝑌𝑢𝑠(𝑠) = 0 

(72) 

 

Es importante mencionar que, las condiciones iniciales del desplazamiento, 
velocidad y voltaje en el transductor piezoeléctrico se asumen iguales a cero, 𝑌𝑠(0), 
𝑌𝑢𝑠(0) y 𝑉(0) (X. Wang, 2016). 

A partir de las ecuaciones anteriores se resuelve el sistema de 3 ecuaciones con 3 
incógnitas, y como resultado se obtienen las funciones de transferencia, que 
relacionan cada variable 𝑌𝑠(𝑠),  𝑌𝑢𝑠(𝑠) y 𝑉(𝑠) con la excitación de entrada (𝑌(𝑠)). 

 

𝐺1(𝑠) =
𝑌𝑠(𝑠)

𝑌(𝑠)
 (73) 

𝐺2(𝑠) =
  𝑌𝑢𝑠(𝑠)

𝑌(𝑠)
 

(74) 

𝐺3(𝑠) =
𝑉(𝑠)

𝑌(𝑠)
 

(75) 

 
 

3.5. FUNCIÓN DE RESPUESTA EN FRECUENCIA 

La función de respuesta en frecuencia proporciona información sobre cómo un 
sistema mecánico responde a diferentes frecuencias de excitación, lo que permite 
analizar y caracterizar su comportamiento dinámico, específicamente en 
condiciones de resonancia. Asimismo, se utiliza para el diseño de sistemas de control 
y para evaluar la efectividad de mitigación de vibración de los sistemas anti-
vibratorios. 

Para obtener la función de respuesta en frecuencia del sistema de suspensión 
piezoeléctrico, es necesario aplicar la transformada de Fourier a las ecuaciones (39), 
(40) y (42). Como resultado se obtienen las siguientes ecuaciones: 
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𝛼𝑉(𝐼𝜔) + (−𝜔2𝑀𝑠 + 𝐼𝜔𝑐 + 𝑘)𝑌𝑠(𝐼𝜔) + (−𝐼𝜔𝑐 − 𝑘)𝑌𝑢𝑠(𝐼𝜔) = 0 
(76) 

−𝛼𝑉(𝐼𝜔) + (−𝐼𝜔𝑐 − 𝑘)𝑌𝑠(𝐼𝜔) + (−𝜔
2𝑀𝑢𝑠 + 𝐼𝜔𝑐 + 𝐼𝜔𝑐𝑡 + 𝑘 + 𝑘𝑡)𝑌𝑢𝑠(𝐼𝜔)

− (𝐼𝜔𝑐𝑡 + 𝑘𝑡)𝑌(𝐼𝜔) = 0 

(77) 

(−𝐼𝜔𝐶0 −
1

𝑅
)𝑉(𝐼𝜔) + (𝐼𝜔𝛼)𝑌𝑠(𝐼𝜔) − (𝐼𝜔𝛼)𝑌𝑢𝑠(𝐼𝜔) = 0 

(78) 

 

Estas ecuaciones se utilizan para analizar el comportamiento dinámico en el 
dominio de la frecuencia del circuito de recolección de energía vibratoria, ya que al 
variar la frecuencia de excitación 𝜔 en un rango determinado, es posible cuantificar 
la potencia eléctrica generada por el transductor piezoeléctrico. 

 

3.6. SIMULACIÓN MONTE CARLO 

La simulación Monte Carlo es una técnica estadística que se utiliza para modelar 
y analizar sistemas complejos mediante la generación de muestras aleatorias y así 
obtener múltiples resultados numéricos. Esta técnica se basa en la generación de 
valores aleatorios dentro de un rango determinado para simular eventos y realizar 
un análisis estadístico de los resultados. Adicionalmente, este análisis estadístico 
proporciona una orientación para el diseño y la toma de decisiones operativas. 
Asimismo, desempeña un papel importante en la selección de los parámetros del 
sistema, que optimizan ciertas medidas de rendimiento (Rubinstein & Kroese, 2017). En el 
contexto de los sistemas mecánicos vibratorios y la recolección de energía vibratoria 
en suspensiones automotrices, la simulación Monte Carlo puede ser utilizada para 
evaluar y optimizar el rendimiento de estos sistemas. Al aplicar la simulación Monte 
Carlo se pueden tener en cuenta diversas fuentes de incertidumbre, como lo es la 
variabilidad en las características de las vibraciones de entrada al vehículo y los 
parámetros del sistema de suspensión basado en transductores piezoeléctricos, tales 
como, el coeficiente de rigidez, amortiguamiento y del material piezoeléctrico. 

Los beneficios de aplicar la simulación Monte Carlo en sistemas mecánicos 
vibratorios y la recolección de energía vibratoria en suspensiones automotrices son 
los siguientes: 

• Evaluación de rendimiento: Permite evaluar de manera exhaustiva el 
rendimiento del sistema en un amplio rango de condiciones y escenarios. 
Esto ayuda a identificar posibles problemas, limitaciones y áreas de 
mejora. 

• Optimización del diseño: Al utilizar la simulación Monte Carlo, es posible 
realizar análisis de sensibilidad y optimización del diseño del sistema. Se 
pueden evaluar diferentes configuraciones, materiales y parámetros para 
maximizar la eficiencia y la recolección de energía. 
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• Manejo de incertidumbre: La técnica Monte Carlo tiene en cuenta la 
incertidumbre inherente a los sistemas mecánicos vibratorios y las 
vibraciones del vehículo. Esto proporciona una visión más realista de los 
resultados, además, ayuda a contemplar los escenarios más probables en 
lugar de depender de valores fijos o estimaciones puntuales. 

En resumen, la simulación Monte Carlo es una herramienta poderosa para 
modelar y analizar sistemas mecánicos vibratorios y la recolección de energía 
vibratoria en suspensiones automotrices. Asimismo, permite evaluar el rendimiento 
del sistema anti-vibratorio, optimizar su diseño, manejar la incertidumbre y realizar 
un análisis estadístico para la toma de decisiones. 

Con base en lo anterior, se modela el sistema de recolección de energía 
piezoeléctrica acoplado a la suspensión automotriz en el dominio de la frecuencia, 
para generar múltiples muestras aleatorias de los parámetros de interés. Estos 
parámetros, se relacionan principalmente con la cantidad de energía regenerada por 
el dispositivo piezoeléctrico. Posteriormente, se realizan los cálculos de simulación 
para cada muestra repetidamente.  

Los análisis de sensibilidad del ancho de banda se llevan a cabo con el fin de 
identificar y enfatizar la correlación de sensibilidad de los índices de rendimiento y 
la dinámica de la suspensión. Estas simulaciones de análisis de sensibilidad 
paramétrica se ejecutan utilizando MATLAB/Simulink (Abdelkareem et al., 2020).  

 

3.7. NORMA 𝓗𝟐 

Para realizar el análisis de señales estocásticas mediante la norma ℋ2 es 
importante considerar algunos conceptos de probabilidad y estadística debido a las 
características aleatorias que poseen este tipo de señales. El concepto de valor 
esperado o esperanza 𝐸[𝑥(𝑡)] de un proceso aleatorio representa el valor que se 
obtiene al promediar una señal definida en el tiempo desde −∞ hasta +∞.  De hecho, 
el valor esperado 𝐸[𝑥(𝑡)] de una señal 𝑥(𝑡) es el valor medio 𝑥̅(𝑡). Similarmente, 

𝐸[𝑥2(𝑡)] es el valor medio cuadrático o 𝑥2̅̅ ̅(𝑡).  

Por otra parte, la varianza se define como 𝜎𝑥
2 =

1

𝑇
∫ [𝑥(𝑡) − 𝑥̅(𝑡)]2𝑑𝑡
𝑇

0
, la cual, 

desarrollando resulta como; 𝜎𝑥
2 = [𝑥2̅̅ ̅(𝑡) − 𝑥̅(𝑡)]2, que no es mas que el valor medio 

cuadrático menos el valor medio, elevados al cuadrado. Adicionalmente, el concepto 
de desviación estándar se define como la raíz cuadrada de la varianza. Con esto en 
mente y considerando un proceso estocástico con media igual a cero (E. Barredo, 
2019), la desviación estándar resulta ser el valor RMS (root mean square), es decir, 

la raíz cuadrada de la media de los cuadrados de un conjunto de valor, 𝑅𝑀𝑆 = √𝑥2̅̅ ̅. 
Estas propiedades anteriormente mencionadas, son de gran importancia para 
determinar la respuesta vibratoria de una estructura bajo vibración estocástica. 
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La norma ℋ2 de la teoría del control óptimo se utiliza para diseñar controladores 
que minimicen la energía de vibración en un sistema, reduciendo así la respuesta 
vibratoria no deseada. La norma ℋ2 mide de la energía cuadrática promedio de la 
respuesta del sistema sujeto a vibración aleatoria estacionaria.  

Para calcular y optimizar la norma ℋ2, se debe considerar que el perfil de la 
carretera es un proceso estocástico estacionario que se puede representar a través de 
una función de densidad espectral de potencia (PSD) (E. Barredo, 2019). Luego, al 
aplicar la transformada de Fourier a la ecuación (41), la cual describe la excitación 
del perfil irregular de la carretera, se obtiene la expresión que describe la FRF 
(función de respuesta en frecuencia) de la excitación de entrada 𝑌𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎(𝐼𝜔), 

 

𝑌𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎(𝐼𝜔) =
2𝜋𝜂0√𝐺𝑥(𝜂0)𝑎(𝑡)

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
𝑊(𝐼𝜔). (79) 

 

Considerando que la respuesta del sistema se suele expresar en términos de 
densidades espectrales, se obtiene la expresión, ecuación (80) , que describe el 
espectro de potencia de salida del sistema de suspensión piezoeléctrico, donde 
𝑌𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎(𝐼𝜔) representa la FRF de la salida del sistema y |𝐻𝑖(𝐼𝜔)| representa el valor 
absoluto de la función de transferencia del sistema,  

 

𝑌𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎(𝐼𝜔) = |𝐻𝑖(𝐼𝜔)|𝑌𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎(𝐼𝜔) = |𝐻𝑖(𝐼𝜔)|
2𝜋𝜂0√𝐺𝑥(𝜂0)𝑎(𝑡)

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
𝑊(𝐼𝜔). (80) 

Con el objetivo de calcular el valor RMS del espectro de potencia de salida se 
utilizan las definiciones anteriormente mencionadas de valor esperado, varianza y 
desviación estándar. Por lo tanto, el valor esperado de 𝑌2𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎, se denota en la 
siguiente ecuación: 

𝐸[𝑌2𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎]

= (2𝜋𝜂0)
2𝐺𝑥(𝜂0)𝑎(𝑡)|𝑊(𝐼𝜔)|

2∫ |𝐻𝑖(𝐼𝜔)|
2

1

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
𝑑𝜔

∞

−∞

𝑊(𝐼𝜔). 
(81) 

Nótese que, en la ecuación (81), la PSD del ruido blanco Gaussiano es |𝑊(𝐼𝜔)|2 =
𝑆𝑥 = 𝑐𝑡𝑒. Adicionalmente, se aplica la definición de desviación estándar 
anteriormente mencionada y el teorema de Parseval (E. Barredo, 2019) para obtener 
el valor RMS de la PSD de salida. La expresión obtenida se presenta a continuación: 

 

𝐸[𝑌2𝑠] = (2𝜋𝜂0)√𝐺𝑥𝑆𝑥𝑎(𝑡) [
1

2𝜋
∫ |𝐻𝑖(𝐼𝜔)

1

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
|
2

𝑑𝜔
∞

−∞

]

1
2

. (82) 
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De la ecuación (82), la expresión  
1

2𝜋
∫ |𝐻𝑖(𝐼𝜔)

1

𝐼𝜔+2𝜋𝑓0
|
2

𝑑𝜔
∞

−∞
, es la definición de la 

norma ℋ2, la cual proporciona la energía total de vibración del sistema. Y al calcular 
su valor RMS se obtiene la magnitud promedio de la señal. 

Por otra parte, la definición de la norma ℋ2 también puede expresarse de la 
siguiente manera con el fin de obtener una solución de la integral (E. Barredo, 2019): 

 

‖𝐻(𝐼𝜔)‖2
2 =

1

2𝜋
∫ |𝐻𝑖(𝐼𝜔)|

2𝑑𝜔 =
∞

−∞

1

2𝜋𝐼
∫ |𝐻𝑖(−𝐼𝜔)||𝐻𝑖(𝐼𝜔)|𝑑𝜔
∞

−∞

=
1

2𝜋𝐼
∮|𝐻𝑖(−𝐼𝜔)||𝐻𝑖(𝐼𝜔)| 𝑑𝜔 =

1

2𝜋
2𝜋𝐼∑𝑅𝑒𝑠[𝑓𝑛; 𝐼𝜔𝑘]

𝑛

𝑘=1

 

(83) 

 

Como se observa, la ecuación anterior es una integral de contorno que se puede 
resolver usando el método de integración por residuos. Dicho método en la mayoría 
de los casos es difícil de resolver, por lo que, se ha optado por resolver la integral de 
la norma ℋ2 obteniendo la solución única de la ecuación de Lyapunov. La 
representación de dicha solución esta descrita en la ecuación (84). 

 

‖𝐻(𝐼𝜔)‖2
2𝑛𝑜𝑟𝑚 = ‖[𝑪](𝑠{𝑰} − {𝑨})−1[𝐵]‖2

2 =
1

2𝜋𝐼
∮|𝐻𝑖(−𝐼𝜔)||𝐻𝑖(𝐼𝜔)| 𝑑𝜔

= 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒([𝑪][𝑳][𝑪]𝑇) 

(84) 

 

En la ecuación anterior, se encuentran las matrices [𝑨], [𝑩], [𝑪], las cuales se 
obtienen a partir de los coeficientes de los polinomios de la FRF de |𝐻𝑖(𝐼𝜔)|, ecuación 
(85). En esa misma línea, {𝑰} representa la matriz identidad, por otra parte, la matriz 
[L] denota la solución única de Lyapunov ([𝑨][𝑳] + [𝑳][𝑨]𝑇 + [𝑩][𝑩]𝑇 = [0]).  En la 
ecuación (86), se observan las matrices anteriormente mencionadas.  

|𝐻𝑖(𝐼𝜔)| = |
B𝑛−1(𝐼𝜔)

𝑛−1 +⋯+ B1(𝐼𝜔) + 𝐵0
(𝐼𝜔)𝑛−1 + A𝑛−1(𝐼𝜔)𝑛−1 +⋯+ A1(𝐼𝜔) + 𝐴0

|

1
2

 
(85) 

[𝑨] =

[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 1
−A0 −A1 −A2 … A𝑛−1]

 
 
 
 

; [𝐁] =

[
 
 
 
 
0
0
⋮
0
1]
 
 
 
 

 ; 

[𝑪] = [𝐵0 𝐵1 𝐵2 ⋯ 𝐵𝑛−1]  

(86) 
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Con ayuda del software Maple, se obtiene analíticamente la solución única de 
Lyapunov. Es importante mencionar que para dar solución a la integral de la norma  
ℋ2, la solución única depende fuertemente de los coeficientes del polinomio de la 
FRF. Con esto en mente, al formular este polinomio, los coeficientes resultantes 
difieren al considerar la frecuencia de corte, es por esto que, en la ecuación (87), se 
describe la integral con los coeficientes del polinomio que incluye dicha frecuencia, 
y en la ecuación (88) sin contemplar la frecuencia de corte. Dichos coeficientes se 
encuentran en el apartado del APÉNDICE. 

 

∫ (
1

𝑰𝝎+ 𝜔0
𝐻𝑖(𝐼𝜔))

2+∞

−∞

𝑑𝜔

= ∫
B5𝝎

𝟏𝟎 + B4𝝎
𝟖 + B3𝝎

𝟔 + B2𝝎
𝟒 + B1𝝎

𝟐 + 𝐵0
A6(𝑰𝝎)

𝟔 + A5(𝑰𝝎)
𝟓 + A4(𝑰𝝎)

𝟒 + A3(𝑰𝝎)
𝟑 + A2(𝑰𝝎)

𝟐 + A1(𝑰𝝎) + 𝐴0

+∞

−∞

𝑑𝜔 

 

(87) 

∫ (
1

𝑰𝝎
𝐻𝑖(𝐼𝜔))

2+∞

−∞

𝑑𝜔

= ∫
B4𝝎

𝟖 + B3𝝎
𝟔 + B2𝝎

𝟒 + B1𝝎
𝟐 + 𝐵0

A5(𝑰𝝎)𝟓 + A4(𝑰𝝎)𝟒 + A3(𝑰𝝎)𝟑 + A2(𝑰𝝎)𝟐 + A1(𝑰𝝎) + 𝐴0
𝑑𝜔

+∞

−∞

 

(88) 

Donde 𝑖 representa la i-esima FRF del sistema de suspensión con transductor 
piezoeléctrico. La solución única de Lyapunov considerando la frecuencia de corte se 
describe en la ecuación (89), mientras que la solución sin frecuencia en la ecuación 
(90). 

 

𝐿𝐴 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝝅

𝐴6
∙

𝐝𝐞𝐭

[
 
 
 
 
 
𝐵5 𝐵4 𝐵3 𝐵2 𝐵1 𝐵0
−𝐴6 𝐴4 −𝐴2 𝐴0 𝟎 𝟎
𝟎 −𝐴5 𝐴3 −𝐴1 𝟎 𝟎
𝟎 𝐴6 −𝐴4 𝐴2 −𝐴0 𝟎
𝟎 𝟎 𝐴5 −𝐴3 𝐴1 𝟎
𝟎 𝟎 −𝐴6 𝐴4 −𝐴2 𝐴0]

 
 
 
 
 

𝐝𝐞𝐭

[
 
 
 
 
 
𝐴5 −𝐴3 𝐴1 𝟎 𝟎 𝟎
−𝐴6 𝐴4 −𝐴2 𝐴0 𝟎 𝟎
𝟎 −𝐴5 𝐴3 −𝐴1 𝟎 𝟎
𝟎 𝐴6 −𝐴4 𝐴2 −𝐴0 𝟎
𝟎 𝟎 𝐴5 −𝐴3 𝐴1 𝟎
𝟎 𝟎 −𝐴6 𝐴4 −𝐴2 𝐴0]

 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (89) 



 

58 

 

𝐿𝐴 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 

𝝅

𝐴5
∙

𝐝𝐞𝐭

[
 
 
 
 
𝐵4 𝐵3 𝐵2 𝐵1 𝐵0
−𝐴5 𝐴3 −𝐴1 𝟎 𝟎
𝟎 −𝐴4 𝐴2 −𝐴0 𝟎
𝟎 𝐴5 −𝐴3 𝐴1 𝟎
𝟎 𝟎 𝐴4 −𝐴2 𝐴0]

 
 
 
 

𝐝𝐞𝐭

[
 
 
 
 
𝐴4 −𝐴2 𝐴0 𝟎 𝟎
−𝐴5 𝐴3 −𝐴1 𝟎 𝟎
𝟎 −𝐴4 𝐴2 −𝐴0 𝟎
𝟎 𝐴5 −𝐴3 𝐴1 𝟎
𝟎 𝟎 𝐴4 −𝐴2 𝐴0]

 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 

 (90) 

Estas soluciones representan el valor RMS de energía contenida en la i-ésima 
FRF, estas soluciones se pueden aplicar a los índices de rendimiento con el fin de 
conocer la energía contenida en cada uno. Dichos índices de rendimiento se 
analizarán en la subsección 3.8. 

 

3.8. ÍNDICES DE RENDIMIENTO DINÁMICO DE LAS 

SUSPENSIONES AUTOMOTRICES 

Los índices de rendimiento dinámico de las suspensiones automotrices son 
medidas utilizadas para evaluar y comparar el desempeño de un sistema de 
suspensión en términos de su capacidad para proporcionar confort, estabilidad y 
control en diferentes condiciones de conducción. 

Estos índices de rendimiento dinámico se basan en mediciones y análisis de las 
respuestas de la suspensión ante excitaciones externas, como baches, 
irregularidades en la carretera o maniobras del vehículo. Existen distintos índices de 
rendimiento, sin embargo, los índices de especial interés son: el índice de la 
comodidad o confort, índice de la deflexión del sistema de suspensión, índice de 
carga dinámica sobre los neumáticos y el índice de la potencia eléctrica recolectada. 
Cabe recalcar que, estos índices de rendimiento están fuertemente relacionados con 
las funciones de transferencia anteriormente mencionadas, estas mismas que 
describen la respuesta en frecuencia de un sistema. 

Índice de confort: el índice de confort evalúa la capacidad de la suspensión para 
proporcionar un viaje suave y cómodo para los ocupantes del vehículo, con el fin de 
minimizar las vibraciones transmitidas al chasis. Se basa principalmente en las 
mediciones de aceleración vertical en el chasis. Un índice de confort más bajo indica 
un viaje más suave y cómodo. Matemáticamente, en el dominio de Laplace, la 
función de transferencia de la respuesta de aceleración del chasis se representa 
mediante la siguiente expresión: 

 

𝐻𝐴𝑐𝑒𝑙(𝑠) = 𝑠
2
𝑌𝑠(𝑠)

𝑌(𝑠)
 (91) 
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Índice de la deflexión del sistema de suspensión: este índice se refiere a la medida 
de la cantidad de movimiento o deflexión que experimenta el sistema de suspensión 
en respuesta a una excitación externa. Indica la capacidad de la suspensión para 
absorber y amortiguar las irregularidades del terreno. Un índice de deflexión más 
bajo indica una menor cantidad de movimiento y, por lo tanto, una mejor capacidad 
de la suspensión para mantener la estabilidad y el control. 

 

𝐻𝐷𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐𝑆𝑢𝑠𝑝(𝑠) =
𝑌𝑠(𝑠)

𝑌(𝑠)
−
𝑌𝑢𝑠(𝑠)

𝑌(𝑠)
 (92) 

Índice de carga dinámica sobre los neumáticos: este índice evalúa la distribución 
de la carga sobre los neumáticos en función de las condiciones de conducción y las 
características de la suspensión. La carga dinámica sobre los neumáticos varía a 
medida que el vehículo se mueve y se enfrenta a diferentes fuerzas, como la 
aceleración, la desaceleración, las curvas y los baches. Un índice de carga dinámica 
adecuado indica una distribución equilibrada de la carga, lo que contribuye a una 
mejor adherencia de los neumáticos sobre la carretera, y consecuentemente mejor 
estabilidad dinámica. 

 

𝐻𝑇𝑦𝑟𝑒𝐿𝑜𝑎𝑑(𝑠) = (
𝑌𝑢𝑠(𝑠)

𝑌(𝐼𝑠)
−
𝑌(𝑠)

𝑌(𝑠)
) 𝑘𝑡 

(93) 

 

Índice de potencia eléctrica recolectada: este índice se refiere a la cantidad de 
energía eléctrica generada y recolectada por el sistema de suspensión mediante el 
uso de tecnologías de recuperación de energía, como lo es el sistema de recolección 
de energía piezoeléctrica. Esta energía recuperada puede utilizarse para alimentar 
otros componentes del vehículo y reducir la carga en el sistema eléctrico principal 
del vehículo. Un índice de potencia eléctrica recolectada más alto indica una mayor 
eficiencia y aprovechamiento de la energía en el sistema de suspensión. 

𝐻𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑠) =
𝑉(𝑠)

𝑌(𝑠)
 (94) 

Estos índices de rendimiento dinámico se pueden utilizar para comparar 
diferentes configuraciones de suspensión, sistemas de amortiguación o ajustes de 
parámetros en el diseño de suspensiones automotrices. También son útiles para 
evaluar y mejorar el desempeño de las suspensiones existentes, y optimizar su 
rendimiento en diferentes condiciones de conducción. 

Considerando que la PSD de la carretera describe la distribución de energía 
vibratoria en diferentes frecuencias de excitación, resulta posible examinar la 
cantidad de energía presente en los índices de rendimiento. Este análisis se lleva a 
cabo con el propósito de realizar una evaluación de sensibilidad paramétrica, 
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específicamente, en el índice de potencia eléctrica, el cual brinda la cantidad de 
energía eléctrica regenerada por el sistema de suspensión piezoeléctrico. 

Para realizar este análisis resulta fundamental la identificación de cuatro de los 
índices de rendimiento primordiales en los vehículos, los cuales comprenden el 
índice de confort, el índice de deflexión de la suspensión, el índice de carga dinámica 
sobre los neumáticos y el índice de potencia eléctrica recolectada. Estos índices se 
describen en las ecuaciones (91), (92), (93) y (94), respectivamente. Teniendo en 
mente estas ecuaciones, se pueden determinar las funciones de respuesta en 
frecuencia (FRFs) de los índices de rendimiento mediante la transformada de 
Fourier. Posteriormente, al considerar el espectro del perfil irregular de la carretera 
como la excitación de entrada al sistema de suspensión, el espectro de potencia de 
salida se puede expresar como se definió en la ecuación (82). Las ecuaciones que 
describen los índices de rendimiento se presentan a continuación: 

𝐸[|𝐻𝐴𝑐𝑒𝑙(𝐼𝜔)|
2] = J𝐴 = (2𝜋𝜂0)

2(𝐺𝑥𝑆𝑥𝑉) [
1

2𝜋
∫ |𝐻𝐴𝑐𝑒𝑙(𝐼𝜔)

1

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
|
2

𝑑𝜔
∞

−∞

]                                  

𝐸 [|𝐻𝑆𝑒𝑠𝑝𝐷𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐(𝐼𝜔)|
2
] = J𝑆𝑃 = (2𝜋𝜂0)

2(𝐺𝑥𝑆𝑥𝑉) [
1

2𝜋
∫ |𝐻𝑆𝑢𝑠𝑝𝐷𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐(𝐼𝜔)

1

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
|
2

𝑑𝜔
∞

−∞

]         

𝐸 [|𝐻𝑇𝑦𝑟𝑒𝐿𝑜𝑎𝑑(𝐼𝜔)|
2
] = J𝑇𝐿 = (2𝜋𝜂0)

2(𝐺𝑥𝑆𝑥𝑉) [
1

2𝜋
∫ |𝐻𝑇𝑦𝑟𝑒𝐿𝑜𝑎𝑑(𝐼𝜔)

1

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
|
2

𝑑𝜔
∞

−∞

]              

𝐸[|𝐻𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟(𝐼𝜔)|
2] = J𝐸𝑃 = (2𝜋𝜂0)

2(𝐺𝑥𝑆𝑥𝑉) [
1

2𝜋
∫ |𝐻𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐 𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟(𝐼𝜔)

1

𝐼𝜔 + 2𝜋𝑓0
|
2

𝑑𝜔
∞

−∞

]

 (95) 

Dichas ecuaciones se resuelven mediante la solución única de Lyapunov 
analizada en la subsección 3.7. 
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4 CAPÍTULO 4: SIMULACIÓN 
NUMÉRICA Y RESULTADOS 

 

El análisis en el dominio de la frecuencia de un sistema de recolección de energía 
piezoeléctrica en una suspensión automotriz se presenta como un enfoque 
fundamental para comprender el comportamiento del sistema y optimizar su 
rendimiento. Este tipo de análisis permite determinar la eficiencia de la conversión 
de energía piezoeléctrica, ya que está directamente relacionada con la resonancia del 
sistema y la capacidad de respuesta a las vibraciones. 

En esta tesis, se llevará a cabo un análisis detallado de las propiedades de 
frecuencia del sistema de recolección de energía piezoeléctrica en una suspensión 
automotriz. Se investigarán los factores que influyen en la respuesta en frecuencia 
del sistema, además, se examinará el impacto de la variación de la frecuencia de 
vibración del vehículo en la generación de energía eléctrica. 

El objetivo principal de este estudio es obtener una comprensión profunda del 
comportamiento en el dominio de la frecuencia del sistema de recolección de energía 
piezoeléctrica en una suspensión automotriz, con el fin de optimizar su rendimiento 
y maximizar la eficiencia de conversión de energía. Los resultados obtenidos pueden 
contribuir al desarrollo de sistemas de recolección de energía más eficientes y 
sostenibles, con aplicaciones potenciales en el ámbito automotriz y otras áreas 
relacionadas. 

4.1. ANÁLISIS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA 

DEL MODELO MATEMÁTICO DE UN CUARTO DE 

VEHÍCULO 

Para realizar el análisis en el dominio de la frecuencia se programaron las 
ecuaciones (76), (77) y (78) en MATLAB, que describen el comportamiento del 
sistema de suspensión piezoeléctrica en el dominio de la frecuencia. Se muestrea la 
frecuencia 𝜔, en un rango de 0 a 15Hz, además, se eligieron los siguientes parámetros 
para esta simulación con base en las investigaciones reportadas en (Al-Yafeai et al., 
2019; Fu et al., 2021),(Drissa Mohamed Malo & Erol Uzal, 2022),(X. Wang & Lin, 
2013): 
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Tabla 1. Parámetros de simulación del modelo de un cuarto de vehículo de una suspensión automotriz con 

elemento piezoeléctrico. 

PARAMETRO TIPO UNIDADES VALORES 
𝑀𝑠 Masa del chasis 𝐾𝑔 260 
𝑀𝑢𝑠 Masa del neumático 𝐾𝑔 40 

𝑐 
Coeficiente de amortiguamiento de la 
suspensión 

𝑁 ∙ 𝑠

𝑚
 520 

𝑐𝑡 
Coeficiente de amortiguamiento del 
neumático 

𝑁 ∙ 𝑠

𝑚
 264.73 

𝑘 
Coeficiente de rigidez de la 
suspensión 

𝑁

𝑚
 26 000 

𝑘𝑡 Coeficiente de rigidez del neumático 
𝑁

𝑚
 130 000 

𝐶0 
Capacitancia de bloqueo del elemento 
piezoeléctrico 

𝐹 1.89 𝑥10−8 

𝑓𝑛 Frecuencia natural del sistema Hz 1.5 

𝛼 Factor de fuerza piezoeléctrica 
𝑁

𝑣𝑜𝑙𝑡𝑠
 0.00152 

𝑅 Resistencia de carga Ω 30 455.3 
 

Para conocer el comportamiento del modelo de una cuarta parte del vehículo con 
suspensión piezoeléctrica en el dominio de la frecuencia, se resuelven las ecuaciones 
por el método de funciones de transferencia, dicho método se puede representar con 
matrices, esto con el fin de su programación en Matlab para observar la respuesta en 
frecuencia del desplazamiento de las masas del sistema con respecto a la excitación 
de entrada, asimismo, se obtiene el voltaje recolectado en ese rango de frecuencias 
de excitación. 

 

 
Figura 20. Relación de desplazamiento de las masas 𝑀𝑠 y 𝑀𝑢𝑠 con respecto a la excitación de entrada Y en un rango de 

frecuencia de ω. 
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La Figura 20 presenta el comportamiento dinámico de la suspensión automotriz 
con el elemento piezoeléctrico añadido. Dicha señal revela las frecuencias resonantes 
del sistema, las cuales son 1.4 𝐻𝑧 y 9.6 𝐻𝑧.  

La identificación de estas frecuencias resonantes en el modelo matemático de un 
cuarto de vehículo desempeña un papel crucial en el análisis de sistemas vibratorios. 
Al identificar estas frecuencias resonantes, se logra una comprensión más precisa y 
detallada que resulta esencial para el diseño y la optimización efectiva de dispositivos 
destinados al aprovechamiento de la energía generada por las vibraciones en el 
vehículo. Estas frecuencias resonantes representan puntos clave en los que las 
oscilaciones del vehículo alcanzan su máxima eficiencia de transferencia de energía, 
lo que, a su vez, permite diseñar sistemas de regeneración de energía que sean 
altamente efectivos y eficientes.  

 
Figura 21. Relación del voltaje recolectado con respecto a la excitación de entrada en un rango de frecuencia ω. 

En la Figura 21 se observa como las frecuencias resonantes influyen en la 
potencial de regeneración de voltaje piezoeléctrico. Además, se observa que en la 
segunda frecuencia resonante se encuentra el mayor potencial de regeneración. 
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4.1.1. ANÁLISIS PARAMÉTRICO MEDIANTE 

SIMULACIÓN MONTE CARLO  

Con base en la simulación Monte Carlo se pueden identificar los parámetros que 
influyen de manera directa en la recolección de energía piezoeléctrica. Dicha 
simulación se realiza en MATLAB, donde se varía la frecuencia y el parámetro 
elegido a analizar. Este parámetro se muestrea con una distribución probabilística, 
en este caso se varió el parámetro con una distribución uniforme considerando una 
desviación estándar del 20% con respecto al valor nominal del parámetro. Después, 
se simula repetidamente el modelo matemático en el dominio de la frecuencia para 
cada muestra, esto con el fin de observar la variabilidad de la respuesta ante el 
muestreo aleatorio del parámetro.  El objetivo de este ejercicio es observar que 
parámetros influyen en la respuesta de regeneración de energía. En este caso, se 
varían los parámetros de factor de fuerza piezoeléctrica 𝛼 y la resistencia de carga 𝑅 
conforme a las condiciones de muestreo anteriormente mencionadas. A 
continuación, se presentan las gráficas resultantes de estas simulaciones: 

 

 

 

Figura 22. Simulación Monte Carlo de la respuesta en frecuencia del modelo matemático de un cuarto de vehículo sin 

variación. 
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Como se muestra en la Figura 22, el parámetro de factor de fuerza piezoeléctrica, 
𝛼 y la resistencia de carga 𝑅, no influyen en la respuesta en frecuencia de las 
relaciones de desplazamiento de las masas. Sin embargo, en la Figura 23 se observa 
como fluctúa el voltaje principalmente en la segunda frecuencia resonante del 
sistema, además de demostrar que 𝛼 y 𝑅, son parámetros que influyen directamente 
en la recolección de energía piezoeléctrica.  

4.1.2. ANÁLISIS DE LOS CIRCUITOS DE 

RECOLECCIÓN DE ENERGÍA EN EL DOMINIO 

DEL TIEMPO 

xPara la simulación del modelo matemático del sistema de suspensión con 
recolección de energía piezoeléctrica en el dominio del tiempo, se realiza la 
programación de las ecuaciones (32), (33) y (35) en MATLAB/Simulink.  Dicha 
simulación se realizó con base en los datos de la Tabla 1, además, se contempló una 

excitación armónica de tipo sinusoidal de aceleración con valor RMS de 9.8 
𝑚

𝑠2
 y una 

frecuencia de excitación de 1.4 𝐻𝑧. 

 

Figura 23. Simulación Monte Carlo de la respuesta en frecuencia de 
V

Y
 con variación. 
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En la Figura 24, se muestran los voltajes de salida sin considerar el proceso de 
rectificación de cada circuito de regeneración de energía. Asimismo, se observa como 
cada circuito entrega un voltaje mayor o menor dependiendo del tipo y 
características del circuito. Es importante mencionar que, estos circuitos generan 
inversiones de voltaje, lo cual, se ve reflejado en pérdidas de energía. Estas pérdidas 
se relacionan directamente con el consumo de voltaje realizado en los procesos de 
sincronización de los ciclos de trabajo del material piezoeléctrico y el dispositivo de 
almacenamiento de energía, así como, de los procesos de rectificación. De hecho, la 
función principal de estos circuitos es acondicionar la señal de voltaje a la salida, es 
decir, rectificar, atenuar o incrementar los voltajes con el propósito de entregar la 
energía sin dañar los dispositivos de almacenamiento o carga. Con esto en mente, en 
estas gráficas, solo se muestra el potencial de regeneración de energía con el circuito 
piezoeléctrico, mas no, el proceso de rectificación y sincronización de los ciclos de 
trabajo. En otras palabras, estos circuitos maximizan y optimizan la transferencia de 
energía entre un generador piezoeléctrico y un sistema de almacenamiento o uso de 
energía.  

Un análisis más adecuado se centraría en observar la señal del voltaje transferido 
a la resistencia de carga considerando la rectificación y el nivel de voltaje admitido 
por los dispositivos de almacenamiento de energía. Es importante mencionar que, 
estos circuitos no afectan directamente a la cantidad de energía que puede 
recuperarse mediante los elementos piezoeléctricos acoplados al sistema de 
suspensión, por lo que, en esta investigación no se profundizó más allá de obtener el 
potencial de energía regenerado usando transductores piezoeléctricos. 

 

 
Figura 24. Voltaje recolectado por los circuitos a) Estándar, b) SECE, c) SSHI-paralelo y d) SSHI-serie. 
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4.1.3. ANALISIS DE LOS ÍNDICES DE 

RENDIMIENTO DE UN CUARTO DE VEHICULO  

El objetivo principal del análisis de los índices de rendimiento es evaluar el nivel 
de vibración y ruido que se experimenta en el interior de un vehículo durante su 
funcionamiento. Asimismo, este análisis se podría aplicar para cuantificar la 
cantidad de vibración con la que la suspensión piezoeléctrica interactúa, es decir, la 
cantidad de energía que se puede regenerar en la suspensión.  

Para realizar este análisis de sensibilidad paramétrica, se programó en MATLAB 
el conjunto de ecuaciones (95) combinadas con la ecuación de la solución única de 
Lyapunov considerando la frecuencia de corte, ecuación (89), y sin frecuencia de 
corte, ecuación (90).  Por otro parte, con base en la simulación Monte Carlo, se 
muestrearon los valores de la resistencia de carga 𝑅 y el factor de fuerza 𝛼 utilizando 
una distribución probabilística uniforme del 20%, todo lo anterior con el fin de 
conocer los valores que entreguen una mayor cantidad de regeneración energía. Los 
resultados obtenidos fueron los siguientes: 

 

Figura 25. Análisis de índices de rendimiento de la suspensión sin considerar la frecuencia de corte en el dominio de la 

frecuencia. 
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Es importante mencionar que, se realizaron tres simulaciones de los índices de 
rendimiento bajo distintas condiciones. En la primera y segunda simulación se 
obtienen analíticamente las ecuaciones de los índices de rendimiento resolviendo la 
integral como se indica en la sección 3.7 y 3.8, mientras que, en la tercera se resuelve 
por el método numérico proporcionado por MATLAB/Simulink. Los resultados 
obtenidos son casi idénticos. Si embargo, la primera simulación, se se realizó en el 
dominio de la frecuencia y sin considerar la frecuencia de corte. Los resultados 
obtenidos se muestran en la Figura 25, donde se observa que el índice de potencia 
eléctrica regenerada es el único que se ve afectado por la variación de los parámetros 
mencionados anteriormente. Asimismo, se aprecia que conforme se aumenta 𝑅 y 𝛼 
se regenera mayor cantidad de energía eléctrica.   

En la segunda simulación, mostrada en la Figura 26, se observa un 
comportamiento similar al del primer análisis. Sin embargo, en esta simulación se 
contempla la frecuencia de corte y de igual manera, se ubica en el dominio de la 
frecuencia. Por otra parte, la tercera simulación, Figura 27 , se realizó en el dominio 
del tiempo y bajo el método numérico de solución que ofrece MATLAB/Simulink. 
Los resultados coinciden con las dos simulaciones anteriores. Por lo que se puede 

 

Figura 26. Análisis de índices de rendimiento de la suspensión considerando la frecuencia de corte en el dominio de la 

frecuencia. 
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concluir que, al realizar este análisis se ofrece mayor robustez y claridad de los 
resultados obtenidos. 

 

Figura 27. Análisis de índices de rendimiento en el dominio del tiempo. 
 

Como se esperaba, los índices de confort, carga dinámica sobre los neumáticos, y 
deflexión de la suspensión, no dependen de los parámetros piezoeléctricos. Sin 
embargo, si se observa un aumento en el índice de la potencia eléctrica con la 
variación de parámetros de esta simulación. Los parámetros que exponen la máxima 

mejoría en la potencia eléctrica recolectada son 𝛼 = 0.001824 
𝑁

𝑉
  y 𝑅 = 36550 Ω. 
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4.2. ANÁLISIS DE LA POTENCIA ELECTRICA 

RECOLECTADA EN EL MODELO DINÁMICO DE UN 

CUARTO, MEDIO Y DE VEHÍCULO COMPLETO. 

Para este análisis se programaron en MATLAB/Simulink las ecuaciones que 
describen el comportamiento dinámico del sistema de suspensión en el dominio del 
tiempo. Las ecuaciones del modelo matemático de un cuarto, mitad y del vehículo 
completo que se programaron se encuentran en las subsecciones 3.1, 3.2 y 3.3, 
respectivamente.  

Tabla 2. Parámetros de simulación 

PARAMETRO TIPO UNIDADES VALORES 

𝑀𝑠 Masa del chasis 𝐾𝑔 260 

𝑀𝑢𝑠 Masa del neumático 𝐾𝑔 40 

𝑐 
Coeficiente de amortiguamiento de la 
suspensión 

𝑁 ∙ 𝑠

𝑚
 520 

𝑐𝑡 
Coeficiente de amortiguamiento del 
neumático 

𝑁 ∙ 𝑠

𝑚
 264.73 

𝑘 Coeficiente de rigidez de la suspensión 
𝑁

𝑚
 26 000 

𝑘𝑡 Coeficiente de rigidez del neumático 
𝑁

𝑚
 130 000 

𝐶0 
Capacitancia de bloqueo del elemento 
piezoeléctrico 

𝐹 1.89 𝑥10−8 

𝑓𝑛 Frecuencia natural del sistema Hz 1.5 

𝛼 Factor de fuerza piezoeléctrica 
𝑁

𝑣𝑜𝑙𝑡𝑠
 0.001824 

𝑅 Resistencia de carga Ω 36550 

 

Además, en esta nueva simulación en el dominio del tiempo, se utilizaron los 
valores de los parámetros descritos en la Tabla 2. Por otro lado, la excitación de 
entrada de vibración estocástica no estacionaria descrita por la ecuación (41), se 
varió el parámetro de la velocidad  𝛾(𝑡) y la rugosidad del camino 𝐺𝑥(𝜂0), los rangos 
de muestreo de estas dos variables se encuentran en la Tabla 3 y Tabla 4, 
respectivamente. 
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Tabla 3. Variación de la velocidad 

PARAMETRO TIPO RANGO DE VALORES UNIDADES 

𝛾(𝑡) 
Velocidad de 
conducción 

[1 − 25] m/s 

 

Tabla 4. Niveles de rugosidad de la carretera clasificados por la norma ISO 8608 

Grado del perfil de 
la carretera 

Medida 
geométrica 𝐺𝑥(𝜂0) 
[𝑚3] 
𝜂0 = 0.1 [m−1] 

Grado del perfil de 
la carretera 

Medida 
geométrica 𝐺𝑥(𝜂0) 
[𝑚3] 
𝜂0 = 0.1 [m−1] 

Clase A 16𝑥10−6 Clase E 4096𝑥10−6 

Clase B 46𝑥10−6 Clase F 16384𝑥10−6 

Clase C 256𝑥10−6 Clase G 65536𝑥10−6 

Clase D 1024𝑥10−6 Clase H 262144𝑥10−6 

Estas simulaciones revelan la potencia eléctrica recolectada a distintas 
condiciones de manejo, es decir, en un ambiente lo más apegado a la realidad. Los 
valores mostrados en las siguientes gráficas indican el valor RMS de la potencia 
eléctrica, y RMS promedio de la potencia eléctrica recolectada por los elementos 
piezoeléctricos cuando la velocidad y rugosidad se varían. 

 

 

 

 

 

Figura 28. Gráficas de la potencia eléctrica del modelo matemático de un cuarto de vehículo con velocidad y rugosidad 

del camino variable. 
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En la Figura 28 se observa la potencia eléctrica regenerada considerando 
únicamente una cuarta parte del modelo matemático del vehículo completo. 
Además, se muestra que a mayor velocidad y rugosidad del camino se obtienen 
mejores resultados en cuanto a potencia eléctrica regenerada.  

 

 

Por otra parte, en la Figura 29, se observan resultados similares, sin embargo, al 
considerar el modelo matemático de la mitad del vehículo, la potencia eléctrica 
regenerada aumenta considerablemente. 

 
Figura 29 Gráficas de la potencia eléctrica recolectada del modelo matemático de la mitad de vehículo con velocidad y 

rugosidad del camino variable. 
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Figura 30 Gráficas de la potencia eléctrica del modelo matemático del vehículo completo con velocidad y rugosidad del 

camino variable. 

En las gráficas de la Figura 30, se observa como a mayor velocidad se alcanza 
mayor recolección de energía, asimismo, a mayor rugosidad del perfil de la carretera 
se observa mayor potencial de regeneración de energía. Adicionalmente, estas 
gráficas muestran como la potencia regenerada total aumenta considerablemente si 
se añaden más suspensiones piezoeléctricas.  

4.3. ANÁLISIS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO CON 

CICLOS DE CONDUCCIÓN 

Para esta última simulación, se analizó el modelo matemático del vehículo 
completo mostrado en la sección 3.3 con una entrada de excitación estocástica no 
estacionaria, esto se logra considerando ciclos de conducción de velocidad 
transitorios. Un ciclo de conducción es un patrón de velocidad de conducción 
estandarizado que se utiliza para obtener una compresión cuantitativa tanto del 
consumo de combustible como de las emisiones 𝐶𝑂2 de las máquinas de combustión 
interna de vehículos comerciales. Los ciclos de velocidad de conducción se clasifican 
en dos categorías, las cuales son; el ciclo modal de conducción conocido como NEDC 
(New European Driving Cycle), y los ciclos transitorios en los cuales se encuentran 
principalmente los ciclos de velocidad variable WLTP (Worldwide harmonized Light 
Vehicles Test Procedure), FTP (Federal Test Procedure), y el HWFET (Highway Fuel 
Economy Test) (E. Barredo, 2019), esto con el fin de analizar el potencial de 
regeneración de energía en el vehículo con suspensiones piezoeléctricas.  
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Además de considerar ciclos de conducción variable, se consideraron dos perfiles 
de carretera artificiales, uno en el eje izquierdo del vehículo y otro en el eje derecho 
del vehículo, con el objetivo de producir simulaciones numéricas más realistas.  
Dichos perfiles de carretera artificiales son: clase C para el eje izquierdo y clase D 
para el eje derecho, como se describe en la geometría del vehículo completo 
mostrado en la Figura 19.  

En las siguientes gráficas se muestra la velocidad de los cuatro ciclos de 
conducción, además de la amplitud del perfil artificial de la carretera. 

 

 
 

Nótese que en la Figura 31, se muestra el perfil de velocidad del ciclo de 
conducción tipo NEDC, donde se observa una velocidad de hasta 72 𝑘𝑚/ℎ (20 𝑚/𝑠). 
Por otro lado, en la Figura 32, se muestra la intensidad de vibración, dicha señal 
describe que a mayor velocidad aumenta la amplitud de vibración. Adicionalmente, 
en los ciclos de conducción transitorios, Figuras 33, 35 y 37, muestra como la señal 
de velocidad es totalmente transitoria. 

 

Figura 31. Ciclo de conducción modal estándar NEDC 

Figura 32 Perfiles artificiales para las carreteras clase C y D creados utilizando el ciclo de conducción NEDC. 
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Figura 33. Ciclo de conducción de velocidad transitoria WLTP (Worldwide harmonized Light Vehicles Test 

Procedure).  

Figura 34. Perfiles artificiales para las carreteras clase C y D creados utilizando el ciclo de conducción WLTP. 

Figura 35. Ciclo de conducción de velocidad transitoria FTP (Federal Test Procedure). 
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Figura 37. Ciclo de conducción de velocidad transitoria HWFET (Highway Fuel Economy Test). 

 

 
Figura 38. Perfiles artificiales para las carreteras clase C y D creados utilizando el ciclo de conducción 
HWFET. 

Figura 36. Perfiles artificiales para las carreteras clase C y D creados utilizando el ciclo de conducción FTP. 
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Al considerar el modelo de vehículo completo, es evidente que el retraso en la 
señal de vibración de entrada afectaría únicamente a los neumáticos traseros. Esto 
se consigue añadiendo la función llamada Variable Transport Delay, dicha función 
se encuentra en MATLAB/Simulink. Considerando lo anterior, se analizó 
principalmente la potencia eléctrica instantánea regenerada en el dominio del 
tiempo. Por lo tanto, la potencia eléctrica instantánea regenerada por cada 
suspensión se puede calcular mediante la siguiente expresión matemática: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑓𝑖 =

𝑉𝑓𝑖
2

𝑅

𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖 =
𝑉𝑡𝑖

2

𝑅

𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑓𝑑 =
𝑉𝑓𝑑

2

𝑅

𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝐸𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑡𝑑 =
𝑉𝑡𝑑

2

𝑅

 (96) 

Donde 𝑉𝑓𝑖, 𝑉𝑡𝑖, 𝑉𝑓𝑑 y  𝑉𝑓𝑖 son los voltajes regenerados en las suspensiones frontal 

izquierda, trasera izquierda, frontal derecha y trasera derecha, respectivamente. Los 
resultados mostrados, son considerando el eje frontal y trasero, esto para observar 
con mayor detalle como afectan los dos perfiles de carretera, clase C y D, en la 
potencia eléctrica regenerada.  

 

 
Figura 39. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones considerando el modelo matemático del vehículo completo 

sujeto al ciclo de conducción NEDC. 
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Figura 40. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones considerando el modelo matemático del vehículo completo 

sujeto al ciclo de conducción WLTP. 

 
Figura 41. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones considerando el modelo matemático del vehículo completo 

sujeto al ciclo de conducción FTP. 
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Con base en las gráficas de las Figuras 39, 40, 41 y 42, es evidente que el potencial 
de energía eléctrica regenerada se incrementa a medida que aumenta la velocidad de 
conducción en todos los ciclos, como en las simulaciones descritas en la sección 4.2. 
Es por ello que, el ciclo de conducción HWFET muestra las variaciones de potencia 
regenerada más altas, ver Figura 42. 

Figura 42. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones considerando el modelo matemático del vehículo 

completo sujeto al ciclo de conducción HWFET. 
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4.4. SIMULACIÓN DEL MODELO DINÁMICO DEL 

VEHÍCULO COMPLETO CON SUSPENSIONES Y 

NEUMÁTICOS PIEZOELÉCTRICOS. 

En este análisis, además de considerar suspensiones piezoeléctricas, como en el 
análisis de la sección 4.3, se analizó la energía que se puede regenerar añadiendo 
elementos piezoeléctricos en los neumáticos como se muestra en la Figura 43. 

Es cierto que, el modelo matemático considerado en la sección 3.3 es similar al 
mostrado en la Figura 42, sin embargo, existen términos que se agregaron para 
calcular el voltaje regenerado en los neumáticos, así como las ecuaciones del dominio 
eléctrico que describen el comportamiento de los elementos piezoeléctricos 
añadidos. A continuación, se presentan las ecuaciones del modelo matemático del 
vehículo completo con suspensiones y neumáticos con dispositivos piezoeléctricos 
acoplados: 

 
Figura 43. Modelo del sistema de suspensión del vehículo completo utilizando elementos piezoeléctricos tanto en las 

suspensiones como en los neumáticos. 
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑏
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑏
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑏
+ 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 + 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖 + 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑 + 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑 = 0                                                                    

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝛼̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝛼
+
𝜕𝐷

𝜕𝛼̇
+ 𝐿𝑡(𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖) − 𝐿𝑓(𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖) + 𝐿𝑡(𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑) − 𝐿𝑓(𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑) = 0                                       

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝛽̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝛽
+
𝜕𝐷

𝜕𝛽̇
+𝐿𝑖(𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖) + 𝐿𝑖(𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖) − 𝐿𝑑(𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑) − 𝐿𝑑(𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑) = 0                                       

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑡𝑖
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑖
− 𝛼𝑡𝑖𝑉𝑡𝑖 + 𝛼𝑡𝑖𝑛𝑉𝑡𝑖𝑛 = 0                                                                                               

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑓𝑖
+
𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑖
− 𝛼𝑓𝑖𝑉𝑓𝑖 + 𝛼𝑓𝑖𝑛𝑉𝑓𝑖𝑛 = 0                                                                                             

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑑
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑡𝑑
+

𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑡𝑑
− 𝛼𝑡𝑑𝑉𝑡𝑑 + 𝛼𝑡𝑑𝑛𝑉𝑡𝑑𝑛 =  0                                                                                          

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑑
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑌𝑛𝑓𝑑
+

𝜕𝐷

𝜕𝑌̇𝑛𝑓𝑑
− 𝛼𝑓𝑑𝑉𝑓𝑑 + 𝛼𝑓𝑑𝑛𝑉𝑓𝑑𝑛 = 0                                                                                         

 (97) 

Como se muestra en el sistema de ecuaciones (97), los términos 𝛼𝑡𝑖𝑛𝑉𝑡𝑖𝑛, 𝛼𝑓𝑖𝑛𝑉𝑓𝑖𝑛, 

𝛼𝑡𝑑𝑛𝑉𝑡𝑑𝑛 y 𝛼𝑓𝑑𝑛𝑉𝑓𝑑𝑛, representa los elementos piezoeléctricos añadidos a los 

neumáticos trasero izquierdo, frontal izquierdo, trasero derecho y frontal derecho, 
respectivamente. Asimismo, se observa como estos nuevos términos solo se añaden 
a las ecuaciones del movimiento de los neumáticos, esto se debe a que, los materiales 
piezoeléctricos no afectan la dinámica de los neumáticos. Entonces, las ecuaciones 
que rigen el comportamiento del movimiento resultan exactamente igual como se 
describen en la sección 3.3, solo añadiendo los términos del factor de fuerza y voltaje 
regenerado de cada uno de los elementos piezoeléctricos. Por otra parte, las 
ecuaciones del dominio eléctrico son las siguientes: 

 

𝛼𝑡𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑖) =
𝑉𝑡𝑖
𝑅𝑡𝑖

+ 𝐶0𝑡𝑖𝑉̇𝑡𝑖  
(98) 

𝛼𝑓𝑖(𝑌̇𝑏 + 𝐿𝑖𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑖) =
𝑉𝑓𝑖

𝑅𝑓𝑖
+ 𝐶0𝑓𝑖𝑉̇𝑓𝑖 

(99) 

𝛼𝑡𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ + 𝐿𝑡𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑡𝑑) =
𝑉𝑡𝑑
𝑅𝑡𝑑

+ 𝐶0𝑡𝑑𝑉̇𝑡𝑑 (100) 

𝛼𝑓𝑑(𝑌̇𝑏 − 𝐿𝑑𝛽̇ − 𝐿𝑓𝛼̇ − 𝑌̇𝑛𝑓𝑑) =
𝑉𝑓𝑑

𝑅𝑓𝑑
+ 𝐶0𝑓𝑑𝑉̇𝑓𝑑 (101) 

𝛼𝑡𝑖𝑛(𝑌̇𝑛𝑡𝑖 − 𝑌̇𝑟𝑡𝑖) =
𝑉𝑡𝑖𝑛
𝑅𝑡𝑖𝑛

+ 𝐶0𝑡𝑖𝑛𝑉̇𝑡𝑖𝑛 (102) 

𝛼𝑓𝑖𝑛(𝑌̇𝑛𝑓𝑖 − 𝑌̇𝑟𝑓𝑖) =
𝑉𝑓𝑖𝑛

𝑅𝑓𝑖𝑛
+ 𝐶0𝑓𝑖𝑛𝑉̇𝑓𝑖𝑛 (103) 

𝛼𝑡𝑑𝑛(𝑌̇𝑛𝑡𝑑 − 𝑌̇𝑟𝑡𝑑) =
𝑉𝑡𝑑𝑛
𝑅𝑡𝑑𝑛

+ 𝐶0𝑡𝑑𝑛𝑉̇𝑡𝑑𝑛 (104) 

𝛼𝑓𝑑𝑛(𝑌̇𝑛𝑓𝑑 − 𝑌̇𝑟𝑓𝑑) =
𝑉𝑓𝑑𝑛

𝑅𝑓𝑑𝑛
+ 𝐶0𝑓𝑑𝑛𝑉̇𝑓𝑑𝑛 (105) 
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Las ecuaciones (102)-(105), son las ecuaciones que representan el 
comportamiento de los elementos piezoeléctricos añadidos a los neumáticos. Dichas 
ecuaciones muestran que solo la velocidad relativa de la masa de los neumáticos y de 
la entrada de excitación, influyen en estos transductores. 

En este análisis, se consideró la entrada de excitación estocástica no estacionaria 
con los ciclos de velocidad de conducción transitorios, asimismo, se consideraron 
dos perfiles de carretera artificiales, clase C para el eje izquierdo y clase D para el eje 
derecho, tal como se realizó en la sección 4.3.  

En los resultados obtenidos, se consideró mostrar el eje frontal y el eje trasero 
para observar con mayor detalle la variación de regeneración de energía 
considerando dos perfiles artificiales de la carretera. Asimismo, se presentaron las 
potencias eléctricas instantáneas regeneradas por cada elemento piezoeléctrico en 
las suspensiones y neumáticos, esto para analizar con mayor profundidad como varia 
la regeneración de energía dependiendo de la ubicación del elemento piezoeléctrico. 

 
Figura 44. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones y neumáticos utilizando el modelo matemático del 

vehículo completo considerando el ciclo de conducción NEDC. 

 
Tabla 5. Potencia RMS regenerada por las suspensiones con dispositivos piezoeléctricos acoplados utilizando el 

ciclo de conducción NEDC 

Sistema de 
suspensión con 

dispositivo 
piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0186 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0139 

Frontal izquierdo 0.0082 
CLASE C 

Trasero izquierdo 0.0048 
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Tabla 6. Potencia RMS regenerada por los neumáticos con dispositivos piezoeléctricos utilizando el ciclo de 

conducción NEDC 

Neumático con 
dispositivo 

piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0038 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0037 

Frontal izquierdo 0.0011 
CLASE C 

Trasero izquierdo 0.0010 

 

 

 

 
Tabla 7. Potencia RMS regenerada por las suspensiones con dispositivos piezoeléctricos acoplados utilizando el 

ciclo de conducción WLTP. 

Sistema de 
suspensión con 

dispositivo 
piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0142 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0106 

Frontal izquierdo 0.0071 
CLASE C 

Trasero izquierdo 0.0044 
 

Tabla 8. Potencia RMS regenerada por los neumáticos con dispositivos piezoeléctricos utilizando el ciclo de 

conducción WLTP. 

Figura 45. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones y neumáticos utilizando el modelo matemático del 

vehículo completo considerando el ciclo de conducción WLTP. 
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Neumático con 
dispositivo 

piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0030 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0029 

Frontal izquierdo 8.9354e-04 
CLASE C 

Trasero izquierdo 8.2122e-04 

 

 
Tabla 9.  Potencia RMS regenerada por las suspensiones con dispositivos piezoeléctricos acoplados utilizando 

el ciclo de conducción FTP. 

Sistema de 
suspensión con 

dispositivo 
piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0161 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0117 

Frontal izquierdo 0.0081 
CLASE C 

Trasero izquierdo 0.0047 

 
Figura 46 Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones y neumáticos utilizando el modelo matemático del 

vehículo completo considerando el ciclo de conducción FTP. 
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Tabla 10. Potencia RMS regenerada por los neumáticos con dispositivos piezoeléctricos utilizando el ciclo de 

conducción FTP. 

Neumático con 
dispositivo 

piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0033 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0032 

Frontal izquierdo 9.8766e-04 
CLASE C 

Trasero izquierdo 8.9879e-04 

 

 
 

Tabla 11. Potencia RMS regenerada por las suspensiones con dispositivos piezoeléctricos acoplados utilizando 

el ciclo de conducción HWFET. 

Sistema de 
suspensión con 

dispositivo 
piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0312 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0223 

Frontal izquierdo 0.0136 
CLASE C 

Trasero izquierdo 0.0068 

 

Tabla 12. Potencia RMS regenerada por los neumáticos con dispositivos piezoeléctricos utilizando el ciclo de 

conducción HWFET. 

Figura 47. Potencia eléctrica regenerada en las suspensiones y neumáticos utilizando el modelo matemático del 

vehículo completo considerando el ciclo de conducción HWFET. 
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Neumático con 
dispositivo 

piezoeléctrico 

Potencia eléctrica regenerada 
RMS [W] 

Rugosidad del camino 

Frontal derecho 0.0064 
CLASE D 

Trasero derecho 0.0058 

Frontal izquierdo 0.0018 
CLASE C 

Trasero izquierdo 0.0016 

 

Como se observa en las Figuras de la 44 a la 47, la potencia regenerada por los 
neumáticos es menor que la regenerada por las suspensiones, sin embargo, en el caso 
de la potencia regenerada por los neumáticos del eje derecho, se puede comparar con 
la potencia regenerada por las suspensiones del eje izquierdo, esto se debe a que el 
eje derecho (clase D) tiene una clase de rugosidad más alta que el eje izquierdo (clase 
C), tal como se muestra en las Figuras de la 48 a la 51 , donde se aislaron las potencias 
generadas por los neumáticos del eje izquierdo y las suspensiones del eje derecho, 
esto para observar a mayor detalle este caso. 

 

 

 
Figura 48. Comparación de la potencia regenerada por los neumáticos del eje derecho y las suspensiones del eje 

izquierdo con el ciclo de conducción NEDC. 
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Figura 49. Comparación de la potencia regenerada por los neumáticos del eje derecho y las suspensiones del eje 

izquierdo con el ciclo de conducción WLTP. 

Figura 50. Comparación de la potencia regenerada por los neumáticos del eje derecho y las suspensiones del eje 

izquierdo con el ciclo de conducción FTP. 
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Como se muestra en las Figuras de la 48 a la 51, la cantidad de potencia eléctrica 
obtenida es muy similar e incluso en algunos instantes es mayor en los neumáticos 
con dispositivos piezoeléctricos acoplados que con las suspensiones con dispositivos 
piezoeléctricos acoplados. Esto muestra la eficiencia que se puede obtener mediante 
la implementación de ambas técnicas de regeneración de energía vibratoria. 

 

Figura 51. Comparación de la potencia regenerada por los neumáticos del eje derecho y de las suspensiones del eje 

izquierdo con el ciclo de conducción HWFET. 
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5 CONCLUSIONES 
 

En esta tesis se realizó un análisis exhaustivo del potencial de generación de 
energía vibratoria en suspensiones regenerativas piezoeléctricas. Como primer 
punto, se realizaron simulaciones Monte Carlo para investigar a detalle cómo afecta 
la variación los parámetros de resistencia de la carga 𝑅 y el factor de fuerza 𝛼 en la 
recolección de voltaje del material piezoeléctrico en el dominio de la frecuencia. 
Como era de esperarse, dicho análisis reveló una variación significativa en la señal 
del voltaje de salida. Posteriormente, se realizó un análisis de sensibilidad 
paramétrica de los índices de rendimiento por medio de la norma ℋ2, centrándose 
en el índice de la potencia eléctrica regenerada. Los resultados obtenidos mostraron 
que los valores óptimos de los parámetros del transductor piezoeléctrico se obtienen 
al maximizar la norma ℋ2.  

Posteriormente, se simuló el comportamiento del modelo matemático de un 
cuarto, la mitad y el vehículo completo en el dominio del tiempo considerando una 
excitación vibratoria de entrada estocástica estacionaria, como lo es el ruido blanco 
Gaussiano. Posteriormente, se consideraron los parámetros óptimos calculados al 
maximizar el índice de la potencia eléctrica regenerada. Adicionalmente, se variaron 
tanto la velocidad de conducción como la rugosidad de la carretera. Estas 
simulaciones mostraron que la regeneración de energía se incrementa no solo 
cuando se aumenta la velocidad de conducción, sino también cuando se incrementa 
la rugosidad del camino. Adicionalmente, era de esperarse se observa como el 
modelo de vehículo completo muestra la mayor cantidad de potencia recolectada 
pues considera las cuatro suspensiones.  

Adicionalmente, se realizó la simulación del modelo matemático del vehículo 
completo en el dominio del tiempo, considerando una excitación de entrada 
estocástica no estacionaria, esto se logra considerando ciclos de velocidad de 
conducción transitorios. Dichos ciclos emulan condiciones más realistas de manejo, 
lo cual se traduce en resultados más certeros. Adicionalmente, se consideraron dos 
clases de rugosidades, clase C y D, para el eje izquierdo y derecho del vehículo, 
respectivamente; los resultados obtenidos revelaron que el potencial de 
regeneración de energía aumenta con ciclos de conducción transitorios. Además, 
como en el análisis anterior, se demuestra que conforme aumenta la velocidad de 
conducción se regenera mayor potencial de energía. Por otra parte, el eje derecho 
muestra mayor cantidad de energía regenerada, esto se debe a que, en dicho eje se 
consideró la rugosidad de clase D, la cual muestra una mayor amplitud de excitación 
de entrada al sistema. 

Por último, se simuló el modelo matemático del vehículo completo considerando 
suspensiones y neumáticos piezoeléctricos. Esto se logra añadiendo un elemento 
piezoeléctrico en cada uno de los neumáticos, lo cual resulta relativamente sencillo 
de implementar debido a su alto factor de acoplamiento electromecánico que 
exponen los materiales piezoeléctricos. El escenario de simulación contempla una 
excitación estocástica no estacionaria con ciclos de conducción transitorios, además 
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de considerar rugosidades distintas en cada eje, como se realizó anteriormente, eje 
derecho clase D y eje izquierdo clase C. Los resultados obtenidos muestran las 
potencias regeneradas por las cuatro suspensiones y los cuatro neumáticos. Es 
importante mencionar que, la potencia regenerada por los neumáticos excitados con 
la rugosidad clase D y la potencia regenerada por las suspensiones excitadas con 
rugosidad clase C son similares, esto comprueba la eficiencia que puede llegar a tener 
la implementación de estas dos técnicas de regeneración de energía vibratoria en 
vehículos. 

Finalmente, los resultados obtenidos de las simulaciones numéricas realizadas en 
esta investigación proporcionan una base sólida para el desarrollo y la 
implementación de sistemas de regeneración de energía piezoeléctrica en 
suspensiones automotrices. Este enfoque de recolección de energía vibratoria 
proporciona una alternativa para aprovechar la energía generada por las vibraciones 
y el movimiento del vehículo usando transductores piezoeléctricos, lo que permitiría 
alimentar de manera autónoma los sensores automotrices de baja potencia, como lo 
son los sensores de presión de los neumáticos, de temperatura, nivel de combustible, 
velocidad, entre otros.  
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 APÉNDICE 

 

COEFICIENTES DE LOS POLINOMIOS DE LA INTEGRAL DE LOS 

ÍNDICES DE RENDIMIENTO 

En (Roberts & Spanos, 2003), se hace referencia al método de integración de los 

residuos o a la Integral de Cauchy, que en efecto es una integral de contorno o 

cerrada como la mostrada en la sección NORMA 𝓗𝟐 3.7, donde se habla de la 

NORMA 𝓗𝟐. En ese sentido, los coeficientes de los polinomios de la integral de los 

índices de rendimiento sirven para dar solución a la integral de la ecuación (83). 

 

SIN CONSIDERAR FRECUENCIA DE CORTE 

𝐴5 = 𝐶0𝑀𝑠𝑀𝑢𝑠𝑅 

𝐴4 = 𝐶0((𝑐 + 𝑐𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑐)𝑅 +𝑀𝑢𝑠𝑀𝑠 

𝐴3 = (((𝑘 + 𝑘𝑡)𝑀𝑠 + 𝑐𝑐𝑡 +𝑀𝑢𝑠𝑘)𝐶0 + 𝛼
2(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)) 𝑅 + (𝑐 + 𝑐𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑐 

𝐴2 = ((𝑐𝑘𝑡 + 𝑐𝑡𝑘)𝐶0 + 𝛼
2𝑐𝑡)𝑅 + (𝑘 + 𝑘𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑘 + 𝑐𝑐𝑡 

𝐴1 = 𝑘𝑡(𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐𝑘𝑡 + 𝑐𝑡𝑘 

𝐴0 = 𝑘𝑘𝑡 

Índice de confort 𝐽𝐴 

𝐵4 = 𝐶0
2𝑅2𝑐2𝑐𝑡

2 

𝐵3 = 2(−𝑐𝑡𝑘 − ((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)𝑘𝑡)𝐶0𝑅𝑐𝑐𝑡 + (−((𝐶0𝑘 + 𝛼

2)𝑅 + 𝑐)𝑐𝑡 − 𝐶0𝑅𝑐𝑘𝑡)
2
 

𝐵2 = (−𝑐𝑡𝑘 − ((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)𝑘𝑡)

2
+ 2𝑘𝑘𝑡(−((𝐶0𝑘 + 𝛼

2)𝑅 + 𝑐)𝑐𝑡 − 𝐶0𝑅𝑐𝑘𝑡) 

𝐵1 = 𝑘
2𝑘𝑡

2 

𝐵0 = 0 

Índice de deflexión del sistema de suspensión 𝐽𝐷𝑆 

𝐵4 = 0 

𝐵3 = 𝑐𝑡
2𝑀𝑠

2𝐶0
2𝑅2 

𝐵2 = (𝐶0𝑀𝑠𝑅𝑘𝑡 −𝑀𝑠𝑐𝑡)
2 − 2𝑘𝑡𝑀𝑠

2𝑐𝑡𝐶0𝑅 

𝐵1 = 𝑘𝑡
2𝑀𝑠

2 

𝐵0 = 0 
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Índice de la carga dinámica sobre los neumáticos 𝐽𝑇𝐿 

𝐵4 = 𝑀𝑢𝑠
2𝑅2𝐶0

2𝑀𝑠
2𝑘𝑡

2 

𝐵3 = (−2((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑘𝑡

2𝑀𝑢𝑠𝑅𝐶0𝑀𝑠
+ (−𝑐𝐶0(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑅 −𝑀𝑠𝑀𝑢𝑠)

2𝑘𝑡
2 

𝐵2 = (((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)

2
(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑘𝑡

2

− 2(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑘𝑡
2(−𝑐𝐶0(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑅 −𝑀𝑠𝑀𝑢𝑠)) 

𝐵1 = 𝑘𝑡
2(𝑀𝑢𝑠 +𝑀𝑠)

2𝑘2 

𝐵0 = 0 

Índice de la carga dinámica sobre los neumáticos 𝑱𝑷𝑬 

𝐵4 = 0 

𝐵3 = 𝑀𝑠
2𝑅2𝛼2𝑐𝑡

2 

𝐵2 = 𝑀𝑠
2𝑅2𝛼2𝑐𝑡

2 

𝐵1 = 0 

𝐵0 = 0 

CONSIDERANDO LA FRECUENCIA DE CORTE 

𝐴6 = 𝐶0𝑀𝑠𝑀𝑢𝑠𝑅 

𝐴5 = 𝑊0𝐶0𝑀𝑢𝑠𝑀𝑠𝑅 + 𝐶0((𝑐 + 𝑐𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑐)𝑅 +𝑀𝑢𝑠𝑀𝑠 

𝐴4 = (𝑊0(𝐶0((𝑐 + 𝑐𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑐)𝑅 +𝑀𝑢𝑠𝑀𝑠)

+ (((𝑘 + 𝑘𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑘 + 𝑐𝑐𝑡)𝐶0 + 𝛼
2(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠))𝑅 + (𝑐 + 𝑐𝑡)𝑀𝑠

+𝑀𝑢𝑠𝑐) 

𝐴3 = 𝑊0 ((((𝑘 + 𝑘𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑘 + 𝑐𝑐𝑡)𝐶0 + 𝛼
2(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠))𝑅 + (𝑐 + 𝑐𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑐)

+ ((𝑐𝑘𝑡 + 𝑐𝑡𝑘)𝐶0 + 𝛼
2𝑐𝑡)𝑅 + ((𝑘 + 𝑘𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑘 + 𝑐𝑐𝑡) 

𝐴2 = 𝑊0(((𝑐𝑘𝑡 + 𝑐𝑡𝑘)𝐶0 + 𝛼
2𝑐𝑡)𝑅 + ((𝑘 + 𝑘𝑡)𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠𝑘 + 𝑐𝑐𝑡) + 𝑘𝑡(𝐶0𝑘 + 𝛼

2)𝑅

+ 𝑐𝑘𝑡 + 𝑐𝑡𝑘 

𝐴1 = 𝑊0(𝑘𝑡(𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐𝑘𝑡 + 𝑐𝑡𝑘) + 𝑘𝑘𝑡 

𝐴0 = 𝑊0𝑘𝑘𝑡 
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Índice de confort 𝐽𝐴 

𝐵5 = 𝐶0
2𝑅2𝑐2𝑐𝑡

2 

𝐵4 = 2(−𝑐𝑡𝑘 − ((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)𝑘𝑡)𝐶0𝑅𝑐𝑐𝑡 + (((𝐶0𝑘 + 𝛼

2)𝑅 + 𝑐)𝑐𝑡 − 𝐶0𝑅𝑐𝑘𝑡)
2

 

𝐵3 = (−𝑐𝑡𝑘 − ((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)𝑘𝑡)

2
− 2𝑘𝑘𝑡 (((𝐶0𝑘 + 𝛼

2)𝑅 + 𝑐)𝑐𝑡 + 𝐶0𝑅𝑐𝑘𝑡) 

𝐵2 = 𝑘
2𝑘𝑡

2 

𝐵1 = 0 

𝐵0 = 0 

Índice de deflexión del sistema de suspensión 𝐽𝐷𝑆 

𝐵5 = 0 

𝐵4 = 𝑐𝑡
2𝑀𝑠

2𝐶0
2𝑅2 

𝐵3 = (𝐶0𝑀𝑠𝑅𝑘𝑡 +𝑀𝑠𝑐𝑡)
2 − 2𝑘𝑡𝑀𝑠

2𝑐𝑡𝐶0𝑅 

𝐵2 = 𝑘𝑡
2𝑀𝑠

2 

𝐵1 = 0 

𝐵0 = 0 

Índice de la carga dinámica sobre los neumáticos 𝐽𝑇𝐿 

𝐵5 = 𝑀𝑢𝑠
2𝑅2𝐶0

2𝑀𝑠
2𝑘𝑡

2 

𝐵4 = (−2((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑘𝑡

2𝑀𝑢𝑠𝑅𝐶0𝑀𝑠
+ (𝑐𝐶0(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑅 +𝑀𝑠𝑀𝑢𝑠)

2𝑘𝑡
2 

𝐵3 = (((𝐶0𝑘 + 𝛼
2)𝑅 + 𝑐)

2
(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑘𝑡

2

− 2𝑘(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑘𝑡
2(𝑐𝐶0(𝑀𝑠 +𝑀𝑢𝑠)𝑅 +𝑀𝑠𝑀𝑢𝑠)) 

𝐵2 = 𝑘𝑡
2(𝑀𝑢𝑠 +𝑀𝑠)

2𝑘2 

𝐵1 = 0 

𝐵0 = 0 
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Índice de la carga dinámica sobre los neumáticos 𝐽𝑃𝐸 

𝐵5 = 0 

𝐵4 = 𝑀𝑠
2𝑅2𝛼2𝑐𝑡

2 

𝐵3 = 𝑀𝑠
2𝑅2𝛼2𝑐𝑡

2 

𝐵2 = 0 

𝐵1 = 0 

𝐵0 = 0 
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