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Introduccion

La electroencefalografia es una técnica no invasiva que obtiene informacion sobre la
actividad bioeléctrica cerebral, mediante un conjunto de datos que son captados por un
conjunto de electrodos ubicados sobre la cabeza de una persona. A este conjunto de datos
lo llamaremos electroencefalograma (EGG). El objetivo de la electroencefalografia consiste
en entender el funcionamiento normal del cerebro sin necesidad de exponer al paciente,
asi como estudiar la fisiopatologia de diversas enfermedades neurolégicas.

Por estas razones, se han elaborado modelos matematicos considerando al cerebro
como un medio conductor, mediante el uso de las leyes de Maxwell. Los modelos obte-
nidos generalmente se plantean utilizando ecuaciones diferenciales parciales con valores
en la frontera, en los que aparece una funcién que se desea conocer y que representa una
anomalia dentro del cerebro, denominada fuente. Asi, el problema inverso electroencefa-
lografico consiste en localizar la fuente en un modelo matemético, a partir de las lecturas
obtenidas por los electrodos del electroencefalograma, colocados sobre el cuero cabelludo.
Por otra parte, para validar los métodos de solucion al problema inverso electroencefalo-
grafico, es necesario analizar el problema directo asociado. La contribuciéon principal de
la tesis es exponer la deduccion del modelo matematico electroencefalografico, ademas de
realizar un analisis detallado del algoritmo propuesto en [23| para la solucion del problema
directo y asi tener una soluciéon al problema inverso.

A continuacién se describen los puntos principales que se abordan en cada capitulo de
este trabajo:

En el primer capitulo se brinda un panorama general de las partes del cerebro que
intervienen en su actividad bioeléctrica; también se presentan conceptos del area de ma-
tematicas que se usaran para demostrar la existencia y unicidad del problema directo de
contorno electroencefalografico, asi como para resolver el problema inverso electroencefa-
lografico.

En el segundo capitulo se describen las leyes de Maxwell y se explica la deducciéon
del modelo matematico para el problema electroencefalografico; el modelo obtenido es
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales con valores en la frontera, que permite
plantear los problemas directo e inverso electroencefalografico. En este mismo capitulo,
se realiza el planteamiento del problema en su forma discreta, con el fin de que se pueda
aplicar en la solucién de problemas practicos.
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En el tercer capitulo se demuestra la existencia y unicidad de la soluciéon débil del
problema contorno electroencefalogéfico, lo cual es importante debido a que su solucion
sirve para validar la solucion del problema inverso.

En el cuarto capitulo se presenta el método de minimos cuadrados, como una intro-
duccion al método de regularizacion de Tikhonov y se deduce la expresion general de la
solucién regularizada. También se presenta una aplicacion de todo lo visto en los capitulos
anteriores, a la solucion del problema inverso electroencefalogréfico, para el caso en que se
tiene una fuente dipolar en el interior del cerebro. Para esta fuente dipolar, se resuelve el
problema directo para obtener los datos de entrada para el problema inverso. Se aplica la
regularizacion de Tikhonov para resolver el problema inverso y se encuentra que el error
de aproximacion es adecuado.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Funcionamiento del cerebro y su actividad eléctri-
ca

1.1.1. El cerebro: un sistema complejo

El cerebro humano es la mas compleja de todas las estructuras vivas, pues procesa
informacion sensorial a la vez que mantiene las funciones vitales del organismo; hasta
10! células nerviosas trabajan unidas a través de impulsos eléctricos para coordinar las
actividades fisicas y los procesos mentales ([6]).

El cerebro se divide en distintas estructuras que interacttan entre si, en él se puede
distinguir dos tipos de tejido: la sustancia gris integrada por neuronas y sus prolongaciones,
cuyo color grisaceo se debe a la escasez de mielina, y la sustancia blanca formada por
fibras nerviosas mielinicas y por tejido neuroglial, es el color blanco de la mielina lo que
le confiere su nombre ([32]).

Cuerpo calloso Corteza

cerebral

Talamo ——

i - GCerebelo
Amigdala \"\‘; i A

Tronco
encefalico

Figura 1.1: Vista sagital de una representacion de la anatomia del cerebro ([I]).

A continuacién se mencionan algunas de las estructuras més comunes que integran al
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cerebro (ver figura con sus respectivas funciones ([1], [6], [40]).

= La corteza cerebral. Es la parte mas exterior y la més grande del cerebro; es un
6rgano muy complejo de aproximadamente dos centimetros de espesor y una super-
ficie aproximada de 1600 em?, no es lisa, se encuentra densamente plegada formando
giros y surcos denominados cisuras. Esta se encuentra involucrada en varias activida-
des como la percepcién sensorial, actividades motoras voluntarias, almacenamiento
de distintos tipos de memoria, actividad consciente, la imaginacion, las emociones,
entre otros.

» La cisura interhemisférica. Divide la corteza en dos partes llamados hemisferios
cerebrales; en los hemisferios se distinguen zonas denominadas l6bulos, que llevan el
nombre del hueso con el que se encuentran en contacto. Estos 16bulos se subdividen
segun la funcién que realizan, como son: frontal, parietal, occipital y temporal.

» El tdlamo. Recibe informacion del cuerpo y de los diversos érganos sensoriales;
ademas, regula el nivel de conciencia y los aspectos emocionales de las sensaciones.

» El hipotalamo. Controla funciones vitales del organismo como el ciclo del sueno,
sed, temperatura corporal, sensaciones de dolor, entre otras; por lo cual, se puede
ver como un vinculo entre los sistemas hormonal y nervioso.

= Kl sistema limbico. Se encarga de las funciones relacionadas con la emocion, los
sentimientos y la memoria; este sistema estd compuesto por el hipocampo y la
amigdala. El hipocampo es importante para la memoria y el aprendizaje, mientras
que la amigdala dirige las acciones de los sistemas auténomo y endocrino.

= El cerebelo. Tiene un tamano de una nuez situada en la base del craneo. La fun-
cion mas importante del cerebelo es la coordinacion de la actividad motora y de la
“postura”, también coordina la adquisicion del lenguaje.

» Los ganglios basales. Estan formados por el cuerpo estriado (compuesto por el ni-
cleo caudado, el putamen y el globo péalido) junto con el nucleo subtalamo y la
sustancia negra. Originalmente se creia que solo controlaban las funciones motoras;
sin embargo, ahora se sabe que estan implicados en la cogniciéon y la motivacion.

= El tronco encefélico. Se encarga de transmitir informacion entre la médula espi-
nal y el cerebro, asi mismo interviene en la conciencia, sueno, control cardiaco, la
respiracion, y ademés colabora en el trabajo de los nervios craneales.

1.1.2. La neurona y su fisiologia

El sistema nervioso central estda conformado por células nerviosas o neuronas y por
células gliales; ambos tipos de células son altamente especializadas, cuya funciéon consiste
en la generacion y transmision de senales con el objetivo de comunicarse con las demés
neuronas del sistema nervioso ([22]).
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Figura 1.2: Estructura de la neurona ([7]).

El tamano y forma de las neuronas varia, pero en todas ellas se pueden identificar tres
partes (ver figura[l.2)): el cuerpo celular o soma, las dendritas y el axon ([1], [6], [19], [22]).

= El cuerpo celular. Contiene al nticleo de la célula y es alli donde ocurre el metabolis-
mo de la célula; el conjunto de cuerpos celulares es lo que le da su color caracteristico
a la sustancia gris.

= Las dendritas. Su nombre proviene del latin arbol, son extensiones del cuerpo celular
con ramificaciones cortas; a través de ellas, cada neurona recibe senales provenientes
de otras neuronas.

= El axon. A través del axon se transmite la informacion hacia otras neuronas mediante
un intercambio quimico; esta es una fibra nerviosa que nace del cuerpo celular, se
divide cerca del final en finas ramas que contactan con otras neuronas. El proceso
de contacto se denomina sinapsis.

La sinapsis se produce por la liberacién de sustancias quimicas de la neurona presinéptica
que excita a la postsinaptica transmitiendo la informaciéon. Durante este proceso de comu-
nicaciéon se activan unas moléculas denominadas neurotransmisores; estas son liberadas
principalmente desde el terminal presinaptico y viajan por la hendidura sinaptica hasta
la membrana del elemento postsinédptico, donde son contactados por receptores de mem-
brana que en forma directa o indirecta, genera un cambio en el potencial de membrana.
Existen dos clases de neurotransmisores; los que se despolarizan para producir un efecto
excitatorio y, los que se hiperpolarizan para producir un efecto inhibitorio en la célula
postsinaptica. Los principales transmisores en las neuronas inhibitorias son el GABA y la
glicina, mientras que el glutamato y el aspartato son generalmente excitadores (|19]).

1.1.3. Potencial de reposo y potencial de acciéon de la membrana

Toda neurona en reposo, en su citoplasma tiene un exceso de carga negativa, mientras
que en el espacio extracelular contiene una mayor concentracion de carga positiva. El
potencial de membrana existe en virtud de la diferencia de concentracion de iones dentro
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y fuera de la célula, entre los iones mas importantes se encuentran el sodio (Na™), el
potasio (K1), el calcio (Ca™) y el cloro (CI7) ([19]).

Por otra parte, las células, incluidas las neuronas, tienen membranas que estan hechas
de moléculas lipidas (grasas) y previenen que la mayoria de las cosas salgan o entren en
la célula. La superficie de la membrana esta formada por una doble capa de fosfolipidos,
por si misma es casi completamente impermeable a los iones, por lo que los iones so6lo
atraviesan la membrana a través de poros o aberturas especializadas, como los canales
ionicos; estos estan regulados, se abren y se cierran en respuesta a diversos estimulos,
ademés que reconocen y seleccionan iones especificos. Otros canales i6nicos son llamados
bombas, estos usan la energia suministrada por la célula para realmente bombear iones
dentro o fuera de ella, en el caso de la neurona, se bombea principalmente sodio y potasio
(I6).

Cada neurona tiene una separacion de cargas a través de su membrana celular, que
consiste de iones positivos y negativos diseminados por la superficie interna y externa de la
misma. FEn reposo, la célula nerviosa tiene un exceso de cargas positivas en la parte externa
y un exceso de cargas negativas en la parte interna de la membrana. Cuando las neuronas
son estimuladas se genera una transformacion interna de las mismas; este proceso es
también complejo y requiere de la accion coordinada de diferentes mecanismos biolégicos,
fisicos y quimicos, lo cual conduce al llamado “potencial de accién”, lo que constituye
una alteraciéon del potencial de membrana de la neurona, gracias al intercambio de iones
que corre a lo largo de la longitud del axén. Para que se genere un potencial de accion,
necesitamos que el estimulo recibido, a través de una corriente despolarizada, alcance
un valor umbral; si la despolarizacion alcanza este umbral, se producird una caida de la
resistencia de la membrana al sodio, generando la entrada de sodio a la neurona; luego, se
genera una caida de la resistencia de membrana al potasio, generando también una salida
de potasio hacia el exterior de la neurona. Una vez llegando al punto mas alto del potencial
de accion, se genera el cierre de los canales de sodio sin poder abrirse nuevamente, hasta
que la membrana alcance su estado de reposo otra vez. La neurona ahora se encuentra
internamente llena de cargas positivas; con esto, el potasio es empujado hacia el exterior de
la célula, provocando que el potencial de membrana comience a recuperar sus condiciones
normales; por lo que, los canales de potasio comienzan a cerrarse hasta que este ion ya no
puede seguir saliendo (6], [19]). En la figura [1.3| se puede observar la representacion del
potencial de accion.

Pico de potencial
+30 / de acci£1

—— Repolarizacién

Umbral de
estimulacion

Hiperpolarizacién

Potencial de membrana (mV)

Potencial de reposo
Tiempo(ms)

Figura 1.3: Representacion del potencial de accion ([15]).
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La hiperpolarizaciéon es cuando los iones de potasio se encuentran acumulados en
la zona exterior de la membrana, con lo cual el potencial de membrana se vuelve més
negativo. Una vez que se da este proceso de hiperpolarizaciéon entra en acciéon la bomba
sodio-potasio, que expulsa el sodio que se encontraba al interior de la neurona y recupera el
potasio que se encontraba al exterior. De aqui que la neurona se encuentra en condiciones
de recibir un nuevo estimulo y de repetir los pasos anteriormente descritos ([6], [19]).

La ecuacion de Nernst, obtenida en 1888 por W. Nernst, es de gran importancia para
la fisiologia, pues nos ayuda a proporcionar el voltaje en el que la membrana alcanza
su potencial de equilibrio. Considérese que debido a la diferencia de concentraciones de
iones a través de la membrana, se genera un gradiente quimico que favorece el paso de
iones cuando se abren canales de la membrana, estos iones pasan de manera positiva a
su gradiente quimico y gradualmente generan un potencial eléctrico transmembranal que
se opone al flujo de iones impulsado por el gradiente quimico, dicho potencial eléctrico
aumenta hasta alcanzar un estado de equilibrio donde el flujo es neto; es decir, que sea
igual a cero. A este estado se le llama potencial de equilibrio ([6]), y esta descrito por la

ecuacion de Nernst:
V= ﬂln (ﬁ) , (1.1.1)
ZF X
donde V es el voltaje entre el compartimiento F y el compartimiento I, R es la constante
de los gases ideales, T' la temperatura en grados Kelvin, Z la valencia del ion, F' la
constante de Faraday, aproximadamente 9.65 x 10* C/mol, X es la concentracién extra
celular del ion y X es la concentraciéon intracelular del ion.

Dado que en realidad la membrana no es permeable tinicamente al potasio como se
crefa, sino que también es permeable al sodio y al cloro, Goldman modific6 la ecuacion
de Nernst, en 1943, para tener en cuenta la participacion de los iones més importantes
implicados en la membrana de las neuronas ([6]); esta ecuacion viene dada de la siguiente
manera:

V=

RT - (PK+ (K + Pyo+ [Nat|g + Por- [CZ]I> : (1.1.2)

ZF PK+[K+][+PNa+[NCL+}[+PCZ—[Cl_]E

donde V' es el voltaje entre el compartimiento E y el compartimiento I, P; equivale a la
permeabilidad relativa de la membrana a cada iony | |, [ |; denotan las concentraciones
de los iones en el compartimiento £ o I, respectivamente. Entre los principales iones se
encuentran sodio (Na™), potasio (KT) y cloro (Cl7); ya que son los involucrados para
determinar el potencial de membrana en reposo de manera simultanea.

En el proceso de conocer mas sobre lo que sucede en el cerebro, los avances tecnologicos
y otras ciencias nos ayudan a comprender el funcionamiento de las neuronas; estos han
permitido crear técnicas con las cuales no solo se logra obtener informacion mas precisa
sobre las conexiones entre regiones cerebrales, identificar neuronas, sino también sobre las
zonas activas del cerebro. Con el desarrollo de la tecnologia se crearon nuevas técnicas
menos invasivas, que permiten obtener informaciéon sobre la actividad del cerebro humano
vivo, por ejemplo, la tomografia axial computarizada (TAC), la tomografia por emision
de positrones (TEP) y la formacién de imagenes por resonancia magnética (IRM), entre
otras. Aunque los tnicos métodos que responden con rapidez suficiente son las técnicas
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de registro eléctrico, es decir, la electroencefalografia (EEG) que detecta la actividad
eléctrica del cerebro a partir de las mediciones efectuadas sobre el cuero cabelludo y
la magnetoencefalografia (MEG), la cual mide el comportamiento electromagnético que
genera la actividad eléctrica en el interior del cerebro ([0]).

1.1.4. La senal electroencefalografica

La electroencefalografia es una técnica de exploracion del Sistema Nervioso Central
(SNC) mediante la cual obtiene el registro de la actividad eléctrica cerebral en tiempo
real.

El electroencefalograma, conocido por las siglas EEG es un término introducido por
el aleman Hans Berger, quien fue el primero en registrar fluctuaciones eléctricas en el
cerebro humano mediante electrodos colocados en el cuero cabelludo ([6]). El EEG consiste
en un arreglo de electrodos, dispuestos sobre el cuero cabelludo y gracias a que esta
senal amplificada electronicamente genera un registro que nos permite verla y analizarla.
Sirve para medir el flujo de corriente extracelular de la actividad sumada de muchas
neuronas; por ejemplo, el EEG de superficie refleja predominantemente la actividad de las
neuronas corticales cercanas a los electrodos del equipo. Las senales de EEG representan la
diferencia de potencial entre dos electrodos, uno de ellos llamado electrodo activo y el otro
electrodo de referencia; ademas se sabe que el EEG presenta una serie de oscilaciones que,
dadas ciertas caracteristicas predefinidas, son en conjunto denominadas ritmos, generados
por una compleja serie de mecanismos celulares y sinapticos ([32]). Un registro tipico de
EEG, consta de varios trazos dispuestos en lineas horizontales.

La amplitud de la senal de EEG esté relacionada con el grado de sincronia en la que
interactian las neuronas. Dadas las bases fisiologicas de la actividad ritmica cerebral, las
oscilaciones que obtenemos y que visualizamos en un registro, resultan de la suma de los
potenciales postsinapticos excitatorios e inhibitorios; estas senales son de baja amplitud,
pero gracias a una serie de amplificadores diferenciales se logran magnificar y analizar
(122).

Los patrones de EEG oscilatorios, surgen debido a las células marcapasos, en las que
que el voltaje de la membrana fluctiia de manera esponténea, o debido a la interaccion
reciproca de la neuronas; estos patrones es la frecuencia, o tasa de oscilaciéon de un ritmo
EEG que es parcialmente sostenido por la actividad de entrada del talamo.

Las ondas de un EEG varfan en su frecuencia entre aproximadamente 0.5 a 40 Hz y
su amplitud entre unos pocos microvoltios hasta aproximadamente 100 microvoltios.

Entre los principales ritmos cerebrales bésicos y los més relevantes para la practica
experimental tenemos ([36], [21]):

» Ritmo delta (entre 0.5 y 4 Hz). El ritmo delta se presenta cuando se tiene suefio
profundo y puede estar presente en el estado vigilia. En el caso de detectarse en una
persona despierta, puede indicar que existe algiin tipo de anormalidad en el cerebro,
como tumores cerebrales.
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» Ritmo theta (4 a7 Hz). El ritmo theta ocurre durante el adormecimiento y durante
ciertas etapas del sueno.

» Ritmo alpha (8 a 13 Hz). Este ritmo aparece cuando el sujeto esta relajado en
estado vigilia y con los ojos cerrados.

» Ritmo beta(14 a 30 Hz). Este es un ritmo que se observa en individuos despiertos,
alertas y con los ojos abiertos; ademas puede ser reconocida durante ciertas etapas
del sueno también.

» Ritmo gamma (entre 30 y 50 Hz). El ritmo gamma puede ser asociado con la
actividad mental superior, incluyendo percepciéon y conciencia.

Esta técnica no deja de tener limitaciones ya que puede contaminar la actividad de ori-
gen extra cerebral con artificios obtenidos mediante el movimiento de algin musculo, el
parpadeo, el contacto, etc.

1.2. Definiciones y resultados matematicos

En esta seccion introducimos los conceptos basicos que se utilizan a lo largo del trabajo
de tesis. Ademas, se repasan caracterizaciones de algunos de los conceptos que revisamos,
con el fin de facilitar el trabajo de demostracién en resultados posteriores. Estas defini-
ciones y conceptos se pueden consultar en [3], [16], [I8], [37] o en [42].

Iniciamos esta seccién definiendo lo que es un dipolo eléctrico, el cual es utilizado en
este trabajo.

Definicién 1. Un dipolo eléctrico esta formado por dos cargas iguales y opuestas (£q)

colocadas en los extremos de un vector 7, dicho vector denota la distancia entre las cargas
y apunta en la direccion de la carga positiva, como se muestra en la figura [1.4]

+q

Figura 1.4: Representacion del dipolo eléctrico.

A continuacién, vamos a definir lo que se denomina un problema bien planteado en
sentido de Hadamard, debido a que el problema de la tesis es un problema mal planteado.

Definicion 2. Sean X, Y espacios normados, L : X — Y un operador lineal o no lineal.
La ecuacion Lx = y es correctamente planteada o bien planteada si se cumple lo siguiente:
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1. Euxistencia: Para todo y € Y, existe x € X tal que Lx = y.
2. Unicidad: Para todo y € Y, existe a lo mas un x € X que cumple Lx = y.

3. Estabilidad: La solucion x depende continuamente de y, es decir; para cada sucesion
(x,) C X con Lz, — Lx cuando n — oo, se sigue que x,, — x cuando n — oo.

Un problema se denomina mal planteado si no cumple con alguna de las condiciones
anteriores.

Como hemos mencionado antes, el problema directo electroencefalografico esta bien
planteado, debido a que cumple con las condiciones de la definicién; mientras que el
problema inverso electroencefalogréafico no satisface los postulados del buen planteamiento
en el sentido de Hadamard, debido a que no se cumplen las condiciones de unicidad y
estabilidad, por lo que se dice que es un problema mal planteado ([32]).

Cabe mencionar que los problemas de la forma Lx = y, donde L es un operador
lineal definido sobre un espacio de dimension finita, se pueden escribir en forma matricial
Ax = y, donde A es la representacion matricial del operador lineal; de manera que se
puede analizar su buen o mal planteamiento a partir de lo que se conoce como el ntimero
de condicién de la matriz, que se define a continuacion.

Definicién 3. Sea A € R™ ™ invertible. El nimero de condicion de la matriz A se define
y denota por:

k(A) = AIIATI.

El nimero de condiciéon de una matriz sirve para determinar si un problema de la
forma Ax = y, donde A es una matriz y x e y son vectores, es bien o mal planteado. Esto
es, si el nimero de condicién de la matriz A es “cercano” a 1, se dice que el problema es
bien planteado, pero si el niimero de condiciéon de A es “mucho mayor” que 1, se dice que
el problema es mal planteado. Esto significa que si se tiene un pequeno error en los datos
y se obtendra un error grande en la solucion z.

Para el analisis de la soluciéon del problema directo de la tesis necesitamos algunos
resultados de analisis funcional que citamos a continuacién, los cuales pueden ser consul-
tados en [4], [18], [34] vy [37].

Definicién 4. Sea Q un subconjunto abierto de R?. Una funcion f : Q — R se llama
cuadrado integrable cuando
/ | f < 0.
Q

El conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en  se denota por L*(12).

Definicién 5. Se llama espacio de Sobolev de orden 1 sobre el conjunto abierto Q C R3
que se define y denota por:

HY(Q) = {v € L2(Q) : 3 g1, ga, g3 € L2() tal que

dp
Qvami B

—/gigo Vo e C5°(2), Vi= 1,2,3},
Q
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donde C§°(£2) es el conjunto de las funciones infinitamente derivables con soporte com-
pacto en 2.

0
Para v € H'(Q) se define la derivada parcial débil de v como v g; v el gradiente

ox;
Vv:<(% Ov 82})'

dxy’ Oy’ Oy

El espacio H'(2) se dota del producto interno:

de v como

(U, v) ) = /(uv + Vu - Vo)dz. (1.2.1)
Q

Teorema 1.2.1. (Primera identidad de Gree_n) Sea un subconjunto abierto y
acotado de R? con frontera de clase C. Si u € C?(Q) y v € C(Q), entonces,

donde n es el vector normal exterior a 02 y A= (aa—;, 53—;2, g—;) es el operador laplaciano.
Teorema 1.2.2. (Densidad) Supongamos que Q C R3 abierto, acotado y con frontera de

clase C'. Si uw € H'(), entonces existe una sucesion {u,} en C5°(R?) tal que la sucesion

de restricciones {u,, |o} converge a u en H'(Q2). Esto es equivalente a que el conjunto R
es denso en H'(2), donde R = {v € C*(Q): v =u | para algin u € C§°(R?)}.

Demostracion. Ver el corolario 9.8 en [4]. [

Proposicién 1.2.3. Si  C R? es abierto, acotado y con frontera de clase C*', entonces
C*() es denso en H(Q), Vk € N.

Demostracion. Sea € C R3? abierto, acotado y con frontera de clase C'. Por demostrar
que C*(Q) es denso en H'(2), para toda k € N; es decir, que para todo z € H'(Q) existe
una sucesion {z,} en C*(Q) tal que x,, — = cuando n — oo, para toda k € N.

Sea z € H'(Q). Por el teorema R es denso en H'(f2), entonces existe una
sucesion {z,} en R tal que x,, — x cuando n — oco. Debido a que R C C*(2), para toda
k € N, se tiene que la sucesion {r,} estd en C*(Q), para toda k € N. Esto implica que
existe una sucesién {z,} en C*(Q) tal que z,, — = cuando n — oo, para toda k € N.

Debido que z es arbitrario, se concluye que C*(€2) es denso en H*(Q), VkeN. ®

Teorema 1.2.4. (Teorema de operador traza) Si ) C R? es abierto, acotado y con
frontera de clase C'', entonces existe un operador lineal y continuo 7 : H'(Q2) — L?*(9Q)
tal que:

1. T(u) = u|oq, siue€ HY(Q)NCOK),
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2. | Tl r200) < Cllulla @),
para cada u € H'(Q), con la constante C' dependiendo solo de €.

Demostracion. Ver [18], pagina 258. [

Teorema 1.2.5. (Teorema de representacion de Riezs) Sea H un espacio de Hilbert
y H' su espacio dual. Luego, si f € H', entonces existe un tinico elemento uy € H tal que,
f(x) =< wuy,xz >y, para todo x € H.

La aplicacion H' — H tal que f — uy es una isometria, es decir, ||us|lg = || f|a -

Definicion 6. Sean X y Y espacios de Banach tales que X C Y. Se dice que X es un
embebimiento compacto en Y (denotado por X CC Y), si

L. |lully < C|lu|lx, para algin C' constante positivo.

2. Si {u,} es una sucesion acotada en X, entonces existe una subsucesion {u,, } de
{u,} y un punto u € Y tal que limj_,« ||u,, — ully = 0.

Teorema 1.2.6. (Teorema de Rellich Kondrachov) Sea © C R? un conjunto abierto
y acotado. Si 92 es de clase C*, entonces

H'(Q) cc L*(Q).

Demostracion. Ver [18], pagina 272. |

Definiciéon 7. Sea L : X — Y operador lineal. Se dice que L es compacto, si para toda
sucesion {u, } acotada en X, existe una subsucesion {u,, } de {u,} y un punto y € ¥ tal
que L(up, ) — y con la norma de Y.

Proposicion 1.2.7. Sean X, Y espacios de Banach tal que X CC Y. Luego, i: X — Y
definida por i(z) = x es compacto.

Demostracion. Por demostrar que ¢ es compacto.

Sea {z,} una sucesion acotada en X.

Dado que {z,} es un sucesion acotada en X, entonces existe una constante M > 0 tal
que ||zl x < M.

Como X es un embebimiento compacto en Y, entonces existe una subsucesion {z,, }
de {z,} y un punto z € Y tal que:

lim ||z, — 2|y =0,
k—o00

luego,
lim |7 (2,,) — 2|ly = 0.
k—oo

Por lo tanto, ¢ es compacto. [ |




1. Conceptos basicos 11

Observacion 1.2.8. Si Q C R™ es un conjunto abierto y acotado, ademéas X = H'(Q) e
Y = L*(Q), entonces del teorema ((1.2.6)) y de la proposicién (1.2.7)), se obtiene que:

i H'(Q) — L*(Q),

definido por
i(z) =z, Vo € H'(Q)

es compacto.

Teorema 1.2.9. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Si K : X — Y es compacto y
L:Y — Z es lineal y continuo, entonces

LoK X —Z
es compacto.

Demostracion. Supongamos que K : X — Y es compactoy L : Y — Z es lineal y
continuo. Por demostrar que Lo K : X — Z es compacto; es decir, para toda sucesion
acotada {v,} en X, existe una subsucesion {v,, } y z € Z tal que

lim ||(L o K)(vp,) — 2|z = 0.
k—o0

Sea {v,} una sucesion acotada cualquiera en X .
Debido que K es compacto, entonces existe una subsucesion {v,, } de {v,} yy € Y
tal que
i ([ (v,,) — ylly = 0.

Como L es lineal y continuo, se tiene que:

i ([L(K (0,,)) = L)z = 0. (122
Dado que existe una subsucesion {v,, } de {v,} v 2 = L(y) € Z tal que se cumple (|1.2.2)),
se concluye que Lo K : X — Z es compacto. |

Definicion 8. Sean K : X — Y un operador lineal entre espacios vectoriales, f € Y y
x € X; alaecuacion Kx = f se le conoce como ecuacion de Fredholm de primera especie
y, a la ecuacion (I — K)x = f como ecuacion de Fredholm de segunda especie, donde
es el operador identidad.

Teorema 1.2.10. (Teorema de alternativa de Fredholm) Sean H un espacio de
Hilbert, K : H — H un operador compacto e y € H. Luego, existe x+ € H tal que
(I — K)x = y si y solo si y es ortogonal a toda solucion de (I — K*)y = 0; donde K* es
el operador adjunto de K.

Definicién 9. Sea 0 C R™. Se define el espacio H{(f2) como la adherencia en H'(£2) de
C3°(Q), es decir:
Hy (Q) = Cly,, (C5° ().
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Teorema 1.2.11. (Teorema de la Desigualdad de Poincaré - Wirtinger’s) Si
2 C R? es un abierto no vacio, conexo y acotado con 9 de C!, entonces existe una
constante C; > 0 tal que para todo u € H'(Q) se tiene:

lu = (w)allr: < Cil|Vul| e, (1.2.3)
donde (u)q = ﬁ Jo ud.

Demostracion. Ver [4], pagina 312. [ |

Proposicion 1.2.12. Sea ; C Q C R%. Si R: H'(Q) — H'(2;) dado por R(u) = u |qy,

entonces R es continuo.

Demostracion. Sea R : HY(Q) — H'(;) dado por R(u) = u |g, . Por demostrar que R
es continuo.

Sea u € H'(£2). Veamos que R es continuo en u.

Supongamos que {u, } C H'(Q) converge a u. Probemos que { R(u,,)} converge a R(u),
es decir, que para todo v > 0 existe N, tal que:

|R(un) — R(w)|| g <7, Vo> N,.

Sea v > 0.
Observemos que:
1R(un) — R,y = lun loy —uloy i@y
= / (U, — U)Qd{t—i—/ | V(up —u) |? dx
Ql Q1
< /(un —u)zdx+/ | V(u, —u) |* do
Q Q
= |Jun — ulF. (1.2.4)

Por otra parte, como {u,} converge a u, entonces para este v > 0 existe N, tal que:
|un — ul|gr <7, Yn > N,. (1.2.5)

De la observacion (1.2.4) y de (1.2.5)), tenemos que dado v > 0, existe N, tal que:
| R(un) — R(u)|| g1 <7, Vn > N,.

Por tanto, {R(u,)} converge a R(u). Como u es arbitrario, se concluye que R es
continuo en H'(). [

Por otro lado, debido que la densidad de carga de la fuente, empleada para resolver el
problema directo electroencefalografico, esta descrita en términos de la distribucion delta
de Dirac, es preciso comentar acerca de ella.
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La distribucién delta de Dirac ¢ informalmente la podemos definir mediante:

5(t)—{ 0, teR t#£0

00, t =0,

con las siguientes propiedades:

/+°0 d(t)z(t)dt = x(0),

o0

para toda funcién continua x : R — R;

/+°O S(t)dt = 1.

oo

La distribucién delta de Dirac se usa para representar fenoémenos en los que aparecen
sucesos muy rapidos como: un golpe a un sistema dinamico, un pulso de una senal, un
sonido o fuerza de gran amplitud que ocurre en el instante ¢t = ¢, entre otros. Para el
caso de la tesis esta distribuciéon nos modela a la fuente como la densidad volumétrica de
una carga puntual ubicada en ty, es decir, la fuente es nula en todo el espacio excepto en
el punto t,.
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Capitulo 2

Modelaciéon matematica del problema inverso
electroencefalografico

En este capitulo presentamos la formulaciéon de un modelo de medio conductor para
establecer relaciones entre las fuentes bioeléctricas y el potencial medido sobre el cuero
cabelludo. Dicha relacién nos permite estudiar el problema de la localizacion de fuentes
bioeléctricas en el cerebro.

2.1. Leyes de Maxwell

Hasta aqui hemos revisado que las fuentes bioeléctricas relacionadas con el movimiento
de iones de la membrana celular son representadas como fuentes de corriente, gracias a
los potenciales de accién.

El resultado de la actividad eléctrica que sucede dentro del cerebro es la generacion de
campos eléctricos y magnéticos que se comportan de acuerdo a las leyes fisicas de Maxwell.
Fue en enero de 1865 cuando Maxwell publicé un articulo titulado Una teoria dindmica
del campo electromagnético, en el que desarroll6 las ecuaciones del electromagnetismo, que
hoy conocemos como ecuaciones de Maxwell, y son las siguientes:

1. V-E=£;
€0
2. V-B=0;

OB.
3. VXE:—E,

4. VxB= M()J +M060%—]?;

donde:
E representa el campo eléctrico,
B simboliza el campo magnético,
p representa la densidad de carga eléctrica,
€p es la constante eléctrica o permitividad eléctrica del vacio,

15
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1o denota la permeabilidad magnética del vacio o constante magnética,

J representa la densidad de la corriente eléctrica.

Las cuatro ecuaciones antes mencionadas fueron descubiertas por otros grandes per-
sonajes, Maxwell al estudiarlas encontré una relaciéon entre ellas, sin embargo, encontro
que la ley de Ampere junto con la ley de Faraday violaba el principio de conservacion de
la carga, por lo que tuvo que modificarla, el término que introdujo recibe el nombre de
corriente de desplazamiento (|33]); dichas ecuaciones describen la relacion entre el campo
electromagnético y el campo eléctrico. La electricidad y el magnetismo se estudiaban de
forma separada, hasta que en 1820 el danés Hans Christian Orsted se dio cuenta de que
una corriente eléctrica genera a su alrededor un campo magnético.

La primera de las ecuaciones presentada es la ley de Gauss para el campo eléctrico:
esta equivale a la ecuacion que describe la interaccion entre cargas de Coulomb; en primera
instancia expresa que el campo eléctrico depende linealmente de la magnitud de la carga
que lo genera y, en segundo lugar, solo es vélida si es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia que las separa. Por lo que conceptualmente, la ley de Gauss es una ecuaciéon
diferencial que describe el campo eléctrico generado por un conjunto de cargas eléctricas.
La segunda ecuaciéon también es la ley de Gauss para el campo magnético lo cual nos
habla que no existen los monopolos magnéticos.

La ley de Faraday es la tercera ecuacion mencionada con anterioridad. Michael Faraday
enuncié un principio que hablaba exclusivamente de cables y circuitos, pero Maxwell fue
capaz de estructurarlo como una ley ajena a circuitos y corrientes; es decir, escribirlo en
términos matematicos que era aplicado a distintos casos. Hacia 1830, Faraday descubrio
que la geometria del campo eléctrico depende del cambio del campo magnético en el
tiempo, incluso en ausencia de cargas.

La ultima ecuacién es la conocida ley de Ampere-Mazwell modificada, la parte poJ
nos menciona que las fuentes primarias del campo magnético son las corrientes eléctricas
y el término Moffoz—? nos habla que un campo eléctrico variable produce un rotacional del
campo magnético, incluso en ausencia de corrientes.

2.2. Modelo electroencefalografico

Para resolver el problema inverso de identificacion de fuentes se planteara primero,
el problema directo asociado, el cual consiste en determinar el potencial electrostatico
suponiendo conocida la fuente de corriente neuronal en el cerebro.

Para el analisis del problema de identificacion de fuentes bioeléctricas se considera la
cabeza dividida en capas conductoras correspondientes a diferentes regiones de la cabeza
como los musculos cerebrales, cerebro, liquido intracraneal, craneo y cuero cabelludo,
haciendo uso del modelo simple del medio conductor y de la aproximacion casi estatica
de las ecuaciones de Maxwell.

Sean ; C R? la region correspondiente al cerebro, Q5 C R3 las capas restantes de la
cabeza, S la frontera de 21, que corresponde a la parte externa de la corteza cerebral y
Sy al cuero cabelludo, como se muestra en la figura [2.1
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Figura 2.1: Representacion de la cabeza como dos medios conductores ([35]).

Observemos que 2; y €, son subconjuntos abiertos y conexos de R3 con frontera de
clase C'! y que la constante de conductividad de €; esta dada por el ntimero positivo o; y
la de €25 por el nimero positivo oo. Asumamos ademas que las corrientes que se producen
en la cabeza se deben tnicamente a la actividad eléctrica del cerebro, las cuales pueden
tener un comportamiento 6hmico debido que la corriente generada por las cargas i6nicas
que salen y entran en los canales iénicos fluyen en todo el espacio extracelular.

Por otra parte, existe un mecanismo de generacion de otras corrientes producidas por la
actividad neuronal a las que llamaremos impresas. La densidad de las corrientes impresas
estd dada mediante la funcion J : €; — R3, la cual se origina de la fuerza electromotriz
producida por la actividad biologica.

Sea J& : Q; — R3 la densidad de corriente total en Q; y E :  — R? el campo eléctrico
generado por la actividad bioeléctrica en €2. Dado que las corrientes impresas y 6hmicas
estan presentes en la region €2y, entonces la suma de dichas corrientes estd dada por la
densidad total, de modo que:

Jp=J+ 01 E, en Q; (2.2.1)
como en {25 solo puede haber corrientes 6hmicas, se tiene que:
J? = 0uF, en €. (2.2.2)
Se sabe que la ecuacion de continuidad estéd dada por (|12]):

Opi
ot

=0,i=1,2 (2.2.3)

tomando en cuenta que la variacion de la densidad de carga p; con respecto al tiempo en
cada region §2; es de la forma ([35]):

= Zipe @t i=1,2, (2.2.4)
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donde la permitividad eléctrica del vacio es ¢g = 1.8 x 10*97%, po es la densidad de carga
i s debi oy L1 '

en el tlempo 0y ademas. debido que 0 ™ 200 Ohmm PATA el‘ craneo, es.mt‘lcho menor en

ambas regiones, tal término se puede despreciar de la ecuaciéon de continuidad, de modo

que:

V- Jh=0,i=1,2;en Q. (2.2.5)

Sustituyendo (2.2.1)) y (2.2.2]) en (2.2.5)), obtenemos:
V- (J + O'1E) = 0,611 Ql, (226)
V- (09F) =0,en Q. (2.2.7)

Por otra parte, de la ley de Faraday, tenemos que:

VxE:—a—B, en {2,
ot

donde B representa el campo magnético generado por la actividad eléctrica del cerebro.

Basados en los resultados experimentales, el término %—Jf puede ser despreciado y, consi-

derando que la corriente en el medio conductor es continua, se concluye que el campo
eléctrico es irrotacional, obteniéndose la relacion siguiente:

V x E=0, en ()

y dado que 2 es simplemente conexo, entonces existe un potencial electrostatico u definido
en €2, tal que:
E = —Vu, en Q. (2.2.8)

Definamos u; = u |q,, para i = 1, 2.

Sustituyendo ([2.2.8]) con i = 1 en ([2.2.6)), se tiene:

0 = V- (J+o0kE)
= V- (J+o01(=Vuy))
= V-J—V-(cerul),en Ql-

Sea f = —V - J. De la igualdad anterior se sigue:

=V - (01Vuy) = f, en ). (2.2.9)
Ahora, al sustituir con ¢ = 2 en (2.2.7)), se obtiene:

—V - (02Vug) =0, en . (2.2.10)

Por otra parte, para la determinacién del potencial J es necesario imponer condiciones
de contorno sobre las fronteras que separan a las distintas regiones en que la cabeza ha
sido dividida. Estas son las que corresponden a la continuidad del potencial y flujos de
corriente en la superficie S, que separa a la region €2y de €2s:

U1 = Usg, sobre Sl, (2211)
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0u1 8u2
Ol < = 02—, sobre Sl, (2212)
3n1 8721
y se denominan condiciones de transmision, las cuales corresponden al acoplamiento de
dos medios conductores con diferente conductividad. Dado que ninguna corriente puede
ser inyectada en el aire, es decir, fuera de la cabeza humana debido a la baja conductividad

del aire, se obtiene la siguiente condicién de frontera:

Ous _ 0, sobre Sy, (2.2.13)

O

donde g% denota la derivada normal de u; en S; respecto al vector normal unitario 7;
J
exterior a Sj con ¢,j = 1,2.
Al problema eliptico con valores en la frontera (2.2.9))-(2.2.13)) se le llama problema de

contorno electroencefalografico (PCE).
Tomando en cuenta la medicién dada por el EEG denotada por V,

up =V, sobre Sy, (2.2.14)

se plantean los siguientes problemas.

Llamaremos problema directo electroencefalografico al problema que consiste
en hallar la solucion u |g,= V, que satisface el PCE (2.2.9)-(2.2.14) cuando se conoce
feL?().

Mientras que el problema inverso electroencefalografico, consiste en encontrar la
fuente f € L*(Q) a partir de la medicion electroencefalografica que corresponde al valor

del potencial u en la frontera Sy, donde u satisface el modelo ([2.2.9)-(2.2.14]).

2.3. Planteamiento del problema en su forma discreta

En esta seccidon plantearemos el modelo electroencefalografico, de manera matricial;
para esto primero reescribamos el modelo ya obtenido en el capitulo anterior, sin decir
que sucede particularmente en €2, y 5.

Sabemos que Q = Q; U, C R? y que la densidad de corriente total en un punto r
del volumen conductor puede ser dividida en dos flujos de corriente que seré la primaria
J y la 6hmica oF, con la diferencia de que la constante de conductividad y el campo
eléctrico ahora dependen del punto 7, es decir, 0 = o(r) y E = E(r). De aqui que,
Jr(r) = J(r)+o(r)E(r).

Dado que la ecuacion es una ecuacion de Poisson para conduccion eléctrica y
que dicha ecuacién nos da una nociéon de lo que ocurre cuando la densidad de corriente
total es de la forma Jr = J + o E. Asi,

V- (o(r)Vu(r)) = f, sobre 2, (2.3.1)

donde VJ(r) = f.
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Recordemos que las condiciones de contorno para determinar el potencial J(r), son
las siguientes:

uy(r) = us(r), r € Sy, (2.3.2)
) G = g 7 € 51 233)
ou(r)

a(r) =0, r €S, (2.3.4)

Oz (r)
Se sabe que para obtener una soluciéon del problema ([2.3.1)) - (2.3.4) se debe especificar el
valor del potencial en un punto sobre la superficie:

u(rg) = ug, para algin ro € Ss. (2.3.5)

Del anélisis anterior, se obtiene la ecuacién de Poisson con condiciones de frontera —
. Este problema tiene soluciéon analitica para geometrias simples, pero no para
geometrias complejas; en estos casos, se puede resolver numéricamente.

La solucion numérica del problema puede ser formulada en término de un sistema de
ecuaciones lineales; para esto, se deben considerar ciertos elementos para su construccion.

Como cada neurona podemos considerarla una fuente de densidad de corriente, y al
formarse un grupo grande de células que se activan de forma casi sincronicamnte en un
cierto punto especifico del cerebro se obtiene una senal EEG medible. En estos casos es
posible modelar el arreglo de neuronas activas mediante una fuente puntual de densidad
de corriente, o bien, una fuente dipolar de potencial eléctrico.

Un dipolo se define por seis pardmetros: tres para su posiciéon en el espacio, dos para
su orientacion y uno para su intensidad.

Existen muchos modelos de fuentes de corrientes que se pueden acercar mas a la
realidad o que requieran un aumento de pardmetros para su resolucion; sin embargo,
en simulaciones se ha probado que al tomar a un dipolo de fuente equivalente, a nivel
macroscopico, como la representacion de las fuentes generadoras del potencial eléctrico no
se produce grandes errores en los parametros de posicion, orientacion e intensidad ([5]).
En este caso, el parametro de posicién del dipolo r4;), se escoge tipicamente a la mitad de
los dos monopolos.

Por otra parte, los parametros de orientacion e intensidad se representan por un vector
llamado momento dipolar s. El momento del dipolo s definido mediante un vector unitario
es y una magnitud dada por s = ||s|| = I¢, donde c es la distancia entre los dos monopolos
e I es la cantidad de corriente. De aqui que, el momento dipolar se puede escribir como
(137):

s = Ice,.

Generalmente, el dipolo se puede descomponer en tres dipolos orientados a lo largo de cada
uno de los ejes cartesianos, estos estaran ubicados en la misma posiciéon del dipolo original.
La magnitud de cada uno de estos nuevos dipolos es igual a la proyecciéon ortonormal en
el eje respectivo, escrito como:

S = sze, +Sye, + 5.6, (2.3.6)
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donde e, e, y e, son los vectores unitarios a lo largo de los ejes. También, s,, s, v s,
son llamadas los componentes vectoriales del dipolo. Dado que es posible determinar el
potencial V' en un punto de medicién arbitrario r, debido a un dipolo en la posicion 74,
con momento s, este puede descomponerse en las coordenadas cartesianas de la forma:

V(r, Tagip,s) = 8.V (7, Tdip, €) + 8,V (7, Taip, €y) + 8.V (7, Taip, €2). (2.3.7)

Como se quiere encontrar una solucién al problema directo supéngase que hay una canti-
dad N de electrodos sobre el cuero cabelludo ubicados en r;, con ¢ =1, ..., N, la ecuacion
(2.3.7) puede ser ordenada matricialmente, resultando:

V(Th Tdip, S)
V(T% Tdip, S)

V(r, Taip,S)

i V(TNv'rdiva> i

[ V(Tl, Tdipa ex) V<T17 rdipa ey) V(rly rdip: ez)
V(T’Q, 7,dip? e:v) V(TQ, 7ﬁdipa ey) V(T27 Tdip; ez)

L V(TN> Tdip7 ex) V<TN7 rdipa ey) V(TN7 rdip? 6z) |

Ahora supongamos que se tiene M dipolos de corriente, al aplicar el principio de
superposicion, se obtiene como resultado:

Sz

V(rirdip,1-ex) V(riraip,1.ey) V(rirdip1.ez) o V(rnraip Moee) V(r1Taip Mey) V(T1Tdip,Moez) :2

V(ra,rdip,1:exz) V(ra:raip 1.ey) V(ra,rgip 1.ez) -+ V(ra,rgip mrex) V(re,raip mrey) VI(r2,rdip moez) .

V(r,raip,s) = : :
. SI]\{

V(rNTdip,1-.¢x) V(rN Tdip,1.¢y) V(rN:Tdgip,1:€2z) - V(rNTaip M) V(TN Tdip, Mey) V(rNTdip Mi€z) Sy

SznM
Y si se tienen N electrodos, M dipolos y T' muestras de tiempo discreto, tenemos que:

V(ry,1) - V(r,T) V(ri,raip,1,€z) - V(ri,rdip,a.ez) Sep 1l v Say,T
V= ST = : .. : co (239

V(rn,1) - V(rn,T) V(rn,rdip,1,€x) - V(rn,Tdgip,n,ez) Szppl 0t Szpy T

Que puede ser reescrito de la formas:

V =KS, (2.3.10)

donde V' € R¥*T es la matriz con los potenciales en los electrodos, S € R3M*T
es la matriz de momentos dipolares y K € RY*3M ge denomina matriz de propagacion
y contiene la informacién de la posicion de los electrodos y la posicion de las fuentes
dipolares.
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El problema directo en EEG consiste en calcular el potencial en la superficie del
cuero cabelludo V', dada una fuente de corriente de caracteristicas conocidas.

La solucién de este problema en el caso més simple es cuando se tiene al medio con-
ductor infinito, homogéneo e isotrépico, es decir, se supone un medio conductor infinito
con conductividad ¢ en donde esta contenido un dipolo de corriente con momento dipolar
s = ses en la posicion 74;,. El potencial se reduce a ([38]):

s (r—Tap)

V(7 Taip, 8i) = ; 2.3.11
(7“, Tdip; S ) 477-0-”70 _ 'rdipHg ( )

con r como la posicion donde se calcula el potencial. Tomando que la ubicacién del dipolo
sea en el origen del sistema coordenado cartesiano y con orientaciéon a lo largo del eje Z,

de aqui que:
s - cos(f)

)

V(r,0,se,) = (2.3.12)

4dror?
donde 6 representa el angulo entre el eje z y la posicion r, ademéas que r = ||r||.

La solucion del problema (2.3.1))-(2.3.5) de forma numérica, para el modelo de ca-
pas de conductividad homogénea e isoétropa, se puede obtener por medio del método de
elementos de contorno (BEM), este calcula los potenciales superficiales haciendo uso de
una malla de tridngulos en cada capa que disponga el modelo supuesto, para detalles
descriptivos y metodologicos se recomienda al lector referirse a [14], [13], [20] y [27]. En
el caso de un modelo conductor no homogéneo de conductividad anisétropa, el problema
puede resolverse mediante el método de elementos finitos (FEM), también calcula los po-
tenciales superficiales de la cabeza pero utilizando una malla de tetraedros, para detalles
descriptivos y metodologicos se recomienda al lector referirse a [12] y [41].

El problema inverso en EEG consiste en hallar la fuente de actividad eléctrica que
produce una senal, de la que se toman mediciones en el cuero cabelludo V', recolectadas
por N sensores en M dipolos muestras. Es decir, que el objetivo se centra en encontrar
la configuracion de las fuentes S que originé estas mediciones en el cuero cabelludo V/,
usando la matriz de propagacion K.

El problema inverso es mal planteado, ya que no se cumple la unicidad, pues existen
multiples formas de obtener fuentes de corriente en el cerebro, de manera que generan
los mismos potenciales en los sitios donde se ubican los electrodos en cierto instante de
tiempo ([17]).

Las soluciones al problema inverso se pueden dividir en dos enfoques que dependen
del modelo de fuente que emplean: los paramétricos y los no paramétricos ([22]). Si se
utiliza un modelo de fuentes concentradas o focales, usualmente son descritas por méto-
dos paramétricos. Estos estiman 6 pardmetros por cada dipolo de corriente, entre estos
métodos los més conocidos se encuentran Multiple Signal Classification (MUSIC) (|25])
y el programa BESA por sus siglas en inglés Brain Electric Source Analysis ([39]).

Por otro lado, los métodos que emplean un modelo de fuentes distribuidas generalmen-
te son los no paramétricos. Estos suponen un gran numero de fuentes fijas distribuidas
uniformemente en todo el cerebro. Entre los algoritmos mas utilizados se encuentran el
estimador de norma minima (MNE) (|29], [9]), el estimador de norma pesada (WMNE)
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(|29, [9]), tomografia eléctrica de baja resolucion (LORETA) ([31]), LORETA estandari-
zado (sLORETA) ([30]).
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Capitulo 3

Analisis del problema directo electroencefalografico

En esta seccion analizamos la existencia y unicidad de la solucion débil del problema de
contorno electroencefalogréfico, primero vamos a deducir la definicién de solucion débil del
problema de contorno electroencefalografico, para posteriormente demostrar el teorema
de existencia y unicidad de dicha solucion.

3.1. Solucién débil del problema de contorno electroen-
cefalografico

En esta seccién vamos a encontrar la expresion que debe satisfacer una solucién débil
del problema de contorno electroencefalografico. Para ello, vamos a obtener la formulaciéon
variacional del problema a partir del hecho que si u es solucién clasica entonces u es solu-
cion débil de dicho problema; luego, debe satisfacer la relacion integral que obtendremos
a continuacion.

Asi, si u € C?(Q) satisface el PCE (2.2.9) - (2.2.13)), entonces para toda v € C'(Q) tal
que v |, = v;, para i = 1,2 se cumple que:

- [V . (01Vu1)] V1 = f’Ul. (311)
- [V . (UQVUQ)] Vo = 0. (312)
Integrando en ambos lados de (3.1.1]) en 4, se tiene que:

—/ [V - (01 Vuy)] vide = fuide, (3.1.3)
1951
e integrando en ambos lados de (3.1.2) en €y, obtenemos:
—/ [V . (O'QVUQ)] Ugdx =0. (314)
Q2

25
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Sumando las igualdades (3.1.3) y (3.1.4)), tenemos que:

- [/Ql [V - (01Vuy)] vide + /Q2 [V - (02Vus)] Ude] = Juidz,

951

para todo v € C*(Q) tal que v |g,= v; para i = 1,2.
Aplicando la primera identidad de Green (1.2.1) a las integrales [, [V - (01Vu1)] vid

y fQ2 [V - (02Vug)] vadz de la ecuacion anterior, se obtiene:

fode = — {/ al%vlds —/ o1Vuy - Vopdx + (/ Ug%vgdé’
o} S1 8721 [of} Sa 8n2

0
—/ Ugﬂwds) —/ o9Vuy - vadx} ,
S1 8711 Qs

para todo v € C*(Q) tal que v |o,= v; para i = 1,2, o bien,

/fvldx = /01Vu1'Vv1d:c+/ UQVu2~Vv2d:U—/ az%vgds
0 o3 Qo S ony

8u2 8U1
2y — 01—y
+/SI(U26n102 Ul@nlvl) S,

para todo v € C*(Q) tal que v |o,= v; para i = 1,2.
Utilizando las condiciones de contorno (2.2.12)), (??7) y la ecuacion anterior, se tiene
que:
/ o1Vu, - Vuidx —I—/ 09 Vuy - Vuedr = furde, (3.1.5)
95 Qo 951
para todo v € C*(Q) tal que v |o,= v; para i = 1,2.
De la deduccion anterior y de la proposicion ([1.2.3) se obtiene la siguiente definicion:

Definicién 10. Sean Q = Q, UQy C R3 y f € L*(;). Una funcién u € H'() tal que
U g,=u; coni=1,2y u; =ug en Sy es solucion débil del PCE si se cumple que:

/ o1Vu, - Vuidx —I—/ 09Vuy - Vuedr = furde, (3.1.6)
o Qs o

para todo v € H'(Q) tal que v |g,=v; coni = 1,2 y v; = vy en S;.

En esta definicion la frase u; = ug en Sy significa que 17 (u;) = T (us) sobre el conjunto
Sy, donde T} : HY(Qy) — L*(S1) y To : HY(Qy) — L*(S; U S,) son los operadores traza.
Observemos que el espacio al que pertenecen las soluciones débiles del PCE, es un
subespacio de H'(). Por este motivo, vamos a definir y denotar al espacio solucién del
PCE por:
HY Q) = {u e HY(Q) : uy = uy sobre S }.
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Proposicion 3.1.1. Sea (2 = QL UQ, C R?y S la frontera de Q; entre Qy. Si S; es de
clase C'', entonces H*(2) es completo en la norma H'((2).

Probemos que H'(Q) es completo.

Sea {u,} una sucesion de Cauchy en H'(). Por demostrar que existe u* € H' () tal
que {u,} converge a u* en la norma de H'((2).

Como {u,} € H* (), entonces {u,} C H*(Q) y ademas que u, |q,= U1n ¥ tn |0,= Uan
son iguales en S, es decir,

T (up |o,) = To(uy |o,) en Si. (3.1.7)

Como {u,} es una sucesion de Cauchy y H'(Q) es completo, se tiene que existe
u € HY(Q) tal que
lim wu,, = a. (3.1.8)
n—oo
Dado que @ € H'(Q), entonces podemos restringirla a Q; y s, es decir, sean ; y 1y
tales que @ |o,= U y U |g,= Us.
Mostremos que 71 (t1) = T5(tg) en Sy.
Debido que lim,, . u, = 1, los operadores restriccion Ry : H'(Q) — H'(;) y Ry :
H'(2) — H'(y) son continuos, se obtiene que:

n—00
y
n—r00

Aplicando el operador traza a (3.1.9) y (3.1.10)), se obtiene:

lim T} (uy |o,) = Ti (@ |o,) en L*(S;) (3.1.11)
n—00
y
lim TQ(Un |Q2) = TQ('&/ |Q2) en L2(Sl U 82) (3112)

Aplicando limite en (3.1.7]), tenemos que:

lim T3 (u, |o,) = lim Ty (u, |o,) en L2(Sl),
n—oo n—oo

luego, de las ecuaciones(3.1.11)) y (3.1.12)), se tiene que:

Ti(a |q,) = To(t |q,) sobre S;. (3.1.13)

Por tanto, existe u* = @ € ﬁl(Q) tal que lim,,_,oo u, = u*. Como {u,} es arbitraria,
se concluye que H'(Q) es completo en la norma H'((2).
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3.2. Existencia y unicidad de la solucién débil del PCE

A continuaciéon vamos a demostrar un teorema que habla de la existencia y unicidad
de la soluciéon débil del problema de contorno electroencefalogréfico. La demostracion del
teorema se puede encontrar en [35]; sin embargo, en este trabajo de tesis se completan
algunos detalles de la demostracion.

Antes de demostrar el teorema de existencia y unicidad de la soluciéon débil del proble-
ma de contorno electroencefalografico, primero definimos un producto interno para L?(2)
y otro para H 1(Q) y, ademés demostramos una proposicion.

Definicion 11. Sea Q@ C R®. Si g, h € L?*(Q) y 0 : Q — [0,00) definido por o =
01X, + 02Xq,, donde o1 y 0y son constantes positivas, definimos el funcional < -, >:
L*(Q) x L*(Q)) — R como:

< g,h >9= / oghdzx.
Q

Se puede probar que < -,- > es un producto interno en L*(2) y que este producto
interno define una norma en L?(Q2) dada por:

[fllo =< f, f >0

En H'(Q) se puede definir distintos productos internos, uno de estos es el que hereda
del espacio H(€2) y otro es el que se define a continuacion.

Definicion 12. Sea Q € R? Si g,h € H(Q) y 0 : @ — [0,00) definido por ¢ =
g1X0, T 02Xy, donde oy y 05 son constantes positivas, definimos el funcional < -, - >y:
HY(Q) x H'(2) — R por:

< g,h>= / oghdx + / (Vg -Vh)dz.
Q 9

Se puede probar que < -,- >; es un producto interno en H L(Q) y que este producto
interno define una norma en H'(Q) dada por:

Il =< £ f >

Definicion 13. Sea Q C R? abierto y acotado con frontera de C'. Se define HY(Q) al
subespacio de H'(Q) cuyos elementos sean ortogonales a las constantes, es decir,

Q) = {uc BY(Q): /Qudx ).

Definamos el producto interno de H*(Q) dado por:
< g,h >3= / Vg-Vh dx.
0

En efecto, veamos que < -,- >3 es un producto interno de i 1(Q). Luego,
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1. Sean g, h € H'(Q) y A € R. De aqui,
<Ag+w,h >3 = /QV()\g—l—w)~Vhda:
_ /Q (V(Ag) + Vaw) - Vhdax
_ /Q(wg+vfw).wdx
_ /Q)\Vg-Vhder/QVw-Vhdx

= /\/Vg-Vhdx+/Vw-Vhd93
Q Q

= A<g,h>3+ <w,h >3,

esto implica que < A\g + w,h >3= A < g,h >3 + < w,h >3, Vg, h € f[l(Q) y
VA eR.

2. Sean g, h € ﬁl(Q) Asi,
<g,h>3 = /Vg~Vhd;1:
Q
= /Vh-ngx
Q
= < h,g>3.
Por tanto, < g,h >3=< h,g >3, Vg, h € ﬁl(ﬂ)

3. Sea g € H'(Q). Debido a que | Vg |%> 0, entonces
< g,9 >3= / |Vg|?dz > 0,
Q

En consecuencia, < g,g >3> 0, Vg € ﬁl(Q)

4. Sea g € ﬁl(Q) Por demostrar que < g,g >3=0si y solo si g = 0.
Supongamos que < ¢,g >3= 0y probemos que g = 0. De la definicién de < -, - >3

se tiene que:
|19l dz=o,
Q

de aqui que | Vg |?= 0, lo cual ocurre solo si g = C donde C € R.
Como g € H'(Q), entonces

0—/gdx—/cdx—cm(9),
Q Q
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asi ¢ = 0, lo que implica que g = 0.

Observemos que si g = 0, de manera inmediata podemos decir que:
<49 >3:/ | Vg |°=
Q

Por tanto, < g,g >3=0si y solo si g = 0.
De (1), (2), (3) y (4) se concluye que < -,- >3 es un producto interior en ﬁl(ﬂ)

Proposicion 3.2.1. Sea Q = 0, UQ, C R?. Las normas || -|jo y || || 2 son equivalentes en
LX) v, |-l v || - || 1 son equivalentes en H*(€2). Es decir, existen constantes positivas
kl, kQ, k’g y ]{74 tales que:

Fllgllo < llgllz> < kzllgllo, Vg € L*(€),

ksllglls < llgllm < kallglls, Vg € HY(Q).

Ademas se cumple que || - [jo < || - |1 en el espacio H'(R).
Demostracion. En lo que sigue vamos a demostrar que || - ||o es equivalente a || - ||z2 en
L*(Q2) y no probaremos que || - ||; es equivalente a || - || 71 en H*(Q), ya que la prueba se

realiza de manera similar.
Vamos a demostrar que existen dos constantes positivas k; y ko que satisfacen:

killgllo < llgllze < k2llgllo, g € L*().

Sea g € L?(Q) arbitraria. Por definiciéon de < -, - >, tenemos que:

lgls = <g.9 >0

= /crdex
Q
_ 2 2
= / 019 dm—i—/ 02g-dx
o Qo

= 01/ g*dx + 02/ g*dx
Ql QQ
tomando ¢ = max{oy, 02},

lolf = o [ fdoten | g
< /dex—i-c/ g*dx
951
= c(/ de+ Qda:)
2 Q
= c/de:E
Q

= clglli:.
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o bien, [|g]lo < v/¢|lg|lzz. Como ¢ # 0, tenemos que:

1
— < . 3.2.1
\/EHgHo < llgllz> (3.2.1)
Por otra parte, de la definicion de < -, - >12(q), se tiene que:

HQH%?(Q) = <9,9 >129)

= /de:v
Q

= /g2dx—|—/ dex
Q1 Q2

= i o19%dx + i o2g3dx,
01 Jo, 02 Ja,
considerando k = méx{o_—ll, % ,
2 1 2 1 2
19[l72) = o o o1g-dx + p N 029°dx

< k;/ angdx—i-k/ 02g2d:(:
o o
= k:(/ Ungdx+/ 0292dx)
o) Qs
= k‘/aggd:}:
Q

= kllglls, (3.2.2)

o bien,

lgllz> < VElgllo. (3.2.3)

Por (3.2.1) y (3.2.3), se tiene que:
killgllo < llgllze < Kallgllo, ¥g € L*();

con ky = \/LE y ks = Vk. Debido que g es arbitraria, se concluye que || - ||o v || - |12 son
equivalentes. De manera similar se muestra que || - |1 y || - || 71 son equivalentes.

Ahora probemos que || - [jo < ||+ ||1- Sea u € H'(Q2). Como H*(Q) C L*(Q) y por la
definicion || - ||o, tenemos,

HuH?):/aqua;:/ olu%d:c—l—/ oousdz, (3.2.4)
Q Ql QQ

y por otra parte,

luli = /Uuzdx+/a\Vu ? dx
Q Q

= / alufdx%—/ o1 | Vuy |? dx—l—/ agugdx+/ oy | Vuy | dz.(3.2.5)
Q4 Q1 Qo Q2
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Por otro lado, debido a que o; es positiva para i = 1, 2, se tiene que:

/ ouldr < / ouidr +/ o; | Vu, | dx. (3.2.6)

En consecuencia de (3.2.4)), (3.2.5) y (3.2.6)), tenemos que:

g < Jlull3,

ast [[ullo < [lulls.
|

A continuacién probaremos el teorema de existencia y unicidad de la solucion débil
del problema de contorno electroencefalografico; es oportuno comentar que para probar
la existencia de la solucién débil haremos uso del teorema de representacion de Riezs y
del teorema de alternativa de Fredholm.

Teorema 3.2.2. Sean Q = O, UQy, C R®y f € L2(Q). Si se cumple que Jo, fdz =0,
entonces existe una solucion débil u € H'(Q) que satisface (3.1.6). Ademas, si

/udx:(),
Q

entonces la solucion débil es tnica y cumple:
[ull g < Clfllz2, (3.2.7)
donde la constante C' no depende de f.

Demostracion. Primero se probaremos la existencia y posteriormente la unicidad de la
solucion débil.

Sea f € L*(Q), tal que [, fdr =0.

Definamos a F' como la funciéon que describe a toda la fuente en €2 por medio de:

1 .
B U—f(a:), six € Q;
Fle)= { Oj six € (. (328)

Observemos que la ecuacion (3.1.6) de la definicion de solucion débil se puede escribir
en término de los productos interiores expuestos en las definiciones y y, del hecho
de la inclusion de H'(Q) en L?(2), obtenemos:

—<Uu,v>g+<u,v> = — (/ oruv1de —i—/ UgUgvgdx) +
Q1 QQ

(/ o1(uivy + Vuy - Vo )dr + / o9 (ugve + Vuy - va)dx)
Ql QZ

= —/ alulvldx—/ UgU2U2d1E+/ o1u v de
Ql Q2 Ql

—I—/ o1Vuy - Vvldx+/ 02u2v2dx+/ 09Vuy - Vugdz
Ql Q2

Qo

= / 01Vuy - Vuidx +/ 0o Vus - Vuadx
Q1

Q2
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1
<Fuv>, = /01<—f)v1dx
N 01

En consecuencia u satisface la igualdad (3.1.6]) si y solo si
< Fv>i=—<u,v>)+ <u,v >,

para todo v € H' ().
Por lo tanto, u es solucion débil del PCE, si

< F,v>9=— <u,v>¢+ <uv >, (3.2.9)

para todo v € H(Q). i
Para cada u € L*(Q) definase un funcional lineal g, : H'(Q) — R por:

gu(v) =< u,v >, Yo € H'(Q) (3.2.10)

Verifiquemos que g, es continuo en H 1(Q) con respecto a || - |]1; es decir, que existe
una constante ¢; tal que |g,(v)|< cifjv]|y, Vv € HY(Q).

Por las desigualdades de Cauchy-Schwarz y la dada en la proposicion (3.2.1)), obtene-
mos que:

‘gu(v)‘ = }< u,v > ‘
< ullol[lfo
< udlallvfl
= alvls,
con ¢1 = ||ul|1, Yo € H'(Q). Por lo tanto, g, es continuo.

Luego, el funcional g, satisface las condiciones del teorema de representacion de Riesz,
por tanto existe un tnico elemento y, € H*(Q) tal que:

9u(V) =< yu,v >1, Yv € HY(RQ). (3.2.11)
Por como definimos g, en (3.2.10) y de (3.2.11)), se cumple:
< Yu, ¥ >1= Gu(v) =< u,v >, Yu € HY(Q). (3.2.12)

Definamos A : L*(Q) — H'(Q) como A(u) = y,. Asi, de (3.2.12) debe cumplirse:

<u,v >o=< A(u),v >, Yv e H(Q). (3.2.13)
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Veamos que este operador A es lineal y continuo. Para ello sean 1, y» € L*(Q) cualesquiera
y un escalar a € R, de aqui que:

< fl(ayl +y2),v>1 = <ay+y2,v >
= a<Y,v>9+ <Y,V >g

Como yi, y2 y @ son arbitrarios, se tiene la linealidad de A.
Ahora vamos a demostrar que A es continuo; es decir, que existe £ > 0 tal que

IA@)[[1 < kllullo, Yu € L*(€2).
Sea u € L*(2). Por definicion de || - ||;, sabemos que:

A} =< A(u), A(u) > . (3.2.14)

Debido que (3.2.13) se cumple para todo v € H'(Q), entonces, en particular se cumple
para v = A(u), que al sustituir en (3.2.14) se tiene,

< Au), A(u) >1=< A(u),v >, . (3.2.15)

De (3.2.14)), (3.2.15) y (3.2.13]), tenemos,

IA)I[F =< u,v >0,
luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
AT =< 1,0 >o< [lullollv]o. (3.2.16)

Como v = A(u), en consecuencia (3.2.16]) se puede escribir como:

IA@)IIF < 1AW llollello. (3.2.17)
De ) v de la desigualdad de la proposicion , se obtiene:
1A < [ A@)lloflullo < HA(U)Ihllullo, (3.2.18)

de aqui que ||A(u)||; < ||u/jo. Observemos que hemos demostrado que existe una constante
k =1, que satisface la desigualdad anterior y, por lo tanto, concluimos que A es continuo.

Hasta aqul hemos probado que A : L*(Q) — H'(Q) es un operador lineal y continuo
que satlsface . Ademas que por la representacion de Riezs se sigue que A es tico.
Lo que haremos ahora es relacionar a este operador A con la solucion débil del PCE que
cumple (3 . Para ello primero apliquemos el operador A a F definido en (3.2.8) de
donde obtenemos (3.2.13) es equivalente a:

< Fou>o=< A(F),v >, Yo e H(Q). (3.2.19)

Por la observacion ([1.2.8) tenemos que i es un operador compacto y dado que~f1 es
continuo, entonces de la proposicion (1.2.9) se concluye que A oi : H'(Q) — H'(Q)
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es compacto. Denotemos por A = A o i, asi, la igualdad 1' se puede escribir de la
siguiente forma:

<A(F),v>1=— < A(u),v > + <u,v >,V € H(Q),
lo cual es equivalente a:
< A(F) 4+ A(u) —u,v >1=0,Yv € H{(Q),
de la igualdad anterior se concluye:
A(F) = —A(u) + u. (3.2.20)

Observemos que la solucién débil del PCE, en caso de existir debe cumplirse la igualdad

(3.2.20). N
Denotando Ty = A(F), la ecuacion (3.2.20) se puede escribir como:

(I — A)(u) = Ty, para u € H (). (3.2.21)

La ecuacién operacional es una ecuacion de Fredholm de la segunda clase.
Por el teorema de alternativa de Fredholm dado en , se sabe que esta ecuacion
tiene solucion para aquellas Ty que son ortogonales a todas las soluciones de la ecuacion
homogénea adjunta:

(I —A")y=0.

Veamos que el operador A es autoadjunto; esto es, demostrar que A satisface:
< A(u),v >1=< u, A(v) >1 , Yu, v € ().
Sea u, v € H'(Q) cualesquiera, entonces de la definicion de A se tiene:

< Au),v >1=< A(u),v >, (3.2.22)

en consecuencia, por (3.2.13) v (3.2.22)) obtenemos:

<u,v >o=< A(u),v > (3.2.23)

<v,u >o=< A(v),u > . (3.2.24)

Sabemos que por la conmutatividad del producto punto, se cumple:

< Aw),u >1=< u, A(v) >, (3.2.25)

< v, U >o=< U,V >q . (3.2.26)
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Dado que (3.2.26|) se cumple, entonces podemos igualar los miembros derechos de las
igualdades (3.2.23)) y (3.2.24)), para concluir que:

< A(u),v >1=< A(v),u > .

De lo anterior y por ([3.2.25)), tenemos:
< A(u),v >1=< u, A(v) > .

Como u y v son arbitrarios se concluye que A es autoadjunto, es decir, A* = A. Ya que
A* = A tenemos que la ecuacion homogénea adjunta, se puede escribir como:

(I —A)y=0. (3.2.27)

Luego, 5
< A(),v >1=< 7,0 >, Yo € H(Q),

pero, de la igualdad dada en (3.2.13)) se sigue:
<0 >0=< 7,0 >1, YU E ﬁII(Q);
y al aplicar la definicién de los productos interiores, observamos que:

0 = <7,v>1 —< 70>

= /vadx+/aV7~Vvdx—/07vdx
Q Q Q

= /aw-vmix, Yo e HY(Q). (3.2.28)
Q

Considerando 7 |g,= 71, ¥ [gu= 72y v =y con v |g,= 71 y v |g,= 72 en la ecuacion

(13.2.28)), tenemos que:
0 = / oV~ - Vydx
Q
= / 01V - Vydx + / 09V - Vyade,
Q1 QZ

lo cual implica que le Vv - Vmde =0y fQ2 V7 - Vyedr = 0. De modo que, v1 = C
c.d. sobre 0 y 75 = C5 c.d. sobre )y para algunas constantes C y Cs.
Mas aun, estas funciones propias son ortogonales a Ty; ya que:

< To,y >1=< A(F),y >=< F,y >0:/0Fdx:C’1 fdz = 0;
Q Q1

la igualdad a cero de la tultima integral se cumple por hip6tesis del teorema.
Por lo tanto, por el teorema de alternativa de Fredholm existe u € H'(Q) tal que es
soluciéon de la ecuacion operacional (3.2.21f), que es lo que se queria demostrar, ya que
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la prueba de la existencia de la soluciéon de la ecuacion (3.2.21)), equivale a demostrar la
existencia de la solucién débil del PCE. Lo que haremos ahora, es demostrar la desigualdad
(3-2.7)), utilizando las hipotesis del teorema.

Si u es solucion débil de PCE perteneciente a ﬁl(Q) Tomemos v = u en , se

tiene:

/ 01 | Vu1 ‘2 dx —|—/ 09 ’ VUQ ‘2 dr = fuldx
951 Qo 951

Por la definiciéon del producto escalar en L*(2) y de la definicién de F dada en (3.2.8)), la

igualdad anterior es equivalente a:

/ o1 | Vuy |2 dx—i—/ oy | Vug P dr =0y < Fyu >p2 . (3.2.29)
Ql QQ

Ahora bien, debido a que o; > 0 y 09 > 0, entonces existe una constante Cy > 0, tal que:

<u,u>3—/ \Vu1|2dx+/ ]VU2|2dx§C’2(/ 01|Vu1|2dx—|-/ 02|Vu2|2dx>.
Ql QQ Ql QQ

(3.2.30)
De (13.2.29) y (3.2.30]), obtenemos:
<u,u>3< Choy < Fyu >p2 .
Reescribiendo la desigualdad anterior, tenemos:
|< u,u >3|< Choy |< Fyu >p2|,
De la desigualdad de Cauchy Schwarz, se tiene:
|< u,u >3|< Cooy |[< Fyu >12|< Collul| 2] f| 2 (3.2.31)

Por otro lado, del teorema de Poincaré - Wirtinger’s ([1.2.3)), existe C; > 0 tal que

/|u—(u)g|2dx§6’1/|Vu|2d:c,
Q Q

donde (u)o = g [, udz, al sumar [, | Vu [* dz a los miembros de la desigualdad (1.2.3

del teorema de Poincaré - Wirtinger’s y del hecho que fQ udx = 0, podemos obtener:

/|u|2dx—|—/|Vu|2dac§6’1/|Vu|2dx+/|Vu|2dx,
Q Q Q Q

de aqui que:
/|u|2dx+/|Vu|2dx§(1+01)/|Vu|2dx.
Q Q Q

Tomando C' = 1+ C1, se concluye que [Jul|%, < C|lull3.
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De lo mostrado anteriormente y de la desigualdad , obtenemos que:
lullf: < Cllulls < CCa01 |< Fou >p2|< CColfull 2 £ 2 (3.2.32)
Luego, de la proposicion , tenemos que:
CCllull2l fllze < CColull gl f1] 22,
y de la desigualdad , se obtiene:
[ullF < CCollull gl £1] 2

Por lo tanto, ||ul| 1 < CCy||f||Lz-
Probemos ahora que la solucion débil encontrada es tnica.
Supongase que existen u, u* € H'(Q) soluciones débiles del PCE.
Debido que u y u* son soluciones débiles del PCE, se cumple que:

/ a1V, - Vuide +/ 0oVuy - Vogdr = | foide, Vo € HY(Q) (3.2.33)

o Qo o

/ o1 Vui - Vurdr + / oo Vuh - Vuedr = [ fuidz, Yo € H'(Q) (3.2.34)
o Qo o

Restando la ecuacion (3.2.34) a (3.2.34)), se tiene que:

/ o1Vuy - Vodr — / o1Vui - Vude +/ 09Vuy - Vuodr — / 09Vus - Vugdr = 0,
o o Qo

Qo

/ 01V(U1 — UT) : Vﬂld.il? +/ O'QV(UQ — U;) . V’Ugdl' =0.
Q1

Qo
De aqui que u —u* es solucion débil del problema de contorno con su término fuente igual
a cero. R
Como u, u* € H'(Q), entonces [, udzr = [, u*dz. Luego:

0:/udx—/u*dx:/(u—u*)dx.
Q Q Q

Puesto que u y u* € H'(2), entonces u —u* € H'(R). Debido a que se cumple la igualdad
anterior, se tiene que u — u* € H'(Q). En consecuencia:

lu— ™| gn < C|0][2 = 0.
Por la definiciéon de norma y de lo anterior, tenemos que:
lw = w*[| g2 = 0.

De aqui que, u —u* = 0; es decir, u = u*. Por lo tanto, la soluciéon débil del PCE es tnica.
|




Capitulo 4

Analisis del problema inverso electroencefalografico

En el presente capitulo analizaremos el problema inverso electroencefalografico y pre-
sentaremos soluciones mediante minimos cuadrados y minimos cuadrados penalizados.

Resolvemos el problema de identificaciéon de fuentes bioeléctricas tipo dipolar mediante
regularizacion de Tikhonov, utilizando [24], cuya solucion del problema directo asociado
se compara con la obtenida por el software Fieldtrip (|28]) y con los resultados obtenidos
en [23].

4.1. Solucion mediante minimos cuadrados

Debido a que el método de regularizacion que utilizamos en la tesis se basa en el
problema de minimos cuadrados, en esta primera secciéon exponemos esta teoria de mini-
mos cuadrados. Sin embargo, en el trabajo no debemos aplicar directamente este método
debido a que tenemos un problema mal condicionado en el sentido de Hadamard, pues
hallariamos una solucién que no sera 6ptima.

Cuando se resuelve un sistema lineal de la forma Az = b, con A € R™*" b € R™, lo que
se quiere es encontrar el vector solucion = € R"™. Ante esta situaciéon podriamos recurrir
a los métodos tradicionales (eliminacién Gaussiana, factorizacion LU, entre otros); sin
embargo, la matriz que se obtiene en el problema inverso electroencefalografico presenta
un mal condicionamiento; es decir, que pequenos errores en los componentes de los datos
b nos pueden conducir a grandes errores para obtener x; lo cual hace necesario el uso de
las técnicas de regularizacion.

Considerando el problema de la tesis, escrito en forma matricial en (2.3.10|), se pretende
obtener la soluciéon de minimos cuadrados z, a partir del conocimiento de la matriz A y
el vector b; es decir, se busca minimizar el siguiente funcional:

min || Az — b][3. (4.1.1)

TER™?

En vista que el problema de minimizacién dado en (4.1.1) se puede analizar utilizando
la teoria de los operadores lineales, a continuaciéon vamos a demostrar un resultado, que

39
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se puede consultar en [16], que habla acerca de la existencia del minimo en la ecuacion
(4.1.1)).

Lema 4.1.1. Sean X e Y espacios de Hilbert, A : X — Y un operador lineal y acotado,
y sea b € Y. Entonces existe un € X con ||AZ — bl|s < ||[Az — bl|2, para todo x € X, si
y solo si X es solucién de la ecuacion normal A*Ax = A*b, donde A* : Y — X denota el
operador adjunto de A.

Demostracion. Vamos a suponer que T es solucion de la ecuaciéon normal A*Ax = A*b;
vamos a demostrar que existe un = € X tal que ||AZ —b||s < || Az — bl|2, para todo z € X.
Observemos que:
|Az —blla = ||Az + AZ — A% — D)o,
= |[(AZ = b) + (Az — AT)||». (4.1.2)

Elevando al cuadrado en ambos lados de (4.1.2)), tenemos:
lAz — b)) = [I(AZ — b) + (Az — AD)]3,
y dado que ||s||3 =< s,s >, Vs € X, podemos reescribir la ecuaciéon anterior como:

[Az = bll3 = [[(AZ —b) + (Az — AD)|3

= < (AZ =)+ (Ax — AZ), (AT — b) + (Az — AT) >

= < AT —b, (AT —b) + (Az — AZ) >
+ < Ax — Az, (AT — b) + (Az — AZ) >

= <AT—-bAT—b>+ < AT —b,Ax — AT > + < Ax — AZ, AT — b >
+ < Ax — AT, Ax — AT >

= ||AZ = b||3 + || Az — AZ|j3+ < AT — b, Az — AT >
+ < Ar — Az, AT — b >

= ||AZ — b||3 + ||Ax — AZ|5+ < AT — b, Ax — AT >
+< AT — b, Ax — AT >

= ||AZ — b||% + ||Az — AZ||3 + 2Re(< AT — b, Az — AT >).

De aqui:

|Az —b||5 — |AZ = b||5 = || Az — AZ||5 + 2Re(< AT — b, Az — AT >)
= ||Az — AZ||3 + 2Re(< AT — b, A(x — 7) >).

Por definicion de operador adjunto, tenemos:
| Az — b||3 — ||AZ — b||3 = ||Az — AZ||3 + 2Re(< A* (AT —b), 2 — T >). (4.1.3)

Dado que T es solucién de la ecuacion normal A*Ax = A*b, se cumple que A*AT = A*b,

o bien, A*(AZ — b) = 0. De la ecuacion (4.1.3)), se tiene:

|Az — b2 — | AZ —b]3 = [[Az — AZ||} + 2Re(< 0,2 — T >),
1Az = bll = [AZ - bll; = [[Az — AZ||3,Yx € X.
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Sabemos, por la definiciéon de norma, que esta es positiva y de la ecuacion anterior, se
obtiene lo siguiente:

lAz —b]l; — || AZ — blf; = [| Az — AZ[|3 > 0
Por tanto, se concluye:
| Az — bl|s > ||AZ — b|», Yz € X.

Ahora, supongamos que existe un T € X con ||AZ — b||s < ||[Ax — b||2, para todo x € X,
entonces vamos a probar que T es solucion de la ecuaciéon normal A* Az = A*y.
Al elevar al cuadrado |AZ — b||z < ||Az — b||5 se tiene:

IAZ — b])3 < [|Az — 3,
o bien,
| Az — bl|3 — | AZ — b]|3 > 0.

Tomemos = = T + az, para todo a« > 0y z € X. Sustituyendo a = en (4.1.3)) y de la
desigualdad anterior, tenemos:

|A(Z + az) — AZ|)5 + 2Re(< A*(AT —y),T+az —T >) >0

Luego:
|A@ + az — 2)||5 + 2Re(< A*(AT — y),az >) > 0,

teniendo asi:

|A(a2) |5 + 2Re(< A* (AT — y),az >) > 0.

Por propiedades de producto punto, se tiene:

Q2| A(2)|2 + 2aRe(< A*(AZ —y), 2 >) > 0 (4.1.4)

Como « > 0, podemos dividir a por «, teniendo asf,
al|A(2)|)5 + 2Re(< A*(AT — y),z >) > 0,
tomando el limite cuando « tiende a cero, se obtiene:
Re(< A* (AT —y),z >) >0, Vz € X.

De aqui que A*(AZ — y) = 0. Por lo tanto, Z es soluciéon a la ecuaciéon normal. [ |

Como se ha mencionado anteriormente, la solucién por minimos cuadrados, no pro-
porciona buenas soluciones a los problemas que son mal planteados, ya que se puede ver
que la norma de la soluciéon crece mucho mas rapido conforme se busca al minimo. Por
ello, en la siguiente secciéon resolveremos el problema inverso usando la regularizacion de
Tikhonov.
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4.2. Solucién obtenida mediante la regularizaciéon de Tikhonov

El método de regularizacion de Tikhonov se centra en resolver el problema de minimos
cuadrados penalizados (que penalizan a la norma de la solucion),

min{ [ Az —b]l; + o’[|z3}, (4.2.1)

donde « es el factor de Tikhonov que actiia como el parametro de regularizacion. Dicho
parametro « tiene el efecto de controlar el balance entre el tamano del residuo R, =
Az, — b y el tamano de la soluciéon regularizada z,. Cuando o = 0 la penalizacion es
nula y el resultado es equivalente al de un modelo lineal por minimos cuadrados, pero si
el valor de v es muy grande, entonces el término donde aparece la soluciéon regularizada
disminuye pero el tamano del residuo aumenta y, si el valor de v es muy pequeno, entonces
el término donde aparece la norma de la soluciéon regularizada aumenta, es decir;

A?||7all2 = 0 cuando a — oo,

o?||zg|ls — o0 cuando  «a — 0.

Por otra parte, mientras més pequeno sea el tamano de «, la soluciéon regularizada se
acerca méas a la solucién exacta del problema, denotada por xf, y si el tamaifio de o es
muy grande, entonces la soluciéon regularizada se aleja de la solucién exacta del problema;
es decir:

|7o — 2f|la = 0 cuando a — 0,

|24 — 2']|2 = 00 cuando «a — oo.

Por lo cual una consecuencia del lemaft.1.1)es penalizar ||z||» o remplazar la ecuacion de
primer tipo A*AZ = A*y, por una ecuacion de segundo tipo dada por o?7T + A* AT = A*y.
Lo anterior nos conduce al siguiente problema de minimizaciéon: Sea A : X — Y un
operador lineal y acotado sobre espacios de Hilbert y sea b € Y, se necesita determinar
ZTo € X que minimice el funcional de Tikhonov definido como:

Jo(z) = ||Az — b||3 + ?||z||3, Vo € X, a >0, (4.2.2)

El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad del minimo del funcional de Tikho-
nov. Aunque se presenta en [16]; en esta tesis desarrollamos su demostracion completando
los detalles que fueron omitidos.

Teorema 4.2.1. Sea A : X — Y un operador lineal y acotado sobre espacios de Hilbert
y a > 0. Entonces el funcional de Tikhonov .J, tiene un tnico minimo z, € X, el cual es
la Ginica solucién de la ecuacién normal:

o’r + A*Ax = A*y. (4.2.3)
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Demostracion. Se probara que x,, es solucion tinica de la ecuaciéon normal oz, +A* Az, =
A*y, siy solo si x, minimiza el funcionl de Tikhonov.

Supongamos que T, es solucién tnica de la ecuacion normal oz, + A* Az, = A*y,
probaremos que x, minimiza al funcional de J,.

Sea x,, C X una sucesion minimizante de vectores, de manera que cumpla lo siguiente:

lim J,(z,) =1 := inf J,(x). (4.2.4)
n—00 zeX
Probaremos que la sucesiéon x, es una sucesion de Cauchy; para esto sean n,m € Z,

entonces se tiene lo siguiente:

Jo(@n) + Ja(@m) = Az = bl + &*[l@nllz + [|Azm — bllz + o [lzml3
= [ Az = bl + [ Az — BlI3 + * [l 3 + 07l|2mll (4.2.5)

Por otro lado, por el teorema del binomio tenemos:

lz+yllz = llzl2 + [lylz + 2Re(< 2,y >),
lz = yllz = llzl3+ lyllz — 2Re(< 2,y >);

y sumando las dos igualdades anteriores, se tiene:
lz+ yll2 + llz = yllz = 2llz]3 + 2[lyll2. (4.2.6)
Aplicando la igualdad (4.2.6) a x, y x,,, obtenemos lo siguiente:
120 + @mllz + 20 — Zmllz = 2l|zallz + 2]zmll3;

y multiplicando la igualdad anterior por %2, se tiene:

a? 2 2 a? 2 2
< e + 2l + llan —zullz) = 5 Claallz + 2llzm]>)
= o[zl + & flzmll3- (4.2.7)
Sustituyendo la ecuacion (4.2.7) en la ecuacion (4.2.5)), tendremos:
2
Ja(@n) + Ja(@m) = [Azy = bl3 + | Az — b3 + %(Hxn + Zm 3 + [l2n — 2mll3)

2 2 o? 2 o? 2
lAzs = bllz + [ Azm = bllz + - llzn + 2mllz + 5 llon = 2ml2. (4.2.8)

Por otra parte, se tiene que:

Ty + T Az, Az, b b
2||A(—)—b|r§ _ g An Dby

2 2 2 2 2
Az, —b Az, —b

- 9 n m 2

A=l B by

= QH%[(Aa:n —b) + (Azy = b3
_ Z%H(A;pn —b) + (Az,, — )2

1
= Sl(Awn =) + (Azp = D)5
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De aqui que:

2
Aplicando la igualdad (4.2.6) a Az, — by Az, — b, se obtiene lo siguiente:

Ty + Ty
44 (—) B2 = [ (Azn — B) + (Azi — B2 (4.29)

1(Azy, =)+ (A, =0) |3+ [| (A =) — (A =) [[5 = 2[| Ay, =[5+ 2]| Az, —b][3. (4.2.10)
Al sustituir la ecuacion (4.2.9)) en la ecuacion (4.2.10]), obtenemos:
Ty + Ty
1 () 013+ (A = ) — (A — DB = 2, — 03+ 2] A, — 03
Dividiendo la ecuacién anterior por 2, tenemos que:

Ty + T, 1
20 (S5 ) < R+ A, — Aol = Aoy~ + Lo, ~ 013 (42.10)

Luego, al sustituir la ecuacion (4.2.11]) en la ecuacion (4.2.8)), obtenemos lo siguiente:

1 o? a?
)=+ 514, A B S b -l

(4.2.12)

Ty + Ty

Jo(zn)+Ju(z) =2||A < 5

Como:

Tp + T Ty + Ty Tp + Tm
20, (2E2) = 2 (TR o 4 2a

T, m 2
= 2 () <+ el 4
= 2|4 (”””

T, 1
D) b+ el + ol

o+ oo+ oo+
IS

entonces, podemos reescribir la ecuacion (4.2.12)), como:

T, + Ty

Jo() + Jo(2) = 2J, ( 5

1 o?
+ S| Az, — Aﬂ?mH% + —l|zn — xm”g
2 2
Dado que:

it o0 e (“Tx’") =1,

entonces, se cumple:

2

1
nlen) 4 dulem) = 20 (5T 4 G4z, = Ana [+ Gl — o
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Al tomar el limite para cuando n,m — oo, en ambos lados de la desigualdad anterior,

obtenemos que:
2

Ja(wn) + Jalwn) 2 20 + 5 lim_Jla, — 23
7,M—>00

de aqui que:
0> lim |x, —xn,| >0.

n,Mm—00

Dando a lugar que la sucesiéon de vectores x,, es una sucesiéon de Cauchy. Como X es un
espacio normado completo, entonces podemos concluir que la sucesion x,, es convergente,
es decir, existe z, € X tal que lim,_ ..z, = z,. Ya que el funcional de Tikhonov es
continuo y la sucesion z,, es convergente, entonces tenemos que J,(x,) — Jo(24); por lo
tanto J,(x,) = I. Con esto concluimos la prueba de la existencia de un minimo de J,,.

Ahora vamos a demostrar que x,, es solucién de las ecuaciones normales, suponiendo
que es el minimo del funcional de Tikhonov.

Sea x, un minimo del funcional, entonces se debe cumplir que:

Jo(zs) < Jo(x), Vo € X. (4.2.13)
Observemos que:
Jo(2) = Jalza) = ([[Az = b]5 + ?[lz]3) = (|Aza = 0[5 + a®[|za]3)
= [|[Az — b3 — [|[Aza — b3 + @2 (J|z[l3 — [lzall3)-

De la observacion anterior y de la ecuacion (4.1.3)) de la demostracion del lema anterior,
se tiene:

Ja(®)=Ja(1a) = 2Re(< A" (Aza—b), 1—10 >)+||A(z—z0) 3+ (2[5~ lzall3). (4.2.14)
Por el teorema del binomio, obtenemos lo siguiente:
lzl3 = llza +2 —zall3
= |lzall3 + Iz = @all3 + 2Re(< 0, 7 — 24 >),

o bien,
lz)13 = |zall3 = ||z — 2al|3 + 2Re(< To, x — T4 >). (4.2.15)
Sustituyendo la ecuacion (4.2.15)) en la ecuacion (4.2.14)), se tiene:
Jo(x) — Jo(2a) = 2Re(< A*(Azg —b), 2 — x4 >) + [|A(z — o) || +
?(||lz — xa||5 + 2Re(< Toy T — T4 >))
= 2Re(< A*(Azq —b), 0 — 34 >) + ||Alx — 24)|5 +
2|z — 24|53 + 202 Re(< Toy T — T4 >).

Al factorizar términos de la igualdad anterior, tenemos:

Jo(2) — Ju(za) = 2Re(< A*(Axy —b), 2 — 24 > +0% < 20,7 — 24 >) + ||A(z — 20)|3

||z — 243,
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Aplicando propiedades de producto interior en la ecuaciéon anterior, se tiene:

Jo() — Jo(w) = 2Re(< A*(Axy — b) + @2, 7 — 14 >) + ||A(z — 24) |3 + ||z — 24]|3,

(4.2.16)
para todo z € X. Al sustituir la ecuacion (4.2.16|) en la desigualdad (4.2.13|), tenemos
que:

0 < 2Re(< A*(Azy —b) + 220, 7 — 24 >) + |A(z — 20) |5 + ||z — 2|3 (4.2.17)

La desigualdad (4.2.17) se cumple particularmente para * = z, + az, con a > 0y
z =" € X. De aqui que:

0 < 2Re(< A*(Azy —b) + a’zy, a2 >) + || Ala2)|5 + |23

Dividiendo la desigualdad anterior por a > 0 y tomando el limite cuando a — 0, entonces
se puede deducir que Re(< A*(Az, — b) + @4,z >) > 0, para todo z € X, asi que:

A*(Azy — b) + 2, = 0,
por lo tanto, hemos demotrado que z, es solucién a la ecuacién normal
(A*A+ o*I)x, = A*D.

Por ultimo, probemos que dicha solucién es tnica. Para esto, supongamos que 2’ también
es solucion de la ecuacion normal:

o’x + A*Ax’ = A%b.
Como z, v 2’ son soluciones de la ecuaciéon normal, podemos obtener lo siguiente:
Y
2 * 2./ * /
a‘r, + A" Ax, = a”x' + AT Ax’,

esta igualdad se cumple solo si x, = 2’. Por lo tanto, x, es la tinica solucion de la ecuacion
normal. [

El teorema anterior garantiza la solucién al problema de minimos cuadrados pena-
lizados; sin embargo, no se nos muestra cual es dicha solucién. Para hallar la solucién,
se pueden utilizar distintos métodos de soluciéon; sin embargo, debido a la necesidad de
obtener una solucién viable, vamos a plantear el problema de forma discreta y para esto,
utilizaremos la forma matricial.

Entonces, sea K4 una matriz de tamano m x n asociada al operador lineal y acotado
A; de esta forma, se puede reescribir la ecuaciéon normal de segundo tipo, como:

7o + Ky Kz, = K4, (4.2.18)

donde K7 es la representacion matricial del operador adjunto de K4 y @ > 0. Lo que hare-
mos a continuacion, es obtener una expresion para x,, mediante un despeje en la ecuacion
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(4.2.18]). Por lo anterior, vamos a considerar la descomposicion en valores singulares de la
matriz K4 de tal forma que:
K,=UXV", (4.2.19)

donde U,xm vV Vixn son matrices ortonormales, tales que U'U = V'V = I y ¥ es una
matriz diagonal de tamano m X n cuyas entradas o; son los llamados valores singulares
de la matriz K 4 ordenados en orden decreciente: o1 > g9 > -+ > g, > 0.

De lo anterior, se tiene que K4 es de la siguiente forma:

o1 - 0 :
Uy o Uim L . Vit - Uln
K= . :
0 - o,
Um1 - Umm 0 0 0 Un1 *°° Unn

Notemos que al transponer la matriz K 4, tenemos que:

K%, = (UxV"
— (Evt)tUt
—_ (Vt)tEtUt
= VXUt (4.2.20)
Al multiplicar la matriz obtenida con la matriz K 4, obtenemos:
KYKy, = (VSUUHUZVY)
(VEHYUU)(ZVH)

= (VSHI(ZVY)
17030073 (4.2.21)

Al sustituir (4.2.20) y (4.2.21)) en la ecuacion (4.2.18)), tenemos que:

’z, + (VE'SVY 2, = VU,
de donde:
(VESV 4+ a?l,)z, = VIIU'D. (4.2.22)

Ya que Y es una matriz diagonal, entonces ¥X! = X2, puesto que toda matriz diagonal
D, se cumple que D = D?; luego, la ecuacion (4.2.22) es equivalente a:

(VE2VE 4+ o212, = VU,

o bien:

V(X2 + a*L)Vie, = VEIU. (4.2.23)

A continuaciéon, vamos a obtener de manera explicita la matriz V(X% + o?I,)V?, para
posteriormente invertirla de manera que permita despejar a x,:
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vy e U 0% o0 1 -+ 0
V(2?2 + 2V = Do Do + a2

Uni *°° Unn o --- 0721 0o --- 1

t
Vi1 - Uin
Un1 - Unn
2 2
V11 Vin 0'1_|_a O V11 .. Vin
2 2
Unil Unn 0 O—n_|_a Uni .. Unn

Llamaremos L a la matriz siguiente:

o 4+a* .- 0
L= : :
0 . o24a?
di - 0
Dado que toda matriz diagonal D = < Dol ) es invertible si y s6lo si las entradas
0 - dn
dyi,--- ,d, son distintas de cero. Ademéas que, la matriz inversa de D se puede representar
como:
~1
dq - 0 d_ll e 0
D1 — S : — : :
0 - d, 0 i

Debido a que L es una matriz diagonal, entonces la ecuacion (4.2.23]) se puede escribir
de la siguiente forma:

To = VLWVVEUD = V(X2 + 1) 'VIVEIU .

O bien:




4. Anailisis del problema inverso electroencefalografico 49

1

0
Vi1 o Vin oF+a2 1 . 0 o - 00 uil - Uim \ t / b1
B ( ; ... ; ) E .‘. : (E .“ E) (E ." E O) ( ; ... ; ) ( E )
Unl ** Unn 0 3 1 5 0 - 1 0 « 0,0 Um1l = Umm bm

onta
71}11 DR #/Ul
oi+a? onta? i o1 - 00 ULt Umd b1
= ) R : . )
—_— . e _— o On Ulm ** Umm m
0’2+Of2 Un1 o2 +a? Unn
U_ e _On _
o2+a? V11 02 +a? V1in 0 U1 *°  Umi bl
= 0
o1 o
a%—l—aQ (%7 0721_:(12 Unn 0 Uim *° Umm bm
2o uiur o RS VUl S U1 Uml o o Vinlmn
oita oita oita oita
91 e _On _ e 91 e ‘77
a%+a2 Un1Uil + + UzL‘HXQ UnnUln o’f+a2 Un1Um1i + + o2 2 1 o2 UnnUmn
o1 On On
(Wvuuu +---+ WUI"UIn> b1 +---+ ( 2+a2 V11Um1 + -+ Wvlnumn
(ﬁvnlull + -+ ﬁ“ﬂrﬂﬂﬂ) b1 +---+ (U%Taz UplUml + -+ U;z;_ 2 ’Unnumn
b b
0-1 1 V11 O'n N
= () Foo =2 ()
o]+« b, ves oL+« b
U1l ¢ bl V11 Uln t bl
g1 i ) ) (o ) )
= —O.%_'_O{Q : : + —0.2+a2 :
Um1 bm Unl n Umn bm
n
ag; ¢
= E — (u;b)v;
— 07 + «
i=1
donde u; = {uys, -+ yUmi} vy v = {15, ,0pi} parai=1,--- n.

Por lo tanto, la solucién del problema min,cgn{||Az — b||3 + o?||z||3} esta dada por:

ag; n
o= —(u:b)v;, 4.2.24
T =3 iy (4.2.24)
con u; = {Ulz‘,"' 7umi} y v = {Ulu"' avm‘} parai=1,---,n.

Este método de regularizacion necesita un método para la escogencia de pardmetro de
regularizacion. En este trabajo no se estudiara sobre este parametro, sin embargo existen
distintos criterios para dicha seleccion la cual da lugar a soluciones diferentes; entre ellos
destacamos: El Principio de Minima Discrepancia ([26]), Validacion Cruzada Generalizada
(|8]), El Criterio de la Curva-L ([I1]), entre otros.
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4.3. Experimentos numéricos

El interés de este trabajo radica en el problema de identificaciéon de fuentes bioeléc-
tricas en el cerebro. En esta seccion se presenta un ejemplo donde se utiliza un algoritmo
propuesto en [24] de manera particular para la solucion del problema directo asociado de
fuentes bioeléctricas tipo dipolar que representan a focos epilépticos.

De acuerdo a lo estudiado anteriormente, el problema inverso consiste en hallar el
momento dipolar S a partir del conocimiento de la posicién de los electrodos de medicion
sobre el cuero cabelludo y de los potenciales medidos en ellos.

Debido a que no contamos con datos experimentales, vamos a trabajar con un ejemplo
sintético. El ejemplo sintético consiste en resolver el problema directo (hallar el potencial
en el interior de la region) suponiendo que se conoce la localizacion de la fuente (o solucion
del problema inverso). A partir de la soluciéon del problema directo, se obtendréan los datos
de entrada para el problema inverso; estos datos son los potenciales medidos en cada uno
de los electrodos de medicion y colocados en el cuero cabelludo; los cuales se usaran como
datos para el problema inverso, de manera que al aplicarles el método de regularizacion
para resolver el problema inverso, se obtenga una soluciéon regularizada, la cual debe ser
muy cercana a la solucion exacta

4.3.1. Soluciéon del problema directo

Para resolver el problema directo vamos a suponer que la region ) es una esfera de
radio 1, centrada en el origen con conductividad constante o; en la que se cumple el
problema de contorno:

Au=f enf(},

% —0 endQ. (4.3.1)
donde la fuente localizada en el punto a puede ser representada de la siguiente forma:
V- (plxr—a
fla) = ( ((7 )), (4.3.2)

donde p representa al momento dipolar y §(x — a) es la distribucion delta de Dirac con-
centrada en a.
En ([24]) se muestra que la solucion al problema de contorno (4.3.1), donde f esta

dada por (4.3.2) es:
: (4.3.3)

y=a

ulw) = [‘-’7 - V,Gly.)

donde ¢ y j son los pardmetros del momento dipolar, V, es el operador gradiente con
respecto a la variable y y G(y, x) es la funcion de Green. Considerando que z esta fijo, la
funcion de Green esta dada por (|24]):

G(r,y) = ! |+g(y,x),

Amly — x
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donde = = (z1,22,23), ¥y = (Y1,%2,¥3), 9(y,x) = BR® + gi(y,x), para § = —ﬁ(g),
R?* = y? + y2 + y3, m(Q) es el volumen de Q y g; una funcién arménica que satisface el
problema:

Agi(y,z) =0, 1,y€Q, (4.3.4)

B drly — x|

= —— 2 Q. 4.3.
n n —i—ﬁR}, r€Sy€E (4.3.5)

En el esquema de la figura [4.1] se representa, de manera particular, la posicion del
electrodo de mediciéon y de la fuente bioeléctrica.

.

Figura 4.1: Esquema de la region esférica que representa al cerebro, donde x es la posicion
del electrodo de medicién e y es la posicion de la fuente bioeléctrica.

Dado que el electrodo de medicién en el punto x se ubica sobre el eje Z, es decir,
cuando x = (0,0, z3), se tiene que la funcién de Green es de la forma (|24]):

R NS NS SR O B 50)
Cdrly — x| ysdwly — o 4 81

Gly,x) +C, (4.3.6)

donde Yy = (y17y27y3>7 ’y - Q?‘ = \/y% +y§ + (93 - .773)2, 37% = x_13’ 33', = (anax£’,>7 U.)(y,l’) =

In(z —ys + |y — 2'|) y C es una constante que se elige de manera que se cumpla la
condicion:

/QG(y, z)dy = 0. (4.3.7)

Ahora, obtengamos el vector gradiente de la funcion de Green dada para la region €
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n 1 1 1
V G(y,l’) - <__ ( + 7 + 7 7 7 + 1) )
Y dr \ly —zPP  Jy—2'P  |y—2|(a5 —ys + |y — o))

n 1 1 1
- 3+ /3+ 7 ! ’ +1 bl
dr \|ly — =P Jy—2'P |y —a'|(x3 —ys+ |y — 2|)

’ t
Y3 — I3 y3_:c3 1 y3> (438)

CAnly— 2P Axly— 2P dxly—2| 4w

donde V,G(y, x) es el vector cuyas coordenadas son las derivadas parciales de la funcion
de Green con respecto a y, donde x es fija.

De manera que la solucion del problema (4.3.1]) se puede escribir de la siguiente forma:

u(z) = ({— qdit ( ! + = + ! + 1)
dom \|Jy—z]®  |y—2a'P  |y—2|(a5—ys+ |y —2|) ’

d 1 1 1
_Q2y2< -+ = — - +1)7
dom \|y—a*  |y—2'P  |y—a'[(z3—ys+ |y —2|)

Amly — 2P dxly— 2P T dxly— 2| 4w

_ads ( (ys —w3) g3 — 1 ys )} ‘ (4.3.9)

g
y=a

Ahora bien, para que podamos hallar el potencial dado en , debemos tomar en
cuenta que el electrodo de medicion debe estar localizado en el polo norte de la esfera
unitaria; por lo tanto, cuando los electrodos de mediciéon no se encuentran colocados en
esa posicion, debemos realizar rotaciones y traslaciones para llevarlos a ella.

A continuacién vamos a describir como hallar al potencial en un electrodo que no estéa
colocado en el polo norte de la esfera unitaria. Para ello, supongamos que la posicion del
electrodo esta dada por:

Ty
r=| 2o |. (4.3.10)
xs3

Para llevar el punto z a la posicion del vector (0,0,1), vamos a recurrir a las matrices
de rotacion alrededor del eje X y del eje Y que se deducen a apartir de los esquemas
mostrados en la figura [4.2]




4. Anailisis del problema inverso electroencefalografico 53

7 A Z A

X X
(a) Rotacion de V .y W alrededor del eje X. (b) Rotacion de W y U alrededor del eje Y.

Figura 4.2: Rotacién con respecto a los ejes X y Y.

Antes de iniciar con el proceso de rotacién, primero normalicemos el vector z, y deno-
temos por u a este vector normalizado; esto es:

Ty

V@i +ad+ad U

x2

u = N =1 ux |. (4.3.11)

z3 U3

\/ I%Jra:% +m§

A fin de colocar u sobre el eje Z, el proceso se realizara en dos pasos:

1. Rotar el vector u, alrededor del eje X hasta llevarlo al plano X Z. Para esto, primero
proyectamos al vector u sobre el plano Y Z y denotamos por @ a su vector proyeccion.
Después calculamos el angulo de giro o y obtenemos las componentes de la matriz de
rotacion con respecto al eje X, que se denota por R, («) (ver Figura. Finalmente,
aplicamos la matriz de rotacion R,(«) al vector u, para llevarlo al plano X Z.

2. Rotar un édngulo ¢ al vector obtenido en el paso anterior alrededor del eje Y, me-
diante la aplicacion de la matriz de rotacion R, (¢).
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<

/

X

Figura 4.3: El d4ngulo formado por la proyeccion del vector u sobre el plano Y Z con el eje
Z sera denotado por a.

Posteriormente vamos a describir con detalle los pasos anteriores y aclaramos que los giros
en el sentido a las manecillas del reloj serdn negativos.

Para girar al vector u alrededor del eje X', debemos encontrar la matriz de giro (R, («)),
para esto, primero vamos a encontrar condiciones que debe cumplir el d&ngulo de giro.

Dado que u forma un éngulo a con respecto al plano X Z, como se muestra en la
Figura [4.3] al realizar la rotacion del vector, con respecto al eje X, debemos considerar
que se trata de un giro negativo, pues el sentido de dicho giro es el mismo que el de las
manecillas de reloj; por tanto, este angulo seréd denotado por —a.

Sea UVW el nuevo sistema de coordenadas, e,, e, y e, los vectores unitarios del sistema
de coordenadas XY Z, y e,, €, v €, los vectores unitarios del sistema de coordenadas
UVW.

Como la rotacion que se realizaré es en relacion al eje X, el vector unitario e, coincidira
con el vector unitario e,. Mientras que al proyectar los vectores unitarios e, y e, sobre los
vectores unitarios e, y e, respectivamente, tenemos que la matriz de rotacion R,(«) es:

. €r6u €z€y €z€uw 1 0 0
R.(a) = (f}) ® (evevew)=| eye, eye, €ye, | =1 0 cos(—a) sen(—a)
z
€,y €€y €,Cu 0 —sen(—a) cos(—a)

Puesto que a es un dngulo agudo del tridangulo rectdngulo formado por el vector 4 y sus
coordenadas cartesianas. Luego, por razones trigonométricas tenemos:

cos(—a) = cos(a) = %, sen(—a) = —sen(a) = _2 (4.3.12)

donde d, = \/u3 + u3.
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Sustituyendo los valores obtenidos en (4.3.12)) en la matriz de rotacion R, («), se tiene:

1 0 0 1 0 0
Ry(a)=| 0 cos(—a) sen(=a) | =| 0 G —g* |. (4.3.13)
0 —sen(—a) cos(—a) 0 2 u

Una vez que obtenemos a la matriz de rotacion R,(«), la aplicamos al vector u, para
obtener al vector u, como sigue:

1 0 0 Ul Uy
Ry(ac)u= | 0 2 —2 up | =1 0 | =u (4.3.14)
0 Z—i Z—i us du
z

<)
o
—
_ o O

N

X

Figura 4.4: El angulo formado por el vector u y el eje Z, denotado por ¢.

Ahora calculemos la matriz de rotacion que nos ayudara que el vector u sea colocado
sobre el eje positivo Z. Para colocar dicho vector sobre el eje positivo Z utilicemos el angulo
¢ que se genera en el tridngulo formado por el vector u y el eje Z. En consecuencia, por
las razones trigonométricas, se tiene:

d u
= d—u = d,, sen(¢) L= . (4.3.15)
m

:d—a_

cos(¢)

donde dg = \/u? + d2 = \/u} +ud +u} = 1.

Sea UVW el nuevo sistema de coordenadas, e, e, y e los vectores unitarios del sistema
de coordenadas XY Z, y ey, €, v e, los vectores unitarios del sistema de coordenadas
UVW. Al proyectar los vectores unitarios del sistema de coordenadas XY Z en cada uno
de los vectores unitarios del sistema de coordenadas UV W, tenemos:

) €2€y  €zCy  €xCuy cos(¢) 0 sen(o)
Ry(d)) = <€y> X (eu €y ew) = eyev eyev €y€v == O 1 O
€€ €16, €€y —sen(¢) 0 cos(¢p)
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De aqui que, la matriz R,(¢) correspondiente a la rotacion alrededor del eje Y para el
vector U es:

cos(¢) 0 —sen(o) dy, 0 —wy
Ry(¢) = 0 1 0 =l o1 0 |. (4.3.16)
sen(¢) 0  cos(¢) up 0 d,

Después de que obtenemos la matriz R,(¢) y aplicarla al vector @, se lleva finalmente el
vector u a la posicion del polo norte de la esfera unitaria:

du 0 —U1 U1 0
Ry(du=| 0 1 0 o |=[0o]. (4.3.17)

De los calculos anteriores podemos observar como se transforma el punto x a un punto
que coincide con el punto (0,0, 1); de manera que se pueda calcular el gradiente de la
funcion de Green para hallar el potencial u(zx).

4.3.2. Soluciéon del problema directo cuando la fuente se repre-
senta como un dipolo eléctrico.

Para hallar los valores del potencial en cada electrodo en la superficie de la cabeza, se
utilizara la formula (4.3.9)) y supondremos que:

» La fuente estara localizada en el punto a = (0,0.03,0.01).
» La conductividad del medio en la cabeza es igual a 2 x 10712,

= Los electrodos se ubicaran en forma de una banda, teniendo asi la misma altura. De
manera que las coordenadas cartesianas de los electrodos se presentan en el Cuadro

(14.3.1).
No. de electrodos | To T3
1 0.1 0 0.015
2 0.07 | 0.07 | 0.015
3 0 0.1 |0.015
4 -0.07 | 0.07 | 0.015
5 -0.1 0 0.015
6 -0.07 | -0.07 | 0.015
7 0 -0.1 | 0.015
8 0.07 | -0.07 | 0.015

Cuadro 4.3.1: Coordenadas cartesianas de cada electrodo.
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Para tener una referencia de los resultados que se obtendra mediante el método de solucion
planteado anteriormente, se muestran en el Cuadro los valores de los potenciales
en cada electrodo que obtuvieron los autores de ([23]). Ademéas que ambos resultados se
compararan con los que se obtienen con el toolbox Fieldtrip de Matlab.

No. de electrodos | Potencial hallado en ([23])
1 0.035

0.048

0.074

0.050

0.043

0.049

0.040

0.038

OOl | O U = WD

Cuadro 4.3.2: Valores de los potenciales en cada electrodo, obtenidos en (|23]).

Con el fin de ilustrar como se obtienen los potenciales dentro del cerebro, a partir del
conocimiento de la localizacion de la fuente, vamos a explicar como hallamos el potencial
en el electrodo colocado sobre el cuero cabelludo en la posicion x = (0.1,0,0.015), usando
las matrices de rotacion y la expresion .

Dado que la posicion del este electrodo es distinta a la posicion del vector unitario
(0,0, 1), entonces procederemos a normalizar y rotar al vector z, para llevarlo a la posicion
del vector unitario sobre el eje Z. Para esto, primero vamos a normalizar el vector z y
denotemos por u a su vector normalizado:

0.1
v/0.1240.0152
U = 0
0.015
V/0.12+0.0152

Una vez que lo hemos normalizado, lo vamos a rotar alrededor del eje X y posteriormente
alrededor del eje Y, para llevarlo a la posicion deseada.

Ahora bien, para hallar el 4&ngulo de rotacién «, que servira para obtener la matriz de
rotacion alrededor del eje X, que aplicaremos al vector normalizado u, vamos a proyectar
el vector u sobre el plano Y Z y llamemos u a su vector proyeccion. Luego,

0.015
v0.12 +0.0152

De esta forma, al considerar el dngulo o que se forma entre el vector @ y el eje Z,
obtenemos, mediante razones trigonométricas, las siguientes ecuaciones que debe cumplir
el angulo «:

u = (0,0,

).

cos(a) =1, sen(a) =0, (4.3.18)
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donde || = =225
V0.12+0.0152
Por lo que, la matriz de rotacion alrededor del eje X, dada en (4.3.13]) para el vector

U, es:

R.(a) =

o O =
O = O
—_ O O

—~

Ahora, utilizaremos la matriz de rotacion R, («) para rotar al vector unitario u alrededor
del eje X y llevarlo al plano X Z; de esta forma el vector rotado lo denotaremos por u;
que en este caso coincide con u, pero pudiera no ser asi:

100
u=Ry()u=| 01 0 |u=u.
0 0 1

Finalmente, para rotar al vector u alrededor del eje Y, necesitamos conocer la matriz de
rotacion correspondiente. Para ello, de acuerdo a lo explicado anteriormente, el &ngulo de
rotacion ¢, alrededor del eje Y, debe cumplir las siguientes razones trigonométricas:

cos(d) = 0.015 sen(g) = 0.1
/(012 +(0.015)2 V012400152

Apartir de estos calculos podemos obtener la matriz de rotacion correspondiente a la
rotacion alrededor del eje Y para el vector u, es la siguiente:

(4.3.19)

0.015 0 — 0.1
v/0.1240.0152 v/0.1240.0152
Ry (gb) = 0 1 0 ,
0.1 0 0.015
0.12+0.0152 1/0.1240.0152

aplicando R, (¢) al vector u obtenemos que el vector z se ha rotado a la posicion del vector
unitario del eje Z como sigue:

0.015 0 — 0.1 0
V0.1240.0152 v/0.12+40.0152
Ry(p)u= 0 1 0 u=| 0 | =1
0.1 0 0.015 1
0.1240.0152 Vv/0.124+0.0152

Debido a que el sistema de coordenadas se ha modificado para obtener la posicion del
electrodo deseado, podemos deducir que la posicién de la fuente también ha cambiado,
por lo que para obtener la nueva posiciéon de la fuente se le aplicara las matrices rotacion
antes calculadas. Dicha ubicaciéon la denotaremos como a:

a = Ry(¢)Rx(a)at

0.015

_ 0.1
Arroos 0 T Vorioon? 100 0
= 0 1 0 010 0.03
0.1 0.015
v U Voito0m 001/ \o001
—9.89 x 1073
= 0.03

1.48 x 1073
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Cabe mencionar que los célculos anteriores se realizaron con el propodsito de hallar el
potencial en el electrodo colocado en la posiciéon x, mediante la ecuacion . Sin
embargo, en dicha ecuacion, la expresion para el gradiente de la funcion de Green solo se
puede utilizar para vectores unitarios que coincidan con el eje Z; motivo por el cual hemos
llevado el vector z a la posicion (0,0, 1) y a la posicion de la fuente a la nueva posicion a.
Ahora bien, a partir de las nuevas posiciones de los vectores x y a, procedemos a calcular
el vector gradiente de la funcién de Green y obtenemos:

[VG(y,7)]| = (2.76 x 107%,4.185 x 107*,0.238). (4.3.20)

Yy=a

Sin embargo, para aplicar la formula (4.3.9)), que nos permita hallar el potencial en el
electrodo x y cuya fuente esta colocada en el punto a, debemos regresar al vector obtenido
en (4.3.20)), al sistema de coordenadas de los vectores x y a. Es decir, obtendremos el
gradiente en el sistema de coordenadas original y, para esto, calcularemos las inversas de
las matrices de rotacion dadas anteriormente, para asi aplicarlas a .

Utilizando el método de Gauss, obtengamos la matriz inversa de R, (¢):

0.015 0.1
0 — 100 0.1 1/0.1240.0152
( V0.1210.0152 V/0.1240.0152 ! ) 10 —g5o | 0.015 00
Y

0 1 0 010 01 0 | 0 10
0.1 0.015
0 01 1/0.1240.0152 .
V0.1240.0152  /0.1210.0152 ! 00 Yo Fmte | % 01
0.1 1/0.1240.0152
10 5515 ‘ 0.015 0 0
~ 01 0 | 0 1 0
00 1 _ 0.1 0 0.015
| V0.1240.0152 ~ 1/0.1240.0152

~ 010] 0 1 0
001 — 0.1 0 0.015
| 1/0.1240.0152 ~ /0.1240.0152

100 0.015 0 0.1
| 1/0.1240.0152 1/0.1240.0152 )

y al aplicar la matriz de inversa de R,(¢) a VG(y, Z)|,=a, tenemos que:

: T 0 e 2.76 x 10~
v/0.124-0.0152 v/0.1240.0152
Ry(¢)™ ([VG(:M)] y_a> = 0 L0 —8.37 x 107*
/0 40.0152 0 V012100152 0.238
0.236
= [ -837x107® |. (4.3.21)
0.0033

Lo que sigue es aplicar la inversa de la matriz R,(«) al vector obtenido en ; sin
embargo, para el caso de este ejemplo, la inversa de la matriz R, («) es la matriz identidad.
De manera que el vector (0.236, —8 — 37 x 1072,0.0033) corresponde al vector gradiente
de la funcién de Green en las coordenadas originales.

Ahora bien, a partir del vector dado en y el momento dipolar p, podemos
hallar finalmente el potencial en el electrodo x, utilizando la ecuacion , dado por:
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VG|
u(z) = - P
(0236, -8.37 x 1073,0.0033 ) 0(')1
B 2 x 1012 ' 0
0.1
= ( 1.18 x 10", —4.185 x 10°,01.65 x 10° ) - [ 0
0
= 1.18 x 10'°.

El proceso que realizamos para hallar el potencial en el electrodo colocado en la posicion
x, se realiza para cada uno de los electrodos colocados sobre el cuero cabelludo, de manera
que al final obtenemos los valores del potencial dados en el Cuadro (4.3.2) (|23]). Mas
aun, debido a que son varios calculos, hemos realizado un programa computacional que
se presenta en el Apéndice A.

Debido a que necesitamos conocer a la matriz de propagacion K, para resolver el
problema inverso, usaremos la expresion dada en y el cédigo computacional del
Apéndice A; de esta forma, encontramos la siguiente matriz de propagacion:

1.1840 x 10*  —0.0419 x 10" 0.1637 x 10!
0.8896 x 10  0.8459 x 10''  0.1761 x 10"

0 1.2469 x 10t 0.1789 x 10!
—0.8896 x 10" 0.8459 x 10"  0.1761 x 10!
—1.1840 x 10 —0.0419 x 10"* 0.1637 x 10!
—0.7897 x 10 —0.8298 x 10'" 0.1558 x 10!

0 —1.1306 x 10 0.1505 x 10"
0.7897 x 10 —0.8298 x 10 0.1558 x 10"

(4.3.22)

Con el conocimiento de la matriz K4 y de la posiciéon del momento dipolar p, hallamos
los valores de los potenciales v en cada electrodo, dados por:

1.1840 x 1010
8.8959 x 10°
0
—8.8959 x 10?
—1.1840 x 101°
—7.8966 x 10°
0
7.8966 x 10°

(4.3.23)

Comparamos los valores del potencial en los electrodos que obtuvimos en (4.3.23)), con
los que obtuvieron los autores en ([23]); pero observamos que eran distintos. Por ello,
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fue necesario utilizar el toolbox Fieldtrip para poder comparar el resultado (4.3.23) y
asegurarnos que la matriz de propagacion K4 obtenida fuera la correcta; de aqui que se
llegd a la conclusion que los potenciales tedricos medidos por los electrodos resultantes
por el toolbox Fieldtrip fueron iguales a los que obtuvimos con nuestro cédigo. El codigo
computacional de Fieldtrip que se tomd como ejemplo para obtener el potencial de los
datos supuestos, se puede ver en (|2§]).

4.3.3. Solucién del problema inverso

En la seccién anterior hemos obtenido los valores de los potenciales en cada electrodo,
de acuerdo a lo mostrado en (4.3.23); en esta seccién vamos a resolver el problema in-
verso. Este problema inverso, supone que no conocemos la posiciéon de la fuente pero que
conocemos los potenciales medidos en los electrodos colocados sobre el cuero cabelludo.

Lo que haremos en esta seccion es aplicar el método de regularizacion de Tikhonov,
para resolver el problema inverso, a partir de los potenciales (4.3.23). La solucién del
problema inverso nos dara la ubicaciéon de la fuente, que en principio, debe ser muy
cercana a la fuente exacta p, que utilizamos en la secciéon anterior. De esta forma, la
solucion del problema directo, servira para validar a la soluciéon del problema inverso.

Dado que el problema inverso electroencefalografico entra en la categoria de los pro-
blemas que son mal planteados, para resolver el problema se utilizara el método de regu-
larizacion de Tikhonov, la cual consiste en hallar una soluciéon aproximada a la solucion
exacta del problema K 4p = v, resolviendo el problema de minimos cuadrados penalizados:

miny{|| Kap — vl3 + o?[|p]3},

donde K4 es la matriz de propagacion, cuyas entradas contienen los valores de V,G(z, v)

para los k electrodos; p = g d es el vector que representa al momento dipolar y v es el
vector que contiene los potenciales medidos en los electrodos.

Considerando la matriz de propagacion y los potenciales tedricos
obtenidos en el problema directo electroencefalografico, con el valor del pardmetro a que
se establecio, se resolvio el problema inverso electroencefalografico mediante el método
de la regularizacion de Tikhonov, la cual nos proporciona una soluciéon aproximada p del
momento dipolar que estdbamos buscando:

0.1
0
1.3878 x 10717

=
Il

Si comparamos la soluciéon aproximada p con la soluciéon exacta p, tenemos un error
absoluto de 3.8519 x 1073* para @ = 1 x 107°, lo cual el resultado presenta un error
minimo que era esperado, ya que la soluciéon esta regularizada.




62

4.3. Experimentos numeéricos




Conclusiones

El objetivo de este trabajo de tesis fue estudiar el problema de identificaciéon de fuentes
bioeléctricas en el cerebro a partir de la medicion del electroencefalograma sobre el cuero
cabelludo, para el caso de una fuente dipolar. En el estudio de este tema se pudo observar
que es algo diverso, ya que requiere de distintas disciplinas para analizarse de forma
correcta, aparte de las matemaéticas que es lo primordial en este trabajo. Para ello, fue
necesario revisar una serie de conceptos que nos permitieron conocer la formulacion del
modelo electroencefalografico, la cual permitié identificar al problema de contorno y al
problema inverso.

Esto nos permitié desarrollar el analisis de la existencia y unicidad de la soluciéon del
problema directo de identificacién de la fuente. También se analizaron los métodos de
minimos de cuadrados y minimos cuadrados penalizados, para este tltimo método se ne-
cesita introducir un término de regularizacion que nos ayuda ajustar el modelo estudiado.
Sin embargo, sabemos que hay otras soluciones basados en norma minima como: la norma
minima ponderada, el algoritmo de LORETA y de la estandarizacion de LORETA, que
no se analizaron en este trabajo, pero que se puede estudiar y hacer una comparacion
entre ellas para observar su eficiencia.

Ademas, para resolver numéricamente el problema inverso electroencafelografico se
sabe que es necesario resolver primero el problema directo asociado a fin de conocer la
matriz de propagacion. Como el problema de interés es el problema inverso, se queria solo
encontrar informaciéon de la matriz de propagacion, en cambio esto no fue posible debido
que los articulos que han estudiado este tema no muestran como tal a dicha matriz; por
lo que se tuvo que revisar un algoritmo para resolver numéricamente el problema directo,
sin tener que profundizar en la teoria.

A través del algoritmo presentado para resolver el problema directo, se realizd una
comparacion con los datos encontrados en [23], aunque dicha comparacion resulté que
difiere de los potenciales que nosotros obtuvimos, por lo cual fue necesario utilizar el
toolbox Fieldtrip, y asi obtener la matriz de propagacion correcta, que fue necesaria para
la soluciéon del problema inverso. Posteriormente, se empled el método de regularizacion
Tikhonov para resolver numéricamente el problema inverso, donde los resultados obtenidos
nos indican que es estable hasta que el parametro de regularizaciéon empieza tomar un
valor mayor a 362 y el error de nuestro resultado comparado con el real fue minimo.
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Apéndice A

A continuacion, se muestra el codigo computacional que se desarrollé para identificar
la fuente bioeléctrica dipolar, considerando el andlisis explicado en el Capitulo [l Cabe
senalar que los comentarios realizados dentro del c6digo se han escrito sin acentos, debido
a que el software de Matlab no los admite.

%%DATOS DE LA FUENTE
PO=[0 0.03 0.01] %Posicion del dipolo
moment=[0.1 0 0] YMomento dipolar
%%hConductividad del medio
sigma=2e-12
%%Puntos de medicion
POS_ELEC=[0.10 0 0.015; 0.07 0.07 0.015; 0 0.10 0.015;-0.07 0.07 0.015;
-0.1 0 0.015; -0.07 -0.07 0.015; 0 -0.1 0.015; 0.07 -0.07 0.015]
%%hLos potenciales medidos en los electrodos
V_ELEC=[0.035 0.048 0.074 0.05 0.043 0.049 0.04 0.038]
%%hhh Se rotara las posiciones de los electrodos y la posicion del
dipolo
%%h%hl% de manera que nuestro sistema de coordenada haga que coincida 1la
%%h%h%% posicion del electrodo en el norte de una esfera unitaria
PO_ROTADO=ones (8,3)
POS_ELEC_ROTADO=ones (8,3)
for j=1:1:8
d=sqrt (POS_ELEC(j,1) “2+P0S_ELEC(j,2) “2+P0OS_ELEC(j,3) "2)
P=[POS_ELEC(j,1)/d POS_ELEC(j,2)/d POS_ELEC(j,3)/d]
x0=P (1)
y0=P (2)
z0=P (3)
dx=sqrt (y0~2+z0"2)
Rx=[1 0 0;0 z0/dx -y0/dx;0 y0/dx z0/dx]
PrOT1=Rx*P’
Ryy=[dx 0 -Pr0T1(1);0 1 0;Pr0T1(1) O dx]
PrO0T2=Ryy*Rx*P’
POS_ELEC_ROTADO(j,:)=Pr0T2’
POr0T=Ryy*Rx*PO’
PO_ROTADO (j,:)=POr0T’
end
%hhhkSe evaluo la gradiente de la funcion de Green en las
hhhhhposiciones de los electrodos y de la posicion del dipolo
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33 POT=ones (8,1)
34 A=ones (8,3)
for i=1:1:8

35

36

39

dist11=PO_ROTADO(i,1) ~2+PO_ROTADO(i,2) ~2+(PO_ROTADO(i,3) -

POS_ELEC_ROTADO(i,3)) "2

dist12=PO_ROTADO(i,1) ~2+PO_ROTADO(i,2) ~2+(PO_ROTADO(i,3) -(1/

POS_ELEC_ROTADO(i,3))) "2

dGdx=-(1/(4*pi))*PO_ROTADO(i,1)*((1/(dist11)~(3/2))+(1/(

POS_ELEC_ROTADO(i,3)*(dist12)~(3/2)))+(1/((sqrt(dist12))*((1/
POS_ELEC_ROTADO(i,3))-PO_ROTADO(i,3)+sqrt(disti12))))+1)

dGdy=-(1/(4*pi))*PO_ROTADO(i,2)*((1/(dist11)~(3/2))+(1/(

POS_ELEC_ROTADO (i,3) *(dist12)~(3/2)))+(1/((sqrt(dist12))*((1/
POS_ELEC_ROTADO(i,3))-PO_ROTADO(i,3)+sqrt(dist12))))+1)

dGdz=-(1/(4*pi))*(((PO_ROTADO(i,3)-POS_ELEC_ROTADO(i,3))/(dist11)

~(3/2))+((PO_ROTADO(3) -(1/P0OS_ELEC_ROTADO(i,3)))/(POS_ELEC_ROTADO (i
,3)*%(dist12)~(3/2))))+(1/(4*pi*sqrt(dist12)))-(PO_ROTADO(i,3)/(4*pi))

end

hhhhSe

d=sqrt (POS_ELEC(i,1) ~2+P0S_ELEC(i,2) "2+P0S_ELEC(i,3)"2)
P=[POS_ELEC(i,1)/d POS_ELEC(i,2)/d POS_ELEC(i,3)/dl]
AA=[dGdx/sigma dGdy/sigma dGdz/sigmal

x0=P (1)

y0=P (2)

z0=P (3)

dx=sqrt (y0~2+z0"2)

Rx=[1 0 0;0 z0/dx -y0/dx;0 y0/dx z0/dx]

PrOT1=Rx*P’

Ryy=[dx 0 -Pr0T1(1);0 1 O0;Pr0T1(1) O dx]

ArO0T=inv (Rx)*inv (Ryy) *AA°

A(i,:)=Ar0T’

obtiene la solucion del problema directo
POT=A*moment ’

%%h%h%kPara obtener la solucion del problema inverso, procederemos a:

[U,S,V]=svd(A) JRealizar la descomposicion de valores singulares de la
matriz de propagacion

alpha=1le-5%el parametro de regularizacion de Tikhonov

inv_T=inv(V*S’*S*V’+(alpha~2)*eye (3))

x_alpha=inv_T*V*S’xU’*P0OT %solucion del problema inverso usando la
regularizacion de Thikonov

%hhhhlhCalculemos el error entre la solucion obtenida y su valor exacto.

x=[0.1;0;0] %posicion exacta de la fuente

E=norm(x-x_alpha) "2

Listing 1: Codigo de Matlab.




Bibliografia

1]

2l

3]

4]

15]

(6]

18]

191

Alonso F. (2018) “Modelos y simulaciones del campo eléctrico en estimulacion cerebral
profunda: comparacion de disenos de cables, modos de funcionamiento y conductivi-
dad tisular.” Prensa electrénica de la Universidad de Linkoping.

Beltrachini L., von Ellenrieder N. y Muravchik CH. (2008) “Andlisis del problema
directo en EEG sobre medios anisotropos: formulacion matemdtica y simulacion me-
diante FEM.” En Actas del XVII de Métodos ntimericos y sus aplicaciones. ENIEF,
tomo XXVII, pag. 10-13.

Burden R.L., Douglas J. (2002) “ Andlisis numérico” Ediciones Paraninfo, no. 7, pag.
454-464.

Brezis H. (2010) “ Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equa-
tions, Springer.

De Munck Jan C., Van Dijk Bob W. y Spekrejise Henk. (Noviembre 1988) “Mathe-
matical dipoles are adequate to describe realistic generators of human brain activity.”
IEEE Transactions on Biomedical Engineering, vol. 35, no. 11. pag. 960-966.

Escamilla J. A. (1999) “Modelos matemdticos para el estudio de la activacion de la
corteza cerebral.” Tesis de Doctorado en Ciencias Matematicas.

FisioOnline todo sobre fisioterapia “Soma o cuerpo neuronal”. En FisioOnline. Ex-
traido el (octubre 2021) en https://www.fisioterapia-online.com/glosario/soma-o-
cuerpo-neuronal.

Golub, G. H., Heath, M., Wabba, G., (1979). “Generalized cross-validation as a
method for choosing a good ridge parameter”. Technometrics, vol. 21, pag. 215-223.

Grech R., Cassar T., Muscat J., Camilleri K.P., Fabri S.G., Zervakis M., Xanthopou-
los P., Sakkalis V. y Vanrumste B. (2008) “ Review on solving the inverse problem in
FEEG source analysis”. Journal of neuroengineering and rehabilitation, vol. 5, no. 25.

67



68 BIBLIOGRAFIA

[10] Hallez, H., Vanrumste, B., Grech, R., Muscat, J., De Clercq, W., Ver-
gult, A., D’Asseler, Y., Camilleri, K., Fabri, S., Van Huffel, S., Lemahieu,
I. (2007). “Review on solving the forward problem in EEG source analysis”.
Journal of NeuroEngineering and Rehabilitation, vol.4, no. 1,padg 46. URL
http://www.jneuroengrehab.com/content,/4,/1/46.

[11] Hansen, P., (2001). “The L-curve and its use in the numerical treatment of inverse
problems”. Computational Inverse Problems in Electrocardiology, pag. 119-142.

[12] Heller L. (1990) “ Return current in encephalography. Variational Principles ”.Biophy-
sical Journal.

[13] Hamaéldinen M., Hari R., Ilmoniemi R.J.,Knuutila J. y Lounasmaa O.V. (1993) “ Mag-
netoencephalography - theory, instrumentation, and applications to noninvasive stu-
dies of the working human brain.” Reviews of Modern Physics, vol. 65, no. 2, pag.
413-497.

[14] Johnson C.R. (1995)“ Numerical methods for bioelectric field problems.” The Biome-
dical Engineering Handbook, vol. 1, cap. 12, pag 1-20.

[15] Khan Academy Biologia “ Preguntas y respuestas: despolarizacion, hiperpolarizacion
y potenciales de accion de neuronas”.En Khan Academy. Extraido el (septiembre
2021) https://es.khanacademy.org/science/biology /human-biology /neuron-nervous-
system /a/depolarization-hyperpolarization-and-action-potentials.

[16] Kirsch A. (2011) “An Introduction to the Mathematical Theory of Inverse Problems”,
AMS 120, Springer, New York.

[17] Koles Z.J.(1998) “Trendsin EGG source localization.”. Electroencephalography and
Clinical Neurophysiology, vol. 11, no. 6, pag. 666-667.

[18] Lawrence C. Evans, “Partial Differential Equations”, American Mathematical So-
ciety, Graduate Studies in Mathematics Volume 19, Second Edition. .

[19] Megias M., Molist P., Pombal M. A. (2018) “ T'ipos celulares: Neurona”. Departamento
de Biologia Funcional y Ciencias de la Salud. Facultad de Biologia. Universidad de
Vigo.

[20] Meijs J., Wejer O., Peters M. y van Oosterom A. (1989) “On the numerical accuracy
of the Boundary Element Method.” Transactions on Biomedical Engineering, vol. 36,
no. 10, pag. 1038-1049.

[21] Michel C.M., Koening T., Brandeis D., Gianotti L.R.R. y Wackermann J. (2009)
“Electrical Neuroimaging”. Cambridge University Press, pag 1-24.




BIBLIOGRAFIA 69

22]

23]

[24]

[25]

26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

33]

Montes V. E. (2009) “Localizacion de fuentes electroencefalogrdficas empleando mo-
delos 1nversos distribuidos basados en norma minima’”. Tesis de Maestria en Ingene-
ria Eléctrica. Facultad de Ingenierias Eléctrica, Electrénica, Fisica y Ciencias de la
Computacion de la Universidad Tecnologica de Pereira.

Morin M.M., Oliveros J.J., Flores E., Gutierrez E.M., Conde J.J., Fraguela A. (2011)
“Solucion reqularizada del problema inverso electroencefalogrdfico”. Facultad de Cien-
cias de la Electronica y Fisico Matematicas-BUAP.

Morin M.M., Oliveros J.J., Flores E., Gutierrez E.M., Conde J.J.(abril de 2013) “ Sim-
plificacion del Problema Inverso Electroencefalogrdfico a una Sola Region Homogénea
con Condicion de Neumann Nula”. Revista Mexicana de Ingenieria Biomédica, vol.
34, no. 1, pp. 41-51.

Mosher J. C., Lewis P.S. y Leahy R. M. (1992) “ Multiple dipole modeling and localizaa-
tion from spatio-temporal MEG data”. IEEE fransactions on bio-medical engineering,
vol. 39, no. 6, pag. 541-557.

Morozov V. A., “On the solution of functional equations by the method of requlariza-
tion”. Soviet Math. Dokl, vol.7, pag. 414-117, 1966.

Oostendorp, T. F., van Oosterom, A. (1989). “Source parameter estimation in inho-
mogeneous volume conductors of arbitrary shape.” IEEE Transactions on Biomedical
Engineering,vol. 36, no. 3, pag. 382-391.

Oostenveld R., Schoffelen, J.-M. “Fieldtrip toolbox.” Extraido el (marzo 2023) en
https://www.fieldtriptoolbox.org/example/compute leadfield.

Pascual-Marqui R. (1999). “ Review of methods for solving the EEG inverse problem.”
Internactional Journal of Bioelectromagnetism,vol. 1, no. 1, pag. 75-86.

Pascual-Marqui R. (2002). “Standardized low resolution brain electromagnetic tomo-
graphy (sLORETA): technical detail.” Methods and findings in experimental and
clinical pharmacology,vol. 24, suppl. D, pag. 5-12.

Pascual-Marqui R., Michel C. y Lehmann D. (1994). “ Low resolution electromagnetic
tomography: a new method for localizing electrical activity in the brain.” International
Journal of Psychophysiology, vol. 18, no. 1, pag. 49-65.

Pena J. (Marzo 2010) “Solucidon del problema inverso de electroencefalografia median-
te modelos de fuentes distribuidas por regiones”. Tesis de Doctorado en Ciencias de
la Computacion del Centro de Investigacion en Matematicas.

Perez L.I. (2004) “Apunte: Ecuaciones de Mazwell ”. Dpto. de Fisica. Facultad de
Ingenieria, UBA.




70

BIBLIOGRAFIA

[34]

[35]

[36]

37|

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

Perez J.A. (2003) “La distribucion Delta”. Centro Regional de Estudios Nucleares.
Universidad Auténoma de Zacatecas.

Rojas B. 1. (2015) “Problema inverso electroencefalogrdafico: Estudio numérico del
subproblema de deteccion de fuentes volumétricas”. Tesis de Maestria en Ciencias
Matematicas. Universidad Autéonoma Metropolitana-Iztapalapa, Division de Ciencias
Bésicas e Ingenieria.

Sanei S. y J. A. (2007) “EEG Signal Processing”. Chichester: John Wiley & Sons, 1st
ed.

Salsa S. (2008) “Partial differential equations in action”. From modelling to theory,
Universitext, Springer-Verlag Italia, Milan.

Sarvas J. (1987)" Basic mathematical and electromagnetic concepts of the biomagnetic
inverse problem”. Physics in medicine and biology, vol. 32, no 1, pag. 11-22.

Scherg M. y Von Cramon D. (1986)" Evoked dipole source potencials of the human
auditory cortex”. Electroencephalography and Clinical Neurophysiology /Evoked Po-
tencials Section, vol. 65, no 5, pag. 344-360.

Sormo 1., Laguna P. (2005)“ Procesamiento de seniales bioeléctricas en aplicaciones
cardiacas y neurologicas”. Prensa académica de Elsevier.

Wolters C. H. (March 2007) “ The finite element method in EEG/MEG source analy-
sis.” STAM Review, vol. 40, no. 2.

Zangwill A. (2012) “Modern Electrodynamics.” Cambridge University Press, New
York, pag. 92.




	Introducción
	Conceptos básicos
	Funcionamiento del cerebro y su actividad eléctrica
	El cerebro: un sistema complejo
	La neurona y su fisiología
	Potencial de reposo y potencial de acción de la membrana
	La señal electroencefalográfica

	Definiciones y resultados matemáticos

	Modelación matemática del problema inverso electroencefalográfico
	Leyes de Maxwell
	Modelo electroencefalográfico
	Planteamiento del problema en su forma discreta

	Análisis del problema directo electroencefalográfico
	Solución débil del problema de contorno electroencefalográfico
	Existencia y unicidad de la solución débil del PCE

	Análisis del problema inverso electroencefalográfico
	Solución mediante mínimos cuadrados
	Solución obtenida mediante la regularización de Tikhonov
	Experimentos numéricos
	Solución del problema directo
	Solución del problema directo cuando la fuente se representa como un dipolo eléctrico.
	Solución del problema inverso


	Conclusiones
	Apéndice A
	Referencias

