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RELACIÓN ENTRE FUNCIONES COSMOLÓGICAS EN LAS
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INGENIERO EN FÍSICA APLICADA

PRESENTA:
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Resumen

Para comenzar se hace una breve revisión de la Relatividad General (RG) de Einstein. Se
deducen las ecuaciones de campo a partir de un principio de conservación de enerǵıa-momento
local y de la acción de Einstein-Hilbert.

Luego, pensando en una cuantización canónica de la RG se estudia el formalismo Hamilto-
niano ADM de la RG. Aqúı el actor principal es una 3-métrica que se define sobre las hipersu-
perficies que folian el espaciotiempo. Desafortunadamente, el formalismo ADM resulta ser poco
adecuado para propósitos de cuantización de la RG pues trae muchos problemas conceptuales y
técnicos que son realmente dif́ıciles de evitar. Un formalismo Hamiltoniano más adecuado es el
desarrollado por A. Ashtekar. Aqúı el actor principal es una conexión compleja. La cuantización
de la RG es más clara en términos de conexiones y como consecuencia aparece un estado f́ısico
para la teoŕıa, el estado de Chern-Simons.

Una forma alternativa de ver las cosas es a partir de la gravedad no métrica desarrollada
por K. Krasnov. Lo que sugiere Krasnov es modificar la constricción escalar del formalismo
Hamiltoniano de Ashtekar de tal forma que se remplace la constante cosmológica por una fun-
ción arbitraria que depende de las variables canónicas de la teoŕıa. Entonces, la RG es un caso
particular de esta teoŕıa, es decir, precisamente cuando la función cosmológica es una constante.

Inspirado en la teoŕıa de K. Krasnov hace algunos años Rosas-Rodŕıguez propuso un par de
funciones cosmológicas, una para el formalismo ADM y otra para el formalismo de Ashtekar.
En este trabajo se demuestra que estas funciones cosmológicas se relacionan por medio del
escalar de Ricci espacial. También, se demuestra que tal relación se puede poner en términos
de la curvatura extŕınseca.
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3.7. Cuantización Canónica en Términos de Conexiones . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Introducción

La teoŕıa cuántica y la teoŕıa de la Relatividad General (RG) son los pilares sobre los que
descansa toda la f́ısica que conocemos en estos d́ıas. La teoŕıa cuántica se encarga de dar una
explicación consistente de los fenómenos a nivel microscópico, i.e., el comportamiento de la
materia a nivel atómico y nuclear [1, 2]. Mientras que la RG es una teoŕıa de la gravedad,
en la cual se explica el campo gravitacional desde una perspectiva puramente geométrica y
explica los fenómenos a nivel macroscópico, i.e., a nivel del sistema solar, galaxias y el universo
mismo [3, 4, 5]. En RG, el espacio y el tiempo se encuentran unidos en un continuo de cuatro
dimensiones conocido como espaciotiempo, la interacción gravitacional ahora se expresa como
la deformación del mismo. El espaciotiempo ya no es más una cantidad inerte, la materia actúa
sobre él y éste actúa sobre la materia. En vista de que la materia se describe por la teoŕıa
cuántica, y que ésta se acopla a la geometŕıa, es necesario tener una descripción cuántica de
la gravedad. Han surgido problemas tanto técnicos como conceptuales al tratar de cuantizar la
gravedad. Muchos de los problemas técnicos se deben a la no linealidad de las ecuaciones de
Einstein. Quizá uno de los problemas conceptuales más importantes es que el campo gravitacio-
nal es el mismo espaciotiempo. Aśı, se debe enfrentar el problema de cuantizar el espaciotiempo.
El problema de la gravedad cuántica no es para nada nuevo, el mismo Einstein sugirió que deb́ıa
existir una versión cuántica de la RG. Otro f́ısico de gran jerarqúıa que se dio a la tarea de
resolver este problema de cuantizar la gravedad fue Dirac [6, 7], pero no tuvo éxito, aunque sus
ideas fueron retomadas posteriormente. Después de Dirac vinieron otros f́ısicos y matemáticos
que también trataron el problema.

Pensando en una cuantización canónica de la gravedad, en 1962 Arnowitt, Deser y Misner
desarrollaron el primer formalismo Hamiltoniano de la RG, en el cual la variable es la métrica
del espacio [8]. El problema aqúı es que la Hamiltoniana no es polinomial en las variables, y se
tiene el conflicto de cómo transformar la ráız cuadrada de una variable en un operador, para
poder pasar a una teoŕıa cuántica.

En 1986 A. Ashtekar introduce una nueva formulación Hamiltoniana del campo gravitacio-
nal en términos de conexiones, i.e., la variable es ahora una conexión [9, 10]. Lo interesante aqúı
es que la Hamiltoniana de la teoŕıa se simplifica pues las constricciones se vuelven polinomiales
en las variables canónicas. Además, el formalismo de Ashtekar acerca mucho más la estructura
matemática de la RG a las teoŕıas de Yang-Mills, una generalización de la teoŕıa de Maxwell que
describe las fuerzas nucleares débil y fuerte [11]. Como resultado, se pueden aplicar las técnicas
de la teoŕıa de norma (gauge) en gravedad. Quizá un inconveniente que viene con la teoŕıa
de Ashtekar es que las conexiones autoduales son complejas y para obtener la RG habitual se
tienen que imponer condiciones de realidad sobre las variables canónicas.

Posteriormente, en 1988 Rovelli y Smolin encontraron una nueva formulación Hamiltonia-
na de la RG en la cual se encuentran infinitas soluciones para gravedad cuántica. Este nuevo
enfoque es la formulación de lazos (loops) que se utiliza actualmente para la cuantización del
campo gravitacional [12].
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Existe otro enfoque alternativo, quizá mucho más famoso que el de la teoŕıa de lazos para
llevar a cabo la cuantización del campo gravitacional. Éste recibe el nombre de teoŕıa de cuer-
das. El dilema con la teoŕıa de cuerdas es que en su formulación agrega dimensiones extra, lo
cual ha generado gran controversia en la comunidad cient́ıfica [13].

Recientemente, alrededor de 2008, K. Krasnov introdujo una familia de teoŕıas de gravedad
alternativas con el nombre de gravedad no métrica, que se conocen en estos d́ıas como teoŕıas de
gravedad modificada. Aqúı se pretende cambiar las constricciones de tal forma que se reemplace
la constante cosmológica por una función (arbitraria) de las variables canónicas [14, 15, 16].
Aśı, la RG seŕıa un caso particular de estas nuevas teoŕıas. Como bien lo menciona Krasnov,
se espera que estas teoŕıas de gravedad modificada conduzcan a una mejor aproximación de la
gravedad cuántica.

Siguiendo las ideas de la gravedad no métrica de K. Krasnov en 2013 fue introducida cierta
función cosmológica que resuelve la constricción escalar del campo gravitacional en la represen-
tación de Ashtekar [17], donde el actor principal es una conexión con valores en el álgebra de Lie
de SO(3). Posteriormente se introdujo una función cosmológica en la representación ADM del
campo gravitacional, en ésta se hace uso de la métrica como la variable principal, que también
resulve la constricción escalar tanto a nivel clásico como cuántico [18].

La idea central aqúı es estudiar este par de funciones cosmológicas y establecer una relación
entre ellas, i.e., verificar si son iguales o difieren en algún término. Una vez establecida tal
relación se pretende buscar alguna interpretación de relevancia f́ısica o geométrica sobre estas
funciones ya que hasta este momento no se sabe con seguridad lo que éstas significan.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 se presenta un re-
paso muy general sobre RG. En primer lugar se deducen las ecuaciones de campo de Einstein
a partir de un principio de conservación de enerǵıa-momento local, donde se usa la identidad
de Bianchi como herramienta principal. Luego, a partir de un principio de acción se hace la
misma deducción pero sólo para el caso del vaćıo. No es el objetivo de este trabajo profundizar
en RG como tal, aśı que simplemente se usa como un tipo de introducción hacia el núcleo del
trabajo principal, a lo mucho se da una explicación muy general de la solución a las ecuaciones
de campo de Einstein más simple descubierta por Schwarzschild en 1916, la cual representa un
agujero negro estático.

Los Caṕıtulos 2 y 3 están dedicados a la formulación canónica de la RG. En el Caṕıtulo 2
se da un repaso sobre la formulación Hamiltoniana ADM del campo gravitacional, aqúı el actor
principal es la métrica del espacio y las constricciones son no polinomiales en esta variable. En
el Caṕıtulo 3 se trata la formulación de Ashtekar, donde la variable dinámica es una conexión
con valores en el álgebra de SO(3) y, como se verá, las constricciones son polinomiales en las
variables canónicas. Esto es una simplificación muy importante ya que la estructura de la RG
se acerca mucho a la de las teoŕıas de Yang-Mills y, por lo tanto, se pueden emplear las técnicas
ya conocidas en estas teoŕıas (por ejemplo, las variables de lazos que se emplean para cuantizar
no perturbativamente [19, 20]). Hay un precio a pagar, resulta que las variables (conexiones)
con las que se trabaja son complejas y para regresar a RG estándar se tienen que emplear
condiciones de realidad. Se ha tratado de exponer en estos caṕıtulos todo lo necesario para
desarrollar el trabajo, además de ser bastante expĺıcito al hacer los cálculos pensando que en
mucha literatura la gente no se preocupa por los detalles. Para estos desarrollos se ha seguido
de cerca los textos [21, 22, 23], y los art́ıculos [24, 25].
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El Caṕıtulo 4 es necesario para el núcleo de este trabajo. Aqúı se trata con la gravedad
modificada de K. Krasnov en la cual la idea principal es cambiar la constricción escalar rempla-
zando la constante cosmológica por una función cosmológica arbitraria, que es función de cierto
tensor simétrico. Se demuestra de forma expĺıcita que el álgebra de las constricciones es aún
de primera clase, tal como en [15, 26] pero de una manera más elaborada. Además, se dan de
forma precisa las funciones cosmológicas en las representaciones de ADM y Ashtekar del campo
gravitacional, que fueron prensentadas como ansatz por primera vez por Rosas-Rodŕıguez en
[17, 18]. Con estos ansatz en mano se procede a dar una relación entre ambas funciones, que es
el tema del Caṕıtulo 5.

El Caṕıtulo 5 es la culminación de los esfuerzos que se hicieron a lo largo de todo este trabajo
de tesis. Primero, se da una relación entre el Hamiltoniano de ADM extendido a tŕıadas y las
variables de Ashtekar, este paso es importante ya que a través de una transformación canónica
se logran escribir las constricciones de la formulación de Ashtekar en términos de tŕıadas las
cuales son las variables para desarrollar el formalismo ADM si se extiende el espacio fase de
métricas y momentos asociados. De aqúı es fácil escribir el ansatz para la función cosmológica
de Ashtekar y relacionarlo con la función cosmológica de ADM (en tŕıadas), lo cual era el pro-
blema a resolver en este trabajo de tesis.

Para finalizar se dan las conclusiones, haciendo hincapié en la relación obtenida entre ambas
funciones cosmológicas, la cual tiene que ver con la curvatura escalar espacial de Ricci. Además,
se dan los proyectos a futuro sobre la relación hallada.

Conceptos tales como variedades, espacios tangente, formas diferenciales, derivadas de Lie,
etc., se pueden revisar en las referencias [3, 21, 23, 27, 28, 29, 30].
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Caṕıtulo 1

Relatividad General (Einstein, 1915)

1.1. Introducción
A mediados del siglo XIX los matemáticos descubrieron que hab́ıan geometŕıas más genera-

les que la geometŕıa Euclideana. Esto llevó a la idea, expuesta por Riemann en 1854, de que la
geometŕıa del espacio f́ısico puede no obedecer los axiomas de Euclides, puede deformarse por
la presencia de materia. Tomó 61 años más para que esta idea fuera concretada por A. Einstein,
quien en 1915 publicó su teoŕıa de la RG. La RG es una teoŕıa de la gravedad, aqúı el espacio y
el tiempo se unen para formar un continuo cuadridimensional (el espaciotiempo), en la cual la
interacción gravitacional se expresa como la deformación del espaciotiempo. El espaciotiempo
no es más una cantidad inerte (como en gravedad Newtoniana), actúa sobre la materia y ésta
puede actuar sobre él, como bien lo menciona J. Wheeler: La materia le dice al espaciotiempo
cómo curvarse y el espaciotiempo le dice a la materia cómo moverse. La variable fundamental
de la teoŕıa ahora es la métrica del espaciotiempo gαβ1.

Uno de los puntos más importantes que dió lugar a la RG fue la inconsistencia de la teoŕıa
de gravitación de Newton con la relatividad especial (1905), puesto que ésta invoca noción de
influencia instantánea de un cuerpo a otro. Esto último ya hab́ıa sido observado por Descartes,
Mach y Leibniz quienes no estaban muy de acuerdo con dicha ley. Además, Galileo se dio cuenta
que todos los cuerpos caen de la mı́sma forma bajo la acción de un campo gravitacional (prin-
cipio de equivalencia). Esto sugiere asignarle propiedades de campo gravitacional a la misma
estructura del espaciotiempo.

Einstein construyó la RG bajo dos principios fundamentales:

Principio de relatividad general : todas las leyes de la f́ısica toman la misma forma
en cualquier sistema de referencia (incluidos los no inerciales).

Principio de equivalencia : existe un sistema de coordenadas en el cual los efectos de
un campo gravitacional se anulan localmente.

1.2. Ecuaciones de Campo de Einstein
Las ecuaciones de Einstein dicen como se curva el espaciotiempo por la presencia de materia,

o más generalmente, cualquier cosa que posea enerǵıa o momento. Estas ecuaciones son las más
1Se usan letras Griegas como ı́ndices que corren de 0 a 3 (son ı́ndices espaciotemporales) y letras Latinas

del inicio del alfabeto a, b, c... como ı́ndices espaciales que corren de 1 a 3. Las Latinas de medio alfabeto j, k...
denotarán ı́ndices internos más adelante.
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simples que relacionan la curvatura y la enerǵıa-momento para las cuales la ley de conservación
local de enerǵıa-momento es una consecuencia automática. Esto es análogo a las ecuaciones de
Maxwell:

?d ? F = J, (1.2.1)

que automáticamente implican conservación local de la carga eléctrica,

d ? J = 0, (1.2.2)

donde d es la derivada exterior, J es la 1-forma de densidad de corriente, F es el campo elec-
tromagnético (2-forma), y ? es el operador estrella de Hodge. En el caso de las ecuaciones de
Maxwell, la clave para la conservación local de la carga eléctrica es la identidad d2 = 0 (nil-
potencia). En el caso de las ecuaciones de Einstein, la clave es su generalización natural, la
identidad de Bianchi.

En f́ısica relativista, el flujo de enerǵıa y momento a través de un punto dado del espacio-
tiempo se resume por el tensor de enerǵıa-momento, que es un tensor de tipo (0, 2) simétrico
con componentes escritas como Tµν . En el espaciotiempo curvo la ley de conservación local de
enerǵıa-momento se escribe como:

∇µTµν = 0, (1.2.3)

se dice que Tµν tiene divergencia nula.

Para obtener ecuaciones para la gravedad que sean consistentes con la conservación de
enerǵıa es natural intentar algo de la forma:

Cµν = Tµν , (1.2.4)

donde Cµν es un tensor simétrico libre de divergencias que depende sólo de la curvatura del
espaciotiempo, i.e., del tensor de Riemann. En analoǵıa con las ecuaciones de Maxwell y Yang-
Mills, se espera obtener algo libre de divergencias a partir de la identidad de Bianchi. La forma
más simple de recordar la identidad de Bianchi para la curvatura de Riemann es que para
cualesquiera campos vectoriales u, v, w en el espaciotiempo:

[∇u, [∇v,∇w]] + [∇v, [∇w,∇u]] + [∇w, [∇u,∇v]] = 0, (1.2.5)

que es simplemente la identidad de Jacobi.

Es bastante útil considerar la curvatura como una 2-forma con valores en el endomorfismo
del haz tangente (End(TM)), i.e., R. En estos términos la identidad de Bianchi se convierte
simplemente en:

d∇R = 0, (1.2.6)

donde d∇ es la derivada covariante exterior que surge de la conexión de Levi-Civita, ∇µ. Si se
usa ∇µ para definir la derivada exterior de formas diferenciales ordinarias, y luego para definir
d∇, resolver la identidad de Bianchi d∇R = 0 en coordenadas locales lleva a:

∇[αR
λ
βγ]δ = 0. (1.2.7)

Ahora bien, se pueden obtener versiones reducidas de la identidad de Bianchi contrayendo
ı́ndices. Si se contrae una vez se obtiene:

∇[αR
α
βγ]δ = 0. (1.2.8)

6



Si se escribe expĺıcitamente la antisimetrización, se obtiene:

∇αR
α
βγδ +∇βR

α
γαδ −∇γR

α
βαδ = 0, (1.2.9)

lo cual, por la definición del tensor de Ricci y al hacer uso de la métrica para subir y bajar
ı́ndices, es simplemente,

∇αRαβγδ +∇βRγδ −∇γRβδ = 0. (1.2.10)

Se puede reducir la identidad de Bianchi aún más usando la simetŕıa del tensor de Riemann,
de modo que:

∇αRγα +∇βRγβ −∇γR = 0, (1.2.11)

donde se han subido algunos ı́ndices y se han contráıdo otros. Reetiquetando ı́ndices mudos y
dividiendo entre 2, se obtiene:

∇α
(
Rγα −

1
2gγαR

)
= 0, (1.2.12)

ya que ∇αgγα = 0. El tensor en paréntesis es simplemente el tensor de Einstein Gµν . En otras
palabras, se ha mostrado que,

∇αGγα = 0. (1.2.13)

El tensor de Einstein es, por lo tanto, el tensor de tipo (0, 2) simétrico libre de divergencias
más simple que depende sólo de la curvatura del espaciotiempo, tal que la ecuación de Einstein
para la RG,

Gγα = 8πκTγα, (1.2.14)

donde κ = G
c4

, implica automáticamente conservación local de enerǵıa y momento.

La ecuación de Einstein del vaćıo es el caso especial cuando Tµν = 0. Esto simplemente
dice que el tensor de Einstein es cero, lo cual es equivalente (excepto en espaciotiempos de 2
dimensiones) a que el tensor de Ricci sea cero,

Rγα = 0. (1.2.15)

Esto se puede verificar de la siguiente manera. Considere,

Rγα −
1
2gγαR = 8πκTγα y R = gγαRγα.

Entonces,
Rγα −

1
2gγαg

γαRγα = 8πκTγα.

En n dimensiones se tiene:
gγαg

γα = δγδ
γ = n. (1.2.16)

Sigue que,
Rγα

(
1− n

2

)
= 8πκTγα,

tomar la traza de la ecuación anterior da:

R = 8πκ
(

1− n

2

)−1
T.

De aqúı que:
Rγα −

1
2gγα8πκ

(
1− n

2

)−1
T = 8πκTγα,
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entonces,

Rγα = 8πκ
[
Tγα + 1

2gγα
(

1− n

2

)−1
T

]
.

Con esto para el caso Tγα = 0, se obtiene:

Rγα = 0. (1.2.17)

Ahora, hay otro tensor de tipo (0, 2) que es simétrico y libre de divergencia, el tensor métrico,
i.e., ∇αgαβ = 0. De esta manera, se puede, si aśı se desea, modificar la ecuación de Einstein
sumando un término adicional proporcional a la métrica, como:

Gµν + λgµν = 8πκTµν . (1.2.18)

El párametro λ se conoce como la constante cosmológica.

1.3. La Acción de Einstein-Hilbert
La RG es una teoŕıa para la cual la variable dinámica es la métrica gαβ. Supóngase que M

es una variedad orientada, el espaciotiempo, con una métrica semi-Riemanniana g en ésta. El
Lagrangiano para la RG, descubierto por Hilbert 5 d́ıas antes de que Einstein lo encontrara de
forma independiente, es simplemente,

Rvol, (1.3.1)
donde R es la curvatura escalar de Ricci de g y vol es la forma de volumen asociada a g. La
acción de Einstein-Hilbert es, por lo tanto,

S (g) =
∫
M
vol R. (1.3.2)

Si M no es compacta esta integral podŕıa no converger, pero la variación de S tendrá aún
sentido si la variación de la métrica desaparece fuera de un conjunto compacto.

La acción de Einstein-Hilbert en coordenadas locales se escribe como:

S (g) =
∫
M

dnx R
√
|det g|. (1.3.3)

Para una métrica Lorentziana se tiene |det g| = −det g. Para el caso Lorentziano (otros casos
funcionan similarmente) la variación de la acción es de la siguiente manera.

Suponga que g es una métrica Lorentziana y que δg es cualquier (0, 2)-tensor que se anula
fuera de un conjunto compacto. Si s ∈ R es pequeño, g + sδg seguirá siendo una métrica
Lorenziana, aśı a medida que s vaŕıa, g+sδg es un conjunto de trayectorias variadas de g. Esto
permite definir la variación de la acción como:

δS (g) = d

ds
S(g + sδg)

∣∣∣∣∣
s=0

, (1.3.4)

y se puede definir la variación de cualquiere cantidad dependiente de g de manera similar.
Note que:

δS =
∫
M

(δR) vol +Rδvol.

Lo que sigue es calcular la variación del escalar de Ricci R y de la forma de volumen vol. Antes
de continuar es necesario recordar el siguiente teorema del álgebra lineal.
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Teorema 1: Sea A cualquier matriz, entonces,

det(1 + sA) = 1 + str(A), (1.3.5)

hasta términos de orden s2.

Aśı, se hace el cálculo de la variación de vol:

δvol = −1
2(−detg) 1

2
d

ds
det(g + sδg)|s=0 dnx.

Al usar el Teorema 1, i.e. la Ec. (1.3.5), se obtiene:

d

ds
det(g + sδg)

∣∣∣∣∣
s=0

= d

ds
det(g)det(1 + sg−1δg)

∣∣∣∣∣
s=0

= detg d
ds

(s tr(g−1δg))
∣∣∣∣∣
s=0

= det(g) tr(g−1δg) = det(g)gαβδgαβ,

de aqúı que,

δvol = −1
2(−detg) 1

2 det(g)gαβδgαβ dnx = 1
2
√
−detggαβδgαβ dnx.

A partir de la Ec. (1.2.16), la expresión anterior se puede escribir de forma distinta, i.e.,

δgαβ gαβ = −gαβ δgαβ.

Por lo tanto,
δvol = −1

2gαβ(δgαβ)vol. (1.3.6)

Con esto, se puede establecer,∫
M
δvol R = −1

2

∫
M
vol Rgαβ(δgαβ) (1.3.7)

Ahora, para hacer la variación δR es conveniente usar R = gαβRαβ. Entonces,∫
M
vol δR =

∫
M
vol (δgαβ Rαβ + gαβδRαβ). (1.3.8)

Para realizar la variación del tensor de Ricci, Rαβ, se necesita calcular la variación de los śımbo-
los de Christoffel y del tensor de Riemann. Primero, recuerde que los śımbolos de Christoffel se
pueden escribir como:

Γαβγ = 1
2g

αη(∂βgγη + ∂γgβη − ∂ηgβγ). (1.3.9)

De aqúı la variación de los simbolos de Christoffel quede determinada mediante,

δΓαβγ = 1
2g

αη(∇βδgγη +∇γδgβη −∇ηδgβγ) (1.3.10)

Similarmente, partiendo de la siguiente expresión del tensor de curvatura de Riemann,

Rα
βγη = ∂βΓαγη − ∂γΓαβη + ΓσγηΓαβσ − ΓσβηΓαγσ. (1.3.11)

Se puede verificar que:
δRα

βγη = ∇βδΓαγη −∇γδΓαβη. (1.3.12)
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A partir de lo cual se tiene:

δRαβ = δRγ
αγβ = ∇αδΓγγβ −∇γδΓγαβ. (1.3.13)

Se puede usar la variación de los simbolos de Christoffel para reescribir la formula anterior
como:

δRαβ = 1
2[gγη∇α∇βδgγη + gγη∇γ∇ηδgαβ − gγη∇γ(∇βδgαη +∇αδgβη)]. (1.3.14)

Con todo esto la Ec. (1.3.8) es:∫
M
vol δR =

∫
M
vol δgαβ Rαβ +

1
2

∫
M
vol gαβ{[gγη∇α∇βδgγη + gγη∇γ∇ηδgαβ − gγη∇γ(∇βδgαη +∇αδgβη)]}.

Lo cual se puede reescribir como:∫
M
volδR =

∫
M
vol [(δgαβ)Rαβ +∇αωα], (1.3.15)

con la 1-forma ωα dada por:
ωα = gγη∇αδgγη −∇βδgαβ. (1.3.16)

Ahora, de las Ecs. (1.3.7) y (1.3.15) se tiene que la variación total de S está dada por:

δS =
∫
M
vol

(
δgαβ Rαβ +∇αωα −

1
2Rgαβ δg

αβ
)
. (1.3.17)

Note que el segundo término de la expresión anterior es una divergencia total, por lo que:∫
M
vol∇αωα = 0.

Por lo tanto,
δS =

∫
M
vol

(
Rαβ −

1
2Rgαβ

)
δgαβ, (1.3.18)

lo cual es cero para todas las variaciones δgαβ que se anulan fuera de un conjunto compacto
precisamente cuando se satisface la ecuación de Einstein para el vaćıo,

Rαβ −
1
2Rgαβ = 0. (1.3.19)

En este punto se debeŕıan revisar las soluciones conocidas a las ecuaciones de Einstein para ver
lo que dicen sobre el universo. La primera solución a estudiar es una solución de vaćıo estática
esféricamente simétrica, la solución de Schwarzschild, que representa el campo gravitacional de
una masa puntual. Es decir, dada la métrica,

g = −f(r)2dt2 + f(r)−2dr2 + r2(dφ2 + sin2 φdθ2), (1.3.20)

las ecuaciones de Einstein implican la ecuación diferencial para f ,
d

dr
rf(r)2 = 1. (1.3.21)

Ésta tiene solución:
f(r)2 = 1− 2m

r
, (1.3.22)

que describe (en unidades donde κ = 1) la métrica producida por una part́ıcula puntual de masa
m. De hecho, esta solución es singular y describe un agujero negro. Hay mucho que decir aún
sobre las soluciones a las ecuaciones de Einstein clásicas, pero aqúı no se pretende profundizar
en este asunto, para más detalles véase, por ejemplo [3].
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Caṕıtulo 2

Formulación Hamiltoniana de la
Relatividad General. Formalismo de
ADM (1962)

2.1. Introducción
Ya que sólo se considera espaciotiempos cuadridimensionales, la(s) ecuación(es) de Einstein

(1.2.14) son en realidad 10 ecuaciones diferenciales, porque hay 10 componentes independientes
en el tensor de Einstein. Mientras que las ecuaciones de Einstein son muy simples, lleva mu-
cho trabajo extraer la f́ısica que contienen. Esto se debe a que la RG es una teoŕıa de campo
generalmente covariante, en la cual no hay estructura de fondo fija (el campo es el mismo es-
paciotiempo). Una caracteŕıstica de la covarianza de las ecuaciones de Einstein es que algunas
de estas son constricciones sobre las variables dinámicas. Estas constricciones están estrecha-
mente relacionadas a las identidades de Bianchi (1.2.6), las cuales también expresan que estas
constricciones se preservan cuando se satisfacen las ecuaciones dinámicas. En la práctica, un
aislamiento preciso de las ecuaciones con contenido dinámico de aquellas que son constricciones
no es del todo claro a partir de esta forma covariante de expresarlas. Una forma de desentrañar
la dinámica de la RG es tratarla como un problema de Cauchy, i.e., analizarla cómo la evolución
de una hipersuperficie de tres dimensiones donde se definen los campos. Esta manera de refor-
mular la RG fue desarrollada por Arnowitt, Deser y Misner y se conoce como la formulación
ADM de la RG [8].

2.2. El Formalismo de ADM
Para poner la teoŕıa en forma canónica, se necesita dividir el espaciotiempo en espacio y

tiempo. Sin una noción de tiempo, no hay noción de evolución de modo que no hay Hamilto-
niano en el sentido usual. Esto puede parecer redundante ya que uno de los principios básicos
de la RG es poner espacio y tiempo en las mismas condiciones y este nuevo enfoque pareceŕıa
separarlos otra vez. Sin embargo, aunque el formalismo canónico rompe con la covarianza de
espaciotiempo de la teoŕıa de forma manifiesta separando una dirección temporal particular, al
final el mismo formalismo dirá que en realidad no es relevante qué dirección de tiempo se tome
para empezar.

En realidad, el primer paso para producir una formulación Hamiltoniana de una teoŕıa de
campo consiste en elegir una función temporal t y un campo vectorial tα, sobre un espaciotiempo
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M de tal forma que las superficies, Σt, de t constante sean superficies de Cauchy 1 espacialoides,
i.e., superficies tales que los conos de luz que emanan de éstas cubren todo el espaciotiempo
hasta el futuro de Σ, y tal que tα∇αt = tα∂αt = 1, donde ∇α denota la derivada covariante
de Levi-Civita (libre de torsión) compatible con gαβ. La curvatura de ∇α se define por:

2∇[α∇β]vρ := Rαβρ
σvσ, (2.2.1)

para algún covector vσ. El campo vectorial tα puede interpretarse como el flujo de tiempo en el
espaciotiempo y puede usarse para identificar cada Σt como la superficie inicial Σ0.

La premisa es describir cómo pensar a las ecuaciones de Einstein como una regla que le
dice a la geometŕıa del espacio cómo evolucionar a medida que pasa el tiempo. Por lo tanto,
considerese el caso de una variedad Lorentziana2 M difeomorfa a S × R, donde la variedad S
representa el “espacio”, y τ ∈ R representa el “tiempo”. Por supuesto, la división particular
de espaciotiempo en instantes de tiempo es una elección arbitraria, en lugar de una propiedad
intŕınseca de M . En otras palabras, si se tiene simplemente el espaciotiempo M , hay muchas
formas de tomar un difeomorfismo 3:

φ : M → S × R.

Esto da distintas formas de definir una coordenada temporal t en M , es decir el pullback
por φ de la coordenada temporal estandar τ en S × R:

t = φ∗τ.

Se dice que una subvariedad Σ ⊂ M es una rebanada de M si se tiene {t = cte.} para alguna
coordenada temporal t. En lo que sigue sólo se considera el caso de un espaciotiempo de cuatro
dimensiones.

Considérese el espaciotiempo dado por una variedad M , se asume que la variedad es orien-
tada, con coordenadas xµ y con una métrica gαβ definida en ella y con signatura (−,+,+,+) .
Se define el encajamiento de una hipersuperficie (3-dimensional) Σ de la siguiente manera:

xµ = Xµ(ξa), (2.2.2)

donde µ = 0, 1, 2, 3 y a = 1, 2, 3. Estas cuatro funciones son las que determinan el encajamiento.
Para que se trate realmente de un encajamiento se debe pedir que la hipersuperficie, con coorde-
nadas (intŕınsecas) ξa, no se interseque a śı misma, i.e., el mapeo X : Σ→M debe ser uno a uno.

Ahora, sea Σ una rebanada del espaciotiempo S × R. Se asume que Σ es espacial, i.e.,
cuando se restringe la métrica g en M a Σ, se obtiene una métrica Riemanniana sobre Σ, lo
que significa que:

g(v, v) > 0,
1Formalmente una superficie de Cauchy es una subvariedad en M . Se dice que el espaciotiempo (M, gαβ) es

globalmente hiperbólico si posee una superficie de Cauchy.
2Una métrica semi-Riemanniana g en M es un campo 2-tensorial en M tal que para cada punto p ∈ M

satisface:
1. gp(v, w) = gp(w, v), para todo v, w ∈ TpM ,
2. si gp(v, w) = 0 para cualquier v ∈ TpM , entonces w = 0

Las métricas con signatura (n − 1, 1) son llamadas métricas Lorentzianas. Una variedad M equipada con una
métrica Lorentziana es llamada una variedad Lorentziana.

3Dadas dos variedades M y N , una aplicación f : M → N es un difeomorfismo si es un homeomorfismo dife-
renciable con inversa diferenciable. Dos variedades M y N son difeomorfas (M ≈ N) si existe un difeomorfismo
f entre ellas.
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para todo v ∈ TpΣ distinto de cero. Se denota a esta métria sobre Σ por qab, y se le conoce
como la 3-métrica. En coordenadas locales, la 3-métrica se expresa como:

qab = gµνX
µ
aX

ν
b = Xµ

aXµb, (2.2.3)

con Xµ
a = ∂Xµ

∂ξa
. Note que también se puede escribir qab = gµνX

µ
aX

ν
b +nanb ya que na = Xµ

anµ =
0. Con esto, se puede verificar que:

gµν = Xa
µX

b
νqab − nµnν , (2.2.4)

es compatible con la ecuación anterior.

Ya que se tiene una métrica todos los ı́ndices se suben y bajan con ésta. Se puede notar que
Xµ
a es la µ-ésima componente en las coordenadas xµ del a-ésimo vector de la base coordenada

natural sobre Σ dada por:
ea := ∂

∂ξa
. (2.2.5)

La métrica sobre Σ también se puede escribir como qab = ea · eb. Los 3 vectores ea forman una
base para el espacio tangente a la variedad Σ en el punto p, i.e., TpΣ4. Luego, TpΣ ⊂ TpM ,
para completar la base de este espacio (TpM) se construye el complemento ortogonal a TpΣ
definido por la métrica gµν . Este subespacio será generado por n, el vector ortogonal a los ea.
Este vector, cuyas componentes son nµ, debe satisfacer:

gµνX
µ
an

ν = 0 (2.2.6)

y
gµνn

µnν = −1. (2.2.7)

Se tiene entonces que el conjunto (ea, n) forma una base de TpM para cada punto p.

Hasta aqúı se ha definido como encajar una 3-geometŕıa en el espaciotiempo, la métrica
qab sobre esta hipersuperficie, aśı como la descomposición de un vector de espaciotiempo en
componentes proyectadas y ortogonales. Ahora, lo siguiente es afirmar que la totalidad del
espaciotiempo se puede generar por las hipersuperficies (cada una de ellas corresponde a un
encajamiento) sin que éstas se intersequen. A la totalidad de las hipersuperficies generadoras se
le denomina una foliación. La foliación estará dada por una función t en el espaciotiempo de tal
forma que a cada hipersuperficie le corresponda un valor constante de t, i.e., las hipersuperficies
están definidas para t = cte.
La foliación está dada anaĺıticamente por las funciones:

xµ = Xµ(ξa, t), (2.2.8)

donde el vector que conecta los puntos de dos hipersuperficies está dado por ∂t, con componentes
en la base ∂µ dadas por:

∂t = tµ∂µ, (2.2.9)

con tµ = dXµ

dt
. Realmente, para moverse de una rebanada a otra, infinitesimalmente cercana, se

define el campo vectorial de deformación tµ sobre M , que se obtiene a partir del difeomorfismo
elegido φ, es decir, con el pushforward dado por φ−1 sobre el campo vectorial ∂τ en S ×R. Este
campo vectorial apunta hacia el “futuro”, pero no es necesariamente ortogonal a las rebanadas
{t = s : s ∈ R}. Ya se ha descrito anteriormente que se puede descomponer un vector en parte

4Como es usual TM denota el espacio tangente a la variedad M , véase por ejemplo [21].
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proyectada sobre la hipersuperficie y en parte normal, de modo que se puede escribir en esta
forma al vector ∂t, i.e.,

tµ := Nnµ +NaXµ
a . (2.2.10)

Al escalar N se le conoce como función lapso (lapse), y el vector sobre la hipersuperficie Na se
denomina vector de corrimiento (shift). La descomposición puede verse en la Figura 1.

Figura 1: Foliación inducida por la formulación hamiltoniana de la RG.

El tiempo propio de separación entre Σt y la rebanada Σt+dt está dado por Ndt, para un ob-
servador en reposo sobre Σt, i.e., la función lapso da información del tiempo entre cualesquiera
dos eventos. Por otro lado, Na mide el corrimiento de las coordenadas espaciales desde una
rebanada a otra, globalmente, da información de la deformación de las hipersuperficies.

La función lapso N , el vector de corrimiento Na y la métrica qab constituyen las llamadas
variables ADM. Los tensores {N,Na, qab} pueden verse como las componentes de la métrica
cuadridimensional gαβ, como sigue:

g00 = tαtβgαβ = −N2 +NaNa,

g0a = tαXβ
a gαβ = N bqab,

gab = Xα
aX

β
b gαβ = qab.

Ahora, lo que sigue es definir algebraicamente una cantidad que mida la razón de cambio
de la métrica inducida, qab, de una rebanada a otra infinitesimalmente cercana. La primera
posibilidad que se puede sugerir es la velocidad con respecto al “tiempo de laboratorio”, a
veces llamado tiempo fiducial, q̇ab = Ltαqab, donde Ltα es la derivada de Lie [27] con respecto al
campo vectorial de deformación tα. Una segunda opción es la velocidad de qab con respecto a un
tiempo propio local ortogonal, Lnαqab. Esta cantidad es proporcional a la curvatura extŕınseca
de Σ:

Kab := 1
2Ln

αqab. (2.2.11)

Una definición equivalente de Kab es:

Kab := Xα
aX

β
b∇αnβ, (2.2.12)

i.e., la proyección sobre Σ del gradiente del campo vectorial normal.
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La curvatura extŕınseca Kab mide la deformación de la rebanada Σ en M . Note que la
curvatura extŕınseca está definida en la rebana espacial, además, sus propiedades básicas son
que es un tensor y que es simétrico Kab = Kba. Recuerde que por ser K(u, v) un tensor se quiere
dar a entender que depende C∞(Σ)-linealmente de los campos vectoriales u, v ∈ X(Σ), tal que
para cualesquiera u, v ∈ X(Σ) se tiene:

K(u, v) = Kabu
avb, (2.2.13)

en coordenadas locales donde:
Kab = K(∂a, ∂b). (2.2.14)

Ahora, note que usando la definición de la derivada de Lie, se tiene:

2Kab = Lnαqab = LnαXα
aX

β
b qαβ = Xα

aX
β
b (nσ∇σqαβ + qγβ∇αn

γ + qαγ∇βn
γ)

= 1
N
Xα
aX

β
b [Nnσ∇σqαβ + qγβ∇α(Nnγ) + qαγ∇β(Nnγ)],

pero de la Ec. (2.2.10) sigue que:

Nnα = tα −Xα
aN

a.

Entonces,

2Kab = 1
N
Xα
aX

β
b [(tσ −Xσ

aN
a)∇σqαβ + qγβ∇α(tγ −Xγ

cN
c) + qαγ∇β(tγ −Xγ

dN
d)]

= 1
N
Xα
aX

β
b (tσ∇σqαβ + qγβ∇αt

γ + qαγ∇βt
γ)− 1

N
Xα
aX

β
b (Xσ

aN
a∇σqαβ

+ qγβ∇αX
γ
cN

c + qαγ∇βX
γ
dN

d).

Aśı,

2Kab = 1
N

(tσ∇σqab + qγb∇at
γ + qaγ∇bt

γ)− 1
N
Xα
aX

β
b (Nσ∇σqαβ + qγβ∇αN

γ + qαγ∇βN
γ)

= 1
N

(tσ∇σqab + qγb∇at
γ + qaγ∇bt

γ)− 1
N

(qγbDaN
γ + qaγDbN

γ),

usando la definición de la derivada de Lie nuevamente, se concluye que:

Kab = 1
2N (Ltαqab −DaNb −DbNa), (2.2.15)

lo que se puede escribir como:

Kab = 1
2N (q̇ab −DaNb −DbNa), (2.2.16)

i.e., Kab contiene esencialmente la información sobre la derivada temporal de qab.
En la Eq. (2.2.16) Da es la derivada covariante sin torsión (es decir, la conexión) compatible
con qab, cuyo tensor de curvatura es:

[Da, Db]vc := (3)Rabc
dvd, (2.2.17)

donde vc es un vector arbitrario sobre la hipersuperficie.

La relación con la geometŕıa diferencial de M está bien definida, por ejemplo, para vµ tal
que nµvµ = 0,

Davb = Xµ
aX

ν
b∇µvν . (2.2.18)
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La extensión a tensores de mayor rango es directa. A partir de la ecuación anterior es inmediato
verificar que Da es realmente una conexión. Como es costumbre la única parte no trivial es la
ley de Leibniz. Sean u, v ∈ X(Σ) y f ∈ C∞(Σ), entonces,

Da(fvb) = Xµ
aX

ν
b∇µ (fvν) = Xµ

aX
ν
b (∂µfvν + f∇µvν) = ∂afvb + fDavb. (2.2.19)

De manera similar, verificar que Da es libre de torsión es inmediato. Considere v ∈ X(Σ),
entonces,

Duvb −Dbva = Xµ
aX

ν
b∇µvν −Xµ

aX
ν
b∇νvµ = Xµ

aX
ν
b (∇µvν −∇νvµ) = Xµ

aX
ν
b [vµ, vν ] = [va, vb].

Aśı,
Duvb −Dbva = [va, vb], (2.2.20)

por lo tanto, Da es libre de torsión. Una propiedad adicional de la misma importancia que
hereda esta conexión Da de ∇α es que preserva la métrica, esto es:

∂aqbc = Xµ
aX

ν
bX

γ
c ∂µgνγ = Xµ

aX
ν
bX

γ
c [g(∇µ∂ν , ∂γ) + g(∂µ,∇µ∂γ)].

Aśı,
∂aqbc = q(Da∂b, ∂c) + q(∂b, Da∂c) (2.2.21)

Los śımbolos de Christoffel de la conexión Da sobre la rebanada Σ se definen como:

Da∂b := 3 Γcab∂c. (2.2.22)

En este punto se debe verificar que 4 de las ecuaciones de Einstein son constricciones que
la 3-métrica y la curvatura extŕınseca deben satisfacer. La razón para esto es que algunas com-
ponentes del tensor de Riemann dependen solamente de la curvatura extŕınseca Kab y de la
curvatura intŕınseca, i.e., de la curvatura de qab. Las formulas que describen esto se conocen
como las ecuaciones de Gauss-Codazzi, las cuales se deducirán a continuación.

Elija un punto p sobre Σ, y escoja las coordenadas locales x0, x1, x2, x3 en una vecindad de
p de tal forma que x0 = t, ∂0 = ∂t, y los campos vectoriales ∂1, ∂2, ∂3 sean tangentes a Σ en
p. Lo que se hace es calcular las componetes del tensor de Riemann R en términos del tensor
de Riemann tridimensioanal (3)R y de la curvatura extŕınseca K. Para hacer esto se necesita
calcular:

R(∂a, ∂b)∂c = 2∇[a∇b]∂c. (2.2.23)

Existe una forma de reescribir la curvatura que sigue de la ortogonalidad de n respecto a la
hipersuperficie, i.e., (u · n) = 0. Se tiene entonces que:

K(u, v) = g(∇un, v), (2.2.24)

o en coordenadas locales,
Kab = ∇an

cgcb. (2.2.25)

De aqúı sigue un hecho que más adelante se usará, esto es:

∇an = Kc
a∂c. (2.2.26)

La definición anterior de la curvatura extŕınseca permite escribir ∇uv, con u, v ∈ X(Σ), en
términos de sus componentes normal y tangencial a la hipersuperficie, es decir,

∇uv = K(u, v)n+Duv. (2.2.27)
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Esta ecuación es conocida como la ecuación de Gauss. De aqúı, y usando la Ec. (2.2.22),
sigue que:

∇a∂b = Kabn+ 3Γcab∂c (2.2.28)

Con estas ecuaciones en mano, el primer término de la Ec. (2.2.23) se vuelve:

∇a∇b∂c = ∇a(Kbcn+ 3 Γdbc∂d) = ∂aKbcn+Kbc∇an+ ∂ 3
a Γdbc∂d + 3 Γdbc∇a∂d,

= (∂aKbc + 3 ΓdbcKad)n+KbcK
d
a∂d + (∂ 3

a Γdbc + 3 Γebc 3Γdae)∂d.

Mientras que el segundo término es:

∇b∇a∂c = (∂bKac + 3 ΓdacKbd)n+KacK
d
b ∂d + (∂ 3

b Γdac + 3 Γeac 3Γdbe)∂d.

Restando el segundo término del primero se obtiene:

R(∂a, ∂b)∂c = (∂aKbc − ∂bKac + 3 ΓdbcKad − 3 ΓdacKbd)n+ (KbcK
d
a −KacK

d
b )∂d

+(∂ 3
a Γdbc − ∂ 3

b Γdac + 3 Γebc 3Γdae − 3 Γeac 3Γdbe)∂d. (2.2.29)

Note que la primera linea del lado derecho es simplemente:

(DaKbc −DbKac)n, (2.2.30)

mientras que la tercera es:
(3)Rabc

d∂d. (2.2.31)

Por lo tanto, se tiene:

R(∂a, ∂b)∂c = (DaKbc −DbKac)n+ ((3)Rabc
d +KbcK

d
a −KacK

d
b )∂d (2.2.32)

De la Ec. (2.2.32) se tiene directamente la proyección sobre la hipersuperficie y la normal, por
lo que se puede escribir:

Rd
abc = (3)Rabc

d +KbcK
d
a −KacK

d
b , (2.2.33)

que es la ecuación de Gauss-Codazzi y,

Rα
abcnα = DaKbc −DbKac, (2.2.34)

es conocida como la ecuación de Codazzi-Mainardi.

Note que hasta aqúı se ha interesado sólo en la cinemática, no se han usado las ecuaciones
de campo. Sea gαβ una métrica del espaciotiempo que satisface las ecuaciones de Einstein, con
Λ = 0,

Gαβ = Rαβ −
1
2Rgαβ = 8πκTαβ. (2.2.35)

Una relación directa entre las ecuaciones de campo de la RG con los campos espaciales sigue
de las ecuaciones de Gauss-Codazzi. Es decir, tomando la traza de (2.2.33) se demuestra que:

Gµνn
µnν = −G0

0 = 1
2R

ab
ab = 1

2((3)R +K2 −KabK
ab) = 8πκρ, (2.2.36)

donde ρ := Tµνn
µnν es la densidad de masa-enerǵıa de la contribución de materia y K :=

qabKab = Ka
a es la traza de Kab. De la ecuación de Codazzi-Mainardi se obtiene que:

Gµνn
µXν

b = DbK −DaK
a
b = −8πκJb, (2.2.37)

17



donde Jb := −TµνnµXν
b es la densidad de momento. Las Ecs. (2.2.36) y (2.2.37) que dependen

sólo de qab y Kab, para una contribución de materia dada se pueden considerar como “ecuaciones
de restricción”, en el sentido de que restringen los valores posibles de los campos espaciales qab
y Kab.
Las 6 ecuaciones restantes:

GµνX
µ
aX

ν
b = 8πκSab, (2.2.38)

donde Sab := Xµ
aX

ν
b Tµν es el tensor de esfuerzo-enerǵıa espacial, son ecuaciones dinámicas que

describen la evolución temporal de qab. Estas son las ecuaciones que involucran las segundas
derivadas temporales de la métrica.

Por otro lado, se ha mencionado que el espaciotiempo es considerado como una variedad
orientada. Se dice que una variedad es orientable si existe una forma de volumen sobre ella.
Ahora, para realizar las integrales de funcionales sobre M es natural pensar en elegir el elemento
de volumen εαβγδ asociado con la métria del espaciotiempo. Análogamente, para integrar sobre
Σt podŕıa usarse el elemento de volumen (3)εabc = εαabcn

α, con nα el vector normal unitario a
Σt. El dilema con estos elementos de volumen es que serán, en general, dependientes del tiempo
en el sentido de que Ltαεαβγδ 6= 0 y Ltαεabc 6= 0.

Lo que interesa es ver la evolución dinámica como el cambio de los campos sobre la sub-
variedad fija Σ0, aśı que la elección de un elemento de volumen que depende del tiempo sobre
Σt es inconveniente si se desea indentificar Σt con Σ0. Por lo tanto, se escoge un elemento de
volumen fijo eαβγδ sobre M , tal que Ltαeαβγδ = 0 5. En una base donde las componentes no
nulas de eαβγδ toman los valores ±1 se tiene que:

εαβγδ =
√
|det g|eαβγδ, (2.2.39)

donde det g denota el determinante de las componontes de la métrica en tal base de coordenadas.
Dada la forma de volumen eαβγδ sobre M , se puede definir la densidad tensorial (de peso 1)
Tα...βγ...δ como un tensor que se expresa de la forma:

Tα...βγ...δ =
√
|det g|T̃α...βγ...δ, (2.2.40)

donde T̃α...βγ...δ es un tensor cuyos valores no dependen de la elección de eαβγδ.
Ya que la integración sobre variedades es independiente de la elección de coordenadas (véase
[21]), se puede usar bases coordenadas convenientes de tal forma que:∫

fε =
∫
f
√
|detg|e =

∫
f
√
|detg|d4x, (2.2.41)

para alguna función f .
Sobre cada Σt, se define 3eabc := eαabct

α. Sobre Σt también se tiene una forma de volumen
3eabc = √q 3eabc, donde q es el determinante de la 3-métrica en la base donde las componentes
no nulas de 3eabc toman valores +1. Entonces,

√
q 3eabc = √qeαabctα = √qeαabc(Nnα +NdXα

d ) =
√
|detg|εαabcnα, (2.2.42)

donde se ha usado que 3εabc = εαabcn
α. Ya que eαabcXα

d = edabc = 0, se concluye que:

√
qN =

√
|detg|. (2.2.43)

5Localmente esto se puede hacer introduciendo coordenadas adicionales x1, x2, x3 a x0 = t tales que tα = ∂ α
0

y tomar eαβγδ como la forma de volumen coordenada dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.
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2.3. Transformada de Legendre
En principio el problema de gravedad cuántica debeŕıa abordarse a través del enfoque de in-

tegral de trayectoria o Lagrangiano. Sin embargo, existe un enfoque complementario, el enfoque
Hamiltoniano o canónico, que es igualmente importante. El enfoque canónico está estrechamen-
te relacionado al formalismo ADM. Lo que aqúı interesa es aplicar las ideas de dicho enfoque
al campo gravitacional. Un ejemplo bastante sencillo que refleja la idea principal del enfoque
canónico es el de la mecánica cuántica de una particula libre en Rn, véase por ejemplo [21].

Para poner la teoŕıa en forma Hamiltoniana se debe pasar del espacio de configuración (q, q̇),
al espacio fase (q, p). Además, se debe especificar una estructura de paréntesis de Poisson y una
funcional Hamiltoniana. En un enfoque general de la mecánica clásica, el espacio de configura-
ción puede considerarse como cualquier variedad M , y la velocidad es un vector tangente a M ,
mientras que el momento es un vector cotangente. El espacio fase es entonces el haz cotangente
del espacio de configuración, y el estado de un sistema clásico se representa por un punto en el
espacio fase. La idea del enfoque Hamiltoniano es convertir las ecuaciones de Euler-Lagrange
en ecuaciones que describen como evoluciona el estado en el tiempo.

Una receta general para obtener una formulación Hamiltoniana es partir de un principio
variacional covariante, expresar la densidad Lagrangiana en función de campos espaciales, i.e.,
L = L(q, q̇), y luego ejecutar una transformación de Legendre para poder pasar a la forma
canónica, i.e.,

H(p, q) = pq̇ − L(q, q̇). (2.3.1)

Con respecto a la formulación hamiltoniana familiar de mecánica de part́ıculas, hay una
complicación crucial al tratar con un sistema Hamiltoniano que posee simetŕıas locales, lo que
lleva a una teoŕıa con restricciones.

Supóngase ahora que se intenta aplicar la receta mencionada a la RG. Para mantenar las
cosas simples, se considera únicamente el caso del vacio, i.e., Tµν = 0. Se asume que el es-
paciotiempo M es difeomorfo a S × R, donde S es una variedad 3-dimensional, y se fija una
rebanada espacial Σ. La posición q en este caso es la 3-métrica, y el espacio de configuración
es el espacio Met (Σ) de todas las métricas Rimannianas sobre Σ. De forma más extravagante,
Met (Σ) es también conocido como superespacio. Como punto de partida, considere la acción
de Einstein-Hilbert para RG en el caso del vaćıo con constante cosmológica nula, definida por:

SG[g] =
∫
M
vol R =

∫
M
R
√
|detg|d4x. (2.3.2)

Lo que sigue es hacer la descomposicion 3 + 1 de la acción anterior, y poner la densidad
Lagrangiana en la forma LG = LG(q, q̇). Usando las ecuaciones de Einstein y el hecho que
nµnµ = −1, se tiene que la curvatura escalar se puede escribir como:

Rgµν = 2 (Rµν −Gµν) ,

entonces,
Rgµνn

µnν = 2(Rµν −Gµν)nµnν .

Aśı,
Rnµnµ = 2(Rµν −Gµν)nµnν ,

por lo tanto,
R = 2(Gµν −Rµν)nµnν . (2.3.3)
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Por otro lado, a partir de la definición del tensor de Riemann se tiene que:

Rµνn
µnν = Rγ

µγνn
µnν = Rν

µνγn
µnγ = nµ(∇µ∇γ −∇γ∇µ)nγ

= ∇γn
µ∇µn

γ −∇µn
µ∇γn

γ +∇µ(nµ∇γn
γ)−∇γ(nµ∇µn

γ),

sin embargo, se puede demostrar que: 6

∇γn
µ∇µn

γ = KabK
ab, ∇µn

µ = K.

Aśı,
Rµνn

µnν = KabK
ab −K2 +∇µ(nµ∇γn

γ)−∇γ(nµ∇µn
γ). (2.3.4)

Los dos últimos términos de la expresión anterior son divergencias y serán descartadas (la
integral sobre estos términos se anula, al menos cuando la variedad es compacta). Además, de
la Ec. (2.2.36) sigue que:

Gµνn
µnν = 1

2((3)R +K2 −KabK
ab). (2.3.5)

Aśı que de las Ecs. (2.3.3)-(2.3.5) se concluye que la acción del campo gravitacional en la
descomposición 3 + 1 esta dada por:

SG =
∫
R
dt
∫

Σ
d3xN

√
q(KabK

ab −K2 + (3)R), (2.3.6)

donde q es el determinante de la métrica espacial qab, K = Ka
a es la traza de Kab y (3)R es

el escalar de Ricci tridimensional, con N
√
q =

√
|detg|. En la expresión anterior la primera

integral es sobre la hipersuperficie Σ, de modo que la función Lagrangiana está dada por una
integral sobre la hipersuperficie de la forma:

L :=
∫

Σ
d3xLG =

∫
Σ
d3xN

√
q(KabK

ab −K2 + (3)R), (2.3.7)

por lo que la acción está dada como la integral de la función Lagrangiana entre los tiempos t0
y t1:

S =
∫ t1

t0
dtL. (2.3.8)

Es decir, la variación será sobre la métrica de todas las posibles hipersuperficies que conecten
a las dos hipersuperficies de los extremos.

Dada la densidad Lagrangiana

LG = √qN(KabK
ab −K2 + (3)R), (2.3.9)

se puede determinar los momentos conjugados de las variables canónicas.

Ya que las derivadas temporales de N y Na no aparecen en el Lagrangiano, sus momen-
tos conjugados son cero, lo que indica que no deben tratarse como variables dinámicas, aśı, la
transformada de Legendre se lleva a cabo sólo con respecto a la variable dinámica qab.

A partir de LG y la relación entre Kab y q̇ab [ver Ec.(2.2.16)] se determina que el momento
canónicamente conjugado a qab está dado por:

pab := ∂LG
∂q̇ab

= √q(Kab −Kqab). (2.3.10)

6La demostración se puede hacer definiendo un pullback a la variedad espacial Σ o fijando la norma de nµ,
ver [31].
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Note que la traza de pab se define como:

p := qabp
ab = q1/2qab(Kab −Kqab) = q1/2(K − 3K) = −2Kq1/2.

Entonces sigue que:
Kab = q−1/2

(
pab − 1

2pq
ab
)
. (2.3.11)

De la Ec. (2.2.16) se tiene que:

Kab = 1
2N (q̇ab −DaNb −DbNa), (2.3.12)

lo que implica,
q̇ab = 2NKab + 2D(aNb). (2.3.13)

Ya que la Ec. (2.3.10) puede invertirse para obtener la Ec. (2.3.13) esta no define una constric-
ción. Sin embargo, ya que N y Na tienen momentos nulos, juegan el rol de multiplicadores de
Lagrange.

Definición 1: Variedad simpléctica. Una variedad simpléctica (o espacio fase) consiste
de un par (Γ,Ω), donde Γ es una variedad de dimensión par y Ω es una 2-forma cerrada y no
degenerada, i.e., dΩ = 0 y Ω(v, w) = 0 para todo w implica que v = 0. Ω se conoce como la
estructura simpléctica y permite definir campos vectoriales Hamiltonianos y paréntesis de
Poisson.

Definición 2: Campo vectorial Hamiltoniano. Dada cualquier función de valores reales
f : Γ→ R, el campo vectorial Hamiltoniano Xf se define por :

−iXfΩ := df,

donde iXf : Ωr(M)→ Ωr−1(M), es el producto interior.

Definición 3: Paréntesis de Poisson. Dadas dos funciones de valor real f, g : Γ→ R, el
paréntesis de Poisson {f, g} se define por:

{f, g} := −Ω(Xf , Xg) = −iXf (iXgΩ) = iXf (dg) = −Xf (g).

Como un caso especial, si Γ = T ∗C es el haz cotangente sobre algún espacio de configuración
n-dimensional C, entonces, Ω = dpµ∧dqµ, es la estructura simpléctica natural sobre Γ asociado
con la carta (p, q)7. Sigue que:

{f, g} := ∂f

∂qµ
∂g

∂pµ
− ∂f

∂pµ

∂g

∂qµ
,

es el paréntesis de Poisson que comúnmente se encuentra en la literatura.

Entonces, siguiendo el análisis de constricciones de Dirac se encuentra que el espacio fase
(ΓEH ,ΩEH) de la teoŕıa de Einstein-Hilbert estándar es coordenado por el par (qab, pab), y tiene
estructura simpléctica:

ΩEH =
∫

Σ
dpab ∧ dqab. (2.3.14)

7Dado un espacio topológico X y un conjunto abierto U ⊆ X, se define una carta como una función continua
ϕ : U → Rn con una inversa continua.
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Regresando a la Ec. (2.3.13) la densidad Hamiltoniana está dada por:

HG = pabq̇ab − LG = pab(2NKab + 2D(aNb))− q1/2N(KabK
ab −K2 + (3)R)

= 2Npabq−1/2
(
pab −

1
2pqab

)
+ 2pabDaNb − q1/2N

[
q−1

(
pab −

1
2pqab

)
(
pab − 1

2pq
ab
)
− 1

4q
−1p2 + (3)R

]
,

luego,

HG = √q
{
N
[
−(3)R + q−1

(
pabpab −

1
2p

2
)]
− 2NbDa(q−1/2pab) + 2Da(q−1/2Nbp

ab)
}
. (2.3.15)

Aśı, se puede poner la acción en forma canónica expĺıcita, como:

S =
∫
dt
∫
d3x

{
pabq̇ab − [NH(p, q) +NaHa(p, q)]

}
. (2.3.16)

La funcional Hamiltoniana (que es la encargada de generar las ecuaciones dinámicas) está dada
por:

H :=
∫
d3x[NH(p, q) +NaHa(p, q)], (2.3.17)

donde:
H(p, q) := q1/2

(
−(3)R + q−1pabpab −

1
2q
−1p2

)
(2.3.18)

Ha(p, q) := −2q1/2Db
(
q−1/2pab

)
. (2.3.19)

El hecho de que el Hamiltoniano involucre términos proporcionales a la funcion lapso y al vec-
tor de corrimiento no debeŕıa ser una sorpresa, ya que el papel del Hamiltoniano es generar la
evolución temporal, y en RG se necesita especificar la función lapso y el vector de corrimiento
para conocer el significado de evolución temporal. Sin embargo, hay algo mucho más sorpren-
dente que ver aqúı. Si se expresa las cantidades H y HG en términos de la curvatura extŕınseca
usando la formula para pab, se demuestra por un lado que:

H = q1/2
[
−(3)R + q−1

(
q
(
Kab −Kqab

)
(Kab −Kqab)−

4
2K

2 q
)]

= −2q1/2
[1
2
(
K2 −KabK

ab + (3)R
)]
.

Aśı,
H = −2q1/2Gµνn

µnν . (2.3.20)
Y por otro lado,

Ha = −2q1/2Db(Kab −Kqab) = 2q1/2(DaK −Db(qbcKc
a)) = 2q1/2(DaK −DcK

c
a).

Aśı,
Ha = 2q1/2Gµνn

µX ν
a . (2.3.21)

Esto implica que la densidad Hamiltoniana para la RG debe anularse por las ecuaciones de
Einstein del vaćıo. En otras palabras, las ecuaciones de Einstein implican que:

H = 0. (2.3.22)

Este hecho parece bastante confuso al principio. Una teoŕıa con Hamiltoniano igual a cero
podŕıa parecer completamente trivial, pero la dinámica de la RG no es trivial. ¿Cómo puede
ser esto? La clave es que las ecuaciones:

H = Ha = 0, (2.3.23)
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son precisamente las 4 ecuaciones de Einstein que son constricciones sobre los datos iniciales.

Se ha dicho que el espacio de configuración de la RG es Met (Σ). Es natural entonces esperar
que el espacio fase sea el espacio de todos los pares (qab, pab), o el haz cotangente T ∗Met (Σ).
Sin embargo, no todos los puntos de este espacio fase representan estados permitidos. Las
ecuaciones de Einstein que son constricciones se deben satisfacer, y esta restricción selecciona
un subespacio del espacio fase llamado el espacio fase f́ısico:

Xphy. = {H = Ha = 0} ⊂ T ∗Met (Σ) . (2.3.24)

El Hamiltoniano se anula en este espacio. Sin embargo, como se demostrará posteriormente, las
ecuaciones de Hamilton aún dan dinámica no trivial.

2.4. Álgebra de Constricciones y Ecuaciones de Evolu-
ción

Para evaluar el corchete de Poisson de las constricciones y determinar los movimientos que
generan sobre el espacio fase, primero se debe construir funcionales de constricción, i.e., mapeos
ΓEH → R, asociados con las ecuaciones de constricción (2.3.18) y (2.3.19).

Recuerde que la función lapso y el vector de corrimiento miden cuánto la evolución empuja la
rebanada Σ en la dirección normal y tangencial, respectivamente. En particular, si se establece
el vector de corrimiento igual a cero, el Hamiltoniano para RG es igual a:

CN(p, q) =
∫

Σ
d3xNH(p, q), (2.4.1)

y éste genera la evolución temporal en una forma que corresponde a empujar Σ hacia adelante en
la dirección normal. Por otro lado, si se establece la función lapso igual a cero, el Hamiltoniano
se vuelve:

CNa(p, q) =
∫

Σ
d3xNaHa(p, q), (2.4.2)

que genera un tipo de evolución temporal que empuja a Σ en una dirección que es tangente a
si misma. Más precisamente, esta cantidad genera transformaciones de Xphy que corresponden
al flujo sobre Σ generado por Na. Este flujo es una familia 1-paramétrica de difeomorfismos de
Σ. Por esta razón, CNa es llamada la constricción de difeomorfismos o vectorial, mientras
que CN es llamada la constricción Hamiltoniana o escalar. Realmente no es coincidencia
que CN y CNa jueguen un rol dual como constricciones y términos en el Hamiltoniano. Ésta es,
de hecho, una caracteŕıstica especial crucial de las teoŕıas de campo con estructuras de fondo
no fijas.

Recuerde que, si F,G : ΓEH → R son dos funcionales de valor real sobre el espacio fase,
el campo vectorial Hamiltoniano XF , definido por la estructura simpléctica dada por la Ec.
(2.3.14) es:

XF :=
∫

Σ
d3x

(
δF

δpab
δ

δqab
− δF

δqab

δ

δpab

)
, (2.4.3)

y el paréntesis de Poisson {F,G}, definido por {F,G} := −XF (G) está dado por:

{F,G} :=
∫

Σ
d3x

(
δF

δqab

δG

δpab
− δG

δqab

δF

δpab

)
. (2.4.4)
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Sigue que los paréntesis de Poisson de pab y qab, i.e., los paréntesis de Poisson fundamentales,
están dados por: {

qab(x), pcd(y)
}

= δc(aδ
d
b)δ

3 (x,y) , (2.4.5){
pab(x), pcd(y)

}
= 0, (2.4.6)

{qab(x), qcd(y)} = 0. (2.4.7)

Lo que sigue es calcular expĺıcitamente el álgebra de constricciones. Al tomar los paréntesis de
Poisson de cualesquiera dos constricciones se obtiene lo que se conoce como un álgebra de Dirac
[7].

Por lo tanto, considérese las versiones suavizadas de las constricciones, Ecs. (2.4.1) y (2.4.2).
Primero se determina el paréntesis de Poisson entre dos constricciones de difeomorfismos. Note
que:

CNa =
∫

Σ
d3xNaHa = −2

∫
Σ
d3xNaq1/2Db(q−1/2pab) = 2

∫
Σ
d3xpcdqacDdN

a,

de la definición de la derivada de Lie [28, 29] sigue que:

LNaqab = qcbDaN
c + qacDbN

c,

con esto, y usando la simetŕıa total del tensor de momento pab, se concluye que:

CNa =
∫

Σ
d3xNaHa =

∫
Σ
d3x pbcLNaqbc. (2.4.8)

De las propiedades de la derivada de Lie sigue que:

LNc p = LNa(pabqab) = qabLNcpab + pabLNcqab,

con esto,
CNa =

∫
Σ
d3x

[
−qabLNcpab + LNc(pabqab)

]
.

Note que:
LNcp = N c∂cp+ pDcN

c = Dc(N cp),
es decir, LNc(pabqab) es una derivada total. Por lo tanto,

CNa = −
∫

Σ
d3xqbcLNapbc. (2.4.9)

De las Ecs. (2.4.8) y (2.4.9) se demuestra fácilmente que:

{qab, CNa} = δCNa

δpab
= LNaqab, (2.4.10)

y que: {
pab, CNa

}
= −δCN

a

δqab
= LNapab. (2.4.11)

Se tiene entonces que el paréntesis de Poisson de dos constricciones de difeomorfismos es:

{CNa , CMa} =
∫

Σ
d3x

(
δCNa

δqab

δCMa

δpab
− δCMa

δqab

δCNa

δpab

)

= −
∫

Σ
d3x

(
LNapab

δCMa

δpab
+ LNaqab

δCNa

δpab

)
,
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al ver a CMa como una funcional que depende del campo qab y pab, i.e., CMa =
∫

Σ d
3xMaHa(p, q),

se tiene que la derivada funcional respecto a estos campos está dada por:

δCMa

δpab
= Ma∂Ha

∂pab
,

δCNa

δpab
= Ma∂Ha

∂qab
,

entonces,

{CNa , CMa} = −
∫

Σ
d3xMa

(
LNapab

∂Ha

∂pab
+ LNaqab

∂Ha

∂qab

)
,

de la definición de la derivada de Lie se puede mostrar que se cumple la regla de la cadena:

LNaHa(p, q) = LNapab
∂Ha

∂pab
+ LNaqab

∂Ha

∂qab
,

entonces,

{CNa , CMa} = −
∫

Σ
d3xMaLNaHa(p, q) = −

∫
Σ
d3xLNa(MaHa) +

∫
Σ
d3x(LNaMa)Ha,

note que el primer término de la ecuación anterior corresponde a uno de frontera y se debe
ignorar, por lo tanto, se concluye que:

{CNa , CMa} =
∫

Σ
d3x(LNaMa)Ha = CLNaMa , (2.4.12)

i.e., el álgebra de Poisson es isomorfa al álgebra de Lie de difeomorfismos espaciales infinitesi-
males.

Usando argumentos similiares a los que se presentan en los pasos anteriores se obtiene que
el paréntesis de Poisson de la constricción escalar y vectorial está dado por:

{CNa , CN} = −
∫

Σ
d3xLNa(NH) +

∫
Σ
d3x (LNaN)H,

donde el primer término de la derecha es una derivada total y su integral sobre la hipersuperficie
se anula por el teorema de Stokes, por lo tanto sigue que:

{CNa , CN} =
∫

Σ
d3x (LNaN)H = CLNaN , (2.4.13)

i.e., este paréntesis de Poisson dice como se transforma CN bajo difeomorfismo espaciales.

Resulta que CNa para Na’s arbitrarios forman una subálgebra, pero no una ideal ya que no
hay cerradura bajo paréntesis de Poisson con elementos CN . Esta subálgebra tiene una interpre-
tación sencilla, recuerde que los difeomorfismos sobre Σ son generados por campos vectoriales
espaciales, Na, los cuales forman un álgebra de Lie con el conmutador como paréntesis de Lie,
entonces dado LNaMa = [N,M ]a se puede observar que la función Na → CNa es un homeo-
morfismo del álgebra de Lie de Diff(Σ)8 a esta subálgebra.

Una vez que se ha demostrado que el álgebra de Lie de difeomorfismos espaciales está
representada en el álgebra de Dirac, es natural preguntar si el álgebra de Lie de difeomorfismos
espaciotemporales completa también se puede mapear al álgebra de Dirac de esta manera.
Desafortunadamente este no es el caso, ya que el álgebra de Dirac no es realmente un álgebra
de Lie, esto se demuestra a continuación pues resulta que el paréntesis de Poisson entre dos

8Diff(Σ) denota el grupo de difeomorfismos sobre Σ.
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constricciones escalares cierra con un coeficiente dependiente del espacio fase de Ha. Para ver
esto, considerése primero,

δCN
δpab

= q−
1
2 2N

(
pab − 1

2pq
ab
)

y,
δCN
δqab

= −
[1
2NHq

ab +Nq
1
2
(
qab(3)R−Rab

)
+q 1

2
(
D(aDb)N − qabDcDcN

)
− 2q− 1

2N
(
pacpbc − ppab

)]
,

de aqúı que:

{CN , CM} =
∫

Σ
d3x

{[
−
(1

2NHq
ab +Nq

1
2 (qab(3)R−Rab) + q

1
2 (D(aDb)N − qabDcDcN)

−2q− 1
2N(pacpbc − ppab)

)] [
q−

1
2 2M

(
pab − 1

2pq
ab
)]
− (N ↔M)

}
= −2

∫
Σ
d3x

[
M
(
pab −

1
2pqab

)
(D(aDb)N − qabDcDcN)− (N ↔M)

]
= −2

∫
Σ
d3x

(
pab −

1
2pqab

) [
MD(aDb)N −ND(aDb)M + qab(NDcDcM −MDcDcN)

]
.

Note que:

Dc
[
qabq−1/2

(
pab −

1
2pqab

)
MDcN

]
= qabMq1/2

(
pab −

1
2pqab

)
DcDcN

+DcM Dc
[
qabMq1/2

(
pab −

1
2pqab

)]
,

y que:

Da
[
q−1/2

(
pab −

1
2pqab

)
MDbN

]
= Da

[
q−1/2

(
pab −

1
2pqab

)
M
]
DbN

+Mq−1/2
(
pab −

1
2pqab

)
D(aDb)N.

Aśı,
{CN , CM} =

∫
Σ
d3xqab(N∂bM −M∂bN)(−2q1/2Dc(q−1/2pac)) =

∫
Σ
d3xKaHa,

donde se han descartado términos de frontera, por lo tanto,

{CN , CM} = CKa , (2.4.14)

donde:
Ka := qab (N∂bM −M∂bN) . (2.4.15)

Note que el campo Ka depende de la inversa de qab, por lo tanto, las constantes de estructura
en la ecuación anterior no son realmente constantes sino funciones de qab. Se concluye entonces
que el álgebra de Dirac no es realmente un álgebra de Lie.

Note que las constricciones son cerradas bajo paréntesis de Poisson; i.e., el paréntesis de
cualesquiera dos constricciones es otra constricción. En terminoloǵıa de Dirac se dice que el
álgebra es de primera clase. Considerando la geometŕıa del espacio fase, eso significa que los
campos vectoriales asociados con las funcionales de restricción generan la hipersuperficie. Por
lo cual tiene sentido hablar de una hipersuperficie restringida Xphy.. Además, ya que la Hamil-
toniana está formada por las constricciones, éstas se preserva en el tiempo.
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Hallar las ecuaciones de evolución en el formalismo de ADM requiere de un tratamiento
algebraico extenso. En las siguientes lineas se pretende dar indicios de los pasos que se suelen
seguir para realizar la deducción de tales ecuaciones.

Primero, para hallar q̇ab es conveniente poner el Hamiltoniano de forma expĺıcita, i.e.,

H =
∫
d3x

[
N
√
q
(
−(3)R + q−1pabpab −

1
2q
−1p2

)
−Na2√qDb

(
q−1/2pba

)]
, (2.4.16)

de aqúı sigue que:
q̇ab = δHG

δpab
= 2q− 1

2N
(
pab −

1
2qabp

)
+ 2D(aNb), (2.4.17)

en donde se han despreciado términos de frontera (divergencias totales) y se ha usado Daqab = 0.

Ahora, para hallar ṗab conviene dividir el Hamiltoniado en 3 partes, i.e., tratarlo como una
combinacion lineal de tres funcionales. Entonces, sean:

H = H1 +H2 +H3, (2.4.18)

donde,
H1 = −

∫
Σ
d3xq

1
2N 3R (2.4.19)

H2 =
∫

Σ
d3xq

1
2Nq−1

(
pabpab −

1
2p

2
)

(2.4.20)

H3 = −
∫

Σ
d3xq

1
2 2Na√qDb

(
q−1/2pba

)
. (2.4.21)

Las variaciones de estos funcionales respecto a la métrica qab se muestra a continuación:

δH1 = −
∫

Σ
d3xq

1
2

(1
2q

abN (3)R−NRab +D(aDb)N − qabDcDcN
)
δqab. (2.4.22)

δH2 =
∫

Σ
d3x

[
−1

2q
− 1

2N
(
pabpab −

1
2p

2
)

+ 2q− 1
2N

(
pacpbc −

1
2pp

ab
)]
δqab. (2.4.23)

δH3 =
∫

Σ
d3x

[
2p(acDcN

b) − q
1
2Dd

(
q−

1
2pabNd

)]
δqab. (2.4.24)

Recuerde que la derivada funcional se puede definir por medio de la variación, i.e., sea f ∈
Met(Σ) entonces,

δf =
∫

Σ

δf

δqab(x)δqab(x). (2.4.25)

De aqúı se concluye que:

ṗab = − δH
δqab

= −Nq 1
2

(
Rab − 1

2
(3)Rqab

)
+ q

1
2Dc

(
q−

1
2N cpab

)

−2Nq− 1
2

(
pacpbc −

1
2pp

ab
)
− 2pc(aDcN

b)

+1
2Nq

− 1
2 qab

(
pcdp

cd − 1
2p

2
)

+ q
1
2
(
DaDbN − qabDcDcN

)
. (2.4.26)

Las Ecs. (2.4.17) y (2.4.26) dan la evolución de las variables canónicas de la teoŕıa.
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2.5. Cuantización Canónica
Una de las razones principales del estudio de una formulación hamiltoniana de la RG es que

se espera obtener una teoŕıa cuántica de la gravedad a través de la cuantización canónica. El
proceso de cuantización canónica a partir de las variables ADM encara serios problemas [32],
aśı que por lo general se bosqueja el programa de cuantización canónica siguiendo el formalismo
de Dirac [7], con el cual se espera obtener la teoŕıa cuántica.

Primero se necesita definir un espacio de Hilbert para la teoŕıa. La elección más sencilla y
natural es L2 [Met(Σ)], i.e., el espacio de las funcionales de cuadrado integrables que dependen
de la 3-métrica sobre la hipersuperficie espacial Σ. Sin embargo, Met(Σ) es de dimensión
infinita, por lo que no es del todo claro lo que seŕıa una funcional de cuadrado integrable en
este espacio. Este es un problema común cuando se hace cuantización canónica de una teoŕıa de
campo, y ocasionalmente hay formas de evitarlo. Suponga entonces que se sabe como dar sentido
a L2 [Met(Σ)]. Lo que sigue es promover la 3-métrica y su momento conjugado a operadores.
La manera más simple es tomar el operador de la 3-métrica como:

q̂abΨ[q] := qab(x)Ψ[q], (2.5.1)

con q ∈Met(Σ) una 3-métrica y x un punto de Σ. El operador de momento se define como:

p̂abΨ[q] := −i δ

δqab(x)Ψ[q]. (2.5.2)

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutación:

[q̂ab(x), p̂cd(y)] = −iδc(aδdb)δ(x− y), (2.5.3)
[q̂ab(x), q̂cd(y)] = 0, (2.5.4)
[p̂ab(x), p̂cd(y)] = 0. (2.5.5)

Lo que sigue es tratar de cuantizar el Hamiltoniano de la teoŕıa. Para hacer esto, se toman
los operadores q̂ab , p̂ab, y se sustituyen en las constricciones escalar y vectorial [Ecs. (2.3.18)
y (2.3.19)], para obtener la versión cuántica ĈN y ĈNa de las restricciones como operadores
sobre L2[Met(Σ)]. Esto trae consigo el problema de ordenamiento de factores, el cual
consiste a grandes rasgos, a que debido a la no conmutatividad de q̂ab y p̂ab, el escribir las
fórmulas clásicas de las constricciones con un ordenamiento diferente conduce a diferentes ope-
radores. Este problema surge cuando las constricciones no son polinomiales en las variables. Un
buen ordenamiento de operadores haŕıa que las constricciones cuánticas satisfagan relaciones
de conmutación análogas a las clásicas:

[ĈNa , ĈMa ] = −iĈLNaMa , (2.5.6)
[ĈNa , ĈN ] = −iĈLNaN , (2.5.7)
[ĈN , ĈM ] = −iĈKa . (2.5.8)

Desafortunadamente, esto parece casi imposible de lograr. Sin embargo, se puede suponer que
se tiene éxito en obtener los operadores ĈN y ĈNa . Entonces, se puede escribir el Hamiltoniano
para la teoŕıa cuántica como:

Ĥ =
∫
d3x q1/2(N Ĉ +NaĈa). (2.5.9)

Clásicamente, el Hamiltoniano se anula en el espacio fase f́ısico Xphy (ver sección anterior)
debido a las 4 ecuaciones de Einstein que sirven como constricciones. ¿Cómo se tratan estas
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constricciones en la teoŕıa cuántica? El tema de las constricciones en la teoŕıa cuántica es algo
complicado, pero hay un tratamiento en la teoŕıa cuántica que fue desarrollado por Dirac [7].
Se dice que un vector Ψ ∈ L2[Met(Σ)] es un estado f́ısico si satisface las constricciones en su
forma cuántica:

ĈNΨ = ĈNaΨ = 0, (2.5.10)

para toda N,Na. Lo que equivale a que la ecuación de Wheeler-DeWitt,

ĤΨ = 0, (2.5.11)

se cumpla, para toda N,Na.

En este punto, el programa de cuantización canónica tiene ciertas dificultadas. Hay tres
problemas básicos que vale la pena mencionar. Primero, nadie ha encontrado alguna solución
de la ecuación de Wheeler-DeWitt puesta en esta forma. Segundo, si uno encontrara estados
f́ısicos, éstos generaŕıan algún espacio vectorial, el espacio fase f́ısico:

Hphy =
{

Ψ : ∀N,Na ĈNΨ = ĈNaΨ = 0
}
. (2.5.12)

Sin embargo, no hay razón para esperar que el producto interno f́ısicamente relevante en Hphy

concuerde con el producto interno en L2 [Met(Σ)]. Éste se conoce como el problema del
producto interno. Parece que se debeŕıa determinar el producto interno correcto requiriendo
que las observables resulten ser operadores autoadjuntos. Desafortunadamente, esto lleva al
tercer problema. El Hamiltoniano se anula en Hphy, aśı que cualquier operador A ∈ Hphy

automáticamente conmuta con el Hamiltoniano. Sigue que tales operadores corresponden a
observables que no cambian con el tiempo,

d

dt
At = i

[
Ĥ, At

]
= 0. (2.5.13)

¿A dónde ha ido la dinámica de la teoŕıa? Resulta que los estados en Hphy no describen estados
de la gravedad cuántica en un tiempo particular en la forma en que el par (q, p) lo hace en
gravedad clásica, en lugar de eso, describen estados para todo el tiempo, o más precisamente,
sólo la información del estado que es invariante bajo todos los difeomorfismos espaciotemporales.
Este es el famoso problema del tiempo en gravedad cuántica. No se acostumbra hacer f́ısica
de una manera manifiestamente invariante de difeomorfismo, por lo que no se conoce ninguna
observable candidata que deba representarse como operador en Hphy.

2.6. El Hamiltoniano de ADM Extendido a Tŕıadas
Para comenzar esta sección, se define el concepto de un campo de marco. Suponga que

M es una variedad n-dimensional orientada difeomorfa a Rn. F́ısicamente se puede pensar a
M como un pequeño subconjunto abierto del espaciotiempo (toda variedad puede cubrise con
cartas difeomorfas a Rn). Ya que el haz tangente de Rn es trivial, también lo es TM 9. Recuerde,
una trivialización de TM es un isomorfismo de haz vectorial,

e : M × Rn → TM, (2.6.1)
9Un haz es una estructura que consiste de una variedad E (el espacio total), una variedad M (el espacio

base), y un mapa sobreyectivo π : E → M (el mapa de proyección). Para cada punto p ∈ M , el espacio
Ep = {q ∈ E : π(q) = p} es llamado la fibra sobre p. Un haz vectorial π : E → M es un haz cuya fibra es
un espacio vectorial.
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que env́ıa cada fibra {p}×Rn del haz trivial M ×Rn al espacio tangente correspondiente TpM .
Una trivialización de TM también se conoce como un campo de marcos o simplemente mar-
co, ya que para cada p éste env́ıa la base estándar de Rn a una base de vectores tangentes en
p. Si M es 3-dimensional, un marco sobre M también se conoce como triada o dreibein. Si
M es 4-dimensional, un marco sobre M se conoce como una tetrada o vierbein.

La idea es hacer la mayor parte del trabajo en el haz trivial M ×Rn, que sirve como un tipo
de sustituto para el haz tangente. Se puede pasar M × Rn a TM y viceversa usando el marco
e y su inversa,

e−1 : TM →M × Rn. (2.6.2)
Antes se necesita desarrollar un poco de notación. Para mantener las cosas espećıficas, se supone
que se está en el caso Lorenziano n-dimensional (otros casos funcionan de forma similar). Una
sección de M × Rn es simplemente una función en M con valores en Rn, aśı que hay una base
natural de secciones ξ0, . . . , ξn dado por:

ξ0 = (1, 0, 0, . . .),

ξ1 = (0, 1, 0, . . .),
ξ2 = (0, 0, 1, . . .),

y, aśı sucesivamente. Se puede escribir cualquier sección s como:

s = sIξI . (2.6.3)

En este contexto, Rn es a menudo llamado espacio interno 10. Se puede pensar en el marco e
como un mapeo de las secciones de M×Rn a campos vectoriales sobre M . Al aplicar este mapa
a las secciones ξI , se obtiene una base de campos vectoriales e(ξI) sobre M , y en una carta se
puede escribir estos campos como:

eI = e(ξI) := eαI ∂α, (2.6.4)

donde eαI son funciones en M . Ya que tanto los coeficientes eαI como los campos eI = e(ξI) son
suficientes para determinar el marco e, es común llamar a cualquiera de estas cosas el campo
de marcos.

Ahora, resulta que M × Rn, como un tipo de imitación del haz tangente, tiene algo
que el haz tangente real no, es decir un producto interno canónico. En otras palabras, dados
s, r ∈ Γ(M × Rn)11, se puede definir su producto interno η(s, r) por:

η(s, r) = ηIJs
IrJ , (2.6.5)

donde ηIJ es una copia de la métrica de Minkowski [21, 27], i.e., ηIJ = diag(−1, 1, 1, 1) [en 3
dimensiones se usa la delta de Kronecker, δij = diag(1, 1, 1), en lugar de ηIJ ] y se conoce como
métrica interna.

Ahora, suponga que M tiene una métrica Lorenziana gµν [21, 27]. Esto significa que se
pueden tomar productos internos de campos vectoriales en M como:

g(v, w) = gαβv
αwβ. (2.6.6)

10Se opta por usar letras Latinas mayúsculas I, J,K, . . . para ı́ndices internos de espaciotiempo y letras Latinas
minúsculas i, j, k, . . . para ı́ndices internos espaciales.

11Γ(M × Rn) representa el espacio de todas las secciones en M × Rn .
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Se dice que el marco e es ortonormal si los campos vectoriales eI son ortonormales, i.e.,

gαβe
α
I e

β
J = eαIe

α
J = ηIJ . (2.6.7)

Si el marco es ortonormal, la métrica gµν sobre M está dada en términos del inverso del campo
de marcos por:

g(v, w) = η(e−1v, e−1w). (2.6.8)
La fórmula anterior para la métrica puede verse un tanto abstracta, pero para cálculos se puede
deducir la siguiente fórmula. Primero, sea:

ηIJ = g(eI , eJ) = gαβe
α
I e

β
J . (2.6.9)

Note que,
ηIJ = ηIKηKJ = ηIKgαβe

α
Ke

β
J = eIβe

β
J . (2.6.10)

Luego, el inverso del marco está dado por:

e−1v = eIαv
αξI , (2.6.11)

ya que si v = e(s) para alguna sección s ∈ Γ(M× Rn), la Ec. (2.6.11) da:

e−1v = eIαe
α
Js

JξI = s,

como debeŕıa. De esto, se puede deducir una fórmula para la métrica gµν en términos del
comarco eIα (también llamado cotŕıada o cotétrada en 3 y 4 dimensiones, respectivamente), i.e.,

gαβ = g(∂α, ∂β) = η(e−1∂α, e
−1∂β) = η(eIαξI , eJβξJ).

Aśı,
gαβ = ηIJe

I
αe

J
β . (2.6.12)

A partir de la ecuación anterior es claro que con el conocimiento de la tétrada se puede deter-
minar la métrica del espaciotiempo. Sin embargo, lo contrario no es verdadero, ya que hay una
infinidad de marcos que satisfacen la Ec. (2.6.12), todos ellos relacionados por transformaciones
de Lorentz locales [3], i.e., para cada x ∈M :

eIα(x)eJβ(x)ηIJ = eIα(x)eJβ(x)ΛI
′

I (x)ΛJ
′

J (x)ηI′J ′ = eI
′

α (x)eJ
′

β (x)ηI′J ′ ,

donde se ha usado la invarianza de la métrica de Minkowski bajo transformaciones de Lorentz.
Por lo tanto, las transformaciones de Lorentz locales son interpretadas como la norma en este
formalismo. Esto se puede ver a partir del número de componentes independientes en la Ec.
(2.6.12), la métrica del espaciotiempo tiene 10 componentes independientes mientras que la
tetráda tiene 16, la diferencia 6 corresponde a la dimensión del grupo de Lorentz SO(3, 1) (en
general, se puede pensar a cualquier grupo SO(n, 1) como un grupo de Lorentz).

Hallar una formulación Hamiltoniana de la RG con constante cosmológica siguiendo las
ideas del formalismo ADM es mucho más trivial si se usa el formalismo de las tŕıadas. Aqúı
se sigue de cerca [24] y [33]. Se parte de la densidad Lagrangiana de Einstein-Hilbert (con
constante cosmológica),

LEH = e
(
R(eIα) + 2λ

)
. (2.6.13)

Para poder determinar la formulación Hamiltoniana de la Ec. (2.6.13), se asume que el espa-
ciotiempo M es topológicamente Σ × R, donde Σ es alguna subvariedad espacial de M , y R
representa la dirección temporal. También, se rompe parcialmente la covarianza manifiesta del
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espaciotiempo escogiendo la coordenada x0 como la coordenada temporal.

Ahora, es importante recordar que para representar cualquier campo tensorial sobre una va-
riedad, se emplean bases holónomas, que son inducidas por algún sistema de coordenadas. Pero,
para un gran número manipulaciones algebraicas resulta mucho más conveniente usar bases or-
tonormales. Entonces, se puede introducir una base no holónoma, i.e., una base ortonormal no
coordenada de campos suaves eia sobre Σ, que satisface:

δij = qabe
a
i e
b
j, δji = eaie

aj, qab = δije
i
ae
j
b = eiaebj. (2.6.14)

Sigue que:
δba = qacq

cb = δije
i
ae
j
cq
cb = eiae

b
i . (2.6.15)

Además, note que:
q = det(qab) = det(eiaebj) = (det(eia))2 = e2, (2.6.16)

donde q es el determinante de la métrica espacial y e es el determinante de la triada eia.

Antes de definir el momento conjugado al marco y de hacer la transformada de Legendre
conviene reescribir ligeramente el Lagrangiano. La razón es que en la forma dada por la Ec.
(2.6.13) contiene segundas derivadas de la tétrada, que puede integrarse parcialmente, dejando
una dependencia únicamente en eIα y sus primeras derivadas.

Primero, se definen un par de conexiones: Dα y ∇α. Dα es covariante con respecto a trans-
formaciones coordenadas en el espaciotiempo como a transformaciones de Lorentz locales sobre
los ı́ndices internos. Mientras que ∇α es covariante sólo bajo transformaciones de coordenadas
generales. Es decir,

DαλβI := ∂αλ
βI + ΓβαγλγI + ωIαJλ

βJ . (2.6.17)

∇αλ
βI := ∂αλ

βI + ΓβαγλγI , (2.6.18)

donde Γβαγ es una conexión af́ın (se asume que es una conexión con torsión cero, i.e., Γγ[αβ] = 0 ) y
ωIαJ es la conexión de esṕın. Entonces, se requiere que las derivadas covariantes sean compatibles
con la tétrada, i.e.,

DαeβI = 0, (2.6.19)

Dαgβγ = ∇αgβγ = 0. (2.6.20)

De la Ec. (2.6.19), note que:

DαeβJ = ∂αe
βJ + ΓβαγeγJ + ωJKα eβK = ∇αe

βJ + ωJαKe
βK = 0,

entonces,
∇αe

βJ = −ωJKα eβK . (2.6.21)

Luego, se tiene que:
DαeβI = ∂αeβI − ΓγαβeγI + ωIαIeβJ = 0, (2.6.22)

entonces,
Dα(eβIeβJ) = DαηIJ = ∂αηIJ + ωKαIηKJ + ωKαJηIK = 2 ωα(IJ) = 0, (2.6.23)

i.e., ωIJα es antisimétrico, y por lo tanto, tiene valores en el álgebra de Lie so(3, 1) [21, 27, 29].
Además, de la Ec. (2.6.22) y de la propiedad de torsión nula de Γγαβ, es posible determinar de
forma única Γγαβ y ωJαI como funciones de la tétrada, es decir, sea,

Dαgβγ = Dα(eβIeIγ) = ∂αgβγ − Γδαβgδγ − Γδαγgβδ = 0, (2.6.24)
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sigue que al hacer permutaciones ćıclicas y sumar las ecuaciones resultantes se encuentra que:

Γγαβ = 1
2g

γδ (∂γgγδ + ∂βgδα − ∂δgαβ) , (2.6.25)

i.e., Γγαβ son los simbolos de Christoffel y bajo la condición de torsión nula, ∇α es la conexión
de Levi-Civita.

En adición a la Ec. (2.6.22), la conexión de esṕın se puede definir como:

D[αeβ]I := ∂[αeβ]I + ωJ[αIeβ]J = 0. (2.6.26)

Note que la Ec, (2.6.22) implica la Ec. (2.6.26) pero lo contrario no es cierto. Para obtener
directamente ωJαI de la Ec. (2.6.26) primero se convierten los ı́ndices Griegos libres a ı́ndices
internos SO(3, 1) mediante:

2!eαJe
β
K

(
∂[αeβ]I + ωL[αIeβ]L

)
= 0,

entonces,
ΩJKI + 2!eαJe

β
Kω

L
[αIeβ]L = 0, (2.6.27)

donde se han definido los coeficientes de la anti-holonomı́a como:

ΩJKI = 2!eαJe
β
K∂[αeβ]I . (2.6.28)

Luego, permutando ćıclicamente los ı́ndices libres I, J,K dos veces, y sumando, y restando las
ecuaciones resultantes se demuestra que:

ΩJKI + ΩIJK − ΩKIJ + 2eαJωαIK = 0, (2.6.29)

por lo tanto,
ωαKI = 1

2e
J
α(ΩJKI + ΩIJK − ΩKIJ). (2.6.30)

Sigue inmediatamente que:

ωKIα = 1
2eαJ(ΩJKI + ΩIJK − ΩKIJ), (2.6.31)

con ΩJKI = 2!eαJeβK∂[αe
I
β].

Ahora, el tensor de Riemann se define por:

R J
αβI λJ := 2D[αDβ]λI . (2.6.32)

R σ
αβδ λσ := 2D[αDβ]λδ = 2∇[α∇β]λδ. (2.6.33)

Aśı,
2D[αDβ]λγI = R σ

αβγ λσI +R J
αβI λγJ . (2.6.34)

Usando campos vectoriales λI = eαI λα, se demuestra que:

R J
αβI λJ = 2D[αDβ]λI = 2D[αDβ]e

γ
Iλγ = eγIR

σ
αβγ λσ = eγIR

σ
αβγ e

J
σλJ ,

se concluye que para cada λJ ,
R J
αβI = R σ

αβγ e
γ
I e
J
σ . (2.6.35)
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Note que:

R(eIα) = gαγR β
αβγ = eαIR J

αβI e
β
J = eαI

(
2D[αDβ]e

β
I −R

β
αβγ e

γ
I

)
= −2eαJ∇[α∇β]e

β
J ,

por lo tanto,
R(eIα) = 2eβJ∇[α∇β]e

α
J , (2.6.36)

donde se han usado las Ecs. (2.6.32) y (2.6.34). Luego, de la Ec. (2.6.21) y la ecuación anterior
se tiene que:

eR(eIα) = 2[∂α(e e[β
J ∇βe

α]J)− e e[βJ∇α∇βe
α]J ] = 2[∂α(e e[β

J ∇βe
α]J)− e eβJωK[βJωLα]Ke

α
L],

entonces,
eR(eIα) = 2[∂α(e e[β

J ∇βe
α]J)− e eβJωKJ[β ωα]KLe

αL], (2.6.37)
en donde se han subido y bajado algunos ı́ndices con la métrica ηIJ .

Ahora, ya se han encontrado suluciones para ωIJα y ωαIJ [ver Ecs. (2.6.30) y (2.6.31)], de
aqúı que:

eβJω
IJ
β ωαIKe

αK = −Ω J
IJ ΩI K

K , (2.6.38)

eβJωβIKω
JI
α e

αK = −1
4(ΩIJKΩIJK + 2ΩIJKΩIKJ). (2.6.39)

Al sustituir las Ecs. (2.6.38) y (2.6.38) en la Ec. (2.6.37) se obtiene que:

eR(eIα) = 2
[
∂α
(
e e

[β
J ∇βe

α]J
)

+ 1
2e

(
Ω J
IJ ΩI K

K − 1
4ΩIJKΩIJK − 1

2ΩIJKΩIKJ
)]
. (2.6.40)

Con la Ec. (2.6.40) e ignorando términos de frontera, el Lagrangiano dado por la Ec. (2.6.13)
se convierte en:

L = e
(

Ω J
IJ ΩI K

K − 1
4ΩIJKΩIJK − 1

2ΩIJKΩIKJ + 2λ
)
. (2.6.41)

Ahora el Lagrangiano tiene una forma que hace mucho más sencillo realizar la transformada
de Legendre. Primero se debe hacer la descomposición (3 + 1) del Lagrangiano, y esto se logra
separando la tétrada,

e0I = NNI +NaVaI , eaI = VaI ; N IVaI = 0; N INI = −1. (2.6.42)

Esta es una descomposición completamente general y no pone ninguna restricción en la tétrada.
La tétrada inversa se convierte en:

e0I = −N
I

N
, eaI = V aI + NaN I

N
; V aIVbI = δab ; V aINI = 0. (2.6.43)

La métrica toma la forma ADM estándar,

gαβ =
[
−N2 +NaNa Na

Na VaIV
aI

]
, gαβ =

[
− 1
N2

Na

N2
Na

N2 V aIV b
I − NaNb

N2

]

Se prueba fácilmente que (gαβ)(gαβ) = I. Además, se define:

g := det(gαβ) = −N2det(VaIV I
b ), e := det(eαI) = N

√
det(VaIV I

b ), (2.6.44)

donde Na = VaIV
I
b N

b. Note que N y Na son la función lapso y el vector de corrimiento, res-
pectivamente.
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De aqúı, es sencillo, aunque bastante tedioso, llevar a cabo la transformada de Legendre
usando la descomposición dada por la Ec. (2.6.42). Sin embargo, hay una forma de reducir este
cálculo dramaticámente. Es decir, rompiendo manifiestamente la invarianza de Lorentz con la
elección de la norma NI = (1, 0, 0, 0) la transformada de Legendre se simplifica bastante. Y ya
que la única diferencia a nivel Hamiltoniano debeŕıa ser que la invarianza de Lorentz se reduce a
la invarianza SO(3), aqúı se usa esta elección de norma. Con esta elección para NI no hay incon-
sistencia en la notación con Vai llamado eai, aśı que se cambia la notación a: eai = V ai, eai = Vai.

Ahora, se usa la descomposión 3 + 1 de eαI para descomponer ΩIJK ,

Ωijk = 2e0ieβj∂[0eβ]k + 2eaieβj∂[aeβ]k = 2eaieoj∂[ae0]k + 2eaiebj∂[aeb]k = 2eaiebj∂[aeb]k.

Aśı,
Ωijk = 2eaiebj∂[aeb]k. (2.6.45)

Luego,

Ω0jk = 2eα0eβj∂[αeβ]k = −2N
0

N
eβj∂[0eβ]k +

(
V a0 + NaN0

N

)
eβj∂[aeβ]k,

note que:
V aINI = V a0N0 + V aiNi = 0⇒ V a0 = 0, e0i = 0,

entonces,
Ω0jk = 2

N

(
ebj∂[0eb]k −Naebj∂[aeb]k

)
, (2.6.46)

Ω0jk = − 2
N

(
ebj∂[0eb]k −Naebj∂[aeb]k

)
. (2.6.47)

Similarmente,
Ω0j0 = 1

N
ebj∂bN, (2.6.48)

Ωij0 = 0. (2.6.49)
El Lagrangiano dado por la Ec. (2.6.41) también debeŕıa descomponerse en 3 + 1. Note que:

ΩIJ
JΩI

K
K = Ω0j

jΩ0
k
k + Ωi0

0Ωi
0

0 + 2Ωi
0

0Ωik
k + Ωij

jΩi
k
k. (2.6.50)

ΩIJKΩIJK = 2Ω0j0Ω0j0 + 2Ω0jkΩ0jk + ΩijkΩijk. (2.6.51)
ΩIJKΩIKJ = Ω0jkΩ0kj + Ω0j0Ω0j0 + ΩijkΩikj. (2.6.52)

Sustituyendo las Ecs. (2.6.50), (2.6.51) y (2.6.52) en la Ec. (2.6.41), se obtiene que:

L = N (3)e
(

Ωij
jΩi

k
k − 1

2ΩijkΩikj − 1
4ΩijkΩijk + Ω0j

jΩ0
k
k + 2Ωi

0
0Ωik

k − Ω0(jk)Ω0jk + 2λ
)

(2.6.53)
Donde se ha usado la descomposición en la forma de volumen tal que e = N (3)e, con (3)e =
det(eai).

Ahora, usando de nuevo la Ec. (2.6.37), pero para la derivada covariante ∇a en Σ, definida
para aniquilar eaieib, se demuestra que:

N (3)e(3)R = 2N (3)eebj∇[a∇b]e
a
j = 2N (3)e(∇[ae

b
j∇b]e

aj − ebjω
kj
[b ωa]kle

al).

Aśı,
N (3)e(3)R = N (3)e

(
Ωij

jΩi
k
k − 1

2ΩijkΩikj − 1
4ΩijkΩijk

)
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+∂[a(2N (3)eebj∇b]e
a
j )− 4(3)eebj∂[be

i
c]g

ca∂aN. (2.6.54)
Note que:

Ωi
0

0Ωik
k = − 2

N
ebk∂[be

k
c]g

ca∂aN. (2.6.55)

De las Ecs. (2.6.54)-(2.6.55), y eliminando términos de frontera, se concluye que:

L = N (3)e
(
−Ω0(jk)Ω0jk + Ω0j

jΩ0
k
k +(3) R + 2λ

)
. (2.6.56)

Lo que sigue es calcular el momento asociado a las variables canónicas. Ya que N y Na no
aparecen en el Lagrangiano su momento conjugado se anula. El momento conjugado a la tŕıada
está dado por:

pai := δL

δėai
= 2N (3)e

(
Ω0(li)N−1eal −N−1Ω0

k
keai

)
= 2(3)e

(
Ω0(li)eal − Ω0

k
keai

)
.

Aśı,
pai = 2(3)eeal

(
Ω0(li) − Ω0

k
kδil

)
. (2.6.57)

Es decir, existe una constricción primaria,

Li := εijkpajeak ≈ 0, (2.6.58)

esta restricción adicional genera rotaciones SO(3).

Note que:
eaip

ai = 2(3)e δil
(
Ω0(li) − Ω0

k
kδil

)
= 2(−2)(3)eΩ0

k
k,

entonces,
Ω0

k
k = − 1

4(3)e
pk
k. (2.6.59)

Sigue que:
pij := paieja = 2(3)eδjl

(
Ω0(li) − Ω0

k
kδil

)
.

Aśı,
Ω0(ij) = 1

2(3)e

(
pij − 1

2(pkk)δij
)
. (2.6.60)

Similarmente,
Ω0j

j = 1
4(3)e

pj
j, Ω0(ij) = − 1

2(3)e

(
pij −

1
2(pkk)δij

)
. (2.6.61)

Ahora, queda por determinar de forma expĺıcita la transformada de Legendre. Primero, note
que con la cantidades calculadas el Lagrangiano se reescribe como:

L = N (3)e
[ 1
4(3)e2

(
pijpij −

1
4(pii)2

)
− 1

16(3)e2 (pkk)2 +(3) R + 2λ
]
.

Entonces,
L = N

4(3)e

[
pijpij −

1
2(pii)2 + 4 (3)e2 (3)R + 8(3)e2λ

]
. (2.6.62)

Además,
ėai = −ejaNΩ0ij + ebiDaN

b = N

2(3)e

(
pai −

1
2(pkk)eai

)
+ ebiDaN

b,

donde se ha usado la Ec. (2.6.61) y el hecho de que e0j = Naeaj. Entonces,

paiėai = N

2(3)e

(
paipai −

1
2(pkk)paieai

)
+ ∂a

(
N bpaiebi

)
−N bebiDap

ai.
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Aśı,
paiėai = N

2(3)e

(
pijpij −

1
2(pii)2

)
+ ∂a(N bpaiebi)−N bebiDap

ai (2.6.63)

donde se ha usado que pai = eajp
ij, y que Daebi = 0. De las Ecs. (2.6.62) y (2.6.63), se concluye

que la densidad Hamiltoniana está dada por:

HG = paieai − L+NiL
i = N

4(3)e

(
pijpij −

1
2(pii)2 − 4 (3)e2 (3)R− 8(3)e2λ

)
−N bebiDap

ai +NiL
i,

(2.6.64)
donde se han descartado términos de frontera, y Ni es un multiplicador de Lagrange.

Note que:
pabq̇ab = pab(ėiae

j
bδij + eiaė

j
bδij) = 2pabėaieib,

entonces,
pai = 2pabeib. (2.6.65)

El paréntesis de Poisson fundamental es:{
eai(x), pbj(y)

}
= δbaδ

j
i δ

(3)(x, y). (2.6.66)

Además, Li ≈ 0 implementa la condición de que pab, considerado ahora como una cantidad
derivada, es simétrico,

pab = 1
4(pai ebi + pbie

ai). (2.6.67)

La interpretación geométrica de las variables de espacio fase es que eai es la tŕıada sobre la
subvariedad espacial Σ, y pij está estrachamente relacionado a la curvatura extŕınseca de Σ. Es
decir, se define,

Ki
a := eajΩ0(ij) = 1

2(3)e

(
pia −

1
2(pkk)eia

)
. (2.6.68)

Ya que N y Na tienen momentos que se anulan, la variación de éstas implica las constricciones
secundarias:

H(e, p) := pijpij −
1
2(pii)2 − 4 (3)e2 (3)R− 8(3)e2λ ≈ 0. (2.6.69)

Ha(e, p) := −eaiDbp
bi ≈ 0. (2.6.70)

Ahora, se define la versión suavizada de la constricción SO(3) por:

CN i :=
∫

Σ
N iLi. (2.6.71)

El álgebra de Poisson es isomorfa al álgebra SO(3), i.e.,

{CN i , CMj} = CεijkNjMk .

Ya que el otro par de restricciones son invariantes SO(3) (no hay ı́ndices internos libres), las
restricciones SO(3) conmutan con ellas.

Pero, ¿qué pasa con el álgebra de las constricciones escalar y vectorial? Resulta que el álgebra
es la misma en términos de eia, pai que en términos de qab, pab hasta términos proporcionales a
Li. La razón de estos términos adicionales es que, cuando qab y pab se tratan como cantidades
derivadas, la parte de los paréntesis de Poisson de estas variables se ha modificado, i.e.,

{qab(x), pcd(y)} = δc(aδ
d
b)δ

3(x, y), {qab, qcd} = 0, (2.6.72)
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mientras que:

{pab(x), pcd(y)} = 1
4(qacJ bd + qadJ bc + qbcJad + qbdJac)δ3(x, y), (2.6.73)

donde,
Jab := −1

4(eaipbi − ebipai ) = J [ab]. (2.6.74)

Para preservar la correspondencia entre estructuras de Poisson, deben imponerse las 3 restric-
ciones Jab = 0 (las cuales también aseguran la conservación del número de grados de libertad).
Ya que las componentes de εabc en la base ortonormal están dadas por εijk = εabceiae

j
be
k
c , sigue

que la constricción dada por la Ec. (2.6.58) es equivalente a Jab = 0.

Por lo tanto, las constricciones Li, H y Ha realmente forman un conjunto de primera clase
(en la terminoloǵıa de Dirac, un álgebra de primera clase), lo que significa que el Hamiltoniano
dado por la Ec. (2.6.64) es completo y consistente. Para más detalles ver [24].

Se pueden escoger coordenadas alternativas para ΓextADM , cambiando la densidad de peso de
las q’s y las p’s. Estas coordenadas alternativas están dadas por la densidad de peso +1,

Ẽa
i = eeai . (2.6.75)

El momento conjugado a Ẽa
i es proporcional a la curvatura extŕınseca,

P i
a = −2Kabe

bi, (2.6.76)

ya que P i
a

˙̃Ea
i = −1

2p
a
i ė
i
a módulo la constricción Li. Con respecto a estas variables, las constric-

ciones escalar y vectorial toman la forma:

H(E,P ) := −q1/2((3)R +K2 −KabK
ab) ≈ 0, (2.6.77)

Ha(E,P ) := q1/2(DbK
b
a −DaK) ≈ 0, (2.6.78)

[ver Ecs.(2.3.18) y (2.3.19)].

Ahora, se puede hacer una comparación entre el Hamiltoniano que se ha obtenido en térmi-
nos de las tŕıadas y del Hamiltoniano en términos de la métrica, i.e., Ecs. (2.3.18) y (2.3.19).
Al sustituir las Ecs. (2.6.16) y (2.6.65) en la Ec. (2.6.64) se obtiene que:

HG = N

4q1/2

[
(2pabeib)(2paceci)−

1
2(2pabebieia)2 − 4q (3)R− 8qλ

]
−N bebiDa(2paceic) + ΛiL

i.

Si se descartan rotaciones internas y se considera la constante cosmológica nula, sigue que:

HG = Nq1/2
[
q−1

(
pabpab −

1
2(paa)2

)
− (3)R

]
− 2NbDap

ab. (2.6.79)

Note que la Ec. (2.6.79) corresponde con el Hamiltoniano encontrado en la formulación ADM
en términos de la métrica (Ec. (2.3.15) ).
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Caṕıtulo 3

Formulación Hamiltoniana de la
Relatividad General. Formalismo de
Ashtekar (1986)

3.1. Introducción
La dinámica de la RG es generada por las constricciones. Esto significa que las 6 ecuaciones

de Einstein que describen la evolución temporal pueden obtenerse calculando los paréntesis de
Poisson de la 3-métrica y su momento conjugado con un Hamiltoniano que es una combinación
lineal de las constricciones, i.e., cantidades que deben anularse en el espacio fase f́ısico debido
a las otras 4 ecuaciones de Einstein.

Uno de los problemas actuales en f́ısica teórica es la cuantización canónica de la gravedad.
Si se pretende cuantizar basándose en el formalismo de ADM surgen problemas tanto concep-
tuales como técnicos. Los problemas conceptuales son el problema del producto interno y del
tiempo. Muchos de los problemas técnicos en gravedad canónica cuántica giran alrededor de
las constricciones.

A mediados de la década de 1980, Abhay Ashtekar (y otros) desarrolló una nueva for-
mulación canónica en términos de nuevas variables para describir la RG, con las cuales las
constricciones se simplifican radicalmente [9, 10]. Quizá la caracteŕıstica clave de la formulación
de Ashtekar para gravedad canónica es que puede usarse una conexión espacial SO(3) compleja
como coordenada para el espacio fase gravitacional, aunque en su art́ıculo original Ashtekar
usó espinores SU(2) [9]. Se puede pasar de la representación métrica ADM extendida a tŕıadas
a una representación de conexión. Por tanto, las nuevas variables acercan mucho más la estruc-
tura matemática de la RG a las teoŕıas de Yang-Mills. Como un resultado, se pueden aplicar
las técnicas e ideas de las teoŕıas de norma (gauge) en gravedad. Puede ser que la técnica más
usada sea el uso de las variables de lazo (loop) en la cuantización canónica no perturbativa
de la gravedad [20]. Hay desde luego un precio a pagar por esta nueva formulación de la RG y
éste es que las conexiones autoduales son complejas.

3.2. El Formalismo de Palatini
La acción de Palatini para la RG es simplemente la acción de Einstein-Hilbert, Ec. (1.3.2),

reescrita de tal forma que no sea una función de la métrica, sino una función de una conexión y
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un campo de marcos. Aqúı, su importancia principal será como un paso previo para la discusión
de las nuevas variables de Ashtekar para la RG.

En la Sección 4.6 ya se ha abordado el concepto de campo de marcos y se han encontrado
relaciones entre la métrica y los marcos. Además del campo de marcos, el otro ingrediente en el
formalismo de Palatini es una conexión en el haz trivial M ×Rn. Por analoǵıa con la definición
de una conexión que preserva métrica, se dice que una conexión D sobre el haz M ×Rn es una
conexión de Lorentz si:

vη(s, s′) := η
(
Dvs, s

′)+ η
(
s,Dvs

′)
. (3.2.1)

Esto es lo mismo que ser una conexión SO(n, 1) en el sentido de la teoŕıa de norma. Note
que no tiene sentido preguntar si una conexión en M × Rn es libre de torsión. Por tanto, no
hay conexión de Levi-Civita en M × Rn. Sin embargo, hay una conexión de Lorentz que es
especialmente agradable, la conexión plana estandar D0, dada por:

D0
vs = v(sI)ξI . (3.2.2)

Se puede escribir cualquier conexión como D0 +A para algún potencial vectorial A, que es una
1-forma con valores en End(Rn) sobre M ,

Dvs =
(
v(sJ) + AJµIv

µsI
)
ξJ . (3.2.3)

Note que D es compatible con la métrica interna ηIJ , y que:

DµηIJ = ∂µηIJ + AKµIηKJ + AKµJηIK = (AµIJ + AµJI) = Aµ(IJ) = 0,

es decir, AµIJ es antisimétrico en sus ı́ndices internos. Entonces, una conexión D en M ×Rn es
una conexión de Lorentz precisamente cuando:

AIJµ = −AJIµ , (3.2.4)

que es simplemente una forma de decir que Aµ vive en el álgebra de Lie Lorentziana so(n, 1).
La 2-forma de curvatura interna F IJ

µν de la conexión D se define por:

2D[µDν]λI := F J
µνI λJ , (3.2.5)

donde λI es un covector de Lorentz arbitrario y F IJ
µν puede expresarse, en términos de los

coeficientes de la conexión de Lorentz como:

F IJ
µν = 2∂[µA

IJ
ν] + AIµKA

KJ
ν − AIνKAKJµ = 2∂[µA

IJ
ν] + [Aµ, Aν ]IJ . (3.2.6)

Se verifica fácilmente que si A es una conexión de Lorentz entonces:

F IJ
µν = −F IJ

νµ = −F JI
µν . (3.2.7)

Ahora, suponga que se tiene tanto el marco e como una conexión de Lorentz D. Se puede usar
el marco para transferir la conexión de Lorentz del haz trivial M ×Rn al haz tangente TM . Es
decir,

∇̃uv := e(Du(e−1(v))), (3.2.8)
donde u, v ∈ X(M), y en componentes esto implica,

Γ̃αµν∂α := ∇̃µ∂v = e((∂µeIν + AIµJe
J
ν )ξI) = (∂µeIν + AIµJe

J
ν )eαI ∂α, (3.2.9)

y por lo tanto,
Γ̃αµν = (∂µeIν + AIµJe

J
ν )eαI . (3.2.10)
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Se suele llamar a ∇̃ la imitación de la conexión de Levi-Civita y a Γ̃αµν la imitación de
los śımbolos de Christoffel [3, 21].
Note que:

∇̃µgνσ = ∂µgνσ − Γ̃γµνgγσ − Γ̃γµσgνγ = ∂µ(eνJeJσ)− gγσeγI
(
∂µe

I
ν + AIµJe

J
ν

)
− gνγeγI

(
∂µe

I
σ + AIµJe

J
σ

)
.

Aśı,
∇̃µgνσ = −

(
eIσe

J
νAµIJ + eJσe

I
νAµIJ

)
= 0,

donde se ha usado la antisimétria de A. Es decir, ∇̃ es compatible con la métrica de espacio-
tiempo.

Se puede ir de TM a M × Rn usando el marco inverso, i.e.,

e−1 : TM →M × Rn. (3.2.11)

Note que se puede pensar a éste marco como una 1-forma con valores en Rn, esto es, se define
a e−1 como:

e−1 := eIαξI ⊗ dxα, (3.2.12)
donde ⊗ denota el producto tensorial. Además, se puede usar la conexión de Lorentz D para
definir derivadas covariantes exteriores de formas diferenciales dD con valores en Rn.

Luego, para la torsión de la conexión inducida, se tiene que:

Γ̃αµν − Γ̃ανµ = 2
(
∂[µe

I
ν] + AI[µ|J |e

J
ν]

)
eαI = Tαµν , (3.2.13)

donde Tαµν es el tensor de torsión, y este se puede expresar en términos de formas diferenciales
como:

T I = eIρT
ρ
µν⊗dxµ∧dxν = 2eIρe

ρ
J

(
∂[µe

J
ν] + AJ[µ|K|e

K
ν]

)
⊗dxµ∧dxν = 2

(
∂[µe

I
ν] + AI[µ|K|e

K
ν]

)
⊗dxµ∧dxν .

Aśı,
T I = 2D[µe

I
ν] ⊗ dxµ ∧ dxν := dDe

I . (3.2.14)

Donde, T I es la 2-forma de torsión, dD es la derivada covariante exterior. A la Ec. (3.2.14) se le
conoce como la primera ecuación de estructura de Cartan. Note que la conexión inducida no es
necesariamente libre de torsión, de hecho en la acción de Palatini la condicción libre de torsión
T I = 0 es una de las ecuaciones de Euler-Lagrange derivadas de ella.

Teorema 1. ∇̃ es libre de torsión si y sólo si dDeI = 0.
Prueba. Supóngase que ∇̃ es libre de torsión, sigue que:

∇̃µ∂ν − ∇̃ν∂µ = [∂µ∂α] = 0,⇒ Tαµν∂α = ∇̃µ∂ν − ∇̃ν∂µ = 0

De las Ecs. (3.2.9), (3.2.13) y (3.2.14) sigue que:

dDe
I = 0.

Ahora, se asume que dDeI = 0. Luego:

Tαµν∂α = 0⇒ ∇̃µ∂ν − ∇̃ν∂µ = 0⇒ ∇̃µ∂α − ∇̃α∂µ = [∂µ, ∂α] .

Se concluye que ∇̃ es libre de torsión�
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Proposición. La conexión ∇̃ preserva métrica.
Prueba. Sean,

u = uα∂α , s = e−1v = eIβv
βεI , s

′ = e−1w = eJγw
γεJ . (3.2.15)

Por un lado, note que:

uη(s, s′) = uη(eIβvβεI , eJγwγεJ) = uηIJe
I
βe

J
γv

βwγ.

Aśı,
uη(s, s′) = ug(v, w). (3.2.16)

Por el otro lado,

η(Dus, s
′) + η(s,Dus

′) = uα[η(Dαs, s
′) + η(s,Dαs

′)] = uα[η(Dαs
IεI , s

JεJ) + η(sIεI , Dαs
JεJ)]

= uα[η((∂αsI + AIαLs
L)εI , sJεJ) + η(sIεI , (∂αsJ + AJαMs

M)εJ)].

Usando el hecho de que η es un mapa bilineal se tiene que:

η(Dus, s
′) + η(s,Dus

′) = uα[∂αsIη(εI , εJ)sJ + AIαLs
LsJη(εI , εJ)

+ sI∂αs
Jη(εI , εJ) + sIAJαMs

Mη(εI , εJ)]
= uα[ηIJeJγwγ∂αvβ + (∂αeIβe

γ
I + AIαLe

L
βe

γ
I )vβwγ

+ ηIJe
J
γv

βeIβ∂αw
γ + (∂αeJγe

β
J + AJαMe

M
γ e

β
J)vβwγ]

= uα(gβγwγ∂αvβ + Γ̃γαβvβwγ + gγβv
β∂αw

γ + Γ̃βαγvβwγ),

agrupando términos y usando la metrica gαβ, para subir algunos ı́ndices, y su bilinealidad, sigue
que:

η(Dus, s
′) + η(s,Dus

′) = g(u(vβ)∂β + uαΓ̃βαγvγ∂β, w) + g(v, u(wγ)∂γ + uαΓ̃γαβwβ∂γ).

Aśı,
η(Dus, s

′) + η(s,Dus
′) = g(∇̃u(v), w) + g(v, ∇̃u(w)). (3.2.17)

De las Ecs. (3.2.16) y (3.2.17) se concluye que:

ug(v, w) = g(∇̃u(v), w) + g(v, ∇̃u(w)). (3.2.18)

Por lo tanto, ∇̃ preserva métrica�

Ahora, se sabe que la mejor conexión en TM es la de Levi-Civita (∇), lo que hace interesan-
te a la conexión de Levi-Civita es que preserva métrica y tiene torsión nula (o es libre de torsión).

Teorema 2. ∇̃ = ∇ si y sólo si ∇̃ es libre de torsión.
Prueba. La demostración del teorema se sigue de la proposición anterior.

Antes de discutir la acción de Palatini conviene encontrar la relación entre la curvatura
sobre M × Rn y la curvatura del espaciotiempo definida por medio de la conexión inducida.

La curvatura de Riemann inducida (o la imitación de la curvatura de Riemann) se
define por:

2∇̃[µ∇̃ν]vσ := R̃ρ
µνσvρ, (3.2.19)
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para un covector de espaciotiempo arbitrario vσ. De la definición abstracta para la conexión
inducida dada por la Ec. (3.2.8) se deduce que:

∇̃u∇̃vw = ∇̃u(e(Dv(e−1(w)))) = e(Du(e−1 ◦ e(Dv(e−1(w))))) = e(DuDv(e−1(w))),

donde u, v, w son vectores de espaciotiempo arbitrarios. Luego, antisimetrizando se obtiene:

R̃(u, v)w = e(DuDv(e−1(w)))− e(DvDu(e−1(w))) = e(F (u, v)(e−1(w))). (3.2.20)

En términos de coordenadas locales da:

R̃ρ
µνσ∂ρ = e(F J

µνIξJe
I
σ) = F J

µνIe
I
σe
ρ
J∂ρ, (3.2.21)

donde se ha usado F (∂µ, ∂ν)(e−1∂σ) = Fµν(eIσξI) = eIσF
J
µνIξJ , y por lo tanto,

R̃ρ
µνσ = F J

µνIe
I
σe
ρ
J . (3.2.22)

En resumen, se puede realizar una transferencia entre la curvatura interna y la del espaciotiempo
por medio de contracciones apropiadas de ı́ndices con la tétrada y la cotétrada. Usando la
Ec. (3.2.22) se puede expresar el tensor y el escalar de curvatura de Ricci en términos de
contracciones de la curvatura interna y la tétrada como:

R̃ρ
µνσ = eIσe

ρ
JF

J
µνI ,

R̃µσ = eIσe
ρ
JF

J
µρI . (3.2.23)

R̃ = gσµeIσe
ρ
JF

J
µρI = eµI e

ν
JF

IJ
µν . (3.2.24)

Ahora, es momento de describir le acción de Palatini. Ésta es básicamente la acción de Einstein-
Hilbert disfrazada, pero se enfatiza de nuevo que, a diferencia que la de Einstein-Hilbert, no
es una función de una métrica sobre M . De hecho, es una función de un campo de marcos e
y de una conexión de Lorentz A. En el enfoque de Palatini, la métrica en M no es un campo
fundamental; de hecho, es una función del campo de marco dada por gµν = ηIJe

I
µe
J
ν .

En coordenadas locales la acción de Palatini se escribe como:

S(A, e) =
∫
M
vol eαI e

β
JF

IJ
αβ , (3.2.25)

tal que vol =
√
|det g|dnx. En general, se puede establecer tal acción de la siguiente manera:

S (A, e) =
∫
M
eI ∧eJ ∧F IJ = −

∫
M
eI ∧eJ ∧ηIAηJBFAB = 1

2

∫
M
εAB

CDeA∧eB∧?FCD. (3.2.26)

Aśı,
S
(
A, e−1

)
= −

∫
M
tr(e−1 ∧ e−1 ∧ ?F ), (3.2.27)

donde ? es el operador estrella de Hodge [21, 27]. Lo que sigue es hallar las ecuaciones de
movimiento en el formalismo de Palatini, i.e., variar la acción respecto al marco e y el potencial
A. Primero para variaciones con con respecto al potencial A y δe−1 = 0, se tiene que:

δS = −
∫
M
tr(e−1 ∧ e−1 ∧ δ ? F ) = −

∫
M
tr(e−1 ∧ e−1 ∧ ?δF ).
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Teorema 3. Suponga que π : E →M es un haz vectorial. Sean M una variedad orientada
n-dimensional y ω una p-forma, y µ una q-forma con valores en End(E) 1. Si M tiene una
métrica semi-Riemanniana y p+ q = n, entonces,∫

M
tr(ω ∧ ?µ) =

∫
M
tr(µ ∧ ?ω). (3.2.28)

Prueba. La demostración se da en [21].

Del Teorema 3 sigue que:

δS = −
∫
M
tr(δF ∧ ?(e−1 ∧ e−1)) = −

∫
M
tr(dDδA ∧ ?(e−1 ∧ e−1)),

donde se ha usado el hecho de que δF = dDδA, para la demostración de esta afirmación con-
sultar también [21].

Teorema 4. Suponga que π : E →M es un haz vectorial. Sean M una variedad orientada
n-dimensinal y ω una p-forma, y µ una q-forma con valores en End(E). Si M es compacta y
p+ q = n− 1, entonces, ∫

M
tr(dDω ∧ µ) = (−1)p+1

∫
M
tr(ω ∧ dDµ). (3.2.29)

Prueba. La demostración se da en [21].

Usando el Teorema 4, sigue que:

δS = −
∫
M
tr(δA ∧ dD ? (e−1 ∧ e−1)).

Note que:
dD ? (e−1 ∧ e−1) = dD( 1

2!ε
IJ

ABe
A ∧ eB) = 1

2!ε
IJ

ABdD(eA ∧ eB).

Aśı,

dD ? (e−1 ∧ e−1) = 1
2!ε

IJ
AB(dDeA ∧ eB + (−1)1eA ∧ dDeB)

= 1
2!ε

IJ
AB(dDeA ∧ eB − eA ∧ dDeB),

en donde se ha usado la definición del operador estrella de Hodge y la definición de la derivada
exterior covariante (ver las Refs. [21, 27]). Entonces,

δS = −
∫
M
tr(δA ∧ 1

2!ε
IJ

AB(dDeA ∧ eB − eA ∧ dDeB)) = −
∫
M
tr(δA ∧ εIJ [AB]dDe

A ∧ eB).

De lo anterior se concluye que:

δS = 0⇔ εIJ [AB]dDe
A ∧ eB = 0⇒ dDe

I = 0 ∀e−1. (3.2.30)

Ahora, para variaciones de S con respecto al marco inverso e−1 y δA = 0, se tiene que:

δS = −δ
∫
M
tr
(
e−1 ∧ e−1 ∧ ?F

)
= −δ

∫
M
tr
(
F ∧ ?

(
e−1 ∧ e−1

))
.

1Dado un haz vectorial E sobre una variedad M , sea End(E), el haz de endomorfismos de E, que denota el
haz E ⊗ E∗.
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Aśı,

δS = −1
2

∫
M
tr(FIJ ∧ εIJ AB(δeA ∧ eB − eA ∧ δeB)) = −

∫
M
tr(FIJ ∧ εIJABeA ∧ δeB),

por lo tanto,
δS = 0⇔ εIJABFIJ ∧ eA = 0. (3.2.31)

En resumen, las ecuaciones de movimeinto que se obtienen de la acción de Palatini son:

εIJABFIJ ∧ eA = 0, (3.2.32)

dDe
I = 0. (3.2.33)

Por supuesto, la primera ecuación, asumiendo que la cotétrada no sea degenerada, es equi-
valente a las ecuaciones de Einstein sujetas a la condición de torsión nula. Sin embargo, la
diferencia con estas ecuaciones es que debido a que la tétrada nunca se utilizó expĺıcitamente,
también se puede considerar eI = 0, como una solución a estas ecuaciones de movimiento.
Pero, note que esta solución corresponde a un espaciotiempo de métrica degenerada por la Ec.
(2.6.12) y, por lo tanto, el espacio de solución a las Ecs. (3.2.30) y (3.2.31) es estrictamente
más grande que el espacio de solución para la versión métrica de las ecuaciones de Einstein,
como se deducen de la acción de Einstein-Hilbert. Por supuesto, las métricas degeneradas del
espaciotiempo dejan indefinida la acción de Einstein-Hilbert, y las ecuaciones de movimiento,
ya que incluso no se pueden definir las componentes de la conexión de Levi-Civita sin la inversa
de la métrica. El hecho de que las métricas degeneradas se permitan en este formalismo se ha
utilizado para sugerir que el cambio de topoloǵıa es factible en el (sector de gravedad pura del)
formalismo de Palatini.

3.3. El Formalismo de Ashtekar
Mientras que la RG es claramente una teoŕıa de norma en algún sentido, la relación precisa

entre la RG y otras teoŕıas de norma no es un tema simple. Ciertamente la noción de conexión
y curvatura son cruciales en RG, pero en la formulación original de Einstein-Hilbert son deri-
vados de una entidad más básica: la métrica. Por muchos años los investigadores han intentado
inventar formulaciones de la RG en las que la conexión juegue un rol más fundamental y la
métrica pase a segundo plano .

En el formalismo de Palatini, por ejemplo, la métrica es un concepto secundario, los cam-
pos básicos son una conexión de Lorentz en la imitación del haz tangente M × Rn y un
marco e : M × Rn → TM . Es interesante lo que pasa cuando se intenta cuantizar canónica-
mente la gravedad usando el formalismo de Palatini. Ya que hay más variables se esperan más
constricciones. De hecho, se encuentra que en adición a la constricciones escalar y de difeomor-
fismos, hay una constricción de ley de Gauss análoga a la del electromagnetismo y teoŕıas de
Yang-Mills. La forma de estas constricciones es mucho más simple que en la aproximación de
ADM (ver por ejemplo [25]). En particular, se pueden escribir las constricciones de tal forma
que sean polinomiales en términos de los campos que satisfacen las relaciones de conmutación
canónicas. Desafortunadamente, las constricciones no son cerradas bajo paréntesis de Poisson.
Esto complica la cuantización de la teoŕıa de tal forma que el formalismo de Palatini es un poco
mejor que el de Einstein-Hilbert para propósitos de gravedad cuántica.

Las nuevas variables o variables de Ashtekar pueden pensarse como una modificación
del formalismo de Palatini que evita este problema. La idea principal es tomar ventaja de las
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caracteŕısticas especiales del espaciotiempo de cuatro dimensiones y trabajar con la parte auto-
dual de la conexión de Lorentz. Esta forma de pensar las cosas fue desarrollada por Samuel aśı
como por Jacobson y Smolin, de forma independiente, alrededor de 1987, ver las Refs. [34, 35].

Usar la autodualidad en gravedad cuando la métrica es Lorentziana requiere trabajar con
campos de valor complejo. Por lo tanto, se define el haz tangente complejificado de M , escrito
CTM , como el haz vectorial cuyas fibras en cada punto p ∈ M es el espacio vectorial C ⊗
TpM que consiste de combinaciones lineales complejas de vectores tangentes. Hay también una
imitación del haz tangente complejificado, es decir, el haz trivial M×C4. Un campo de marcos
complejificado es, entonces, un isomorfismo de haz vectorial,

e : M × C4 → CTM. (3.3.1)

Se define la métrica interna η sobre M×C4 por la misma fórmula que para M×R4. Esto permite
subir y bajar indices internos. Ahora, una conexión A en M × C4 es una 1-forma con valores
en End(C4) en M .2 Sus componentes se escriben como AIJα . Se dice que A es una conexión de
Lorentz si,

AIJα = −AJIα . (3.3.2)

Debido a esta propiedad de antisimetŕıa, se puede pensar a una conexión de Lorentz como una
1-forma con valores en Λ2C4 3. Recuerde que el operador estrella de Hodge mapea 2-formas
a 2-formas en 4 dimensiones, lo que representa la base de la simétria de dualidad. Hay un
operdor estrella de Hodge interno análogo, que mapea Λ2C4 en si mismo; denotado por
∗, y está dado por:

∗T IJ = 1
2ε

IJ
KLT

KL, (3.3.3)

para cualquier cantidad con dos indices internos superiores antisimétricos, análogo al Hodge
ordinario, ver Refs. [21, 27].

En particular, se define el Hodge interno dual de una conexión de Lorentz por:

(∗A)IJα = 1
2ε

IJ
KLA

KL
α . (3.3.4)

En variedades Lorentzianas se tiene que:

(∗ · ∗A)IJµ = 1
2ε

IJ
KL(∗A)KLµ = 1

4ε
IJ

KLε
KL

MNA
MN
µ = 1

4(−4δ[I
Mδ

J ]
N )AMN

µ = −AIJµ ,

donde εKLMN es un śımbolo totalmente antisimétrico con ε0123 = 1 y ε0123 = −1. Sigue que:

∗2 = −1. (3.3.5)

Por esta razón, se fuerza a usar conexiones complejas como variable autodual y se dice que una
conexión de Lorentz es autodual, si y sólo si,

(∗A)IJµ = iAIJµ , (3.3.6)

y antiautodual, si y sólo si,
(∗A)IJµ = −iAIJµ , (3.3.7)

2Note que aqúı se ha usado el término conexión para referirse al potencial vectorial tal como se suele
acostumbrar.

3Λ2C4 denota el espacio de las 2-formas en C4.
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Esto, entonces, permite descomponer cualquier conexión en su componentes auto y anti auto-
dual como:

AIJµ = +AIJµ + −AIJµ , (3.3.8)
donde,

+AIJµ := 1
2
(
AIJµ − i(∗A)IJµ

)
, (3.3.9)

y,
−AIJµ := 1

2
(
AIJµ + i(∗A)IJµ

)
. (3.3.10)

Sigue que +AIJµ y −AIJµ son auto y anti autodual respectivamente, ya que:

(∗−A)IJµ = 1
2
(
∗AIJµ + i(∗ · ∗A)IJµ

)
= 1

2
(
∗AIJµ − iAIJµ

)
= − i2

(
AIJµ + i ∗ AIJµ

)
= −i−AIJµ ,

similarmente para +AIJµ . Note que:

+AIJ(−BIJ) = 0. (3.3.11)
+AIJBIJ =+ AIJ(+BIJ). (3.3.12)

[A,B]IJ = [+A,+B]IJ + [−A,−B]IJ , (3.3.13)
donde A y B son conexiones de Lorentz arbitrarias.

En el formalismo autodual de la RG, uno de los dos campos básicos es una conexión de
Lorentz autodual, i.e., una conexión de Lorentz +A en M × C4 con:

∗+A = i+A. (3.3.14)

El otro campo básico es un campo de marcos complejo e : M × C4 → CTM . La acción en
la formulación autodual se construye usando la curvatura de la conexión autodual de Lorentz,
que se escribe como +F y en coordenadas locales está dada por:

+F IJ
µν = 2∂[µ

+AIJν] + [+Aµ,+Aν ]IJ . (3.3.15)

Como en el formalismo de Palatini, se puede usar el marco para definir una métrica gµν en M
por:

gµν = ηIJe
I
µe
J
ν , (3.3.16)

donde los coeficientes eIµ se definen usando el campo de marcos inverso,

e−1∂µ = eIµξI . (3.3.17)

Sin embargo, ya que el marco es complejo, la métrica gµν es ahora compleja.

La acción autodual está dada por:

SSD(+A, e) =
∫
M
vol eµI e

ν +
J F IJ

µν , (3.3.18)

donde, la forma de volumen es:
vol =

√
−detg d4x, (3.3.19)

gµν siendo definido en términos de e como en la Ec. (3.3.16). Es decir, note que:

vol = d4x
√
|detg| = d4x

√
|e2| = d4x

√
|e| · |e| = d4x |e|,
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para métricas Lorenzianas se tiene que |detg| = −detg, entonces,

e := |e| =
√
−detg ⇒ vol = d4x e. (3.3.20)

Sigue que:
SSD(+A, e) =

∫
M
d4x e eµI e

ν
J

+F IJ
µν . (3.3.21)

Antes de discutir las ecuaciones que se obtienen de la acción autodual, se dira algo más acerca
de la autodualidad. Se puede definir el Hodge dual interno de la curvatura de una conexión en
M × C4 como sigue,

(∗F )IJµν = 1
2ε

IJ
KLF

KL
µν , (3.3.22)

y se dice que la curvatura es autodual si,

∗F = iF. (3.3.23)

Proposición. La curvatura de una conexión de Lorentz autodual en M× C4 es autodual.
Prueba. Sea F dado en coordenadas locales como en la Ec. (3.2.6), entonces,

(∗F )IJµν = 1
2ε

IJ
KL(2∂[µA

KL
ν] +AKµMA

ML
ν −AKνMAML

µ ) = 2∂[µ ∗AIJν] + ∗(AIµMAMJ
ν )−∗(AIνMAMJ

µ ).

Sigue que,
(∗F )IJµν = i 2∂[µA

IJ
ν] + i[Aµ, Aν ]IJ = iF IJ

µν �

Sin embargo, este hecho es tan importante que se debe explicar su razón de fondo. Dada un
álgebra de Lie real g (una que es un espacio vectorial sobre los números reales), se puede
convertir el espacio vectorial g ⊗ C en un álgebra de Lie definiendo, para cualquier x, y ∈ g y
α, β ∈ C,

[x⊗ α, y ⊗ β] = [x, y]⊗ αβ. (3.3.24)
El álgebra de Lie g⊗C es llamada la complejificación de g. Ahora, toda álgebra de Lie compleja
puede pensarse como un álgebra de Lie real si se ignora la habilidad de multiplicar sus elementos
por números imaginarios. Si g viene de un álgebra de Lie de esta manera, resulta que g⊗C =
{x⊗ z : x ∈ g, z ∈ C} es isomorfa a la suma directa de dos copias de g. Note que, si g viene de
un álgebra de Lie compleja entonces,

g± =
{1

2(x⊗ 1± ix⊗ i) : x ∈ g
}
, (3.3.25)

son subálgebras de Lie de g⊗ C, que son isomorfas como álgebras de Lie a g. Además, g⊗ C
es la suma directa de las álgebras de Lie g±, i.e.,

g⊗ C = g+ ⊕ g−, (3.3.26)

ya que, para todo v ∈ g⊗ C, existe (u,w) ∈ g+ × g−, tal que,

u+ w = 1
2(v ⊗ 1 + iv ⊗ i) + 1

2(v ⊗ 1− iv ⊗ i) = v,

y, también, g+ ∩ g− = ∅.

Ahora, una conexión de Lorentz en M × C4 es básicamente sólo una 1-forma con valo-
res en so(3, 1) ⊗ C. Sin embargo, SL(2,C) es una cubierta doble4 de SO0(3, 1). Esto implica

4Una cubierta doble es un mapa ρ : SL(2,C)→ SO0(3, 1) que es dos a uno y sobreyectivo.
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que las álgebras de Lie so0(3, 1) y sl(2,C) son isomorfas. Sigue que so0(3, 1) ⊗ C es isomorfa
a sl(2,C) ⊗ C. Como una consecuencia, so0(3, 1) ⊗ C es una suma directa de dos subálge-
bras isomorfas a sl(2,C), llamadas las partes autodual y antiautodual. Ya que una subálgebra
de Lie es cerrada bajo corchete de Lie, si una conexión +A es autodual, entonces también
lo es su curvatura +F . A partir de este punto de vista, es la existencia de la cubierta doble
ρ : SL(2,C) → SO0(3, 1) la que hace a la autodualidad tan útil en gravedad de 4 dimensio-
nes. La división de Λ2C4 en sus partes autodual y antiautodual corresponde a la división de
so0(3, 1)⊗ C en dos subálgebras de Lie isomorfas a sl(2,C).

Ya que la curvatura de una conexión de Lorentz autodual también es autodual (similarmente
para el caso antiautodual) sigue que la acción compleja de Palatini se puede escribir como la
suma de sus componentes autodual y antiautodual, i.e.,

SPAL[e, A] = SSD[e,+A] + SASD[e,−A], (3.3.27)

el resultado a señalar es que sólo se necesita considerar la acción autodual (o equivalentemente
la antiautodual) de forma separada pora recuperar las ecuaciones de moviento de la RG com-
pleja.

Lo que sigue es variar la acción autodual, y exigir que:

δSSD = 0. (3.3.28)

Primero, para variaciones en la conexión, note que:

δ+F IJ
µν = ∂µδ

+AIJν − ∂νδ+AIJµ + δ(+AI +
µK AKJν )− δ(+AI +

νK AKJµ )
= ∂µδ

+AIJν ++ AIµKδ
+AKJν ++ AJ +

µK AIKν − (∂νδ+AIJµ ++ AIνKδ
+AKJµ ++ AJ +

νK AIKµ ).

Aśı,
δ+F IJ

µν = Dµδ+AIJν −Dνδ+AIJµ = 2D[µδ
+AIJν] . (3.3.29)

Entonces, se tiene que:

δSSD =
∫
M
d4xe eµI e

ν
Jδ(+F IJ

µν ) =
∫
M
d4xe eµI e

ν
J2D[µδ

+AIJν]

= 2
∫
M
d4x∂µ

[
e +(e[µ

I e
ν]
J )δ+AIJν

]
− 2

∫
M
d4xDµ

[
e +(e[µ

I e
ν]
J )
]
δ+AIJν ,

ya que:

D[µδ
+AIJν] e e

µ
I e
ν
J = D[µδ

+AIJν] e
+(eµI eνJ) = ∂µ

[
e +(e[µ

I e
ν]
J )δ+AIJν

]
−
{
∂µ
[
e +(e[µ

I e
ν]
J )
]
− +AKµIe

+(e[µ
Ke

ν]
J )

−+AKµJe
+(e[µ

I e
ν]
K)
}
δ+AIJν .

Entonces,
D[µδ

+AIJν] e e
µ
I e
ν
J = ∂µ

[
e +(eµI eνJ)δ+AIJν

]
−Dµ

[
e +(e[µ

I e
ν]
J )
]
δ+AIJν ,

donde D es compatible con +A. Note que se ha forzado a usar la parte autodual de e[µ
I e

ν]
J ya

que se requiere que las variaciones de δ+AIJµ sean autoduales, ver por ejemplo la Ec. (3.3.12).

Ahora, al despreciar términos de frontera se tiene que:

δSSD = −2
∫
M
d4xDµ

[
e+(e[µ

I e
ν]
J )
]
δ+AIJν ,
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por lo tanto,
δSSD = 0 ⇔ Dµ

[
e+(e[µ

I e
ν]
J )
]

= 0. (3.3.30)

Proposición. La ecuación (3.3.30) implica queDµ es la parte autodual de la derivada covariante
generalizada única libre de torsión ∇µ compatible con eµI .
Prueba. Sea ΓaIJ el śımbolo de Christoffel interno de ∇µ. Se define la parte dual +∇µ de ∇µ

por,
+∇µvI := ∂µvI ++ ΓµIJvJ , (3.3.31)

donde +ΓJαI es la parte autodual de ΓJµI . La diferencia entre Dµ y +∇µ se carazteriza por un
campo tensorial +CJ

µI definido por:

DµvI =:+ ∇µvI ++ CµI
JvJ . (3.3.32)

Note que:
DµvI = ∂µvI ++ AµI

JvJ = ∂µvI ++ ΓµIJvJ ++ CµI
JvJ .

Entonces,
+AµI

J =+ ΓµIJ ++ CµI
J . (3.3.33)

De la Ec. (3.3.32) sigue que:

+∇µ

[
e +

(
e

[µ
I e

ν]
J

)]
+ e

[
+CµI

K+
(
e

[µ
Ke

ν]
J

)
+ +CµJ

K+
(
e

[µ
I e

ν]
K

)]
= 0 (3.3.34)

Además,
∇µvI = ∂µvI + (+ΓµIJ +− ΓµIJ)vJ .

Aśı,
+∇µvI = ∇µvI −− ΓµIJvJ , (3.3.35)

donde −ΓµIJ es la parte antiautodual del śımbolo de Christoffel interno ΓaIJ . Entonces,

∇µ

[
e +

(
e

[µ
I e

ν]
J

)]
− e

[
−ΓµIK+

(
e

[µ
Ke

ν]
J

)
+− ΓµJK+

(
e

[µ
I e

ν]
K

)]
+e

[
+CµI

K+
(
e

[µ
Ke

ν]
J

)
+ +CµJ

K+
(
e

[µ
I e

ν]
K

)]
= 0. (3.3.36)

Luego, se tiene que:

∇µ

[
e +

(
e

[µ
I e

ν]
J

)]
= ∇µ

[
e

1
2

(
e

[µ
I e

ν]
J −

1
2iε

KL
IJ e

[µ
Ke

ν]
L

)]
= 0,

ya que ∇µ es compatible con eνI , en particular ∇µe
µ
I = 0, y ∇µe = 0. Además,

[
+Cµ, e

[µeν]
]
IJ

= 1
2
([

+Cµ, e
[µ
]
I
e
ν]
J + eµI

[
+Cµ, e

ν]
]
J

)
=
(

+CµI
Ke

[µ
K −+ CµK

Ke
[µ
I

)
e
ν]
J + e

[µ
I

(
+CµJ

Ke
ν]
K − + CµK

Ke
ν]
J

)
,

donde se ha usado el hecho de que CµKK = 0, ya que CµIJ = Cµ[IJ ]. Entonces,[
+Cµ, e

[µeν]
]
IJ

= +CµI
Ke

[µ
Ke

ν]
J + +CµJ

Ke
[µ
I e

ν]
K . (3.3.37)

Similarmente, [
+Cµ, ∗

(
e[µeν]

)]
IJ

= +CµI
K ∗

(
e

[µ
Ke

ν]
J

)
+ +CµJ

K ∗
(
e

[µ
I e

ν]
K

)
. (3.3.38)

De las Ecs. (3.3.37) y (3.3.38) sigue que:[
+Cµ,

+
(
e[µeν]

)]
IJ

= +CµI
K+

(
e

[µ
Ke

ν]
J

)
+ +CµJ

K+
(
e

[µ
I e

ν]
K

)
. (3.3.39)
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De forma análoga se puede mostrar que:[
−Γµ,+ (e[µeν])

]
IJ

= −ΓµIK+
(
e

[µ
Ke

ν]
J

)
+ −ΓµJK+

(
e

[µ
I e

ν]
K

)
. (3.3.40)

Entonces, la ecuación (3.3.36) se puede escribir como,

−
[
−Γµ, +

(
e[µeν]

)]
IJ

+
[

+Cµ,
+
(
e[µeν]

)]
IJ

= 0. (3.3.41)

Pero, el primer conmutador se anula ya que −ΓµIJ es antiautodual mientras que +(e[µeν]) es
autodual; en el segundo conmutador, +(e[µeν]) se puede remplazar por e[µeν], ver Ecs. (3.3.12)
y (3.3.13). Por lo tanto,

+CµI
Ke

[µ
Ke

ν]
J + + CµJ

Ke
[µ
I e

ν]
K = 0. (3.3.42)

Lo que sigue es verificar que +CJ
µI = 0.

Se define el campo tensorial Sµνγ por medio de,

Sµνγ :=+ CµIJe
I
νe
J
γ , (3.3.43)

tal que +Cµ[IJ ] ↪→ Sµ[νγ]. Note que:

eIνe
J
σ

(
+CµI

Ke
[µ
Ke

ν]
J + +CµJ

Ke
[µ
I e

ν]
K

)
=+ CσK

K − 2+CµJ
KeµKe

J
σ + 4 +CµJ

KeJσe
µ
K = 0.

Aśı,
+CσK

K + 2Sµµσ = 0⇒ Sµµσ = 0, (3.3.44)

ya que +CσK
K = 0. De las Ecs. (3.3.41) y (3.3.44), se tiene que:

+CµI
KeνKe

µ
J −+ CµJ

KeνKe
µ
I = 0. (3.3.45)

Además,

eIσe
J
γ (+CµI

KeνKe
µ
J −+ CµJ

KeνKe
µ
I ) = δµγ

+CµI
KeIσe

ν
K − δµσ+CµJ

KeνKe
J
γ = Sγσ

ν − Sσγν = 0.

Aśı,
S[σγ]

ν = 0 ∴ Sµνσ = S(µν)σ, (3.3.46)

i.e., S es simétrico en los dos primeros ı́ndices y antisimétrico en los dos últimos. De aqúı,

Sµνσ = Sµ[νσ] = 1
2(Sµνσ − Sµσν) = 1

2(Sµ[νσ] − S[ν|µ|σ]) = 0,

esto implica que,
CJ
µI = 0, (3.3.47)

ya que e es invertible. Por lo tanto,

Dµ =+ ∇µ ⇒+ AJµI =+ ΓJµI , (3.3.48)

i.e., Dµ es la parte autodual de la derivada covariante generalizada única libre de torsión ∇µ �

La proposición anterior implica que la parte autodual del tensor de Riemann de gµν ,

+Rµ
νγ
σ = 1

2 (Rµ
νγ
σ − i(∗R)µνγσ) , (3.3.49)
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se relaciona a +F por el campo de marco como sigue,
+Rµ

νγ
σ = + F IJ

νγ e
µ
I e
σ
J . (3.3.50)

+Rµν = + Rγ
µγν = + F IJ

µγ e
γ
I eνJ . (3.3.51)

+R := + Rµ
µ = + F IJ

µγ e
γ
I e
µ
J . (3.3.52)

Segundo, variando respecto al marco se tiene que,

δSSD = δ
∫
M
vol eµI e

ν +
J F IJ

µν = 2
∫
M
vol

(
eν +
J F IJ

µν −
1
2e

I
µe
γ
Ke

δ +
L FKL

γδ

)
δeµI ,

donde se ha usado que δvol = −eKγ δe
γ
K vol. De las Ecs. (3.3.51) y (3.3.52), sigue que:

δSSD = 2
∫
M
vol

(
+Rµν −

1
2

+Rgµν

)
ηIJeνJδe

µ
I . (3.3.53)

Se concluye que:
δSSD = 0⇔ +Rµν −

1
2

+Rgµν = 0. (3.3.54)

Es decir, se han encontrado las ecuaciones de Einstein autoduales. Sin embargo, usando las
simétrias del tensor de Riemann, estas ecuaciones autoduales son equivalentes a las ecuaciones
de Einstein del vacio. Esto es:

gµν( +Rµν −
1
2

+Rgµν) = + R− 2 +R = 0,

entonces,
+R = 0⇒+ Rµν = + Rγ

µγν = 0.
Luego,

+Rγ
µγν = 1

2(Rγ
µγν − i(∗R)γµγν) = 0⇒ Rµν = i

2εµν
δσRγ

δγσ,

pero ya que Rµν ∈ R, se sigue que:
Rµν = 0. (3.3.55)

Note que se han recuperado las ecuaciones de Einstein del vaćıo para métricas complejas sobre
el espaciotimpo M . Para obtener la RG ordinaria, se necesita imponer condiciones de reali-
dad sobre los marcos complejos que hacen a gµν de valor real.

3.4. Transformada de Legendre
Para poner la teoŕıa autodual para gravedad compleja 3 + 1 en forma Hamiltoniana, se

procede de forma análoga a como se hizo en el formalismo ADM. Sin embargo, ya que la
métrica del espaciotiempo gµν = ηIJe

I
µe
J
ν ahora es compleja, sólo se puede asumir que M es

topológicamente Σ × R para alguna subvariedad Σ y se asume que existe una función real t
cuyas superficies t = cte. folian M (No se puede asumir que Σ es espacial, ya que la signatura
de una métrica compleja no está definida). Aún se puede introducir un campo vectorial de flujo
real (que satisface tµ(dt)µ = 1), y una normal covariante unitaria nµ a las superficies t = cte.
que satisface nµnµ = −1. (se puede elegir −1 para la normalización de nµ ya que se permite
que nµ sea complejo.) Note que nµ = gµνnν es el campo vectorial asociado a nµ, y se relaciona
a la función lapso compleja N y al vector de corrimiento Na por medio de:

tµ = Nnµ +Nµ, (3.4.1)
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con Nµnµ = 0.
Se puede definir la métrica espacial como:

qµν := gµν + nµnν . (3.4.2)

Este tensor es espacial ya que cuando se contrae cualquier ı́ndice por nµ el resultado es cero.
Por ejemplo,

qµνn
ν = gµνn

ν + nµnνn
ν = nµ − nµ = 0.

Usando esto se tiene que qνµ = δνµ + nµnν proyecta campos vectoriales sobre sus componentes
tangentes a Σt, ya que para vectores ortogonales qνµnµ = 0, y para vectores tangentes es la
identidad,

qνµN
µ =

(
δνµ + nµnν

)
Nµ = Nν ,

donde se ha usado Nµnµ = 0. Se sigue que cualquier tensor espaciotemporal puede proyectarse
a su versión espacial contrayendo con qνµ en todos sus ı́ndices libres, i.e.,

T
µ1...µp
espacial ν1...νq = qµ1

α1 · · · q
µp
αpq

β1
ν1 · · · q

βq
νq T

α1...αp
β1...βq (3.4.3)

La interpretación de qµν es que es la métrica espacial sobre la hipersuperficie Σt, además, es
equivalente a gµν en todos los vectores tangente a la hipersuperficie pero degenerada en vectores
perpendiculares, proporcional a nµ.

Se puede definir la proyección espacial de la tetrada por:

Eµ
I := eνI (δµν + nµnν) = eµI + nµnI , (3.4.4)

donde nI := eµInµ, es por construcción un covector interno temporal de longitud unitaria. Note
que:

Eµ
I nµ = (eµI + nµnI)nµ = nI − nI = 0,

y,
Eµ
I n

I = (eµI + nµnI)nI = eµI e
I
νn

ν + nµnIe
νInν = nµ − nµ = 0,

aśı que se puede pensar a Eµ
I como un ente espacial (i.e, como una triada).

De la Ec. (3.4.4) se tiene que:
eµI = Eµ

I − nµnI , (3.4.5)

entonces,
SSD(+A, e) =

∫
M
d4xe (Eµ

I − nµnI) (Eν
J − nνnJ) eν +

J F IJ
µν ,

SSD(+A, e) =
∫
M
d4xe (Eµ

I E
ν
J − 2Eµ

I n
νnJ + nµnνnInJ) + F IJ

µν ,

donde se ha usado que +F IJ
µν = + F JI

νµ . Note que:

nµnνnIn
+
J F

IJ
µν = −nµnνnIn +

J F
IJ
νµ ⇒ nµnνnIn

+
J F

IJ
µν = 0.

Aśı,
SSD(+A, e) =

∫
M
d4xe

(
Eµ
I E

ν +
J F IJ

µν − 2Eµ
I n

νn +
J F

IJ
µν

)
. (3.4.6)

Ya que +F IJ
µν es autodual se tiene que:

(∗F )IJµν = iF IJ
µν ⇒ F IJ

µν = − i2ε
IJ
KLF

KL
µν . (3.4.7)
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Sigue que:
SSD(+A, e) =

∫
M
d4xe

(
Eµ
I E

ν
J

+F IJ
µν + iEµ

I n
νnJε

IJ
KL

+FKL
µν

)
,

=
∫
M
d4xe

(
Eµ
I E

ν +
J F IJ

µν + iEµ
IN
−1tνnJε

IJ
KL

+FKL
µν − iE

µ
IN
−1N νnJε

IJ
KL

+FKL
µν

)
. (3.4.8)

Note que:∫
M
d4xe iEµ

IN
−1tνnJε

IJ
KL

+FKL
µν = i

∫
M
d4xnJN

−1εIJKLt
νEµ

I

[
+Aµ,

+Aν
]KL

+ i
∫
M
d4xe nJN

−1
[
∂µ
(

+AKLν Eµ
I t
νεIJKL

)
− + AKLν ∂µ

(
Eµ
I t
νεIJKL)− (∂ +

ν AKLµ
)
tνεIJKLE

µ
I

]
= i

∫
M
d4xnJN

−1εIJKLt
νEµ

I

[
+Aµ,

+Aν
]KL

+ i
∫
M
d4x e nJN

−1
[
∂µ(tν +AKLν )Eµ

I ε
IJ

KL

−εIJKL( +AKLν )Eµ
I ∂µt

ν − (∂ +
ν AKLµ )tνεIJKLEµ

I

]
.

Aśı,∫
M
d4xe iEµ

IN
−1tνnJε

IJ
KL

+FKL
µν = −i

∫
M
d4x e nJε

IJ
KLE

µ
I N

−1
[(
∂ +
ν AKLµ

)
tν + + AKLν ∂µt

ν

−
(
∂µ
(
tν AKLν

)
+ + AKµM t

ν +AML
ν + tν +AKνM

+ALMµ
)]
,

donde se ha usado el hecho de que +AIJµ = − +AJIµ . Además, se tiene que:

Dµ(tν +Aν)KL = ∂µ(tν +AKLν ) + + AKµM t
ν +AML

ν + tν+AKνM
+ALMµ .

L +
tγ A

KL
µ = tν∂ +

ν AKLµ + + AKLν ∂µt
ν .

Sigue que:∫
M
d4xe iEµ

IN
−1tνnJε

IJ
KL

+FKL
µν = −i

∫
M
d4x e εIKLE

µ
I N

−1
[
L +
tγ A

KL
µ −Dµ(tν +Aν)KL

]
,

(3.4.9)
donde se ha definido εI KL := nJε

IJ
KL. Sustituyendo la Ec. (3.4.9) en la Ec. (3.4.8), se obtiene

que:

SSD(+A, e) =
∫
M
d4xe

[
Eµ
I E

ν
J

+F IJ
µν − iεIKLE

µ
I N

−1
(
Ltγ+AKLµ −Dµ(tν +Aν)KL

)
−iEµ

IN
−1NνεI KL

+FKL
µν

]
.

Ahora,

eDµ(tν +Aν)KLEµ
I ε
I
KL = ∂µ

[
e (tν +Aν)KLEµ

I ε
I
KL

]
−Dµ

(
eEµ

I ε
I
KL

) (
tν+Aν

)KL
.

Entonces,
SSD(+A, e) =

∫
M
d4xe

[
Eµ
I E

ν +
J F IJ

µν − iεI KLE
µ
I N

−1L +
tγ A

KL
µ

+i e−1N−1
(
∂µ
(
e (tν+Aν)KLEµ

I ε
I
KL

)
−Dµ

(
eEµ

I ε
I
KL

) (
tν +Aν

)KL)
− iEµ

IN
−1N νεIKL

+FKL
µν

]
.

Ya que se asume que M es difeomorfa a Σ×R, el difeomorfismo, denotado por φ, significa que
se puede definir una familia 1-paramétrica de encajamientos de Σ en M como sigue:

φ : Σ× R→M

φτ : Σ→ Στ ⊂M
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φτ : ξ 7→ x = φ(ξ) := φ(ξ, τ), (3.4.10)
tener estas relaciones significa que se puede hacer el pullback de campos tensoriales contrava-
riantes en M a Σ por medio de estos encajamientos.

Se puede emplear los encajamientos φt para retroceder las ecuaciones espaciales a la variedad
abstracta Σ, esto permite escribir SSD como una integral sobre Σ× R. Esto es:

EaI = Xµ
aEµI = Xµ

a (eµI + nµnI) = eaI +Xµ
anµnI = eaI , (3.4.11)

ya que na = Xµ
anµ = 0. Es decir, EaI transforma como una tŕıada.

La métrica inducida qab en Σ está dada por:

qab = Xµ
aX

ν
b qµν = Xµ

aX
ν
b (gµν + nµnν) = Xµ

aX
ν
b gµν , (3.4.12)

donde se ha usado el hecho de que na := Xµ
anµ = 0. En general, no se puede retroceder tensores

contravariantes, pero se puede usar la métrica inducida para subir ı́ndices en Σ, tal que se pueda
definir vectores de corrimiento Na := qabXµ

b gµνN
ν sobre Σ, y similarmente para otros vectores.

Ahora, se puede escribir la acción SSD en la forma 3 + 1, notando que la integración es
invariante bajo difeomorfismos usando la forma de volumen,

vol =
√
|det(φ∗g)|d4x = ed4x = N

√
qd3ξdt. (3.4.13)

Por lo tanto, se puede escribir SSD en forma 3 + 1 como:

SSD(+A, e) =
∫
R
dt
∫

Σ
d3ξ N

√
q
{
Ea
IE

b
JX

µ
aX

ν
b

+F IJ
µν − iεIKLEa

IX
µ
a N

−1Ltγ+AKLµ

+i q−1/2N−1
[
∂µ
(
q1/2(tν +Aν)KLEa

IX
µ
a ε

I
KL

)
−Dµ

(
q1/2Ea

IX
µ
a ε

I
KL

)
(tν +Aν)KL

]
−iEa

IX
µ
aN

−1N bXν
b ε
I
KL

+FKL
µν

}
=
∫
R
dt
∫

Σ
d3ξ

[
Nq1/2Ea

IE
b
J

+F IJ
ab − i q1/2εIKLE

a
ILtγ+AKLa

−iDa
(
q1/2Ea

I ε
I
KL

)
(tν +Aν)KL − i q1/2Ea

IN
bεIKL

+FKL
ab

]
.

Donde, se ha despreciado términos de frontera y se ha usado que:

F IJ
ab = Xµ

a X
ν
b F

IJ
µν , L +

tγ A
KL
a = Xµ

aL +
tγ A

KL
µ , Da = Xµ

aDµ. (3.4.14)

Luego, se define:
L +
tγ A

KL
a := + ȦKLa , Ẽa

I := q1/2Ea
I , N˜ := q−1/2N. (3.4.15)

Es decir, Ẽa
I es una tŕıada de densidad de peso +1 y N˜ tiene densidad de peso −1. Por lo tanto,

SSD(+A, e) =
∫
R
dt
∫

Σ
d3ξ

[
N˜Ẽa

I Ẽ
b
J

+F IJ
ab − i εIKLẼa

I
+ȦKLa

−iDa
(
Ẽa
I ε
I
KL

)
(tν+Aν)KL − i Ẽa

IN
bεIKL

+FKL
ab

]
. (3.4.16)

Las variables de configuración son ahora +AIJa , N b, tν +Aν y N˜.

Lo que sigue es calcular los momentos conjugados a las variables de configuración. Se pue-
de verificar inmediatamente que los momentos conjugados a N b, tν +Aν y N˜ se anulan, esto
significa que hay constricciones primarias asociadas con estos momentos conjugados. Se dice
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que N b, tν +Aν y N˜ juegan el rol de multiplicadores de Lagrange. Por otro lado, note que el
momento conjugado a +AIJa está dado por:

P a
IJ := δL

δ +ȦIJa
= ∂L
∂ +ȦIJa

= −i +(Ẽa
KεIJ

K). (3.4.17)

El hecho de que el momento conjugado a +AIJa sea la parte autodual de −iEa
KεIJ

K se debe a
que su coeficiente +ȦIJa es autodual, y por eso se proyecta en el espacio autodual de todo lo
que multiplica. Se puede determinar la forma expĺıcita de P a

IJ , i.e.,

P a
IJ = −i12

(
Ẽa
KεIJ

K − i12εIJ
MNεKMN Ẽ

a
K

)
= −i12

(
Ẽa
KεIJ

K − i12εIJ
MNnP εMN

PKẼa
K

)
= −i12

(
Ẽa
KεIJ

K − i12(−4δ[P
I δ

K]
J )nP Ẽa

K

)
= −i12Ẽ

a
KεIJ

K + n[IẼ
a
J ].

Aśı,
P a
IJ = n[IẼ

a
J ] −

i

2εIJ
K Ẽa

K . (3.4.18)

Entonces, el espacio fase complejo (CΓSD,C ΩSD) es coordenado por el par de campos complejos
(+AIJa , P

a
IJ), y tiene estructura simpléctica compleja natural,

CΩSD =
∫

Σ
dP a

IJ ∧ d+AIJa . (3.4.19)

Por lo tanto, el paréntesis de Poisson fundamental, definido por CΩSD, de la teoŕıa es la parte
autodual del paréntesis

{
+AIJa (x), P b

KL(y)
}

, i.e.,

+
{

+AIJa (x), P b
KL(y)

}
= 1

2δ
b
a

(
δ

[I
Kδ

J ]
L −

i

2ε
MN

KL δ
[I
Mδ

J ]
N

)
δ3(x,y) (3.4.20)

Antes de poner la transformada de Legendre expĺıcitamente conviene poner la acción dada por
la Ec. (3.4.16) en términos del momento P a

IJ , i.e.,

SSD =
∫
R
dt
∫

Σ
d3ξ [N˜P a

ILP
b L +
J F IJ

ab + P a +
IJ ȦIJa +DaP a

IJ (tν +Aν)IJ + P a
IJN

b +F IJ
ab ], (3.4.21)

donde la única parte no trivial es,

P a
ILP

bL
J

+F IJ
ab = +

(
−iεILM Ẽa

M

)
+
(
−iεJKLẼb

K

)
+F IJ

ab ,

entonces,

P a
ILP

bL
J

+F IJ
ab = −1

2

[
εIL

KẼa +
K (εML

J Ẽb
M)− i

2εIL
PQεKPQẼ

a +
K (εJMLẼb

M)
]

+F IJ
ab . (3.4.22)

Note que:

εIL
KẼa

K
+(εJMLẼb

M)+F IJ
ab = −δ[K

J δ
I]
M Ẽ

a
KẼ

bM+F J
abI + iδ

[K
P δIMδ

L]
O εJL

PQẼbM Ẽb
K

+F J
abI .

Aśı,
εIL

KẼa
K

+
(
εJ
MLẼb

M

)
= −Ẽa

JE
b
J

+F
[IJ ]
ab = −Ẽa

JE
b
J

+F IJ
ab . (3.4.23)

Luego,
i

2εIL
PQεPQ

KẼa +
K (εJMLẼb

M)+F IJ
ab = i

2
(
−2δ[K

J δPMδ
Q]
L ε

IL
PQẼ

bM Ẽa
K

+F J
abI

− i2εIL
PQεJ

L
R
SεPQ

KεS
MRẼa

KẼ
b
M

+F IJ
ab

)
= −1

4ε
LQJKεLQPIẼ

bP Ẽa
K

+F I
abJ = δ

[J
P δ

K]
I ẼbP Ẽa

K
+F I

abJ ,
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entonces,
i

2εIL
PQεPQ

KẼa
K

+
(
εJ
MLẼb

M

)
+F IJ

ab = Ẽa
I Ẽ

b
J

+F
[IJ ]
ab = Ẽa

I Ẽ
b
J

+F IJ
ab . (3.4.24)

Entonces, sustituyendo las Ecs. (3.4.23) y (3.4.24) en la Ec.(3.4.22) se obtiene:

P a
ILP

bL
J

+F IJ
ab = Ẽa

I Ẽ
b +
J F IJ

ab . (3.4.25)

Resta escribir expĺıcitamete la transformada de Legendre, i.e.,

H := P a
IJȦ

IJ
a −L = P a

IJȦ
IJ
a −

(
N˜P a

ILP
b L +
J F IJ

ab + P a
IJ

+ȦIJa +DaP a
IJ (tν +Aν)IJ + P a

IJN
b +F IJ

ab

)
.

Aśı,
H = NaP b +

IJ F IJ
ab −N˜P a

ILP
b L +
J F IJ

ab −DaP a
IJ (tν +Aν)IJ , (3.4.26)

donde se ha usado que +F IJ
ab = − +F IJ

ba . El Hamiltoniano canónico se puede escribir como:

Hc =
∫

Σ
d3ξ

(
NaP b

IJ
+F IJ

ab −N˜P a
ILP

b L
J

+F IJ
ab −DaP a

IJ (tν+Aν)IJ
)
. (3.4.27)

Se tienen contricciones secundarias, dadas por las variables de configutación no dinámicas, es
decir,

P b
IJ

+F IJ
ab ≈ 0. (3.4.28)

P a
ILP

bL
J

+F IJ
ab ≈ 0. (3.4.29)

DaP a
IJ ≈ 0. (3.4.30)

Note que las constricciones (y por tanto, las ecuaciones de evolución) son polinomiales en el
par canónicamente conjugado

(
+AIJa , P

a
IJ

)
. Estas constricciones forman un álgebra de primera

clase. Ya que las ecuaciones de constricción nunca involucran la inversa de P a
IJ , la formulación

Hamiltoniana anterior es bien definida incluso si P a
IJ no es invertible. Aśı, se tiene una ligera

extensión de la RG compleja. 5

Para coincidir con la notación usada en la literatura (ver, e.g., [10]) se sigue de cerca [25].
La idea es construir un isomorfismo +bKIJ entre el subálgebra de Lie autodual del álgebra de Lie
complejizada de SO(3, 1) y el álgebra de Lie de SO(3) complejizada. Recuerde que la normal
covariante nµ a Σ define un vector interno unitario nI por medio de nI := nµe

µ
I . Se puede

escoger el isomorfismo tal que las siguientes relaciones se cumplan,

[+bI , + bJ ]MN = εIJ
K+bK

MN . (3.4.31)

tr(+bI+bJ) := −+bIMN
+bJMN = −qIJ . (3.4.32)

En [25] se menciona que tal isomorfismo esta dado por:

+bI
KL := −1

2εI
KL + iq

[K
I nL], (3.4.33)

donde, como es usual, εJKL := nIεJIKL, qKI := δKI +nIn
K y nInI = −1. Es decir, es un isomor-

fismo del subálgebra de Lie autodual del álgebra de Lie complejizada de SO(3, 1) al espacio
tangente complejizado de Σ.

Ya que n +
I b

I
JK = 0, se usará un ı́ndice abstracto interno 3-dimensional i (realmente, esto se

comprueba fijando la norma de nI) y se escribe +bJKi y +biJK en lo que sigue. De la propiedad
5La teoŕıa autodual tiene sentido incluso cuando la métrica inducida q̃ab := qqab := ẼaLẼ

bL se vuelve
degenerada.
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(3.4.31), se tiene que +biJK realmente puede pensarse como un isomorfismo del subálgebra de Lie
del álgebra de Lie complejizada de SO(3, 1) al álgebra de Lie complejizada de SO(3). Además,
se requiere que el isomorfismo satisfaga:

∂ +
a bi

JK = 0. (3.4.34)

Dado tal isomorfismo, se puede ahora definir una conexión 1-forma Aia con valores en CLSO(3),
y una variable de momento Ẽa

i con valores en CL∗SO(3), por medio de:

+AJKa =: Aia+bi
JK , y +P a

JK =: −iẼa
i

+biJK . (3.4.35)

Note que:

+F IJ
ab = 2∂[a

+AIJb] +
[

+Aa,
+Ab

]IJ
= 2∂[aA

i
b]bi

IJ+
[

+bj,
+bk

]IJ
AjaA

k
b = 2∂[aA

i
b]bi

IJ+εijk+bi
IJAjaA

k
b .

Aśı,
+F IJ

ab =
(
2∂[aA

i
b] + εijkA

j
aA

k
b

)
+bi

IJ =: F i
ab

+bi
IJ . (3.4.36)

Luego,
tr(P aP b) = −P a

IJP
bIJ = Ẽa

i Ẽ
bjδij = Ẽa

i Ẽ
bi = q̃ab. (3.4.37)

Por lo tanto, Ẽa
i es una triada compleja (densitizada) y F i

ab es el tensor de curvatura con valores
en el álgebra de Lie de SO(3) asociado a la conexión D definida por:

Dav
i := ∂av

i + εijkA
j
av

k. (3.4.38)

En términos de Aia y Ẽa
i , i.e., de las llamadas variables de Ashtekar, la estructura simplectica

compleja CΩSD se vuelve:
CΩSD = −i

∫
Σ

dẼa
i ∧ dAia. (3.4.39)

Entonces, es posible reescribir todas las ecuaciones que se han obtenido anteriormente usando
Aia y Ẽa

i en lugar de +AIJa y P a
IJ .

Ahora, dados los funcionales F,G :C ΓSD → R, el campo Hamiltoniano XF , definido por la
estructura simpléctica, es dado por:

XF := i
∫

Σ
d3ξ

δF

δA i
a

δ

δẼa
i

− δF

δẼa
i

δ

δA i
a

, (3.4.40)

y el paréntesis de Poisson {F,G}, definido por {F,G} = −XF (G), es:

{F,G} := i
∫

Σ
d3ξ

(
δF

δẼa
i

δG

δA i
a

− δG

δẼa
i

δF

δA i
a

)
. (3.4.41)

Entonces, el paréntesis de Poisson fundamental da:

{
Aia(ψ), Ẽb

j (ω)
}

= i
∫

Σ
d3ξ

(
δAai (ψ)
δẼa

i (ξ)
δẼb

j (ω)
δA i

a(ξ)
−
δẼb

j (ω)
δẼa

i (ξ)
δAai (ψ)
δA i

a(ξ)

)
= −i

∫
Σ
d3ξ

δẼb
j (ω)

δẼa
i (ξ)

δ3(ξ, ψ).

Note que:
Ẽb
j (ω) =

∫
Σ
d3ξδbaδ

i
jδ

2(ξ, ω)Ẽa
i (z).

Aśı, {
Aia(ψ), Ẽb

j (ω)
}

= −i
∫

Σ
d3ξδbaδ

i
jδ

2(ξ, ω)δ3(ξ, ψ) = −iδbaδijδ2(ψ, ω). (3.4.42)
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Se comprueba fácilmente que: {
Aia, A

j
b

}
= 0, (3.4.43){

Ẽa
i , Ẽ

b
j

}
= 0. (3.4.44)

Ahora, lo que sigue es reescribir el Hamiltoniano en términos de Aia y Ẽa
i . De las Ecs.(3.4.35)

y (3.4.36) sigue que:

Hc =
∫

Σ
d3ξ

(
−iNaẼb +

i biIJF
j +
ab bIJj +N˜Ẽa +

i biILẼ
b +
j bj LJ F k +

ab bIJk −Da(Ẽa +
i biIJ) tνAj +

ν bIJj
)
.

Pero, note que:
+bIJ +

i bjIJ = δji , tr( +bi +bj +bk) := −1
2ε

ijk,

ver [24] para más detalles. Entonces,

DaP a
IJ t

νAl +
ν bIJl =

[
∂a(−iẼa +

i biIJ)− iAj +
a bKjIẼ

a +
k bkKJ − iAj +

a bKjJẼ
a +
k bkIK

]
tνAl +

ν bIJl

= −i
(
∂aẼ

a +
i biIJ + AjaẼ

a
k

[
+bj,

+ bk
]
IJ

)
tνAl +

ν bIJl

= −i
(
∂aẼ

a
i + εijkA

j
aẼ

ak
)
δil(tνAν)l =: −iDaẼ

a
i (tνAν)i.

Por lo tanto, se tiene que:

Hc =
∫

Σ
d3ξ

[
N

2̃ ε
ijkẼa

i Ẽ
b
jFabk − iNaẼb

iF
i
ab + iDaẼ

a
i (tνAν)i

]
. (3.4.45)

Es decir, la Hamiltoniana es una combinación lineal de las constricciones dadas por:

Gi(A,E) := DaẼ
a
i := ∂aẼ

a
i + εijkA

j
aẼ

ak ≈ 0. (3.4.46)

Ha(A,E) := Ẽb
iF

i
ab ≈ 0. (3.4.47)

H(A,E) := 1
2Ẽ

a
iẼ

b
jFabkε

ijk ≈ 0, (3.4.48)

que son las constricciones de Gauss, vectorial y escalar (o super-Hamiltoniana), respectivamen-
te. Es común usar las ecuaciones de constricción en esta forma para realizar el análisis del
álgebra de Poisson.

Note que la constricción escalar es de la forma,

H = Gij
abẼ

a
i Ẽ

b
j , (3.4.49)

i.e., homogénea en los momentos Ẽa
i (Gij

ab := εijkFabk se conoce como la supermétrica de
Ashtekar-Wheeler-De Wiit). Hay sólo un término cinético y no hay término potencial (el término
con (3)R en la restricción escalar de ADM, ver Ec. (2.3.18)). Aśı, se ha obtenido una simplifi-
cación sustancial de la restricción escalar respecto a la forma en el formalismo ADM.

El espacio fase de la RG es ahora idéntico al de los campos de Yang-Mills de valor complejo
(con grupo interno SO(3)). Además, una de las ecuaciones de constricción es precisamente la ley
de Gauss que se encuentra en espacio fase de Yang-Mills. Por lo tanto, se tiene una incrustación
natural de la superficie de restricción de la teoŕıa de Einstein en la de la teoŕıa de Yang-Mills:
Todo dato inicial

(
Aia, Ẽ

a
i

)
para la teoŕıa de Einstein es también un dato inicial que la teoŕıa

de Yang-Mills satisface, en adición a la ley de Gauss, una constricción vectorial y una escalar.
Desde el punto de vista de la teoŕıa de Yang-Mills, las constricciones adicionales son en esencia
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las expresiones invariantes más simples de difeomorfismos y de norma que se pueden escribir
en ausencia de una estructura de fondo tal como una métrica.

Una interpretación interesante para la constricción vectorial se puede obtener definiendo el
campo magnético de A i

a como:
Ba

i := εabcFac i. (3.4.50)
Por tanto, la constricción vectorial puede escribirse como:

Bi × Ei = 0, (3.4.51)

i.e., como la anulación del vector de Poynting de Yang-Mills.

En resumen, toda la discusión en esta sección ha tratado con gravedad compleja 3 + 1. Para
recuperar la teoŕıa real, se debe imponer condiciones de realidad sobre las variables del
espacio fase complejo (Aia, Ẽa

i ) para seleccionar una sección real de
(
CΓSD, C ΩSD

)
. Es decir, se

debe imponer que:
Ẽa
i Ẽ

bi sea real. (3.4.52)
Ya que se quiere asegurar que esta condición de realidad se preserve bajo la evolución dinámica
generada por la Hamiltoniana, también se exige que:(

Ẽa
i Ẽ

bi
)∗

sea real. (3.4.53)

Donde, ∗ denota conjugación compleja.

3.5. Álgebra de Constricciones y Ecuaciones de Evolu-
ción

Dadas las ecuaciones de constricción, Ecs. (3.4.28)-(3.4.30), para la teoŕıa autodual compleja,
lo que sigue es verificar que sus funcionales de constricción forman un conjunto de primera clase.
Para hacer esto, sean vi ∈ CLSO(3), N˜ y Na campos de prueba arbitrarios de valor complejo
en Σ, tal que:

SN˜ =
∫

Σ
d3ξN˜H (3.5.1)

C ′

Na = −i
∫

Σ
d3ξNaHa, (3.5.2)

Gvi = i
∫

Σ
d3ξviGi. (3.5.3)

Estos se suelen llamar los funcionales de constricción escalar, vectorial y de Gauss.

El funcional vectorial por śı mismo no tiene un significado geométrico directo, el asunto es
que C ′

Na no genera difeomorfismos espaciales, entonces lo que se suele hacer es definir un nuevo
funcional de contricción CNa tomando una combinación lineal de las constricciones de Gauss y
vectorial. Se define:

CNa := C ′

Na + GN i , (3.5.4)
donde N i := NaAia. A CNa se le conoce como la funcional de contricción de difeomorfismos ya
que el movimiento que esta genera en el espacio fase corresponde a una familia 1-paramétrica
de difeomorfismos en Σ, asociados con el campo vectorial Na. En forma explicita CNa se puede
expresar como:

CNa = −i
∫

Σ
d3ξNa

(
Ẽb
iF

i
ab − AiaDbẼ

b
i

)
= −i

∫
Σ
d3ξ

{
NaẼb

i

(
2∂[aA

i
b] + εijkA

j
aA

k
b

)
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−
[
∂b(Ẽb

iN
aAia)− Ẽb

iDb(NaAia)
]}

= −i
∫

Σ
d3ξẼb

i

[
Na

(
2∂[aA

i
b] + εijkA

j
aA

k
b

)
+Db(NaAia)

]
.

Note que:

Db(NaAia) = ∂bN
aAai +Na∂bA

i
a + εijkA

j
bN

aAka = ∂bN
aAai +Na∂bA

i
a − εijkAjaNaAkb ,

entonces,

CNa = −i
∫

Σ
d3ξẼb

i

[
Na

(
∂aA

i
b − ∂bAia + εijkA

j
aA

k
b

)
+ ∂bN

aAai +Na∂bA
i
a − εijkAjaNaAkb

]
= −i

∫
Σ
d3ξẼb

i

(
Na∂aA

i
b + ∂bN

aAai
)

= −i
∫

Σ
d3ξẼb

iLNaAib,

por lo tanto,
CNa = −i

∫
Σ
d3ξẼb

iLNaAib = i
∫

Σ
d3ξAibLNaẼb

i , (3.5.5)

donde para obtener la última expresión se han ignorado términos de frontera, y LNa es la
derivada de Lie con respecto al campo vectorial Na, que trata ı́ndices internos como escaleres.
De aqúı que:

δCNa

δẼa
i

= i
{
A i
a , CNa

}
= −iLNaAia,

δCNa

δAia
= −i {Ea

i , CNa} = iLNaẼa
i . (3.5.6)

Con esto es trivial calcular el paréntesis de Poisson entre la constricción de difeomorfismos y
las constricciones restantes, i.e.,

{CNa , CMa} = i
∫

Σ
d3ξ

(
−iLNaAia

δCMa

δA i
a

− iLNaẼa
i

δCMa

δẼa
i

)

= i
∫

Σ
d3ξMa

(
LNaAia

∂Ca
∂A i

a

+ LNaẼa
i

∂Ca
∂Ẽa

i

)
,

donde se ha usado:
CMa := i

∫
Σ
d3ξMaCa.

Además, note que:
LNaCa[A,E] := LNaAia

∂Ca
∂A i

a

+ LNaẼa
i

∂Ca
∂Ẽa

i

. (3.5.7)

Entonces,

{CNa , CMa} = i
∫

Σ
d3ξMaLNaCa[A,E] = i

∫
Σ
d3ξ [LNa(MaCa)− (LNaMa)Ca] ,

por lo tanto, ignorando términos de frontera, se obtiene:

{CNa , CMa} = −i
∫

Σ
d3ξ(LNaMa)Ca =: −CLNaMa . (3.5.8)

Similarmente,

{CNa ,Gvi} = i
∫

Σ
d3ξvi

(
LNaAia

∂Gvi
∂A i

a

+ LNaẼa
i

∂Gvi
∂Ẽa

i

)
= i

∫
Σ
d3ξviLNaGvi ,

descartando términos de frontera, se tiene que:

{CNa ,Gvi} = −i
∫

Σ
d3ξ (LNavi)Gvi =: −GLNavi . (3.5.9)
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De forma análoga se concluye que:

{
CNa ,SN˜

}
=
∫

Σ
d3ξN˜

(
LNaAia

∂H
∂A i

a

+ LNaẼa
i

∂H
∂Ẽa

i

)
=
∫

Σ
d3ξN˜LNaH.

Aśı, {
CNa ,SN˜

}
= −

∫
Σ
d3ξ(LNaN˜)H =: −SLNaN˜ . (3.5.10)

Como es usual, no es dif́ıcil demostrar que el funcional de contricción de Gauss genera las
tranformaciones de normal estandar de la conexión 1-forma y la rotación de ı́ndices internos.
Para ver esto, primero note que:

Gvi = i
∫

Σ
d3ξviDaẼ

a
i = i

∫
Σ
d3ξ

(
∂a(Ẽa

i v
i)− Ẽa

iDav
i
)
,

entonces, eliminando términos de frontera, se tiene que:

Gvi = −i
∫

Σ
d3ξ Ẽa

iDav
i ⇒ δGvi

δẼa
i

= i
{
Ãia,Gvi

}
= −iDav

i. (3.5.11)

Además,

Gvi = i
∫

Σ
d3ξvi

(
∂aẼ

a
i + εijkA

j
aẼ

ak
)
⇒ δGvi

δÃia
= −i

{
Ẽa
i ,Gvi

}
= −iεijkvjẼak. (3.5.12)

Sigue que el paréntesis de Poisson entre cualesquiera dos constricciones de Gauss está dado por:

{Gvi ,Gwi} = −i
∫

Σ
d3ξ

(
Dav

i εijkw
jẼak −Daw

i εijkv
jẼak

)
= −i

∫
Σ
d3ξ

(
Dav

iwj +Daw
j vi

)
εijkẼ

ak = −i
∫

Σ
d3ξ Da(viwj)εijkẼak

= −i
∫

Σ
d3ξ

(
∂a
(
viwjεijkẼ

ak
)
− εijkDaẼ

ak viwj
)

= i
∫

Σ
d3ξ εijkvj wkDaẼ

a
i,

donde se han subido y bajado ı́ndices con la delta de Kronecker δij, por lo tanto,

{Gvi ,Gwi} =: Gεijkvj wk . (3.5.13)

Lo que sigue es calcular el paréntesis de Poisson entre la constricción de Gauss y la escalar.
Primero, note que la variación de SN˜ con respecto a Ẽa

i es:

δSN˜ =
∫

Σ
d3ξN˜1

2δ(Ẽ
a
iẼ

b
j)Fabkεijk = 1

2

∫
Σ
d3ξN˜

(
Fabkε

ijkδẼa
i Ẽ

b
j + Ẽc

l Fcbkε
ljkδbaδ

i
jδẼ

a
i

)
,

entonces,

δSN˜ =
∫

Σ
d3ξN˜εijkẼb

jFabkδẼ
a
i ⇒

δSN˜
δẼa

i

= i{A i
a ,SN˜} = N˜εijkẼb

jFabk (3.5.14)

Luego, la variación de SN˜ con respecto a Aia da:

δSN˜ = 1
2

∫
Σ
d3ξN˜Ẽa

iẼ
b
jδF

k
abε

ij
k =

∫
Σ
d3ξN˜Ẽa

iẼ
b
jD[aδA

k
b] ε

ij
k =

∫
Σ
d3ξ

[
∂a
(
N˜Ẽ[a

iẼ
b]
jδA

k
b ε
ij
k

)

−Da

(
N˜Ẽ[a

iẼ
b]
jε
ij
k

)
δAkb

]
= −

∫
Σ
d3ξDa

(
N˜Ẽ[a

iẼ
b]
jε
ijk
)
δAb k = −

∫
Σ
d3ξDb

(
N˜Ẽ[b

kẼ
a]
jε
ikj
)
δAa i.
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Sigue que:

δSN˜ =
∫

Σ
d3ξDb

(
N˜Ẽ[a

kẼ
b]
jεi

kj
)
δAia ⇒

δSN˜
δAia

= −i{Ea
i ,SN˜} = Db

(
εi
kj N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
. (3.5.15)

Entonces, se tiene que:

{Gvi ,SN˜} = i
∫

Σ
d3ξ

[
−iDav

i Db

(
εi
kj N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
−
(
−iεijkvjẼak

)
N˜εilmẼb

l Fabm
]

=
∫

Σ
d3ξ

[
Dav

iDb

(
εi
kj N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
− 2δ[l

j δ
m]
k vjẼakN˜Ẽb

l Fabm
]

=
∫

Σ
d3ξ

[
∂b
(
Dav

i εi
kj N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
−D[aDb]v

i εi
kj N˜Ẽa

kẼ
b
j + 2v[mẼal]N˜Ẽb

l Fabm
]
.

De la definición de curvatura sigue que:

D[aDb]v
i = 1

2F
j
abε

i
jkv

k, (3.5.16)

entonces, ignorando términos de frontera,

{Gvi ,SN˜} =
∫

Σ
d3ξ

(
δ

[l
kδ

m]
j Fab lvmN˜ẼakẼbj + 2v[mẼal]N˜Ẽb

l Fabm
)
,

=
∫

Σ
d3ξ

(
Fab lvmN˜Ẽa[lẼbm] + 2v[mẼal]N˜Ẽb

l Fabm
)
.

Luego, usando la constricción vectorial , ẼbjFabj ≈ 0, se sigue que:

{Gvi ,SN˜} =
∫

Σ
d3ξ

(
−1

2N˜vmẼamẼblFab l + vmẼalN˜Ẽb
l Fabm

)
=
∫

Σ
d3ξ vmN˜q̃abFabm.

Pero, note que:
q̃abFabm = −q̃abFbam = −q̃baFbam ⇒ q̃abFabm = 0,

por lo tanto,
{Gvi ,SN˜} =: 0. (3.5.17)

Queda por calcular el paréntesis de Poisson entre cualesquiera dos constricciones escalares.
Entonces, haciendo uso de las ecuaciones anteriores sigue que:

{SN˜ ,SM˜ } = i
∫

Σ
d3x

[(
N˜εijkẼb

jFabk
) (
εilmDc

(
M˜ Ẽ[a lẼc] m

))
−
(
N˜ ↔M˜

)]
= i

∫
Σ
d3x

[
2N˜Ẽb

[jFabk]Dc

(
M˜ Ẽ[a jẼc] k

)
− 2M˜ Ẽb

[jFabk] Dc

(
N˜Ẽ[a jẼc] k

)]
= 2i

∫
Σ
d3xE[a jEc] kEb

[jFabk]
(
N˜∂cM˜ −M˜∂cN˜

)
.

Note que,

Ẽ[a jẼc] kẼb
[jFabk] = 1

2
(
Ẽa jẼc kẼb

[jFabk] − Ẽc jẼs kẼb
[jFabk]

)
= −1

2Ẽ
a
kF

k
abq̃

bc,

entonces,

{SN˜ ,SM˜ } = −i
∫

Σ
d3x Ẽa

kF
k
abq̃

bc (N˜∂cM˜ −M˜∂cN˜) = −i
∫

Σ
d3xKaẼb

kF
k
ab =: C ′

Ka ,

donde se ha definido:
Ka := q̃ac (N˜∂cM˜ −M˜∂cN˜) . (3.5.18)
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Se concluye que,
{SN˜ ,SM˜ } =: CKa + GKi , (3.5.19)

con,
Ka = q̃ac (N∂cM −M∂cN) , q̃ab = Ẽa

kẼ
bk, Ki = KaAia. (3.5.20)

Por lo tanto, las constricciones forman un grupo de primera clase. Sin embargo, el álgebra de
constricciones no es realmente un álgebra de Lie ya que el último paréntesis de Poisson muestra
que se trata con funciones de estructura en lugar de constantes de estructura.

Lo que resta es encontrar las ecuaciones de evolución de la teoŕıa. Esto se logra tomando el
paréntesis de Poisson entre las variables canónicas y el Hamiltoniano. Pero, primero note que
en este contexto se ha definido vi =: (tνAν)i, y además se ha mencionado que esta variable
juega el papel de múltiplicador de Lagrange, entonces, se anexa,

δH

δvi
= 0, (3.5.21)

a las ecuaciones de evolución para las variables canónicas. Esta ecuación implica que DaE
a
i = 0.

Por lo tanto, el Hamiltoniano que da la evolución de la teoŕıa es:

H =
∫

Σ
d3ξ

(
N

2̃ ε
ijkẼa

i Ẽ
b
jFabk − iNaẼb

iF
i
ab

)
,

entonces,
Hc = SN˜ + C ′

Na . (3.5.22)
Note que las variaciones de C ′

Na con respecto a las variables canónicas son:

δC ′

Na = −i
∫

Σ
d3ξ N c δba δ

i
k F

k
cb δẼ

a
i = −i

∫
Σ
d3ξ N c F i

caδẼ
a
i = i

∫
Σ
d3ξ N b F i

abδẼ
a
i .

Aśı,
δC ′

Na

δẼa
i

= i{A i
a , C

′

Na} = iN b F i
ab. (3.5.23)

Además,

δC ′

Na = 2i
∫

Σ
d3ξ NaEb

iD[bδA
i
a] = 2i

∫
Σ
d3ξ

[
∂b
(
E

[b
i N

a]δAia
)
−Db

(
E

[b
i N

a]
)
δAia

]
,

ignorando términos de frontera, se tiene que:
δC ′

Na

δA i
a

= −i{Ẽ a
i , C

′

Na} = −2iDb

(
E

[b
i N

a]
)
. (3.5.24)

Sigue que:
Ȧ i
a := δH

δẼa
i

= i{A i
a , H} = i{A i

a ,SN˜}+ i{A i
a , C

′

Na},

por lo tanto,
Ȧ i
a = N˜εijkẼb

jFabk + iN b F i
ab, (3.5.25)

y,
˙̃E a
i := − δH

δAia
= i{Ẽa

i , H} = i{Ẽa
i ,SN˜}+ i{Ẽa

i , C
′

Na},

se concluye que:
˙̃E a
i = 2iDb

(
E

[b
i N

a]
)
−Db

(
ε kji N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
. (3.5.26)

Tanto las constricciones como las ecuaciones de evolución, haciendo uso de las variables de
Ahstekar, se han simplificado respecto a lo que se obtiene con el formalismo ADM. Pero, esta
simplificación tiene un precio a pagar, este es que se tienen que usar coordenadas complejas
para el espacio fase de la RG.
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3.6. Constante Cosmológica
Una de las ventajas de la formulación de Ahstekar es que se puede introducir de forma

inmediata una constante cosmológica. En la acción de la gravedad la constante cosmológica
aparece como:

SΛ =
∫

volΛ, (3.6.1)

la cual se puede poner fácilmente en forma 3 + 1:

SΛ =
∫
R
dt
∫

Σ
d3ξNq1/2Λ =

∫
R
dt
∫

Σ
d3ξN˜qΛ. (3.6.2)

Note que:

q̃ab = qqab = Ẽa
i Ẽ

bi ⇒ det(qqab) = q3detqab = (detẼai)2 ⇒ q3

q
= (detẼai)2.

Aśı,
q = detẼai := 1

3!εabcε
ijkẼa

i Ẽ
b
j Ẽ

c
k, (3.6.3)

donde se ha usado el hecho que detqab := q−1.

Por lo tanto, la acción autodual con constante cosmológica se puede escribir como una
combinación lineal entre la acción autodual pura y la Ec. (3.6.2), i.e.,

SSDΛ := SSD − SΛ =
∫
M

vol(eµI eν +
J F IJ

µν − Λ). (3.6.4)

En la descomposición 3 + 1, esta acción lleva al Hamiltonianao canónico en términos de las
variables SO(3):

HΛ c =
∫

Σ
d3ξ

[
N

2̃ ε
ijkẼa

i Ẽ
b
jFabk − iNaẼb

iF
i
ab + iDaẼ

a
i (tνAν)i −N˜detẼai Λ

]
. (3.6.5)

De modo que las constricciones toman ahora la forma:

Gi(A,E) := DaẼ
a
i := ∂aẼ

a
i + εijkA

j
aẼ

ak ≈ 0. (3.6.6)

Ha(A,E) := Ẽb
iF

i
ab ≈ 0. (3.6.7)

HΛ(A,E) := 1
2Ẽ

a
iẼ

b
jFabkε

ijk − Λ
3!εabcε

ijkẼa
i Ẽ

b
j Ẽ

c
k ≈ 0. (3.6.8)

Note que la única constricción que se ha modificado es la escalar, entonces, se espera que el
álgebra de constricciones aún sea de primera clase. Ya que los funcionales asociados a las cons-
tricciones de Gauss y de difeomorfismos no se han modificado, y debido a que las constricciones
de Gauss y de difeomorfismos generan transformaciones de norma y de difeomorfismos espacia-
les, respectivamente, es claro que su álgebra con la nueva constricción escalar no se modificará.
Por lo tanto, basta con concentrarse en el paréntesis de Poisson de cualesquiera dos constric-
ciones escalares para verificar que las constricciones forman aún un conjunto de primera clase.
Es decir, sea SN˜ el funcional de constricción escalar dado por:

SN˜ :=
∫

Σ
d3ξ N˜HΛ(A,E). (3.6.9)
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Entonces, la variación de SN˜ con respecto a las variables canónicas da:

δSN˜ =
∫

Σ
d3ξN˜

[
εijkẼb

jFabkδẼ
a
i −

Λ
3!
(
εabcε

ijkδẼa
i Ẽ

b
j Ẽ

c
k + εdbcε

ljkδbaδ
i
jδẼ

a
i Ẽ

d
l Ẽ

c
k

+εdbcεljkδcaδikδẼa
i Ẽ

d
l Ẽ

b
j

)]
= 1

2

∫
Σ
d3ξN˜

(
2εijkẼb

jFabk − ΛεabcεijkẼb
j Ẽ

c
k

)
δẼa

i .

Aśı,
δSN˜
δẼa

i

= i{Aia,SN˜} = N

2̃
(
2εijkẼb

jFabk − ΛεabcεijkẼb
j Ẽ

c
k

)
. (3.6.10)

Luego,

δSN˜ =
∫

Σ
d3ξ

[
Db

(
N˜Ẽ[akẼb]jεi

kj
)
δAa

i −N˜
Λ
3!εabcε

ijkδ
(
Ẽi

aẼj
bẼk

c
)]

=
∫

Σ
d3ξDb

(
N˜Ẽ[a

kẼ
b]jεi

kj
)
δAia.

Sigue que:
δSN˜
δAia

= −i{Ea
i ,SN˜} = Db

(
εi
kj N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
. (3.6.11)

Entonces, el paréntesis de Poisson entre cualesquiera dos funcionales de constricción escalar
está dado por:

{SN˜ ,SM˜ } = i
∫

Σ
d3x

[
N

2̃
(
2εijkẼb

jFabk − ΛεabcεijkẼb
j Ẽ

c
k

) (
εilmDd

(
M˜ Ẽ[a lẼd] m

))
−
(
N˜ ↔M˜

)]

= i
∫

Σ
d3x

[
N˜
(
2Ẽb

[lFabm] − ΛεabcẼb
[lẼ

c
m]

) (
Dd

(
M˜ Ẽ[a lẼd] m

))
−
(
N˜ ↔M˜

)]
= i

∫
Σ
d3x

(
2Ẽb

[lFabm] − ΛεabcẼb
[lẼ

c
m]

)
Ẽ[a lẼd] m

(
N˜∂dM˜ −M˜∂dN˜

)
.

Note que:
Ẽ[a lẼd] m Ẽb

[lFabm] = −1
2Ẽ

a
kF

k
abq̃

bd,

εabcẼ
b
[lẼ

c
m]Ẽ

[a lẼd] m = 1
2εabcẼ

b
l Ẽ

c
m

(
Ẽa [lẼdm] − Ẽd [lẼam]

)
= 1

2εacbq̃
acq̃bd = 0.

Sigue que:

{SN˜ ,SM˜ } = −i
∫

Σ
d3x Ẽa

kF
k
abq̃

bc (N˜∂cM˜ −M˜∂cN˜) = −i
∫

Σ
d3xKaẼb

kF
k
ab =: C ′

Ka ,

donde se ha definido,
Ka := q̃ac (N˜∂cM˜ −M˜∂cN˜) . (3.6.12)

Se concluye que:
{SN˜ ,SM˜ } =: CKa + GKi , (3.6.13)

con,
Ka = q̃ac (N∂cM −M∂cN) , q̃ab = Ẽa

kẼ
bk, Ki = KaAia. (3.6.14)

Por lo tanto, se ha verificado que las constricciones aún forman un grupo de primer orden.
Además, el paréntesis de Poisson anterior muestra que el álgebra no es realmente un álgebra
de Lie, pues el campo Ka depende de las variables canónicas.
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Por último, las ecuaciones de evolución ahora están dadas por:

Ȧ i
a := δH

δẼa
i

= i{A i
a , H} = i{A i

a ,SN˜}+ i{A i
a , C

′

Na}.

Aśı,
Ȧ i
a = N

2̃
(
2εijkẼb

jFabk − ΛεabcεijkẼb
j Ẽ

c
k

)
+ iN b F i

ab, (3.6.15)
y,

˙̃E a
i := − δH

δAia
= i{Ẽa

i , H} = i{Ẽa
i ,SN˜}+ i{Ẽa

i , C
′

Na}.

Entonces,
˙̃E a
i = 2iDb

(
E

[b
i N

a]
)
−Db

(
ε kji N˜Ẽ[a

kẼ
b]
j

)
. (3.6.16)

Lo que sigue es ilustrar el procesos de cuantización en términos de conexiones y mostrar que
el estado de Chern-Simons es solución a la versión cuántica de las constricciones en gravedad
compleja.

3.7. Cuantización Canónica en Términos de Conexiones
En la teoŕıa cuántica se espera que los estados sean vectores viviendo en el espacio L2 (A),

i.e., funcionales de cuadrado integrables que dependen de las conexiones, donde A es el espacio
de todas las conexiones Lorentzianas en Σ × C4. Por supuesto, hasta que se tenga una teoŕıa
funcional de la medida de Lebesgue DA sobre A, este espacio L2 es puramente formal. Por
lo tanto, se ignora la condición de cuadrado integrabilidad por ahora y se piensa en los estados
como funcionales arbitrarios Ψ en A. Para cuantizar, se remplazan las variables de Ashtekar(
Aa

i, Ẽa
i

)
, de posición y momento, respectivamente, por los operadores:

Âa
i(x)Ψ[A] = Aa

i(x)Ψ[A], (3.7.1)

̂̃
Ea

i(x)Ψ[A] = δ

δAai(x)Ψ[A]. (3.7.2)

Note que los conmutadores de estos operadores están dados por:

[ ̂̃Ea
i(x), Âbj(y)]Ψ[A] = ̂̃

Ea
i(x)

(
Âb

j(y)Ψ[A]
)
− Âbj(y)

( ̂̃
Ea

i(x)Ψ[A]
)

= δ

δAai(x)
(
Ab

j(y)Ψ[A]
)
− Abj(y) δ

δAai(x)Ψ[A]

= δAb
j(y)

δAai(x)Ψ[A] = δab δ
j
i δ

3(x, y)Ψ[A].

Por lo tanto,
[ ̂̃Ea

i(x), Âbj(y)] = δab δ
j
i δ

3(x, y). (3.7.3)
Similarmente,

[ ̂̃Ea
i(x), ̂̃Eb

j(y)] = 0 (3.7.4)
[Âai(x), Âbj(y)] = 0. (3.7.5)

Es decir, la relación de los conmutadores es análoga a la de los paréntesis de Poisson en la
teoŕıa clásica. Con estos operadores en mano, se puede entonces promover las constricciones de
Gauss, escalar y de difeomorfismo a ecuaciones de constricción en términos de operadores. Hay
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un número de ordenamiento de operadores del cual elegir: con E’s a la derecha o a la izquierda.
Para el caso de E’s a la derecha existe el Loop de Wilson y se trata en [19]. El caso interesante
(y el que aqúı se estudia) es con E’s a la izquierda, para el que existe el estado de Chern-Simons.

Entonces, las constricciones con constante cosmológica no nula se puede escribir como:

Ĝi := D̂a
̂̃
Ei

a, (3.7.6)

Ĉa := ̂̃
Ei

bF̂ab
i, (3.7.7)

ŜΛ := 1
2
̂̃
Ei

a ̂̃Ej
bF̂ab kε

ijk − Λ
3!εabcε

ijk ̂̃Ei
a ̂̃Ej

b ̂̃Ek
c. (3.7.8)

Donde,
F̂ab

iΨ[A] := Fab
iΨ[A]. (3.7.9)

Mientras que hay algo de controversia acerca de esto, debido en parte a la naturaleza formal de
las matemáticas involucradas, perece que estos operadores satisfacen relaciones de conmutación
análogas a los paréntesis de Poisson de las constricciones clásicas. Como en el caṕıtulo anterior,
se define el espacio de estados f́ısicoHphy como el estado de funcionales Ψ enA que satisfacen
las constricciones en forma cuántica. En otras palabras,

Hphy = {Ψ : ĜiΨ = V̂aΨ = ŜΛΨ = 0}.

El problema es, entonces, encontrar funciones Ψ en Hphy.

Antes de continuar seŕıa agradable decir algo acerca del significado de las constricciones.
Entonces, ¿qué significan las ecuaciones de constricción? La constricción de difeomorfismos
genera flujos en la rebanada Σ. Aśı que:

V̂aΨ = 0,

está realmente diciendo que Ψ[A] = Ψ[A′ ] siempre que A
′ se obtenga de A aplicando un

difeomorfismo que es conexo a la indentidad por un flujo. Similarmente, la constricción de
Gauss resulta que genera transformaciones de norma (gauge), aśı que:

ĜiΨ = 0,

dice que Ψ[A] = Ψ[A′ ] siempre que A
′ se obtenga de A por una transformación de norma

pequeña. ¿Qué hay de la constricción escalar? Esta es la única que realmente guarda la inva-
rianza 4-dimensional ante difeomorfismos de la RG, y toda la dinámica de la teoŕıa acecha en
su interior. Precisamente por esta razón, es tan dif́ıcil encontrar expĺıcitamente funcionales Ψ
en A para los que:

ŜΛΨ = 0,

se cumpla.

Lo que queda es estudiar la relación entre la teoŕıa de Chern-Simons y la gravedad cuántica.
El punto es que la teoŕıa de Chern-Simons da lugar a una solución de las tres ecuaciones de
constricción, si se trabaja con una versión de la gravedad cuántica con constante consmologica,
Λ, no nula.
Se define el estado de Chern-Simons ΨCS como el siguiente funcional sobre A,

ΨCS[A] = e−
3!
Λ SCS(A), (3.7.10)
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donde, SCS(A) es la acción de Chern-Simons,

SCS(A) :=
∫

Σ
tr
(
A ∧ dA+ 2

3A ∧ A ∧ A
)
. (3.7.11)

Aśı,
ΨCS[A] = exp

[
− 6

Λ

∫
Σ
tr
(
A ∧ dA+ 2

3A ∧ A ∧ A
)]
. (3.7.12)

Proposición. ΨCS[A] satisface:

ĜiΨCS = ĈaΨCS = ŜΛΨCS = 0, (3.7.13)

siempre que la constante cosmológica, Λ, no es cero.
Prueba. Sea SCS(A) la acción de Chern-Simons dada por:

SCS(A) =
∫

Σ
tr(A ∧ dA+ 2

3A ∧ A ∧ A).

Entonces, su variación con respecto al potencial A da:

δSCS(A) =
∫

Σ
tr(δA ∧ dA+ A ∧ δdA+ 2

3(δA ∧ A ∧ A+ A ∧ δA ∧ A+ A ∧ A ∧ δA))

= 2
∫

Σ
tr((dA+ A ∧ A) ∧ δA) = 2

∫
Σ
tr(F ∧ δA),

donde se ha usado el Teorema 4, y que tr(µ ∧ ν) = (−1)pqtr(ν ∧ µ), para µ una p-forma y ν
una q-forma. Además, se ha expresado la curvatura en términos de formas diferenciales, i.e.,
F := dA+A∧A. Ya que sl(2,C) tiene una base en términos de las matrices de Pauli, también
se puede escribir la conexión de Lorentz autodual como:

A = − i2A
j
aσj ⊗ dxa ⇒ δA = − i2δA

j
aσj ⊗ dxa. (3.7.14)

Entonces, la curvatura se puede escribir localmente, y en términos de coordenadas internas:

F = − i4F
i
abσi ⊗ dxa ∧ dxb. (3.7.15)

Por lo tanto, la variación de la acción de Chern-Simons se puede expresar localmente como:

δSCS(A) = −1
4

∫
Σ
εabcFab iδA

j
ctr(σiσj) = −1

2

∫
Σ
εabcFab iδA

j
cδ
i
j

= −1
2

∫
Σ
εabcFab iδA

i
c.

Aśı,
δSCS(A)
δAia

= −1
2ε

abcFbc i, (3.7.16)

donde se ha usado tr(σiσj) = 2δij.

Ahora, lo que sigue es calcular explicitamente ĜiΨCS = 0, en principio el hecho que la acción
de Chern-Simons es invariante bajo transformaciones de norma pequeñas hace que la igualdad
se cumpla, pero un cálculo expĺıcito da:

ĜiΨCS[A] = D̂a( ̂̃Ea

iΨCS[A]) = Da
δ

δAia
ΨCS[A] = Da

δ

δAia
e−

3!
Λ SCS(A),

= −3!
ΛDa

δ

δAia
SCS(A)(e− 3!

Λ SCS(A)) = 3
Λε

abcDaFbc iΨCS[A],
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note que de la identidad de Bianchi se tiene que:

dDF = 0⇒ dDF = − i4DaF
i
bcσi ⊗ dxa ∧ dxb ∧ dxc = 0⇒ DaF

i
bc = 0,

entonces, se concluye que:
ĜiΨCS[A] = 0. (3.7.17)

Lo que sigue es verificar que en efecto ĈaΨCS[A] = 0. Ya que la constricción de difeomorfismos
genera difeomorfismos sobre Σ, y la acción de Chern-Simons se preserva bajo difeomorfismos
que son conexos a la identidad, la igualdad anterior se cumple. Para dar una prueba de que
esto es verdadero se debe regularizar la constricción de difeomorfismos (para detalles de esta
afirmación ver [19]), con esto, si se usa reguladores simétricos, el ordenamiento con tridas a la
izquierda coincide con el de triadas a la derecha, i.e., se tiene que:

ĈaΨCS[A] = ̂̃
Eb

i(F̂ i
abΨCS[A]) = F̂ i

ab(
̂̃
Eb

iΨCS[A]) = −3!
ΛF

i
ab

δ

δAib
SCS(A)ΨCS[A]

= −3!
ΛF

i
abε

bcdFcd iΨCS[A],

donde, se ha usado (3.7.16). Note que se puede definir F i
ab := εabcB

c i, entonces,
F i
abε

bcdFcd i = εbcdεabfεcdgB
f iBg

i = 2δbgεabfBf iBg
i = 2εabfBf iBb

i = 0,

ya que Bf iBb
i = Bb iBf

i , por lo tanto,
ĈaΨCS[A] = 0. (3.7.18)

Queda por verificar que ŜΛΨCS = 0, y es aqúı donde viene la parte interesante del asunto. 6

Primero note que:
δ

δAkc
ΨCS[A] = 3

Λ
δ

δAkc
SCS(A)ΨCS[A] = −3!

Λ ε
cdfFdf kΨCS[A].

Aśı,
δ

δAkc
ΨCS[A] = −3!

Λ ε
cdfFdf kΨCS[A]. (3.7.19)

Entonces, de (3.7.19) se tiene que:

ŜΛΨCS[A] = εijk
(

δ

δAia

δ

δAjb
Fabi −

Λ
3!εabc

δ

δAia

δ

δAjb

δ

δAkc

)
ΨCS[A]

= εijk
̂̃
Ei

a ̂̃Ej
b

(
FabiΨCS[A]− Λ

3
3!
Λ εabcε

cdfFdf kΨCS[A]
)

= εijk
̂̃
Ei

a ̂̃Ej
b
(
Fabi −

1
22δ[d

a δ
f ]
b Fdfi

)
ΨCS[A] = εijk

̂̃
Ei

a ̂̃Ej
b
(
Fab i − F[ab] i

)
ΨCS[A],

pero Fabi es totalmente antisimétrico en los ı́ndices espaciales, i.e., F[ab]i = Fab i. Por lo tanto,

ŜΛΨCS[A] = 0� (3.7.20)
¿Cuál es el significado f́ısico del estado de Chern-Simons ? Este aún no es claro, pero una

pista la proporciona el trabajo de Kodama, quien primero escribió este estado en [36]. El trabajo
de Kodama indica que el estado de Chern-Simons es una versión cuantizada del espacio anti-
deSitter, una solución simple de las ecuaciones de Einstein del vaćıo con constante cosmológica
no nula. Sin embargo, la extención a la que el estado de Chern-Simons es f́ısicamente realista
es aún controversial. En particular, para comprender mejor la dinámica del estado de Chern-
Simons, se necesita más trabajo sobre el problema del tiempo en gravedad cuántica.

6¿Por qué debeŕıa el estado de Chern-Simons, una criatura que vive en 3 dimensiones, satisfacer una ecuación
que expresa invarianza ante difeomorfismos 4-dimensionales? La explicación última de este enigma parece ser
la relación entre la clase de Chern-Simons y la 2-enésima clase de Chern.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıas de Gravedad Modificadas y
Funciones Cosmológicas

4.1. Introducción
La RG en śı misma permite reformulaciones bastante radicales que eliminan casi por com-

pleto la métrica del espaciotiempo del escenario. En 1977 Plebańsky propuso una descripción
alternativa de la RG [37]. En la formulación de Plebańsky de la gravedad, la noción de la
métrica del espaciotiempo dinámica es remplazada por la dinámica del operador de Hodge
[38]. Recuerde que, dada una métrica gµν , el operador de Hodge puede definirse como el mapa
que actúa sobre el espacio de las 2-formas y que mapea una 2-forma Bµν en su 2-forma dual,
(∗B)µν = 1

2ε
ρσ

µν Bρσ. Aqúı εµνρσ es la forma de volumen compatible con la métrica. El operador
de Hodge es invariante bajo reescalamientos conformales de la métrica gµν → Ωgµν . El hecho
clave es que lo contrario también es verdadero y dos métricas que definen el mismo Hodge están
relacionadas por una transformación conformal (para detalles véase la Ref. [39]). Esto significa
que el operdor de Hodge define una métrica hasta transformaciones conformales, y que éste pue-
de usarse como el objeto dinámico principal en una teoŕıa de la gravedad, en lugar de la métrica.

Posteriormente, como se vio en el caṕıtulo anterior en 1986 Ashtekar [9, 10] desarrolló
una nueva formulación Hamiltoniana para la gravedad en la cual las variables del espacio fase
canónicamente conjugadas son una tŕıada densificada Ẽa

i y una conexión Aia SO(3) (original-
mente Ashtekar usó el lenguaje de los espinores SU(2), la transición de variables SO(3) a
espinores SU(2) puede verse de forma detallada en [22]), como se ha demostrado en el caṕıtulo
anterior las constricciones en este formalismo toman una forma simple en relación a lo que se
obtiene con el formalismo ADM. Esta nueva formulación de la RG puede verse como la ver-
sión Hamiltoniana de la teoŕıa de Plebańsky. Estas ideas y la premisa de describir la RG con
algo más que la métrica ha llevado a una clase de teoŕıas mucho más generales que la misma RG.

4.2. Gravedad No Métrica
En 2008, K. Krasnov introdujo una clase de teoŕıas de gravedad alternativas con el nombre

de gravedad no métrica [14, 15], las cuales se conocen en estos d́ıas como teoŕıas de gravedad
modificada; en éstas se plantea cambiar la constricción escalar de tal forma que la constante
cosmológica sea remplazada por una función (arbitraria) φ(Ψ) del tensor (simétrico):

Ψij := 1
detẼai

(
F i
abε

jklẼa
kẼ

b
l

)
tr−free

, (4.2.1)
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donde tr-free denota la parte sin traza. F i
ab = 2∂[aA

i
b] + εijkAa jAb k es la curvatura de Aia, εijk y

εabc son los tensores completamente antisimétricos interno y espacial que toman los valores ±1
y 0.
Entonces, en la representación de Ashtekar la constricción de Gauss y de difeomorfismos se
mantienen invariantes, la única modificación viene en la constricción escalar. Por lo tanto, las
constricciones modificadas se escriben como:

Gi = DaẼa
i ≈ 0, (4.2.2)

Va = Ẽb
iF

i
ab ≈ 0, (4.2.3)

H = 1
2ε

ijkẼa
i Ẽ

b
jFab k − φ (Ψtf ) detẼai ≈ 0. (4.2.4)

El álgebra de las constricciones dadas por las Ecs. (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4) es aún de primera
clase. Ya que sólo la contricción escalar se ha modificado basta con verificar su álgebra. Sin
embargo, debido a que las constricciones de Gauss y de difeomorfismos generan transformaciones
de norma y de difeomorfismos espaciales respectivamente, es claro que su álgebra con la nueva
constricción escalar no se modificará. Más precisamente, como la constricción es invariante de
norma ésta conmuta con la constricción de Gauss, y el paréntesis de Poisson de las constricciones
Hamiltoniana y de difeomorfismo da de regreso la constricción escalar con una derivada de Lie
de la función lapso (ver capitulo anterior para más detalles). Por lo tanto, la parte no trivial es
verficar el álgebra de constricciones entre cualesquiera dos constricciones escalares. Un cálculo
preciso de {SN˜ ,SM˜ } lo da Krasnov en [15], aunque un cálculo más expĺıcito se da en [26], aqúı
sólo se esboza tal cálculo. Sea SN˜ el funcional escalar dado por:

SN˜ :=
∫

Σ
d3xN˜H. (4.2.5)

Para calcular {SN˜ ,SM˜ }, se necesita hallar las variaciones de SN˜ respecto a las variables canóni-
cas. Variando SN˜ respecto a Aia se obtiene:

δSN˜ =
∫

Σ
d3xN˜

(1
2ε

ijkẼa
i Ẽ

b
jδFabk − δφ(Ψtf )detẼai

)
=
∫

Σ
d3xN˜

(
εijkẼa

i Ẽ
b
jD[aδAb]k −MijδΨij detẼai

)
,

donde se ha definido,
δφ(Ψtf ) = ∂φ

∂Ψij
tf

δΨij
tf =: MijδΨij. (4.2.6)

Además, se ha remplazado Mijδ(. . .)ijtf por la variacion completa Mijδ(. . .)ij para obtener la Ec.
(4.2.6) ya que Mij es simétrico y sin traza. Entonces,

δΨij = 1
detẼai

δF i
abε

jklẼa
kẼ

b
l = 2

detẼai
D[aδA

i
b]ε

jklẼa
kẼ

b
l .

Aśı,

δSN˜ =
∫

Σ
d3xN˜

(
ε jki Ẽa

j Ẽ
b
kD[aδA

i
b] −Mij

2
detẼai

D[aδA
i
b]ε

jklẼa
kẼ

b
l detẼai

)
,

=
∫

Σ
d3xN˜

(
δijε

jklẼa
kẼ

b
l − 2Mijε

jklẼa
kẼ

b
l

)
D[aδA

i
b],

= −
∫

Σ
d3xN˜ (δij − 2Mij) εjklẼa

kẼ
b
lD[bδA

i
a].
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Definiendo hij := δij − 2Mij, se tiene que:

δSN˜ = −
∫

Σ
d3x

[
∂b
(
hijε

jklẼ
[a
k Ẽ

b]
l δA

i
aN˜
)
−Db

(
N˜hijεjklẼ[a

k Ẽ
b]
l

)
δAia

]
,

despreciando términos de frontera se concluye que:

δSN˜
δAia

= Db

(
N˜hijεjklẼ[a

k Ẽ
b]
l

)
= Db

(
N˜hijεjklẼa

kẼ
b
l

)
, (4.2.7)

ya que εjklẼ[a
k Ẽ

b]
l = εjklẼa

kẼ
b
l .

La variación respecto a la tŕıada Ẽa
i da:

δSN˜ =
∫

Σ
d3xN˜

[
εijkẼb

jFab kδẼ
a
i −

(
MlmδΨlmdetẼai + φ(Ψtr

)
δdetẼai)

]
,

pero δΨlm con respecto a la tŕıada está dada por:

δΨlm = 1
detẼai

F l
cbε

mklδ(Ẽc
kẼ

b
l )−

Ψlm

detẼai
δdetẼai = 2

detẼai
F l
abε

mikẼb
kδẼ

a
i −

Ψlm

detẼai
δdetẼai.

Luego,

δSN˜ =
∫

Σ
d3xN˜

[
εijkẼb

jFab kδẼ
a
i − 2MlmF

l
abε

mikẼb
kδẼ

a
i +MlmΨlm

tf δdetẼai − φ(Ψtr)δdetẼai
]
,

=
∫

Σ
d3xN˜

[(
εijkẼb

jδlkF
l
ab − 2MlkF

l
abε

ijkẼb
j

)
δẼa

i +
(
MlmΨlm

tf − φ(Ψtf )
)
δdetẼai

]
,

=
∫

Σ
d3xN˜

(
hlkF

l
abε

ijkẼb
jδẼ

a
i + (MlmΨlm

tf − φ(Ψtf ))δdetẼai
)
,

por lo tanto, definiendo Φ(Ψtf ) := MlmΨlm
tf − φ(Ψtf ) se tiene que:

δSN˜
δẼa

i

= N˜hlkF l
abε

ijkẼb
j + 1

2N˜Φ(Ψtr)εabcεijkẼb
j Ẽ

c
k, (4.2.8)

Sigue, entonces que:

{SN˜ ,SM˜ } = i
∫

Σ
d3x

[
N˜
(
hlkF

l
abε

ijkẼb
j + 1

2Φ(Ψtr)εabcεijkẼb
j Ẽ

c
k

)
Dd

(
M˜hilεlmnẼa

mẼ
d
n

)
− ((N˜ ↔M˜)

]
.

En [26] se muestra de forma detallada que:

N˜1
2Φ(Ψtr)εabcεijkẼb

j Ẽ
c
kDd(M˜hilεlmnẼa

mẼ
d
n)− (N˜ ↔M˜) = 0,

i.e., que tal término no contribuye a la integral. Entonces,

{SN˜ ,SM˜ } = i
∫

Σ
d3x

[
N˜hrsF r

abε
ijsẼb

jDd(M˜hilεlmnẼa
mẼ

d
n)− (N˜ ↔M˜)

]
,

luego,

N˜hrsF r
abε

ijsẼb
jDd(M˜hilεlmnẼa

mẼ
d
n)− (N˜ ↔M˜) = K˜bhijε

jklẼa
kẼ

b
l hmnF

m
ac ε

ipnẼc
p,

donde K˜b := N˜∂bM˜ −M˜∂bN˜. El procedimiento es análogo a lo que se usa en el caso cuando la
función es una constante. Conviene escribir:

F i
acẼ

a
j Ẽ

c
k := 1

2εljkΨ̃
i l, tal que, Ψ̃ij = F i

abε
jklẼa

kẼ
b
l . (4.2.9)
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Aśı,
{SN˜ ,SM˜ } = i

2

∫
Σ
d3xK˜bε

ilnhijhmnẼ
b
l Ψ̃mj,

pero sólo la parte antisimétrica de Ψ̃mj contribuye, entonces,

{SN˜ ,SM˜ } = i

2

∫
Σ
d3xK˜bε

ilnhijhmnẼ
b
l Ψ̃[mj].

Ahora,
Q̃abK˜bF

i
abẼ

c
i = 1

4K˜bẼ
b
kε
kpq(2δ[l

r δ
m]
i )hlphmqΨir = −1

2K˜bẼ
b
l ε
ilnhijhmnΨ[mj],

donde se ha definido:
Q̃ab := 1

2Ẽ
a
i Ẽ

b
jε
iklεjmnhkmhln. (4.2.10)

Se concluye que:
{SN˜ ,SM˜ } = −i

∫
Σ
d3xK˜bQ̃

abF i
acẼ

c
i . (4.2.11)

Note que Q̃ab es una métrica mucho más complicada que la de RG, i.e. ẼiaẼbi, entonces la
Ec. (4.2.11) es realmente la constricción vectorial disfrazada. De esta manera se muestra que
el álgebra de constricciones es aún de primera clase. Esto implica que el conteo del número de
grados de libertad f́ısicos no cambia y aún se tienen dos grados de libertad. En RG la cantidad
Ψij que se define por la Ec. (4.2.1) no es más que la parte de Wely del tensor de curvatura de
Riemann. La teoŕıa modificada, entonces, puede describirse como aquella en la que la constante
cosmológica se vuelve una función no trivial de la curvatura.

Ahora, la acción de la teoŕıa covariante espaciotemporal que conduce a las constricciones
modificadas dadas por las Ecs. (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4) fue propuesta en [14] y está dada por:

S =
∫

Σ
Bi ∧ F i(A) + 1

2(Λij −
1
3δijφ(Ψ))Bi ∧Bj. (4.2.12)

Cuando φ = cte. = Λ se recupera la acción de Plebański para RG con constante cosmológica.
En la acción anterior Bi es una 2-forma con valores en el álgebra de Lie de SU(2), Ai es la
1-forma de conexión, F i (A) es su curvatura, y Λij es el campo multiplicador de Lagrange, el
cual se requiere que sea simétrico y sin traza.

La descomposición 3 + 1 de la Ec. (4.2.12) procede como en [38], y está dada expĺıcitamente
en [15] como:

S =
∫

Σ

∫
R
d3xdt[Ẽa

i Ȧ
i
a + Ai0DaẼa

i + (δijN˜ + 1
2ε

ijkN˜k)Ψ̃ij −N˜φ(Ψ)detẼai], (4.2.13)

donde Ψ̃ij := F i
abε

jklẼa
kẼ

b
l , N˜k es el vector de corrimiento y N˜ es la función lapso.

Se ha descrito, por lo tanto, una familia infinita de teoŕıas de gravedad modificada de cuatro
dimensiones que propagan dos grados de libertad. Una teoŕıa de la familia está parametrizada
por una función arbitraria φ(Ψ) de una matriz simétrica sin traza (por lo tanto, una función de
dos variables). Se puede recuperar la formulación de la RG (clásica) con constante cosmológica
haciendo φ(Ψ) = cte. = λ, de modo que la RG es parte de esta familia de teoŕıas. La nueva cla-
se de teoŕıas de gravedad descrita puede tener aplicaciones muy amplias. En particular, puede
que sea posible usarla para entender el problema de la constante cosmológica, que consta en
explicar por qué su valor observado es tan diferente del que se espera que surja como la enerǵıa
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del vaćıo de los campos cuánticos. Más ejemplos de aplicación se pueden ver en [16, 40].

Esta teoŕıa también tiene implicaciones para el programa de gravedad cuántica por lazo
(LQG, por sus siglas en ingles). Este programa a menudo es criticado por elevar la RG al esta-
do fundamental incluso a escalas de Planck, donde, como se cree ampliamente, la descripción de
la RG no es válida. El resultado de K. Krasnov muestra que el punto de partida de LQG, i.e.,
el espacio fase cinemático junto con el álgebra de constricciones del tipo mostrado, es común
a una clase mucho más general de teoŕıas que RG. Por lo tanto, siempre que se permita una
clase más general de constricciones Hamiltonianas, la tecnoloǵıa y todos los resultados de LQG
inmediatamente se extienden a una clase bastante grande de teoŕıas, algunas de las cuales posi-
blemente estén mucho más cerca de la descripción correcta de la gravedad a la escala de Planck.

4.3. Función Cosmológica en la Representación de Ash-
tekar

Nótese que la función cosmológica dada por Krasnov, φ(Ψ), es genérica, no hay una forma
espećıfica para ésta hoy en d́ıa (sin embargo, véase [41]).

A pesar de no tener una forma especifica para φ(Ψtf ), estas funciones dieron la idea a
Rosas-Rodriguez [17] para sugerir el siguiente ansatz como función cosmológica,

ϕ := 1
2
εijkẼaiẼblF k

ab

detẼai
. (4.3.1)

Con esta función escalar, la constricción Hamiltoniana dada por la Ec. (4.2.4) se satisface au-
tomáticamente tanto en gravedad clásica como cuántica. Nótese que esta función cosmológica
no es un miembro de las teoŕıas de Krasnov.

Por lo tanto, el problema de encontrar funcionales Φ[A] ∈ Hphy se reduce. No hay problema
con la constricción escalar, ya que cualquier funcional que satisface las constricciones de Gauss
y vectorial,

ĜiΨ = 0, ĤaΨ = 0, (4.3.2)
es solución de esta constricción (escalar). Por ejemplo, el estado de Chern-Simons sigue siendo
solución a estas dos constricciones pero ya no es necesario verificar la constricción escalar, véase
la Sección 4.7.

4.4. Función Cosmológica en la Representación de ADM
El ansatz para la representación de Ashtekar, dado en la sección anterior, sugiere algo análo-

go en la representación ADM, lo cual es tratado en [18].

Como se revisó en la sección 6 del Caṕıtulo 2, para el formalismo ADM extendido a tŕıadas
las variables canónicamente conjugadas son la tŕıada eai y el momento pai, además, las cons-
tricciones toman la forma:

H = pijpij −
1
2(pii)2 − 4e2 (3)R− 8e2λ ≈ 0. (4.4.1)

Ha = −eaiDbpbi ≈ 0. (4.4.2)

75



donde pij := paieja, e := deteai y Db es la derivada covariante compatible con la tŕıada, (3)R es
el escalar de Ricci y λ es la constante cosmológica.

Por lo tanto, la función cosmológica:

Λ =
pijpij − 1

2 (pii)
2 − 4 e2(3)R

8 e2 , (4.4.3)

resuelve la constricción dada por la Ec. (4.4.1) tanto en gravedad cuántica como cuántica. Este
ansatz es una función escalar de nuevo.

Aunque los ansantz ϕ y Λ se obtienen esencialmente de un simple despeje de las Ecs. (4.2.4)
y (4.4.1), respectivamente, la interpretación para estas funciones cosmológicas no es del to-
do claro. Nótese que también pueden obtenerse más funciones cosmológicas a partir de las
formulaciones Hamiltonianas de Hilbert-Palatini H-P. Además se podŕıa obtener una función
cosmológica de la representación de Ashtekar del campo gravitacional en 2 + 1 dimensiones,
como se menciona en [18].

Se debe señalar que este modelo con los ansatz ϕ y Λ guarda similitud con la dinámica sin
dinámica del modelo de Husain-Kuchar [42].

76



Caṕıtulo 5

Relación entre Funciones Cosmológicas
en las Representaciones de ADM y
Ashtekar

5.1. Introducción
En el caṕıtulo anterior se dio un repaso muy general de las teoŕıas de gravedad modificadas

de Krasnov y la introducción de dos funciones cosmológicas (como ansatz) que resuelven las
constricción escalar automáticamente en las representaciones de ADM y Ashtekar del campo
gravitacional. Se pudo notar que, a nivel de formulación Hamiltoniana, la única modificación
comparada con el caso de la RG usual es que la constante cosmológica es remplazada por una
función arbitraria de la “curvatura”, φ(Ψ). Quizá la implicación f́ısica más relevante de esta
modificación es que la constante cosmológica observada en regiones de curvatura relativamente
baja no tiene que ser la misma que la observada en regiones de curvatura relativamente alta. En
particular, la constante cosmológica que aparece en las ecuaciones de Friedmann que gobiernan
la evolución de un Universo isotrópico homogéneo está dada por λcosm. = φ(0) (el argumento de
la función φ es cero en este caso debido a las simetŕıas) y no tiene que ser igual a la constante
cosmológica efectiva de gran curvatura en las escalas de Planck. Esto da un posible mecanismo
para resolver el problema de la constante cosmológica, que consiste en explicar por qué
la constante cosmológica observada es tan diferente de la constante cosmológica del orden 1/l2p,
donde lp es la longitud de Planck, que se espera sea inducida por la f́ısica a escala de Planck.
La constante cosmológica inducida a escalas de Planck φ(1/l2p) (en el régimen de curvaturas
extremadamente grandes 1/l2p) bien podŕıa ser del orden de 1/l2p pero esto no tendŕıa ningún
efecto observable siempre que el valor φ(0) de la función φ con curvatura cero sea pequeño.
No se profundizará más en estos asuntos, sólo queda decir que este problema de la constante
cosmológica aún permanece abierto hoy en d́ıa.

En este caṕıtulo se presenta el núcleo de esta tesis. Dadas las funciones cosmológicas dadas
como ansatz en las representaciones de Ashtekar y ADM del caṕıtulo anterior, se busca una
forma de relacionarlas, i.e., encontrar una fórmula con la que se pueda escribir una función
cosmológica en términos de la otra. Por su puesto, el hecho que las variables de Ashtekar y
las variables en el espacio ADM extendido a tŕıadas están relacionadas por una transformación
canónica facilita en gran medida los cálculos.
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5.2. El Espacio Fase ADM Extendido y las Variables de
Ashtekar

En esta sección se muestra la relación que existe entre el formalismos ADM extendido a
tŕıadas y las variables de Ashtekar. Éstos están relacionados a través de una transformación
canónica, y para mostrar tal afirmación, en primer lugar se define el nuevo campo Kai:

Kai := i(Aai − Γai), (5.2.1)

donde Aia es la conexión de Ashtekar y Γai es la conexión de esṕın libre de torsión definida de
tal manera que aniquila al campo eléctrico Ẽai,

DaẼbi := ∂aẼ
ai + ΓbacẼci − ΓcacẼbi + εijkΓajẼb

i = 0, (5.2.2)

en particular,
DaẼai = ∂aẼ

ai + εijkΓajẼa
k = 0 (5.2.3)

Ahora, se usa la definición dada en la Ec. (5.2.1) para reescibir todas las constricciones en
términos de Kai y Ẽai. Primero, con (5.2.3) la constricción de Gauss se puede escribir como, 1

Gi := DaẼ
ai := ∂aẼ

ai + εijk(Γaj − iKaj)Ẽa
k = DaẼai − iKajε

ijkẼa
k ≈ 0.

Aśı,
Gi = −iεijkKajẼ

a
k ≈ 0. (5.2.4)

Luego, la curvatura de Aai se puede escribir como:

Fab i = 2∂[a(Γb] i − iKb] i) + εijk
(
ΓjaΓkb − iΓjaKk

b − iKj
aΓkb −Kj

aK
k
b

)
= 2∂[aΓb]i + εijkΓjaΓkb − 2i∂[aKb]i − εijkKj

aK
k
b − iεijk

(
ΓjaKk

b − ΓjbKk
a

)
= fabi − 2i

(
∂[aKb]i + εijkΓj[aK

k
b]

)
− εijkKj

aK
k
b .

Aśı,
F i
ab = f iab − 2iD[aK

i
b] − εijkKajKbk, (5.2.5)

donde fabi es la curvatura de Γai definida por: fabi := 2∂[aΓb]i+εijkΓjaΓkb . Entonces, la constricción
vectorial, ver Ec. (3.4.47), se puede escribir como:

Ha := Ẽb
iF

i
ab = Ẽb

i f
i
ab − 2iẼb

iD[aK
i
b] − εijkKajẼ

b
iKbk ≈ 0,

pero Ẽb
i f

i
ab = 0, es la identidad de Bianchi, véase por ejemplo la Ref. [31] para una revisión de

ésto. Por tanto,

Ha = −2iẼb
iD[aK

i
b] +Kajε

jikẼb
iKbk = −2iẼb

iD[aK
i
b] +KajGj ≈ 0.

Aśı,
Ha ≈ −2iẼb

iD[aK
i
b] ≈ 0. (5.2.6)

Queda por reescribir la constricción escalar, Ec. (3.4.48) usando la Ec. (5.2.5); lo cual da:

H = 1
2ε

ijkẼa
i Ẽ

b
j (fabk − 2iD[aKb] k − εklmK l

aK
m
b )− λdetẼai

= 1
2ε

ijkẼa
i Ẽ

b
jfabk − iεijkẼa

i Ẽ
b
jD[aKb] k − Ẽa

i Ẽ
b
jK

[i
aK

j]
b − λdetẼai ≈ 0.

1Recuede que Da es la conexión asociada con el potencial vectorial Aai y Da es la conexión asociada con el
pontencial vectorial Γai.
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Note que al integrar sobre Σ se tiene:

εijkẼa
i Ẽ

b
jD[aKb] k = ∂a(εijkẼa

i Ẽ
b
jKbk)−KbkDa(εijkẼa

i Ẽ
b
j ) = ∂a(Ẽa

i Gi)−KbkDa(εijkẼa
i Ẽ

b
j ) ≈ 0,

donde se han despreciado términos proporcionales a la constricción de Gauss y se ha usado la
compatibilidad de Da con Ẽa

i y se desprecian divergencias totales. Por lo tanto:

H = 1
2ε

ijkẼa
i Ẽ

b
jfabk − Ẽa

i Ẽ
b
jK

[i
aK

j]
b − λdetẼai ≈ 0 (5.2.7)

Comparando las constricciones Gi, H y Ha con las constricciones ADM en la Sección 3.6, Ecs.
(2.6.58), (2.6.69) y (2.6.70), respectivamente, se puede ver que tienen la misma estructura. Para
obtener una concordancia exacta, es necesario cambiar Ẽai por su inversa no densificada eai,
que es la coordenada usada en la Sección 3.6.

Lo que sigue es probar que la transformación dada por la Ec. (5.2.1) es canónica. Para
mostrar esto, se define la Ẽai no densificada y su inversa, es decir,

Ẽai =: eeai ebie
ai = δab e := deteai =

√
detẼai. (5.2.8)

Note que, detẼai = 1
3!ε

ijkεabcẼ
a
i Ẽ

b
j Ẽ

c
k, entonces,

Da e2 := ∂ae
2 = 2e∂ae = Da

( 1
3!ε

ijkεabcẼ
a
i Ẽ

b
j Ẽ

c
k

)
= 0⇒ ∂ae = 0,

donde se ha usado el hecho de que Da es compatible con Ẽbi (véase la Ec. (5.2.3)). Sigue que
Da también es compatible con la tŕıada ebi. Por lo tanto, sigue entonces:

D[aẼb]i = 0⇒ D[aeb]i = ∂[aeb]i − Γc[ab]eci + εijkΓj[ae
k
b] = 0.

Aśı,
D[aeb]i = ∂[aeb]i + εijkΓj[ae

k
b] = 0, (5.2.9)

ya que Γc[ab] = 0. Luego, tomando la derivada temporal de la Ec. (5.2.9) se tiene:

∂0
(
∂[aeb]i + εijkΓj[ae

k
b]

)
= ∂[aėb]i + εijkΓj[aė

k
b] + εijkΓ̇j[ae

k
b] = 0.

Aśı,
D[aėb]i + εijkΓ̇j[ae

k
b] = 0. (5.2.10)

Si se usa un tensor totalmente antisimétrico εab, tal que εabεdc = 2δ[a
d δ

b]
c , se tiene que: 2

εab(Daėbi + εijkΓ̇jaekb ) = 1
2(εab − εba)Daėbi + 1

2(εab − εba)εijkΓ̇jaekb = εab(D[aėb]i + εijkΓ̇j[ae
k
b]) = 0.

Aśı,
εab(Daėbi + εijkΓ̇jaekb ) = 0. (5.2.11)

Proyectando la Ec. (5.2.11) sobre el campo εacεilmeal ecm se tiene:

εabεacε
ilmeal e

c
m(Daėbi + εijkΓ̇jaekb ) = 2δbcεilmeal ecm(Daėbi + εijkΓ̇jaekb ) = 0

= εilmeal e
b
mDaėbi + εilmεijmΓ̇jaeal = 0.

2También se cumple εabεac = 2δbc, para más detalles ver [46].
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Aśı,
eΓ̇laeal = −e2ε

ilmeal e
b
mDaėbi.

De la Ec. (5.2.8), sigue que:

Γ̇iaẼa
i = −1

2eε
ijkeai e

b
jDaėbk = −1

2
[
∂a
(
eεijkeai e

b
j ėbk)− ėbkDa(εijkẼa

i e
b
j

)]
,

pero ya que Daebi = 0, entonces,

Γ̇iaẼa
i = −1

2eε
ijkeai e

b
jDaėbk = −1

2∂a(eε
ijkeai e

b
j ėbk). (5.2.12)

De la Ec. (5.2.1) se tiene que:
Γ̇ia = Ȧia + iK̇i

a, (5.2.13)

entonces, (
Ȧia + iK̇i

a

)
Ẽa
i = −1

2∂a(eε
ijkeai e

b
j ėbk).

Aśı,
Ẽa
i Ȧ

i
a = −iẼa

i K̇
i
a −

1
2∂a(eε

ijkeai e
b
j ėbk). (5.2.14)

Por lo tanto, la transformación dada por la Ec. (5.2.1) es canónica hasta divergencia total de
la Ec. (5.2.14). Esto significa que el paréntesis de Poisson fundamental ahora es:{

Ki
a(x), Ẽb

j (y)
}

= δbaδ
i
jδ

2(x,y). (5.2.15)

Note que una comparación entre la Ec. (5.2.7) y el Hamiltoniano-ADM dado en la Sección
3.6 muestra que KaiẼ

i
b tiene la interpretación como la curvatura extŕınseca densificada. Más

detalles de esta transformación canónica pueden verse en [43].

5.3. Relación entre Funciones Cosmológicas
En la parte final del caṕıtulo anterior se han presentado un par de funciones cosmológicas,

una para la representación de Ashtekar y otra para la representación ADM, y las cuales re-
suelven la constricción escalar en cada representación. La controversia es que no se sabe con
certeza la forma en que estas funciones cosmológicas se relacionan. En la Ref. [18] se plantea
que estas funciones son equivalentes módulo alguna constricción de la teoŕıa. Aqúı se hace un
desarrollo expĺıcito de la relación que existe entre tales funciones cosmológicas.

En la sección anterior se ha demostrado que cuando se usa una transformación canónica
para relacionar las variables de Ashtekar y las variables del espacio fase extendido ADM, la
constricción escalar toma la forma [ver Ec. (5.2.7)]:

H = 1
2ε

ijkẼa
i Ẽ

b
jfabk − Ẽa

i Ẽ
b
jK

[i
aK

j]
b − λdetẼai ≈ 0. (5.3.1)

Usando las relaciones definidas por la Ec. (5.2.8) se puede escribir esta constricción en términos
de variables no densificadas, i.e., en términos de la tŕıada eai y su determinante. Entonces,

H = 1
2ε

ijke2eai e
b
jfabk − e2eai e

b
jK

[i
aK

j]
b − λe2 ≈ 0.
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Por lo tanto, el ansatz dado por la Ec. (4.3.1) ahora toma la forma:

ϕ := 1
2ε

ijkeai e
b
jfabk − eai ebjK [i

aK
j]
b . (5.3.2)

Note que:
εijkeai e

b
jfabk = eai e

b
jΩ

ij
ab, (5.3.3)

donde Ωij
ab = −Ωji

ab, es la curvatura de la conexión de Lorentz asociada con la conexión de esṕın
similar a la que se ha encontrado en la Sección 4.2, véase Ec. (3.2.19). Ahora, ya se ha mostrado
(véase Ec. (3.2.24)) que el escalar de Ricci (tridimensional) está relacionado a la curvatura de
la conexión de esṕın como:

(3)R := eai e
b
jΩ

ij
ab. (5.3.4)

Por lo tanto, la función cosmológica se puede escribir en forma más familiar como:

ϕ := 1
2

(3)R− eai ebjK [i
aK

j]
b . (5.3.5)

Ahora, a partir del ansatz dado por la Ec. (4.4.3) se tiene que la función cosmológica en la
representación ADM está dada por:

Λ :=
pijpij − 1

2(pii)2 − 4 e2 (3)R

8 e2 ,

entonces,
8 e2Λ = pijpij −

1
2(pii)2 − 4 e2 (3)R.

Aśı,
(3)R = −2Λ + 1

4 e2

(
pijpij −

1
2(pii)2

)
. (5.3.6)

Sustituyendo la Ec. (5.3.6) en la Ec. (5.3.5) se tiene que:

ϕ = 1
2

[
−2Λ + 1

4 e2

(
pijpij −

1
2(pii)2

)]
− eai ebjK [i

aK
j]
b .

Aśı,
ϕ = −Λ + 1

8 e2

(
pijpij −

1
2(pii)2

)
− eai ebjK [i

aK
j]
b . (5.3.7)

La ecuación anterior representa la primera relación entre funciones cosmológicas en las repre-
sentaciones de Ashtekar y ADM del campo gravitacional. Lo que sigue es manipular la ecuación
(5.3.7) para llegar a una relación más compacta.

En la Sección 3.6 se ha dado una relación expĺıcita entre el campo Kai y pai = eajp
ij, i.e.,

Ki
a = 1

2 e

(
pia −

1
2(pkk)eia

)
. (5.3.8)

Ahora, pij = paieja, entonces,

pijpij = paiejapbie
b
j = paipbiδ

b
a = paipai, p := paieai = pijeajeai = pii. (5.3.9)

A partir de las Ecs. (5.3.8) y (5.3.9) es fácil determinar expĺıcitamente eai ebjK [i
aK

j]
b . Por un lado,

eai e
b
jK

i
aK

j
b = eai e

b
j

1
4e2

(
pia −

1
2pe

i
a

)(
pjb −

1
2pe

j
b

)
= 1

4e2

[
eai e

b
jp
i
ap
j
b −

p

2(ejbpiaeai ebj + eiap
j
be
a
i e
b
j)
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+1
4p

2eai e
b
je
i
ae
j
b

]
= 1

4e2

[
piip

j
j −

p

2(piiδ
j
j + pjjδ

i
i) + 1

4p
2δiiδ

j
j

]
= 1

4e2

(
p2 − 3p2 + 9

4p
2
)
.

Aśı,
eai e

b
jK

i
aK

j
b = 1

16 e2 p
2. (5.3.10)

Por otro lado,

eai e
b
jK

j
aK

i
b = 1

4e2

[
eai e

b
jp
j
ap
i
b −

p

2e
a
i e
b
j(pjaeib + pibe

j
a) + 1

4p
2eai e

b
je
j
ae
i
b

]
= 1

4e2

[
pjip

i
j −

p

2(pjiδij + pijδ
j
i ) + 1

4p
2δii

]
= 1

4e2

(
pijpij − p2 + 3

4p
2
)
.

Aśı,
eai e

b
jK

j
aK

i
b = 1

4e2

(
pijpij −

1
4p

2
)
. (5.3.11)

De las Ecs. (5.3.10) y (5.3.11), sigue que:

eai e
b
jK

[i
aK

j]
b = 1

2
[
eai e

b
jK

i
aK

j
b − eai ebjKj

aK
i
b

]
= 1

2

[ 1
16 e2 p

2 − 1
4e2

(
pijpij −

1
4p

2
)]
.

Entonces,
eai e

b
jK

[i
aK

j]
b = − 1

8e2

(
pijpij −

1
2(pkk)2

)
. (5.3.12)

Por lo tanto, sustituyendo la Ec. (5.3.12) en la Ec. (5.3.7) se obtiene que:

ϕ = −Λ + 1
8 e2

(
pijpij −

1
2(pii)2

)
+ 1

8e2

(
pijpij −

1
2(pii)2

)
.

Aśı,
ϕ = −Λ + 1

4 e2

(
pijpij −

1
2(pii)2

)
. (5.3.13)

Note que la Ec. (5.3.13) es una relación más compacta entre las funciones cosmológicas.

Además, de la Ec. (4.4.3) se tienen que:

pijpij −
1
2(pii)2 = 8e2Λ + 4e2 (3)R. (5.3.14)

Entonces, la relación dada por la Ec. (5.3.13) se puede escribir como:

ϕ = −Λ + 1
4 e2

(
8e2Λ + 4e2 (3)R

)
= −Λ + 2Λ + (3)R.

Aśı,
ϕ = Λ + (3)R, (5.3.15)

la cual representa la relación más compacta entre las funciones cosmológicas en las representa-
ciones de ADM y Ashtekar del campo gravitacional.
Queda aún por escribir una forma de tal relación en términos de la curvatura extŕınseca.

De la Ec. (5.3.9) sigue que la Ec. (5.3.13) se puede escribir como:

ϕ = −Λ + 1
4 e2

(
paipai −

1
2p

2
)
. (5.3.16)
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Luego, de la Ec. (5.3.8) se tiene que pai = 2Kaie+ 1
2 pe

ai, entonces,

paipai = 4e2KaiK
ai + 2p eKaieai + p2

4 δ
i
i = 4KaiK

ai + 2p eK + 3
4p

2, (5.3.17)

donde se ha definido K := Kaieai. Ahora el campo Ki
a se puede escribir como [44]:

Ki
a := Kabe

bi + Jabe
bi, (5.3.18)

donde Kab = K(ab) es la curvatura extŕınseca y Jab = J[ab]. De la discusión de la formulación
ADM extendida a tŕıadas la anulación de Jab es equivalente a que la constricción interna se
cumpla [ver Ec. (2.6.58)]. Entonces,

KaiK
ai = KabK

acδbc + 2e−1KabJ
acδbc + e−2JabJ

acδbc.

Aśı,
KaiK

ai = KabK
ab + 2e−1KabJab + e−2JabJ

ab. (5.3.19)
Sustituyendo la Ec. (5.3.19) en la Ec. (5.3.17) se encuentra que:

paipai = 4e2(KabK
ab + 2e−1KabJab + e−2JabJ

ab) + 2p eK + 3
4p

2.

Luego, note que:
p := eaip

ai = 2Kaieaie+ p

2eaie
ai.

Entonces,
K = − 1

4 ep⇒ K2 = 1
16e2p

2.

Luego,

paipai = 4e2
(
KabK

ab + 2e−1KabJab + e−2JabJ
ab
)

+ 2 e (−4eK)K + 3
4(16e2K2).

Aśı,
paipai = 4e2

(
KabK

ab + 2e−1KabJab + e−2JabJ
ab
)

+ 4e2K2. (5.3.20)
Sigue que:

ϕ = −Λ + 1
4 e2

[
4e2

(
KabK

ab + 2e−1KabJab + e−2JabJ
ab
)

+ 4e2K2 − 1
2(16e2K2)

]
.

Entonces,

ϕ = −Λ + 1
4 e2

[
4e2

(
KabK

ab + 2e−1KabJab + e−2JabJ
ab
)
− 4e2K2

]
. (5.3.21)

Por lo tanto,
ϕ ≈ −Λ +KabK

ab −K2, (5.3.22)
donde ≈ denota módulo la constricción de rotaciones internas. Pero, cuando se hace una res-
triccción a Xphy. se tiene que [ver Ecs. (2.3.20), (2.3.21)]:

KabK
ab −K2 ≈ (3)R. (5.3.23)

Se concluye que:
ϕ ≈ −Λ + (3)R, (5.3.24)

la cual representa la relación más compacta entre las funciones cosmológicas en las representa-
ciones de ADM y Ashtekar del campo gravitacional si se hace una restricción al espacio fase
f́ısico Xphy.

Note que las Ecs. (5.3.15) y (5.3.24) no tienen por que se las mismas, resulta que cuando se
determina la Ec. (5.3.15) se trabaja sobre todo el espacio fase de la teoŕıa, i.e. sobre Met(Σ),
mientras que para obtener la Ec. (5.3.24) se hace una restricción al espacio fase f́ısico Xphy..

83



84



Caṕıtulo 6

Conclusiones

Finalmente, en este trabajo se ha hallado una relación entre las funciones cosmológicas que
Rosas-Rodŕıguez propone en [17, 18], ver Ecs. (4.3.1) y (4.4.3). En primer lugar se demostró
que las funciones cosmológicas son iguales (fuertemente) hasta el escalar de curvatura de Ricci
espacial. Para propositos más geométricos se ha demostrado expĺıcitamente que las funciones
cosmológicas (hasta signo) difieren por un término que involucra la curvatura extŕınseca Kab

módulo la constricción interna, la cual está dada por la ley de Gauss para el espacio fase ADM
extendido a tŕıadas. Note que la curvatura extŕınseca es un objeto geométrico de la subvariedad
Σ. La curvatura extŕınseca no tiene sentido para una variedad en śı misma, sólo toma significa-
do cuando se encuentra encajada en una variedad de dimensión superior, ya que, de la misma
definición, Kab depende de la geometŕıa de la variedad M (recuerde, en su definición aparece
la derivada covariante del espaciotiempo y el vector normal a la hipersuperficie). F́ısicamente,
el hecho de que la curvatura extŕınseca aparezca en la ecuación que relaciona las funciones
cosmológicas dice que estas guardan información de la evolución de la métrica de las hipersu-
perficies que folian el espaciotiempo pues si se mira hacia la Ec. (2.2.16) se establece que la
curvatura extŕınseca está estrechamente relaciona con la derivada temporal de la métrica qab.
Además, cuando se mira hacia el espacio f́ısico ADM (estándar), Xphy., resulta que el término
que relaciona (hasta signo) las funciones cosmológicas es débilmente el escalar de Ricci espacial.
Note que se han encontrado dos ecuaciones que dan la relación entre funciones cosmológicas en
términos del escalar de curvatura de Ricci espacial, una lo hace fuertemente y la otra débilmen-
te, ver Ecs. (5.3.15) y (5.3.24) respectivamente, estas ecuaciones no tienen por qué ser iguales
ya que en la primera se trabaja sobre todo el espacio fase y en la segunda se hace una restricción
al espacio fase f́ısico ADM.

En la teoŕıa de K. Krasnov la función cosmológica depende de un tensor simétrico sin traza,
i.e. φ(Ψ). Resulta que en la teoŕıa de la RG de Plebańsky el tensor Ψ es el tensor de Weyl que
se relaciona al tensor de curvatura de Ricci [3], entonces, se dice que la función cosmológica
depende de la curvatura.Realmente en [18] se sugiere que las funciones cosmológicas son iguales
modulo la constricción de Gauss, sin embargo, este trabajo ha mostrado expĺıcitamente que este
no es el caso y que las funciones cosmológicas se relacionan por medio de la curvatura escalar de
Ricci. En este momento no se cuenta con una interpretación precisa de lo que significa que las
funciones cosmológicas en dos representaciones canónicas del campo gravitacional se relacionen
a través del escalar de curvatura espacial.

Se debe mecionar que si se usa la convención que P. Peldan adopta en [24], donde además se
utiliza la transformación canónica Kai := Aai + iΓai, resulta que la relación entre las funciones
cosmológicas es igual a la que se obtiene en la Ec. (5.3.24).
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Aunque hoy en d́ıa no se tiene una idea clara sobre lo que indican estas funciones cosmológi-
cas propuestas como ansatz, se espera que los resultados de este trabajo sirvan para aclarar un
poco más lo que éstas implican f́ısica y geométricamente, lo cual se puede dejar como proyecto a
futuro. También, como proyecto a futuro se deja probar la forma en que dependen las funciones
cosmológicas de la derivada temporal de la 3-métrica qab. Esto se puede lograr partiendo de la
Ec. (5.3.22) y usando la expresión para la curvatura extŕınseca dada por la Ec. (2.2.16).
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del IPN, México, D.F. (1998).

[29] M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, 2nd Edition, Institute of Physics Pu-
blishing, Bristol (2003).

[30] M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhäuser, Boston (1992).
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