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Resumen

Para comenzar se hace una breve revisién de la Relatividad General (RG) de Einstein. Se
deducen las ecuaciones de campo a partir de un principio de conservacion de energia-momento
local y de la accion de Einstein-Hilbert.

Luego, pensando en una cuantizacion candnica de la RG se estudia el formalismo Hamilto-
niano ADM de la RG. Aqui el actor principal es una 3-métrica que se define sobre las hipersu-
perficies que folian el espaciotiempo. Desafortunadamente, el formalismo ADM resulta ser poco
adecuado para propositos de cuantizacion de la RG pues trae muchos problemas conceptuales y
técnicos que son realmente dificiles de evitar. Un formalismo Hamiltoniano mas adecuado es el
desarrollado por A. Ashtekar. Aqui el actor principal es una conexién compleja. La cuantizacién
de la RG es mas clara en términos de conexiones y como consecuencia aparece un estado fisico
para la teoria, el estado de Chern-Simons.

Una forma alternativa de ver las cosas es a partir de la gravedad no métrica desarrollada
por K. Krasnov. Lo que sugiere Krasnov es modificar la constriccién escalar del formalismo
Hamiltoniano de Ashtekar de tal forma que se remplace la constante cosmologica por una fun-
cién arbitraria que depende de las variables candnicas de la teoria. Entonces, la RG es un caso
particular de esta teoria, es decir, precisamente cuando la funcion cosmoldgica es una constante.

Inspirado en la teoria de K. Krasnov hace algunos anos Rosas-Rodriguez propuso un par de
funciones cosmoldgicas, una para el formalismo ADM y otra para el formalismo de Ashtekar.
En este trabajo se demuestra que estas funciones cosmolégicas se relacionan por medio del
escalar de Ricci espacial. También, se demuestra que tal relacién se puede poner en términos
de la curvatura extrinseca.
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Introduccion

La teoria cuantica y la teorfa de la Relatividad General (RG) son los pilares sobre los que
descansa toda la fisica que conocemos en estos dias. La teoria cudntica se encarga de dar una
explicacion consistente de los fenémenos a nivel microscépico, i.e., el comportamiento de la
materia a nivel atémico y nuclear [1, 2]. Mientras que la RG es una teorfa de la gravedad,
en la cual se explica el campo gravitacional desde una perspectiva puramente geométrica y
explica los fenémenos a nivel macroscopico, i.e., a nivel del sistema solar, galaxias y el universo
mismo [3, 4, 5]. En RG, el espacio y el tiempo se encuentran unidos en un continuo de cuatro
dimensiones conocido como espaciotiempo, la interaccion gravitacional ahora se expresa como
la deformacién del mismo. El espaciotiempo ya no es mas una cantidad inerte, la materia actia
sobre él y éste actia sobre la materia. En vista de que la materia se describe por la teoria
cuantica, y que ésta se acopla a la geometria, es necesario tener una descripcion cuantica de
la gravedad. Han surgido problemas tanto técnicos como conceptuales al tratar de cuantizar la
gravedad. Muchos de los problemas técnicos se deben a la no linealidad de las ecuaciones de
Einstein. Quiza uno de los problemas conceptuales mas importantes es que el campo gravitacio-
nal es el mismo espaciotiempo. Asi, se debe enfrentar el problema de cuantizar el espaciotiempo.
El problema de la gravedad cuantica no es para nada nuevo, el mismo Einstein sugirié que debia
existir una version cuantica de la RG. Otro fisico de gran jerarquia que se dio a la tarea de
resolver este problema de cuantizar la gravedad fue Dirac [6, 7], pero no tuvo éxito, aunque sus
ideas fueron retomadas posteriormente. Después de Dirac vinieron otros fisicos y matematicos
que también trataron el problema.

Pensando en una cuantizacién canénica de la gravedad, en 1962 Arnowitt, Deser y Misner
desarrollaron el primer formalismo Hamiltoniano de la RG, en el cual la variable es la métrica
del espacio [8]. El problema aqui es que la Hamiltoniana no es polinomial en las variables, y se
tiene el conflicto de como transformar la raiz cuadrada de una variable en un operador, para
poder pasar a una teoria cuantica.

En 1986 A. Ashtekar introduce una nueva formulacion Hamiltoniana del campo gravitacio-
nal en términos de conexiones, i.e., la variable es ahora una conexién [9, 10]. Lo interesante aqui
es que la Hamiltoniana de la teoria se simplifica pues las constricciones se vuelven polinomiales
en las variables canénicas. Ademas, el formalismo de Ashtekar acerca mucho mas la estructura
matematica de la RG a las teorias de Yang-Mills, una generalizacién de la teoria de Maxwell que
describe las fuerzas nucleares débil y fuerte [11]. Como resultado, se pueden aplicar las técnicas
de la teoria de norma (gauge) en gravedad. Quizd un inconveniente que viene con la teoria
de Ashtekar es que las conexiones autoduales son complejas y para obtener la RG habitual se
tienen que imponer condiciones de realidad sobre las variables candnicas.

Posteriormente, en 1988 Rovelli y Smolin encontraron una nueva formulacién Hamiltonia-
na de la RG en la cual se encuentran infinitas soluciones para gravedad cudntica. Este nuevo
enfoque es la formulacién de lazos (loops) que se utiliza actualmente para la cuantizacién del
campo gravitacional [12].



Existe otro enfoque alternativo, quiza mucho mas famoso que el de la teoria de lazos para
llevar a cabo la cuantizacion del campo gravitacional. Este recibe el nombre de teoria de cuer-
das. El dilema con la teoria de cuerdas es que en su formulacién agrega dimensiones extra, lo
cual ha generado gran controversia en la comunidad cientifica [13].

Recientemente, alrededor de 2008, K. Krasnov introdujo una familia de teorias de gravedad
alternativas con el nombre de gravedad no métrica, que se conocen en estos dias como teorias de
gravedad modificada. Aqui se pretende cambiar las constricciones de tal forma que se reemplace
la constante cosmolégica por una funcién (arbitraria) de las variables canénicas [14, 15, 16].
Asi, la RG serfa un caso particular de estas nuevas teorias. Como bien lo menciona Krasnov,
se espera que estas teorias de gravedad modificada conduzcan a una mejor aproximaciéon de la
gravedad cuantica.

Siguiendo las ideas de la gravedad no métrica de K. Krasnov en 2013 fue introducida cierta
funcién cosmoldgica que resuelve la constriccion escalar del campo gravitacional en la represen-
tacion de Ashtekar [17], donde el actor principal es una conexién con valores en el dlgebra de Lie
de SO(3). Posteriormente se introdujo una funcién cosmoldgica en la representacion ADM del
campo gravitacional, en ésta se hace uso de la métrica como la variable principal, que también
resulve la constriccién escalar tanto a nivel cldsico como cudntico [18].

La idea central aqui es estudiar este par de funciones cosmoldgicas y establecer una relacion
entre ellas, i.e., verificar si son iguales o difieren en algin término. Una vez establecida tal
relacion se pretende buscar alguna interpretacion de relevancia fisica o geométrica sobre estas
funciones ya que hasta este momento no se sabe con seguridad lo que éstas significan.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presenta un re-
paso muy general sobre RG. En primer lugar se deducen las ecuaciones de campo de Einstein
a partir de un principio de conservacion de energia-momento local, donde se usa la identidad
de Bianchi como herramienta principal. Luego, a partir de un principio de acciéon se hace la
misma deduccion pero sélo para el caso del vacio. No es el objetivo de este trabajo profundizar
en RG como tal, asi que simplemente se usa como un tipo de introduccion hacia el ntcleo del
trabajo principal, a lo mucho se da una explicaciéon muy general de la solucion a las ecuaciones
de campo de Einstein mas simple descubierta por Schwarzschild en 1916, la cual representa un
agujero negro estatico.

Los Capitulos 2 y 3 estan dedicados a la formulacién canénica de la RG. En el Capitulo 2
se da un repaso sobre la formulacién Hamiltoniana ADM del campo gravitacional, aqui el actor
principal es la métrica del espacio y las constricciones son no polinomiales en esta variable. En
el Capitulo 3 se trata la formulaciéon de Ashtekar, donde la variable dinamica es una conexién
con valores en el algebra de SO(3) y, como se verd, las constricciones son polinomiales en las
variables canodnicas. Esto es una simplificacién muy importante ya que la estructura de la RG
se acerca mucho a la de las teorias de Yang-Mills y, por lo tanto, se pueden emplear las técnicas
ya conocidas en estas teorias (por ejemplo, las variables de lazos que se emplean para cuantizar
no perturbativamente [19, 20]). Hay un precio a pagar, resulta que las variables (conexiones)
con las que se trabaja son complejas y para regresar a RG estandar se tienen que emplear
condiciones de realidad. Se ha tratado de exponer en estos capitulos todo lo necesario para
desarrollar el trabajo, ademas de ser bastante explicito al hacer los célculos pensando que en
mucha literatura la gente no se preocupa por los detalles. Para estos desarrollos se ha seguido
de cerca los textos [21, 22, 23], y los articulos [24, 25].



El Capitulo 4 es necesario para el nicleo de este trabajo. Aqui se trata con la gravedad
modificada de K. Krasnov en la cual la idea principal es cambiar la constriccion escalar rempla-
zando la constante cosmoldgica por una funcién cosmoldgica arbitraria, que es funcién de cierto
tensor simétrico. Se demuestra de forma explicita que el algebra de las constricciones es atn
de primera clase, tal como en [15, 26] pero de una manera mas elaborada. Ademas, se dan de
forma precisa las funciones cosmologicas en las representaciones de ADM y Ashtekar del campo
gravitacional, que fueron prensentadas como ansatz por primera vez por Rosas-Rodriguez en
[17, 18]. Con estos ansatz en mano se procede a dar una relacién entre ambas funciones, que es
el tema del Capitulo 5.

El Capitulo 5 es la culminacion de los esfuerzos que se hicieron a lo largo de todo este trabajo
de tesis. Primero, se da una relacion entre el Hamiltoniano de ADM extendido a triadas y las
variables de Ashtekar, este paso es importante ya que a través de una transformacién candnica
se logran escribir las constricciones de la formulacién de Ashtekar en términos de triadas las
cuales son las variables para desarrollar el formalismo ADM si se extiende el espacio fase de
métricas y momentos asociados. De aqui es facil escribir el ansatz para la funciéon cosmoldgica
de Ashtekar y relacionarlo con la funcién cosmoldgica de ADM (en triadas), lo cual era el pro-
blema a resolver en este trabajo de tesis.

Para finalizar se dan las conclusiones, haciendo hincapié en la relaciéon obtenida entre ambas
funciones cosmoldgicas, la cual tiene que ver con la curvatura escalar espacial de Ricci. Ademaés,
se dan los proyectos a futuro sobre la relacion hallada.

Conceptos tales como variedades, espacios tangente, formas diferenciales, derivadas de Lie,
etc., se pueden revisar en las referencias [3, 21, 23, 27, 28, 29, 30].






Capitulo 1

Relatividad General (Einstein, 1915)

1.1. Introduccion

A mediados del siglo XIX los matematicos descubrieron que habian geometrias mas genera-
les que la geometria Euclideana. Esto llevo a la idea, expuesta por Riemann en 1854, de que la
geometria del espacio fisico puede no obedecer los axiomas de Euclides, puede deformarse por
la presencia de materia. Tom¢6 61 anos mas para que esta idea fuera concretada por A. Einstein,
quien en 1915 publicé su teoria de la RG. La RG es una teoria de la gravedad, aqui el espacio y
el tiempo se unen para formar un continuo cuadridimensional (el espaciotiempo), en la cual la
interaccién gravitacional se expresa como la deformacién del espaciotiempo. El espaciotiempo
no es mas una cantidad inerte (como en gravedad Newtoniana), actiia sobre la materia y ésta
puede actuar sobre él, como bien lo menciona J. Wheeler: La materia le dice al espaciotiempo
como curvarse y el espaciotiempo le dice a la materia como moverse. La variable fundamental
de la teorfa ahora es la métrica del espaciotiempo gus'.

Uno de los puntos méas importantes que dié lugar a la RG fue la inconsistencia de la teoria
de gravitacion de Newton con la relatividad especial (1905), puesto que ésta invoca nocién de
influencia instantanea de un cuerpo a otro. Esto ultimo ya habia sido observado por Descartes,
Mach y Leibniz quienes no estaban muy de acuerdo con dicha ley. Ademas, Galileo se dio cuenta
que todos los cuerpos caen de la misma forma bajo la accién de un campo gravitacional (prin-
cipio de equivalencia). Esto sugiere asignarle propiedades de campo gravitacional a la misma
estructura del espaciotiempo.

Einstein construyé la RG bajo dos principios fundamentales:

= Principio de relatividad general : todas las leyes de la fisica toman la misma forma
en cualquier sistema de referencia (incluidos los no inerciales).

» Principio de equivalencia : existe un sistema de coordenadas en el cual los efectos de
un campo gravitacional se anulan localmente.

1.2. Ecuaciones de Campo de Einstein

Las ecuaciones de Einstein dicen como se curva el espaciotiempo por la presencia de materia,
o mas generalmente, cualquier cosa que posea energia o momento. Estas ecuaciones son las mas

1Se usan letras Griegas como indices que corren de 0 a 3 (son indices espaciotemporales) y letras Latinas
del inicio del alfabeto a, b, c... como indices espaciales que corren de 1 a 3. Las Latinas de medio alfabeto j, k...
denotaran indices internos mas adelante.



simples que relacionan la curvatura y la energia-momento para las cuales la ley de conservacion
local de energia-momento es una consecuencia automatica. Esto es andlogo a las ecuaciones de
Maxwell:

*dx F = J, (1.2.1)

que automaticamente implican conservacion local de la carga eléctrica,
dxJ =0, (1.2.2)

donde d es la derivada exterior, J es la 1-forma de densidad de corriente, F' es el campo elec-
tromagnético (2-forma), y = es el operador estrella de Hodge. En el caso de las ecuaciones de
Maxwell, la clave para la conservacién local de la carga eléctrica es la identidad d* = 0 (nil-
potencia). En el caso de las ecuaciones de Einstein, la clave es su generalizacién natural, la
identidad de Bianchi.

En fisica relativista, el flujo de energia y momento a través de un punto dado del espacio-
tiempo se resume por el tensor de energia-momento, que es un tensor de tipo (0,2) simétrico
con componentes escritas como 7),,. En el espaciotiempo curvo la ley de conservacion local de
energia-momento se escribe como:

VT, =0, (1.2.3)

se dice que T}, tiene divergencia nula.

Para obtener ecuaciones para la gravedad que sean consistentes con la conservacion de
energia es natural intentar algo de la forma:

C,uy = T,uzu (124)

donde C,, es un tensor simétrico libre de divergencias que depende sélo de la curvatura del
espaciotiempo, i.e., del tensor de Riemann. En analogia con las ecuaciones de Maxwell y Yang-
Mills, se espera obtener algo libre de divergencias a partir de la identidad de Bianchi. La forma
mas simple de recordar la identidad de Bianchi para la curvatura de Riemann es que para
cualesquiera campos vectoriales u, v, w en el espaciotiempo:

[V, Vo, Vol + [V, [V, V]l + [V, [V, Vo] = 0, (1.2.5)

que es simplemente la identidad de Jacobi.

Es bastante 1til considerar la curvatura como una 2-forma con valores en el endomorfismo
del haz tangente (End(TM)), i.e., R. En estos términos la identidad de Bianchi se convierte
simplemente en:

dyR =0, (1.2.6)

donde dy es la derivada covariante exterior que surge de la conexién de Levi-Civita, V. Si se
usa V,, para definir la derivada exterior de formas diferenciales ordinarias, y luego para definir
dy, resolver la identidad de Bianchi dy’R = 0 en coordenadas locales lleva a:

A
V[O‘RB'Y]é - 0 (127)

Ahora bien, se pueden obtener versiones reducidas de la identidad de Bianchi contrayendo
indices. Si se contrae una vez se obtiene:

ViR, = 0. (1.2.8)



Si se escribe explicitamente la antisimetrizacion, se obtiene:

VaRS 5+ VR — Vo Roys =0, (1.2.9)

yald

lo cual, por la definicion del tensor de Ricci y al hacer uso de la métrica para subir y bajar
indices, es simplemente,

VaRag75 + VgR,ﬂs — V’YR&S =0. (1.2.10)

Se puede reducir la identidad de Bianchi aiin més usando la simetria del tensor de Riemann,
de modo que:

VR +VPR,5—V,R =0, (1.2.11)

donde se han subido algunos indices y se han contraido otros. Reetiquetando indices mudos y
dividiendo entre 2, se obtiene:

1
ve (Rw - 2ng) — 0, (1.2.12)

ya que V@g,, = 0. El tensor en paréntesis es simplemente el tensor de Einstein G,. En otras
palabras, se ha mostrado que,
VG, = 0. (1.2.13)

El tensor de Einstein es, por lo tanto, el tensor de tipo (0,2) simétrico libre de divergencias
mas simple que depende soélo de la curvatura del espaciotiempo, tal que la ecuacion de Einstein
para la RG,

Gro = 8Ky, (1.2.14)
donde kK = c%, implica automaticamente conservacion local de energia y momento.
La ecuacién de Einstein del vacio es el caso especial cuando 7T}, = 0. Esto simplemente

dice que el tensor de Einstein es cero, lo cual es equivalente (excepto en espaciotiempos de 2
dimensiones) a que el tensor de Ricci sea cero,

Ry, =0. (1.2.15)

Esto se puede verificar de la siguiente manera. Considere,

1
Ry — §g7aR =8mkTya v R=9""Ry,.

Entonces,

1 «
R, — ig,yag'y R, = 87KT,,.

En n dimensiones se tiene:
Grag"" = 0,07 =n. (1.2.16)

Sigue que,
R, (1 — Z) = 8TKTq,

tomar la traza de la ecuacién anterior da:
-1
Rz&m(l—Z) T.

De aqui que:

1 n\ !
R, — §gw87m (1 — 2) T = 8nkT,,



entonces,

1 -1
Ry = 87k [Tm + 500 (1 - Z) T] .

Con esto para el caso T,, = 0, se obtiene:
R, =0. (1.2.17)

Ahora, hay otro tensor de tipo (0,2) que es simétrico y libre de divergencia, el tensor métrico,
i.e., V¥as = 0. De esta manera, se puede, si asi se desea, modificar la ecuaciéon de Einstein
sumando un término adicional proporcional a la métrica, como:

G + A9y = 8TKT,. (1.2.18)

El parametro A\ se conoce como la constante cosmoldgica.

1.3. La Accion de Einstein-Hilbert

La RG es una teoria para la cual la variable dindmica es la métrica g,3. Supoéngase que M
es una variedad orientada, el espaciotiempo, con una métrica semi-Riemanniana g en ésta. El
Lagrangiano para la RG, descubierto por Hilbert 5 dias antes de que Einstein lo encontrara de
forma independiente, es simplemente,

Rool, (1.3.1)

donde R es la curvatura escalar de Ricci de g y vol es la forma de volumen asociada a g. La
accion de Einstein-Hilbert es, por lo tanto,

S(g) = /M vol R. (1.3.2)

Si M no es compacta esta integral podria no converger, pero la variaciéon de S tendrd atn
sentido si la variacién de la métrica desaparece fuera de un conjunto compacto.

La accién de Einstein-Hilbert en coordenadas locales se escribe como:
S (g) = / d"z Ry/|det g|- (1.3.3)
M

Para una métrica Lorentziana se tiene |det g| = —det g. Para el caso Lorentziano (otros casos
funcionan similarmente) la variacién de la accién es de la siguiente manera.

Suponga que g es una métrica Lorentziana y que dg es cualquier (0, 2)-tensor que se anula
fuera de un conjunto compacto. Si s € R es pequeno, g + ség seguird siendo una métrica
Lorenziana, asi a medida que s varfa, g+ sdg es un conjunto de trayectorias variadas de g. Esto
permite definir la variacion de la acciéon como:

55 (g) = LS(g + s89)

1.34
ds ’ ( )

s=0

y se puede definir la variacién de cualquiere cantidad dependiente de g de manera similar.
Note que:

5S = / (6R) vol + Révol.
M

Lo que sigue es calcular la variacion del escalar de Ricci R y de la forma de volumen wvol. Antes
de continuar es necesario recordar el siguiente teorema del algebra lineal.



Teorema 1: Sea A cualquier matriz, entonces,
det(1+ sA) =1+ str(A), (1.3.5)

hasta términos de orden s2.

Asi, se hace el calculo de la variacion de vol:

1 1 d
dvol = —5(—detg)5d—det(g + 509)|s=0 d"x.
S

Al usar el Teorema 1, i.e. la Ec. (1.3.5), se obtiene:

d d d
e = — 1 -1 = —_— -1
dsdet(g + s09) B dsdet(g)det( +sg " dg) B detgds(s tr(g~"dg))

= det(g) tr(g 'dg) = det(9)g*’5gas,

s=0

de aqui que,

dvol = —5(—detg)2det(g)g F5Gap A" = 5\/—detgg F5Gap d"x.

A partir de la Ec. (1.2.16), la expresién anterior se puede escribir de forma distinta, i.e.,

69" gap = —g°" 6gas.

Por lo tanto,
1
dvol = —igag(égaﬁ)vol. (1.3.6)

Con esto, se puede establecer,

1
= —_—— OLB
/M(Svol R 2/Mvol Rgup(69°7) (1.3.7)

Ahora, para hacer la variacién JR es conveniente usar R = g®’ R, 5. Entonces,

zaRz/ 1(66°° Ry + 0°PSRos). 1.3.8
| vl 6R = [ w0l (8% Ry + g0 Ra) (1.8.8)

Para realizar la variacion del tensor de Ricci, R,g, se necesita calcular la variacién de los simbo-
los de Christoffel y del tensor de Riemann. Primero, recuerde que los simbolos de Christoffel se
pueden escribir como:

« 1 (e
I = 29 "(Os9yn + Ovgpn — Ongpr)- (1.3.9)

De aqui la variaciéon de los simbolos de Christoffel quede determinada mediante,
1
51—%7 = §gan(vﬁ5gw + V56987 — Vndgs,) (1.3.10)

Similarmente, partiendo de la siguiente expresién del tensor de curvatura de Riemann,

RE,, = 01, — 0,15, + 17,15, — I3, I3 (1.3.11)

pn* yo*

Se puede verificar que:
ORG,, = VoIS, — V.00, . (1.3.12)



A partir de lo cual se tiene:
0Rap = O0R) 5= Vool 53— V0T 5. (1.3.13)

Se puede usar la variacién de los simbolos de Christoffel para reescribir la formula anterior
como:

1
0Rap = §[ngavﬁ(sg’yn + 97"V Vidgas — 97"V (Vdgan + Vadgsy)]- (1.3.14)
Con todo esto la Ec. (1.3.8) es:

/ vol 5R:/ vol 0g™ Ras +
M M

1
2 /M vol gaﬁ{[ngavﬁégw + 9"V Vy0gap — 97"V (V0 Gan + vaégﬁn)]}'

Lo cual se puede reescribir como:
/ vold R = / 0ol [(§g™°) Rag + Vw4, (1.3.15)
M M

con la 1-forma w, dada por:
Wa = 97"V a0gyy — VP8gas. (1.3.16)

Ahora, de las Ecs. (1.3.7) y (1.3.15) se tiene que la variacion total de S estd dada por:
1
0S = / vol <6g0‘5 Ros + V3w, — iRgag 5ga5> . (1.3.17)
M
Note que el segundo término de la expresion anterior es una divergencia total, por lo que:

/ vol Vew, = 0.
M

Por lo tanto,
1
55:/ z <Ra ~ R a) 5g°8. 1318
VO 5~ 5F9as ) 09 ( )

lo cual es cero para todas las variaciones d¢# que se anulan fuera de un conjunto compacto
precisamente cuando se satisface la ecuacién de Einstein para el vacio,
1
Rag — §Rga5 =0. (1.3.19)

En este punto se deberian revisar las soluciones conocidas a las ecuaciones de Einstein para ver
lo que dicen sobre el universo. La primera solucién a estudiar es una solucion de vacio estatica
esféricamente simétrica, la solucién de Schwarzschild, que representa el campo gravitacional de
una masa puntual. Es decir, dada la métrica,

g = —f(r)?dt* + f(r)2dr® + r*(d¢* + sin® ¢db?), (1.3.20)

las ecuaciones de Einstein implican la ecuacion diferencial para f,

%rf(r)z =1 (1.3.21)
Esta tiene solucién: 5
fr2=1-2" (1.3.22)
T

que describe (en unidades donde x = 1) la métrica producida por una particula puntual de masa
m. De hecho, esta solucion es singular y describe un agujero negro. Hay mucho que decir atin
sobre las soluciones a las ecuaciones de Einstein cldsicas, pero aqui no se pretende profundizar
en este asunto, para mas detalles véase, por ejemplo [3].
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Capitulo 2

Formulacion Hamiltoniana de la

Relatividad General. Formalismo de
ADM (1962)

2.1. Introduccién

Ya que s6lo se considera espaciotiempos cuadridimensionales, la(s) ecuacién(es) de Einstein
(1.2.14) son en realidad 10 ecuaciones diferenciales, porque hay 10 componentes independientes
en el tensor de Einstein. Mientras que las ecuaciones de Einstein son muy simples, lleva mu-
cho trabajo extraer la fisica que contienen. Esto se debe a que la RG es una teoria de campo
generalmente covariante, en la cual no hay estructura de fondo fija (el campo es el mismo es-
paciotiempo). Una caracteristica de la covarianza de las ecuaciones de Einstein es que algunas
de estas son constricciones sobre las variables dinamicas. Estas constricciones estan estrecha-
mente relacionadas a las identidades de Bianchi (1.2.6), las cuales también expresan que estas
constricciones se preservan cuando se satisfacen las ecuaciones dindmicas. En la practica, un
aislamiento preciso de las ecuaciones con contenido dinamico de aquellas que son constricciones
no es del todo claro a partir de esta forma covariante de expresarlas. Una forma de desentranar
la dinamica de la RG es tratarla como un problema de Cauchy, i.e., analizarla como la evolucion
de una hipersuperficie de tres dimensiones donde se definen los campos. Esta manera de refor-

mular la RG fue desarrollada por Arnowitt, Deser y Misner y se conoce como la formulacién
ADM de la RG [8].

2.2. El Formalismo de ADM

Para poner la teoria en forma candnica, se necesita dividir el espaciotiempo en espacio y
tiempo. Sin una nocién de tiempo, no hay nociéon de evolucién de modo que no hay Hamilto-
niano en el sentido usual. Esto puede parecer redundante ya que uno de los principios basicos
de la RG es poner espacio y tiempo en las mismas condiciones y este nuevo enfoque pareceria
separarlos otra vez. Sin embargo, aunque el formalismo candnico rompe con la covarianza de
espaciotiempo de la teoria de forma manifiesta separando una direccién temporal particular, al
final el mismo formalismo dird que en realidad no es relevante qué direccién de tiempo se tome
para empezar.

En realidad, el primer paso para producir una formulaciéon Hamiltoniana de una teoria de
campo consiste en elegir una funciéon temporal ¢ y un campo vectorial t*, sobre un espaciotiempo
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M de tal forma que las superficies, 3, de t constante sean superficies de Cauchy ! espacialoides,
i.e., superficies tales que los conos de luz que emanan de éstas cubren todo el espaciotiempo
hasta el futuro de %, y tal que t*V,t = t*0,t = 1, donde V,, denota la derivada covariante
de Levi-Civita (libre de torsién) compatible con g,5. La curvatura de V,, se define por:

QV[QV5]UP = Ragpova, (2.2.1)

para algin covector v,. El campo vectorial t* puede interpretarse como el flujo de tiempo en el
espaciotiempo y puede usarse para identificar cada ¥; como la superficie inicial .

La premisa es describir cémo pensar a las ecuaciones de Einstein como una regla que le
dice a la geometria del espacio cémo evolucionar a medida que pasa el tiempo. Por lo tanto,
considerese el caso de una variedad Lorentziana? M difeomorfa a S x R, donde la variedad S
representa el “espacio”, y 7 € R representa el “tiempo”. Por supuesto, la divisiéon particular
de espaciotiempo en instantes de tiempo es una elecciéon arbitraria, en lugar de una propiedad
intrinseca de M. En otras palabras, si se tiene simplemente el espaciotiempo M, hay muchas

formas de tomar un difeomorfismo 3:

¢: M—SxR.

Esto da distintas formas de definir una coordenada temporal ¢t en M, es decir el pullback
por ¢ de la coordenada temporal estandar 7 en & x R:

t=¢'r.

Se dice que una subvariedad > C M es una rebanada de M si se tiene {t = cte.} para alguna
coordenada temporal t. En lo que sigue sélo se considera el caso de un espaciotiempo de cuatro
dimensiones.

Considérese el espaciotiempo dado por una variedad M, se asume que la variedad es orien-
tada, con coordenadas z* y con una métrica g, definida en ella y con signatura (—,+,+,+) .
Se define el encajamiento de una hipersuperficie (3-dimensional) ¥ de la siguiente manera:

o = XP(E9), (2.2.2)

donde = 0,1,2,3y a = 1,2, 3. Estas cuatro funciones son las que determinan el encajamiento.
Para que se trate realmente de un encajamiento se debe pedir que la hipersuperficie, con coorde-
nadas (intrinsecas) £%, no se interseque a si misma, i.e., el mapeo X : 3 — M debe ser uno a uno.

Ahora, sea Y una rebanada del espaciotiempo S x R. Se asume que X es espacial, i.e.,
cuando se restringe la métrica g en M a X, se obtiene una métrica Riemanniana sobre 3, lo
que significa que:

g(v,v) >0,

!Formalmente una superficie de Cauchy es una subvariedad en M. Se dice que el espaciotiempo (M, gog) s
globalmente hiperbdlico si posee una superficie de Cauchy.

2Una métrica semi-Riemanniana g en M es un campo 2-tensorial en M tal que para cada punto p € M
satisface:

1. gp(v,w) = gp(w,v), para todo v,w € T, M,
2. si gp(v,w) = 0 para cualquier v € T, M, entonces w =0

Las métricas con signatura (n — 1,1) son llamadas métricas Lorentzianas. Una variedad M equipada con una
métrica Lorentziana es llamada una variedad Lorentziana.

3Dadas dos variedades M y N, una aplicacién f : M — N es un difeomorfismo si es un homeomorfismo dife-
renciable con inversa diferenciable. Dos variedades M y N son difeomorfas (M =~ N) si existe un difeomorfismo
f entre ellas.
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para todo v € T,X distinto de cero. Se denota a esta métria sobre X por g, y se le conoce
como la 3-métrica. En coordenadas locales, la 3-métrica se expresa como:

ab = g,ul/XCl;Xll; = Xf;X,ub: (223)
con X} = %)gf. Note que también se puede escribir o, = ¢, XL X} +n.ny ya que n, = Xtn, =
0. Con esto, se puede verificar que:

Gur = X[ X ab — 1, (2.2.4)
es compatible con la ecuacién anterior.

Ya que se tiene una métrica todos los indices se suben y bajan con ésta. Se puede notar que
X! es la p-ésima componente en las coordenadas z# del a-ésimo vector de la base coordenada
natural sobre Y dada por:

e, = 0

"= gea
La métrica sobre ¥ también se puede escribir como ¢,, = €, - €;. Los 3 vectores e, forman una
base para el espacio tangente a la variedad X en el punto p, i.e., T,3* Luego, T,% C T,M,
para completar la base de este espacio (7,M) se construye el complemento ortogonal a T,%
definido por la métrica g,,. Este subespacio sera generado por n, el vector ortogonal a los e,.
Este vector, cuyas componentes son n*, debe satisfacer:

(2.2.5)

G Xtn” =0 (2.2.6)

Gunt'n” = —1. (2.2.7)

Se tiene entonces que el conjunto (e,,n) forma una base de 7,M para cada punto p.

Hasta aqui se ha definido como encajar una 3-geometria en el espaciotiempo, la métrica
Gap sObre esta hipersuperficie, asi como la descomposiciéon de un vector de espaciotiempo en
componentes proyectadas y ortogonales. Ahora, lo siguiente es afirmar que la totalidad del
espaciotiempo se puede generar por las hipersuperficies (cada una de ellas corresponde a un
encajamiento) sin que éstas se intersequen. A la totalidad de las hipersuperficies generadoras se
le denomina una foliacion. La foliacion estara dada por una funcién t en el espaciotiempo de tal
forma que a cada hipersuperficie le corresponda un valor constante de t, i.e., las hipersuperficies
estan definidas para t = cte.

La foliacién esta dada analiticamente por las funciones:

ot = XH(E 1), (2.2.8)

donde el vector que conecta los puntos de dos hipersuperficies esta dado por d;, con componentes
en la base 0, dadas por:
Oy =110, (2.2.9)

I . . .
con tt = dil‘; . Realmente, para moverse de una rebanada a otra, infinitesimalmente cercana, se

define el campo vectorial de deformaciéon t* sobre M, que se obtiene a partir del difeomorfismo
elegido ¢, es decir, con el pushforward dado por ¢! sobre el campo vectorial 9, en S x R. Este
campo vectorial apunta hacia el “futuro”, pero no es necesariamente ortogonal a las rebanadas
{t = s: s € R}. Ya se ha descrito anteriormente que se puede descomponer un vector en parte

4Como es usual TM denota el espacio tangente a la variedad M, véase por ejemplo [21].
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proyectada sobre la hipersuperficie y en parte normal, de modo que se puede escribir en esta
forma al vector 0y, i.e.,
th = Nn¥ + N°XP. (2.2.10)

Al escalar N se le conoce como funciéon lapso (lapse), y el vector sobre la hipersuperficie N* se
denomina vector de corrimiento (shift). La descomposicion puede verse en la Figura 1.

Figura 1: Foliacién inducida por la formulacién hamiltoniana de la RG.

El tiempo propio de separacion entre ¥; y la rebanada ;4 estd dado por Ndt, para un ob-
servador en reposo sobre >, i.e., la funcién lapso da informacion del tiempo entre cualesquiera
dos eventos. Por otro lado, N* mide el corrimiento de las coordenadas espaciales desde una
rebanada a otra, globalmente, da informacién de la deformacion de las hipersuperficies.

La funcion lapso N, el vector de corrimiento N® y la métrica ¢, constituyen las llamadas
variables ADM. Los tensores { N, N% q.} pueden verse como las componentes de la métrica
cuadridimensional g, como sigue:

goo = t°1°gag = —N? + NN,
Goa = tangaﬁ = Nanba
Gab = X(?Xbﬁgaﬁ = qab-

Ahora, lo que sigue es definir algebraicamente una cantidad que mida la razén de cambio
de la métrica inducida, ¢, de una rebanada a otra infinitesimalmente cercana. La primera
posibilidad que se puede sugerir es la velocidad con respecto al “tiempo de laboratorio”, a
veces llamado tiempo fiducial, G,y = Lo qap, donde L4 es la derivada de Lie [27] con respecto al
campo vectorial de deformacién t*. Una segunda opcién es la velocidad de ¢4, con respecto a un

tiempo propio local ortogonal, £,«q.. Esta cantidad es proporcional a la curvatura extrinseca
de X:

1
Kab = §£nD‘Qab' (2211)
Una definicién equivalente de K, es:
Ko = XXV ang, (2.2.12)

i.e., la proyeccion sobre X del gradiente del campo vectorial normal.
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La curvatura extrinseca K, mide la deformacion de la rebanada > en M. Note que la
curvatura extrinseca estd definida en la rebana espacial, ademas, sus propiedades basicas son
que es un tensor y que es simétrico K,, = Kj,. Recuerde que por ser K (u,v) un tensor se quiere
dar a entender que depende C'*(X)-linealmente de los campos vectoriales u, v € X(X), tal que
para cualesquiera u,v € X (X) se tiene:

K(u,v) = Kyu®?, (2.2.13)

en coordenadas locales donde:
Ky = K(Oq, Op). (2.2.14)

Ahora, note que usando la definicién de la derivada de Lie, se tiene:

2Kab = EnO‘Qab = ‘CnD‘XgXbBQOzB = XgXbﬂ(nachQOzB + qWﬂvanv + wavﬂnv)
1

- ngxf [NV oGup + G5V a(NDY) 4 qoy Vs (N0,

pero de la Ec. (2.2.10) sigue que:

Nn® =t — X°N°.

Entonces,
1
2 = - XEXJIE — XINV ot + 0Vl — XIN%) 4 40, V(87 — XINY)
1 ayvBo v y 1 ayvB o nTa
+ 4,5 VaXI N + qoy, Vs X N?).
Asi,
1 1
2Kab = N(tavoqab + (]'ybvatV + wavbtw) - NXgXbﬂ(NUVUQaB + Q'yﬁvozN’y + QavvﬁNw)
1 1
= N(tovaqab + quvat’y + Q(m/vbtv) - N(Q’beaN’Y + QavaNW)y

usando la definiciéon de la derivada de Lie nuevamente, se concluye que:

1
Kab = IN (EtO‘Q(zb - DaNb - DbNa)7 (2215)
lo que se puede escribir como:
1
Koy = —(4uy — DoN, — Dy N, 221
ab IN (qab aiVb b a)a ( 6)

i.e., K, contiene esencialmente la informacion sobre la derivada temporal de qgp.
En la Eq. (2.2.16) D, es la derivada covariante sin torsién (es decir, la conexién) compatible
con (g, cuyo tensor de curvatura es:

[Daqu]Uc = (3)Rabcdvd; (2217)

donde v, es un vector arbitrario sobre la hipersuperficie.
La relacién con la geometria diferencial de M estd bien definida, por ejemplo, para v, tal
que ntv, =0,

Dy, = XEX)V 0, (2.2.18)
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La extensién a tensores de mayor rango es directa. A partir de la ecuacién anterior es inmediato
verificar que D, es realmente una conexiéon. Como es costumbre la tnica parte no trivial es la
ley de Leibniz. Sean u,v € X(X) y f € C*(X), entonces,

D,(fwy) = XEXYV,, (fv,) = XEXY (O fo, + fV0,) = Oafue + fDauy. (2.2.19)

De manera similar, verificar que D, es libre de torsién es inmediato. Considere v € X(3),
entonces,

Dyvy — Dyv, = XEXyV 0, — XEXIV, v, = XEXY(V,0, — Vou,) = XEXY [0, 0] = [Va, 0]
Asi,
Dyvy — Dyv, = [vg, vp), (2.2.20)

por lo tanto, D, es libre de torsion. Una propiedad adicional de la misma importancia que
hereda esta conexiéon D, de V, es que preserva la métrica, esto es:

8‘1qu = XgXé/XgaﬂgV"/ = XgXl;/Xg[g(vuaw 8’7) + g<8u> Vuay)]
Asi,
Oave = q(DaOp, Oc) + q(0y, Dy0.) (2.2.21)

Los simbolos de Christoffel de la conexién D, sobre la rebanada X se definen como:
Doy = *T¢,0.. (2.2.22)

En este punto se debe verificar que 4 de las ecuaciones de Einstein son constricciones que
la 3-métrica y la curvatura extrinseca deben satisfacer. La razon para esto es que algunas com-
ponentes del tensor de Riemann dependen solamente de la curvatura extrinseca K,, y de la
curvatura intrinseca, i.e., de la curvatura de q,;. Las formulas que describen esto se conocen
como las ecuaciones de Gauss-Codazzi, las cuales se deduciran a continuacion.

Elija un punto p sobre ¥, y escoja las coordenadas locales 2°, z', 22, 2® en una vecindad de
p de tal forma que 2° = t, 9y = 9;, y los campos vectoriales 9;, 05, O3 sean tangentes a X en
p. Lo que se hace es calcular las componetes del tensor de Riemann R en términos del tensor
de Riemann tridimensioanal R y de la curvatura extrinseca K. Para hacer esto se necesita
calcular:

R(0q,0p)0. = QV[GV;,]&, (2.2.23)

Existe una forma de reescribir la curvatura que sigue de la ortogonalidad de n respecto a la
hipersuperficie, i.e., (u-n) = 0. Se tiene entonces que:

K(u,v) = g(Vyn,v), (2.2.24)

o en coordenadas locales,
Ky = Van©ge. (2.2.25)

De aqui sigue un hecho que mas adelante se usara, esto es:
Von = KJ0.. (2.2.26)

La definicién anterior de la curvatura extrinseca permite escribir V,v, con u,v € X(X), en
términos de sus componentes normal y tangencial a la hipersuperficie, es decir,

Vv = K(u,v)n+ Dyv. (2.2.27)
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Esta ecuacion es conocida como la ecuaciéon de Gauss. De aqui, y usando la Ec. (2.2.22),
sigue que:
Va0 = Kaypn + °T¢,0, (2.2.28)

Con estas ecuaciones en mano, el primer término de la Ec. (2.2.23) se vuelve:

VaV0. = Va(Kpent + 2 T8.04) = 0, Kpen + K Von + 0,180, + 3 TL.V,04,
= (0uKpe + 3T Kog)n + Ky K204 4 (02T + 3T, 314)0,.

Mientras que el segundo término es:
ViVaOe = (0pKae + > T4 Kpa)n + Ko K0y + (0,°T4, + 2 T¢, *Ty.)04.
Restando el segundo término del primero se obtiene:
R(0a: 00)0e = (0ulhe = OpKac + * Uy Bag = * T Kpa)n + (KoK — Koo K})0a

+(0,°T¢, — 9,°Te, + 31, 1% — 31¢, 3T¢)0,. (2.2.29)

Note que la primera linea del lado derecho es simplemente:

(DaKpe — DyKoe)n, (2.2.30)
mientras que la tercera es:
®) R 5204 (2.2.31)
Por lo tanto, se tiene:
R(9u,0)0e = (Do Kpe — DyK o) + (B Rope? + Ky K¢ — Koo K10y (2.2.32)

De la Ec. (2.2.32) se tiene directamente la proyeccion sobre la hipersuperficie y la normal, por
lo que se puede escribir:
Rl = PRyt + Kp K¢ — K, K¢, (2.2.33)

que es la ecuacion de Gauss-Codazzi vy,
Raabcna = DaKbc - DbKaca (2234)
es conocida como la ecuacion de Codazzi-Mainardi.

Note que hasta aqui se ha interesado sélo en la cinematica, no se han usado las ecuaciones

de campo. Sea g,5 una métrica del espaciotiempo que satisface las ecuaciones de Einstein, con
A=0
)

1
Ga,B = Ra,B — §Rga5 = 87T/£Ta5. (2.2.35)

Una relacién directa entre las ecuaciones de campo de la RG con los campos espaciales sigue
de las ecuaciones de Gauss-Codazzi. Es decir, tomando la traza de (2.2.33) se demuestra que:

1 1
Guntn’ = —GY = 5R“bab = §(<3>R + K? — Ky K%) = 8mrip, (2.2.36)

donde p := T,,n'n" es la densidad de masa-energia de la contribuciéon de materia y K :=
q® Ky =K & es la traza de K,p. De la ecuacién de Codazzi-Mainardi se obtiene que:

Gun* X} = DK — DK = —87kJ), (2.2.37)
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donde Jy, := —T,,n* X} es la densidad de momento. Las Ecs. (2.2.36) y (2.2.37) que dependen
solo de g y K4, para una contribucién de materia dada se pueden considerar como “ecuaciones
de restriccién”; en el sentido de que restringen los valores posibles de los campos espaciales g,
y Kab'
Las 6 ecuaciones restantes:

G XEXy = 8mkSqw, (2.2.38)

donde S := XX X}'T),, es el tensor de esfuerzo-energia espacial, son ecuaciones dindmicas que
describen la evolucién temporal de g,,. Estas son las ecuaciones que involucran las segundas
derivadas temporales de la métrica.

Por otro lado, se ha mencionado que el espaciotiempo es considerado como una variedad
orientada. Se dice que una variedad es orientable si existe una forma de volumen sobre ella.
Ahora, para realizar las integrales de funcionales sobre M es natural pensar en elegir el elemento
de volumen €,4+5 asociado con la métria del espaciotiempo. Andlogamente, para integrar sobre
¥, podria usarse el elemento de volumen ®e. = €aapen®, con n® el vector normal unitario a
Y. El dilema con estos elementos de volumen es que seran, en general, dependientes del tiempo
en el sentido de que Lio€np,5 7# 0y Lio€ape 7# 0.

Lo que interesa es ver la evolucion dindmica como el cambio de los campos sobre la sub-
variedad fija ¥, asi que la eleccion de un elemento de volumen que depende del tiempo sobre
Y, es inconveniente si se desea indentificar 3; con Y. Por lo tanto, se escoge un elemento de
volumen fijo eqg5 sobre M, tal que Lioeqpys = 0 °. En una base donde las componentes no
nulas de e,g,6 toman los valores £1 se tiene que:

€aBys = \/ |det g|€a575, (2.2.39)

donde det g denota el determinante de las componontes de la métrica en tal base de coordenadas.
Dada la forma de volumen e,g,5 sobre M, se puede definir la densidad tensorial (de peso 1)
T O‘f _s como un tensor que se expresa de la forma:

Ta”;/ﬁ,,,(s _ |det gljvamﬁ (2240)

5y...00

donde TO‘";;B. _s es un tensor cuyos valores no dependen de la eleccion de eqgs.
Ya que la integracion sobre variedades es independiente de la eleccién de coordenadas (véase
[21]), se puede usar bases coordenadas convenientes de tal forma que:

/fe:/f\/|detg\e:/fy/]detg]dA‘x, (2.2.41)

para alguna funcién f.

Sobre cada ¥, se define 3egpe = €qapct®. Sobre Y, también se tiene una forma de volumen
3 ube = V4 3eabc, donde ¢ es el determinante de la 3-métrica en la base donde las componentes
no nulas de 3eg. toman valores +1. Entonces,

\/ageabc = V/Q€aabct™ = /q€aabe (NN + NdXs‘) = /|detg|eaanen, (2.2.42)

donde se ha usado que 3egpe = €napen®. Ya que eqapeX ¢ = edare = 0, se concluye que:

VAN = y/|detg|. (2.2.43)

®Localmente esto se puede hacer introduciendo coordenadas adicionales zt, 72, 23 a 29 = t tales que t* = 9, *

y tomar eqg,s como la forma de volumen coordenada daO A dzt A da® A daB.
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2.3. Transformada de Legendre

En principio el problema de gravedad cuantica deberia abordarse a través del enfoque de in-
tegral de trayectoria o Lagrangiano. Sin embargo, existe un enfoque complementario, el enfoque
Hamiltoniano o canoénico, que es igualmente importante. El enfoque canénico esta estrechamen-
te relacionado al formalismo ADM. Lo que aqui interesa es aplicar las ideas de dicho enfoque
al campo gravitacional. Un ejemplo bastante sencillo que refleja la idea principal del enfoque
candnico es el de la mecdnica cudntica de una particula libre en R™, véase por ejemplo [21].

Para poner la teoria en forma Hamiltoniana se debe pasar del espacio de configuracién (g, ¢),
al espacio fase (¢, p). Ademads, se debe especificar una estructura de paréntesis de Poisson y una
funcional Hamiltoniana. En un enfoque general de la mecénica clasica, el espacio de configura-
cién puede considerarse como cualquier variedad M, y la velocidad es un vector tangente a M,
mientras que el momento es un vector cotangente. El espacio fase es entonces el haz cotangente
del espacio de configuracién, y el estado de un sistema clasico se representa por un punto en el
espacio fase. La idea del enfoque Hamiltoniano es convertir las ecuaciones de Euler-Lagrange
en ecuaciones que describen como evoluciona el estado en el tiempo.

Una receta general para obtener una formulaciéon Hamiltoniana es partir de un principio
variacional covariante, expresar la densidad Lagrangiana en funcién de campos espaciales, i.e.,
L = L(q,q), y luego ejecutar una transformacion de Legendre para poder pasar a la forma
candnica, i.e.,

H(p.q) = pd — L(g, ). (2.3.1)

Con respecto a la formulaciéon hamiltoniana familiar de mecéanica de particulas, hay una
complicacion crucial al tratar con un sistema Hamiltoniano que posee simetrias locales, lo que
lleva a una teoria con restricciones.

Supongase ahora que se intenta aplicar la receta mencionada a la RG. Para mantenar las
cosas simples, se considera tnicamente el caso del vacio, i.e., T}, = 0. Se asume que el es-
paciotiempo M es difeomorfo a S x R, donde S es una variedad 3-dimensional, y se fija una
rebanada espacial ¥. La posicion g en este caso es la 3-métrica, y el espacio de configuracién
es el espacio Met () de todas las métricas Rimannianas sobre ¥. De forma més extravagante,
Met (X) es también conocido como superespacio. Como punto de partida, considere la acciéon
de Einstein-Hilbert para RG en el caso del vacio con constante cosmolégica nula, definida por:

Sclg] = /M vol R = /M Ry/|detg|d*x. (2.3.2)

Lo que sigue es hacer la descomposicion 3 + 1 de la acciéon anterior, y poner la densidad
Lagrangiana en la forma L5 = Lg(q,¢). Usando las ecuaciones de Einstein y el hecho que
n*n, = —1, se tiene que la curvatura escalar se puede escribir como:

Rg;w =2 (R,uu - G/u/) )
entonces,
Rgntn” = 2(R,, — G)n'n".

Asi,
Rntn, = 2(R,, — G)n'n”,

por lo tanto,
R =2(G,, — R,,)n"n". (2.3.3)

19



Por otro lado, a partir de la definicién del tensor de Riemann se tiene que:

BV — RY nbn? — RV nhn) = pt _ g
Ryn'n” =R n'n" =R n'n"=n"(V,V, -V, V., )n

=V, n'V,n" =V, n'V,n' +V,(n"V,n") — V,(n'V,n"),

sin embargo, se puede demostrar que: °

V. nh'V,n' = KK Vo' =K.
Asi,
Runtn” = KyK® — K? +V,(n"*V,n) — V., (n"V,n"). (2.3.4)
Los dos ultimos términos de la expresién anterior son divergencias y seran descartadas (la

integral sobre estos términos se anula, al menos cuando la variedad es compacta). Ademas, de
la Ec. (2.2.36) sigue que:

1
Gntn’ = §(<3>R + K% — K, K™). (2.3.5)

Asi que de las Ecs. (2.3.3)-(2.3.5) se concluye que la accién del campo gravitacional en la
descomposicion 3 + 1 esta dada por:

Se = / dt / PaN i KpK® — K2 + OR), (2.3.6)
R b))

donde ¢ es el determinante de la métrica espacial g, K = K® es la traza de Ko y ®R es

el escalar de Ricci tridimensional, con N,/g = y/|detg|. En la expresién anterior la primera
integral es sobre la hipersuperficie X, de modo que la funcién Lagrangiana estda dada por una
integral sobre la hipersuperficie de la forma:

L= / Prly — / PN JG(Kpk® — K2+ OR), (2.3.7)
> >

por lo que la accién estda dada como la integral de la funciéon Lagrangiana entre los tiempos tg
y tli
t1
S= [ dtL. (2.3.8)

to
Es decir, la variacién sera sobre la métrica de todas las posibles hipersuperficies que conecten
a las dos hipersuperficies de los extremos.

Dada la densidad Lagrangiana
Lo = IN(KaK® — K2+ OR), (2.3.9)

se puede determinar los momentos conjugados de las variables canénicas.

Ya que las derivadas temporales de N y N® no aparecen en el Lagrangiano, sus momen-
tos conjugados son cero, lo que indica que no deben tratarse como variables dinamicas, asi, la
transformada de Legendre se lleva a cabo s6lo con respecto a la variable dindmica qgp.

A partir de Lg y la relacion entre Kgp v Gap [ver Ec.(2.2.16)] se determina que el momento
candnicamente conjugado a g4, estd dado por:

pab - 8£G
. 8Cjab

= V(K™ — Kq™). (2.3.10)

8La demostracién se puede hacer definiendo un pullback a la variedad espacial £ o fijando la norma de n*,
ver [31].
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Note que la traza de p® se define como:
p = qabpab — q1/2qab(Kab . anb) — q1/2<K . 3K) _ _2Kq1/2

Entonces sigue que:

1
Koo — 12 <pab _ 2pqab> , (2.3.11)
De la Ec. (2.2.16) se tiene que:
Ky = —(dus — DulNy — DyN,) (2:3.12)
ab — IN Gab atVb biVa ) ..
lo que implica,
Qab = QNKab + 2D(aNb)~ (2313)

Ya que la Ec. (2.3.10) puede invertirse para obtener la Ec. (2.3.13) esta no define una constric-
cién. Sin embargo, ya que N y N® tienen momentos nulos, juegan el rol de multiplicadores de
Lagrange.

Definicién 1: Variedad simpléctica. Una variedad simpléctica (o espacio fase) consiste
de un par (I', ), donde T" es una variedad de dimensién par y € es una 2-forma cerrada y no
degenerada, i.e., dQ2 = 0y Q(v,w) = 0 para todo w implica que v = 0. € se conoce como la
estructura simpléctica y permite definir campos vectoriales Hamiltonianos y paréntesis de
Poisson.

Definicién 2: Campo vectorial Hamiltoniano. Dada cualquier funcién de valores reales
f:T'—= R, el campo vectorial Hamiltoniano X se define por :

—ix,Q = df,
donde ix, : Q"(M) — Q"' (M), es el producto interior.

Definicién 3: Paréntesis de Poisson. Dadas dos funciones de valor real f,g: ' — R, el
paréntesis de Poisson { f, g} se define por:

{f, 9} = —QUXp, Xy) = —ix, (ix, ) = ix,(dg) = —X;(g).

Como un caso especial, si I' = T*C' es el haz cotangente sobre algin espacio de configuracion
n-dimensional C, entonces, §2 = dp, Adg", es la estructura simpléctica natural sobre I" asociado
con la carta (p, q)7. Sigue que:

_0f 99 Of 9g
~ Jg"dp,  Op, Og~’

{f.9}:

es el paréntesis de Poisson que comunmente se encuentra en la literatura.

Entonces, siguiendo el analisis de constricciones de Dirac se encuentra que el espacio fase
(Tgw, Qep) de la teorfa de Einstein-Hilbert estandar es coordenado por el par (gq, p®), y tiene
estructura simpléctica:

Qpy — / dp™ A dga,. (2.3.14)
>

"Dado un espacio topolégico X y un conjunto abierto U C X, se define una carta como una funcién continua
¢ : U — R"™ con una inversa continua.
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Regresando a la Ec. (2.3.13) la densidad Hamiltoniana esta dada por:
He = p"4w — Lo = p™ (2N Ka + 2D Ny) — ¢ *N(Kp K — K* + PR)
1 1
= 2Np™q !/ (pab - 2PQab> +2p" DN, — ¢'/*N {q‘l <pab - 2pqab)
1 1
ab __ ~  ab\ - -1 2 (3)R}
<p qu > 4q pT+ )

luego,

1
Heo = /4 {N [—‘3)1% +q ! (p“”pab - pﬂ — 2N, Da(q~?p™) + 2Da(q1/2Nbpab)} . (2.3.15)

2
Asi, se puede poner la accién en forma canoénica explicita, como:
S = [t [ & {pdu — INH(p,0) + NHa(p,0)]} (2.3.16)

La funcional Hamiltoniana (que es la encargada de generar las ecuaciones dindmicas) estd dada
por:

H = [ doNHp, @) + N*Ha(p,q)) (2:3.17)

donde: .
H(p.q) :==q"" (—(3)R + 4P pay — 261_1192) (2.3.18)
Ha(p,q) == =2¢'D" (47 *pws) . (2.3.19)

El hecho de que el Hamiltoniano involucre términos proporcionales a la funcion lapso y al vec-
tor de corrimiento no deberia ser una sorpresa, ya que el papel del Hamiltoniano es generar la
evolucion temporal, y en RG se necesita especificar la funciéon lapso y el vector de corrimiento
para conocer el significado de evolucién temporal. Sin embargo, hay algo mucho méas sorpren-
dente que ver aqui. Si se expresa las cantidades ‘H y H¢ en términos de la curvatura extrinseca
usando la formula para p,;, se demuestra por un lado que:

— al a 4
H=q"? {—(3)R+q ! (q (K = Kq") (Kap — Kqu) — LS q)}

1
_ 1/2 | = 2 ab (3)
= —2g [2 (K? — KK+ R)}.

Asi,
H = —2¢"2G,ntn". (2.3.20)
Y por otro lado,
Ho = —2¢? DY (Ko — Kqap) = 2¢Y*(D K — D*(qyK©)) = 2¢**(D, K — D K?).

Asi,
Ho = 2¢"*Gn"X,". (2.3.21)

Esto implica que la densidad Hamiltoniana para la RG debe anularse por las ecuaciones de
Einstein del vacio. En otras palabras, las ecuaciones de Einstein implican que:

H=0. (2.3.22)

Este hecho parece bastante confuso al principio. Una teoria con Hamiltoniano igual a cero
podria parecer completamente trivial, pero la dinamica de la RG no es trivial. ;Cémo puede
ser esto? La clave es que las ecuaciones:

H="H,=0, (2.3.23)
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son precisamente las 4 ecuaciones de Einstein que son constricciones sobre los datos iniciales.

Se ha dicho que el espacio de configuracién de la RG es Met (). Es natural entonces esperar
que el espacio fase sea el espacio de todos los pares (qu, p®), 0 el haz cotangente T* Met (X).
Sin embargo, no todos los puntos de este espacio fase representan estados permitidos. Las
ecuaciones de Einstein que son constricciones se deben satisfacer, y esta restriccion selecciona
un subespacio del espacio fase llamado el espacio fase fisico:

Xphy. = {H = H, = 0} C T*Met (%). (2.3.24)

El Hamiltoniano se anula en este espacio. Sin embargo, como se demostrara posteriormente, las
ecuaciones de Hamilton atin dan dindmica no trivial.

2.4. Algebra de Constricciones y Ecuaciones de Evolu-
cion

Para evaluar el corchete de Poisson de las constricciones y determinar los movimientos que
generan sobre el espacio fase, primero se debe construir funcionales de constriccion, i.e., mapeos
ey — R, asociados con las ecuaciones de constriccion (2.3.18) y (2.3.19).

Recuerde que la funcion lapso y el vector de corrimiento miden cuanto la evoluciéon empuja la
rebanada Y en la direccién normal y tangencial, respectivamente. En particular, si se establece
el vector de corrimiento igual a cero, el Hamiltoniano para RG es igual a:

Cx(p.a) = [ e NH(p.q). (24.1)

y éste genera la evolucién temporal en una forma que corresponde a empujar 3 hacia adelante en
la direccion normal. Por otro lado, si se establece la funcion lapso igual a cero, el Hamiltoniano
se vuelve:

Cne(p, q) = /E PrNH,(p,q), (2.4.2)

que genera un tipo de evoluciéon temporal que empuja a ¥ en una direccion que es tangente a
si misma. Mas precisamente, esta cantidad genera transformaciones de X, que corresponden
al flujo sobre X generado por N®. Este flujo es una familia 1-paramétrica de difeomorfismos de
Y. Por esta razén, C'y.« es llamada la constriccién de difeomorfismos o vectorial, mientras
que Cy es llamada la constriccion Hamiltoniana o escalar. Realmente no es coincidencia
que Cy y Cya jueguen un rol dual como constricciones y términos en el Hamiltoniano. Esta es,
de hecho, una caracteristica especial crucial de las teorias de campo con estructuras de fondo
no fijas.

Recuerde que, si F,G : I'eg — R son dos funcionales de valor real sobre el espacio fase,
el campo vectorial Hamiltoniano X, definido por la estructura simpléctica dada por la Ec.

(2.3.14) es:
OF o OF 4
Xpi= [ d - 243
i S <5P“b 0Gab  Oqap 5pab> ’ ( )
y el paréntesis de Poisson {F, G}, definido por {F,G} := —Xp(G) esta dado por:

OF 0G  6G 5F>‘ (2.4.4)

A 3 _
(R.G)i= [ <6qab 57 Sdun 57
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Sigue que los paréntesis de Poisson de p™ y g, i.e., los paréntesis de Poisson fundamentales,
estan dados por:

L), 0°y) } = 6,,088° (x,¥) (2.4.5)
{P"(x),p"(y)} =0 (2.4.6)
{gan(x), gea(y)} = 0. (2.4.7)

Lo que sigue es calcular explicitamente el algebra de constricciones. Al tomar los paréntesis de

Poisson de cualesquiera dos constricciones se obtiene lo que se conoce como un algebra de Dirac
[7].

Por lo tanto, considérese las versiones suavizadas de las constricciones, Ecs. (2.4.1) y (2.4.2).
Primero se determina el paréntesis de Poisson entre dos constricciones de difeomorfismos. Note
que:

Cya = /Ed‘gx N*H, = —Q/Ed?’x Ne¢?Db (7Y ?pyy) = Q/Ed?’a:pquaCDdN“,
de la definicién de la derivada de Lie [28, 29] sigue que:
Lnaqar = qepDaN® + qac Dy N°,
con esto, y usando la simetria total del tensor de momento p,;, se concluye que:
Cye = /E Br N“H, = /Z & P Lorve . (2.4.8)
De las propiedades de la derivada de Lie sigue que:

Lyep = Lye(p"qap) = qapLnep™ + p™L e Gap,

con esto,
Cne = /nglﬁ [_QabﬁNcpab + Lye (pabqab)} :

Note que:
ENCp = Ncacp + pDcNC = Dc(Ncp>7

es decir, Lye(p™qap) es una derivada total. Por lo tanto,

Cyo = — / B o Lonep™. (2.4.9)
b

De las Ecs. (2.4.8) y (2.4.9) se demuestra facilmente que:
0C N

{Gab, Cna} = 50 = LyaGap, (2.4.10)
y que:
50 a
{p O = =755 = L (2.4.11)

Se tiene entonces que el paréntesis de Poisson de dos constricciones de difeomorfismos es:

0CNa 0Cyfa 0C e 0CNa
_ 3 _
(O, Cure} = [ s ( Sawr 9P Saw Op )

_ _/ B ( ab5CMa +['N“q(zb50pNa>,
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al ver a C'y« como una funcional que depende del campo qqp y p®, i.e., Cyre = [5 d>xM*H,4(p, q),
se tiene que la derivada funcional respecto a estos campos esta dada por:

0Cya JOH,  0CNa JOH,
T ) ~ 7 = M "
5pab apab 5pab 8Q¢1b
entonces,
OH OH
Ca,Ca:—/d3Ma£aab - Eaaia
{Cna, Crre } L4 (Np 8p“b+ NQbaqab
de la definicion de la derivada de Lie se puede mostrar que se cumple la regla de la cadena:
OH OH
o ab a a
LnaHa(p,q) = Lyep op + EN“Qab%a
entonces,

{Cha, Capa} = — /E PrMOLyaHo(p, q) = — /E PrLoye(MH,) + /E B (Lna MOYH,,

note que el primer término de la ecuacion anterior corresponde a uno de frontera y se debe
ignorar, por lo tanto, se concluye que:

{Cya, Caa} = /E Br(Lye MY Hy = Cryonre, (2.4.12)

i.e., el algebra de Poisson es isomorfa al algebra de Lie de difeomorfismos espaciales infinitesi-
males.

Usando argumentos similiares a los que se presentan en los pasos anteriores se obtiene que
el paréntesis de Poisson de la constriccién escalar y vectorial estd dado por:

(Cya, Oy} = — /Z Pl (NH) + /E &z (LyaN) H,

donde el primer término de la derecha es una derivada total y su integral sobre la hipersuperficie
se anula por el teorema de Stokes, por lo tanto sigue que:

[(Cye, Oy} = /Ed?’x (LaaN)YH = Crpun, (2.4.13)
i.e., este paréntesis de Poisson dice como se transforma C bajo difeomorfismo espaciales.

Resulta que C'ya para N%’s arbitrarios forman una subalgebra, pero no una ideal ya que no
hay cerradura bajo paréntesis de Poisson con elementos C. Esta subdlgebra tiene una interpre-
tacion sencilla, recuerde que los difeomorfismos sobre Y son generados por campos vectoriales
espaciales, N, los cuales forman un algebra de Lie con el conmutador como paréntesis de Lie,
entonces dado Ly«M?® = [N, M]* se puede observar que la funcién N — Cya es un homeo-
morfismo del dlgebra de Lie de Diff(3)® a esta subalgebra.

Una vez que se ha demostrado que el algebra de Lie de difeomorfismos espaciales esta
representada en el algebra de Dirac, es natural preguntar si el algebra de Lie de difeomorfismos
espaciotemporales completa también se puede mapear al algebra de Dirac de esta manera.
Desafortunadamente este no es el caso, ya que el algebra de Dirac no es realmente un algebra
de Lie, esto se demuestra a continuaciéon pues resulta que el paréntesis de Poisson entre dos

8Diff(X) denota el grupo de difeomorfismos sobre X.
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constricciones escalares cierra con un coeficiente dependiente del espacio fase de ‘H,. Para ver
esto, considerése primero,

SCn (w1
2 =g 22N<pb—2qu>

Y
dCn

5%1)
+¢7 (DDYN — " D°DN) — 2q7 5N (ppl — pp)] .

1 1
- _ [QNanb + Nq§ (qab(3)R . Rab)

de aqui que:
{Cn,Cyr} = /2 P { - (;N’Hq“b + Ng2(¢™® R — R®) + q2(D"DY N — ¢®D°D,N)
—2¢" 2 N(p"p} — pp™))] {q52M (p“” — ;pqa”)] — (N M )}
= —2/ Pz L

b

M (pab - pqab) (DYDY N — ¢®D°D,N) — (N ¢ M)]
1
= -2 / P (pab - 2pqab> [MD“DVN — NDDVM + ¢"(ND*D,M — MDDN)| .
by

2

Note que:
D¢ [qabq1/2 (pab - ;anb> MDCN} = ¢ Mq'/? (pab - ;pqab> D¢D.N
+ DM D [q“bM q'” (pab - ;anb)] ,
y que:
D {ql/ ? <pab — ;anb> M DbN] = D" [ql/ 2 (pab - ;pqab> M] D'N
+Mq? (pab - ;anb> D“DYN.
Asi,

{Cy,Cy} = /Z Brq®(NOM — MO,N)(—2¢"2D (¢ ?pae)) = /E BrKH,,
donde se han descartado términos de frontera, por lo tanto,
{Cn,Cun} = Cke, (2.4.14)

donde:
K®:= ¢ (NOyM — MO,N). (2.4.15)

Note que el campo K* depende de la inversa de ¢, por lo tanto, las constantes de estructura
en la ecuacién anterior no son realmente constantes sino funciones de ¢®°. Se concluye entonces
que el algebra de Dirac no es realmente un algebra de Lie.

Note que las constricciones son cerradas bajo paréntesis de Poisson; i.e., el paréntesis de
cualesquiera dos constricciones es otra constriccion. En terminologia de Dirac se dice que el
algebra es de primera clase. Considerando la geometria del espacio fase, eso significa que los
campos vectoriales asociados con las funcionales de restriccion generan la hipersuperficie. Por
lo cual tiene sentido hablar de una hipersuperficie restringida X, . Ademas, ya que la Hamil-
toniana esta formada por las constricciones, éstas se preserva en el tiempo.
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Hallar las ecuaciones de evolucién en el formalismo de ADM requiere de un tratamiento
algebraico extenso. En las siguientes lineas se pretende dar indicios de los pasos que se suelen
seguir para realizar la deduccién de tales ecuaciones.

Primero, para hallar ¢, es conveniente poner el Hamiltoniano de forma explicita, i.e.,

1
H = /d3x [N\/c_] (—(3)R + ¢ p®pay — 2q1p2) — N“2,/qD, (ql/2p2)] , (2.4.16)
de aqui sigue que:
. OH, 1
Gab = FG =27:N (pab - 2qabp> + 2D Ny), (2.4.17)

en donde se han despreciado términos de frontera (divergencias totales) y se ha usado D,q. = 0.

Ahora, para hallar p,, conviene dividir el Hamiltoniado en 3 partes, i.e., tratarlo como una
combinacion lineal de tres funcionales. Entonces, sean:

H = H, + Hy + Hj, (2.4.18)
donde,
—/ Bt N°R (2.4.19)
2
1 1
Hy, = / dPrq2Ng™* <p“bpab — 2p2) (2.4.20)

/d3 G 2N /gDy (¢7%p)) . (2.4.21)

Las variaciones de estos funcionales respecto a la métrica g, se muestra a continuacion:

/1
5ty = — [ dag? <2q“bN R~ NR® + DeDVN — q“bDCDCN> 5as. (2.4.22)
b
3 1 -1 ab 1 2 -1 ac, b 1 ab
0Hy = /Ed T {—261 :N (p Pab = 5P ) +2¢ 2N <p Pe— 5PP )] Oqap- (2.4.23)
Hjy = / dx {2p(“CDCNb) — q%Dd (q_%p“bNdﬂ 0Gap- (2.4.24)
b

Recuerde que la derivada funcional se puede definir por medio de la variacién, i.e., sea f &€
Met(%) entonces,

“ 2.4.25
of = / 5q 0qab (). ( )
De aqui se concluye que:

e 0H

— _ _ N % (Rab (S)Rqab> + Q%Dc <q7%Ncpab)
5Qab

—l ac 1 a cla
—2Ngq 2 (p Pl — 3PP b) —2p°D, NP

2 2

Las Ecs. (2.4.17) y (2.4.26) dan la evolucién de las variables candnicas de la teoria.

1 1
+5Ng 2" (pcdpcd - p2> +q2 (D"D'N — " D*D.N). (2.4.26)
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2.5. Cuantizacion Canodnica

Una de las razones principales del estudio de una formulacién hamiltoniana de la RG es que
se espera obtener una teoria cuantica de la gravedad a través de la cuantizacion candnica. El
proceso de cuantizacién candnica a partir de las variables ADM encara serios problemas [32],
asi que por lo general se bosqueja el programa de cuantizacion canénica siguiendo el formalismo
de Dirac [7], con el cual se espera obtener la teoria cuédntica.

Primero se necesita definir un espacio de Hilbert para la teoria. La elecciéon més sencilla y
natural es L? [Met(X)], i.e., el espacio de las funcionales de cuadrado integrables que dependen
de la 3-métrica sobre la hipersuperficie espacial ¥. Sin embargo, Met(X) es de dimensién
infinita, por lo que no es del todo claro lo que seria una funcional de cuadrado integrable en
este espacio. Este es un problema comiin cuando se hace cuantizacion candnica de una teoria de
campo, y ocasionalmente hay formas de evitarlo. Suponga entonces que se sabe como dar sentido
a L?[Met(X)]. Lo que sigue es promover la 3-métrica y su momento conjugado a operadores.
La manera mas simple es tomar el operador de la 3-métrica como:

q\ab\p[q] = Qab(aj)\p[Q]y (251)
con ¢ € Met(X) una 3-métrica y = un punto de ¥. El operador de momento se define como:
a0 —_—— (2.5.2)
6Qab(l‘)

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion:

(Gur (), 5 (y)] = =83, 830 (x — y), (2.5.3)
[q\ab<x>7 q\cd(y)] = 07 (254)
[ (), 5 (y)] = 0. (2.5.5)

Lo que sigue es tratar de cuantizar el Hamiltoniano de la teoria. Para hacer esto, se toman
los operadores G, , p*, y se sustituyen en las constricciones escalar y vectorial [Ecs. (2.3.18)
y (2.3.19)], para obtener la versién cudntica Cyy y Cya de las restricciones como operadores
sobre L?[Met(X)]. Esto trae consigo el problema de ordenamiento de factores, el cual
consiste a grandes rasgos, a que debido a la no conmutatividad de g, y p*, el escribir las
formulas clasicas de las constricciones con un ordenamiento diferente conduce a diferentes ope-
radores. Este problema surge cuando las constricciones no son polinomiales en las variables. Un
buen ordenamiento de operadores haria que las constricciones cuanticas satisfagan relaciones
de conmutaciéon analogas a las clasicas:

[Cva, Crga] = —iClryanre, (2.5.6)
[éNaa éN] = _iéﬁNuN) (257)
[Cn,Cry] = —iCla. (2.5.8)

Desafortunadamente, esto parece casi imposible de lograr. Sin embargo, se puede suponer que
se tiene éxito en obtener los operadores C'y v C'nya. Entonces, se puede escribir el Hamiltoniano
para la teoria cuantica como:

H= /de /2 (NC + N“C,). (2.5.9)

Clasicamente, el Hamiltoniano se anula en el espacio fase fisico X, (ver seccién anterior)
debido a las 4 ecuaciones de Einstein que sirven como constricciones. ;Cémo se tratan estas
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constricciones en la teoria cuantica? El tema de las constricciones en la teoria cuantica es algo
complicado, pero hay un tratamiento en la teoria cudntica que fue desarrollado por Dirac [7].
Se dice que un vector ¥ € L?[Met(X)] es un estado fisico si satisface las constricciones en su
forma cuantica:

Cn¥ = Cnal =0, (2.5.10)
para toda N, N® Lo que equivale a que la ecuacion de Wheeler-DeWitt,

HU =0, (2.5.11)
se cumpla, para toda N, N¢.

En este punto, el programa de cuantizacién candnica tiene ciertas dificultadas. Hay tres
problemas bésicos que vale la pena mencionar. Primero, nadie ha encontrado alguna soluciéon
de la ecuacién de Wheeler-DeWitt puesta en esta forma. Segundo, si uno encontrara estados
fisicos, éstos generarian algiin espacio vectorial, el espacio fase fisico:

Hyny = {W YN, N* ¥ = Cye¥ = 0} (2.5.12)

Sin embargo, no hay razén para esperar que el producto interno fisicamente relevante en Hpp,
concuerde con el producto interno en L2[Met(¥)]. Este se conoce como el problema del
producto interno. Parece que se deberia determinar el producto interno correcto requiriendo
que las observables resulten ser operadores autoadjuntos. Desafortunadamente, esto lleva al
tercer problema. El Hamiltoniano se anula en H,,, asi que cualquier operador A € H,p,
automaticamente conmuta con el Hamiltoniano. Sigue que tales operadores corresponden a
observables que no cambian con el tiempo,

tht =i [ﬁ At} = 0. (2.5.13)
. A donde ha ido la dindmica de la teoria? Resulta que los estados en H,, no describen estados
de la gravedad cudntica en un tiempo particular en la forma en que el par (g,p) lo hace en
gravedad clasica, en lugar de eso, describen estados para todo el tiempo, o més precisamente,
sOlo la informacién del estado que es invariante bajo todos los difeomorfismos espaciotemporales.
Este es el famoso problema del tiempo en gravedad cuantica. No se acostumbra hacer fisica
de una manera manifiestamente invariante de difeomorfismo, por lo que no se conoce ninguna
observable candidata que deba representarse como operador en Hpp,,.

2.6. EIl Hamiltoniano de ADM Extendido a Triadas

Para comenzar esta seccion, se define el concepto de un campo de marco. Suponga que
M es una variedad n-dimensional orientada difeomorfa a R™. Fisicamente se puede pensar a
M como un pequeno subconjunto abierto del espaciotiempo (toda variedad puede cubrise con
cartas difeomorfas a R"). Ya que el haz tangente de R" es trivial, también lo es TM 9. Recuerde,
una trivializacién de T'M es un isomorfismo de haz vectorial,

e: M xR"—TM, (2.6.1)

9Un haz es una estructura que consiste de una variedad E (el espacio total), una variedad M (el espacio
base), y un mapa sobreyectivo m : E — M (el mapa de proyeccién). Para cada punto p € M, el espacio
E, ={q € E : w(q) = p} es llamado la fibra sobre p. Un haz vectorial 7 : E — M es un haz cuya fibra es
un espacio vectorial.
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que envia cada fibra {p} x R™ del haz trivial M x R™ al espacio tangente correspondiente 7, M.
Una trivializacién de T'M también se conoce como un campo de marcos o simplemente mar-
co, ya que para cada p éste envia la base estandar de R™ a una base de vectores tangentes en
p. Si M es 3-dimensional, un marco sobre M también se conoce como triada o dreibein. Si
M es 4-dimensional, un marco sobre M se conoce como una tetrada o vierbein.

La idea es hacer la mayor parte del trabajo en el haz trivial M x R", que sirve como un tipo
de sustituto para el haz tangente. Se puede pasar M x R™ a T'M y viceversa usando el marco
e y su inversa,

et TM — M x R™ (2.6.2)

Antes se necesita desarrollar un poco de notaciéon. Para mantener las cosas especificas, se supone
que se esta en el caso Lorenziano n-dimensional (otros casos funcionan de forma similar). Una
seccién de M x R™ es simplemente una funcién en M con valores en R", asi que hay una base
natural de secciones &, ..., &, dado por:

50 — (1,0,0,...),
& =1(0,1,0,...),
52 - (0,0,1,...),

y, asi sucesivamente. Se puede escribir cualquier seccién s como:
T
5=5€. (2.6.3)

En este contexto, R™ es a menudo llamado espacio interno °. Se puede pensar en el marco e
como un mapeo de las secciones de M x R™ a campos vectoriales sobre M. Al aplicar este mapa
a las secciones &/, se obtiene una base de campos vectoriales e(£r) sobre M, y en una carta se
puede escribir estos campos como:

er = e(&r) = ef0a, (2.6.4)

donde € son funciones en M. Ya que tanto los coeficientes e como los campos e; = e(£;) son
suficientes para determinar el marco e, es comun llamar a cualquiera de estas cosas el campo
de marcos.

Ahora, resulta que M x R™ como un tipo de imitacién del haz tangente, tiene algo
que el haz tangente real no, es decir un producto interno canénico. En otras palabras, dados
s,r € T'(M x R")! se puede definir su producto interno 7(s,r) por:

n(s,r) =ns'r”, (2.6.5)

donde 7;; es una copia de la métrica de Minkowski [21, 27], i.e., n;; = diag(—1,1,1,1) [en 3
dimensiones se usa la delta de Kronecker, d;; = diag(1,1, 1), en lugar de 7] y se conoce como
métrica interna.

Ahora, suponga que M tiene una métrica Lorenziana g, [21, 27]|. Esto significa que se
pueden tomar productos internos de campos vectoriales en M como:

g(v,w) = gagv®w”. (2.6.6)

10Ge opta por usar letras Latinas mayusculas I, J, K, . . . para indices internos de espaciotiempo y letras Latinas
mintusculas ¢, j, k, ... para indices internos espaciales.
HT (M x R™) representa el espacio de todas las secciones en M x R™ .
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Se dice que el marco e es ortonormal si los campos vectoriales e; son ortonormales; i.e.,
%) = eqre§ = 2.6.7
JaB€I€) = €al€] = T1J- (2.6.7)

Si el marco es ortonormal, la métrica g, sobre M esta dada en términos del inverso del campo
de marcos por:
g(v,w) = nle v, e tw). (2.6.8)

La formula anterior para la métrica puede verse un tanto abstracta, pero para calculos se puede
deducir la siguiente férmula. Primero, sea:

Ny = g(er,es) = gage?e? (2.6.9)
Note que,
) =" nis = 0" gaseiee] = ehel. (2.6.10)

Luego, el inverso del marco esta dado por:
e tv = el (2.6.11)
ya que si v = e(s) para alguna seccién s € I'(M x R"), la Ec. (2.6.11) da:
e v =eleds’E = s,

como deberfa. De esto, se puede deducir una férmula para la métrica g, en términos del
comarco el (también llamado cotrfada o cotétrada en 3 y 4 dimensiones, respectivamente), i.e.,

Jap = g(aon aﬂ) - n(e_laou e_laﬁ) = n(efngv Géf(])-

Asi,
o = NLICLES- (2.6.12)

A partir de la ecuacién anterior es claro que con el conocimiento de la tétrada se puede deter-
minar la métrica del espaciotiempo. Sin embargo, lo contrario no es verdadero, ya que hay una
infinidad de marcos que satisfacen la Ec. (2.6.12), todos ellos relacionados por transformaciones
de Lorentz locales [3], i.e., para cada = € M:

’ /

ca(®)eg(x)nrs = eg(@)ez(@) AL (@)A] (2)ny = e (¥)ep (2)np

donde se ha usado la invarianza de la métrica de Minkowski bajo transformaciones de Lorentz.
Por lo tanto, las transformaciones de Lorentz locales son interpretadas como la norma en este
formalismo. Esto se puede ver a partir del nimero de componentes independientes en la Ec.
(2.6.12), la métrica del espaciotiempo tiene 10 componentes independientes mientras que la
tetrada tiene 16, la diferencia 6 corresponde a la dimensién del grupo de Lorentz SO(3,1) (en
general, se puede pensar a cualquier grupo SO(n, 1) como un grupo de Lorentz).

Hallar una formulacién Hamiltoniana de la RG con constante cosmoldgica siguiendo las
ideas del formalismo ADM es mucho mas trivial si se usa el formalismo de las triadas. Aqui
se sigue de cerca [24] y [33]. Se parte de la densidad Lagrangiana de Einstein-Hilbert (con
constante cosmoldgica),

Lo =e(R(el)+2)). (2.6.13)

Para poder determinar la formulacién Hamiltoniana de la Ec. (2.6.13), se asume que el espa-
ciotiempo M es topoldgicamente > x R, donde Y es alguna subvariedad espacial de M, y R
representa la direccion temporal. También, se rompe parcialmente la covarianza manifiesta del
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espaciotiempo escogiendo la coordenada 2° como la coordenada temporal.

Ahora, es importante recordar que para representar cualquier campo tensorial sobre una va-
riedad, se emplean bases holonomas, que son inducidas por algin sistema de coordenadas. Pero,
para un gran nimero manipulaciones algebraicas resulta mucho mas conveniente usar bases or-
tonormales. Entonces, se puede introducir una base no holénoma, i.e., una base ortonormal no
coordenada de campos suaves e;, sobre X, que satisface:

_ ab J _ aj _ i ] i
0ij = qav€i€;, 07 = €ai€™, qap = dije ey = eyep;. (2.6.14)
Sigue que:
i b
e;. (2.6.15)

b chb i, j.¢cb __ i
50, - qva - 5’ijeaecq - 6(1

Ademas, note que: ‘ .
q = det(qu) = det(elep;) = (det(el))* = ¢?, (2.6.16)

donde g es el determinante de la métrica espacial y e es el determinante de la triada €’

Antes de definir el momento conjugado al marco y de hacer la transformada de Legendre
conviene reescribir ligeramente el Lagrangiano. La razén es que en la forma dada por la Ec.
(2.6.13) contiene segundas derivadas de la tétrada, que puede integrarse parcialmente, dejando
una dependencia tinicamente en ¢/, y sus primeras derivadas.

Primero, se definen un par de conexiones: D, y V,. D, es covariante con respecto a trans-
formaciones coordenadas en el espaciotiempo como a transformaciones de Lorentz locales sobre
los indices internos. Mientras que V,, es covariante solo bajo transformaciones de coordenadas

generales. Es decir,
D AT o= o N + 5 N+ wl M. (2.6.17)

VM= 0,01+ T0 N, (2.6.18)

donde Fgﬂ{ es una conexion afin (se asume que es una conexién con torsion cero, i.e., FF&B] =0)y

w! ; esla conexién de espin. Entonces, se requiere que las derivadas covariantes sean compatibles

con la tétrada, i.e.,
Daem = 0, (2619)

'Dag37 = va957 =0. (2.6.20)
De la Ec. (2.6.19), note que:

Doe?’ = 04e?’ + T8 &7 + wlFey = Ve + wlie™ =0,

entonces,
Ve = —wlel.. (2.6.21)
Luego, se tiene que:
Daesr = Oaepr — Dlgeqr + whiess =0, (2.6.22)
entonces,
Da(emeg) = Dunry = Oy + Wiy + wimrx = 2 Wa(ryy = 0, (2.6.23)
1J

i.e., w,’ es antisimétrico, y por lo tanto, tiene valores en el algebra de Lie so(3,1) [21, 27, 29].
Ademés, de la Ec. (2.6.22) y de la propiedad de torsién nula de Flﬁ, es posible determinar de
forma tinica I'} 5 y w; como funciones de la tétrada, es decir, sea,

Dagsy = Da(eﬁlei) = Oafpy — Fiﬁgév - Fivgﬁa =0, (2.6.24)
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sigue que al hacer permutaciones ciclicas y sumar las ecuaciones resultantes se encuentra que:

1
[ = 597 (0495 + Ops0 — Os9ap) (2.6.25)

ie., Flﬂ son los simbolos de Christoffel y bajo la condicién de torsién nula, V,, es la conexion
de Levi-Civita.

En adicién a la Ec. (2.6.22), la conexion de espin se puede definir como:
Diaegir := Ouegyr + wiegs = 0. (2.6.26)

Note que la Ec, (2.6.22) implica la Ec. (2.6.26) pero lo contrario no es cierto. Para obtener
directamente w?; de la Ec. (2.6.26) primero se convierten los indices Griegos libres a indices
internos SO(3, 1) mediante:

2lees (Dacay +whes) =0,

entonces,
QJK[ -+ 2!6?6%0&)[@[65][/ = O, (2627)

donde se han definido los coeficientes de la anti-holonomia como:

Qs = 2leSern-dnes);. (2.6.28)

Luego, permutando ciclicamente los indices libres I, J, K dos veces, y sumando, y restando las
ecuaciones resultantes se demuestra que:

QJKI+Q]JK —QK]J—FQQ?;WQ]K :O, (2629)
por lo tanto,
1
WaKT = §€i(QJKI + Qi — Qk1g). (2.6.30)
Sigue inmediatamente que:
1
we! = Geas (VI —QFY), (2.6.31)

con Q7K = 2!60‘J65K8[aeé].

Ahora, el tensor de Riemann se define por:

R s A; = 2D Dg ;. (2.6.32)
RaﬁgAU = Q'D[Q'Dm)\(s = QV[QV5])\5. (2633)

Asi,
2D Dy Ays = Ropd Aot + Rogi M- (2.6.34)

Usando campos vectoriales \; = e\, se demuestra que:

Rosi s = 2D DA = 2D Dyge] A, = €] R =eJR, eI\,

g
afy o afy o
se concluye que para cada Ay,

R,s] = R,s¢]el. (2.6.35)
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Note que:

R(el) = 9" Rosl) = ¢ oyl el = e (2D Dyje] — Rogle}) = —2¢*'V 1, Vel

afy

por lo tanto,
R(el) = 27V, V e, (2.6.36)

donde se han usado las Ecs. (2.6.32) y (2.6.34). Luego, de la Ec. (2.6.21) y la ecuacién anterior
se tiene que:

eR(el) = 2[0.(e eJ Vﬁe 7y — e eIV, Vse] = 2(0,(e e[,ﬁVgea]J) — eeﬁ‘]w[]ngé]Ke%],
entonces,
e R(el) = 2[0,(e eJ v se1’) — ee?w{é‘]wa];{LeaL], (2.6.37)
en donde se han subido y bajado algunos indices con la métrica n;;.

Ahora, ya se han encontrado suluciones para w!’ y w,r; [ver Ecs. (2.6.30) y (2.6.31)], de
aqui que:

6§WéJwa]K€aK =-Q,, 700K (2.6.38)
1
6?&)5][(&]‘”6(11( E(Q]JKQIJK + QQ]JKQIKJ). (2639)
Al sustituir las Ecs. (2.6.38) y (2.6.38) en la Ec. (2.6.37) se obtiene que:

1

1 1
eR(el) =2 {a (el ae) + e (QU T — 0 K QQUKQIKJ” . (2.6.40)

Con la Ec. (2.6.40) e ignorando términos de frontera, el Lagrangiano dado por la Ec. (2.6.13)
se convierte en:

1 |
L—e (Q” T — 0 — S0 2>\> | (2.6.41)

Ahora el Lagrangiano tiene una forma que hace mucho mas sencillo realizar la transformada
de Legendre. Primero se debe hacer la descomposicién (3 4+ 1) del Lagrangiano, y esto se logra
separando la tétrada,

eor = NNy + NV,;, eqr=Var, NV, =0, NN, =-1. (2.6.42)

Esta es una descomposicion completamente general y no pone ninguna restriccion en la tétrada.
La tétrada inversa se convierte en:

Nt NeNTt

e = ~F el =yl 4 ~ VIV =68 VN =0. (2.6.43)
La métrica toma la forma ADM estandar,
_ [-N24+N°N, N, o |—72 &
Jop = N, Vo vel | g = % VaIV'Ib _ N;JQVb

Se prueba facilmente que (gqs)(g°?) = I. Ademés, se define:

g = det(gap) = —N?det(Vo Vi), e:=det(eqr) = Ny/det(VorVil), (2.6.44)

donde N, = V,;ViIN®. Note que N y N® son la funcién lapso y el vector de corrimiento, res-
pectivamente.
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De aqui, es sencillo, aunque bastante tedioso, llevar a cabo la transformada de Legendre
usando la descomposicion dada por la Ec. (2.6.42). Sin embargo, hay una forma de reducir este
calculo dramaticimente. Es decir, rompiendo manifiestamente la invarianza de Lorentz con la
eleccion de la norma Ny = (1,0,0,0) la transformada de Legendre se simplifica bastante. Y ya
que la tnica diferencia a nivel Hamiltoniano deberia ser que la invarianza de Lorentz se reduce a
la invarianza SO(3), aqui se usa esta eleccién de norma. Con esta eleccién para Ny no hay incon-
sistencia en la notacién con V,; llamado eg;, asf que se cambia la notacién a: e = V%, e, = V.

Ahora, se usa la descomposién 3 + 1 de e para descomponer Q7K

Qik — 2eOieﬂj8[oeg}k + Qe“ieﬂjﬁ[aemk = 2e“ieoj8[aeo]k + 2e“iebj8[aeb]k = Qe“iebja[aeb]k.

Asi,
Q7 = 2e”e" | e (2.6.45)
Luego,
QOIk — 2@O‘Oeﬂj(i)[ae/3}k = —2]]\<:eﬁj8[0€g]k + <V“0 + ]\7‘;\[]\[0> eﬁja[aeﬁ]k,
note que:
VIN = VONg+ VIN; = 0= VP =0, &"=0,
entonces,
QVIk = ]QV (€O — N deu) , (2.6.46)
Qojr = _]37 (egﬁ[oeb]k — N“egﬁ[aeb]k) ) (2.6.47)
Similarmente,
QU0 — ]bebjﬁbN, (2.6.48)
070 = 0. (2.6.49)
El Lagrangiano dado por la Ec. (2.6.41) también deberia descomponerse en 3 + 1. Note que:
Q7O ™ = Qo7 Q07 4+ Q"% + 208007 4+ Q7 QFLF. (2.6.50)
Qrye Q7K = 2Q0,0Q%° 4+ 2005 Q%% + Q5 Q% (2.6.51)
Qe = Qo Q%7 4 Q09%0 4 Q5. Q. (2.6.52)

Sustituyendo las Ecs. (2.6.50), (2.6.51) y (2.6.52) en la Ec. (2.6.41), se obtiene que:

£ = Ne (Qu700F = S0 — S0 + QoI0%F + 20000t — Q09005 + 20
(2.6.53)

Donde se ha usado la descomposicién en la forma de volumen tal que e = N®e, con Ple =
det(eq;).

Ahora, usando de nuevo la Ec. (2.6.37), pero para la derivada covariante V, en 3, definida
para aniquilar egel, se demuestra que:

N®eB R = 2N(3)eeij[avb}e? = 2N(3)6(V[aegvb}eaj — e?wﬁjwa}kleal).

Asi,
N®®R = N®¢ (Qi]mlk’f — QM 4Qijkmk>
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+8[a(2N(3)eeijb} ej) — 4(3)6628[562196(10(1]\[. (2.6.54)
Note que:
- 2
Q00F = —ﬁembe’;] GOy N. (2.6.55)
De las Ecs. (2.6.54)-(2.6.55), y eliminando términos de frontera, se concluye que:

L= N®e (—Q0R0g;, + Qo7 Q%" +3 R+ 2)) . (2.6.56)

Lo que sigue es calcular el momento asociado a las variables candnicas. Ya que N y N no
aparecen en el Lagrangiano su momento conjugado se anula. El momento conjugado a la triada
esta dado por:

oL

pai — 5 —9IN®e (QO(li)N—le? . N—IQOkkeai> _ 9B (Qo (13) el onkem‘) .

Asi,
p" = 2®eef (Q) — QO K1) (2.6.57)

Es decir, existe una constriccién primaria,
L' = *pleq, ~ 0, (2.6.58)

esta restriccion adicional genera rotaciones SO(3).

Note que: ' ‘ '
eaipm — 2(3)651'[ (QO(lz) . Q()kk(szl) — 2(_2)(3)€onk,
entonces,
1
0k _ k
Sigue que: ‘
plj — pazej _ 2 e(sj (QO (13) QOkk51l> )
Asi,
000 = o (o~ (5167 (2.6.60)
26)e 2 ' o
Similarmente,
. 1 . 1 1
Qo;? = mpj], Qogiz) = STE <pij — 2(pkk)5ij> : (2.6.61)

Ahora, queda por determinar de forma explicita la transformada de Legendre. Primero, note
que con la cantidades calculadas el Lagrangiano se reescribe como:

1 g 1 . 1
— NG Uy Z(p)2) _ ky2 4 (3)
E - N € |:4(3)€2 (p jpl.] 4(p7,) ) 16(3)62 (pk ) + R + 2A:| °

Entonces,
N
£= 1.

1
S+ 49 OR 180 )\} (2.6.62)

{pijpi j

Ademas,
N 1
2(3) ( ai 2(19@%2) + ebiDaNbu

donde se ha usado la Ec. (2.6.61) y el hecho de que ey; = N,;. Entonces,

éai = —eéNQOij + GbiDaNb =

ai N 1 ai at at
P Cai = 50y, (P Pai — 5(19’,2)19 eai) + 0, (Nbp ebi) — NPey Dop™.
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Asi,

;. N ij L ai ai
PP g = Cap (p Ipi; — 2(pz-)2> + 8a(Nbp i) — Nbey, D,p (2.6.63)

donde se ha usado que p* = efp”, y que Dyep; = 0. De las Ecs. (2.6.62) y (2.6.63), se concluye
que la densidad Hamiltoniana estd dada por:

Ho = plews — £+ ML = 1 (17py = 50 =462 OR = 80 ) = Ney Doy + NiL,
e
(2.6.64)
donde se han descartado términos de frontera, y N; es un multiplicador de Lagrange.
Note que: '
P dar = P (ELe)0i; + €460015) = 2D i,
entonces,
= 2p™el. (2.6.65)
El paréntesis de Poisson fundamental es:
{eai(@), " (y)} = 626767 (2, ). (2:6.66)

Ademss, L' ~ 0 implementa la condicién de que p®, considerado ahora como una cantidad
derivada, es simétrico,

1
P = (pfe” + pie™). (2.6.67)

La interpretacion geométrica de las variables de espacio fase es que e,; es la triada sobre la
subvariedad espacial X, y p” esta estrachamente relacionado a la curvatura extrinseca de Y. Es
decir, se define,

, y 1 ] .
K, = €anO(”) T 90)e (pZ - 2(?2)‘32) : (2.6.68)

Ya que N y N® tienen momentos que se anulan, la variacion de éstas implica las constricciones
secundarias:

. 1 .
H(e,p) = ppi; — 5 (p))* — 4 Pe? TR — WA = 0. (2.6.69)
Ha(eap) = _eaiDbpbi ~ 0. (2670)

Ahora, se define la versiéon suavizada de la constriccion SO(3) por:
Oy = / N'L,. (2.6.71)
2
El lgebra de Poisson es isomorfa al algebra SO(3), i.e.,

{CNi, CM]} - CeijkNij'

Ya que el otro par de restricciones son invariantes SO(3) (no hay indices internos libres), las
restricciones SO(3) conmutan con ellas.

Pero, {qué pasa con el algebra de las constricciones escalar y vectorial? Resulta que el dlgebra
es la misma en términos de e, p¢ que en términos de g, p?° hasta términos proporcionales a
L. La razén de estos términos adicionales es que, cuando gu v p™ se tratan como cantidades
derivadas, la parte de los paréntesis de Poisson de estas variables se ha modificado, i.e.,

{4an(x), 2(¥)} = 60.05)0° (2,9), {dabs dea} = 0, (2.6.72)
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mientras que:

1
{pab(X),pCd(y)} — Z(qac(]bd + qadec + quJad + qbd(]ac)(sfi(x’ y)’ (2673)
donde,
1
Jo = 4(6%5 ehip?) = Jlabl, (2.6.74)

Para preservar la correspondencia entre estructuras de Poisson, deben imponerse las 3 restric-
ciones J% = ( (las cuales también aseguran la conservacién del ntimero de grados de libertad)
Ya que las componentes de €%¢ en la base ortonormal estdn dadas por €% = e®eiele? sigue
que la constriccién dada por la Ec. (2.6.58) es equivalente a J% = 0.

Por lo tanto, las constricciones L, H v H, realmente forman un conjunto de primera clase
(en la terminologia de Dirac, un algebra de primera clase), lo que significa que el Hamiltoniano
dado por la Ec. (2.6.64) es completo y consistente. Para mas detalles ver [24].

Se pueden escoger coordenadas alternativas para I'Y%,,,, cambiando la densidad de peso de

las ¢’s y las p’s. Estas coordenadas alternativas estan dadas por la densidad de peso +1,

Ef = eel. (2.6.75)

)

El momento conjugado a Eia es proporcional a la curvatura extrinseca,
Pl = —2K e, (2.6.76)

yva que PE? = —ipfél médulo la constriccion L. Con respecto a estas variables, las constric-
ciones escalar y vectorial toman la forma:

H(E,P) := —¢"*(PR+ K? — Ky K®) ~ 0, (2.6.77)

Ho(E, P) = ¢"*(DyK* — D, K) ~ 0, (2.6.78)
[ver Ecs.(2.3.18) v (2.3.19)].

Ahora, se puede hacer una comparacion entre el Hamiltoniano que se ha obtenido en térmi-
nos de las triadas y del Hamiltoniano en términos de la métrica, i.e., Ecs. (2.3.18) y (2.3.19).
Al sustituir las Ecs. (2.6.16) y (2.6.65) en la Ec. (2.6.64) se obtiene que:

Ha =

N 1 :
Y (2pel)(2paces) — 2(2p epicl)? — 4q GIR— 8q)\] — NPy D, (2p*e) + AL
4q
Si se descartan rotaciones internas y se considera la constante cosmoldgica nula, sigue que:
1
He = Ng'/2 [q_l (pabpab - 2(p3)2) - (3)R] — AN, D™, (2.6.79)

Note que la Ec. (2.6.79) corresponde con el Hamiltoniano encontrado en la formulacion ADM
en términos de la métrica (Ec. (2.3.15) ).
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Capitulo 3

Formulacion Hamiltoniana de la

Relatividad General. Formalismo de
Ashtekar (1986)

3.1. Introduccién

La dindmica de la RG es generada por las constricciones. Esto significa que las 6 ecuaciones
de Einstein que describen la evolucion temporal pueden obtenerse calculando los paréntesis de
Poisson de la 3-métrica y su momento conjugado con un Hamiltoniano que es una combinacién
lineal de las constricciones, i.e., cantidades que deben anularse en el espacio fase fisico debido
a las otras 4 ecuaciones de Einstein.

Uno de los problemas actuales en fisica teérica es la cuantizacién canoénica de la gravedad.
Si se pretende cuantizar basandose en el formalismo de ADM surgen problemas tanto concep-
tuales como técnicos. Los problemas conceptuales son el problema del producto interno y del
tiempo. Muchos de los problemas técnicos en gravedad candnica cuantica giran alrededor de
las constricciones.

A mediados de la década de 1980, Abhay Ashtekar (y otros) desarrollé una nueva for-
mulacién candnica en términos de nuevas variables para describir la RG, con las cuales las
constricciones se simplifican radicalmente [9, 10]. Quiza la caracteristica clave de la formulacion
de Ashtekar para gravedad candnica es que puede usarse una conexién espacial SO(3) compleja
como coordenada para el espacio fase gravitacional, aunque en su articulo original Ashtekar
us6 espinores SU(2) [9]. Se puede pasar de la representacién métrica ADM extendida a triadas
a una representacion de conexion. Por tanto, las nuevas variables acercan mucho mas la estruc-
tura matematica de la RG a las teorias de Yang-Mills. Como un resultado, se pueden aplicar
las técnicas e ideas de las teorias de norma (gauge) en gravedad. Puede ser que la técnica més
usada sea el uso de las variables de lazo (loop) en la cuantizacién candnica no perturbativa
de la gravedad [20]. Hay desde luego un precio a pagar por esta nueva formulacién de la RG y
éste es que las conexiones autoduales son complejas.

3.2. El Formalismo de Palatini

La accién de Palatini para la RG es simplemente la accién de Einstein-Hilbert, Ec. (1.3.2),
reescrita de tal forma que no sea una funcién de la métrica, sino una funcién de una conexién y
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un campo de marcos. Aqui, su importancia principal serd como un paso previo para la discusion
de las nuevas variables de Ashtekar para la RG.

En la Seccién 4.6 ya se ha abordado el concepto de campo de marcos y se han encontrado
relaciones entre la métrica y los marcos. Ademas del campo de marcos, el otro ingrediente en el
formalismo de Palatini es una conexion en el haz trivial M x R™. Por analogia con la definicién
de una conexioén que preserva métrica, se dice que una conexion D sobre el haz M x R™ es una
conexion de Lorentz si:

on(s,s) :=n (Dvs, s/) +n (5, Dvsl) . (3.2.1)

Esto es lo mismo que ser una conexién SO(n,1) en el sentido de la teoria de norma. Note
que no tiene sentido preguntar si una conexion en M x R” es libre de torsiéon. Por tanto, no
hay conexion de Levi-Civita en M x R". Sin embargo, hay una conexiéon de Lorentz que es
especialmente agradable, la conexién plana estandar D°, dada por:

D%s = v(s')¢&;. (3.2.2)

Se puede escribir cualquier conexién como D° + A para algtin potencial vectorial A, que es una
1-forma con valores en End(R™) sobre M,

Dys = (v(s”) + A vtsT) €. (3.2.3)
Note que D es compatible con la métrica interna n;;, y que:
Dynry = 0un1y + A,ImeJ + A;IfjnIK = (Aurs + Apir) = Ay = 0,

es decir, A,7; es antisimétrico en sus indices internos. Entonces, una conexiéon D en M x R" es
una conexion de Lorentz precisamente cuando:

Al =AM (3.2.4)

que es simplemente una forma de decir que A, vive en el dlgebra de Lie Lorentziana so(n, 1).
La 2-forma de curvatura interna F de la conexion D se define por:

2D, DyAr = F,, [ Ay, (3.2.5)

donde A\; es un covector de Lorentz arbitrario y F J{,] puede expresarse, en términos de los
coeficientes de la conexién de Lorentz como:

Fil = 20p, A + Al AN — AL AN =20, Al + A, A (3.2.6)
Se verifica facilmente que si A es una conexién de Lorentz entonces:
Fll=—F=—F/l. (3.2.7)

Ahora, suponga que se tiene tanto el marco e como una conexion de Lorentz D. Se puede usar
el marco para transferir la conexion de Lorentz del haz trivial M x R™ al haz tangente T'M. Es
decir,

Vv := e(Dy(e 1 (v))), (3.2.8)
donde u,v € X(M), y en componentes esto implica,
fijé?a = V,0, = e((0,el + Aijei)ff) (Ol + A[ Tes (3.2.9)
y por lo tanto,
= (Ouel, + Al je))ef. (3.2.10)
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Se suele llamar a V la imitacién de la conexién de Levi-Civita y a fij la imitacién de
los simbolos de Christoffel [3, 21].

Note que:

@ugw = Oufvo — fzwg'w - fZagw = au(evJeg) — GroCs (auez{ + Aiﬂi) — g€l (@ﬁé + A{LJeg) .

Asi,

VHQW = — (6565AM]J + ege{,AMU> = 0,
donde se ha usado la antisimétria de A. Es decir, V es compatible con la métrica de espacio-

tiempo.

Se puede ir de T'M a M x R"™ usando el marco inverso, i.e.,
e ' TM — M x R". (3.2.11)

Note que se puede pensar a éste marco como una 1-forma con valores en R", esto es, se define
a e~ como:

e ti=elé @ da?, (3.2.12)
donde ® denota el producto tensorial. Ademas, se puede usar la conexién de Lorentz D para

definir derivadas covariantes exteriores de formas diferenciales dp con valores en R".

Luego, para la torsién de la conexion inducida, se tiene que:

o o I T J «a o
FUV - FVH - 2 ((‘9[#6,4 + A[M|J‘6V}> 61 - T (3213)

B

donde T, es el tensor de torsion, y este se puede expresar en términos de formas diferenciales
como:

T! = ef)T/f,,@dx“/\dx” = Zef,eﬁ (8[,&5] + A‘[L‘K‘eﬁ) ®dx"ANdz” = 2 (8“@{] + A[Iu\Kleﬁ) ®@dxt Adx”.

Asi,
T' = 2Djel, ® dz* A dz” = dpe’. (3.2.14)

V]

Donde, T es la 2-forma de torsién, dp es la derivada covariante exterior. A la Ec. (3.2.14) se le
conoce como la primera ecuacion de estructura de Cartan. Note que la conexion inducida no es
necesariamente libre de torsion, de hecho en la accion de Palatini la condiccion libre de torsiéon
T! = 0 es una de las ecuaciones de Euler-Lagrange derivadas de ella.

Teorema 1. V es libre de torsion si y solo si dpe! = 0.
Prueba. Supéngase que V es libre de torsién, sigue que:

Vudy = V0, = [0,0a] = 0,= T00 = V0, — V,0, =0
De las Ecs. (3.2.9), (3.2.13) y (3.2.14) sigue que:
dpe! = 0.
Ahora, se asume que dpe’ = 0. Luego:
T80 =0= V.0, — V,0, = 0= V0, — Va0, = [04,0a] -

Se concluye que V es libre de torsién.
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Proposicién. La conexién V preserva métrica.
Prueba. Sean,

u=u"0, , s=e lv= eévﬁsf , s =e lw= ejw”ej. (3.2.15)
Por un lado, note que:

un(s,s) = un(efﬂ)ﬁa[, eiuﬂa]) = unUeéeivﬁuﬂ.

Asi,

un(s,s ) = ug(v, w). (3.2.16)
Por el otro lado,
n(Dys, S/) + (s, Dus/) = u®*[n(Dqs, s/) +n(s, Dys )] u*[n(Dq sleg, s‘]a]) + T](Slc‘:”], Das‘]a;)]

= u®[n((0ns’ + AL, sM)er, s7e) +n(s'er, (Ous” + ALy sM)e )]
Usando el hecho de que n es un mapa bilineal se tiene que:

n(Dys,s ) +n(s, Dys ) = u®[0as'n(er,e5)s” + AL stsTn(er, 5)
+ s'0u8n(e1,65) + T ALy sMn(er, )]
= u®[nrselw 950" + (8 6561 + Al pebe])vw,
+ nrsev Peldaw” + (0a e by A‘]MeMeg)vﬁw“’]
= u*(gp, w00’ + I’“’Bv Wy + gypv° Oqw? + f‘fwvguﬂ),

agrupando términos y usando la metrica g,3, para subir algunos indices, y su bilinealidad, sigue
que:

n(Dys,s ) +n(s, Dys ) = g(u(v?)ds + uo‘fng”ag, w) + g(v,u(w”)0, + uafgﬁwﬁ@)‘

Asi,
n(Dys, s/) + (s, Dus') = g(Vu(v),w) + g(v, Vy(w)). (3.2.17)

De las Ecs. (3.2.16) y (3.2.17) se concluye que:
ug(v,w) = g(Vu(v),w) + g(v, Vu(w)). (3.2.18)
Por lo tanto, V preserva métrica.

Ahora, se sabe que la mejor conexién en T'M es la de Levi-Civita (V), lo que hace interesan-
te a la conexién de Levi-Civita es que preserva métrica y tiene torsion nula (o es libre de torsién).

Teorema 2. V = V si y s6lo si V es libre de torsion.
Prueba. La demostracion del teorema se sigue de la proposicion anterior.

Antes de discutir la accién de Palatini conviene encontrar la relacién entre la curvatura
sobre M x R™ y la curvatura del espaciotiempo definida por medio de la conexiéon inducida.

La curvatura de Riemann inducida (o la imitacién de la curvatura de Riemann) se
define por:

2V, Vv, = R v, (3.2.19)

uvo
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para un covector de espaciotiempo arbitrario v,. De la definicion abstracta para la conexiéon
inducida dada por la Ec. (3.2.8) se deduce que:

ViVow = Vi(e(Dy(e™H () = e(Dule™t o e(Dy(e () = e(DuDy(e ™! (w))),
donde u, v, w son vectores de espaciotiempo arbitrarios. Luego, antisimetrizando se obtiene:
R(u,v)w = e(DyDy(e  (w))) — e(DyDy(e”H(w))) = e(F(u,v)(e  (w))). (3.2.20)
En términos de coordenadas locales da:

R’ 0, :e(FlfVI/fJeI) FJ ke, (3.2.21)

nuvo

donde se ha usado F(8,,9,)(e™'9,) = Fl(el&r) = €L F;, &5, y por lo tanto,

R, = F,,Ie el (3.2.22)

nrvo

En resumen, se puede realizar una transferencia entre la curvatura interna y la del espaciotiempo
por medio de contracciones apropiadas de indices con la tétrada y la cotétrada. Usando la
Ec. (3.2.22) se puede expresar el tensor y el escalar de curvatura de Ricci en términos de
contracciones de la curvatura interna y la tétrada como:

waa =e€ eJF,uVI?
Ry =elehF . (3.2.23)
R = goele Fl;]pf eIeJFU (3.2.24)

Ahora, es momento de describir le accion de Palatini. Esta es basicamente la accién de Einstein-
Hilbert disfrazada, pero se enfatiza de nuevo que, a diferencia que la de Einstein-Hilbert, no
es una funciéon de una métrica sobre M. De hecho, es una funcién de un campo de marcos e
y de una conexién de Lorentz A. En el enfoque de Palatini, la métrica en M no es un campo
fundamental; de hecho, es una funciéon del campo de marco dada por g,, = nr J@I S

En coordenadas locales la accién de Palatini se escribe como:
S(Aye) = /M vol e} ﬁFé‘BI, (3.2.25)

tal que vol = y/|det g|d"z. En general, se puede establecer tal accién de la siguiente manera:

1
S (A e) :/Mel/\ej/\F”:—/MeIAeJ/\?]IAnJBFABzi/MeABCDeA/\e ANxFeop. (3.2.26)

Asi,
S (A et _——/ trie " Ae P AxF 3.2.27
( € ) r(e e ) ( )

donde * es el operador estrella de Hodge [21, 27]. Lo que sigue es hallar las ecuaciones de
movimiento en el formalismo de Palatini, i.e., variar la acciéon respecto al marco e y el potencial
A. Primero para variaciones con con respecto al potencial A y de™! = 0, se tiene que:

(55’:—/ tr(e’l/\e’l/\d*F):—/ tr(e”' Ae P AxOF).
M M
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Teorema 3. Suponga que 7 : £ — M es un haz vectorial. Sean M una variedad orientada
n-dimensional y w una p-forma, y p una g-forma con valores en End(E) '. Si M tiene una
métrica semi-Riemanniana y p + ¢ = n, entonces,

/ tr(w A *p) = / tr(p A *w). (3.2.28)
M M
Prueba. La demostracion se da en [21].
Del Teorema 3 sigue que:
58 = —/ tr(6F Ax(e L e l)) = —/ tr(dpSA A x(e  Ae ),
M M

donde se ha usado el hecho de que §F = dpdA, para la demostracion de esta afirmacién con-
sultar también [21].

Teorema 4. Suponga que 7 : E — M es un haz vectorial. Sean M una variedad orientada
n-dimensinal y w una p-forma, y p una g-forma con valores en End(E). Si M es compacta y
p+qg=mn—1, entonces,

/ tr(dpw A p) = (—1)p+1/ tr(w Adpp). (3.2.29)
M M

Prueba. La demostracién se da en [21].

Usando el Teorema 4, sigue que:

0SS = —/ tr(6ANdp = (et Ae ).
M

Note que:
_ _ 1 1
dpx (et ANe ) = dD(ge”ABeA AeB) = gguABdD(eA AeB).

Asi,

1

dp* (et ne t) = §€IJAB(dD€A AeB 4 (=1)ret Adpe®)
1
= o€ ap(dpe AeP — et Adpe®),

en donde se ha usado la definicién del operador estrella de Hodge y la definicion de la derivada
exterior covariante (ver las Refs. [21, 27]). Entonces,

1
4SS = — /M tr(6A A ieUAB(dDeA AeB — et NdpeP)) = — /M tr(6A N €7 [AB]dDeA Aeb).
De lo anterior se concluye que:
08 =0 €’ pdpe* NeP =0=dpe’ =0 Ve (3.2.30)
Ahora, para variaciones de S con respecto al marco inverso e~! y A4 = 0, se tiene que:

0S = —5/Mt7“ (6_1 Net /\*F) = —(5/Mt7" (F/\*(e_1 /\e_1>) .

'Dado un haz vectorial E sobre una variedad M, sea End(FE), el haz de endomorfismos de E, que denota el
haz E @ E*.
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Asi,
1
0S = —5/ tr(Fry A e 5(0e? NeP — et A deP)) = —/ tr(Fry A el qape A deP),
M M

por lo tanto,

0S5 =0« EIJABF[J A GA =0. (3231)

En resumen, las ecuaciones de movimeinto que se obtienen de la accién de Palatini son:
e apFry N et =0, (3.2.32)
dpe’ = 0. (3.2.33)

Por supuesto, la primera ecuacion, asumiendo que la cotétrada no sea degenerada, es equi-
valente a las ecuaciones de Einstein sujetas a la condicién de torsiéon nula. Sin embargo, la
diferencia con estas ecuaciones es que debido a que la tétrada nunca se utilizé explicitamente,
también se puede considerar e/ = 0, como una solucién a estas ecuaciones de movimiento.
Pero, note que esta solucién corresponde a un espaciotiempo de métrica degenerada por la Ec.
(2.6.12) y, por lo tanto, el espacio de solucién a las Ecs. (3.2.30) y (3.2.31) es estrictamente
mas grande que el espacio de solucién para la versiéon métrica de las ecuaciones de Einstein,
como se deducen de la accién de Einstein-Hilbert. Por supuesto, las métricas degeneradas del
espaciotiempo dejan indefinida la accién de Einstein-Hilbert, y las ecuaciones de movimiento,
ya que incluso no se pueden definir las componentes de la conexién de Levi-Civita sin la inversa
de la métrica. El hecho de que las métricas degeneradas se permitan en este formalismo se ha
utilizado para sugerir que el cambio de topologia es factible en el (sector de gravedad pura del)
formalismo de Palatini.

3.3. El Formalismo de Ashtekar

Mientras que la RG es claramente una teoria de norma en algtin sentido, la relacién precisa
entre la RG y otras teorias de norma no es un tema simple. Ciertamente la nocién de conexién
y curvatura son cruciales en RG, pero en la formulacién original de Einstein-Hilbert son deri-
vados de una entidad méas bésica: la métrica. Por muchos anos los investigadores han intentado
inventar formulaciones de la RG en las que la conexién juegue un rol mas fundamental y la
métrica pase a segundo plano .

En el formalismo de Palatini, por ejemplo, la métrica es un concepto secundario, los cam-
pos basicos son una conexiéon de Lorentz en la imitaciéon del haz tangente M x R" y un
marco e : M x R™ — T'M. Es interesante lo que pasa cuando se intenta cuantizar candnica-
mente la gravedad usando el formalismo de Palatini. Ya que hay mas variables se esperan mas
constricciones. De hecho, se encuentra que en adicion a la constricciones escalar y de difeomor-
fismos, hay una constriccion de ley de Gauss andloga a la del electromagnetismo y teorias de
Yang-Mills. La forma de estas constricciones es mucho mas simple que en la aproximacion de
ADM (ver por ejemplo [25]). En particular, se pueden escribir las constricciones de tal forma
que sean polinomiales en términos de los campos que satisfacen las relaciones de conmutacion
canonicas. Desafortunadamente, las constricciones no son cerradas bajo paréntesis de Poisson.
Esto complica la cuantizacién de la teoria de tal forma que el formalismo de Palatini es un poco
mejor que el de Einstein-Hilbert para propositos de gravedad cuantica.

Las nuevas variables o variables de Ashtekar pueden pensarse como una modificacion
del formalismo de Palatini que evita este problema. La idea principal es tomar ventaja de las
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caracteristicas especiales del espaciotiempo de cuatro dimensiones y trabajar con la parte auto-
dual de la conexién de Lorentz. Esta forma de pensar las cosas fue desarrollada por Samuel asi
como por Jacobson y Smolin, de forma independiente, alrededor de 1987, ver las Refs. [34, 35].

Usar la autodualidad en gravedad cuando la métrica es Lorentziana requiere trabajar con
campos de valor complejo. Por lo tanto, se define el haz tangente complejificado de M, escrito
CT M, como el haz vectorial cuyas fibras en cada punto p € M es el espacio vectorial C ®
T,M que consiste de combinaciones lineales complejas de vectores tangentes. Hay también una
imitacion del haz tangente complejificado, es decir, el haz trivial M x C*. Un campo de marcos
complejificado es, entonces, un isomorfismo de haz vectorial,

e: M xC*— CTM. (3.3.1)

Se define la métrica interna n sobre M x C* por la misma férmula que para M x R*. Esto permite
subir y bajar indices internos. Ahora, una conexién A en M x C* es una 1-forma con valores
en End(C*') en M.? Sus componentes se escriben como A’/ Se dice que A es una conexién de
Lorentz si,

Al = AT (3.3.2)

Debido a esta propiedad de antisimetria, se puede pensar a una conexion de Lorentz como una
1-forma con valores en A2C* 3. Recuerde que el operador estrella de Hodge mapea 2-formas
a 2-formas en 4 dimensiones, lo que representa la base de la simétria de dualidad. Hay un
operdor estrella de Hodge interno analogo, que mapea A2C?* en si mismo; denotado por
*, v esta dado por:

1
«T1 = 56” o T (3.3.3)

para cualquier cantidad con dos indices internos superiores antisimétricos, analogo al Hodge
ordinario, ver Refs. [21, 27].

En particular, se define el Hodge interno dual de una conexién de Lorentz por:

1

En variedades Lorentzianas se tiene que:
1y KL L 4 KL MN 1 (I ¢JI\ AMN 1J

KL

donde €%,y es un simbolo totalmente antisimétrico con €23

=1y €p123 = —1. Sigue que:
#2 = —1. (3.3.5)

Por esta razon, se fuerza a usar conexiones complejas como variable autodual y se dice que una
conexion de Lorentz es autodual, si y solo si,

(xA).) =iAlY, (3.3.6)

y antiautodual, si y sélo si,
(xA)) = —iA], (3.3.7)

2Note que aqui se ha usado el término conexién para referirse al potencial vectorial tal como se suele
acostumbrar.
3A2C* denota el espacio de las 2-formas en C*.
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Esto, entonces, permite descomponer cualquier conexion en su componentes auto y anti auto-
dual como:

1J __ 1J | — AlJ
AT =+ AT~ AL, (3.3.8)
donde,
1 ,
A = (A i A)). (3.3.9)
Ys 1
A= (AT A (3.3.10)

Sigue que TAl y — A7 son auto y anti autodual respectivamente, ya que:

(x~A) = ; (+AL +i(x - #A)) = ; (+AL —iAl)) = —% (A +ix ALY = —imA),

similarmente para TA/”. Note que:

TAY(TB;;) =0. (3.3.11)
TAY By =t AY (T Byy). (3.3.12)
(A, B]" = [*A* B)"Y + ["A,~ B/, (3.3.13)

donde A y B son conexiones de Lorentz arbitrarias.

En el formalismo autodual de la RG, uno de los dos campos basicos es una conexién de
Lorentz autodual, i.e., una conexién de Lorentz *A en M x C* con:

«TA=itAl (3.3.14)

El otro campo bésico es un campo de marcos complejo e : M x C* — CTM. La accién en
la formulacién autodual se construye usando la curvatura de la conexion autodual de Lorentz,
que se escribe como TF y en coordenadas locales estd dada por:

TR =20, A + [TALT ALY (3.3.15)

Como en el formalismo de Palatini, se puede usar el marco para definir una métrica g,, en M
por:
_ I.J
Guv = M1J€LEy s (3316)
donde los coeficientes ei se definen usando el campo de marcos inverso,
—1a _ I
e O, =e (3.3.17)

Sin embargo, ya que el marco es complejo, la métrica g, es ahora compleja.

La accién autodual esta dada por:

Ssp(TA,e) = /M vol effe’y TF!/ (3.3.18)

pv

donde, la forma de volumen es:

vol = \/—detg d*z, (3.3.19)

g siendo definido en términos de e como en la Ec. (3.3.16). Es decir, note que:

vol = d*xy\/|detg| = d*z\/|e2?| = d*z\/|e| - |e| = d*z |e],
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para métricas Lorenzianas se tiene que |detg| = —detg, entonces,

e:=le| = \/—detg = vol = d*ze. (3.3.20)

Ssp(TA,e) = /M d'zeeies FL. (3.3.21)

Sigue que:

Antes de discutir las ecuaciones que se obtienen de la accién autodual, se dira algo mas acerca
de la autodualidad. Se puede definir el Hodge dual interno de la curvatura de una conexion en
M x C* como sigue,

1
(xF) = §€IJ o FEE (3.3.22)

py o

y se dice que la curvatura es autodual si,
x ' =iF. (3.3.23)

Proposicién. La curvatura de una conexién de Lorentz autodual en M x C* es autodual.
Prueba. Sea F' dado en coordenadas locales como en la Ec. (3.2.6), entonces,

1
Sigue que,
(xF) . = i 20, A+ i[A,, A =ik

Sin embargo, este hecho es tan importante que se debe explicar su razéon de fondo. Dada un
algebra de Lie real g (una que es un espacio vectorial sobre los nimeros reales), se puede
convertir el espacio vectorial g ® C en un algebra de Lie definiendo, para cualquier x,y € g y
a, B € C,

[z ®a,y ® ] = [z,y] @ ap. (3.3.24)

El algebra de Lie g®C es llamada la complejificacion de g. Ahora, toda algebra de Lie compleja
puede pensarse como un algebra de Lie real si se ignora la habilidad de multiplicar sus elementos
por nimeros imaginarios. Si g viene de un algebra de Lie de esta manera, resulta que g ® C =
{r®z:2 € g,z € C} es isomorfa a la suma directa de dos copias de g. Note que, si g viene de
un algebra de Lie compleja entonces,

1
gi:{Q(:c@)lﬁ:ix@i):ng}, (3.3.25)

son subalgebras de Lie de g ® C, que son isomorfas como algebras de Lie a g. Ademés, g ® C
es la suma directa de las algebras de Lie g, i.e.,

gewC=g dg_, (3.3.26)
ya que, para todo v € g ® C, existe (u,w) € g, x g_, tal que,
1 4 N . .
u+w= §(v®1+w®z)+§(v®l—w®z) =,
y, también, g, Ng_ = 0.

Ahora, una conexién de Lorentz en M x C* es basicamente sélo una 1-forma con valo-
res en so(3,1) ® C. Sin embargo, SL(2,C) es una cubierta doble* de SOy(3,1). Esto implica

4Una cubierta doble es un mapa p : SL(2,C) — SOy (3,1) que es dos a uno y sobreyectivo.
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que las algebras de Lie s0y(3,1) y sl(2,C) son isomorfas. Sigue que soy(3,1) ® C es isomorfa
a s1(2,C) ® C. Como una consecuencia, soy(3,1) ® C es una suma directa de dos subdlge-
bras isomorfas a sl(2, C), llamadas las partes autodual y antiautodual. Ya que una subdlgebra
de Lie es cerrada bajo corchete de Lie, si una conexién TA es autodual, entonces también
lo es su curvatura TF. A partir de este punto de vista, es la existencia de la cubierta doble
p:SL(2,C) — SOy(3,1) la que hace a la autodualidad tan 1til en gravedad de 4 dimensio-
nes. La divisiéon de A2C* en sus partes autodual y antiautodual corresponde a la divisién de
s00(3,1) ® C en dos subdlgebras de Lie isomorfas a sl(2, C).

Ya que la curvatura de una conexién de Lorentz autodual también es autodual (similarmente
para el caso antiautodual) sigue que la accién compleja de Palatini se puede escribir como la
suma de sus componentes autodual y antiautodual, i.e.,

SPAL[G, A] = SSD[€,+ A] + SASD[G,_ A], (3327)

el resultado a senalar es que sélo se necesita considerar la accién autodual (o equivalentemente
la antiautodual) de forma separada pora recuperar las ecuaciones de moviento de la RG com-
pleja.

Lo que sigue es variar la accién autodual, y exigir que:
0Ssp = 0. (3.3.28)

Primero, para variaciones en la conexion, note que:

SYFL = 0,0 Y AL — 0,6 T AL + 5(T AL AKT) — 5(T AL AR
:au(s—l—AlI/J —|—+A 5+AKJ ++A AIK (81,(5+A£J —|—+A 5+AKJ ++A AIK)

Asi,
0tFL =D, AL —D,6 T Al = 2D,5 T AL (3.3.29)

Entonces, se tiene que:
0Ssp = / d'zeefel5(TFL) = / d'zeefe 2Dy, 0t Al
M M

= Q/M d%@u (e[I“eZ])éJ“AiJ} -2 /M d*zD, [e (el"ef}])} §TAL

ya que:
Dot Ajjeefel = DyotAlfe ™ (efe) = 9, [e+( s V])5+AU} {@ [eﬂe&“e?)} AN et (elie”]
+AMJ6 (e (1 V)} 5+AIJ
Entonces,

D[M5+AI] eefe =0, [6+(€§L65)5+A£J] - D, [e (e[I“eV])} §TALY

donde D es compatible con TA. Note que se ha forzado a usar la parte autodual de 6[1“ ez] ya

que se requiere que las variaciones de 5+Al]f sean autoduales, ver por ejemplo la Ec. (3.3.12).

Ahora, al despreciar términos de frontera se tiene que:

dSsp = —2/ d'rD, [eﬂe&“e?)] sTAY,
M
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por lo tanto,
08sp =0 < Dyle(efe})] =0. (3.3.30)

Proposicién. La ecuacién (3.3.30) implica que D,, es la parte autodual de la derivada covariante
generalizada tnica libre de torsién V,, compatible con €.
Prueba. Sea T'y;” el simbolo de Christoffel interno de V.. Se define la parte dual ¥V, de V,
p0r7

+V}L/UI = a/ﬂ)[ —|—+ F#]JUJ, (3331)

donde TT, es la parte autodual de Fir La diferencia entre D, y 7V, se carazteriza por un
campo tensorial *C/; definido por:

DuU[ :Z+ Vu’U[ —|—+ C“[JUJ. (3332)
Note que:
D#U] = 8#121 —|—+ A#[JUJ = a/ﬂ)[ ++ F#]JUJ ++ Ou]JUJ.
Entonces,
TALT =TTyt T O (3.3.33)
De la Ec. (3.3.32) sigue que:
v, [e+ (6[1“63})] +e [+C'H1K+ (e%e?) +TC, T (e[l“el;})} =0 (3.3.34)
Ademas,
VM’U] = 8MU[ + (+PM1J + FM[J)UJ.
Asi,

"V, =V,ur = Tuvy, (3.3.35)
donde ~T°, ;7 es la parte antiautodual del simbolo de Christoffel interno I'y;” . Entonces,
V. [e* (e[fel}]ﬂ —e [’FMI” (e[}éel}]) + T (e[f“eﬁ)}
te [FCu (elie])) + T Cu " (efed)] = 0. (3.3.36)
Luego, se tiene que:
v 1 14 1 . v
Vi {e* (e[f“eJ])} =V, {62 (e[lue - QZEUKLe[}éeL]ﬂ =0,
ya que V,, es compatible con ey, en particular Ve =0,y V,e = 0. Ademas,
v 1 v v
[JFC“’e[ue ]LJ - 2 ([Jrcl“e[u}[ej] +ey [+C“’e ]]J>
— (JFCMKe% _+ C«MKKG[IM) el}} + 6[1“ (JFC;LJKeg _+ CMKKGZ]) 7
donde se ha usado el hecho de que C, ™ =0, ya que Cyry = Cyr.5- Entonces,
{*C’u, e[“e"]LJ — o Rl 1o, Kelerl. (3.3.37)
Similarmente,
{J“C'“, * (e[“e”])LJ =105« (e&’ée?) +TC, 5 * (e[luey]) : (3.3.38)
De las Ecs. (3.3.37) y (3.3.38) sigue que:

{+Cu=+ (e[“e”})} _ +CMK+ (e[,‘éez]) + +CMK+ (e[lﬂeﬁ) . (3.3.39)

1J
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De forma andloga se puede mostrar que:

[_FM’JF (e[“e”])} — —FMKJF (e[ﬁef}]) + —FMK+ (65-“ Zg) ‘ (3.3.40)

1J

Entonces, la ecuacién (3.3.36) se puede escribir como,
— Tt (e[“e’j])LJ +[*Cu* (e[“e”])]u = 0. (3.3.41)

Pero, el primer conmutador se anula ya que ~I',;; es antiautodual mientras que +(e[“e”}) es
autodual; en el segundo conmutador, *(el#e") se puede remplazar por el#e”l| ver Ecs. (3.3.12)
y (3.3.13). Por lo tanto,

O Kk 4 0, Kl = 0. (3.3.42)
Lo que sigue es verificar que +C’l{ ; =0.
Se define el campo tensorial S,,,, por medio de,
Sy =" Curselel, (3.3.43)
tal que TC15) = Spups)- Note que:
elet (+CM[K6[II;€Z] + +CMJK€[IM€;;) =t C,x™ = 27C, Nehel +47C, 5eleh =0.

Asi,
TCN 280, =0= S =0, (3.3.44)

va que TCyr™ = 0. De las Ecs. (3.3.41) y (3.3.44), se tiene que:
O Nebels =t O etel = 0. (3.3.45)
Ademas,

I _J/+ K v p _ + K v p\ _ sp+ K_ I v  sp+ K v J __ v v __
e s (TCOur excely = Cuyefeer) = 8T Curtegey — 007 Oy ees = Sy6" — S5," = 0.

Asi,
Ston)” = 0.7 Sve = S(uors (3.3.46)
i.e., S es simétrico en los dos primeros indices y antisimétrico en los dos ultimos. De aqui,
1 1
Swo = Syulve] = 5(Suve = Suav) = 5(Sytve] = Slule)) = 0,
esto implica que,
Cir =0, (3.3.47)

ya que e es invertible. Por lo tanto,
Dy=" V=" A, ="T7, (3.3.48)
i.e., D, es la parte autodual de la derivada covariante generalizada tnica libre de torsion V, .

La proposicién anterior implica que la parte autodual del tensor de Riemann de g,,,

TR, = L R",.7 —i(xR)",.%), 3.3.49
Y 2 Y Y
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se relaciona a T F por el campo de marco como sigue,

TR, =T Flelel. (3.3.50)
+R,uy - + R’L»yy - + FIJ@[eyJ (3351)
TR:=" Rl =" Flle]el. (3.3.52)

Segundo, variando respecto al marco se tiene que,

1
0Ssp :6/ vol el e *F”—2/Mvol ( +F”—feMeKeL FX )669‘,

2 w9 ¥

donde se ha usado que dvol = —elfdej vol. De las Ecs. (3.3.51) y (3.3.52), sigue que:

1
dSsp = 2/ vol (J’RW ~ 5 +RgW) n'’eldel. (3.3.53)
M
Se concluye que:
1
6Ssp =0 Ry — 5 "Ry = 0. (3.3.54)

Es decir, se han encontrado las ecuaciones de Einstein autoduales. Sin embargo, usando las
simétrias del tensor de Riemann, estas ecuaciones autoduales son equivalentes a las ecuaciones
de Einstein del vacio. Esto es:

1
QMV(+RNV _ 5 +Rg,w) _+ R — 2+R: O,

entonces,
"R=0="R, =" R, =0.
Luego,
Ry = 5 Ry = i3 0,) = 0= By = S Rl
pero ya que R, € R, se sigue que:
R, = 0. (3.3.55)

Note que se han recuperado las ecuaciones de Einstein del vacio para métricas complejas sobre
el espaciotimpo M. Para obtener la RG ordinaria, se necesita imponer condiciones de reali-
dad sobre los marcos complejos que hacen a g,, de valor real.

3.4. Transformada de Legendre

Para poner la teoria autodual para gravedad compleja 3 + 1 en forma Hamiltoniana, se
procede de forma andloga a como se hizo en el formalismo ADM. Sin embargo, ya que la
métrica del espaciotiempo g, = nr JeI J ahora es compleja, sélo se puede asumir que M es
topoldgicamente > x R para alguna subvarledad Y y se asume que existe una funcién real ¢
cuyas superficies ¢ = cte. folian M (No se puede asumir que X es espacial, ya que la signatura
de una métrica compleja no esté definida). Ain se puede introducir un campo vectorial de flujo
real (que satisface t#(dt), = 1), y una normal covariante unitaria n, a las superficies ¢t = cte.
que satisface n,n* = —1. (se puede elegir —1 para la normalizacién de n, ya que se permite
que n,, sea complejo.) Note que n* = g"”n, es el campo vectorial asociado a n*, y se relaciona
a la funcion lapso compleja N y al vector de corrimiento N* por medio de:

t* = Nn* + N*, (3.4.1)
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con N¥n, = 0.
Se puede definir la métrica espacial como:

Quv = Guv + NNy (342)

Este tensor es espacial ya que cuando se contrae cualquier indice por n* el resultado es cero.
Por ejemplo,
14 14 14
Qun” = gun” +n,n,n" =n, —n, = 0.

Usando esto se tiene que q, = 5;: + n*n, proyecta campos vectoriales sobre sus componentes
tangentes a X, ya que para vectores ortogonales g;n* = 0, y para vectores tangentes es la
identidad,

g N* = (5;; + n“nl,) Nt = NV,

donde se ha usado N*n, = 0. Se sigue que cualquier tensor espaciotemporal puede proyectarse
a su version espacial contrayendo con g, en todos sus indices libres, i.e.,

THLHe vy = qgi .. .qgiqyﬁll e quTal'“apﬁl...,Bq (343)

espacial

La interpretacién de g, es que es la métrica espacial sobre la hipersuperficie 3;, ademas, es
equivalente a g, en todos los vectores tangente a la hipersuperficie pero degenerada en vectores
perpendiculares, proporcional a n*.

Se puede definir la proyecciéon espacial de la tetrada por:
EY = e (08 +n'n,) = ef +ntny, (3.4.4)

donde n; := €fn,, es por construccién un covector interno temporal de longitud unitaria. Note
que:
Efn, = (ef +n'nr)n, =n;—n; =0,

Y

Ein! = (e} +n'np)n; = efeln” + nfnre”n?’ = n* —n* =0,

asi que se puede pensar a F} como un ente espacial (i.e, como una triada).
De la Ec. (3.4.4) se tiene que:
el = EY —ntny, (3.4.5)

entonces,

Ssp(tAe) / d've (EY —nfn;) (B —n"ny) e, TFY
Ssp(TA,e) = / d*ve (EYEY — 2EYn"ny +n'nnmy) * FL7
M
donde se ha usado que *F!) =% FI. Note que:

nfn"nin; F” —ntn"nin; FU:>n“nnn F” 0.

Asi,
Ssp(tA,e) = / d'ze (EfEY TEY —2Bn"n; FL)). (3.4.6)
M

Ya que T F!/ es autodual se tiene que:

pv

(#F)I = iFY = FlJ = — e e FAP. (3.4.7)
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Sigue que:
Ssp(tA e) = /M d*ze (E}‘Ef} TR+ B nge +Flff,L) :
— / d'we (EYES VFL + BN~ Wne g, TFEF —iBYNT'\N"nyel’ i FEEE) . (3.4.8)
M
Note que:
KL
/M dzeiBY N~ "Wnye g, FFSE = /M dany N ot By [T A, A
+1 /M d4.’L'€ nJNfl {@L ( +A§LE?15V€IJKL> -t Af,(L@# (E?tyﬁkjL) — (aVJrAlIfL) tVEIJKLE?
KL
= z’/M d*rny N g t" EY [+Au>+ A,,} + z'/M d*ren;N~* {au(t” TARLYERE
—eKL( Y AS)Ef 9t — (0, AR e o B
Asi,
/ d*zei BN~ "t"nse' 1 +F£L = —i/ d*renye/ g B N7 KQ,J“A?;) t+ T AREY,
M M

_ (au (t” AI{(L) 4+ AffMtV TAML 4 gr + A +A,5M)} ’
donde se ha usado el hecho de que +A£J =— *Ail . Ademas, se tiene que:
D (t" TA)KE = 0,(t" TAFE) + AN AN e AR T A
Lt AR =10, T Al 4+ + Ao,
Sigue que:
/M d*zei BN "' t'nse' g TELF = —i /M dvec g B N7! {EHJ’APIL(L —D,(t" +A,,)KL} :
(3.4.9)

donde se ha definido €’ ., := nye!’ ;. Sustituyendo la Ec. (3.4.9) en la Ec. (3.4.8), se obtiene
que:

Ssp(TA,e) = /M d'we [EYEY T FL — i x B N7' (Lot AR — D, (87 7 A,)<F)

—iEfNTINVe o TEEF]
Ahora,

e Dt T AN E iy = 8, [e (1" FA)VES k1] — Dy (e B s (44,) "

Entonces,

nv

Ssp(tA,e) = /M d'ze [BVEY VL —idl o BE NTULT AR

KL
+ie !N (a“ (e (T A B ) — Dy (e Bfe k) (17 TA) ) — iBYNTINVel o T EEE)

Ya que se asume que M es difeomorfa a > x R, el difeomorfismo, denotado por ¢, significa que
se puede definir una familia 1-paramétrica de encajamientos de > en M como sigue:

d: T xR — M

¢ =Y. C M
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Gr &= d(§) = 9(€,7), (3.4.10)

tener estas relaciones significa que se puede hacer el pullback de campos tensoriales contrava-
riantes en M a X por medio de estos encajamientos.

Se puede emplear los encajamientos ¢; para retroceder las ecuaciones espaciales a la variedad
abstracta Y, esto permite escribir Sgp como una integral sobre ¥ x R. Esto es:

Ea[ = XL/;E“[ = Xg (6#[ + num) = €,7 + Xjnum = €47, (3411)
ya que n, = Xkn, = 0. Es decir, F,; transforma como una triada.

La métrica inducida g, en X esta dada por:
Gab = X5 Xy G = XEX (G + 1pn) = XEXE Gy (3.4.12)

donde se ha usado el hecho de que n, := X/n, = 0. En general, no se puede retroceder tensores
contravariantes, pero se puede usar la métrica inducida para subir indices en ¥, tal que se pueda
definir vectores de corrimiento N := ¢**X}'g,,, N” sobre ¥, y similarmente para otros vectores.

Ahora, se puede escribir la accion Sgp en la forma 3 4 1, notando que la integracién es
invariante bajo difeomorfismos usando la forma de volumen,

vol = \/|det(¢*g)|d'x = ed'z = N/qd*¢dt. (3.4.13)

Por lo tanto, se puede escribir Sgp en forma 3 4+ 1 como:

uv

Ssp(*A,e) = /R dt /E %€ N/q {B{EYXEXUTF) — e i By X0 N7 L AKY
4 q—1/2N—1 [% (q1/2(t1/ +AV)KLE?X5€IKL) _ Du (ql/QE}IX(’jeIKL> (t” +AV)KL]
—iEfXENTINY XY e e TR
= [ at [ d'€ [NqEFEY FY —iq e ko BiLn AR
—iD, (ql/QE‘}eIKL) (t” T A,)KL — ¢q1/2E;1NbefKL+Fj§L] .

Donde, se ha despreciado términos de frontera y se ha usado que:

FY = XtXVEY, LPAN = XELFARY, D, = XED,,. (3.4.14)
Luego, se define: ' )
LPAKL =+ AKLpa.— gl2pe N .= ¢ Y2N. (3.4.15)

Es decir, E}l es una triada de densidad de peso +1 y N tiene densidad de peso —1. Por lo tanto,
Ssp(tA,e) = /]R dt /E d% [NEYESYFY —ic g Byt AN
—iD, (Efe' k1) (#F A" — i ByNYe! o, FEE]. (3.4.16)
Las variables de configuracién son ahora TAI7 N® " * A,y N.
Lo que sigue es calcular los momentos conjugados a las variables de configuracién. Se pue-

de verificar inmediatamente que los momentos conjugados a N, ¥ TA, y N se anulan, esto
significa que hay constricciones primarias asociadas con estos momentos conjugados. Se dice
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que N t" *A, vy N juegan el rol de multiplicadores de Lagrange. Por otro lado, note que el
momento conjugado a T AL esta dado por:

. §L oL o
Py = STAT = 5v AT = T(Ber ™). (3.4.17)

El hecho de que el momento conjugado a T ALY sea la parte autodual de —iE%er;% se debe a
que su coeficiente AL/ es autodual, y por eso se proyecta en el espacio autodual de todo lo
que multiplica. Se puede determinar la forma explicita de Py, , i.e.,

1 ~a 1 = 1 < ‘1 -
Pry = _25 <EK€IJK - ZQEIJMNEKMNEK) = —7,5 (EKEIJK - ZQGIJMNRPEMNPKEK>

1 ~a 1 [a 1 [a [ha
= =i (EKe”K - z2(—45£P(5§q)anK> = —ZiEKGIJK + np £y

Asi, _
~ 7 ~
Pfy =ny B — §eIJK EY. (3.4.18)

Entonces, el espacio fase complejo (“I'sp,® Qsp) es coordenado por el par de campos complejos
(tALY Pa)) vy tiene estructura simpléctica compleja natural,

CQgp = / AP, Adt AL, (3.4.19)
b

Por lo tanto, el paréntesis de Poisson fundamental, definido por ®Qgp, de la teorfa es la parte
autodual del paréntesis { T AL (x), P}}L(y)}, ie.,

AV (x), Pl (y)} = ;52 (5%551 — sext N ol ) 5 (x,y) (3.4.20)

Antes de poner la transformada de Legendre explicitamente conviene poner la acciéon dada por
la Ec. (3.4.16) en términos del momento Py, i.e.,

Ssp = [ dt [ dEINPLPYE R + Pyt ALY+ DPy (7 A)Y + PLNTE), (34:21)
donde la tinica parte no trivial es,
P PYET R — <—Z'€1LME1€\E4) - <_i€JKLE?<) Fy,
entonces,
PIaLPfJ)LJer = _; {GILKEK (€ JMLE?W) - ;GIL GPQECL +( MLEg/I)

a

TR (3.4.22)

Note que:
e By (e M EY) T FY = =05 oy B BT Fy 4 i0p 04,05 e "OEM B T Fy,

Asi,
e Bt (e, MVEY) = —EBSEY R, = —ESEYTEY (3.4.23)
Luego,
i . . R
§€ILPQEPQKE?(+(€JMLE2/[)+FQII;I 2( 25 513562] IL EbME}z(—&-F(;JbI
1

a7 1 bP J K
_2EILPQEJLRSEPQKESMRE?(Eg/[JrF;l;f) _ _ZELQJKELQPIEbPE}z{JrFaIbJ _ §U§KIpP pet L
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entonces, .
seinCepg Bt (e/VEyy) *Fl = EfES L = EfEL R (3.4.24)

Entonces, sustituyendo las Ecs. (3.4.23) y (3.4.24) en la Ec.(3.4.22) se obtiene:
Py PYTEY = EYES TRY. (3.4.25)

Resta escribir explicitamete la transformada de Legendre, i.e.,

M= Pl A — L= Pl A — (MPI(ILPf])L TE 4+ Pl AY + DoPE (8 AN + PN +FaIbJ) :

Asi,
H=NP FY — NPy Py T FY — D, Py (171 A,)Y, (3.4.26)
donde se ha usado que TF/ = — *FIJ El Hamiltoniano canénico se puede escribir como:
H, — /E d*¢ (NP L — NPg PYEEL — D Py (17 A)Y) (3.4.27)

Se tienen contricciones secundarias, dadas por las variables de configutaciéon no dindmicas, es
decir,

Py TEY =~ 0. (3.4.28)
Py P EY 0. (3.4.29)
D, P, =~ 0. (3.4.30)

Note que las constricciones (y por tanto, las ecuaciones de evolucién) son polinomiales en el
par canonicamente conjugado (*Aé" , Pﬁ]). Estas constricciones forman un algebra de primera
clase. Ya que las ecuaciones de constriccion nunca involucran la inversa de Py}, la formulacion
Hamiltoniana anterior es bien definida incluso si Pf; no es invertible. Asi, se tiene una ligera
extension de la RG compleja. ®

Para coincidir con la notacién usada en la literatura (ver, e.g., [10]) se sigue de cerca [25].
La idea es construir un isomorfismo Tb%; entre el subalgebra de Lie autodual del dlgebra de Lie
complejizada de SO(3,1) y el dlgebra de Lie de SO(3) complejizada. Recuerde que la normal
covariante n, a X define un vector interno unitario n; por medio de n; := n,ef. Se puede
escoger el isomorfismo tal que las siguientes relaciones se cumplan,

[—’—b[7 + bJ]MN == 6[JK+bKMN. (3431)
tr(*o' 7)== =t N ToIMY = ¢! (3.4.32)
En [25] se menciona que tal isomorfismo esta dado por:
1
o= —§EIKL + iqBKnL], (3.4.33)

donde, como es usual, €1 := nlesrkr, qf( = 5? +nmX ynm! = —1. Es decir, es un isomor-
fismo del subélgebra de Lie autodual del algebra de Lie complejizada de SO(3,1) al espacio

tangente complejizado de X.

Ya que n; b}, = 0, se usard un indice abstracto interno 3-dimensional i (realmente, esto se
comprueba fijando la norma de n;) y se escribe Tb7% y Tb, - en lo que sigue. De la propiedad

®La teorfa autodual tiene sentido incluso cuando la métrica inducida §*° = qq®® := E¢EL se vuelve
degenerada.
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(3.4.31), se tiene que "0’ realmente puede pensarse como un isomorfismo del subéalgebra de Lie
del lgebra de Lie complejizada de SO(3, 1) al dlgebra de Lie complejizada de SO(3). Ademads,
se requiere que el isomorfismo satisfaga:

9,7’ =0. (3.4.34)

Dado tal isomorfismo, se puede ahora definir una conexion 1-forma Al con valores en C'Lgo(s),
y una variable de momento Ea con valores en C’E;O , por medio de:

TATK = A p Ky TP = —i BT (3.4.35)
Note que:
PR =20, T A+ [T A, +Ab] = 20, Aybi"+ [y, +bk} ALAS = 20, Aib T +¢ b AL AY.

Asi,

FEY = (2004} + € ALAY) Th = Fiyth!. (3.4.36)
Luego,

tr(P*P") = —P*1;P" = E¢EP§) = BYEY = ¢, (3.4.37)

Por lo tanto, E’f es una triada compleja (densitizada) y FY, es el tensor de curvatura con valores
en el dlgebra de Lie de SO(3) asociado a la conexién D definida por:

Dot = 90" + eijkAivk. (3.4.38)

En términos de A’ y E~Za, i.e., de las llamadas variables de Ashtekar, la estructura simplectica
compleja “Qgp se vuelve:

CQsp = —i / dEe A dAL, (3.4.39)
b

Entonces, es posible reescribir todas las ecuaciones que se han obtenido anteriormente usando
i [a + ALJ a
Al y Ef en lugar de A y Pfy.

Ahora, dados los funcionales F, G :* T'sp — R, el campo Hamiltoniano X, definido por la
estructura simpléctica, es dado por:

OF ¢ OF 4
e 3 —
= 2/ TS ai5ET ~ 5B 647 (34.40)
y el paréntesis de Poisson {F, G}, definido por {F,G} = —Xp(G), es:
SF oG G OF
F,G} =i | &’¢| — - — — : 4.41
G} Z/zd : <5E A oE, 5Aaz> (3.4.41)

Entonces, el paréntesis de Poisson fundamental da:

[b

i fb — 5o (0AF(Y) 0E7 (w) _ 5E§?(W) SA{ (V)Y _ 5Eb(w) 3
L) ) = A“(éé@g(@ 0~ B a0 ) ~ AP

Note que:
/ dE8t610% (€, w) B(2).
Asi,
{AL(W), B)(w)} = —i /E dPE00056° (6, w) 0% (&, ¥) = —id00:6° (Y, w). (3.4.42)
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Se comprueba facilmente que: o
{AL, A} =0, (3.4.43)

{E: B =0, (3.4.44)

Ahora, lo que sigue es reescribir el Hamiltoniano en términos de A’ y Ef De las Ecs.(3.4.35)
y (3.4.36) sigue que:

H, = /Z d3§ iNE? Tb FL b + NES o B YW E Th — Da(EP Yt A +b§J) :
Pero, note que:
+bIJ +bIJ — 5] t’l“( +bi Ty -‘rbk) — —*Eijk,
ver [24] para més detalles. Entonces,
Do Pfy t" ALY = |0,(—iEY Tby,) — iA] T Eg b, —iA] TS Ep ol 0 ALY
= —i (0.E¢ * by, + AL [+bj, O] )AL
= —i (0.B7 + e ALE™) 6(tA,)! = —i DJEY (t*A,)'.
Por lo tanto, se tiene que:

N ..~ .
H = [ & [ge”kEfE]’?Fabk CINCEPFI, 4 iDL EC (1 A,) (3.4.45)
b

Es decir, la Hamiltoniana es una combinacién lineal de las constricciones dadas por:

Gi(A,E) := DyE% := 0,E + €5, AV E* = 0. (3.4.46)
Ho (A E) = E'F; ~0. (3.4.47)

1.
H(AE) = 5Ea E Fope?* ~ 0, (3.4.48)

que son las constricciones de Gauss, vectorial y escalar (o super-Hamiltoniana), respectivamen-
te. Es comun usar las ecuaciones de constriccién en esta forma para realizar el andlisis del
algebra de Poisson.

Note que la constriccion escalar es de la forma,
H=GLEE, (3.4.49)

e., homogénea en los momentos E¢ (G% := €7%F,, se conoce como la supermétrica de
Ashtekar-Wheeler-De Wiit). Hay s6lo un término cinético y no hay término potencial (el término
con ®) R en la restriccién escalar de ADM, ver Ec. (2.3.18)). Asi, se ha obtenido una simplifi-
cacion sustancial de la restriccion escalar respecto a la forma en el formalismo ADM.

El espacio fase de la RG es ahora idéntico al de los campos de Yang-Mills de valor complejo
(con grupo interno SO(3)). Ademds, una de las ecuaciones de constriccion es precisamente la ley
de Gauss que se encuentra en espacio fase de Yang-Mills. Por lo tanto, se tiene una incrustacién
natural de la superficie de restriccion de la teoria de Einstein en la de la teoria de Yang-Mills:
Todo dato inicial (AZ, E?) para la teoria de Einstein es también un dato inicial que la teoria
de Yang-Mills satisface, en adicion a la ley de Gauss, una constriccion vectorial y una escalar.
Desde el punto de vista de la teoria de Yang-Mills, las constricciones adicionales son en esencia
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las expresiones invariantes mas simples de difeomorfismos y de norma que se pueden escribir
en ausencia de una estructura de fondo tal como una métrica.

Una interpretacion interesante para la constriccion vectorial se puede obtener definiendo el
campo magnético de A} como:
B% = ¢"F,... (3.4.50)

Por tanto, la constriccion vectorial puede escribirse como:
B, xE' =0, (3.4.51)
i.e., como la anulacion del vector de Poynting de Yang-Mills.
En resumen, toda la discusion en esta seccién ha tratado con gravedad compleja 3+ 1. Para
recuperar la teoria real, se debe imponer condiciones de realidad sobre las variables del
espacio fase complejo (A!, E®) para seleccionar una seccién real de ((CFS p, Qg D). Es decir, se

debe imponer que: o
E*E"  sea real. (3.4.52)

Ya que se quiere asegurar que esta condicion de realidad se preserve bajo la evolucion dinamica
generada por la Hamiltoniana, también se exige que:

(EZ“EM)* sea real. (3.4.53)

Donde, * denota conjugacion compleja.

3.5. Algebra de Constricciones y Ecuaciones de Evolu-
cién

Dadas las ecuaciones de constriccién, Ecs. (3.4.28)-(3.4.30), para la teoria autodual compleja,
lo que sigue es verificar que sus funcionales de constriccién forman un conjunto de primera clase.
Para hacer esto, sean v’ € CLso@m), Ny N® campos de prueba arbitrarios de valor complejo
en X, tal que:

Sy :/Ed%ﬂ”ﬂ (3.5.1)
Clye = —i /E BENH,, (3.5.2)
Gyi—i /Z PG, (3.5.3)

Estos se suelen llamar los funcionales de constriccién escalar, vectorial y de Gauss.

El funcional vectorial por si mismo no tiene un significado geométrico directo, el asunto es
que C;Va no genera difeomorfismos espaciales, entonces lo que se suele hacer es definir un nuevo
funcional de contriccién Cy« tomando una combinacion lineal de las constricciones de Gauss y
vectorial. Se define:

Cre := Cya + Qi (3.5.4)

donde N*:= N®A’. A Cya se le conoce como la funcional de contriccién de difeomorfismos ya
que el movimiento que esta genera en el espacio fase corresponde a una familia 1-paramétrica
de difeomorfismos en ¥, asociados con el campo vectorial N®. En forma explicita Cya se puede
expresar como:

Cove = —i /Z BN (EVF), — ALD,EY) = —i /E B¢ {N“E? (20 A} + €, ALAT)
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— [Ou(BIN"AL) — EPDy(NA})| } = —i /Z d*¢EY [N (20 A}y + €, ALAY) + Dy(N“ A7)

Note que:
Dy(NAL) = 0N A} + N0y AL + €, AJN" AL = 9,N* A? + N0 AL — €, AIN“ A},

entonces,

Cye = —i /E d*CEY [N (0,A] — DAL + €, ALAY) + O,N® A7 + N0 AL, — € AIN A} ]

= / B! (N0, A} + 9,N° AY) = —i / BEEN Lo Al
) by
por lo tanto,
Cre = —i / PEEP Ly Al = i / AP AL Lo BY, (3.5.5)
¥ ¥

donde para obtener la tltima expresiéon se han ignorado términos de frontera, y Ly« es la
derivada de Lie con respecto al campo vectorial N, que trata indices internos como escaleres.
De aqui que:
0Cpa
IE?

e _ —i{E,Cre} = iLna B2 (3.5.6)

=i{A} Cye} = —iLy. AL, 7=

Con esto es trivial calcular el paréntesis de Poisson entre la constriccién de difeomorfismos y
las constricciones restantes, i.e.,

{CNa’CMa} = Z/Edgg <—Z£ aAl 5CMQ — ZE o 6CMG>

“OA! 'O
aC, 0C,
- 3 a 7 a
—Z/Edflw (NaAaaAz‘i‘ﬁNaE aEa),

donde se ha usado:

Coge = i / BeMC,.
by

Ademas, note que:

0C, aC,

LnaCu[A, E] := LNaAZaA + CNaE“aE (3.5.7)
Entonces,
(Cna,Cara} = i /E BEMOLyaCa[A, E] = i /E B [Lya(MC,) — (Lya MG,
por lo tanto, ignorando términos de frontera, se obtiene:
(Cha,Caa} = —i /Z (L e MO)Co =1 —Cpyunte. (3.5.8)
Similarmente,
(Cna, Gy} = i /Z Bev (LNaAggj“ +LNaEa§g”’> — / PV LaaGoi,
descartando términos de frontera, se tiene que:
{CxesGur} = =i [ € (Lav)Gus =t ~Giyurs (3.5.9)

61



De forma andloga se concluye que:

{CN%SJX} Z/Edgf,]\l <£Naz4flaaj[ £NQE“§;-[ > :/Ed?’fﬂﬁzva'H.

Asi,
{Cro, Sy} / PE(Le NYH = Sy (3.5.10)

Como es usual, no es dificil demostrar que el funcional de contriccion de Gauss genera las
tranformaciones de normal estandar de la conexién 1-forma y la rotaciéon de indices internos.
Para ver esto, primero note que:

Gy = /d3§v DJES = z/ @€ (0,(B') — Ef D',

entonces, eliminando términos de frontera, se tiene que:

G = —z/ d*¢ D, f;% i{A}, Gy} =i Dyv'. (3.5.11)
Ademas,
Gy = / A’ (0.E¢ + i AJE*) = ‘;i = —i{E}, Gy} = —ieijv! B, (3.5.12)

a

Sigue que el paréntesis de Poisson entre cualesquiera dos constricciones de Gauss estda dado por:
{Gvi, Gui} = —i/zd?’f (Davi ijijak — D' eijkvjE“k>
= / ¢ (Davi W + Dy o) e B = —i / %€ Dy (v wd)e B
= —z/ d3§ U e kE )—eUkD E%* o w] = z/ dsﬁe”kv wi D, E
donde se han subido y bajado indices con la delta de Kronecker 6, por lo tanto,
{Gui, Gui} =1 Gesto - (3.5.13)

Lo que sigue es calcular el paréntesis de Poisson entre la constriccion de Gauss y la escalar.
Primero, note que la variaciéon de Sy con respecto a Ef es:

1 L~ - ) L.
5Sy = / d3£N OB B, Fupe™ = - /E PEN (Fune ™ SEL EY + Ef Fuye 80616 EY)

entonces,

oS , L
53% = i{A,, Sy} = Ne"" E}F oy (3.5.14)

)

58Sy = / PENET BN F o B =
~ b
Luego, la variacion de Sy con respecto a Al da:
58y / PENESE 5Fk ), = / BENE" B Dyud Aly 9, = / d%¢ [0, (NEYE"5ALe0,)

D, (NEYE"¢9,) 6A%] = /E €D, (NEYE" %) Ay, = — / &BED, (NE[ Ee) 6 Ay,



Sigue que:

P X
_ 3 [a 7] K i N ki la 0]
5Sy = /Ed ¢, (NEE" ™) 6 A} = a = —HENL Sy} = Dy (eI NESE").  (35.15)

Entonces, se tiene que:
{Gui, Sn} =i / d*¢ [=iD" Dy (eI NESEY) — (=i’ E*) Net™ Bp Fopy
— / @ [ D' Dy (/9 NESE") — 26167 v B NE} Fop)
= [ @€ [0y (Duv' & NEGE) = DDyo* 9 NEE?, + 207 EINE} Fop].

]
j
De la definicién de curvatura sigue que:
i_ 1oy
Dy Dyv' = 2F b€ jkv (3.5.16)
entonces, ignorando términos de frontera,
(G, Sn} = / @€ (8187 Fpvng NEEY 4 200" BN Y Fop )

- / 03¢ (Faprom NEUE™ 4 20 EUN BV Ey, )
5 - -
Luego, usando la constriccién vectorial , £ Fuj =~ 0, se sigue que:
1 ~ ~ ~ ~
{GuSx} = [ ¢ <—2MmEamEb1Fabl 4 va“’NEf’Fabm> = [ 0" NG Fupm.

Pero, note que:
~ab

q Fabm = _qabeam = _(jbanam = Cleﬁlzbn7, = 07

por lo tanto,
{G,i,Sn} =:0. (3.5.17)

Queda por calcular el paréntesis de Poisson entre cualesquiera dos constricciones escalares.
Entonces, haciendo uso de las ecuaciones anteriores sigue que:
(Sy.Sup =1 [ o [(Ne™ B Fu) (camDe (ME®EI™)) = (N & M)
— i [ & [2N B} Fupg De (ME E%) = 2M B Foggy D, (N B E9¥))
5 -2 = el -2
— 2 / d*x EUIET B g (NO.M — MON) .
- Vel TPl

Note que,

o o L 1~
B EINE Fyuy = 5 (E*E°FEfy Fayy — B9 B *E}, F)) = —5 B Fi 0"

Y

DO | —

entonces,

[Sy,Su} = =i [ dn B4FSi™ (NOM = MON) = =i [ d'n K" BYFly = Cie.

P

donde se ha definido:
K®*:=¢* (NO.M — MO.N) . (3.5.18)
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Se concluye que,
{SN,SM} = CKa + gKi, (3519)
con,
K®=§“(NO.M — MO.N), ¢ =FE!E™ K'=K®Al. (3.5.20)
Por lo tanto, las constricciones forman un grupo de primera clase. Sin embargo, el algebra de
constricciones no es realmente un algebra de Lie ya que el ultimo paréntesis de Poisson muestra
que se trata con funciones de estructura en lugar de constantes de estructura.

Lo que resta es encontrar las ecuaciones de evolucion de la teoria. Esto se logra tomando el
paréntesis de Poisson entre las variables candnicas y el Hamiltoniano. Pero, primero note que

en este contexto se ha definido v* =: (*A,)?, y ademéas se ha mencionado que esta variable
juega el papel de miltiplicador de Lagrange, entonces, se anexa,
0H
- =0, 3.5.21
S (3.5.21)

a las ecuaciones de evolucion para las variables canénicas. Esta ecuacion implica que D, E¢ = 0.
Por lo tanto, el Hamiltoniano que da la evolucion de la teoria es:

N ik o £ - ATQ T 7
1= [ d <5€”"”E§E§Fabk N Ej?Fa,,) ,
entonces,
H.= Sy + Cya. (3.5.22)
Note que las variaciones de C}Va con respecto a las variables candnicas son:
0Chye = —i / 43¢ N §b oL Fk §Ee = — / &3¢ N¢ Fi §F0 = / &3 NY Fi 5 o,
) ) b
Asi,
6Ca
SE®

= i{AJ,Cya} = iN" Fy, (3.5.23)
Ademas,
0Cha = 2i / d*¢ N*E} Dyb Ay = 2i / ¢ [0, (B NI5AL) — D, (EPNY) 641,
> by

ignorando términos de frontera, se tiene que:

6Chya

. = oa / 9 b al
S i{E",Ca} = —=2iD, (E'N)) . (3.5.24)
Sigue que:
. oH ) . ) . ) .,
Aal = ﬁ = Z{A;,H} = Z{ALZ?SN} _'_Z{AaZaCN“}a
por lo tanto, N o ‘
Al = N EYFyy, +iN" F), (3.5.25)
Y
B oH - F fa A
E* = T oA = Z{EiavH} = Z{Ezquﬂ} + Z{EzquNa}v
se concluye que: _
E* =2iD, (E'N") - D, (" NESE"). (3.5.26)

Tanto las constricciones como las ecuaciones de evolucién, haciendo uso de las variables de
Ahstekar, se han simplificado respecto a lo que se obtiene con el formalismo ADM. Pero, esta
simplificacion tiene un precio a pagar, este es que se tienen que usar coordenadas complejas
para el espacio fase de la RG.

64



3.6. Constante Cosmoloégica

Una de las ventajas de la formulacion de Ahstekar es que se puede introducir de forma
inmediata una constante cosmolodgica. En la accion de la gravedad la constante cosmoldgica
aparece como:

Sy = /VolA, (3.6.1)
la cual se puede poner facilmente en forma 3 + 1:
Sy = / dt / BENG2A = / dt / PENGA. (3.6.2)
R Jx R Jx
Note que:
3
§"* = qq" = E'E" = det(qq™) = ¢*detq® = (det£*")* = T _ (det £)2.
4q
Asi,
_ 1 L
q=detE" := —eq " ELEEY, (3.6.3)

3!

donde se ha usado el hecho que detq® := ¢!

Por lo tanto, la acciéon autodual con constante cosmoldgica se puede escribir como una
combinacioén lineal entre la accién autodual pura y la Ec. (3.6.2), i.e.,

SSDA = SSD — SA == /M Vol(e‘;e’j +Flfj — A) (364)

En la descomposiciéon 3 + 1, esta acciéon lleva al Hamiltonianao candnico en términos de las
variables SO(3):

N ..~ = ~ - ) .
Hy. = / & bewkEgEgFabk_iNaEf iDL ES (1A, — NdetE¥ A| . (3.6.5)
b))

De modo que las constricciones toman ahora la forma:

Gi(A,E) := DB := 0,E + € AV E* = 0. (3.6.6)
Ho (A E) = E'F; ~0. (3.6.7)
1 a1 i A 17k tha 10b e
HA(AE) = 5 B Foppe?* — geabce]kEi EVE; ~ 0. (3.6.8)

Note que la tnica constriccion que se ha modificado es la escalar, entonces, se espera que el
algebra de constricciones atiin sea de primera clase. Ya que los funcionales asociados a las cons-
tricciones de Gauss y de difeomorfismos no se han modificado, y debido a que las constricciones
de Gauss y de difeomorfismos generan transformaciones de norma y de difeomorfismos espacia-
les, respectivamente, es claro que su algebra con la nueva constriccion escalar no se modificara.
Por lo tanto, basta con concentrarse en el paréntesis de Poisson de cualesquiera dos constric-
ciones escalares para verificar que las constricciones forman atin un conjunto de primera clase.
Es decir, sea Sy el funcional de constricciéon escalar dado por:

Sy = /Z &3¢ NHA(A, E). (3.6.9)
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Entonces, la variaciéon de Sy con respecto a las variables canénicas da:

o~ - A g~ . R
08y = /E d’¢N [e”’“E]’?Fabk(SEf -3 (€abee ™ ELEY B + eanoe ™ 05050 EX B B
+eane€ OO EL B ED ) |

1 o o
"2 /2 PEN (269 Ef Fupp — Meanee " EJEY) S B

Asi,
S N
Y AL Sy} = (ze”’fEb ke — Meaee " BV ) (3.6.10)
SEa
Luego,
L . 4 A
58Sy = / d% | Dy (NE“RE" ) 54, — N T canc™s (B EE°)
~ by ~ ~ 3!
= / dngb (NE[akEb]jGikj) (514;
. N
Sigue que:
5Sy o .
54 —i{ B¢, Sy} = Dy (6" NE"E"}) . (3.6.11)

Entonces, el paréntesis de Poisson entre cualesquiera dos funcionales de constriccion escalar
esta dado por:

(Sy.ub =i [ E (88 (4554 ()
—i [ &2 [N (2B} Famy — Aewse L5y (Da (ME'ET™)) = (N & M)
=i [ % (2 Py — Acwc ) BB (NOUM — MOLN)

Note que:
L . 1. .
E[a lEd] m E[l}Fabm} _ _§Eakabqbd’
1 o~ O 1
eabCE[ Ec ]E[a lEd} §EabcEleﬁz (Ea [lEd m] Ed [lEa m]) §€acbqacqbd 0.
Sigue que:
(Sy. Sy} = —z’/zdsx B0 FE g (NOM — MO,N) = —z/ dx KOEL FE = e,

donde se ha definido,

K*:=¢*° (NO.M — MO.N) . (3.6.12)
Se concluye que:
{Sn: Sy} =t Cra + G, (3.6.13)
con, | |
K®=q"(NO.M — MO.N), §"=E[E" K =K"A, (3.6.14)

Por lo tanto, se ha verificado que las constricciones ain forman un grupo de primer orden.
Ademas, el paréntesis de Poisson anterior muestra que el algebra no es realmente un algebra
de Lie, pues el campo K® depende de las variables canonicas.
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Por dltimo, las ecuaciones de evolucién ahora estdan dadas por:

. oH ) X S
Al= MDAl Y = HALSY) + (AL G}
Asi,
i N ijk b ijk b Tac - ATb i
Af=73 (267 Y Fupre — Neanc€ P ELEE) + iN" Fly, (3.6.15)
y;
B 0H - s Ea
Eia = _(SAZ = Z{Ezqu} = Z{Ezavsfy} +Z{Eia7CN“}'
Entonces, .
E* =2iD, (E'N") - D, (" NESE"). (3.6.16)

Lo que sigue es ilustrar el procesos de cuantizacién en términos de conexiones y mostrar que
el estado de Chern-Simons es solucién a la versiéon cuantica de las constricciones en gravedad
compleja.

3.7. Cuantizacion Canodnica en Términos de Conexiones

En la teorfa cuantica se espera que los estados sean vectores viviendo en el espacio L* (A),
i.e., funcionales de cuadrado integrables que dependen de las conexiones, donde A es el espacio
de todas las conexiones Lorentzianas en ¥ x C*. Por supuesto, hasta que se tenga una teorfa
funcional de la medida de Lebesgue DA sobre A, este espacio L? es puramente formal. Por
lo tanto, se ignora la condicién de cuadrado integrabilidad por ahora y se piensa en los estados
como funcionales arbitrarios ¥ en A. Para cuantizar, se remplazan las variables de Ashtekar
(Aai, Eai), de posicion y momento, respectivamente, por los operadores:

A (x)U[A] = A (x)P[A], (3.7.1)
B (x)W[A] = Mji(x)q/[A]. (3.7.2)

Note que los conmutadores de estos operadores estan dados por:

(B0, A (] W[A] = E%4() (A7 (1) W[4]) = A(y) (Es(x)w]4))
d

= m (Abj (Y)\I/[A]) — Ay (y) 5Aai(x)\lj[A]
0A J(y) as) <3
= le.(X)\p[A] = 006753 (x, y) W[A].
Por lo tanto, R
[E%(x), A (v)] = 62675° (). (3.7.3)
Similarmente,

[E(x), E%(y)]
[Aa'(x), A (y)] =
Es decir, la relacion de los conmutadores es analoga a la de los paréntesis de Poisson en la

teoria clasica. Con estos operadores en mano, se puede entonces promover las constricciones de
Gauss, escalar y de difeomorfismo a ecuaciones de constriccion en términos de operadores. Hay

0 (3.7.4)
. (3.7.5)
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un ntmero de ordenamiento de operadores del cual elegir: con E’s a la derecha o a la izquierda.
Para el caso de E’s a la derecha existe el Loop de Wilson y se trata en [19]. El caso interesante
(y el que aqui se estudia) es con E’s a la izquierda, para el que existe el estado de Chern-Simons.

Entonces, las constricciones con constante cosmologica no nula se puede escribir como:

-~

G == D,E“, (3.7.6)
C. = EFy (3.7.7)
Sy = lﬁ-ai"bﬁ ek — ée B R Ve (3.7.8)
A-_2 ) 7 Labk 31 abc ) j k - -
Donde, o ‘
Py W[A] = Fy W[A]. (3.7.9)

Mientras que hay algo de controversia acerca de esto, debido en parte a la naturaleza formal de
las matematicas involucradas, perece que estos operadores satisfacen relaciones de conmutacién
andlogas a los paréntesis de Poisson de las constricciones clasicas. Como en el capitulo anterior,
se define el espacio de estados fisico #,, como el estado de funcionales ¥ en 4 que satisfacen
las constricciones en forma cuantica. En otras palabras,

Hopy = {0 : G;U =V, ¥ = 5, = 0}
El problema es, entonces, encontrar funciones ¥ en Hpp,,.

Antes de continuar seria agradable decir algo acerca del significado de las constricciones.
Entonces, jqué significan las ecuaciones de constriccion? La constriccién de difeomorfismos
y b
genera flujos en la rebanada Y. Asi que:

VU =0,

estd realmente diciendo que W[A] = W[A'] siempre que A" se obtenga de A aplicando un
difeomorfismo que es conexo a la indentidad por un flujo. Similarmente, la constriccién de
Gauss resulta que genera transformaciones de norma (gauge), asi que:

g\z‘ll = 07

dice que W[A] = W[A'] siempre que A" se obtenga de A por una transformacién de norma
pequena. ;Qué hay de la constriccion escalar? Esta es la tinica que realmente guarda la inva-
rianza 4-dimensional ante difeomorfismos de la RG, y toda la dindmica de la teoria acecha en
su interior. Precisamente por esta razon, es tan dificil encontrar explicitamente funcionales W
en A para los que:

SaW =0,

se cumpla.

Lo que queda es estudiar la relacién entre la teoria de Chern-Simons y la gravedad cuantica.
El punto es que la teoria de Chern-Simons da lugar a una solucién de las tres ecuaciones de
constriccion, si se trabaja con una version de la gravedad cuantica con constante consmologica,
A, no nula.
Se define el estado de Chern-Simons Vg como el siguiente funcional sobre A,

Uos[A] = e 35es(), (3.7.10)
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donde, Scg(A) es la accién de Chern-Simons,
Ses(A) ::/Etr <A/\dA—|—§A/\A/\A>. (3.7.11)
Asi,
Wes[A] = eap {—i/ztr (AAdAJrgA/\A/\A)}. (3.7.12)
Proposicion. Uqg[A] satisface:
G:Ves = CaVes = Sales =0, (3.7.13)

siempre que la constante cosmoldgica, A, no es cero.
Prueba. Sea Scs(A) la accion de Chern-Simons dada por:

2
Scs(A) = / tr(AANdA + gA ANANA).
b
Entonces, su variacién con respecto al potencial A da:

6Scs(A):/Etr(5AAdA+AA5dA+§(5AAAAA+A/\6AAA+A/\A/\6A))
:2/tr((dA+A/\A)/\5A):Q/tr(F/\éA),
P ¥

donde se ha usado el Teorema 4, y que tr(u A v) = (—=1)Pr(v A p), para p una p-forma y v
una ¢-forma. Ademas, se ha expresado la curvatura en términos de formas diferenciales, i.e.,
F:=dA+ANA. Yaque sl(2,C) tiene una base en términos de las matrices de Pauli, también
se puede escribir la conexién de Lorentz autodual como:

A= —%Agaj ® dz® = 0A = —%5,4103» ® da". (3.7.14)
Entonces, la curvatura se puede escribir localmente, y en términos de coordenadas internas:
F= _% oy @ da® A dab. (3.7.15)

Por lo tanto, la variacién de la accién de Chern-Simons se puede expresar localmente como:

1 - | -
6Scs(4) = =7 /Z M Fuid Altr(0'o) = =3 /Z € Fy 0 AL

1 )
. / €W F, AL
2Js

Asi,
5805(11) ]_ abe
A - =g Foei, (3.7.16)

donde se ha usado tr(c'o;) = 265.

Ahora, lo que sigue es calcular explicitamente G:Ves =0, en principio el hecho que la accion
de Chern-Simons es invariante bajo transformaciones de norma pequenas hace que la igualdad
se cumpla, pero un céalculo explicito da:

= N _ 0 _ 0 —38cs(A)
GiVes[A]l = D, (E, Yes|A]) = Da@qjcs[z‘ﬂ = DGTAZG A ;
3! 1) 3

= _ADGWLSCS<A)(€_?\!SCS(A)) = KEQbCDanCi\DCS[AL
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note que de la identidad de Bianchi se tiene que:
dpF =0 = dpF = —iDaFgcai ® dz® Ada® Ada® =0 = D,F}. =0,

entonces, se concluye que: R

GiVes[A] = 0. (3.7.17)
Lo que sigue es verificar que en efecto C.Vcs [A] = 0. Ya que la constriccion de difeomorfismos
genera difeomorfismos sobre X, y la accién de Chern-Simons se preserva bajo difeomorfismos
que son conexos a la identidad, la igualdad anterior se cumple. Para dar una prueba de que
esto es verdadero se debe regularizar la constriccion de difeomorfismos (para detalles de esta
afirmacion ver [19]), con esto, si se usa reguladores simétricos, el ordenamiento con tridas a la
izquierda coincide con el de triadas a la derecha, i.e., se tiene que:

- ~ . ~ 2 31 . 4
CuVWes[A] = B (Fl,es[A]) = FL(E W es[A]) = —KFéb@SGS(A)‘I’OS[A]
b

= _?\!FébEdechi\PCS[A]v
donde, se ha usado (3.7.16). Note que se puede definir F, := €,,.B*, entonces,
FiLe™F = edeeabfecngfiBig = 2526abefiBf = 26abefiBf-’ =0,
ya que B/ iBb = BY B/ por lo tanto,
CoVes[A] = 0. (3.7.18)

Queda por verificar que SN 0, y es aqui donde viene la parte interesante del asunto. 6
Primero note que:

0 3 0

3!
w\lfcg[/ﬂ = KWSCS<A)\IJCS[A] = —KECddefklpos[A].
Asi,
) 3
WWCS[A] = —KE Fdfkqfog[A]. (3719)
Entonces, de (3.7.19) se tiene que:
. g ) A o 6 0
SAUoglA] = €9F ——— i — —€gpe——r——— | Yes|A
aboslA] =€ 55 AL T 31 S AL s Al 6A’g> osl4)
= MEEb (Fabi\l’cs[A] - 3A6abc60ddefk“DCS[A]>

ik T oa T 1 N R
— MECE (Fai = 52006] Py ) WoslA] = BB (Fapi = ) Wes|A),
pero Fy; es totalmente antisimétrico en los indices espaciales, i.e., Flu; = Faps. Por lo tanto,
SaUes[A] = 0. (3.7.20)

., Cudl es el significado fisico del estado de Chern-Simons ? Este atin no es claro, pero una
pista la proporciona el trabajo de Kodama, quien primero escribi6 este estado en [36]. El trabajo
de Kodama indica que el estado de Chern-Simons es una version cuantizada del espacio anti-
deSitter, una solucién simple de las ecuaciones de Einstein del vacio con constante cosmologica
no nula. Sin embargo, la extencion a la que el estado de Chern-Simons es fisicamente realista
es aun controversial. En particular, para comprender mejor la dinamica del estado de Chern-
Simons, se necesita mas trabajo sobre el problema del tiempo en gravedad cuantica.

6; Por qué deberia el estado de Chern-Simons, una criatura que vive en 3 dimensiones, satisfacer una ecuacién
que expresa invarianza ante difeomorfismos 4-dimensionales? La explicacién tltima de este enigma parece ser
a relacion entre la clase de Chern-Simons y la 2-enésima clase de Chern.
la rel tre la clase de Chern-S v la 2 lase de Ch
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Capitulo 4

Teorias de Gravedad Modificadas y
Funciones Cosmoldgicas

4.1. Introduccion

La RG en si misma permite reformulaciones bastante radicales que eliminan casi por com-
pleto la métrica del espaciotiempo del escenario. En 1977 Plebansky propuso una descripcion
alternativa de la RG [37]. En la formulacion de Plebansky de la gravedad, la nocién de la
métrica del espaciotiempo dinamica es remplazada por la dindmica del operador de Hodge
[38]. Recuerde que, dada una métrica g,,, el operador de Hodge puede definirse como el mapa
que actia sobre el espacio de las 2-formas y que mapea una 2-forma B, en su 2-forma dual,
(xB), = %ew’j"BPU. Aqui €,,,0 es la forma de volumen compatible con la métrica. El operador
de Hodge es invariante bajo reescalamientos conformales de la métrica g,, — €g,,. El hecho
clave es que lo contrario también es verdadero y dos métricas que definen el mismo Hodge estan
relacionadas por una transformacién conformal (para detalles véase la Ref. [39]). Esto significa
que el operdor de Hodge define una métrica hasta transformaciones conformales, y que éste pue-
de usarse como el objeto dinamico principal en una teoria de la gravedad, en lugar de la métrica.

Posteriormente, como se vio en el capitulo anterior en 1986 Ashtekar [9, 10] desarrolld
una nueva formulacién Hamiltoniana para la gravedad en la cual las variables del espacio fase
canonicamente conjugadas son una triada densificada E~Za y una conexion A? SO(3) (original-
mente Ashtekar usé el lenguaje de los espinores SU(2), la transicién de variables SO(3) a
espinores SU(2) puede verse de forma detallada en [22]), como se ha demostrado en el capitulo
anterior las constricciones en este formalismo toman una forma simple en relacién a lo que se
obtiene con el formalismo ADM. Esta nueva formulacion de la RG puede verse como la ver-
sion Hamiltoniana de la teoria de Plebansky. Estas ideas y la premisa de describir la RG con
algo mas que la métrica ha llevado a una clase de teorias mucho mas generales que la misma RG.

4.2. Gravedad No Métrica

En 2008, K. Krasnov introdujo una clase de teorias de gravedad alternativas con el nombre
de gravedad no métrica [14, 15], las cuales se conocen en estos dias como teorias de gravedad
modificada; en éstas se plantea cambiar la constriccion escalar de tal forma que la constante
cosmolégica sea remplazada por una funcién (arbitraria) ¢(W) del tensor (simétrico):

P .= 1 (FébejklEgElb)

— _ 4.2.1
det Fei ( )

tr—free ’
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donde tr-free denota la parte sin traza. Fy, = 20,4} + €V FA,;Apy es la curvatura de A%, €% y
€qpe SON los tensores completamente antisimétricos interno y espacial que toman los valores +1
y 0.

Entonces, en la representacion de Ashtekar la constriccion de Gauss y de difeomorfismos se
mantienen invariantes, la tinica modificacién viene en la constriccion escalar. Por lo tanto, las
constricciones modificadas se escriben como:

G =D, Ef =0, (4.2.2)
V.= E'F, =0, (4.2.3)
H= ’J’“E“EbFabk ¢ (Uyp) det B = 0. (4.2.4)

El algebra de las constricciones dadas por las Ecs. (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4) es atn de primera
clase. Ya que sélo la contriccién escalar se ha modificado basta con verificar su algebra. Sin
embargo, debido a que las constricciones de Gauss y de difeomorfismos generan transformaciones
de norma y de difeomorfismos espaciales respectivamente, es claro que su algebra con la nueva
constriccion escalar no se modificara. Mas precisamente, como la constriccion es invariante de
norma ésta conmuta con la constriccién de Gauss, y el paréntesis de Poisson de las constricciones
Hamiltoniana y de difeomorfismo da de regreso la constriccion escalar con una derivada de Lie
de la funcién lapso (ver capitulo anterior para més detalles). Por lo tanto, la parte no trivial es
verficar el algebra de constricciones entre cualesquiera dos constricciones escalares. Un calculo
preciso de {Sy, Sy} lo da Krasnov en [15], aunque un célculo mas explicito se da en [26], aqui
solo se esboza tal cdlculo. Sea Sy el funcional escalar dado por:

Sy = / BrNH. (4.2.5)
- by

Para calcular {Sy, Sy}, se necesita hallar las variaciones de Sy respecto a las variables canoéni-
cas. Variando Sy respecto a A} se obtiene:

1~ o
6y = [ daN (G ELEL Fop — 66(0g)det £7)
~ E —
= / d*xN (€7 Ef END10 Ay — MyoW det E*)
E —

donde se ha definido,
O¢

— WY =1 M0 (4.2.6)
vy,

0p(Wyy) =

Ademas, se ha remplazado M;;0(. . );Jf por la variacion completa M;;d(...)"” para obtener la Ec.
(4.2.6) ya que M;; es simétrico y sin traza. Entonces,

U = —0F, M ELE) =

——— D0 Ay ELEY.

detE det Fai

Asi,
e~ ) 2
0SN = /Ed%ﬁ (G/kEJ"E,’;D[acSA;] — My D0 Al BB detE‘“)
= [ dan (s BB} — 2Mye B E) Do A,

_ / BN (5, — 2My;) M ELEP Do Al
_d'zN
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Definiendo h;; := d0;; — 2M;;, se tiene que:
0Sy = — /Z d*x {317 (hijﬁijELaEzb]5Aiﬂ) — D (MhijejklELaElb}) 6’42] :

despreciando términos de frontera se concluye que:

Sy
AL

= Dy (Nhye™E' ') = D, (Nhiye™ B¢ EY) (4.2.7)

ya que ejklE,EaElb] = JMEIED. )
La variaciéon respecto a la triada E da:

05y = /Zd?’xﬂ [eijkEJbFabk(SE? - (Mlm(s‘lllmdetf?“i + (]5(\11157«) 5detE‘“')} ,

pero SU'™ con respecto a la triada esta dada por:

1 ~ o~ glm -~ . 2 o Im
UM = ——— Fle™MO(B{E]) — ——=—0det B = Foe™ BB} — ——=—
det det o

— _ ddet B,
det B Ea det B

Luego,
0SN = /Edgffﬁ [EijkE;‘)FabkéEg — 2Myn FLy €™ ERSEP + My W7 0det B — QS(\IJtr)(SdetEai} ,
— /Ed?’i”ﬁ KeijkE?(SlkFéb — 2MlkFibeijkE?) SE° + (Mzm\lffg’}‘ _ ¢(\I’tf)) 5detEai] ’
= /Ed%g (h”fFalLbeij’“E%Ef + (Mzm\I’ff,? _ ¢(\Ijtf))5detE~vai) ’

por lo tanto, definiendo ®(Wyys) := M, U} — ¢(Wyy) se tiene que:

0S o 1 .
TE% = NhyFlpe " E? + §M(I)(\I]tr)€abc€UkEjl‘)Egv (4.2.8)

(2

Sigue, entonces que:
o~ 1 e~ -~ o~
(Sy,Su} =i /Z e [4\1 (hlkFclLbe“kE;’ 4 2@(\IftT)eabceZJkE;-’Eg> D (Mhye™ B4 EY) = (N < M)] .

En [26] se muestra de forma detallada que:

1 e~ ~ o~
ﬂicp(qftr)eabcew’fEgEng(MhilelmnE;Eg) — (N & M) =0,

i.e., que tal término no contribuye a la integral. Entonces,
(Sy. Sy} =i /Z @ [Nhy 3 BDy(Mhae™ B4 B — (N 5 M),
luego,
Nh, o Fe* EYDy(Mhye™ ESED) — (N M) = Kyhije?™ B¢ E} hp, e EX,

donde K, := NO,M — M0O,N. El procedimiento es analogo a lo que se usa en el caso cuando la
funcién es una constante. Conviene escribir:
ac™j

o~ 1 ~ . ~ . S e~
F! BB = ie,jkqf”, tal que, U7 = Fl e EAED. (4.2.9)
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Asi, .
[Sy.Su} = 5 [ ek hishp B 0™,
- - by

pero sélo la parte antisimétrica de U™ contribuye, entonces,
i . o
{S}X,SM} = 5 /Z dgfbﬁbednhijhmnElb\I/[mﬂ.

Ahora,

(2

~ . 1 ~ . 1 ~ .
O K, Fi B = ~ Ky Ee (261 6™ Y by hno W = — = I EPe™ Ry by, W)
ab™i 4 k r P q ) l J
donde se ha definido:

~ 1~ ~, ., .
QY = 3 EEYE ™ Dy by, (4.2.10)
Se concluye que:
Sy, Sy} = —i / Br,OCF Ee. (4.2.11)
- - by

Note que Q% es una métrica mucho mds complicada que la de RG, i.e. E;*EY, entonces la
Ec. (4.2.11) es realmente la constriccion vectorial disfrazada. De esta manera se muestra que
el algebra de constricciones es atin de primera clase. Esto implica que el conteo del niimero de
grados de libertad fisicos no cambia y atin se tienen dos grados de libertad. En RG la cantidad
U que se define por la Ec. (4.2.1) no es méas que la parte de Wely del tensor de curvatura de
Riemann. La teoria modificada, entonces, puede describirse como aquella en la que la constante
cosmoldgica se vuelve una funcién no trivial de la curvatura.

Ahora, la accién de la teoria covariante espaciotemporal que conduce a las constricciones
modificadas dadas por las Ecs. (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4) fue propuesta en [14] y esta dada por:

S = /ZBZ- AF(A) + (A = 5056(¥)B A B. (4.2.12)

Cuando ¢ = cte. = A se recupera la accién de Plebanski para RG con constante cosmoldgica.
En la accién anterior B’ es una 2-forma con valores en el dlgebra de Lie de SU(2), A" es la
1-forma de conexién, F*(A) es su curvatura, y A% es el campo multiplicador de Lagrange, el
cual se requiere que sea simétrico y sin traza.

La descomposicién 3+ 1 de la Ec. (4.2.12) procede como en [38], y estd dada explicitamente
en [15] como:

~ . . - . 1 .. ~ ~
S = / / dadt[Ef Al + AyD,EY + (59N + SN )Wy — No(W)det B, (4.2.13)
)
donde Wi := Fi, M EaEY - N* es el vector de corrimiento y N es la funcién lapso.

Se ha descrito, por lo tanto, una familia infinita de teorias de gravedad modificada de cuatro
dimensiones que propagan dos grados de libertad. Una teoria de la familia estd parametrizada
por una funcién arbitraria ¢(¥) de una matriz simétrica sin traza (por lo tanto, una funcién de
dos variables). Se puede recuperar la formulacién de la RG (cldsica) con constante cosmolégica
haciendo ¢(V) = cte. = A, de modo que la RG es parte de esta familia de teorias. La nueva cla-
se de teorias de gravedad descrita puede tener aplicaciones muy amplias. En particular, puede
que sea posible usarla para entender el problema de la constante cosmologica, que consta en
explicar por qué su valor observado es tan diferente del que se espera que surja como la energia
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del vacio de los campos cudnticos. Més ejemplos de aplicacién se pueden ver en [16, 40].

Esta teoria también tiene implicaciones para el programa de gravedad cuantica por lazo
(LQG, por sus siglas en ingles). Este programa a menudo es criticado por elevar la RG al esta-
do fundamental incluso a escalas de Planck, donde, como se cree ampliamente, la descripcion de
la RG no es vélida. El resultado de K. Krasnov muestra que el punto de partida de LQG, i.e.,
el espacio fase cinematico junto con el algebra de constricciones del tipo mostrado, es comin
a una clase mucho més general de teorias que RG. Por lo tanto, siempre que se permita una
clase mas general de constricciones Hamiltonianas, la tecnologia y todos los resultados de LQG
inmediatamente se extienden a una clase bastante grande de teorias, algunas de las cuales posi-
blemente estén mucho mas cerca de la descripcion correcta de la gravedad a la escala de Planck.

4.3. Funcién Cosmolégica en la Representacion de Ash-
tekar

Noétese que la funcién cosmoldgica dada por Krasnov, ¢(¥), es genérica, no hay una forma
especifica para ésta hoy en dia (sin embargo, véase [41]).

A pesar de no tener una forma especifica para ¢(VU;s), estas funciones dieron la idea a
Rosas-Rodriguez [17] para sugerir el siguiente ansatz como funcién cosmoldgica,

_ l6ijkEaiEblFfb

~— 4.3.1
2 detB« ( )

@
Con esta funcion escalar, la constriccién Hamiltoniana dada por la Ec. (4.2.4) se satisface au-
tomaticamente tanto en gravedad clasica como cuantica. Notese que esta funcion cosmologica
no es un miembro de las teorias de Krasnov.

Por lo tanto, el problema de encontrar funcionales ®[A] € H,, se reduce. No hay problema
con la constriccién escalar, ya que cualquier funcional que satisface las constricciones de Gauss
y vectorial,

GV =0, H,V =0, (4.3.2)
es solucién de esta constriccién (escalar). Por ejemplo, el estado de Chern-Simons sigue siendo
solucion a estas dos constricciones pero ya no es necesario verificar la constricciéon escalar, véase
la Seccion 4.7.

4.4. Funcién Cosmolégica en la Representacién de ADM

El ansatz para la representacién de Ashtekar, dado en la seccion anterior, sugiere algo anélo-
go en la representacién ADM, lo cual es tratado en [18].

Como se reviso en la seccién 6 del Capitulo 2, para el formalismo ADM extendido a triadas

las variables canénicamente conjugadas son la triada e, y el momento p®, ademaés, las cons-
tricciones toman la forma:

. 1 .
H=ppi; — 5(1992 —4e* PR —8°A = 0. (4.4.1)
Hy = —e“Dyp” ~ 0. (4.4.2)
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donde p” := pel e := detey; y Dy es la derivada covariante compatible con la triada, ) R es
el escalar de Ricci y A es la constante cosmologica.

Por lo tanto, la funcién cosmolégica:

Py = L)’ — 1OR

A =
8e2 ’

(4.4.3)

resuelve la constriccién dada por la Ec. (4.4.1) tanto en gravedad cudntica como cuéntica. Este
ansatz es una funcién escalar de nuevo.

Aunque los ansantz ¢ y A se obtienen esencialmente de un simple despeje de las Ecs. (4.2.4)
y (4.4.1), respectivamente, la interpretacion para estas funciones cosmoldgicas no es del to-
do claro. Notese que también pueden obtenerse mas funciones cosmoldgicas a partir de las
formulaciones Hamiltonianas de Hilbert-Palatini H-P. Ademas se podria obtener una funcién
cosmoldgica de la representacién de Ashtekar del campo gravitacional en 2 + 1 dimensiones,
como se menciona en [18].

Se debe senalar que este modelo con los ansatz ¢ y A guarda similitud con la dindmica sin
dindmica del modelo de Husain-Kuchar [42].
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Capitulo 5

Relacion entre Funciones Cosmoldgicas

en las Representaciones de ADM y
Ashtekar

5.1. Introduccién

En el capitulo anterior se dio un repaso muy general de las teorias de gravedad modificadas
de Krasnov y la introduccién de dos funciones cosmoldgicas (como ansatz) que resuelven las
constricciéon escalar automéaticamente en las representaciones de ADM y Ashtekar del campo
gravitacional. Se pudo notar que, a nivel de formulacién Hamiltoniana, la tinica modificacién
comparada con el caso de la RG usual es que la constante cosmolégica es remplazada por una
funcién arbitraria de la “curvatura”, ¢(¥). Quizd la implicacién fisica mas relevante de esta
modificacién es que la constante cosmologica observada en regiones de curvatura relativamente
baja no tiene que ser la misma que la observada en regiones de curvatura relativamente alta. En
particular, la constante cosmolégica que aparece en las ecuaciones de Friedmann que gobiernan
la evolucién de un Universo isotrépico homogéneo esta dada por Aeosm. = ¢(0) (el argumento de
la funcién ¢ es cero en este caso debido a las simetrias) y no tiene que ser igual a la constante
cosmoldgica efectiva de gran curvatura en las escalas de Planck. Esto da un posible mecanismo
para resolver el problema de la constante cosmolégica, que consiste en explicar por qué
la constante cosmoldgica observada es tan diferente de la constante cosmolégica del orden 1/ lg,
donde [, es la longitud de Planck, que se espera sea inducida por la fisica a escala de Planck.
La constante cosmoldgica inducida a escalas de Planck ¢(1/[2) (en el régimen de curvaturas
extremadamente grandes 1/ lg) bien podria ser del orden de 1/ lg pero esto no tendria ningin
efecto observable siempre que el valor ¢(0) de la funciéon ¢ con curvatura cero sea pequeno.
No se profundizard mas en estos asuntos, sélo queda decir que este problema de la constante
cosmoldgica ain permanece abierto hoy en dia.

En este capitulo se presenta el niicleo de esta tesis. Dadas las funciones cosmoldgicas dadas
como ansatz en las representaciones de Ashtekar y ADM del capitulo anterior, se busca una
forma de relacionarlas, i.e., encontrar una férmula con la que se pueda escribir una funcién
cosmoldgica en términos de la otra. Por su puesto, el hecho que las variables de Ashtekar y
las variables en el espacio ADM extendido a triadas estan relacionadas por una transformacién
canonica facilita en gran medida los calculos.
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5.2. El Espacio Fase ADM Extendido y las Variables de
Ashtekar

En esta secciéon se muestra la relacion que existe entre el formalismos ADM extendido a
triadas y las variables de Ashtekar. Estos estan relacionados a través de una transformacion
canodnica, y para mostrar tal afirmacion, en primer lugar se define el nuevo campo K,;:

Kai = i(Aai - Fai)y (521)

donde Afl es la conexién de Ashtekar y T'; es la conexién de espin libre de torsiéon definida de
tal manera que aniquila al campo eléctrico £,

D, 1= 9, 1 T % — TS, B 4 (T, B = 0, (5:2.2)
en particular, ~ ~ .
D EY = 9, E% + T, B¢ = 0 (5.2.3)

Ahora, se usa la definicién dada en la Ec. (5.2.1) para reescibir todas las constricciones en
términos de K,; y E*. Primero, con (5.2.3) la constriccién de Gauss se puede escribir como, !

G'i= D, E" := 0,B" + €My — i K, Ef = DB — iK,;e " ~ 0.
G' = —ie"" K, Ef =~ 0. (5.2.4)
Luego, la curvatura de A,; se puede escribir como:
Fapi = 20ia(Tyyi — iKy;) + eigi (T40F — T K — iKITE — KJKE)
= 20 Tys + €31 — 2000 Kyyi — e KJKE — e (T3R5 — TIKE)
- fabi — 0 (a[aKb]i -+ Eiij{aKIf]) — EiijgK[f:-

Asi,
Fop = fan— QiD[aKZ} — € Ko Ky, (5.2.5)

a

donde fu; es la curvatura de I',; definida por: f,; 1= 28[an]i+eiijgF’,f. Entonces, la constriccion
vectorial, ver Ec. (3.4.47), se puede escribir como:

H, = EPFY, = EVfi, — QiEfD[aKé] — €K B Ky, = 0,

pero E?fi, =0, es la identidad de Bianchi, véase por ejemplo la Ref. [31] para una revisién de
ésto. Por tanto,

Ho = —2iE/D Ky + Koy M EY Ky, = =21 E)D K} + Ko;G7 = 0.

Asi, ) '
Ha ~ =20} D Ky ~ 0. (5.2.6)

Queda por reescribir la constriccién escalar, Ec. (3.4.48) usando la Ec. (5.2.5); lo cual da:
L ik o . m hai
H = §€”kEZ-aE§)( fave — 2D Ky — € KLK]") — AdetE

= iezjkEiaE]l‘)fabk - Z'GZJkEZ-aEJZ-)D[aKb]k — E:LEJbK([;KZ} — MetE% ~ 0.

IRecuede que D, es la conexién asociada con el potencial vectorial Aq; y D, es la conexién asociada con el
pontencial vectorial T'y;.
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Note que al integrar sobre Y se tiene:
P EIEID o Ky = 0a(e7FEF EV K ) — KDo(€7FELE?) = 0,(EPG) — Ky Do(€7FELE?) ~ 0,

donde se han despreciado términos proporcionales a la constriccion de Gauss y se ha usado la
compatibilidad de D, con Ef y se desprecian divergencias totales. Por lo tanto:

1 . - . o _
H = e ELE] fun - EfEPKUK] — MetE® ~ 0 (5.2.7)

Comparando las constricciones G;, H y H, con las constricciones ADM en la Seccién 3.6, Ecs.
(2.6.58), (2.6.69) y (2.6.70), respectivamente, se puede ver que tienen la misma estructura. Para
obtener una concordancia exacta, es necesario cambiar E* por su inversa no densificada eg;,
que es la coordenada usada en la Seccién 3.6.

Lo que sigue es probar que la transformaciéon dada por la Ec. (5.2.1) es canénica. Para
mostrar esto, se define la £ no densificada y su inversa, es decir,

E% =: ce™  epe® = 0p  e:=detey =\ det B, (5.2.8)

Note que, det F9 = 3 U’“eabcE“EbEk, entonces,
2 2 1 a 17b
D, ¢ i= 0,6% = 2edpe = D <3' Feso B EEk> — 0= de =0,

donde se ha usado el hecho de que D, es compatible con EY (véase la Ec. (5.2.3)). Sigue que
D, también es compatible con la triada e”. Por lo tanto, sigue entonces:

D[aEb]i =0= D[aeb]i = 8[(161,]1- — F[Cab]eci + Eiij{aelg] =0.

Asi,
Daeb]l 8[a€b + e”kl“[ €b] O (529)

va que I'f,; = 0. Luego, tomando la derivada temporal de la Ec. (5.2.9) se tiene:
00 (8[aeb]i + eiij{ae’lf}) = 8[aéb]i + Eiij{aélg] + Eiij{aellf] = 0.
Asi, -
Diaéyi + il ,en = 0. (5.2.10)
Si se usa un tensor totalmente antisimétrico €®; tal que €%eg, = 256[[”(52’], se tiene que: 2

S = eipliey = e (Diacy + el ep) = 0.

. 1
e (Dyéyi + eipllef) = §(€ab — ) Daby; + 2

Asi, -
e (Dyéyi + eijplier) = 0. (5.2.11)

Proyectando la Ec. (5.2.11) sobre el campo e,.6/™efeC, se tiene:

ab zlmac bzlmac . VN
€ €qc€ (D ebz + GZ]kF eb) = 25 (Daebi + eiijZLeb) =0

= ellmel“eb D, évi + e”meiij{Lef =0.

2También se cumple €*’e,. = 20%, para més detalles ver [46].
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Asi,
. e .
Il a __ ilm _a b .
el'e) = —5¢ e e Daépi.

De la Ec. (5.2.8), sigue que:

. 1 .. _ 1 I . .
LB = _§eeljk€?€?Da€bk =3 [3(1 (ee ke e?ebk) — épDa(€7VE; e?)} ,

i

pero ya que D,e? = 0, entonces,

I Ee = —;eeijke?e?Daébk = —;8a(eeijkefe’;ébk). (5.2.12)
De la Ec. (5.2.1) se tiene que: S N
M= Al 4K (5.2.13)
entonces,
(A; + ZK;) B = —;&L(eeijke?e?ébk).
Asi,

~ .. ~ 1 .
ECAl = —iE°K! — 5aa(ee”’“e;?egébk). (5.2.14)

Por lo tanto, la transformacién dada por la Ec. (5.2.1) es candnica hasta divergencia total de
la Ec. (5.2.14). Esto significa que el paréntesis de Poisson fundamental ahora es:

{Ki(x), Ely)} = 0k (x,y). (5.2.15)

Note que una comparacién entre la Ec. (5.2.7) y el Hamiltoniano-ADM dado en la Seccién
3.6 muestra que K,;E} tiene la interpretacién como la curvatura extrinseca densificada. M4s
detalles de esta transformaciéon canénica pueden verse en [43].

5.3. Relacién entre Funciones Cosmolégicas

En la parte final del capitulo anterior se han presentado un par de funciones cosmologicas,
una para la representacién de Ashtekar y otra para la representaciéon ADM, y las cuales re-
suelven la constriccién escalar en cada representacion. La controversia es que no se sabe con
certeza la forma en que estas funciones cosmolégicas se relacionan. En la Ref. [18] se plantea
que estas funciones son equivalentes médulo alguna constriccién de la teoria. Aqui se hace un
desarrollo explicito de la relacién que existe entre tales funciones cosmologicas.

En la seccion anterior se ha demostrado que cuando se usa una transformacion candnica

para relacionar las variables de Ashtekar y las variables del espacio fase extendido ADM, la
constriccién escalar toma la forma [ver Ec. (5.2.7)]:

1 .~ o .
H = 5 B ED fun BB KUK — MdetE® ~ 0. (5.3.1)

Usando las relaciones definidas por la Ec. (5.2.8) se puede escribir esta constriccion en términos
de variables no densificadas, i.e., en términos de la triada e,; y su determinante. Entonces,

1 .. L
_ ijk 2 _a b 2 a b i 7.-7] 2
H = Seltelele fam — e et KUK — Ae® ~ 0.
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Por lo tanto, el ansatz dado por la Ec. (4.3.1) ahora toma la forma:

1 .. o
. ijk ja b _a b i 7]
p = gelte e; farr — €€ K Ky (5.3.2)
Note que:
ijk a b _ oa b0l
evefe; fak = €fe; (5.3.3)
donde Q) = =7} es la curvatura de la conexién de Lorentz asociada con la conexién de espin

similar a la que se ha encontrado en la Seccién 4.2, véase Ec. (3.2.19). Ahora, ya se ha mostrado
(véase Ec. (3.2.24)) que el escalar de Ricci (tridimensional) estd relacionado a la curvatura de
la conexién de espin como:

®R .= e?eg’-QZ}. (5.3.4)

Por lo tanto, la funciéon cosmologica se puede escribir en forma més familiar como:

1 -
=5 PR~ et KUK, (5.3.5)

Ahora, a partir del ansatz dado por la Ec. (4.4.3) se tiene que la funcién cosmoldgica en la
representacion ADM esta dada por:

p7pi; — 3(p)* —4e* PR

A=
8 2 ’
entonces,
. 1 .

8e’A = pp;; — §(p§)2 —4e* @R,

Asi,
1 . 1 .
GR = —2A <2J I %2>_ 3.
R + 12 D~ Pij 2(pz) (5.3.6)

Sustituyendo la Ec. (5.3.6) en la Ec. (5.3.5) se tiene que:

1 1 y 1, . o
== {—2/\ + (p”pij - 2(p§)2)] — e?e?K([ng].

2 4e?
Asi,
1 iy 1 . o
p=—A+ S <p”pij — 2(p§)2> — e?e?KgKg]. (5.3.7)

La ecuacion anterior representa la primera relacion entre funciones cosmoldgicas en las repre-
sentaciones de Ashtekar y ADM del campo gravitacional. Lo que sigue es manipular la ecuacién
(5.3.7) para llegar a una relacién mas compacta.

En la Seccién 3.6 se ha dado una relacién explicita entre el campo Kq; y p* = efp¥, i.e.,

K.=5 (pé - 2(2%)62) : (5.3.8)
Ahora, p” = pel  entonces,
P pij = vV elpnic = p¥ by = 1"pai, P = p"€ai = p7eSCa; = D (5.3.9)

i

A partir de las Ecs. (5.3.8) y (5.3.9) es facil determinar explicitamente efe’ K C[fKZ]. Por un lado,

a bt a b 7 % a b, i i _a_b 7 a_b
ciej KKy = elej 5 (pa - 219%) (pi - 2296‘?,) =1 [ei €iPaPy — 5 (€Paei€; + eappeie;)
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1 2 a.b i 1 7 2¢i 5] 1 2 2 9 2
wgpereeil] = g o = S0+ 800 + 3% = 4 (#3074 ).
Asi,
Ly
i 5.3.10
16€2p ( )

a by iy
eje; K Ky =

Por otro lado,

) a j p a ) i ] 1 a )
bKJK 1e2 { ie?pzlpb - 561 6?(%% + pyel) + 1?26' elel eb}
1 1 . .
=1z {p]pj — *( 4 pldl) + 41925”} = (p”pw P+ p )
Asi,
a b1 1 ij 1 2
efe KKy = 102 \PPi = P (5.3.11)

De las Ecs. (5.3.10) y (5.3.11), sigue que:

b pli j]_l bij_ab'z‘_l 1 Q_L z"”_12
eiei Ky Ky _2[€?ejKaKb eiengKb}_Q[wer v Ppi naik

Entonces,
o 1 y 1

Por lo tanto, sustituyendo la Ec. (5.3.12) en la Ec. (5.3.7) se obtiene que:

1 /. 1. 1 /. 1.
o=—-AN+— (pp; — = ?2> <Ui._ ?2>.
+ 3 <p pij = 5(Pi) +gs (PP 5 (P3)

Asi,
1 ij Lo e
o=-A+ 1e2 (p Pij — §<pi) ) . (5.3.13)

Note que la Ec. (5.3.13) es una relacién mas compacta entre las funciones cosmoldgicas.

Ademas, de la Ec. (4.4.3) se tienen que:

1 .
~(p))? = 8¢’A + 42 ®R. (5.3.14)

.
D7 Pij 9

Entonces, la relacion dada por la Ec. (5.3.13) se puede escribir como:
1
= A+ (8e*A+4e*IR) = —A 4+ 20 + PR,
4 e?

Asi,
o=A+OR, (5.3.15)
la cual representa la relaciéon mas compacta entre las funciones cosmoldgicas en las representa-

ciones de ADM y Ashtekar del campo gravitacional.
Queda atn por escribir una forma de tal relacién en términos de la curvatura extrinseca.

De la Ec. (5.3.9) sigue que la Ec. (5.3.13) se puede escribir como:

1

, 1
o=—A By i — = 2), 5.3.16
= +4 3 (p D 2P ( )
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Luego, de la Ec. (5.3.8) se tiene que p™ = 2K e + 1 pe™, entonces,

2
. . , . . 3
PUPa; = 462K K + 2p e K ey + %5; = 4K K"+ 2peK + Jp*, (5.3.17)
donde se ha definido K := K®e,;. Ahora el campo K! se puede escribir como [44]:
K= K" 4 Jpe, (5.3.18)

donde Ky = K4 es la curvatura extrinseca y Jo, = Jjap). De la discusion de la formulacion
ADM extendida a triadas la anulacién de J,, es equivalente a que la constriccion interna se
cumpla [ver Ec. (2.6.58)]. Entonces,

Ky K" = Ky K 6P + 2¢ 7 Ky J*60 + €72 J 4 J*6°.
Asi, '
KK = Ky K + 2 ' K% Ty, + €72 J o J . (5.3.19)
Sustituyendo la Ec. (5.3.19) en la Ec. (5.3.17) se encuentra que:
: 3
P Pai = 4A (Ko K™ + 2P K™ J oy + e 2T ) + 2peK + sz.

Luego, note que:

p = eup™ = 2K %e e + geme“i.

Entonces,
1 1
K=——p= K= 2,
4 ep 16e2p
Luego,
. 3
PP = 4€* (K K™ + 26V K® T + e 2T J) + 2e (—4eK)K + =(16e2K?).
4
Asi, '
PP = 4€ (KabK“b +2e YK T, + e_ZJabJ“b> + 42 K. (5.3.20)
Sigue que:
1 1
p=—A+ [462 (KabK“b +2e K™ Ty + 6_2JabJ“”) + 4e?K? — 2(1662[(2)] .
Entonces,
1
p=—h+15 4e? (K K™ + 2 K™ Ty + € 2 J ") — 46K . (5.3.21)

Por lo tanto,
o =N+ Ky K% — K2, (5.3.22)

donde ~ denota modulo la constriccién de rotaciones internas. Pero, cuando se hace una res-
tricccion a X, se tiene que [ver Ecs. (2.3.20), (2.3.21)]:

K K® — K2~ ®R. (5.3.23)
Se concluye que:
p~—A+ R, (5.3.24)

la cual representa la relacién mas compacta entre las funciones cosmolégicas en las representa-
ciones de ADM y Ashtekar del campo gravitacional si se hace una restricciéon al espacio fase
fisico X,y

Note que las Ecs. (5.3.15) y (5.3.24) no tienen por que se las mismas, resulta que cuando se

determina la Ec. (5.3.15) se trabaja sobre todo el espacio fase de la teoria, i.e. sobre Met(X),
mientras que para obtener la Ec. (5.3.24) se hace una restriccién al espacio fase fisico X,p,,..
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Capitulo 6

Conclusiones

Finalmente, en este trabajo se ha hallado una relacién entre las funciones cosmolégicas que
Rosas-Rodriguez propone en [17, 18], ver Ecs. (4.3.1) y (4.4.3). En primer lugar se demostrd
que las funciones cosmolégicas son iguales (fuertemente) hasta el escalar de curvatura de Ricci
espacial. Para propositos mas geométricos se ha demostrado explicitamente que las funciones
cosmoldgicas (hasta signo) difieren por un término que involucra la curvatura extrinseca Ky
moédulo la constricciéon interna, la cual estd dada por la ley de Gauss para el espacio fase ADM
extendido a triadas. Note que la curvatura extrinseca es un objeto geométrico de la subvariedad
Y. La curvatura extrinseca no tiene sentido para una variedad en si misma, sélo toma significa-
do cuando se encuentra encajada en una variedad de dimensién superior, ya que, de la misma
definicién, K, depende de la geometria de la variedad M (recuerde, en su definicién aparece
la derivada covariante del espaciotiempo y el vector normal a la hipersuperficie). Fisicamente,
el hecho de que la curvatura extrinseca aparezca en la ecuacion que relaciona las funciones
cosmologicas dice que estas guardan informacién de la evolucién de la métrica de las hipersu-
perficies que folian el espaciotiempo pues si se mira hacia la Ec. (2.2.16) se establece que la
curvatura extrinseca esta estrechamente relaciona con la derivada temporal de la métrica qup.
Ademas, cuando se mira hacia el espacio fisico ADM (estandar), X, , resulta que el término
que relaciona (hasta signo) las funciones cosmoldgicas es débilmente el escalar de Ricci espacial.
Note que se han encontrado dos ecuaciones que dan la relacion entre funciones cosmologicas en
términos del escalar de curvatura de Ricci espacial, una lo hace fuertemente y la otra débilmen-
te, ver Ecs. (5.3.15) y (5.3.24) respectivamente, estas ecuaciones no tienen por qué ser iguales
ya que en la primera se trabaja sobre todo el espacio fase y en la segunda se hace una restriccion
al espacio fase fisico ADM.

En la teoria de K. Krasnov la funcién cosmologica depende de un tensor simétrico sin traza,
i.e. p(V). Resulta que en la teoria de la RG de Plebarnisky el tensor W es el tensor de Weyl que
se relaciona al tensor de curvatura de Ricci [3], entonces, se dice que la funcién cosmoldgica
depende de la curvatura.Realmente en [18] se sugiere que las funciones cosmoldgicas son iguales
modulo la constriccién de Gauss, sin embargo, este trabajo ha mostrado explicitamente que este
no es el caso y que las funciones cosmologicas se relacionan por medio de la curvatura escalar de
Ricci. En este momento no se cuenta con una interpretacién precisa de lo que significa que las
funciones cosmologicas en dos representaciones candnicas del campo gravitacional se relacionen
a través del escalar de curvatura espacial.

Se debe mecionar que si se usa la convencién que P. Peldan adopta en [24], donde ademas se

utiliza la transformacion canoénica K,; := Ay + iy, resulta que la relacion entre las funciones
cosmoldgicas es igual a la que se obtiene en la Ec. (5.3.24).

85



Aunque hoy en dia no se tiene una idea clara sobre lo que indican estas funciones cosmol6gi-
cas propuestas como ansatz, se espera que los resultados de este trabajo sirvan para aclarar un
poco mas lo que éstas implican fisica y geométricamente, lo cual se puede dejar como proyecto a
futuro. También, como proyecto a futuro se deja probar la forma en que dependen las funciones
cosmolégicas de la derivada temporal de la 3-métrica q,;. Esto se puede lograr partiendo de la
Ec. (5.3.22) y usando la expresion para la curvatura extrinseca dada por la Ec. (2.2.16).
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