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Introduccion

La verificacion de la identidad personal ha sido parte relevante en el desarrollo de
toda sociedad y surge como una necesidad bésica para las relaciones humanas. Cualquier
individuo posee caracteristicas fisiologicas y de comportamiento que lo identifican y lo
hacen tnico. A lo largo de la historia de la civilizacion, el hombre ha empleado estas
peculiaridades para realizar la identificacion. La utilizacion del rostro y de las huellas
dactilares para este proposito inicié en el ano 500 A.C., en ese entonces el reconocimiento
constaba del simple hecho de recordar la cara de alguien. Las culturas China y Egipcia

también emplearon las impresiones de los dedos ([40)]).

El primer acercamiento a un procedimiento de identificaciéon de personas se dio en
Francia en 1880; Alphonse Bertillon, criminélogo francés, con el propoésito de poder iden-
tificar a los delincuentes, cre6 un método cientifico que permite reconocer a criminales
por medio de ciertas medidas fisiologicas, conocido como sistema Bertillon ([40]). Esta
metodologia se basa en el hecho de que, a pesar de que las dimensiones de un hueso de
un individuo coincidan con la de otro, es muy poco probable que la estructura ésea de
dos humanos sea exactamente igual. Tal idea da nacimiento a la antropologia judicial

(también llamada forense).

Luego, la primera aproximacion cientifica al uso de las marcas dactilares como iden-
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tificador biométrico fue realizada en 1880 por el médico britdnico Henry Faulds. Acom-
panando a un amigo a una excavacién arqueologica, noté que se podian identificar las
delicadas formas dejadas por artesanos en fragmentos antiguos de cerdmica. Examinando
sus propias lineas en los dedos y las de sus amigos, se convencié de que los patrones eran
unicos en cada individuo. Tiempo después propuso utilizar tinta para registrarlas. Este
método tenia dos grandes ventajas: los sujetos tienen huellas tinicas e irrepetibles y estas

permanecian inalterables toda la vida.

Desde principios del siglo XXI, el término biometria se ha utilizado de manera rigurosa
para referirse a la identificaciéon de personas en funcién de sus caracteristicas biologicas.
Se define como el estudio de métodos automaticos para verificar una identidad o reconocer
a un individuo via uno o mas distintivos corporales, empleando técnicas matematicas y
estadisticas. Estos rasgos fisicos se llaman identificadores biométricos, entre los cuales se

destacan: las huellas digitales, el iris, el rostro, la retina, la voz y la geometria de la palma

de la mano ([40]).

El iris como identificador biométrico

La utilizacién de patrones del iris como método de identificaciéon fue propuesto en
1936 por el oftalmologo Frank Burch. Para la década de 1980, la metodologia ya habia
aparecido en peliculas de James Bond, pero permanecia siendo ciencia ficcion. En 1985 los
Doctores Leonard Flom y Aran Safir retomaron la idea y su investigaciéon y documentacion
les concedié una patente en 1987, ellos fueron los pioneros en sugerir que dos iris no son
iguales. En 1993, John Daugman ([12]) present6 el primer sistema de identificacion del iris
a través de la transformada de ondas de Gabor, su razonamiento se bas6 en transformar
la imagen en un conjunto de 256 bytes que se denomina Cddigo de Iris; luego, compar6 la
discrepancia de los codigos, mediante la distancia de Hamming, y observo la similitud entre
dos iméagenes ([14]). En 1996, Wildes sugiri6 el proceso de reconocimiento automaético, el

cual resulté ser un procedimiento de alta complejidad computacional ([46], [45]). Tiempo
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después, Boles construye un algoritmo que utiliza una transformacion de ondas (|3]). A su
vez, Zhu, Tan y Sanchez también presentaron otras técnicas ([31], [28] y [35]). La mayoria
de estos procesos se basan en el analisis multiescala, esto es, métodos que consideren

diversas caracteristicas para realizar la btisqueda de los datos correspondientes al usuario.

Algunas ventajas de utilizar el iris como identificador biométrico son:

= Se trata de un 6rgano interno que estd protegido contra danos y el desgaste por
una membrana transparente y altamente sensible (la cornea). Esto lo distingue de
las huellas digitales, las cuales pueden ser dificiles de reconocer después de realizar

trabajos manuales durante anos.

= Kl iris es una estructura que presenta una elevada variabilidad en toda su superficie,
ello hace que, analizando tan solo una parte del mismo, se pueda obtener una gran

cantidad de informacion.

» Kl iris tiene una textura fina que, como las huellas dactilares, se determina al azar
durante el proceso embrionario de gestacion. Incluso individuos genéticamente idén-

ticos tienen texturas completamente diferentes.
= Por lo general, su uso es bastante sencillo y comodo para cualquier persona.

= En los articulos [9] y [18] se propone que utilizar el iris como identificador biométrico
tiene un desempeno superior al de otros identificadores, por ejemplo, el rostro o la

VOZ.

Por otro lado, el iris presenta algunas desventajas que dificultan su uso en sistemas de

reconocimiento ([8],[27]):

= Tamano. Es pequeno, aproximadamente 1 cm de didmetro.

= Ubicacion. Es un objeto moévil localizado en una superficie curva, humeda y refle-

xiva.




= Oclusidén. Su imagen suele estar afectada por pestanas, parpados y reflejos de luz,

limitando el area de interés la cual contiene la informacion del iris.

Se sabe que existe una gran aleatoriedad en el patréon del iris, por lo que algunos
investigadores han realizado estudios para probar su unicidad (por ejemplo [16]). En
[11] Daugman report6 que la probabilidad de que falle el reconocimiento es de 1 en 200
billones, este dato fue extraido de la investigacion efectuada a la base de datos del sistema
de seguridad para cruzar la frontera de los Emiratos Arabes Unidos, la cual cuenta con
632,500 registros de iris diferentes. Asimismo, indicé que no pueden existir dos iguales,
inclusive los de un mismo individuo discrepan, ain entre hermanos gemelos. Esto genera

una alta efectividad en la autenticacion.

La dimensiéon fractal en la biometria del iris del ojo

En el articulo [22], Jampour y Naserasari mencionan que, a pesar de todas las ventajas
que ofrece la identificacién biométrica por iris de 0jo, existe el problema de que los métodos
propuestos hasta ese momento presentan una alta complejidad computacional para un
banco de datos mayor de 100,000 registros, tal problema se denomina como problema de
escalabilidad. Ademés, en ese mismo trabajo, sugieren que la dimension fractal tiene el
potencial para utilizarse en la mejora de la eficiencia en un reconocimiento biométrico,
debido a que permite descomponer un catalogo relativamente grande de individuos en
conjuntos cuya dimensiéon se encuentre dentro de un intervalo de longitud pequena, por

lo que la base se puede seccionar en tantas porciones como se requiera.

La dimension fractal fue introducida por primera vez por Mandelbrot en [33], en ese
mismo trabajo define a una cierta clase de figuras geométricas irregulares que no encajan
en la teoria clasica de Euclides, bautizados como fractales. Estas formas son conjuntos

con dimension de Hausdorff estrictamente mayor que la dimensién topologica, esto es, es
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un numero racional no entero. Tal valor numeérico es una de las caracteristicas intrinsecas

que posee una figura de este tipo.

La idea de utilizar la dimension fractal en la identificacion que utiliza al iris del ojo
aparece en el trabajo [23], en el cual los autores de ese articulo extraen el disco del iris y
eliminan cualquier caracteristica adicional, por ejemplo la pupila, luego, lo transforman
a coordenadas rectangulares (esta etapa se llama normalizacion) y es en este punto don-
de calculan la dimension fractal para proponerla como una variable clasificatoria. En la

Figura [l| se observa tal proceso.

Figura 1: Extracciéon y normalizacion del iris.

Sin embargo, durante el desarrollo del proyecto “Implementacion de la dimension frac-
tal en métodos de identificacion biométrica del iris del ojo” con registro DEP /F-001 ante
la Division de Estudios de Postgrado de la Universidad Tecnolégica de la Mixteca, se
identific6 que los métodos son mas precisos si la clasificacion por dimension fractal se
introduce en alguna etapa siguiente a la aplicacién de una transformacion para elimi-
nar cualquier posible factor que afecte en la deteccion, comtunmente llamado filtrado, al
contrario de lo propuesto por Jampour y Naserasari, quienes la proponen al inicio. En
esta investigacion se propone utilizar la funciéon de Gabor bidimensional para realizar el

filtrado de las imagenes posterior a su normalizacion (ver la Figura .
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Figura 2: Imagen filtrada con la funciéon de Gabor.

Sobre las transformaciones que preservan la dimension

fractal

Como se menciond anteriormente, en el procesamiento de imagenes se utilizan algu-
nas transformaciones para obtener de ellas la informaciéon necesaria. Estas pueden ser
rotaciones, traslaciones, normalizacion, o la aplicacion de ciertas funciones especiales, por
ejemplo la funcién de Gabor paramétrica, definida como el producto de una Gaussiana

con una exponencial compleja.

El filtro de Gabor se ha utilizado en varios aspectos, por ejemplo, para describir la
respuesta de las células corticales, en la vision humana, anélisis de documentos, mejora y

compresion de imagenes, estudio y discriminacion de texturas, entre otros (véase [6]).

Por otro lado, la dimensién fractal es un parametro que se ha utilizado para explicar
algunas caracteristicas de varios fenémenos. Por mencionar algunos, en el estudio del uni-
verso (por ejemplo, en [5] se mencionan las erupciones solares, granulacion solar, la mor-
fologia de crateres, distribucion de regiones especificas en galaxias y medio interestelar),
reacciones electroquimicas ([19]), en la retina humana ([42]), biologia ([4]), antropologia

(|30]) y medicina ([29]).

Los filtros de Gabor también se han implementado en el reconocimiento biométrico
a través del iris del ojo. Por ejemplo, en [I1] y [15] Daugman propone un sistema de

identificaciéon de usuarios basado en filtrar y transformar la imagen del iris, con lo que
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registra la patente [13]. En [22] proponen una agrupacion jerarquica mediante la dimension
fractal tras la normalizaciéon de la imagen obtenida del ojo. Para implementarlo, el proceso
debe comenzar con la extraccion del disco del iris y su transformacion rectangular, luego se
aplica algin filtro de Gabor para mantener solo la informaciéon relevante para identificar
al individuo, al final se introduce una clasificaciéon fractal en la maquina o método de
aprendizaje profundo para localizar al sujeto de quien se obtuvo la imagen del ojo. Sin
embargo, una imagen al pasar por las distintas transformaciones puede perder el valor de
la dimension original, como se demuestra en la Seccion 2.3.1] a través del Ejemplo

de esta tesis, el cual muestra un filtro que no preserva la dimension fractal.

Modificar la dimension fractal tal vez no es tan grave en muchos casos, pero en otros
podria tener grandes repercusiones; por mencionar alguno, en anélisis de suelos (recomen-
damos la referencia [44] para un contexto historico sobre esta aplicacion): en [39] se estudio
la dimensioén fractal de tres superficies porosas, se mostro que la dimension de entropia de
la porosidad de uno de ellos es de 0.85 y la dimension fractal de 0.83, entonces plantean
la pregunta “;Es una coincidencia?”. En ese articulo, finalmente, los autores determinan
que la dimension fractal puede considerarse como un indicador de las propiedades fisicas
fundamentales del suelo. Por otro lado, en [36] se presenta un esquema fractal para extraer
y medir algunas caracteristicas geométricas de la porosidad de yacimientos naturalmente
fracturados del sureste de México, utilizando los valores medios de las dimensiones frac-
tales extraidas de imagenes digitales obtenidas mediante tomografia computarizada de
rayos X, y concluyen que todos mostraron una correlacion estadisticamente significativa
con la porosidad de los estratos geologicos, esto es, que la dimension fractal coincide con
la porosidad del sustrato. Para calcular el valor de la dimensién, la imagen se transforma
en un grafico de barras en tonos grises, si la dimension se altera por este cambio, posible-
mente cause que un medio se confunda con otro y acarrear serios problemas, por ejemplo,

en exploracion petrolera.

En el estudio de transformaciones que no alteran la dimension fractal, se sabe que si es

bi-Lipzchitz, entonces conserva la dimension del conjunto de la preimagen (vea [I]). Esta
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condicion se debilita si el dominio se puede descomponer en una unién contable de con-
juntos sobre los cuales es bi-Lipschitz. Por ejemplo, en el Teorema proporcionamos
una funciéon no bi-Lipzchitz que preserva la dimension fractal, por lo tanto, la condicion

bi-Lipzchitz es suficiente pero no necesaria.

A su vez, en el Ejemplo se demuestra que la funcién filtro de Gabor no preserva
la dimension fractal. Por lo que uno de los objetivos de esta investigacion es determinar
algunas otras condiciones necesarias para que los filtros de Gabor no alteren este valor.
Asi, en la Seccion [2.3.1] se realiza un andlisis y se proporcionan tales las condiciones, las
cuales son impuestas sobre los parametros, con los que se asegura que se mantiene la

dimension.

Redes neuronales en el reconocimiento biométrico

Finalmente, al garantizar que la dimension fractal no se alterara al realizarle las trans-
formaciones mencionadas, se da paso al reconocimiento mediante algin método de apren-
dizaje profundo. Para esta investigacion, se eligié las redes neuronales convolucionales,
debido al buen desempeno que han mostrado en reconocimiento de imagenes. Por otro
lado, se utilizara la base de fotografias Phoeniz ([17]), la cual cuenta con 128 capturas de
ojos tanto derechos como izquierdo de 64 personas, esta base se encuentra alojada en el

sitio de la Univerzita Palackého v Olomouci en Republica Checa y es de acceso libre.

La propuesta de esta investigacion es la de realizar el entrenamiento con un nimero
pequeno de individuos y con una alta replicabilidad de cada iris, esto es, considerar al
menos H0 imagenes de un solo ojo, para lograr esta cantidad, se toma la imagen de un ojo
y se le aplica algunas técnicas de Data Augmentation, especificamente, la imagen original
se rota, se acerca, se aleja, se refleja y se hacen combinaciones de estas transformaciones,
este proceso se puede ver en la Seccion [3.1} Posteriormente, el entrenamiento se realizara

para un numero fijo de iris con dimensién fractal relativamente “cercana’ entre ellas, con
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lo que el tiempo de ejecucion se disminuird al minimo, esto sera posible debido a que se
dividiran cada grupo de imagenes respecto a su dimension tal como lo sugiere Jampour
y Naserasari, solo que con una variante mostrada a detalle en la Seccion [3.4.2] Con esto
se da una soluciéon parcial al problema de escalabilidad, sin embargo, ain persiste esta
problemética, debido a los tiempos que se requieren para realizar el entrenamiento de la

red, este analisis detallado se encuentra a manera de discusion en la Seccion [3.4.2]

En sintesis, la tesis se encuentra estructurada de la siguiente forma:

Capitulo 1. Se proporcionan los preliminares necesarios para el analisis de los capitulos
posteriores. Entre ellos se encuentran la dimension fractal, las transformaciones bi-

Lipschitz y un estudio sobre las transformaciones que preservan la dimension fractal.

Capitulo 2. Se realiza un anélisis sobre la preservacion de la dimension fractal de las
trasformaciones: reflexion; rotaciéon; acercamiento; alejamiento y normalizacion. Se
demuestra que los filtros de Gabor no preservan la dimension en general y, de forma
esquematica, se introducen las funciones campana reales y se extiende el estudio
hasta los filtros de Gabor bi-dimensionales, como consecuencia de este proceso se
determinan las condiciones necesarias respectivas para que se preserve la dimension.
En la investigacion bibliografica realizada no se hallaron los resultados 2.1.1] [2.1.2]
R.I.32.1.52.1.72.3.2, .3.3] [2.3.5, 2.3.6] [2.3.8] [2.3.9 [2.3.17] y [2.3.16] por lo que son

originales y se encuentran en el articulo [38].

Capitulo 3. En este capitulo se muestra el proceso de data augmentation para crear
nuevas imégenes, luego se analiza la funcion de la red neuronal convolucional en el
reconocimiento biométrico posterior a su entrenamiento en una clase especifica cuyos
elementos comparten cierta “cercania” de la dimension fractal. Se finaliza el capitulo
con una discusion sobre el punto de escalabilidad alcanzado con la metodologia

propuesta en esta investigacion.
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Capitulo 1

Preliminares sobre transformaciones que conservan la

dimension fractal

El objetivo de este capitulo es introducir los fundamentos basicos que son utilizados
en el desarrollo de la tesis, en particular, los relacionados con la dimensién de Hausdorff
y la dimension de conteo de cajas; en especifico, la primera da las bases tedricas de la

dimension fractal y la segunda proporciona la técnica utilizada para su calculo.

1.1. Dimension fractal

Mandelbrot en [32] introduce la palabra fractal, a partir del adjetivo latino fractus,
- " 1y , . . .

que significa ‘interrumpido’ o ‘irregular’, y la utiliza para referirse a las figuras que tienen

una forma irregular cuya estructura se repite a diferentes escalas, pero principalmente

a objetos con dimensién no entera, esto es, puede ser una fraccién simple como % 0 g,

e incluso un némero irracional, por ejemplo 7, e 0 v/2. Asi, se puede decir que algunas

curvas tienen dimension entre 1y 2, o que, para ciertas superficies su dimension esté entre

2 y 3, y finalmente definir “polvo” con dimension entre 0 y 1. Cuando una dimensién no



2 Dimensién fractal

es entera se le llama dimension fraccionaria.

Se puede verificar que los puntos tienen dimension topolégica 0; las lineas, 1; las
superficies, 2 y los volimenes, 3. Sin embargo, en geometria fractal, las formas son tan
complejas que casi «cubren» el espacio en el que se encuentran, por ejemplo, es posible que
una linea sea practicamente una superficie (ver Figura ; por esta razon, se considera
a la irregularidad como un incremento fraccionario de la dimension topologica. En este
contexto, es viable que una curva posea un area en un rango dimensional entre 1 y 2,
asf mismo, una superficie tenga volumen entre 2 y 3, a este valor se le conoce como la

dimension fractal y, formalmente, se define la siguiente manera:

Definicién 1.1.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico y £ C X. Consideremos N (FE,¢€)
como el nimero minimo de bolas abiertas de radio € necesarias para cubrir el conjunto F.

La dimension fractal (o de similitud), dimg;,,, se define como

log N(E looe N(E
dim g, (E) = lim Og—(l’e) — lim _Og—(f)’
=0 log ¢ e—0 log €

siempre que el limite exista.

En [37] se aborda la idea intuitiva que sustenta la Definicion de dimensién fractal

en forma de limite.

Figura 1.1: Distintas iteraciones de la curva de Hilbert, considerada una curva
que tiene area. Imagen adaptada de FEncanto fractal: curvas que recubren el plano.

https://matemelga.wordpress.com /2018 /07 /25 /curvas-fractales-que-rellenan-el-plano/
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1.2. Dimension de Hausdorff

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto. Una funcién d : X x X — R es una métrica o

distancia sobre X si cumple con las siguientes condiciones, para cualesquiera x,y, z € X :

1. d(z,y) > 0.
2. d(z,y) =0siysolosiz=uy.
3. d(z,y) = d(y, z).
4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).
Al par (X, d) se le llama espacio métrico y al nimero d(x,y) se le llama distancia de x a

Y.

Definicién 1.2.2. Para un namero real p > 1, la p-norma de x = (21, -+ ,z,) € R" esta

definida por

llly = /w1l + Jaalr + - |l

Se sabe que estas normas son equivalentes entre si. En esta investigacion se consideraréa

el espacio euclidiano dotado de la norma 2 (p = 2).

En lo subsecuente, se mostrara la construccion de la dimension de Hausdorff. Se conoce
que esta dimension es equivalente a la fractal [37] y a su vez a la dimensiéon de conteo de
cajas, por lo que en lo sucesivo al mencionar el concepto de dimension fractal haremos
referencia a la dimension de Hausdorff. Referimos al lector a la tesis [37] para un estudio

detallado de las equivalencias mencionadas.

Definicién 1.2.3. Sean X = R" con la métrica usual d y U C X no vacio. El didmetro

de U se denota por |U| y se define como
|U| = sup{d(z,y) : 7,y € U}.

Cuando U = 0 se considera |U| = 0.
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Definicién 1.2.4. Sean (X, 7) un espacio topologico, K un subconjunto de X. Una

familia U = {U, : o € I} es una cubierta de K, si K C |J,¢; Ua.

Definicion 1.2.5. Sean 6 € Ry E C R” tal que § > 0. Una coleccion {U;};en de
subconjuntos de R™ es un d-recubrimiento de E, si {U, }ien es una cubierta de E'y |U;| <

para todo 7 € N.

Definiciéon 1.2.6. Sea X un conjunto. Se denota por 2% a la coleccién de subconjuntos

X.

Definicion 1.2.7. Sean X = R" con la métrica usual d, s € [0,00] y 6 > 0. Sea F C X,

se define Hj : 28" — [0, 00|, como

Hj;(E) = inf {Z |Un|® : {Uy }nen €s un d-recubrimiento de E} .

Se sabe que Hj es una medida exterior.

Definicién 1.2.8. Sea F C R" y s un ntimero no negativo, la medida s-dimensional de
Hausdorff de E es
H*(F) =lim Hj(F).

6—0

Proposicion 1.2.9. Sean ¢ € Rt y E C R™. Luego existe un tnico s € [0, o] tal que
y

oo, sioqe|0,s);
HY(E) q€10,s)
0, si q€(s,00).

Definicion 1.2.10. Sea E un subespacio de R". La dimension de Hausdorff de E, deno-

tada como dimy (E), se define como

dimpy(E) =sup{s : H*(F) = oo} = inf{s : H*(E) = 0}.

Los siguientes teoremas se conocen, sin embargo, los recordamos debido a su relevancia

en esta investigacion.




Preliminares sobre transformaciones que conservan la dimensién fractal )

Teorema 1.2.11. (Teorema del Valor Medio). Sean a,b € Rcona <b, f : [a,b] - R
una funciéon continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en (a,b). Luego existe al

menos algin punto ¢ € (a,b) tal que

Fb) = fla)

ey = =0

Teorema 1.2.12. (Teorema de Rolle). Sean a,b € R con a < b, f : [a,b] — R una
funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], diferenciable en (a,b) y f(a) = f(b). Luego

existe al menos algin punto ¢ € (a,b) tal que
7(0) =0,

Teorema 1.2.13. Sea f : R — R una funcién continua en R. Si para todo z € R se
cumple que f(z) > 0y lim, o+ f(x) = lim,_.o- f(z) = 0, entonces existe xy € R tal que

f(x) < f(xg), para todo = € R.

Teorema 1.2.14. (Teorema de Weierstrass). Sean a,b € Rcona <by f:[a,b] > R
una funcién continua en el intervalo cerrado y acotado [a,b], Luego existen dos puntos

x1, %2 € [a,b] tales que f(x;) < f(z) < f(xq), para cualquier x € [a, b].

1.3. Dimensién de Conteo de Cajas

El método de conteo de cajas para obtener la dimension fractal de una figura con-
siste en generalizar el proceso con el que se encuentra la longitud, el area y el volumen.
Considérese como punto de partida a un segmento de longitud 1, un cuadrado de area
1 y un cubo con volumen 1, estos objetos tienen dimension topoldgica igual a 1, 2 y 3,

respectivamente. A continuaciéon, dividase a cada uno de ellos en N partes iguales con

tamartio 6 (ver Figura [1.2)).




de Cajas

6 Dimensién de Conteo
Tamano d=1 d= 2 d=23
i=1 —

N=1
N=1 N — 1
—
_|_
Ay |
') _'\. _)
N=1
N =2=8
P
g=1 =
3
N 3
N=9 N = 27

Figura 1.2: Distintas divisiones de correspondientes a cada figura.

Obsérvese que se cumple la relacion

N-§ =1,

(1.3.1)

donde el exponente del valor § coincide con la dimensién del espacio en el que se encuentra

cada figura. Si se generaliza el proceso para cualquier dimension d y, ademas, se considera

a d como una variable dependiente de 9, por lo que es denotada por ds, entonces al

despejarla de la igualdad ([1.3.1)) se obtiene la formula:

ds = log(N)
log(3) ’

(1.3.2)

donde Nj es el nimero de “cajas” correspondientes al valor §. Algunos ejemplos del calculo

de ds a partir de la formula (|1.3.2)) se pueden observar en la Figura en donde en la

parte (1) se muestra una recta en la que

4 = log(3) _1
3 log(3)
en (2) aparece un cuadrado con
1
ay = 180 _ o
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y en (3) se tiene un segmento de la curva de Koch con

= los(d) _ o619
5o log(3)

d

m @ ©)]

Figura 1.3: Calculo del valor de ds para distintas figuras. (1) Recta con d 1= 1. (2) Cuadrado
con d% = 2. (3) Segmento de la curva de Koch con d% = 1.26.

Para calcular la dimension por el método de cajas de un conjunto acotado £ C R",
se encierra este por una caja, donde cada uno de sus lados tenga una longitud fija L.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que L = 1. Luego esta caja se divide en
subcajas, donde los lados de cada subcaja tengan una longitud d, y se cuentan las subcajas
que cubren a E. El menor nimero de subcajas que cubren a E se denota por Ns. A

continuacion, se realiza el cociente de logaritmos

g — log(N;)
=
log(5)

Este procedimiento se repite considerando subdivisiones més pequenas, es decir, para
valores de § progresivamente més pequenos. En consecuencia, la dimension se obtiene en

el limite lims_,o ds (siempre que exista), es decir,

dimp F = lim M. (1.3.3)
6=0 log(3)

Al valor dimp(E) se le conoce como la dimension de conteo de Cajas.
El método de conteo de cajas es un proceso infinito, realizarlo a mano carece de sentido,

sin embargo, es posible llevarlo a cabo s6lo para un ntimero finito de fases y luego efectuar

un ajuste lineal por el método de minimos cuadrados. Por ejemplo, para la curva de Koch,
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la Figura : (a) muestra que la curva esta cubierta por Ny = 8 cajas, donde § = 0.33.
(b) muestra que la curva esté cubierta por Ny = 20 cajas para 6 = 0.166. (c) muestra que
la curva esta cubierta por Ns = 40 cajas para 6 = 0.083. Estos datos se muestran en el
cuadro el cual muestra los resultados obtenidos de realizar manualmente el conteo

de cajas y los calculos de los cocientes de los logaritmos.

L {
e, Sl T
[~ ....r'a.,E oo | ;
B = e R
5 ™ o :
Y 4 .“’
(a) (b) (c)

Figura 1.4: Distintos recubrimientos de la curva de Koch.

Fila. 6 Ny ; log(5) log(Ns) log(Ns)/log(s)
1 05 4 2 1 2 2

2 033 8 3 1.584962 3 1.892789
30166 20 6 2584962 4.321928  1.671950
40083 40 12 3.584962 5.321928  1.484514

Cuadro 1.3.1: Datos obtenidos por medio de recubrimientos realizados a mano.

Los datos & = log(Ns) y g = log(%), para cada valor que toman Nj y  en estas cuatro
filas, son graficados en la Figura[I.5] como una serie de puntos que, al ajustarlos mediante
el procedimiento de minimos cuadrados, se obtiene una linea recta cuya ecuaciéon esta
dada por y = 0.7752% — 0.6492. Observe que esta recta tiene la propiedad de que su

pendiente es una aproximacion de la dimension de conteo de cajas, pues,

log(N. 0.7752% — 0.6492
dimp = lim 08(Ns) 1 * — 0.7752.

5—0 log(%) £—00 T
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Por lo tanto, podemos concluir que la dimensién de conteo de cajas de la curva de

Koch es el valor fraccionario dimpg =~ 0.7752.

FLE

log(N(d))

T T T T T T T T
20 25 3c 8 4 45 50 55

log(1/4)

Figura 1.5: Grafico de relacion entre log(1/d) contra log(N(9)).

En [37] se puede encontrar una demostracion de que el método de conteo de cajas
es equivalente a la dimension de Hausdorff y se muestra que este proceso conduce a la

obtencién de la dimension fractal.

1.4. Transformaciones bi-Lipschitz

Como se mencioné en la introduccion, en el contexto de la bisqueda de condiciones
para que una transformaciéon no altere la dimension fractal de una imagen se encuentra
la clase de funciones bi-Lispchitz, por lo que en esta seccién mostraremos este concepto

7

algunos resultados ligados a él.

Definiciéon 1.4.1. Sean F CR"y f: EF — R™ una funcion.
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» Se dice que f es Lipschitziana sobre E, si existe A € R con A > 0 tal que

1/ () = FW)Il < Allz =y,

para cualesquiera x,y € E y la respectiva norma euclidiana o alguna equivalente a

ella.

= Se dice que f es una transformacion bi-Lipschitz sobre E, si existen A\, Ay € R con

0 < A < Ay < oo tales que

Az =yl <N @) = fFWI < Al =y, (1.4.1)

para cualesquiera z,y € E.

El Teoremall.4.2) muestra algunas condiciones para que una funcion real sea Lipchitzia-

na sobre intervalos arbitrarios [7].

Teorema 1.4.2. Sean [ un intervalo de Ry f : I — R una funcién continua en I,
derivable en el interior de I y tal que su derivada es acotada. Entonces f es Lipchitziana

en [.

Proposicion 1.4.3. La dimension de Hausdorff tiene las siguientes propiedades ([20]):

I) Si f:E — R™ es Lipschitziana, entonces dimg(f(E)) < dimg(F).
IT) Sif:E — R™ esuna transformacion bi-Lipschitz, entonces dimy (f(E)) = dimgy(E).

1.5. Transformaciones DP

Se conoce que las transformaciones que preservan la dimension fractal, brevemente
llamadas DP (por las siglas en inglés de dimension preserving), forman una clase mas
grande que las funciones bi-Lipschitz. En esta seccion se muestran algunos resultados

alrededor de ellas.
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Definicién 1.5.1. Una transformacion f de R™ en R™ se dice que preserva la dimension
fractal en un conjunto L C R", si para cualquier subconjunto £ C L se cumple la siguiente
condicion

En este caso, f se llama una transformacion DP sobre R". Sea G, la familia de todas
las transformaciones de L que preservan la dimensién fractal en L. Es bien sabido que
cualquier transformacion bi-Lipschitz pertenece a este grupo (|26]). Si L C M, se sigue
que Gy C Gp. También esta claro que si f es una transformacion DP, entonces para

cualquier subconjunto E y para cualquier s # dimy E tenemos que

H*(E) =0siysolosi H(f(F)) = 0;
H*(FE) = 00 siy solosi H*(f(E)) = oc.
Los resultados y son los principales del articulo [I] y proporcionan el sustento

teorico de esta investigacion, por esta razon, son fundamentales en el Capitulo [2| de la

presente tesis.

Lema 1.5.2. Si f: R™ — R" es una transformacién bi-Lipschitz, entonces es una trans-

formacién DP.

Teorema 1.5.3. Sea f : R” — R” una funciéon. Si existe una descomposiciéon numerable
de R" = U;G;, v existen constantes positivas )\gi) y /\gi) tales que para todos los puntos

x € G;, y € G; y sus imagenes f(x), f(y), se tiene que

ANz =yl < 1F (@) = F) < Az =y,

entonces la transformacion f es una transformacion DP.
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Transformaciones DP




Capitulo 2

Preservacion de la dimensiéon fractal bajo

transformaciones y filtros de Gabor

El objetivo general de esta tesis es el proporcionar una metodologia que utilice la
dimension fractal como una etapa clasificatoria en el reconocimiento biométrico, sin em-
bargo, basados en una investigaciéon bibliogréfica realizada previamente a esta tesis, se
observo que no existe un andlisis sobre la preservaciéon de la dimension fractal al some-
ter a una imagen a diversas transformaciones y filtrados, en particular, a los propuestos
en esta investigacion. Por lo que los resultados, ejemplos y contraejemplos que aparecen
en este capitulo son aportaciones originales de esta tesis y se encuentran en proceso de

publicacion en el articulo [38].

13
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2.1. Transformaciones reflexién, rotacién y normaliza-

cion

Para entrenar la red neuronal se crearan 49 nuevas imagenes a partir de una origi-
nal. La técnica de data augmentation que se propone, utilizaré reflexiones, rotaciones,
acercamientos y alejamientos, ademas de ciertas combinaciones entre ellas. Los siguientes
teoremas muestran que las reflexiones preservan la dimension, en el primero se considera

la reflexion sobre el eje central vertical (ver Figura[2.1)) y en el segundo sobre el horizontal

(ver Figura[2.2).

Teorema 2.1.1. Sean a,b € R tales que a,b > 0y T : [0, a] x [0, b] — R? la transformacion

reflexion sobre el eje vertical definida como T'(x,y) = (a — x,y).T es una transformacion

DP.

Demostracion. Noétese que

1T (z1,91) — T(w2,92)|| = [[(@ = 21,91) — (@ — 22, 90) |

= (=1 + 22,51 — 1)l

= —x1 4 22)% + (11 — ¥2)?

:\/351—552 y1—yz)

= [[(z1,91) — (22, 92) |-

Para cualesquiera A\ < 1y Ay > 1, se cumple que

All(@r,91) = (2, 92) || < 1T (21, 490) = T2, y2) | < Aall(1, 91) = (22, 92,

resulta que T' es bi-Lipschitz, y por el Lema[1.5.2] T" es DP. [ |
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Figura 2.1: Reflexion de una imagen sobre el eje central vertical.

El teorema siguiente se demuestra de manera analoga al Teorema [2.1.1]

Teorema 2.1.2. Sean a,b € R talesque a,b > 0y T : [0,a] x [0, b] — R? la transformacion

reflexion sobre el eje horizontal definida como T'(z,y) = (z,b — y) es una transformacion

DP.

Figura 2.2: Reflexion de una imagen sobre el eje central horizontal.

Luego, a través del siguiente resultado, se demuestra que las rotaciones en cualquier

angulo preservan la dimension.

Teorema 2.1.3. Sea 0 € [0,27]. Se define la transformacion rotacion Ty : R? — R?, en

el angulo 0, como Ty(z,y) = (x},yy), con

xy = x cos(f) — ysen(6),

vy = xsen(d) + y cos(h).

El operador Ty es una transformacion DP.
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Demostracion. Se sigue de

Ty (1, 91) — To(a, yo) |I”

= || (21 cos() — yrsen(0), z1sen(6) + y1 cos(0))

— (w2 cos(0) — yasen(d), zasen(6) + ya cos(0)) |

= || ((z1 = 22) cos(0) + (y2 — yr)sen(0), (x1 — z2)sen(f) + (y1 — y2) cos(0))
= (21 — @) cos*(0) + 2(z1 — x2)(y2 — y1) cos(@)sen(0) + (y2 — y1)*sen’(0)

Zsen’(0) + 2(x1 — @) (y1 — yo)sen() cos(8) + (y1 — y2)* cos®(0)

)
)
= (21— 22)? cos*(0) + 2(x1 — x2)(y2 — y1) cos(@)sen(0) + (y2 — y1)*sen*(0)
)
)

+

(21— 29

+ (21 — ) %sen?(0) — 2(z1 — ) (y2 — y1)sen () cos(6) + (y1 — yo)* cos?(0)

= (z1 —22)* + (1 — 12)°

= |[(x1,91) — ($2792)H2~

Con lo que se tiene que ||Ty(x1, y1) — To(z2, y2)|| = ||(z1, 1) — (22, y2)||. Nuevamente, para

cualesquiera A\; < 1y Ay > 1, se cumple que

Al[(@1, 1) = (o, ) || < N To(z1, 1) — To(@2, y2) || < Xoll(21, 41) — (w2, 92)],

por tanto Ty es bi-Lipschitz, y por el Lema [1.5.2] T es DP. [ |

Los acercamientos (zoom in) y los alejamientos (zoom out) también preservan la di-

mension, esto se observa en el Teorema [2.1.5]

Definicion 2.1.4. Sea o € (0,00) fijo. Se define la transformacion T, : R*> — R? como

To(z,y) = a(z,y):

= Si a < 1, se le conoce como transformacion acercamiento.
= Si > 1, es llamada transformacion alejamiento.

» a =1, se le conoce como la identidad en R2.
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Teorema 2.1.5. La transformaciéon 7T, es una transformaciéon DP para cualquier a €

(0, 00).

Demostracion. Se tiene que

1T (21, y2) — Ta(w2,92)|| = ||a(z1, y1) — alw2, y2)||

= al/(x1, 1) — (2, 92)]

Como || Ty (1, Y1) — Talw2, y2)|| = al[(z1,y1) — (22, 12)||. Para Ay = § y Ay = 2a, se cumple

que
All(z1,91) = (w2, y2) | < T (21, 910) — T2, y2)ll < Aell(@r, 91) — (22, 92),
por tanto T es bi-Lipschitz, y por el Lema T es DP. |

Al preservar la dimension las transformaciones de los Teoremas [2.1.1] 2.1.2] 2.1.3] y

2.1.5| cualquier combinacion de ellas también la preservara.

Ahora, el proceso de reconocimiento inicia con la normalizacion de la imagen del iris
capturado, especificamente, el disco extraido se mapea en una forma rectangular (véase
la Figura [2.3)). El Teorema m afirma que esta transformacion preserva la dimension

fractal de la imagen original.

Figura 2.3: Normalizaciéon de la imagen del iris.

Definicion 2.1.6. Sean (xg,yo) el centro de la pupila del ojo, 7, el valor del radio

interior del iris y r.,; el radio exterior. Se define la normalizaciéon de la imagen como
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la transformacion T : [Fing, Text] X [0, 27] — R? definida como T'(r,8) = (z(r,0),y(r,0)),

donde

ZL‘(T, 9) =29+ (rext - T(Text - Tint)) COS(Q)a

y(?“, 0) =Y + (Text - r(/rel‘t - T’int)) Sen(e)'

Teorema 2.1.7. La transformacion definida en [2.1.6] es una transformacion DP.

Demostracion. Dividase el rectangulo [rine, Tert] X [0, 27] como

{[7int, Text) X [0, 7]} U {[Fing, Tewt] X [, 27]}.

Se demostrara que T es bi-Lipschitz en [, Text] X [0, 7], es decir que existen constantes

positivas A1 y Ay tales que:
Adll(r1, 01) = (re, 62)[| < ||T(r1, 01) — T(re, 02)[] < Aofl(r1,01) — (r2,602)]].
Esto es equivalente a probar que
A1, 61) = (r2, 02)[17 < T (1, 600) = T(r2, 02) [ < A[(r1,61) — (r2, 62) 7. (2.1.1)
Desarrollando cada uno de los términos se tiene que

A||(r1,61) = (r2,62)||* = AT (r1 — r2)? + A1(61 — 6)?,
||T<7"1, 91) - T(T2; 92)”2 = (T’ezt - T’mt)2<7”1 — 7’2)2
+ 2[Text — T1(Text — Tint)][Text — T2(Teat — Tint)][1 — cos(01 — 09)],

Ml[(ry,01) = (ra, 02) 1> = A3 (1 — 72)* + A3 (61 — 62)°.

Primero, se demostrara que existe Ay que satisface la desigualdad del lado derecho de

(2.1.1). Antes, se probara que para cada = € R, se tiene que

1 —cos(z) < 22 (2.1.2)
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En efecto, demostrar la desigualdad (2.1.2)) es equivalente a demostrar que z? — 1 +

cos(z) > 0. Definase G(z) = 2% — 1 + cos(x). Se tiene que

G'(z) = 2z — sen(x),

G"(x) =2 — cos(z).

Obsérvese que la raiz de G'(x) es « = 0. Evaluando z = 0 en G”(x) resulta que
G"(0) =1 > 0y por el criterio de la segunda derivada G(z) tiene un punto minimo en

xz = 0. Dado que G(0) = 0. Se concluye que G(z) > 0.
Considerando = = 01 — 6, en la desigualdad (2.1.2) se tiene que

(Tewt = Tint) (11 — 12) + 2[Tewt — T1(Tewt — Tint)][Tewt — T2(Teat — Tint)][1 — cos(6 — 05)]

S (rext - rint)2<r1 - T2>2 + Q[Tint + (&1 (rext - Tz'nt)] [rint + T2(rezt - rint)](gl - 02)2~

(2.1.3)
Como 11,79 € [Tint, Text], S€ sigue que:
Q[Tezt — " (Te:rt - rint)] [remt - T2<rext - rint)] S z[rezvt - 7,int(remt - rint)]za
esto implica que
(Text - Tint)Q(Tl - T2)2 + 2[T€$t — T (Tezt - rint)] [rext - T2<Tezt - Tint)](el - 02)2
S (Te:rt - rint)2<r1 - 7’2)2 + 2[rext + 7’int(rext - Tint)]2(91 - 92)2- (214)

Obsérvese que (Tint + Tewt)? Y 2[Text — Tint(Tewt — Tint)]? son constantes positivas. Ahora,

fijese Ay = max{rin + rext, \/ﬁ[rm — Pint (Tewt — Tint)| }- Asi por (2.1.3)) y (2.1.4)), se concluye

que:

[T (ry,01) — T(re, )| < A3(r1 — 12)* + A3(61 — 62)°.

Ahora, se estableceré que existe A\; tal que satisface la desigualdad del lado izquierdo

de (2.1.1). Dado que 71,79 € [Ting, Text], S€ sigue que

2[rezt - Text(rext - Tint)]z S 2[Temt — T (Temt - Tz’nt)] [Temt — T2 (remt - Tint)]a
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esto implica que

(Text - Tint)2<rl - T2)2 + Q[Text - rewt(remt - rint)]Q(el - 02)2
S (Temt - Tint>2(rl - T2>2 + 2[T6mt — 7N (Te:pt - Tint)] [Text — T (Text - Tz'nt)](el - 02)2-

(2.1.5)

Esto es, A\; debe cumplir que

)\%<T1 - r?)z + )\%<61 - 92)2 S (reazt - 7’int)2<rl - 702)2

+ 2[rext - rezt(rezt - rint)]2[1 - COS(Ql - 92)]

Si A1 < (Tewt — Ting)?, entonces Ay (ry —12)? < (Pegt — Tint) 2 (11 — r2)%. Resta determinar

el valor de A\; que satisfaga
)\%(91 - 92)2 S Q[Teazt - 7aea:t(rea:t - Tint)]Q [1 - COS<01 - 92)]2 )

esto es equivalente a

51— cos(6; — 02)
(61 — 02)?

/\% S Q[Text - rezt(rezt - rint)]

Dado que
1 — cos(6; — 6)
(61 — 02)

alcanza su valor minimo en —7 y 7. Se tiene que

51 — cos(—m)
2

[Text - Text(rext - Tint)]Q

=4 5

)\% S Q[Temt — Text (rext - rint))]

™ s

Nuevamente, debido a que

(Text — Tint ) 2

[Text — Text (Text - Tint)]Q

2

4

son constantes positivas, se puede tomar

) 2
)\1 = max {rext — Tint, ;‘rext — Text (rezt - rint)’} .
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Luego por (2.1.3)) y (2.1.4), se concluye que

AL(r1 = 12)* + A3(61 — 62)° < ||T(r1,61) — T(r2,62)]]*.

Asi, T es bi-Lipchitz en [0, 7]. Analogamente se demuestra que es bi-Lipchitz en [, 27].

Por lo tanto, T es DP, como consecuencia del Teorema [1.5.3 |

2.2. Filtros de Gabor y su preservacion de la dimensiéon

Estas funciones fueron propuestas por Gabor en 1946 (|2I]) para tratar las senales
unidimensionales como un método para descomponer una senal en grupos de informacion,
para su posterior codificacién o tratamiento. Mas recientemente, este tipo de funciones
fueron introducidas en el campo de la vision por Marcelja ([34]) en el caso unidimensional
y Daugman ([10]) en el bidimensional, en particular, se han tratado los campos receptivos
de células en el cortex visual ([25], [41]), donde un campo receptivo es aquella zona en la

que una neurona del sistema visual es sensible.

Formalmente, una funcién de Gabor compleja G : R? — C es el producto de una sefial

sinusoidal y una gaussiana, y se define como

G(z,y) = s(z, y)w,(z,y), (2.2.1)

donde s(z,y) es una funcion trigonométrica compleja, denominada “sinusoide” o “portado-
ra’, y w,(x,y) es una gaussiana, también llamada “envolvente”. A continuacion se detalla
cada una de estas componentes, asi como se exhiben algunas de sus respectivas propieda-
des para el caso bidimensional, debido a su posterior aplicacion en las imégenes del iris

del ojo.

El primer factor que compone la funcién de Gabor, segun [25], se denomina como la
funcion sinusoide compleja v es la funcion s : R? — C definida de la forma

S(l’,y) _ ei(27r(u0x+v0y)+P)

Y
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donde (ug,v9) y P son la frecuencia y la fase de la sinusoide, respectivamente.

Por otro lado, la envolvente gaussiana es la funcion w, : R? — R definida como:

w,(z,y) = Ke @ @a0i+w-w0)})

donde (zg, o) son las coordenadas del méaximo de la funcion, a y b son parametros de
escala de la gaussiana, K es un factor de escala y el subindice r denota una operacion de

rotacion definida como:
(x — 20)r = (¥ — @0) cos(0) + (y — yo) sen(0),
(¥ — vo)r = —(x — o) sen(0) + (y — o) cos(0),

donde 6 es el dngulo de la rotacion, que también es un parametro que caracteriza a la

funcion.

En sintesis, la funcion de Gabor se define por los siguientes parametros:

s Para la sinusoide:

1. (up,vp): Frecuencia.

2. P : Fase.
= Para la envolvente gaussiana:

1. K: Escala de su magnitud.
2. (a,b): Escala de los dos ejes.
3. 0: Angulo de rotacion.

4. (xo,y0): Coordenadas del maximo.

Por esta razon, la expresion de la funcion de Gabor G : R? — C es

G(x,y) = K e~ m(@*(z=20)740%(y=40)7)) (27 (woz-+voy) +P) (2.2.2)
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Ya que se puede considerar a la sinusoide como dos funciones reales situadas en la

parte real e imaginaria de una funciéon compleja, de la siguiente forma:
Re(s(z,y)) = cos (2m(uox + voy) + P),
Im(s(x,y)) = sen (27 (ugx + voy) + P),

esto es, se puede considerar a la funcion de Gabor como una funcién con dominio y

codominio en R?, en esta investigacion se considera a la funciéon de Gabor como en la

Definicion 2211

Definiciéon 2.2.1. La funcién de Gabor bidimensional es la funcién G : R? — R2 definida

G(l’, y) = (Gl(x> '3/), Gg(l', y)),

donde las funciones G, G5 : R? — R, estan dadas por

Gi(z,y) = Ke ™M@ @20+ W=v0)?) cog(2rr (ugz: + voy) + P)

Las funciones G| y G5 se encuentran desfasadas 90° como se muestra en la Figura

Figura 2.4: Partes real e imaginaria de una funcién de Gabor compleja en el dominio
espacial; 128 x 128 pixeles; parametros: zo = yo = 0, a = 1/50 pixeles, b = 1/40 pixeles,
0 = —45°, P =0°.
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Debido a que la aplicaciones principales de la funciéon de Gabor es extraer la infor-
macion relevante de imagenes, también se le denomina filtro. Ademés, al ser dependiente
de los valores de sus parametros, es comtun hablar de familias de filtros o simplemente

denominarlos como filtros de Gabor.

2.2.1. Filtro de Gabor que no preserva la dimensién

Ejemplo 2.2.2. De manera experimental, se descubrié que las funciones de Gabor, en
general, no conservan la dimensién fractal, para demostrarlo, se aplicaron dos filtros a
una misma imagen, en la Figura muestran los resultados a través de tres iméagenes:
la primera es la original y la segunda y tercera son imagenes resultantes de aplicar los
filtrados. Para obtener la segunda imagen se aplicé un filtro Gabor con los siguientes

parametros:

8v/2m’
= =0,
. U = cos(17(r)/4)7
.y = sen§70r/4)’
= P=0.5

La tercera fue generada por un filtro con los siguientes parametros:

= (20,%0) = (0,0),
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» ug = cos(m/4),

= vy = sen(w/4),

s P=0.

A la imagen original se le calcul6 la dimension mediante el método de conteo de cajas
y se obtuvo un valor de 1.943. Con el mismo proceso se determiné que la dimension de
la segunda es igual, en este caso el filtro Gabor mantuvo la dimensién, sin embargo, la
tercera imagen tiene una dimension de 1.915, es decir, este tltimo filtrado no preservoé la

dimension.

DL,

Figura 2.5: Comparacion de dos filtros Gabor distintos. Superior: imagen original. Centro:
figura obtenida al aplicar el primer filtro a la imagen original. Inferior: imagen obtenida
aplicando el segundo filtro a la imagen original. La dimension fractal de estas iméagenes

es 1.943, 1.943 y 1.915, respectivamente.

Como consecuencia, se plantea como objetivo de esta tesis la busqueda de las con-
diciones bajo las cuales los filtros de Gabor preserven la dimension. La cual inicia en la

siguiente seccion.
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2.3. Preservacion de la dimensién bajo funciones cam-

pana de Gauss

Como se mencion6 en la Seccion 2.2] los filtros de Gabor son producto de una gaussiana
por una sinusoidal. En este estudio se inicia el analisis por separado de cada componente,
esto debido a que se observd que, para determinar las condiciones bajo las cuales los
filtrados preserven la dimension, se requerian de diversos resultados previos relacionados
con cada una de ellas. Por esta razon, se comienza el estudio de casos particulares de cada
una, se partird de las funciones campana debido a su fuerte relacién con la gaussiana.

Los resultados [2.3.2], 2.3.3], 2.3.5] 2.3.6], 2.3.8, 2.3.9] 2.3.15] y [2.3.16] de esta seccién son

aportaciones originales de esta tesis y se pueden consultar en el articulo [38§].

Definicion 2.3.1. La funciéon campana de Gauss se define como

_(@-w?

fla) = ke

donde k, 11 y o son constantes reales (o > —1). El parametro k es el valor del punto mas

alto de la campana, p es la posicion del centro de la campana y o controla el ancho de la

campana (Figura [2.6)).

Figura 2.6: Funciéon campana de Gauss o gaussiana con k=1, 0 =1y pu=3.

La siguiente proposicion sera utilizada en resultados posteriores.
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(@=p)?
Proposicion 2.3.2. Si f : R — R estd dada por f(z) = |ze” 27|, entonces existe
zo € R tal que f(z) < f(z0), para todo z € R.
Demostracion. Dado que
lim, o+ 00
) @=p)? T 5o’
lim, o+ € 202
se sigue de la regla de 'Hopital que
, . x . 1
lim f(x) = lim W = lim W =0

T—o00™T r—oo™T

z—oot T oD

20
o2

e 202
De igual manera se muestra que lim, ,..- f(x) = 0. Por la continuidad de f en R y el

Teorema [1.2.13] existe 2y € R tal que f(z) < f(xg), para todo = € R. [ |

En el siguiente resultado se establece que la funciéon campana de Gauss es bi-Lipschitz

sobre los compactos que no contengan al parametro u.

Proposicion 2.3.3. Sea f : R — R una funciéon campana de Gauss definida por f(z) =

(@=p)®
ke 37 . Entonces f es Lipschitziana en R. Ademas, f es bi-Lipschitz en cada intervalo

compacto [a,b] que no contenga a .

Demostracion. Notese que

f’(x):—Te 202 . (2.3.1)
De este modo
kr _@-w? kp _@-—w?
y _@=w?
) < |—e 202 —e 20
7@l < |5 -
k _e=w? kpl| _@-mw?
=|=||re 2% |+ |=||e 202
o2 o2
L. . _(a—p)? _ (zg—w)?
Por la Proposicion [2.3.2) existe xy € R tal que |ze” 222 | < |xpe” 202 |, para todo
, G . , _ (zg—w)?
r € R. Ademaés, e” 207 < 1, con x € R. Témese L = max ¢ |xge 202 |,1 ¢, entonces
k ku
/
|f(z)] < ’; L+ ’; L,
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para todo x € R. El Teorema implica que f es Lipschitziana en R.

Sea [a,b] C R tal que p ¢ [a, b], sin pérdida de generalidad suponga que p < a. Debido
a la continuidad de f’ en [a,b], por el Teorema de Weierstrass [1.2.14] existe zo € [a, D]
tal que f'(z9) > f'(x), para todo = € [a,b]. De (2.3.1)), se sigue que f'(x) < 0, para todo

x > pu, esto implica que f'(zq) < 0.

Sean \; = |f'(zo)| y x,y € [a,b] con x # y. Por el Teorema del Valor Medio |1.2.11],

existe ¢,y € (a,b) tal que % = f'(cyy). Entonces
J@y) = f(=) < f'(z0) <0,
y—z
y asi
LOETCIEPN
y—x

Por lo tanto, |f(y) — f(x)| > A\|y — x| para todo x,y € [a,b] . En la Proposicion se

probo6 que f es Lipschitziana sobre R. Entonces, f es bi-Lipschitz en [a, b]. |

Observacion 2.3.4. La Proposicion [2.3.3] establece que las funciones campana son bi-
Lipschitz sobre los intervalos compactos siempre y cuando no contengan a p. Sin embargo,
sobre el resto, es decir, sobre los intervalos I que contienen a pu, las funciones campana
de Gauss resultan no ser bi-Lipschitz. En efecto, suponga que f es bi-Lipschitz en R,

entonces existe A\; > 0 tal que

_(e=p)? _ w—w?
e 202 — e @ 202

Mz —y| < |k|

Y

para todo z,y € R. Considere x arbitrario fijo y y — x, con lo que se tiene que

A < RIS ()]

k(z — (z—)?
" ‘_(’I—Q“)ezﬁ _
ag

Ahora, con x = pu se tiene que A\; = 0, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, las

funciones campana no son bi-Lipschitz en intervalos que contienen a pu.
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Hasta ahora, se tiene que las funciones campana de Gauss no son bi-Lipschitz, sin
embargo, preservan la dimension fractal como lo establece el Teorema [2.3.5] Esto com-
prueba la afirmacion dada por Alberverio, Pratsiovytyi y Torbin en [I] de que la clase de

funciones DP no se restringe s6lo a las bi-Lipschitz.

Teorema 2.3.5. La funcion Campana de Gauss es una funciéon DP en R.

Demostracion. Considérese un intervalo compacto [a, b] tal que p € (a,b). Témese ny,ny €

Ntalquea<,u—n%y,u+nl2<b. Entonces

o0 1 o0 1 1
R=(Ula—k—-1a—k)U - —|ulU|p———p——| U
<k:0[a ¢ ]> [a,u nl] (kO [N n et n ~|—k+1]) {u)

(2.3.2)

o) 1 1 1 0o
_ _— —,b ( b+ k, 0+ k 1).
U(kgo[u—i_ng—i—k:—l—lM+n2+k1)u{u+n2 ]U kL:JO[+ +E+1]

(2.3.3)

Por la Proposicion [2.3.3 f es bi-Lipschitz en cada intervalo compacto que no contenga a
p dado en (2.3.2)) y (2.3.3)). Sobre el conjunto {u} la funcién f es bi-Lipschitz debido a

que con cualquier valor A > 0 la condiciéon se cumple. Por lo tanto y por el Teorema |1.5.3]

f es DP en R. [ |

La idea de la prueba del Teorema[2.3.5] fue descomponer el conjunto R como una unién
de intervalos compactos donde la funciéon campana de Gauss es bi-Lipschitz en cada uno
de ellos. Esto requeria que la derivada de f fuera distinta de cero, por lo que se evito
el punto p de estos intervalos debido a la Observacion [2.3.4 De la misma forma, para
comprobar que el producto de una campana Gaussiana con otra funcién es bi-Lipschitz

en un intervalo compacto es necesario evitar los ceros de la derivada del producto.

Teorema 2.3.6. Sean f : R — R una funciéon campana de Gauss, g : R — R una
funcion diferenciable, cuya derivada es continua, y [a,b] C R un intervalo no degenerado.

Entonces, fg no es bi-Lipschitz en |[a, b] si y solo si existe x € [a, b] tal que

_ ¢(x)d?

g9(z)

+p oo glx)=g(z)=0.
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Demostracion. Para cada x € [a,b],

_(e-p)?

1@ = (~E 5 g + g 0) ) ke

Se sigue que,

(fg)'(x) =0 siysolosi — (xa_zﬂ)g(x) +4¢'(x)=0 (2.3.4)
siysolosi z= g’g(zcx)(;? +upor g(z)=4(x)=0, (2.3.5)

para todo = € [a,b]. Supongamos que existe x € [a,b] tal que x = % +uog(x) =

g’ () =0,y fg es bi-Lipschitz en [a, b]. Entonces (fg)'(z) = 0y existe A > 0 para el cual

Ay — sl < |f(y)g(y) — f(s)g(s)],

para todos los s,y € [a,b]. Astumase, sin pérdida de generalidad, que x € (a,b). De este

modo,
) < 1im | L W) — f@)g()
< m y—z
=|(f9)'(2)]
- " @) 8 () 4 g ) T (2.3.6)
Como = = % + p o g(x) =g (x) =0, se sigue por (2.3.6) que A < 0. Esto es una

contradiccion, se concluye que, fg no es bi-Lipschitz en [a, b].

TR iy gx) # g'(x) o g'(x) # 0.

Entonces por (2.3.4), |(fg)'(x)| > 0, para todo = € [a,b].

Ahora, astimase que por cada = € [a,b], © #

Para probar que fg es bi-Lipschitz sobre [a,b], se seguird la idea de la prueba de la
Proposicion [2.3.3] Por la continuidad de |(fg)'|, existe zg € [a,b] tal que |(fg)'(z)] >
|(fg)'(z0)|, para todo = € [a,b]. Establezca Ay = |(fg) (xo)|. Asi Ay > 0. Témese x,y €
la,b] con x # y, por el Teorema del Valor Medio, existe ¢, € (a,b) tal que

fWgly) — f(x)g(x)
Yy—x

= (fg)/(cmy)'
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Entonces,

= |(fg)/(cxy)‘ > ’(fg)/(l’o)’ = AL

'ﬂwaw—fumw>
y—x

En consecuencia, | f(1)9(y) — f(2)g(x)| = Mily — .

Finalmente, de

k(x — @=w? _@=w?

Y @) = |- S ) 4 e
k @=w? k e u) (@=pw?
< (| [e s [+ 25| )rg< )+ ko )] [e 5.

se sigue, por la continuidad de g y ¢’ y por la Proposicion L que [(fg)'| esta acotado
en [a,b]. Entonces por el Teorema |1.4.2 existe Ay > 0 tal que

|f(W)a(y) — f(@)g(z)| < Aoly — ],

para todo x,y € [a,b]. En consecuencia, fg es bi-Lipschitz en [a, b]. [ |

Ejemplo 2.3.7. Sea f una funcién campana de Gauss con k =1, u =1y 0 = 2, y sea
g(x) = e~1=2) Entonces h = fg no es bi-Lipschitz en cada intervalo no degenerado I.

De hecho, cualquier punto = cumple la condicién del Teorema [2.3.6|

Teorema 2.3.8. Sean hy, hy : R — R funciones dadas por

_(e—p)?

hi(x) = ke™ 22 cos(az + f3)

—pu)?

ho(x) = ke~ 22 sen(ax + ).

Entonces hy y hs son funciones DP.

Demostracion. Sélo se demostrara que h; es una funciéon DP, para hs se sigue de forma

anéloga.

Definase g(z) = cos(ax + ). Sea

0_2

=< ‘:L':M o g(z)=dg(z)=
E—{ €R: o) 9(z) = g'(x) %-
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Obsérvese que hi(x) = 0 si y s6lo si cos(ax 4+ ) = 0 si y solo si z = % - g, n € Z.
Entonces, por el Teorema de Rolle y la equivalencia (|2 , E es un conjunto numerable

y se puede escribir de la siguiente manera:

_ - = = + 4 ot
E—{---:vg,x2,x1,x0,x1,x2,x3---}

donde
<y <T, <xy <axp<al <axf<al<
3 2 1 0 1 2 3 )
lim z} = oo
n—oo
y
lim z,, = —oo0.
n—oo

Tomese las sucesiones (cz.), (d,), (o), (das), (), (@8), (cts) ¥ (dF,) tales que

Loy <o < g < Cpop <Gy <dyy <dpy <dy g <o <y,
<<y < Cuo <oy <dyy <dyy<dyz <<y,
To < -or <oy < Gy < Gy < dgy <dgy <djg<---<af,
o< <oly <o, <ch<db<di,<dig<ooo<at,
Cri = Tpyrs Ay — Ty,

Coi — Ty, dg; = To,

cafi—>x0, dafi—m:f,

+ + gt
Coi = T dr —>mn+1

Entonces

R = (nLeJN{x;}) U (nLEJN (U [enip1s €)) Ulenas dny] U (U [d, 4o dy ZH})}) (2.3.7)

U (Ui’il[ca,m, C(IiD U [66,1, dag] U (U;.il[d(;,w 01+1]) U{zo} (2.3.8)
0 (Ul ) U s dfa] O (U0 df ) U (9 ) (239

U (nU [(U;.il[ci,i+17crti]) [nl’d 4] U ( [d:zadnz_i,_l])})- (2.3.10)
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Del Teorema , hq es bi-Lipschitz en cada subintervalo de (2.3.7)), (2.3.8)), (2.3.9)

v (2.3.10). Ademas, esta claro que hy es bi-Lipschitz en conjuntos singulares. Luego, por
el Teorema [1.5.3] h; es una transformacién DP en R. [ |

Teorema 2.3.9. Sea h : R — R una funcién dada por

(z—p)?

h(z) = ke™ 252 cos(az® + ).

Entonces h es una funcién DP.

Demostracion. Notese que

k(z — (—p)? (@=w)?
B ()| = ‘—%6_ 202 cos(az? + B) — 2axke” 20 sen(ax? + ﬁ)‘
k (@=w)? k (@=p)?
< || |xe” =7 |+ —'L; ¢ |+ |20k e 22
o o

(z—m)?

Esta claro que e 202" < 1, para todo z € R, y la Proposicién |2.3.2] implica la
(@=w)?
existencia de [; > 0 tal que ‘xe | < l1, para todo = € R. Entonces h’ esta acotado,

por el Teorema [1.4.2] existe Ay > 0 tal que

(h(y) — h(@)] < Aoly — ], (2.3.11)

para todo x,y € R. Resta por demostrar que h es Lipschitziana por abajo. Obsérvese que
h(z) = 0 si y solo si cos(az? + 3) = 0. Entonces x = + W — 2 son las raices de h.

Considérese solo las raices reales. Defina 12":1, por lo que el conjunto de raices de
h es

= = o ot ot F
{-~~x3,:c2,x1,:v1,x2,x3~~~}.

Sin pérdida de generalidad, tomese el intervalo [z}, 2", |]. Dado que h(z;}) = h(z, ;) =

0, por el Teorema de Rolle existe ¢} € (z;,},z;},) tal que W'(¢;}) = 0.

Tenemos que para cada intervalo [zt 2= 1] existe una raiz de h/. Considérese

— = T
{”'637027017617027037"'}
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como el conjunto de todas las raices de h'(x).

Como en todo par de raices consecutivas de h existe una raiz de h’, entonces se puede

considerar el siguiente conjunto

£ 4 At ot ot
{ X3 ,Cy, Ty ,C , X7 ,Cy, L] ,C , Ty ,Cy,Tg }

Obsérvese que

ni»ern no

R = {cg U(ar, cp)U(eq, 2 )Unty [(27 40, ¢ ) U (e, o )U (i), e U (e, iy ) Uy YUy .

Sobre cada conjunto unitario {x}, n =1,..., se obtiene que

My — 2] < |h(y) — bzl

n

para cualquier )\, lo mismo para cada {cX}. En caso de existir puntos como los menciona-
dos en el Teorema [2.3.6, serdn considerados dentro del proceso anterior como conjuntos
unitarios formados por cada punto, de esta manera, cualquier funcion es bi-Lipschitz sobre

ellos. En las demostraciones subsecuentes se tomaran de esta manera.

+

++1)- En primer paso se

Ahora, se probara que h es Lipschitziana por abajo en (¢, x
descartara el caso h(z) = h(y), para algunas z,y € (¢}, z;"), debido a que si existiera esta

igualdad se divide el intervalo en dos partes y se repite el mismo proceso siguiente.

+

Considérese una sucesion {c;;} de elementos en (¢}, z;\, ) tal que ¢;}; — ¢} Dividase

el intervalo en subintervalos de la forma
+ 4 o (A4 .+
(cns anrl) Ui:l(cn,i7 37n+1)-

., / . + +
La funcion |h/(z)| es creciente en (¢, z,7, ), por lo que en cada intervalo (c; ;, z,;, ) la
derivada alcanza su valor minimo en un extremo izquierdo ¢, ;. Por consiguiente, tomamos
)\i < |W'(¢;t;)|. Entonces h es Lipschitziana por abajo en (c;;i,:v;;l). Anélogamente se
demuestra para el resto de los subintervalos y se obtiene una descomposiciéon de R, donde

h es bi-Lipschitz y la conclusion se sigue del Teorema [1.5.3] |
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2.3.1. Filtros de Gabor en espacios euclidianos

Cuando se extienden los resultados de la subseccion previa a espacios R", se debe con-
siderar la derivada de una funcion G : R® — R™, n > 1, m > 2. Por ende, consideraremos

el operador diferencial, el cual es la extension natural del concepto de derivada.

Sea L(R",R™) el espacio de todas las transformaciones lineales de R" a R™. Para
T € L(R™",R™) la norma de T" se define como
1T = sup [|T[],.
[Jzfl2<1
Es claro que [|Tz||2 < ||T||||x||2, para todo € R™, més aun, si | Tz||s < A||z]|2, para todo

x € R™, entonces ||T|| < A.

Definicién 2.3.10. Sea E un conjunto abierto de R™. Una funcién G : £ — R™ se dice
que es diferenciable en x € F, si existe una transformacion lineal T}, : R — R™ tal que

G (@ + ) — G&) = Tohls

= 0.
h=0 172

La transformacion lineal T, que satisface la Definicion [2.3.10] si existe, es tnica. Esta
es llamada la diferencial de G en el punto = y es denotada por dG(z). Si G es diferenciable
en todo punto de E, entonces G se dice ser diferenciable en E, en este caso dG define un
operador de F a L(R™,R™). El mapeo dG es acotado si existe M > 0 tal que ||dG(z)]] <
M, para todo = € FE.

Teorema 2.3.11. Sean E un conjunto abierto de R" y G : E — R™ diferenciable. Si
existe un conjunto convexo A de E tal que dG es acotado en A por una constante positiva

M, entonces

1G(y) = G(2)]l2 < Mlly — ]2,

para toda x,y € A.

Demostracion. Sea x € A, dado que dG(z) es un operador lineal y, por hipotesis, acotado,

para € > 0, existe h € R”, tal que
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1y NG+ h) = G(z) — dG(z)(h)|
IAll—0 7]l

—0. (2.3.12)

Consideremos y un punto de tal forma que y — x esté en A, debido a que es convexo, y

tal que h = y — x, entonces y = = + h. Luego,

1G(y) = G(a)]]
_ ||H6y¥(; iHh) — G(z+ h) —dG(x)(h)||
NG +h) - G(!’?H— dG(z)(h)]
[dG () ()] "
[/

La igualdad (2.3.12)) es equivalente a: Dado € > 0, existe § > 0 tal que si ||h|| < §

entonces

|G(z +h) = G(z) = dG(x)(h)]]

< e. 2.3.13
Il (2:3.13)

Se descompone A en conjuntos R que satisfacen que, para cada par de puntos z,y € R",
|z —yl| < 6.

De aqui
|G + 1) = Gz) - dG@)(R)]| | [ldG(@)(B)]
[172] [172]]

donde M es la cota de dG(x), esto para cada par de elementos en R. Esto implica

<e+ M,

|G(z) — G)|
lz =yl
y se demuestra lo deseado. [

< M,

El Teorema[2.3.12 es el de la funcion inversa para funciones sobre espacios euclideanos,

en su formulaciéon considérese n € N.
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Teorema 2.3.12. (Teorema de la funcién inversa.) Sean F C R" un conjunto abierto
y G : E — R" una funcién de clase C'. Sea G(p) = q y supéngase que dG(p) es invertible.
Entonces existen conjuntos abiertos U y V de R" talesquepe U,q eV yG:U — V es
biyectiva. Ademés, si F': V — U es la inversa de G : U — V, entonces F' es una funciéon

de clase C' en V y dF (y) = (dG(x))™! para todos y € V y z € U con G(z) = y.

Teorema 2.3.13. Sea G : £ C R® — R” una funcién de la clase C' definida en un
conjunto abierto E C R™. Si p € E es tal que dG(p) es invertible, entonces hay una bola

abierta B con centro en p tal que G es bi-Lipschitz en B.

Demostracion. Sea p € FE tal que dG(p) es invertible. Sea ¢ = G(p), por el Teorema
2.3.12] existen conjuntos abiertos U y V de R™ tales que p e U, q € V, G : U — V es
biyectiva y la inversa I : V — U de G : U — V es una funcion de clase C' en V' y

dF(y) = (dG(z))™!, para todos y € V'y x € U con G(z) = y.

Considérese 7 > 0 tal que B(g,r) C V. Establézcase W = F(B(q, 3)), luego W C U
es un conjunto abierto, pues F': V — U es un homeomorfismo. Primero se muestra que
G es Lipschitz por abajo de W. La condicién de que F sea de clase C' en V implica
que dF : 'V — L(R™ /R") es una funciéon continua. Por lo tanto, por la compacidad de

B(q,r), hay yo € B(q,r) tal que ||[dF(y)|| < |dF (yo)||, para todo y € B(q,r). Notese que
0 < |(dG(P))7 | = l[dF ()|l < ||dF (yo)]|, es decir, ||dF (yo)|| > 0. Por el Teorema [2.3.11}

1E(y) = F@)l2 < 1dEo)lllly = o/ll2, (2.3.14)

para todo y,y" € B(q,r). Sear,s € W. Luego r,s € U y
I = slla = [|[F(G(r)) — F(G(s))]l2-

Dado que G es biyectiva, existen y,,y, € B(q, 5) tal que » = F(y,) y s = F(ys). Se sigue
que G(r) = G(F(yr)) = yr y G(s) = G(F(ys)) = ys esto implica que G(r), G(s) € B(q, 5),
y asi por ([2.3.14)),

I1F(G(r)) = F(G(s)ll2 < [|dF (o) [1G(r) = G(s)]l2-
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Como consecuencia,

1
farGo = 190~ GOl 2519

para todo r,s € W. Ahora, es claro que p = F(G(p)) = F(q) € F(B(q,5)) = W, de

I = sl

aqui que existe o > 0 tal que B(p,ro) € W. Dado que G es de clase C! en E, existe

zog € B(p,r2) tal que ||[dG(z)|| < [|dG(z0)]|, para todo x € B(p,rs). Asimismo, por el

Teorema [2.3.11],
1G () = G2 < [1dG (o) [l — ']z, (2.3.16)

para todo z, 2" € B(p,rs). Considérese B, = B(p, %), luego B, C Wy asi por (2.3.15) y
2310),

I = sll2

1
dF (o) || <N G(r) = G(s)]l2 < [|dG (o) ||| — 5|25

para todos 7, s € B,. Asi pues, G es bi-Lipschitz en B,,. [ |

Definicién 2.3.14. Sea G : R? — R? una funciéon cuyas derivadas parciales de primer
orden existen en todo R? y denote por G, Gy a sus componentes escalares. La matriz

jacobiana de G en un punto (z,y) € R? se define como:

%x’ %x,
JG(x,y) = ;’Gx( v) ;’Gy( 2 : (2.3.17)
T (y) G,y

Se sabe que si G : R? — R?, entonces la diferencial dG(z,y) puede representar me-

diante la matriz jacobiana JG(z,y); y dG(x,y) es invertible si y solo si det JG(z,y) # 0.

Ahora, considérese el filtro de Gabor (2.2.2) como

G(:E?y) = [Gl(l',y),G2<£L',y)],

con

G, (ZE, y> _ Ke—ﬂ(aZ(:v—:co)?»-l—bQ(y—yo)z) COS(?T((U,OZL’ + on) + P)

Gz, y) = Ke @ @20+ 5=v0)Dsen (27 (ugz: + voy) + P).
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Las derivadas parciales de GGy y G5 son

aaal (2, y) = —2mhe—T@ =m0+ -w0)?) Kcﬁ(x — %), cos(6)
Xz

— b (y — yo),.sen(Q)) cos(2m(uoz + voy) + P) + ugsen(2m (uoz + voy) + P)} ;
0G

Sor(a.y) = 9 ke (@3 (@—w0)2+b% (y—y0)?) [<a2(x — 20),sen(6)
Y

+ b6 (y — yo)» cos(@)) cos(2m(upx + voy) + P) + vosen (2w (uox + voy) + P)] :
%(% y) = —2mke (@ @0+ (4—y0)?) _<a2(x — 29)y cos(8)
ox L

— b2(y — yo)rsen(é’))sen(%r(uom + voy) + P) — ug cos(2m (upz + voy) + P)] :
0G,

Y L

+ b (y — yo)» cos(@))sen(27r(uox + voy) + P) — vg cos(2m (upz + voy) + P)] :
Por tanto, el determinante de la matriz jacobiana de G en un punto (z,y) € R? es

det JG(x,y) = 4nk?e2m(@* (@=20)i40 (=00)2) 42 [ygsen () — v cos()] (z — 20),

+ 42 k22 (@ =m0 i+ (=100 2 [0 cos(8) + vesen(8)] (y — yo)s-

Si se redefine los parametros

c1 = a? [ugsen(#) — vg cos(0)],
ca = b* [ug cos(0) + vesen(6)],
c3 = ¢1 cos(f) — cosen(h),

¢4 = c1sen(f) + ¢ cos(h),
entonces

det JG(z,y) =An2k2e 2@ @20t W=D e} (2 — 20), + (Y — yo)r]
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ci(x = xo)r + c2(y — yo)r = c1((x — o) cos() + (y — yo)sen(0))
+ c2((y — yo) cos(0) — (z — xo)sen(0))
= (c1 cos(f) — cosen())(z — xp)
+ (e1sen(0) 4 co cos(0))(y — yo)
= c3(x — wo) + ca(y — Yo)-
De este modo,
det JG(z,y) =0 < ca(y — o) = —c3(x — xp). (2.3.18)
Definase el conjunto
S ={(z,y) € R*: ca(y — o) = —cs(x — o)} (2.3.19)
El lugar geométrico de S es una linea cuando ¢4 # 0 o ¢3 # 0.

Proposicién 2.3.15. Se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Sia=0,b#0y ug # —votan(f), entonces ¢4 # 0.

(2) Sib=0,a# 0y vy # —ugtan(f), entonces c3 # 0.

(3) Sia#0,b6#0y vy # :I:uo\/azsenQ(G'Hb2 cos’(0) " entonces ¢4 # 0 0 ¢ # 0.

a? cos?(0)+b?sen?(0)

Demostracion. Solo se demostrara (1) y (3). Supongase que a = 0, b # 0, ug # —vo tan(0)
y ¢4 = 0. Entonces b?(ug cos(8) +vesen(#)) cos(d) = 0. Dado que tan(f) es un ntimero real,
se deduce que cos(f) # 0, por ello ugcos(f) + vesen(d) = 0 y asi ug = —vp tan(f) lo cual

es una contradiccion y en consecuencia ¢y # 0.

Ahora, supoéngase que a # 0, b # 0,

w £ u a’sen?(6) + b% cos?(¢
0 °\/ a2 cos?(h) + b2sen2(6)’

)
)
a?sen?(0) 4 b2 cos?(6)
w 7 _uo\/a2 cos?(6) + b2sen?(0) (23.21)

(2.3.20)

(2.3.22)
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y ¢4 = c3 = 0. Obsérvese que

(a’sen’(0) + b* cos®(0)) uo = (a® — b*)sen(f) cos(6) vy,
(a® cos®(0) + b*sen’(0)) vy = (a® — b*)sen(6) cos(8)uy.

Si (a® — b*)sen(f) cos(f) = 0, entonces vg = 0 = wuq contradice (2.3.20)). Es asi como
(a* — b*)sen(0) cos(#) # 0. Ademas, esta claro que ug # 0y vy # 0. Asi

(a’sen®(6) + b° cos®(6)) ? = (a” cos*(0) + b*sen’(6)) %.
0 0

De esto se desprende que

(a®sen?(0) + b? cos?(0))

2 __ .2
Yo = to (a2 cos?(0) + b2sen?(h))’
es decir,
_ (a%sen?(0) + b2 cos?(0))
o = to (a? cos?(0) + b*sen?(0))
0
_ (a%sen?(f) 4 b2 cos?(0))
Yo = o (a? cos?(0) + b%sen?(0))’
lo cual es una contradiccion y se concluye que ¢4 # 0 0 ¢3 # 0. |

Teorema 2.3.16. Sea G : R? — R? la transformacion del filtro Gabor. Si se cumple una

de las siguientes condiciones:

(1) a=0,b#0y uy # —vo tan(d);

(2) b=0,a# 0y vy # —ug tan(d);

a?sen?(0)+b2 cos? (0
<3) a 7& 0’ b 7& 0 Y Yo 7& :l:uo\/a2 COS2(((9)):b2sen2§9§;
entonces GG es una transformacion DP.

Demostracion. Con cualquiera de las hipotesis, se deduce de la Proposicion [2.3.15] que

2.3.19| es una recta. Supdéngase sin pérdida de generalidad que c3 # 0 y ¢4 # 0 y definase

8

Cy; = o
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Afirmacién 1. Hay una familia numerable B de bolas abiertas en R? tal que
R?\ S = UB

y para cada B € B, GG es bi-Lipschitz en B.

De (2.3.18)) y ([2.3.19) se tiene que det JG(z,y) # 0, para todo (z,y) € R*\ S. Témese

a > 0 y considérense los siguientes conjuntos
U ={(z,y) ER? 5w — o) +yo+a+n—1<y <cs(x —x0) + 90+ a+n},

o o
Uy, = cR?: — +y+ — <y < — + Yo + —
2, {(957 Z/) 05(SU 370) Yo Nl = Y= 05(13 xo) Yo n} )

a a
Vs, = ,y) € R?: — _ <y < ,
3, {(ac ) cs(x — o) + %o -~ < y < es(x—x0) + Yo - 1}

Uy ={(z,9) eR*:c5(x —xo) + o —a—n <y < cs(x—x0) +yo —a—n+ 1}

Que son bandas en R? paralelas a la linea S. Los conjuntos Wy, y W3, estan cerca de

S cuando n — o0o. Ademas,

2 _
R \S - <nLgJN\Ijl7n) Y (nLéJquz’n) Y (nLEJN\IJ&n) J (nLGJN\I,Alm) '

Para cada k = 1,2,3,4 vy n € N considérese {R?’”}jeN una familia numerable de

subconjuntos compactos de R? tal que ¥y, = ,UNR?". Sea k,n,j € N, para cada (z,y) €
J€

Rf’" existe segtin el Teorema [2.3.13| una bola abierta B, con centro en (z,y) tal que

By € R*\ Sy G es bi-Lipschitz en By, ). La familia {B(,,) : (z,y) € Rf"} es una

cubierta abierta de Rf" Por la compacidad de R;-“’", existe un subconjunto finito M f’”

de Rf’n tal que Rf’n Q U N B(a:,y)- Definase
(zy)eM"

B?’n = {B(QC,y) : (x,y) < M]k’n}.

4
Entonces B := kUI [ UN (.UNB?’”)} es una familia numerable de bolas abiertas tal que
= ne JE

R?\ S =UB y por cada B € B, G es bi-Lipschitz en B.
Afirmacion 2. Existe una familia numerable V' de subconjuntos de S tal que

S=uy
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y para cada V € V., GG es bi-Lipschitz en V.

Antes de probar esta afirmacion, obsérvese que dado que las normas || - ||2 y || - |1 son

equivalentes, existen constantes positivas M; y M, tales que
Ml[’Gl(‘ra y) - G1($/7 y/)| + |G2<I7y) - GZ(I/J y/)H < ||G([E, y) - G(I/, y/)||2
< Mo[|Gi(z,y) — Gu(@' )| + |Ga(2,y) — Go(2', Y]], (2.3.23)

para todo (z,y),(2',y') € R2 Definase Hi(z) = Gi(z,cs5(x — xo) + yo) v Ha(z) =
Go(z, c5(x — x9) + yo). Entonces

Hl(l’) _ ke—m(m—mo)z COS(ZQ:L‘ + 33)’

HQ(I) _ ke—21(w—10)28en(32x + Z3),
donde 21 = 7[a?(cos(8) + cssen(6))? + b?(c5 cos(6) — sen(6))?], z2 = 2m(up + csv9) ¥ 23 =
27 (voyo — c5v0xo) + P. De manera similar a la prueba del Teorema [2.3.8] se encuentra una

sucesion numerable { E;} de subconjuntos de R tal que R = 'UNEi y H;, Hs son bi-Lipschitz
1€

en cada FE;. Entonces existen A\, Ao, 81, B2 > 0 tales que

M|z — 2| < |Hy(x) — Hi(2")| < Moz — 2| (2.3.24)

Bilx — 2| < |Hay(x) — Ho(2)| < Bolz — 2|, (2.3.25)
para todo z,z’ € E;. Definase V; = {(z,y) : v € E; y y = cs(x — x9) + yo}. Entonces
S=UV.
ieN

Ahora, se demostrara que G es bi-Lipschitz en V;. Sea (z,y), (z’,y') € V;. Luego x, 2’ € E;,

y=cs(x —xo)+yoyy = cs(2’ — o) + yo. Las desigualdades (2.3.24) y (2.3.25) implican

que

(M + Bz — 2| <|Gi(z,y) — Gi(@, ¥)]| + [Ga(z,y) — Ga(2',y)| < (N2 + B2)|z — 2]
(2.3.26)
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Asi por ([2.3.23)),
Mi(M\ + )

m (2, y) — (xlay,)’b =M (A + 51)|x — ;1:’\
< Ml“Gl(.ﬁIf,y) - Gl(xlay/)‘ + ’GQ(.’L’,y) — G2<:U/’y/)”
< ||G(z,y) — G, )2

< M[|Gi(w,y) — Gi(@, y)| + |Galw, y) — G, ¢)]]

< My(Xo + o)z — o]
Ms(Ag + B2)

Vi+a 1z, y) = (" 4)ll2-

Se concluye que, G es bi-Lipschitz en V. [ |




Capitulo 3

Modelo de reconocimiento biométrico con etapa de

dimension fractal

En el Capitulo 2 se establecieron las condiciones necesarias para que los filtros de
Gabor conserven la dimension fractal. Ahora, el analisis se centra en el proceso para
realizar el reconocimiento biométrico de imagenes de iris de ojos. Se analizara el método

que comprende las siguientes etapas:

Normalizaciéon. Se extrae el disco del iris y se transforma en una imagen rectangular.

Filtrado. Se aplican los filtros de Gabor para eliminar el ruido e identificar la informaciéon

relevante.

Clasificacién por dimension fractal. Se realizaran diversos grupos de imagenes basa-

dos en el valor de su dimensién.

Entrenamiento y validacién de la red neuronal. El problema multiclase con un ni-
mero relativamente grande de etiquetas (individuos) se reducira a n problemas mul-
ticlase con un nimero pequeno de etiquetas, incluso llegando a ser clasificacion

binaria, como consecuencia de la clasificacion fractal. Se entrenaran cada uno de los

45
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modelos con sus respectivos conjuntos de entrenamiento y prueba. La validacion se

realizard contando el nimero de reconocimientos correctos entre el total (accuracy).

Antes de establecer esta metodologia, se incrementara el niimero de imagenes de la base
Phoeniz utilizando el proceso de Data Augmentation, el cual genera diversas iméagenes
a partir de una sola, esto se realiza mediante rotaciones, reflexiones, acercamientos y
alejamientos. Pero debido a que pertenecen todas ellas a un sélo individuo, deberan estar
dentro de la misma clasificacion fractal, es decir, deben de tener el mismo valor de esta
dimension. Los resultados de la Seccion 2.1 muestran que estas transformaciones conservan

en general la dimension, por lo que este problema se encuentra resuelto.

De igual manera, se requiere que la extraccion del disco también sea una operacion
que no altere la dimension original. Nuevamente, referimos a los resultados de la Seccion

[2.1] donde se garantiza tal preservacion.

Cabe mencionar que, anteriormente, se ha establecido que el filtrado de Gabor no
preserva la dimension en general, por lo que de ahora en adelante se consideraran las con-
diciones del Teorema [2.3.16| sobre los pardmetros para que se garantice que la dimension

no sera modificada.

Dicho brevemente, en cada uno de los pasos del método no se debe alterar la dimension
fractal de la imagen original, garantizado esto, posteriormente, se aplicaré la metodologia

propuesta y se concluira con un analisis de escalabilidad.

3.1. Aumento de datos (Data Augmentation)

La base de fotografias Phoenixz cuenta con un 128 imagenes correspondientes a los ojos
izquierdo y derecho de 64 personas. Sin embargo, las redes neuronales presentan una baja
eficiencia al ser entrenada con relativamente pocos datos (|2]). En esta investigacion, se

plantea contar con al menos 50 iméagenes de un mismo ojo. Por esta razon, se incremen-
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tara la cantidad de elementos mediante el proceso de Data Augmentation. Este método
consiste en realizar transformaciones a la imagen original, en esta investigacion se utiliza-
ran reflexiones, rotaciones, acercamientos, alejamientos y cambios de color (definidas en
la Seccion . En la Figura se muestran algunas imagenes generadas a partir de una

sola.

Figura 3.1: Imagenes generadas a través de reflexiones, rotaciones, acercamientos y aleja-

mientos de la original.

Con esta técnica, se extiende la base hasta 6,400 imégenes. El siguiente paso es tratar
a cada una de ellas, en la seccion siguiente se exhibirdn los resultados del proceso de

normalizacion.
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3.2. Normalizacién de las imagenes

El primer paso en la clasificacion es extraer el iris y transformar la figura en una
imagen Unica y estandar. La extraccion se realiza determinando el centro, estimando el
radio interior y exterior y recortando hasta obtener sélo el disco; posteriormente, mediante

una transformaciéon se mapea la forma circular en una rectangular.

Daugman en [I3] ide6 un modelo que reasignaba cada punto dentro de la region del iris
en un par de coordenadas polares (r, ), donde r oscila entre [0, 1] y € oscila entre [0, 27},
a una region rectangular (z,y) (véase la Figura . Dicha transformada se escribe como

T(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) con

z(r,0) = (1 —r)z, + ru, (3.2.1)

y(r,80) = (1 —r)y, +ry, (3.2.2)
donde

xp(0 ZTe 4 Tint cos(0),

(0) = (6)
Yp(0) = ye + Tine sen(0),

(0) =z + rege cos(0),

(0) = ()

Ye + Text S€N(H),

con (z,,Yy,) las coordenadas de la pupila, (z;,y;) son las coordenadas del disco entre la
pupila y la esclerota (denominado limbo), (z.,y.) son las coordenadas del centro de la
pupila, 7, v Tere son los radios de la pupila y el limbo, respectivamente (véase la Figura
. En el Teorema se ha demostrado que esta transformacion preserva la dimension

fractal.
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Figura 3.3: Normalizaciéon del disco del iris.

Como consecuencia de todo lo anterior, se aplica esta transformacion a cada una de

las imagenes de la base y se obtienen sus respectivas transformaciones rectangulares como

las mostradas en la Figura [3.3]

3.3. Filtrado de imagenes y su dimensiéon

Posterior a la normalizacion, se realiza el filtrado a cada una de las cincuenta imagenes

mediante la aplicacion de la transformada de Gabor:

G(aj, y) — Ke—n(cﬂ(x—xo)2+b2(y_y0)g))ei(zw(uox+v0y)+p)

Y

con valores de los pardmetros:

» (z0,%0) = (27,27),
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| |

Q

I
e

= b=0,

.y = S/
. v = sen(87r/4)7
« P=10

De esta manera, por el Teorema [2.3.16] se garantiza que la dimension no se encuentra

alterada hasta este punto.

Luego, se realiza el célculo de la dimensiéon de conteo de cajas a cada imagen norma-
lizada mediante el limite:
dimp = lim M.
-0 log(5)
A manera de ejemplo, consideremos la imagen 001L (Figura . A través de la me-
todologia se generan cincuenta imagenes en total, se procesan y se obtienen los valores de

la dimension fractal mostrados en la Cuadro B.3.11

Figura 3.4: Imagen 001L.
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o1

1.83678689

1.83045492

1.83044097

1.83042878

1.83237551

1.83679563

1.83046672

1.83678834

1.8323431

1.83678689

1.83239831

1.83045492

1.83241435

1.83242502

1.83045492

1.83044097

1.83239356

1.8323884

1.83243951

1.83676358

1.83238847

1.83045492

1.836809

1.83678834

1.83679617

1.83045263

1.83239356

1.83241179

1.83047961

1.83678834

1.83045587

1.83678689

1.83678086

1.83237213

1.83677161

1.83678834

1.83245164

1.83681162

1.83674396

1.83047961

1.83235512

1.83681162

1.83681162

1.83043365

1.83676358

1.83048206

1.83678834

1.83243951

1.83238141

1.83236908

Cuadro 3.3.1: Dimensiones de las imagenes generadas a partir de la Figura .

Este proceso genera cincuenta valores de la dimension fractal para una sola imagen
que difieren, esto se debe a pequenos errores en la deteccion de los circulos del disco
del iris generados por pequenas variaciones en la toma de imagenes. Para solventar este
problema, calcularemos el promedio de estos valores, por ejemplo, para la Figura (3.4] es
de * = 1.8335216, con una desviacion estdndar de o = 0.002694611. Esto conduce a
disenar una prueba de hipétesis para garantizar que cada nueva captura de iris tenga un
valor dimensional en el intervalo, con una confianza del 95 %. La prueba de hipotesis se

construye como:

Hy : = 1.8335216,
Hy - # 1.8335216,

(3.3.1)

donde p es la media poblacional, Hy es la hipotesis nula y H; es la alternativa. De esta

manera, el intervalo de confianza del 95 % esta dado por el estadistico

g
v

Donde Z,/; es el estadistico de la prueba de hip6tesis para la media, como se quiere una

.T:l:Za/Q
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confianza del 95 %, se tiene a = 0.05, de modo que, se tienen los siguientes valores de los

parametros:

T = 1.8335216,

o = 0.002694611,

= a=0.05,
= n =50,
» Zo2 = 1.96.

Resultando que el intervalo con una confianza del 95 % es

(1.8327747433174355, 1.8342685596799655). (3.3.2)

Todo el proceso anterior se realiza para cada una de las 128 imégenes y se obtiene
6,400 imagenes correspondientes a 50 para un soélo ojo, cada una de ellas con un intervalo
de confianza para la dimension fractal, que denotaremos por p; = 0;, @ = 1, ...,128. Cabe
mencionar que si se toman los valores con los dos primeros decimales en el intervalo
se garantiza al 100 % que es su valor real. Esto mismo ocurre con el resto de las imagenes

procesadas.

En la siguiente Seccion se analizard la manera en la que se van a distribuir estas

imagenes de tal forma que la red neuronal se entrene en un tiempo optimizado.
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3.4. Modelo de redes neuronales para el reconocimiento

3.4.1. Redes neuronales convolucionales

La red neuronal convolucional se puede definir como una red neuronal creada de ma-
nera artificial [43] para que las computadoras puedan procesar iméagenes. Es decir, que la
red neuronal convolucional ha sido disenada para imitar la estructura de como trabajan
las redes neuronales del cerebro humano para llevar a cabo el proceso de la visiéon. Son
muy utilizadas en la inteligencia artificial y el aprendizaje profundo. Especialmente, en el
campo del procesamiento de imagenes. También, son conocidas como CNN (Convolutional

Neural Network).

Basicamente, las redes de neuronas convolucionales pueden distinguir por medio de
una arquitectura de capas tres dimensiones [43]. Estas dimensiones son el ancho, la altura
y la profundidad. Ademés de las capas de color para distinguir el rojo, el verde y el azul.
En otras palabras, son capaces de aprender a distinguir estas caracteristicas por medio

del calculo de convoluciones en una serie de datos.

Una CNN consta de una capa de entrada, una capa de salida y varias capas ocultas

entre ambas.

[ 4
L —
Inputs  @um— Outputs
O—
[ 4

Input Layer Output Layer

Hidden Layers

Figura 3.5: Red neuronal de cuatro capas. Obtenida de https://acortar.link /xSKLoO.

Estas capas realizan operaciones que modifican los datos, con el propoésito de compren-
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der sus caracteristicas particulares. Las 3 capas mas comunes son: convolucién, activacion

o ReLLU, y agrupacion.

= Convolucién: Aplica un conjunto de filtros convolucionales a las imégenes de en-

trada; cada filtro activa diferentes caracteristicas de las imagenes.

» Unidad lineal rectificada (ReLU): Mantiene los valores positivos y establece
los valores negativos en cero, lo que permite un entrenamiento mas réapido y eficaz.
También se lo conoce como activacion, ya que soélo las caracteristicas activadas

prosiguen a la siguiente capa.

= Agrupacidon: Simplifica la salida mediante reduccién no lineal de la tasa de mues-

treo, lo que disminuye el niimero de parametros que la red debe aprender.

Las CNN pueden tener decenas o cientos de capas, y cada una de ellas aprende a detectar
diferentes caracteristicas de una imagen. Se aplican filtros a las imagenes de entrenamiento
con distintas resoluciones, y la salida resultante de convolucionar cada imagen se emplea
como entrada para la siguiente capa. Los filtros pueden comenzar como caracteristicas
muy simples, tales como brillo y bordes, e ir creciendo en complejidad hasta convertirse

en caracteristicas que definen el objeto de forma singular.

A diferencia de una red neuronal tradicional, una CNN tiene pesos y valores de sesgos

compartidos, que son los mismos para todas las neuronas ocultas de una capa determinada.

Esto significa que todas las neuronas ocultas detectan las mismas caracteristicas, tales
como bordes o formas, en diferentes regiones de la imagen. Esto hace que la red sea
tolerante a la traduccion de objetos de una imagen. Por ejemplo, una red entrenada para
reconocer automoviles podra hacerlo independientemente de donde aparezca el automévil

en la imagen.

Capas de clasificacion. Después de aprender caracteristicas en muchas capas, la arqui-

tectura de una CNN pasa a la clasificacion.
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Figura 3.6: Ejemplo de red con multiples capas convolucionales. Se aplican filtros a las
iméagenes de entrenamiento con distintas resoluciones, y la salida resultante de convolu-

cionar cada imagen se emplea como entrada para la siguiente capa. Imagen obtenida de

https://acortar.link/QdQT3l.

La pentltima capa esta completamente conectada y genera un vector de K dimensiones,
donde K es el niimero de clases que se pueden predecir, y contiene las probabilidades para

cada clase de una imagen que se esta clasificando.

La capa final de la arquitectura de la CNN utiliza una capa de clasificacion para

proporcionar la salida de clasificacion final.

3.4.2. Entrenamiento por subclases

En el articulo [24], se propone dividir tal intervalo en cuatro grupos, por lo que se

obtienen los siguientes subintervalos:

Grupo A=[1.30,1.45],
Grupo B=[1.45,1.60],
Grupo C=[1.60,1.75],
Grupo D=[1.75,1.90].

Sin embargo, el problema de la escalabilidad de los métodos de identificacién ain no
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Intervalo No. de imégenes

A 24
B 28
C 52
D 24
Total 128

Cuadro 3.4.1: Frecuencia de imagenes por intervalo.

se resuelve con esta division, debido a que los intervalos son arbitrarios y pueden contener
cantidades no uniformes de elementos, por ejemplo, en el Cuadro se muestra la
cantidad de imagenes con dimension fractal dentro de cada categoria, obsérvese que si se
multiplica por 50 y suponiendo que se sigue la misma tendencia, entonces en el intervalo
C existiran alrededor de 2,600 imégenes para entrenar la red. De manera experimental
se midi6 el tiempo de entrenamiento de la red neuronal con solo dos usuarios (clases),
esto es, con 100 imagenes, y se demor6 alrededor de 10 minutos, esto con los recursos
proporcionados por Google Colab (a lo mas 12.7 GB en memoria RAM y 107.7 GB en
disco). Este tiempo crece al incrementar el nimero de usuarios alrededor de 7 minutos. Por
lo que se debe optimizar el tiempo de entrenamiento. En esta investigacion, se propone
dividir las imagenes en clases que contengan a lo més tres iris diferentes, de esta forma
el entrenamiento se harfa con 150 imagenes. Para lograr este entrenamiento, se divide el

intervalo [1, 2] de la siguiente manera:

= Se ordenan las dimensiones promedio de mayor a menor, dy, ds, ds, ..., dg4, posterior-

mente se calculan los valores
Pnn+l = dn+1 - dn

dn+dn+1
2

» Consideremos n fijo y 7, 41 = . Si se toman dos cifras decimales, se define
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el intervalo como
[rn,nJrl - ,On,n+17 Tn,nJrl + pn,nJrl} .

Si se consideran mas de tres cifras decimales, témese o, y 0,11, las correspondientes

desviaciones estandar, en este caso, se define el intervalo como

[Tn,n+1 - pn,n+1 — O0p — On+1, rn,nJrl + pn,nJrl + On + Un+1] . (341)

De esta manera se minimiza el numero de clases (usuario) en el problema. La dife-
rencia entre tomar dos cifras o mas es que en el primer caso se garantiza al 100 %
que los futuros céalculos de la dimension estaran en el intervalo, en el segundo, el

nivel de confianza es del 95 %.

» Cada nuevo usuario que es ingresado entra en un intervalo de este tipo, el entrena-

miento de la red es realizado sélo sobre este.

= Ya entrenada la red, se calcula la dimension fractal a dos digitos y se dirige hacia los
usuarios dentro del intervalo donde se encuentre este valor, por lo que se optimiza

el tiempo de reconocimiento.

A manera de ejemplo, considérese la imagen 001L, cuya dimensioén en promedio a siete
cifras decimales es 1.8335216 y la imagen 061L, con dimensiéon promedio 1.82250371, por

lo que dog1 < dooir-

Si se concideran dos cifras decimales, el valor de dogi, es 1.82 y el de dyg1z es de 1.83.

De aqui, posir,001z = 0.01 ¥ 7061,0012 = 1.825, con esto, el intervalo propuesto es
[1.815,1.835],

de esta manera, se realiza en entrenamiento para estas dos clases, luego, para hacer el
reconocimiento, el algoritmo busca sélo sobre el intervalo propuesto. En el caso de que
existiera interseccion de este intervalo con otro, el mismo usuario se agregaria, y la bus-

queda se realiza en cualquiera de ellos.
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Si se consideran siete cifras decimales, tenemos que, ogg1, = 0.001203542, 0po1, =
0.002694611, posir.,001r = 0.01101789 y ros1,001z = 1.828012655, y el intervalo propuesto
es

[1.813796458, 1.837694611].

Finalmente, siguiendo esta metodologia, se encontré que a lo mas en cada intervalo se
encontraban tres usuarios, el tiempo de entrenamiento fue de alrededor de 7 minutos por
intervalo y el reconocimiento posterior es realizado casi inmediatamente con una eficiencia

del 99.37 %. Resta realizar la experimentacion con equipos més potentes.




Conclusiones

El objetivo general de este trabajo de tesis se divide en dos temas principales: el
primero es el anélisis de la preservaciéon de la dimension fractal bajo transformaciones
y filtros de Gabor, y el segundo es el de proporcionar un modelo de reconocimiento
biométrico con etapa de dimension fractal para optimizar el tiempo de entrenamiento.
Para lograrlo, el Capitulo [1] esta dedicado a introducir algunos conceptos y propiedades
que son utilizados en el desarrollo del trabajo, principalmente, la definicién de dimension
de conteo de cajas (Seccion[L.3), transformaciones bi-Lipschitz (Seccion y la definiciéon

de transformaciones que preservan la dimension fractal (Seccion |1.5)).

En el Capitulo [2] se mostraron diferentes transformaciones de interés en nuestro estu-
dio: reflexion, rotacion, normalizacion y filtros de Gabor; luego, se analiz6 si tales trans-
formaciones y filtros preservan la dimension fractal, se encontré que las primeras tres si
conservan la dimension, sin embargo, el filtro de Gabor no preserva la dimension fractal
en general, la funcion del Ejemplo es muestra de ello, este es el motivo principal
de la bisqueda de las condiciones para que lo haga. Sin embargo, dada la complejidad
de la funciéon de Gabor, se comienza con un caso particular de la misma: las funciones
campanas gaussianas, que son un ejemplo de funciones que no son bi-Lipschitz (Teorema
sino que son DP sobre intervalos acotados. También se discute el caso si el producto

de una funciéon de campana por alguna otra funcién resulta ser bi-Lipschitz, sin embargo,

99
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esto no es cierto en general, el Ejemplo muestra el caso cuando la funciéon que multi-
plica es una exponencial , y el Teorema [2.3.6| muestra cuando es una funciéon diferenciable
arbitraria, por lo que la condicién de bi-Lipschiz no es suficiente para garantizar que se
preserve la dimension fractal. En el Teorema [2.3.8| se muestra que una clase especial de
funciones de campana si conserva la dimension. Dado que el interés inicial es aplicar los
filtros a funciones en la dimension 2 y siguiendo con esta idea, en la Seccion [2.3.1] se am-
plia el caso a los filtros de Gabor desde R? hasta R? | que es la funcién de interés, ya que
normalmente las imégenes que se filtran son bidimensionales y se generan imagenes de esa
misma dimension, obteniendo las condiciones sobre los pardmetros para que la dimension

fractal se conserve bajo el filtrado de Gabor, tales como se encuentran en Teorema [2.3.16]

En el Capitulo 3 se muestra el proceso para el reconocimiento biométrico con etapa
de dimension fractal. En la Seccion [3.1] se mostro la manera en que se puede aumentar
la base Phoeniz utilizando diversas técnicas de data augmentation, entre las cuales se
encuentran las rotaciones y reflexiones. En la Seccion [3.2] se mostré la forma de procesar
una imagen del iris del ojo, la manera de extraerlo y la funcién con la que se transforma
en una imagen rectangular. A continuacion, para cada imagen en la base se generan
cincuenta nuevas imagenes, se procesan y se obtienen los valores de la dimension fractal
para dichas imégenes generadas, esto se muestra en la Seccion [3.3] Este proceso genera
cincuenta valores de la dimension fractal para una sola imagen, los cuales difieren entre
ellos, se encontré que esto se debe a pequenos errores en la deteccion de los circulos del
disco del iris generados por pequenas variaciones en la toma de iméagenes. Para solventar
este problema, se disena una prueba de hipotesis sobre la media de las dimensiones
fractales para garantizar que cada nueva captura de iris tenga un valor dimensional en el
intervalo |3.3.2, con una confianza del 95 %. Finalmente, se propone dividir las imagenes
en clases que contengan a los mas tres iris diferentes para hacer un entrenamiento
con a lo més 3 usuarios. En es esta etapa donde se realiza el entrenamiento de la red
neuronal, se descubrié que con los recursos proporcionados por Google Colab el tiempo es

relativamente grande, alrededor de 10 minutos por usuario, sin embargo, el aprendizaje en
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subclases reduce a s6lo 7 minutos por subintervalo, posterior a ello, de forma experimental
se encontr6 que el reconocimiento se ejecuta de manera inmediata con una eficiencia del
99.37%. Al parecer, tal propuesta si mejora los tiempos de entrenamiento, aunque el
problema de escalabilidad ain persiste debido a que solo se garantiza al 95% que el
calculo de la dimension es el correcto si se consideran mas de dos cifras, lo que es lo ideal

cuando se considera una base con una cardinalidad relativamente grande.

Trabajo futuro

Durante el desarrollo de esta tesis han surgido algunas lineas futuras que se han dejado
abiertas, y que se esperan abordar en un futuro, son el resultado de cuestiones que han
ido surgiendo durante la realizaciéon de la misma. A continuacién, se presentan algunas

lineas que pueden desarrollarse como resultado de esta investigacion.

= En el proceso de extraccion del iris se detecta el circulo que esta entre el iris y
la esclerdtica, para luego extraer la informacion del iris, sin embargo, este circulo
puede verse afectado por pequenas variaciones en la toma de imagenes, se sugiere

optimizar la detenciéon de dicho circulo.

= Se ha demostrado que, en general, las transformaciones a las que son sometidas las
imégenes no conservan el valor de la dimension fractal. Existen diversos filtrados de
imagenes que no se ha estudiado su preservacion de la dimension fractal, por ejemplo,
la transformada de Fourier del filtro de Gabor (Fourier-Gabor) que es utilizado en

diversos filtrados de senales.

= En el entrenamiento de la red neuronal se utilizaron los recursos proporcionados por
Google Colab, sin embargo, se tiene la hipotesis que usando un equipo més potente

el tiempo se minimiza.
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