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Espinosa, de la UNAM, al Dr. Agust́ın Contreras Carreto, de la BUAP, y al Lic. Enrique
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Caṕıtulo 1

Descripción

1.1. Introducción

Durante la segunda mitad del siglo XX y hasta la fecha, se ha extendido cada vez más
el enfoque computacional para la solución de problemas en todo tipo de áreas de la acti-
vidad humana. Con el uso creciente de los algoritmos computacionales, se ha desarrollado
simultáneamente una búsqueda cada vez más minuciosa de los algoritmos más veloces y efi-
cientes para el procesamiento de datos. El estudio de la eficiencia de los algoritmos se conoce
con el nombre de ((complejidad de algoritmos)). El análisis de complejidad se ha vuelto un
factor esencial en el diseño de los algoritmos. Por ello, el estudio de las funciones de comple-
jidad y de sus propiedades ha sido un tema central en las ciencias de la computación durante
décadas. Como parte de este proceso también se han ido aplicando conceptos matemáticos
abstractos al análisis de complejidad.

Otra rama importante en las ciencias de la computación es la semántica denotacional,
que se originó con los trabajos de Scott [83] y Strachey [84], con el propósito de darle un
significado matemático a los lenguajes de programación y para proporcionar definiciones
rigurosas que ayuden a verificar que los compiladores de dichos lenguajes se implementen
correctamente. En esta formalización se construyen ((dominios semánticos)), formados por
objetos matemáticos llamados ((denotaciones)). Las denotaciones representan los significados
de las expresiones que se utilizan en los lenguajes de programación. En la parte de la teoŕıa de
dominios que trata con los programas recursivos, se define a las denotaciones como funciones
continuas entre órdenes parciales completos.

De acuerdo a Schellekens [82], una construcción estándar en la semántica denotacional
es la completación de un orden parcial, en la que se construye un orden parcial completo a
partir de un orden parcial dado. Por lo general, el orden parcial original tiene la topoloǵıa de
Alexandrov, mientras que el orden parcial completo tiene la topoloǵıa de Scott. Sin embargo,
esta construcción estándar no permite obtener la topoloǵıa de la completación a partir de la
topoloǵıa del orden parcial original y por lo tanto no se puede considerar como una verdadera
completación topológica.

Este problema se ha resuelto mediante la completación de espacios cuasiuniformes to-
pológicos presentada por Smyth [85]. La categoŕıa de los espacios cuasiuniformes topológicos
es una extensión de la de los espacios cuasiuniformes, que a su vez son una generalización
de los espacios uniformes. A cada espacio cuasiuniforme se le asocia de manera canónica un
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1. Descripción 3

preorden, que coincide con el preorden de especialización de la topoloǵıa inducida por la
cuasiuniformidad y que resulta ser un orden parcial siempre y cuando dicha topoloǵıa sea la
de un espacio T0. Asimismo, cada espacio cuasiuniforme tiene una representación estándar
como un espacio cuasiuniforme topológico, ya que Smyth definió a estos espacios añadiéndole
al espacio cuasiuniforme una topoloǵıa extra que debe cumplir ciertas condiciones relacio-
nadas con la cuasiuniformidad. La topoloǵıa inducida por la cuasiuniformidad cumple con
dichas condiciones, aśı que es posible tomar esta topoloǵıa cuasiuniforme como la topo-
loǵıa extra requerida y de esta forma el espacio cuasiuniforme queda representado como un
espacio cuasiuniforme topológico. Originalmente, Smyth construyó su completación de los
espacios cuasiuniformes topológicos de manera indirecta, utilizando para ello a los espacios
sintopológicos de Császár [16]. Primero le asignó a cada espacio cuasiuniforme topológico un
espacio sintopológico, después dio una completación de los espacios sintopológicos y final-
mente regresó desde ah́ı a los espacios cuasiuniformes topológicos. Más tarde, Sünderhauff
[90] dio una versión de la completación de Smyth con una construcción que se mantiene en-
teramente dentro de los espacios cuasiuniformes topológicos y no necesita usar a los espacios
sintopológicos. Cuando se representa a un espacio cuasiuniforme como un espacio cuasiuni-
forme topológico y se obtiene la completación de Smyth de éste último, si resulta que dicha
completación también representa a un espacio cuasiuniforme, se dice que el espacio cuasiuni-
forme original es Smyth-completable. También se dice que el segundo espacio cuasiuniforme
es la completación de Smyth del primero. En este sentido, dentro del contexto de los espacios
cuasiuniformes topológicos, se dice que la completación de Smyth de un espacio cuasiunifor-
me Smyth-completable es nuevamente un espacio cuasiuniforme. Sünderhauff [89] también
demostró que cuando un espacio cuasiuniforme es Smyth-completable, su completación de
Smyth coincide con su bicompletación. Además caracterizó a la completitud de Smyth y a
la completabilidad de Smyth en términos de redes K-Cauchy por la izquierda, mientras que
Künzi [56] dio las caracterizaciones correspondientes en términos de filtros K-Cauchy por
la izquierda. Si el preorden asociado a un espacio cuasiuniforme Smyth-completable es un
orden parcial, el preorden correspondiente a su completación de Smyth es un orden parcial
completo. De esta forma la completacion de Smyth constituye un fundamento topológico
para la semántica denotacional.

Por otra parte, Matthews [60], trabajando en la semántica de redes de flujo de datos
con un enfoque topológico de tipo no Hausdorff, introdujo el concepto de métrica parcial
y también un concepto equivalente, el de un espacio cuasimétrico pesable. En este trabajo
utilizamos el término cuasimétrica para referirnos a la versión asimétrica del concepto de
distancia, tal y como se expone en [14], [24] y [32]. Esta interpretación del término cua-
simétrica difiere del significado que le han dado algunos autores en otras áreas, por ejemplo,
en la de los espacios cuasimétricos de medida [37], [45]. Los espacios cuasimétricos son una
generalización de los espacios métricos y a la vez constituyen un caso particular de los espa-
cios cuasiuniformes. Los espacios cuasimétricos pesables definidos por Matthews tienen una
función de peso w que satisface una ecuación espećıfica relacionada con la cuasimétrica del
espacio. Esta combinación de peso y cuasimétrica le proporciona a los espacios cuasimétricos
pesables una cierta noción análoga a la simetŕıa, cosa que no tiene necesariamente la cua-
simétrica por śı sola. Kunzi [56] demostró una propiedad importante de estos espacios. Dado
un espacio cuasimétrico pesable (X, d, w), el espacio cuasiuniforme topológico (X,Ud, τ (Ud))
es Smyth-completable.

Continuando con esta corriente de investigación, Schellekens [81] introdujo el espacio de
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las funciones de complejidad de algoritmos, o espacio de complejidad C, que es un espacio cua-
simétrico pesable. La cuasimétrica dC del espacio de complejidad, también llamada ((distancia
de complejidad)), proporciona una forma de medir el progreso relativo que se alcanza en la
reducción de la complejidad al pasar de una función de complejidad a otra. Schellekens tam-
bién probó que todo espacio cuasiuniforme T0 con base numerable tiene una bicompletación
secuencial. Este resultado incluye como caso particular a los espacios cuasimétricos e implica
que el espacio de complejidad tiene una completación de Smyth secuencial. En la misma
referencia [81] se encuentra una versión del Teorema del punto fijo de Banach [22], adap-
tada para el caso particular de mapeos de contracción en la bicompletación secuencial de
cuasiuniformidades inducidas por una cuasimétrica. La relevancia de este resultado radica
en lo siguiente. Hay una clase muy amplia de algoritmos, conocidos como algoritmos del
tipo ((divide y vencerás)), que son de naturaleza recursiva y a los que se les pueden asociar
ecuaciones de recurrencia. Estas ecuaciones por lo general (dependiendo de un parámetro)
inducen mapeos de contracción con respecto a la cuasimétrica dC del espacio de complejidad,
por lo que la versión secuencial del Teorema de Banach garantiza la existencia de un ĺımite
para cada sucesión de funciones de complejidad que esté determinada por un conjunto de
ecuaciones de recurrencia que cuente con un mapeo de contracción. Dicho ĺımite permite
establecer cotas superiores para el orden de complejidad de los algoritmos ((divide y ven-
cerás)) correspondientes. Schellekens mostró con detalle los cálculos necesarios para obtener
el ĺımite de la sucesión de funciones de complejidad dada por las ecuaciones de recurrencia
del algoritmo de ordenamiento por subdivisión conocido como ((mergesort)). De esta forma,
dio una demostración alternativa para el hecho (conocido con anterioridad [15]) de que el
crecimiento asintótico del tiempo promedio de ejecución del algoritmo mergesort es del orden
nlg(n). Con los resultados mencionados, Schellekens estableció el papel de la completación
de Smyth como un fundamento topológico para el análisis de complejidad de algoritmos.

Posteriormente, Romaguera y Schellekens [75] definieron el espacio dual de complejidad,
C∗, con el propósito de obtener más propiedades cuasimétricas del espacio de complejidad
original. El espacio dual también es un espacio cuasimétrico pesable. De hecho, el espacio de
complejidad es isométrico a su espacio dual, ya que hay entre ellos una inmersión isométrica
biyectiva, el mapeo de inversión. Los elementos del espacio de complejidad son sucesiones
de números reales positivos extendidos, mientras que las sucesiones pertenecientes al espacio
dual toman valores reales finitos y no negativos. El hecho de que, por una parte, la sucesión
constante cero pertenezca al espacio dual y que, por otra parte, ninguna de sus sucesiones
tome el valor infinito, hace que el espacio dual sea más atractivo, desde un punto de vista
matemático, para trabajar con él, aunque las sucesiones miembros del espacio C estén intui-
tivamente ligadas a los algoritmos de una forma más directa. Además, el espacio dual es un
espacio semilineal normado asimétricamente, en el sentido de la definicón dada en [73]. Uno
de los principales resultados presentados en [75] es el hecho de que el espacio de complejidad
C es Smyth-completo, propiedad que resulta de la isometŕıa entre C y C∗, ya que los autores
probaron primero que el espacio dual es Smyth-completo.

En este trabajo de tesis, después de presentar una recopilación de varios de los prin-
cipales conceptos y resultados teóricos relacionados con los fundamentos de los espacios de
complejidad, nos enfocamos en estudiar algunas de las propiedades de la convolución de suce-
siones dentro de dichos espacios. El producto convolución es una operación binaria que tiene
aplicaciones en áreas tales como las ecuaciones diferenciales, el análisis funcional, el análisis
armónico, la probabilidad, la combinatoria y la teoŕıa anaĺıtica de números, entre otras. Por
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ejemplo, en análisis, es bien sabido que la convolución está asociada con el producto de se-
ries de potencias [77]. En teoŕıa de la probabilidad, la convolución da la distribución de la
suma de dos variables aleatorias discretas independientes. En combinatoria, la convolución
ayuda a resolver diferentes tipos de problemas mediante el uso de funciones generadoras [33].
En ingenieŕıa electrónica, la convolución se aplica al procesamiento de señales digitales por
medio de las diferentes versiones de la transformada de Fourier.

1.2. Planteamiento del problema

En [82], Schellekens observa que la completación de Smyth constituye un fundamento
topológico, tanto para la semántica denotacional como para el análisis de complejidad de al-
goritmos y menciona la posibilidad de que, en aplicaciones futuras, el espacio de complejidad
podŕıa utilizarse como base para el desarrollo de semánticas computacionales refinadas que
reflejen distinciones en la complejidad de los programas. El desarrollo de modelos matemáti-
cos aplicables a la semántica denotacional y que incorporen también conceptos relativos a
la complejidad de los algoritmos, es una rama activa de investigación (véase por ejemplo
[71]). Sin embargo, aún no hay resultados publicados en este sentido que tomen como base
al espacio de complejidad (C, dC) o a su espacio dual, (C∗, dC∗).

Schellekens [81] utiliza las propiedades del espacio de complejidad para dar una demostra-
ción alternativa de que el algoritmo de ordenamiento ((mergesort)) tiene un tiempo promedio
asintótico óptimo. Dicha demostración representa una aplicación de la teoŕıa de las ecuacio-
nes de recurrencia, dentro del contexto del espacio de complejidad, al análisis de complejidad
de los algoritmos del tipo ((divide y vencerás)). Similarmente, en [29], los autores presentan
cálculos basados en ecuaciones de recurrencia y en la convergencia de sucesiones dentro del
espacio de complejidad, para estimar el orden asintótico de cuatro clases de funciones de
complejidad que corresponden a algoritmos del tipo ((divide y vencerás probabilista)). Todos
estos son ejemplos de aplicaciones de la teoŕıa de los espacios de complejidad al análisis de
complejidad de los algoritmos del tipo ((divide y vencerás)). Sin embargo, no hay ejemplos
de aplicaciones semejantes para otros tipos de algoritmos como pueden ser los algoritmos de
programación dinámica o los algoritmos voraces.

Künzi [56] propuso el problema de caracterizar a las cuasiuniformidades que tengan una
base numerable y que sean inducidas por una cuasimétrica pesable. Shellekens [82] dio una
solución parcial a este problema pero no se ha obtenido una solución completa para el mismo.

En [74], Schellekens y Romaguera demuestran que el espacio de complejidad dual (C∗, dC∗)
admite la estructura de un espacio semilineal normado asimétricamente y que es convexo con
respecto al orden, pesable superiormente y también Smyth-completo. La estructura algebrai-
ca de espacio semilineal, en el caso del espacio (C∗, dC∗), toma en cuenta la multiplicación por
escalares y también a la operación de la suma pero no considera otras operaciones binarias.

Los ejemplos mencionados arriba muestran que hay varias preguntas relacionadas con los
espacios de complejidad, para las que todav́ıa no se tienen las respuestas correspondientes.
Por tal motivo y ante estas limitantes, en este trabajo de investigación se planteó el pro-
blema de encontrar propiedades adicionales de los espacios de complejidad, espećıficamente
propiedades relativas a la operación binaria de convolución de sucesiones.
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1.3. Justificación

La convolución de sucesiones tiene relaciones estrechas con las ecuaciones de recurrencia
en áreas tales como el análisis de series de potencias [77] y en el uso de las funciones genera-
doras en combinatoria [33], rama que tiene muchas conexiones con los algoritmos. Identificar
y estudiar las propiedades que pueda tener el producto convolución, ya sea en el espacio de
complejidad o en su espacio dual, puede contribuir a extender la teoŕıa existente sobre estos
espacios y a encontrar posibles conexiones de los mismos con otras áreas de las matemáti-
cas o con sus aplicaciones. Las repercusiones que tiene en la actualidad la complejidad de
algoritmos, justifican la investigación pertinente al desarrollo de los métodos usados para
evaluar y comparar la eficiencia de los mismos, con énfasis en el planteamiento de dichos
métodos dentro de un marco teórico preciso y riguroso que aproveche la capacidad expresiva,
lógica y anaĺıtica de ramas matemáticas tales como la topoloǵıa, el análisis funcional y la
teoŕıa combinatoria. Además, los problemas considerados en este trabajo de investigación
son compatibles con las ĺıneas de investigación que se desarrollan en el cuerpo académico de
análisis matemático (CAAM) del Instituto de F́ısica y Matemáticas de la UTM [41].

1.4. Hipótesis

La hipótesis que se tomó como base para esta investigación, es que la operación binaria
de convolución de sucesiones, restringida al espacio de funciones de complejidad (C, dC),
o a su espacio dual (C∗, dC∗), tiene propiedades algebraicas, cuasimétricas y topológicas no
triviales, relacionadas con algunos de los conceptos más relevantes de la teoŕıa de los espacios
de complejidad y que no se hab́ıan publicado con anterioridad a la realización de este trabajo.

1.5. Objetivos

Objetivo general

Encontrar propiedades del producto convolución restringido a: (A) el espacio de comple-
jidad (C, dC), o (B) el espacio dual (C∗, dC∗). Son de particular interés aquellas propiedades
con posibles conexiones al análisis de complejidad, como pueden ser las relacionadas con fun-
cionales de mejora, con los órdenes de crecimiento asintótico de las funciones de complejidad,
o con la convergencia de sucesiones de este tipo de funciones.

Objetivos particulares

Identificar propiedades algebraicas del producto convolución, ya sea restringido a las
funciones de complejidad, o bien restringido a los elementos del espacio dual (C∗, dC∗).

Establecer propiedades del producto convolución que relacionen a dicha operación con
la cuasimétrica y con la función de peso del espacio de complejidad, o bien con la
cuasimétrica y la función de peso del espacio dual.
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Encontrar propiedades de carácter topológico que pueda tener el producto convolución,
ya sea en el espacio de complejidad (C, dC) o bien en el espacio dual (C∗, dC∗).

Determinar formas en las que sea posible usar la operación de convolución para definir
funcionales en C o en C∗.

Publicar un art́ıculo de investigación en una revista JCR sobre los temas que nos hemos
planteado desarrollar en este trabajo.

1.6. Metas

1. Establecer si el espacio de complejidad (C, dc) o su espacio dual (C∗, dc∗) son cerrados
bajo la operación de convolución de sucesiones.

2. Identificar posibles relaciones de la convolución con los órdenes parciales de los espacios
C y C∗.

3. Determinar si la convolución tiene alguna relación con el orden de crecimiento asintótico
de las funciones de complejidad en C, o bien con el de las sucesiones que son elementos
del espacio dual.

4. Hallar posibles ecuaciones o desigualdades que relacionen al producto convolución con
las cuasimétricas dC y dC∗ , o bien con las funciones de peso wC y wC∗ de los espacios de
complejidad, ya sea separadamente o combinando la cuasimétrica y la función de peso
en una misma fórmula.

5. Determinar si la convolución es una operación continua con respecto a alguna de las
topoloǵıas cuasimétricas inducidas, ya sea por dC o bien por dC∗ .

6. Identificar posibles propiedades de la convolución, relacionadas con distintos tipos de
sucesiones convergentes en C o en C∗.

7. Utilizar el producto convolución para definir funcionales en los espacios de compleji-
dad y encontrar condiciones, ya sea necesarias o suficientes, para que algunos de ellos
resulten ser funcionales de mejora. Adicionalmente, determinar qué otras propiedades
pueden tener dichos funcionales.

8. Considerar la posible continuidad de la convolución con respecto a otras topoloǵıas en
C o en C∗, distintas de la topoloǵıa cuasimétrica pero relacionadas con ella.

9. Entre las propiedades que se vayan encontrando de la convolución en el espacio de
complejidad y en el espacio dual, identificar aquellas que se puedan generalizar a otras
operaciones binarias en espacios cuasimétricos pesables en general.

10. En caso de poder generalizar alguna propiedad de la forma propuesta en el punto
anterior, encontrar ejemplos de operaciones binarias que cumplan con dicha propiedad.
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1.7. Limitaciones

La limitación principal en esta investigación fue la disponibilidad de los textos de refe-
rencia, ya que las diferentes editoriales tienen métodos y poĺıticas diferentes para regular el
acceso a los materiales que publican. Algunos art́ıculos pueden ser dif́ıciles de consultar, lo
que puede afectar los tiempos de la investigación en algunos temas o incluso restringir el
enfoque de los mismos.

1.8. Metodoloǵıa

Los colaboradores de este trabajo son: el tesista, el director y la codirectora de la tesis.
El director fungió como gúıa en la adecuada orientación para la selección oportuna de los
temas particulares en cada etapa de la investigación. La coordinación del avance se llevó a
cabo mediante reuniones de trabajo presenciales entre los colaboradores de manera periódi-
ca. Asimismo se utilizaron los medios electrónicos de comunicación. Los materiales usados
fueron: computadoras con acceso a internet, teléfonos celulares, libros, copias de art́ıculos de
investigación, aśı como útiles escolares de uso común. El enfoque fue de carácter teórico y
se ubicó en un nivel de abstracción separado de las aplicaciones prácticas, aśı como de cual-
quier problema computacional espećıfico. Para cumplir con los objetivos establecidos, esta
investigación se fundamentó en el estudio de la estructura topológica de los espacios cua-
simétricos, aśı como de las estructuras topológicas y algebraicas en los espacios normados
asimétricamente. El trabajo se desarrolló principalmente en las cuatro fases siguientes.

Fase 1. Recopilación de resultados existentes.

Al inicio, la tarea central fue la de conjuntar los materiales de referencia existentes
relacionados con los temas tratados. Esta investigación fue de ı́ndole documental, ex-
plicativa y no experimental. Aśı se elaboró una bibliograf́ıa con los materiales relevantes
para este estudio. La obtención de los datos se llevó a cabo paulatinamente y de una
forma diversa según la información que se iba requiriendo. A partir de los art́ıculos que
motivaron inicialmente esta investigación, se identificaron las prioridades de los diferen-
tes temas y se realizaron búsquedas por internet para adquirir materiales bibliográficos
complementarios.

Fase 2. Organización de los conceptos relacionados.

En forma paralela a la recopilación de fuentes bibliográficas, se estudiaron las diferentes
técnicas utilizadas en los art́ıculos y libros relacionados con el tema. Se identificaron
los elementos estructurales que permitieran organizar la información obtenida de una
forma coherente en una jerarqúıa conceptual clara y precisa.

Fase 3. Participación en foros afines a los temas de la tesis.

El tesista participó en las reuniones semanales del seminario del cuerpo académico de
análisis matemático (CAAM) del Instituto de F́ısica y Matemáticas de la UTM. Di-
cho cuerpo académico incluye al director y a la codirectora de la tesis. Esto motivó
la generación de ideas. También se expusieron en este seminario algunos de los temas
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relacionados con esta investigación. En septiembre del 2021 el tesista dio la plática ti-
tulada ((Introducción al espacio de las funciones de complejidad de algoritmos)), dentro
del Octavo Congreso Internacional de Matemáticas y sus Aplicaciones, organizado por
la Facultas de Ciencias F́ısico Matemáticas de la BUAP. También hubo una participa-
ción, en noviembre del mismo año, con la charla titulada ((Sobre la bicompletación de
espacios cuasiuniformes)), en el VI Ciclo de Conferencias ((Matemáticas en la Mixteca)),
organizado por el Instituto de F́ısica y Matemáticas de la UTM.

Fase 4. Generación de resultados originales.

Una vez que las primeras dos fases estuvieron suficientemente avanzadas, fue posible
iniciar la tarea de obtener resultados originales. Para este fin se utilizó una metodoloǵıa
matematicista, que consiste en establecer verdades formales mediante los principios de
la lógica deductiva, a partir de preguntas que no tengan una respuesta conocida en
los materiales de referencia recopilados. Se examinaron ejemplos concretos, se formu-
laron hipótesis espećıficas para cada concepto considerado y se identificaron algunas
propiedades que se pudieron extender y demostrar en un contexto generalizado. Desde
el principio del cuarto semestre se empezaron a obtener algunos resultados originales.

1.9. Organización de la tesis

La tesis consta de tres partes, el marco de referencia, el marco teórico y la parte corres-
pondiente a las aportaciones obtenidas. En el marco de referencia se describe el proyecto
de la tesis. El marco teórico contiene los caṕıtulos numerados del 2 al 8, como aparecen en
el ı́ndice, y es una recopilación documental de algunos de los temas fundamentales en el
estudio de los conceptos relacionados con el espacio de funciones de complejidad y con su es-
pacio dual. Empezamos considerando los espacios uniformes, cuasiuniformes, cuasiuniformes
topológicos, sintopológicos, cuasimétricos y cuasiseudométricos, aśı como los espacios nor-
mados y seminormados asimétricamente. A continuación cubrimos algunos de los conceptos
básicos relacionados con el análisis de complejidad de algoritmos, tales como el tamaño de
los problemas computacionales, el tiempo discreto y las cotas asintóticas para las funciones
de complejidad. Posteriormente nos enfocamos en las propiedades topológicas y algebraicas
del espacio de complejidad (C, dc) y en las de su espacio dual (C∗, dc∗).

En la tercera parte se exponen, tanto las conclusiones de este trabajo, aśı como los
resultados originales (caṕıtulo 9) que se obtuvieron sobre el producto convolución durante la
fase de investigación. La mayor parte de dichos resultados, al igual que sus correspondientes
demostraciones, están incluidos en el art́ıculo [39], de próxima aparición.

En la sección 9.1 se dan las propiedades encontradas para la operación convolución en
los espacios de complejidad, empezando por la cerradura algebraica de C y C∗ bajo dicha
operación. Hay varias desigualdades que relacionan a la convolución con las cuasimétricas
pesables dC y dC∗ y con los órdenes parciales de los espacios C y C∗, incluyendo una pro-
piedad relacionada con las cotas superiores asintóticas para el orden de crecimiento de las
funciones de complejidad. También se define un funcional en C∗ basado en la convolución y
se identifican varias de sus propiedades. Asimismo, se utiliza este funcional de convolución
junto con el mapeo de inversión, para obtener una familia de funcionales de mejora en C.
La convolución respeta las clases de equivalencia de una relación que definió Schellekens [81]
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entre sucesiones dsC∗-Cauchy. Se encontró que la convolución es continua con respecto a la
topoloǵıa cuasimétrica del espacio dual, lo que produce un monoide topológico. Aparte de la
topoloǵıa cuasimétrica, se consideraron otras dos topoloǵıas en C∗ con el fin de determinar
si la convolución es continua en ellas. Se encontró que una śı produce un monoide topológico
pero la otra no.

En la sección 9.2 se generaliza el contexto de referencia para dos de las desigualdades de la
sección anterior y se utilizan estas dos desigualdades para definir conceptos nuevos, el de una
operación ((submultiplicativa)) con respecto a la función de peso de un espacio cuasimétrico
pesable y el de una operación ((firme)) con respecto a la cuasimétrica y a la función de peso
de este tipo de espacios. Se dan ejemplos de espacios cuasimétricos pesables con operaciones
firmes y submultiplicativas y también se cubren algunas de las propiedades que tienen estas
operaciones. Las operaciones firmes son continuas en la topoloǵıa cuasimétrica y cuando se
fija uno de los factores se obtiene una función cuasiuniformemente continua. Si se usa una
operación firme para formar productos término a término a partir de dos sucesiones K-
Cauchy por la izquierda se obtiene como resultado otra sucesión K-Cauchy por la izquierda.
Hay varios tipos de convergencia que se conservan al utilizar una operación firme para formar
una sucesión de productos término a término partiendo de dos sucesiones convergentes. Todas
estas propiedades son generalizaciones de las propiedades que tiene la operación convolución
en el espacio de complejidad dual C∗.



Parte II

Marco teórico

11



Caṕıtulo 2

Conceptos básicos

A lo largo de este documento, los śımbolos Z, ω, N, R y R+ denotan a los números
enteros, los enteros no negativos, los enteros positivos, los números reales y los reales no
negativos, respectivamente. En esta sección se presentan las definiciones y notaciones de
algunos conceptos básicos que se utilizarán más adelante. Empezamos con el tema de re-
laciones y después pasamos a los conjuntos ordenados. A continuación enunciamos algunos
resultados relativos al concepto de filtro y por último cubrimos unos pocos conceptos sobre
espacios topológicos.

2.1. Relaciones

Los conceptos que se cubren a continuación son de particular interés dada la importancia
que tienen para las estructuras que se manejan en este trabajo.

Definición 2.1.1. Dado un conjunto X, su conjunto potencia, P(X), es el conjunto de
todos sus subconjuntos, es decir, P(X) = {A | A ⊆ X}. Si A y B son conjuntos y se tiene
R ∈ P(A× B), nos referimos a R diciendo que ((R es una relación de A en B)). Asimismo
se utiliza la notación R : A → B. El conjunto A se llama el dominio de R y B se llama
el codominio de R. En el caso de que A = B, se dice que R es ((una relación en A)). La
relación diagonal sobre X, también conocida como la identidad en X, se denota por
△(X) y está dada por △(X) = {(x, x) | x ∈ X}. Dada una relación R en X, su relación
inversa es R−1 = {(y, x) ∈ X ×X | (x, y) ∈ R}. Dadas dos relaciones M y N definidas en
X, la relación compuesta N ◦M se define como

N ◦M = {(x, z) ∈ X ×X | ∃y ∈ X : (x, y) ∈M y (y, z) ∈ N} .

Sean M , N y R relaciones en un conjunto X. R es reflexiva si y solo si △(X) ⊆ R, y
es simétrica si y solo si R−1 ⊆ R. Asimismo, como(R−1)

−1
= R, la condición R−1 ⊆ R es

equivalente a R−1 = R. Las relaciones R ∪ R−1 y R ∩ R−1 son ambas simétricas. R es
transitiva si y solo si R ◦R ⊆ R. Siempre se tiene la identidad (M ◦N)−1 = N−1 ◦M−1. Si
R es una relación reflexiva, entonces R ⊆ R ◦R−1.

Definición 2.1.2 (Imágenes bajo relaciones). Sea R una relación en un conjunto X y sean
x ∈ X y A ⊆ X. Las imágenes del elemento x y del subconjunto A bajo la relación R se

12
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definen, respectivamente, como

R(x) = {y ∈ X | (x, y) ∈ R} y R(A) =
⋃
{R(a) | a ∈ A} .

Observación 2.1.1. Dada una relación R ⊆ X × X, se tiene que R ◦ R−1 es una relación
simétrica, ya que

∀x, y ∈ X : (x, y) ∈ R ◦R−1 ⇐⇒ R(x) ∩R(y) ̸= ∅.

[58] Si U y V son relaciones en un conjunto X y V es simétrica, entonces

V ◦ U ◦ V =
⋃
{V (x)× V (y) | (x, y) ∈ U} .

Dado un conjunto X, una relación R definida sobre X y un número natural n ≥ 1, se
denota R1 = R, R2 = R ◦R y Rn = Rn−1 ◦R.

[12] Sea X un conjunto y sean A,B ⊆ X, F ⊆ P(X). La traza de F en el subconjunto
A es la colección {F ∩ A | F ∈ F}. La traza de B en A es B ∩ A.

Definición 2.1.3 ([26] T (A,B) y SA). Dados A,B ⊆ X, se definen

T (A,B) = (X ×X) \ (A×B).

SA = T (A,X \ A).

Los resultados enunciados en el lema siguiente son claros y fáciles de demostrar.

Lema 2.1.1 (Algunas propiedades de SA). Para todo A ⊆ X se tiene:

1. SA = X × A ∪ (X \ A)×X.

2. SA = A× A ∪ (X \ A)×X.

3. SA = {(x, y) ∈ X ×X | x /∈ A o y ∈ A}.

4. SA es una relación reflexiva y transitiva en X.

5. S∅ = SX = X ×X.

2.2. Conjuntos ordenados

Definición 2.2.1 (Preorden). Un preorden P sobre un conjunto X es una relación en X
que es reflexiva y transitiva.

En el caso de un preorden P sobre un conjunto X, la condición de transitividad se puede
expresar como P ◦P = P , en vez de estrictamente como P ◦P ⊆ P . La reflexividad de P es
la causa de que la composición de P consigo misma deba resultar en la totalidad de P , en
vez de solamente un subconjunto.
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Definición 2.2.2 ([70] Conjuntos superiores y conjuntos inferiores). Si ≤ es un preorden en
un conjunto X y A ⊆ X, entonces el conjunto superior de A se define como

i(A) = ↑ A = {x ∈ X | ∃a ∈ A : a ≤ x} .

Similarmente, el conjunto inferior de A está dado por

d(A) = ↓ A = {x ∈ X | ∃a ∈ A : x ≤ a} .

Definición 2.2.3 ([70] Subconjuntos crecientes, decrecientes y convexos). Si ≤ es un preor-
den en un conjunto X y A es un subconjunto de X, entonces se dice que A es:

creciente si A = i(A).

decreciente si A = d(A).

convexo si A = i(A) ∩ d(A).

Los siguientes lemas son claros y fáciles de demostrar.

Lema 2.2.1. Dados un preorden ≤ en un conjunto X y un subconjunto A de X, se tiene:

↑ ∅ = ∅ y ↑ X = X.

A ⊆ ↑ A.

↑ (↑ A) = ↑ A.

Lema 2.2.2. Dados un preorden ≤ en un conjunto X y una familia {Ai}i∈I de subconjuntos
crecientes de X, se tiene:

↑
(⋃

i∈I Ai

)
=
⋃

i∈I (↑ Ai).

↑
(⋂

i∈I Ai

)
=
⋂

i∈I (↑ Ai).

En vista de las propiedades enunciadas en los dos lemas anteriores, es claro que la familia
de conjuntos crecientes de un preorden es una topoloǵıa. Los conjuntos decrecientes tienen
propiedades similares a las de los conjuntos crecientes.

Definición 2.2.4 (Orden parcial). Un orden parcial ≤ sobre un conjuntoX es una relación
en X que es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Es decir, ≤ es un preorden que además
cumple

∀x, y ∈ X : (x ≤ y ∧ y ≤ x)⇒ x = y.

Definición 2.2.5 (Supremos en un orden parcial). Si ≤ es un orden parcial en un conjunto
X, con A ⊆ X y p ∈ X, entonces se dice que p es el supremo de A si p es la mı́nima cota
superior de A, es decir que:

1. ∀x ∈ A : x ≤ p.

2. ∀q ∈ X : (∀x ∈ A : x ≤ q)⇒ p ≤ q.
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La notación p =
∨
A significa que p es el supremo de A. Para un conjunto con dos

elementos también se utiliza la notación x ∨ y =
∨
{x, y}.

Definición 2.2.6 (Conjunto dirigido). Dado un preorden ≤ definido sobre un conjunto D,
la pareja (D,≤) se llama conjunto dirigido si tiene esta propiedad,

∀a, b ∈ D, ∃c ∈ D : a ≤ c y b ≤ c.

Definición 2.2.7 (Cadena-ω). Una cadena-ω en un conjunto parcialmente ordenado (X,⪯)
es una sucesión {xn | n ≥ 0} en X, no decreciente. Es decir que, para todo n ≥ 0 se tiene la
desigualdad xn ⪯ xn+1.

Definición 2.2.8 ([36] Orden parcial completo). Sea (X,≤) un conjunto parcialmente or-
denado. El orden parcial ≤ es completo si:

1. Todo subconjunto dirigido M ⊆ X tiene un supremo
∨
M .

2. Existe un elemento mı́nimo ⊥∈ X.

Definición 2.2.9 (Orden parcial ω-completo). Sea (X,⪯) un conjunto parcialmente orde-
nado. El orden parcial ⪯ es ω-completo si toda cadena-ω x0 ⪯ x1 ⪯ ... en X tiene un
supremo

∨
n≥0 xn ∈ X.

Definición 2.2.10 (Redes). Una red en un conjunto X es una función φ : D → X, donde
D es un conjunto dirigido.

Como los números naturales con su orden usual son un conjunto dirigido, toda sucesión
es una red.

Definición 2.2.11 (Convergencia de redes). Si (D,≤) es un conjunto dirigido, dados una
red φ : D → X en un espacio topológico (X, τ) y un punto x ∈ X, se dice que φ converge
al punto x (notación: φ→ x ) si se cumple que

∀A ∈ τ, x ∈ A⇒ (∃a ∈ D : ∀b ∈ D, b ≥ a⇒ φ(b) ∈ A) .

2.3. Filtros

Definición 2.3.1 (Filtro). Un filtro F sobre un conjunto X es una familia no vaćıa de
subconjuntos de X, es decir ∅ ̸= F ⊆ P(X), que cumple con estas propiedades:

1. ∅ ̸∈ F .

2. ∀F,G ∈ F : F ∩G ∈ F .

3. ∀G ⊆ X,F ∈ F : F ⊆ G⇒ G ∈ F .

Una consecuencia inmediata de la definición 2.3.1 es que toda intersección finita de ele-
mentos de un filtro es no vaćıa. A continuación se dan algunos ejemplos de filtros.

Ejemplo 2.3.1. Si ∅ ̸= A ⊆ X, el conjunto F = {F ⊆ X | A ⊆ F} es un filtro en X,
generalmente llamado filtro principal determinado por A.
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Ejemplo 2.3.2 (El filtro de vecindades de un punto). Si (X, τ) es un espacio topológico
y x ∈ X, entonces N (x), el conjunto de todas las vecindades de x, es un filtro sobre X,
llamado el filtro de vecindades de x.

Ejemplo 2.3.3 (El filtro de Fréchet). Si X es un conjunto infinito, el filtro de Fréchet
sobre X es el subconjunto de P(X) dado por F = { C ⊆ X | (X \ C) es finito }.

Sean F1 y F2 filtros en un conjunto X. Se dice que F2 es más fino que F1 y que F1

es más grueso que F2, cuando F1 ⊆ F2. También se dice que F2 es un refinamiento
de F1, o que F2 refina a F1. De acuerdo a esta definición, todo filtro es simultáneamente
más grueso y más fino que śı mismo y todo filtro es un refinamiento de śı mismo. Para
excluir la posibilidad de que F1 = F2, se dice que F2 es un refinamiento estricto de F1,
o que F2 refina estrictamente a F1, o que F2 es estrictamente más fino que F1 o que F1 es
estrictamente más grueso que F2. Se dice que dos filtros son comparables si uno es más
fino que el otro.

Lema 2.3.1. Si {Fi}i∈I es una familia no vaćıa de filtros en X, entonces su intersección
F =

⋂
i∈I Fi también es un filtro en X.

Proposición 2.3.2. Si F es un filtro en X y A ⊆ X, FA = {A ∩ F | F ∈ F} se conoce
como ((la traza de F en A)). FA es un filtro en A si y solo si, para todo F ∈ F se tiene
A ∩ F ̸= ∅.

Definición 2.3.2 (Subbase de filtro). Dado un conjunto X y un subconjunto S no vaćıo
de su conjunto potencia, ∅ ̸= S ⊆ P(X), se dice que S es una subbase de filtro en X si
ningún subconjunto finito de S tiene una intersección vaćıa.

Proposición 2.3.3. Sea A ⊆ P(X), A ≠ ∅. Una condición necesaria y suficiente para que
exista un filtro F en X que contenga a A, es que A sea una subbase de filtro. Además, si A
es una subbase de filtro, el filtro más grueso que contiene a A se llama el filtro generado
por A. Este es el conjunto

F =

{
F ⊆ X

∣∣∣∣ ∃A1, .., An ∈ A :
n⋂

i=1

Ai ⊆ F

}
.

Corolario 2.3.4. Sea F1 un filtro en X y A ⊆ X. Entonces existe un filtro F2 en X más
fino que F1 y tal que A ∈ F2, si y solo si para cada F ∈ F1 se tiene F ∩ A ̸= ∅.

Corolario 2.3.5. Un conjunto Φ de filtros en un conjunto X ̸= ∅ tiene una mı́nima cota
superior con respecto al orden de la contención en el conjunto de todos los filtros de X, si y
solo si, para todas las sucesiones finitas (Fi)

n
i=1 de elementos de Φ y para todos los conjuntos

Ai ∈ Fi posibles (1 ≤ i ≤ n), la intersección A1 ∩ ... ∩ An es no vaćıa.

Esta condición es equivalente a pedir que
⋃

Φ sea una subbase de filtro.

Definición 2.3.3 (Base de filtro). Dado un conjunto X y un subconjunto β no vaćıo de su
conjunto potencia, ∅ ̸= β ⊆ P(X), se dice que β es base de filtro sobre X si cumple las
propiedades siguientes.

1. ∀B1, B2 ∈ β : ∃B3 ∈ β : B3 ⊂ B1 ∩B2.
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2. ∅ ̸∈ β.

Ejemplo 2.3.4. Sea X = Z. Para cada a ∈ Z \ {0} tomamos el conjunto de todos los
múltiplos enteros de a, es decir aZ = {m ∈ Z | ∃n ∈ Z : m = na}. Entonces el conjunto
β = {aZ | a ∈ Z, a ̸= 0} es una base de filtro en Z, ya que (ab)Z ⊆ aZ ∩ bZ.

Nótese que todo filtro es una base de filtro. Además, si β es una base de filtro en X,
entonces el conjunto F = { F ⊆ X | ∃B ∈ β : B ⊆ F } es un filtro en X [78]. Si F es un
filtro en X y β ⊆ F , entonces β es base de F si y solo si ∀F ∈ F : ∃B ∈ β : B ⊆ F . Si S es
subbase de un filtro F , entonces el conjunto B de las intersecciones finitas de elementos de
S es una base de F . Dos bases de filtro B1 y B2 se llaman equivalentes si las dos generan el
mismo filtro. Similarmente, dos subbases de filtro S1 y S2 se llaman equivalentes si generan
el mismo filtro.

Proposición 2.3.6. Si B1 y B2 son bases de filtro tales que B1 genera a F1 y B2 genera a
F2, entonces F2 es más fino que F1 si y solo si

∀G ∈ B1 : ∃F ∈ B2 : F ⊆ G.

Corolario 2.3.7. Dos bases de filtro B1 y B2 son equivalentes si y solo si cada elemento
de B1 contiene a algún elemento de B2 y viceversa, cada elemento de B2 contiene a algún
elemento de B1.

A continuación tenemos unos ejemplos de bases de filtro.

Ejemplo 2.3.5 ([78] Una base del filtro de vecindades de un punto). Si x es un punto del
espacio topológico (X, τ), entonces N 0(x), el conjunto de sus vecindades abiertas, es base de
N (x), el filtro de todas las vecindades de x.

Ejemplo 2.3.6 ([8] Base del filtro de secciones terminales de un conjunto dirigido). Sea
(X,≺) un conjunto dirigido con X ̸= ∅. Dado a ∈ X, el conjunto T (a) = {x ∈ X | a ≺ x}
se llama la ((sección terminal)) del elemento a. Entonces el conjunto B = {T (a) | a ∈ X}
de todas las secciones terminales en X, es una base de filtro, ya que ∅ /∈ B y dados dos
elementos a, b ∈ X, existe un tercero c ∈ X tal que a ≺ c y b ≺ c, lo que implica que
T (c) ⊆ T (a) ∩ T (b). El filtro generado por B se llama el filtro de secciones terminales
del conjunto dirigido (X,≺).

Definición 2.3.4 ([48] El filtro generado por dos filtros). Sean F y G filtros en X con
la propiedad de que ∀F ∈ F , G ∈ G : F ∩ G ̸= ∅. Entonces la familia de intersecciones
B = {M ∩N |M ∈ F ∧ N ∈ G} es una base de filtro y el filtro que genera B se llama el
filtro generado por F y G.

Este filtro solamente está definido cuando cada miembro de F intersecta a cada miembro
de G. En tal caso, es un refinamiento común de F y de G.

Definición 2.3.5 (Filtro imagen). Sean F un filtro enX y ψ : X → Y una función. Entonces
la familia B = {ψ(F ) | F ∈ F} es una base de filtro en Y . El filtro generado en Y por B se
denota como ψ∗F .
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En el caso particular de que X ⊆ Y y que ψ sea la inclusión, nos referimos a ψ∗F como
la extensión de F a Y .

Definición 2.3.6 (El filtro inducido por la preimagen de otro filtro). Sean ψ : X → Y
una función y F un filtro en Y . Supongamos que ∀F ∈ F : ψ−1(F ) ̸= ∅ (esta condición se
cumple, por ejemplo, cuando ψ es suprayectiva). Entonces B = {ψ−1(F ) | F ∈ F} es base de
filtro en X. El filtro que genera B en X se denota como ψ∗F y se llama el filtro inducido
por ψ en X.

[48] En el caso particular de que X ⊆ Y y que ψ sea la inclusión, nos referimos a ψ∗F
como la traza de F en X, recalcando que este filtro solamente está definido cuando cada
miembro de F tiene una intersección no vaćıa con X.

Observación 2.3.1. Si ψ : X → Y es una función, F es un filtro en X y G es un filtro en
Y , entonces F es más fino que ψ∗ψ∗F y, en caso de que ψ∗G esté definido, ψ∗ψ

∗G es más
fino que G. Esto es consecuencia de las siguientes propiedades de imágenes y preimágenes.
Si F ⊆ X y G ⊆ Y , entonces F ⊆ ψ−1 (ψ(F )) y también ψ (ψ−1(G)) ⊆ G.

Proposición 2.3.8. [78] Si F es un filtro en X, A ⊆ X y se definen los conjuntos B1 y B2
como B1 = {F ∩ A | F ∈ F} y B2 = {F ∩ (X \ A) | F ∈ F}, entonces, o bien B1 es base de
un filtro en X o bien B2 es base de un filtro en X.

Definición 2.3.7 (Ultrafiltro). Un filtro F en un conjunto X se llama ultrafiltro si es un
filtro maximal con respecto al orden de la contención. Es decir, dado cualquier filtro G en
X, si G es más fino que F , entonces G = F .

Proposición 2.3.9. Sea F un filtro en un conjunto X. Entonces las condiciones siguientes
son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.

2. ∀A,B ⊆ X : A ∪B ∈ F ⇒ (A ∈ F o B ∈ F).

3. ∀A ⊆ X : A ∈ F o (X \ A) ∈ F .

Definición 2.3.8 (Ultrafiltro principal, fijo o trivial). Un ultrafiltro F en un conjunto X se
llama principal, o fijo, o trivial, si se cumple

∃a ∈ X : F = {F ⊆ X | a ∈ F} .

Un ultrafiltro no principal es lo mismo que un ultrafiltro no trivial y también recibe el
nombre de ultrafiltro libre, porque no es fijo.

Lema 2.3.10. Un ultrafiltro F es principal si y solo si tiene como elemento a algún subcon-
junto finito de su conjunto base X.

Como consecuencia, es fácil verificar que si X es infinito, entonces F es libre si y solo si
contiene al filtro de Fréchet de todos los subconjuntos cofinitos de X.

Definición 2.3.9 ([5] [48] El filtro elemental asociado a una sucesión). Si {xn}n∈N es una
sucesión en un conjunto X, entonces el filtro elemental asociado con la sucesión {xn}n∈N
es:

F = {A ⊆ X | ∃N ∈ N : ∀n ≥ N : xn ∈ A} .
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Lema 2.3.11. Sea {xn}n∈N una sucesión en X. Dado n ∈ N se define Sn = {xk | k ≥ n}.
La familia B = {Sn | n ∈ N} es base del filtro elemental asociado a {xn}n∈N.

Ejemplo 2.3.7. Sea X = N y consideremos la sucesión {n}n∈N, donde el n-ésimo término
de la sucesión es n. Entonces, el filtro elemental asociado a la sucesión {n}n∈N es el filtro de
Fréchet en N, el conjunto de todos los subconjuntos cofinitos de N.

Observación 2.3.2 ([48]). Si dos sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N coinciden cofinalmente, es
decir que

∃N ∈ N : ∀n ≥ N : an = bn,

entonces los filtros asociados a las sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N son el mismo.

Lema 2.3.12 ([8]). El filtro elemental de una subsucesión
{
xnj

}
j∈N de la sucesión {xn}n∈N

es más fino que el filtro asociado a la sucesión original.

Observación 2.3.3. Sean F y G los filtros elementales asociados con las sucesiones a =
{an}n∈N y b = {bn}n∈N respectivamente. Si G es más fino que F , entonces G es el filtro
elemental asociado a una subsucesión de a, ya que alguna sección terminal de b debe ser
subsucesión de a.

Por definición, todo filtro elemental tiene una base numerable. En el otro sentido tenemos:

Proposición 2.3.13 ([8]). Si un filtro F tiene una base numerable, entonces es igual a la
intersección de todos los filtros elementales que son más finos que F .

Lema 2.3.14 ([27]). Todo filtro numerable tiene una base de la forma C = {Cn | n ∈ N} y
tal que ∀n ∈ N : Cn+1 ⊆ Cn.

Definición 2.3.10 (Punto de aglomeración de una base de filtro). Sean (X, τ) un espacio
topológico, x ∈ X y Γ una base de filtro sobreX. Entonces x es un punto de aglomeración
de Γ si para cada B ∈ Γ, x está en la cerradura de B.

Un filtro puede converger a un elemento x de un espacio topológico X (esto permite vi-
sualizarlos como una generalización de las sucesiones). De forma más general, la convergencia
puede definirse en términos de bases de filtros. Esto se hace como sigue.

Definición 2.3.11 ([22] Convergencia de una base de filtro a un punto). Sean (X, τ) un
espacio topológico, x ∈ X y Γ una base de filtro sobre X. Se dice que Γ converge a x (y en
tal caso se escribe Γ −→ x), si toda vecindad de x contiene a algún elemento de Γ. En este
caso también se dice que x es un ĺımite de Γ, o un punto ĺımite de Γ.

Como todo filtro sobre X es una base de filtro sobre X, la convergencia queda definida
para ambos.

Si (X, τ) es un espacio topológico, x ∈ X y F es un filtro sobre X, una consecuencia de
las definiciones 2.3.1 y 2.3.11 es que F converge a x si y solo si F es un refinamiento del
filtro de vecindades de x, es decir que: F −→ x ⇐⇒ N (x) ⊆ F .
Observación 2.3.4. En vista del Lema 2.3.11, una sucesión {xn}n∈N converge a un punto
p ∈ X si y solo si el filtro elemental asociado a {xn}n∈N converge a p.
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Si un filtro F converge a un punto x, entonces cualquier filtro más fino que F también
converge a x.

Lema 2.3.15. Sean σ ⊆ τ dos topoloǵıas en X, x ∈ X y F un filtro en X. Si F converge a
x en (X, τ), entonces también converge a x en (X, σ).

Proposición 2.3.16. [8] Si Γ es base de filtro en un espacio topológico (X, τ) y x ∈ X,
entonces Γ converge a x si y solo si toda base de N (x) tiene algún conjunto elemento de Γ.

Definición 2.3.12 ([11] Filtro abierto). Una base de filtro abierta en un espacio to-
pológico (X, τ), es una base de filtro formada exclusivamente por conjuntos abiertos. Un
filtro abierto A en el espacio (X, τ), es una familia no vaćıa de abiertos no vaćıos, cerrada
bajo intersecciones finitas y tal que, si A ∈ A y A ⊆ B ∈ τ , entonces B ∈ A.

Se observa que los filtros abiertos se definen dentro del contexto de un espacio topológico
y, a diferencia de los filtros, consisten enteramente de conjuntos abiertos. Además, un filtro
abierto no necesita ser cerrado bajo la toma de superconjuntos arbitrarios, sino únicamente
bajo superconjuntos abiertos. En cambio los filtros se pueden definir sobre cualquier conjunto
no vaćıo y sin hacer referencia a ninguna topoloǵıa.

2.4. Algunas propiedades topológicas

Definición 2.4.1 (Interior y cerradura). Dado un espacio topológico (X, τ), un punto x ∈ X
y un subconjunto A ⊆ X, utilizamos las notaciones siguientes:

Int(A) =
⋃
{G ∈ τ | G ⊆ A} es el interior del conjunto A.

cl(A) =
⋂
{X \G | G ∈ τ ∧G ∩ A = ∅} es la cerradura del conjunto A.

N(x) =
⋂
N (x) =

⋂
N 0(x) =

⋂
{B ∈ τ | x ∈ B}.

Lema 2.4.1. [68] Dados dos puntos x, y ∈ X en cualquier espacio topológico (X, τ), las
afirmaciones siguientes son equivalentes.

1. cl {x} = cl {y}.

2. N (x) = N (y).

3. N(x) = N(y).

Definición 2.4.2 ([59] Cerrados irreducibles). Un subespacio cerrado no-vaćıo A ⊆ X de
un espacio topológico (X, τ) se llama irreducible si para cualesquiera dos subconjuntos
cerrados B,C ⊆ X se cumple

A ⊆ B ∪ C ⇒ (A ⊆ B ∨ A ⊆ C) .

Ejemplo 2.4.1. Las cerraduras de puntos individuales cl {x} son cerrados irreducibles en
cualquier espacio topológico.
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A continuación damos algunas de las definiciones que se conocen comúnmente como
((axiomas de separación)). Este nombre se refiere a formas espećıficas de separar entre śı
puntos o subconjuntos cerrados de un espacio topológico mediante conjuntos abiertos o
funciones continuas.

Definición 2.4.3 (Espacio T0 o de Kolmogorov). Un espacio topológico (X, τ) se llama T0
o espacio de Kolmogorov si

∀x ̸= y ∈ X : N (x) ̸= N (y).

La siguiente condición para T0 es la misma que la de arriba, puesta de manera expĺıcita.

∀x ̸= y ∈ X : ∃G ∈ τ : (x ∈ G ∧ y /∈ G) o (y ∈ G ∧ x /∈ G).

Definición 2.4.4 (Espacio R0 o simétrico). Un espacio topológico (X, τ) se llama R0 o
espacio simétrico si

∀x, y ∈ X : N (x) ̸= N (y)⇒ ∃A,B ∈ τ : x ∈ A \B ∧ y ∈ B \ A.

O, equivalentemente, ∀x, y ∈ X : N(x) = N(y) ∨ (x /∈ N(y) ∧ y /∈ N(x)). Y también
es equivalente a esta otra condición [18], ∀x, y ∈ X : x ∈ cl({y})⇔ y ∈ cl({x}).

Definición 2.4.5 (Espacio T1 o de Fréchet). Un espacio topológico (X, τ) se llama T1 o
espacio de Fréchet si

∀x ̸= y ∈ X, ∃A,B ∈ τ : x ∈ A \B ∧ y ∈ B \ A.

Nótese que en un espacio T1 todos los conjuntos con un solo punto son cerrados.

Definición 2.4.6 ([59] Espacio sobrio). Un espacio (X, τ) se llama sobrio si para todo
cerrado irreducible A ⊆ X, existe un único punto x ∈ X tal que A = cl {x}.

Observación 2.4.1. Todo espacio sobrio es T0.

Definición 2.4.7 ([62] Espacio R1 o pre-regular). Un espacio topológico (X, τ) se llama R1

o espacio prerregular si

∀x, y ∈ X : N (x) ̸= N (y)⇒ ∃A,B ∈ τ : x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ A ∩B = ∅.

O, equivalentemente, ∀x, y ∈ X : N(x) = N(y) ∨ (N(x) ∩N(y) = ∅).

Definición 2.4.8 (Espacio T2 o de Hausdorff). Un espacio topológico (X, τ) se llama T2 o
espacio de Hausdorff si

∀x ̸= y ∈ X : ∃A,B ∈ τ : x ∈ A, y ∈ B, y A ∩B = ∅.

Definición 2.4.9 (Espacio regular). Un espacio (X, τ) se llama regular si

∀x ∈ G ∈ τ : ∃A,B ∈ τ : A ∩B = ∅, x ∈ A y X \G ⊆ B.

Definición 2.4.10 (Espacio T3 o regular de Hausdorff). Un espacio topológico (X, τ) se
llama T3 si es regular y T0.
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Ser un espacio T3 es equivalente a ser regular y T1. También es equivalente a ser regular
y T2, ya que T2 ⇒ T1 ⇒ T0 y aparte tenemos la implicación: (Regular y T0) ⇒ T2. A los
espacios T3 también se les conoce como espacios de Hausdorff regulares.

Definición 2.4.11 (Espacio completamente regular). Un espacio topológico (X, τ) se llama
completamente regular si

∀x ∈ G ∈ τ, ∃f : X → [0, 1] continua, con f(x) = 1 ∧ f(X \G) = {0} .

Definición 2.4.12 (Espacio de Tychonoff o T3 1
2
). Un espacio topológico (X, τ) se llama T3 1

2

o espacio de Tychonoff si es completamente regular y T0.

Todo espacio de Tychonoff es T2 y por lo tanto T1. Los espacios de Tychonoff también se
llaman espacios de Hausdorff completamente regulares.

Definición 2.4.13 (Espacio normal). Un espacio (X, τ) se llama normal si

∀C,D ⊆ X cerrados ajenos : ∃A,B ∈ τ : A ∩B = ∅ ∧ C ⊆ A ∧ D ⊆ B.

Definición 2.4.14 (Espacio T4 o normal de Hausdorff). Un espacio topológico (X, τ) se
llama T4 o espacio de Hausdorff normal si es normal y T1.

Definición 2.4.15 ([38] Espacio realcompacto). Un espacio topológico (X, τ) se llama real-
compacto cuando es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto topológico de
lineas rectas reales, es decir, de copias de R con su topoloǵıa usual.

Observación 2.4.2. [38] Como la ĺınea recta real R es Tychonoff y los productos de es-
pacios Tychonoff son Tychonoff, aśı como sus subespacios, por lo tanto todos los espacios
realcompactos son Tychonoff.

Definición 2.4.16 (Preservación de interiores). Dado un espacio topológico (X, τ) y una
colección C de subconjuntos de X, se dice que C preserva interiores si se cumple

∀A ⊆ C :
⋂
{Int(A) | A ∈ A} = Int

(⋂
{A | A ∈ A}

)
.

Definición 2.4.17 ([6] Monoide topológico). Unmonoide topológico (X,m, τ) es un espa-
cio topológico (X, τ) equipado con una operación binaria m : X ×X → X que es asociativa,
tiene una unidad y es continua con respecto a τ y a la topoloǵıa producto correspondiente
en X ×X.

Definición 2.4.18 ([49] Grupo topológico). Un grupo topológico es una terna (G, ∗, τ)
donde (G, ∗) es un grupo, (G, τ) es un espacio topológico y la función dada por x ∗ y−1 :
G×G→ G es continua con respecto a la topoloǵıa producto en G×G.

La tercera condición es equivalente a pedir por separado que cada una de las funciones
x ∗ y : G×G→ G y x−1 : G→ G sean continuas.

Definición 2.4.19 (Relación izquierda y relación derecha). Dado un subconjunto A de un
grupo topológico G, la relación LA = {(x, y) ∈ G×G | x−1 · y ∈ A} se llama la relación
izquierda determinada por A, mientras que RA = {(x, y) ∈ G×G | x · y−1 ∈ A} se llama
la relación derecha determinada por A.

Cuando el grupo G es abeliano, las relaciones izquierda y derecha determinadas por A
coinciden, es decir, ∀A ⊆ G : LA = RA.
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2.4.1. Espacios preordenados y espacios de Alexandrov

Definición 2.4.20 ([61] Espacio topológico preordenado). Un espacio topológico preorde-
nado es una terna (X, τ,≤) donde (X, τ) es un espacio topológico y ≤ es un preorden en
X.

Definición 2.4.21 ([26] Espacio topológico ordenado). Un espacio topológico ordenado es
una terna (X, τ,≤) donde (X, τ) es un espacio topológico, ≤ es un orden parcial en X y su
gráfica G(≤) = {(x, y) | x ≤ y} es un subconjunto cerrado de X ×X.

Definición 2.4.22 (El preorden de especialización de una topoloǵıa). Dado un espacio
topológico (X, τ), el preorden de especialización ≤τ en X se define aśı

∀x, y ∈ X : x ≤τ y ⇔ x ∈ cl {y} .

El preorden de especialización también se puede caracterizar mediante las condiciones
siguientes.

Lema 2.4.2. Sea (X, τ) un espacio topológico y sean x, y ∈ X. Las condiciones siguientes
son equivalentes.

x ≤τ y.

cl {x} ⊆ cl {y}.

N 0(x) ⊆ N 0(y).

N(y) ⊆ N(x).

Observación 2.4.3. En todo espacio T1, el preorden de especialización es △(X), la relación
de identidad.

Lema 2.4.3. Dada cualquier topoloǵıa, sus abiertos son conjuntos crecientes en el preorden
de especialización.

A ∈ τ ⇒ ↑≤τ A = A.

Proposición 2.4.4 ([32]). Dado un preorden ≤ en un conjunto X, la familia de sus conjun-
tos crecientes es la topoloǵıa más fina entre todas aquellas que tienen a ≤ como su preorden
de especialización.

Proposición 2.4.5 ([32]). Dado un preorden ≤ en un conjunto X, existe una topoloǵıa
en X que es la más gruesa entre todas aquellas que tienen a ≤ como su preorden de es-
pecialización. La familia S = {X\ ↓ {x} | x ∈ X} es subbase de dicha topoloǵıa y B =
{X\ ↓ E | E ⊆ X, E finito} es una base.

La topoloǵıa de la proposición 2.4.5 se conoce como la topoloǵıa superior del preorden ≤.

Definición 2.4.23 ([2], [88] Topoloǵıa de Alexandrov). Si (X, τ) es un espacio topológico,
entonces la topoloǵıa τ se llama de Alexandrov si es cerrada bajo intersecciones arbitrarias
de conjuntos abiertos.
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Si una topoloǵıa τ sobre un conjunto X es de Alexandrov, entonces al espacio (X, τ)
también se le llama espacio de Alexandrov. La topoloǵıa de la proposición 2.4.4 es una
topoloǵıa de Alexandrov y se conoce como la topoloǵıa de Alexandrov del preorden ≤.

Lema 2.4.6. Si (X, τ) es un espacio de Alexandrov, entonces el conjunto de todos los ce-
rrados de τ también es una topoloǵıa de Alexandrov en X.

Proposición 2.4.7. [88] Un espacio topológico (X, τ) es de Alexandrov si y solo si cada
punto x ∈ X tiene una vecindad mı́nima.

Proposición 2.4.8. [88] Si τ es una topoloǵıa de Alexandrov, entonces B = {N(x) | x ∈ X},
el conjunto de todas las vecindades mı́nimas, es base de τ y es la única base minimal en el
sentido de que cualquier base de τ contiene a B.

Proposición 2.4.9. [3] Una topoloǵıa de Alexandrov τ es T0 si y solo si su preorden de
especialización ≤τ es un orden parcial.

Lema 2.4.10. [3] La única topoloǵıa de Alexandrov que puede ser T1 es la topoloǵıa discreta.

Esto es consecuencia de que en un espacio de Alexandrov, las uniones arbitrarias de
conjuntos cerrados son cerradas y de que en un espacio T1 todos los puntos son cerrados.

Lema 2.4.11. Un espacio de Alexandrov es R0 si y solo si es R1.

Lema 2.4.12. Si un espacio de Alexandrov es R1, entonces todos sus conjuntos abiertos son
cerrados y viceversa.

A continuación damos varios ejemplos de topoloǵıas de Alexandrov.

Ejemplo 2.4.2. Toda topoloǵıa τ sobre un conjunto finito es una topoloǵıa de Alexandrov.

Ejemplo 2.4.3 (Todas las preimágenes de una función). Si f : X → Y es una función y
definimos a τ = {A ⊆ X | ∃B ⊆ Y : A = f−1(B)}, la familia de los conjuntos f -saturados,
entonces τ es una topoloǵıa de Alexandrov.

Ejemplo 2.4.4. [70] Sea X un conjunto no vaćıo y sea S ⊆ X. Entonces los tres conjuntos
siguientes son topoloǵıas de Alexandrov en X.

Super(S) = {∅} ∪ {A ⊆ X | S ⊆ A}.

Sub(S) = {X} ∪ {A ⊆ X | A ⊆ S}.

Ajeno(S) = {X} ∪ {A ⊆ X | A ∩ S = ∅} = Sub(X \ S).

Ejemplo 2.4.5 (Topoloǵıas basadas en una partición). Sea X ̸= ∅ y sea β = {Bi}i∈I una
partición de X. Entonces la topoloǵıa que tiene como base a β es de Alexandrov.

En este ejemplo la vecindad mı́nima de un punto x es el bloque Bi que contiene a x.

Ejemplo 2.4.6 ([70] Cerrados que contienen a su imagen bajo una función). Si f : X → X
es una función y se define a los conjuntos cerrados en τ como aquellos C ⊆ X que cumplen
f(C) ⊆ C, entonces τ es de Alexandrov.
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Ejemplo 2.4.7 ([70] Abiertos que contienen a su preimagen bajo una función). Si se tiene
una función f : X → X y se define a los abiertos de τ como aquellos A ⊆ X que cumplen
f−1(A) ⊆ A, entonces τ es de Alexandrov.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente.

Ejemplo 2.4.8 (Abiertos que contienen a su imagen bajo una relación). Sea X un conjunto
no vaćıo y sea R ⊆ X × X. Entonces τR = {A ⊆ X | R(A) ⊆ A} es una topoloǵıa de
Alexandrov en el conjunto X.

Este último ejemplo es el más general que hay, ya que todas las topoloǵıas de Alexandrov
se pueden definir de esa manera. De hecho, dada una topoloǵıa de Alexandrov, es posible
describir sus conjuntos abiertos mediante el formato del ejemplo anterior utilizando no sola-
mente una relación en general, sino un preorden, el propio preorden de especialización de la
misma topoloǵıa.

Proposición 2.4.13. Si τ es una topoloǵıa de Alexandrov, entonces todos los conjuntos
crecientes de su preorden de especialización pertenecen a τ .

El lema 2.4.3 junto con la proposición 2.4.13 implican el siguiente resultado.

Corolario 2.4.14. Si (X, τ) es un espacio de Alexandrov y ≤τ es el preorden de especiali-
zación de τ , entonces la colección de los conjuntos crecientes de ≤τ es igual a τ .

De aqúı se sigue este otro resultado muy similar.

Corolario 2.4.15. Si (X, τ) es un espacio de Alexandrov y ≤τ es el preorden de especializa-
ción de τ , entonces la colección de los conjuntos decrecientes de ≤τ coincide con la colección
de los conjuntos cerrados en τ .

Lema 2.4.16. Sea P ⊆ X ×X un preorden sobre un conjunto X ̸= ∅. Sea τP la topoloǵıa
de Alexandrov dada por los conjuntos crecientes de P , es decir, τP = {A ⊆ X | P (A) ⊂ A}.
Sea x ∈ X. Se tiene

1. El preorden de especialización de τP es igual a P .

2. N(x) = P (x).

3. cl {x} = P−1(x).

Corolario 2.4.17. Si P y Q son dos preórdenes en X que inducen la misma topoloǵıa con
sus conjuntos crecientes (es decir que τP = τQ) entonces P = Q.

Lema 2.4.18. Si τ y σ son dos topoloǵıas de Alexandrov en un conjunto X no vaćıo y ambas
tienen el mismo preorden de especialización ≤τ = ≤σ, entonces τ = σ.

Los resultados anteriores significan que hay una biyección entre el conjunto de todos
los preórdenes que se pueden definir en un conjunto dado, por un lado, y el conjunto de
topoloǵıas de Alexandrov que se pueden definir sobre ese mismo conjunto, por el otro. En
esta biyección el preorden asociado a la topoloǵıa es su preorden de especialización y la
topoloǵıa asociada al preorden es la que tiene a los conjuntos crecientes por abiertos y a los
decrecientes como cerrados.
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2.4.2. Espacios bitopológicos

Definición 2.4.24 (Espacio bitopológico). Un espacio bitopológico es una terna (X, τ, σ)
donde tanto τ como σ son topoloǵıas en X.

Ejemplo 2.4.9. Un espacio topológico de Alexandrov (X, τ) se puede considerar de entrada
como un espacio bitopológico ya que los cerrados de τ forman otra topoloǵıa en X.

Definición 2.4.25 (Función bicontinua). [14] Dados dos espacios bitopológicos (X, τ1, τ2)
y (Y, σ1, σ2), entonces una función f : X → Y se llama bicontinua, o también continua
por pares, si tanto f : (X, τ1)→ (Y, σ1) como f : (X, τ2)→ (Y, σ2) son continuas.

Definición 2.4.26 (La categoŕıa Bitop). La categoŕıa Bitop está definida por:

Sus objetos son los espacios bitopológicos.

Sus morfismos son las funciones bicontinuas.

De manera similar al hecho de que en un espacio topológico se tienen axiomas de sepa-
ración, en un espacio bitopológico también se tienen este tipo de axiomas. Veamos algunos.

Definición 2.4.27 (Topoloǵıa regular con respecto a otra topoloǵıa). Dado un espacio
bitopológico (X, τ, σ), se dice que τ es regular con respecto a σ si se cumple

∀x ∈ X : ∃Bx ⊆ P(X) : Bx es base del filtro Nτ (x) y ∀B ∈ Bx : X \B ∈ σ.

Esto significa que todo punto en X tiene una base de vecindades en τ que consiste entera-
mente de conjuntos que son cerrados en σ.

Lema 2.4.19. [50] τ es regular con respecto a σ si y solo si

∀x ∈ A ∈ τ, ∃U ∈ τ, V ∈ σ con x ∈ U, U ∩ V = ∅ y A ∪ V = X.

Definición 2.4.28 (Espacio bitopológico regular por pares). Se dice que un espacio bito-
pológico (X, τ, σ) es regular por pares si τ es regular con respecto a σ y además σ es
regular con respecto a τ .

Definición 2.4.29 ([50] Espacio bitopológico Hausdorff por pares). El espacio bitopológico
(X, τ, σ) se llama Hausdorff por pares si

∀x ̸= y ∈ X, ∃U ∈ τ, V ∈ σ con x ∈ U, y ∈ V y U ∩ V = ∅.

De acuerdo con [50], si (X, τ, σ) es Hausdorff por pares, entonces tanto τ como σ son T1.

Definición 2.4.30 ([94] Topoloǵıas acopladas). Si (X, τ, σ) es un espacio bitopológico,
entonces se dice que τ está acoplada a σ si para todo abierto A de τ se cumple que
clτ (A) ⊆ clσ(A).

Conforme con Kelly [50], si τ es regular con respecto a σ y σ está acoplada a τ , entonces
τ ⊆ σ. Por lo tanto si τ y σ son regulares a pares y están acopladas mutuamente, entonces
coinciden y es una topoloǵıa regular.



Caṕıtulo 3

Espacios uniformes

La teoŕıa de los espacios uniformes está relacionada estrechamente con la de los espacios
cuasiuniformes, de los que los cuasimétricos son un caso particular. El concepto de espacio
uniforme lo introdujo Andre Weil [93] en 1937. Hay varias propiedades que se estudian dentro
del marco de los espacios métricos y que están relacionadas estrechamente con propiedades
topológicas, por ejemplo el acotamiento total, la continuidad uniforme o las sucesiones de
Cauchy, aunque en realidad estas últimas no son en śı mismas propiedades topológicas [49].
Esto es porque el concepto de cercańıa uniforme o de pequeñez uniforme no es un concepto
topológico [22]. Los espacios uniformes son una generalización de los espacios métricos y
se encuentran de cierta forma en un punto intermedio entre los espacios métricos y los
espacios topológicos, ya que a todo espacio métrico se le asocia de manera canónica un
espacio uniforme y a cada espacio uniforme se le asocia de manera canónica un espacio
topológico. A cada grupo topológico también se le asocia de forma canónica un espacio
uniforme, aunque su topoloǵıa no sea metrizable, aśı que el concepto de espacio uniforme es
más general que el de espacio métrico [5].

3.1. Teoŕıa general

Un espacio uniforme es un conjunto equipado con una estructura conocida como unifor-
midad. Una uniformidad sobre un conjunto dado se puede definir de tres maneras distintas
pero equivalentes. Una uniformidad seudométrica es una familia de seudométricas sobre un
mismo conjunto, cerrada bajo la operación binaria del máximo y que, sin entrar en deta-
lles, cumple otra propiedad en términos de desigualdades con números reales positivos. Una
uniformidad diagonal es un filtro de relaciones reflexivas definidas en un conjunto y que
cumplen dos propiedades adicionales en términos de relaciones inversas y de composición de
relaciones. Una uniformidad de cubiertas es una familia de cubiertas de un conjunto dado que
cumplen tres propiedades acerca de los refinamientos de dichas cubiertas. En este trabajo se
exponen los conceptos relativos a la teoŕıa de los espacios uniformes y cuasiuniformes desde
el punto de vista y con la notación de las uniformidades diagonales.

Definición 3.1.1 (Espacio uniforme). Un par (X,U) es un espacio uniforme si cumple:

1. U es un filtro sobre X ×X.

27
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2. ∀U ∈ U : △(X) ⊆ U .

3. ∀U ∈ U : ∃V ∈ U : V ◦ V ⊆ U .

4. ∀U ∈ U : U−1 ∈ U .

Nos referimos a U como una uniformidad sobre X. A los elementos de U se les llama
entornos.

Algunos autores, por ejemplo [7], sustituyen la cuarta condición de la definición 3.1.1 por
la condición equivalente:

∀U ∈ U : ∃V ∈ U : V ⊆ U−1.

Nótese que dado que △(X) ⊆ U para todo U ∈ U , si V 2 ⊆ U , entonces V ⊆ U .

Como las uniformidades son filtros, también se dice que una uniformidad V refina a una
uniformidad U si U ⊆ V . Equivalentemente, se dice que V es más fina que U y que U es
más gruesa que V . Toda uniformidad es simultáneamente más fina y más gruesa que śı
misma. Para excluir el caso de la igualdad se habla de refinamiento estricto.

Ejemplo 3.1.1 (La uniformidad trivial y la uniformidad discreta). Si X es un conjunto no
vaćıo, entonces:

V = {X ×X} es una uniformidad en X llamada la uniformidad trivial.

U = {U ⊆ X ×X | ∆(X) ⊆ U} es una uniformidad en X llamada la uniformidad
discreta.

Dada cualquier uniformidad U sobre el conjunto X, la uniformidad discreta es más fina
que U y la uniformidad trivial es más gruesa que U .

Definición 3.1.2 (Base de una uniformidad). Si (X,U) es un espacio uniforme y B ⊆ U ,
entonces B se llama base de U si para todo U ∈ U existe B ∈ B tal que B ⊆ U . Una base
de U también se llama un sistema fundamental de entornos de U .

Proposición 3.1.1. Sea B ⊆ P(X × X). Entonces existe alguna uniformidad U en X tal
que B es base de U si y solo si se cumplen las condiciones siguientes:

∀B1, B2 ∈ B : ∃B3 ∈ B : B3 ⊆ B1 ∩B2.

∀B ∈ B : ∆(X) ⊆ B.

∀U ∈ B : ∃V ∈ B : V ◦ V ⊆ U .

∀U ∈ B : ∃V ∈ B : V ⊆ U−1.

Claramente toda uniformidad es base de śı misma y el conjunto singular {∆(X)} es base
de la uniformidad discreta.

Ejemplo 3.1.2. En todo espacio uniforme (X,U), la familia B = {U ∈ U | U = U−1}, for-
mada por los entornos simétricos es una base de la uniformidad U .
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Ejemplo 3.1.3 ([47] La estructura p-ádica). Sea p ∈ Z un número primo. Para cada n ∈ N
se define Dn = {(x, y) ∈ Z× Z | x ≡ y (mod pn)}. La familia B = {Dn | n ∈ N} es base de
una uniformidad U en Z llamada la estructura p-ádica.

Ejemplo 3.1.4 (Uniformidades izquierda y derecha en grupos topológicos). Si (G, ∗, τ)
es un grupo topológico, las relaciones izquierdas LV determinadas por las vecindades V
del elemento neutro de G, forman la base de una uniformidad llamada la uniformidad
izquierda de G. Similarmente, las relaciones derechas RV determinadas por las vecindades
del elemento neutro generan una uniformidad llamada la uniformidad derecha de G.

Ejemplo 3.1.5 (La uniformidad Euclideana). La familia B de subconjuntos de R×R dada
por B = {Uε | ε > 0}, donde Uε = {(x, y) ∈ R× R : |x− y| < ε}, es base de una uniformidad
en R que se llama la uniformidad Euclideana.

La uniformidad Euclideana es un caso particular del siguiente concepto más general.

Ejemplo 3.1.6 (Uniformidades métricas). Dada una métrica d en un conjunto X, la familia
B = {Uϵ}ϵ>0, donde Uϵ = d−1 [0, ϵ) = {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < ϵ}, genera una uniformidad
sobre X conocida como la uniformidad métrica determinada por d.

Definición 3.1.3 (Cercańıa y pequeñez relativas a un entorno). En un espacio uniforme
(X,U), si x, y ∈ X, U ∈ U y A ⊆ X, entonces

Si (x, y) ∈ U , se dice que x e y son cercanos con respecto a U .

Si A×A ⊆ U , es decir, si todos los elementos de A son cercanos entre si con respecto
a U , se dice que A es pequeño con respecto a U .

Lema 3.1.2. Sea U una uniformidad en X y sea B una base de U . En este caso,
⋂
U =

⋂
B.

Además, dicha intersección es una relación de equivalencia en X.

Definición 3.1.4 (Uniformidades separadas, o de Hausdorff). Se dice que un espacio uni-
forme (X,U) es separado, o de Hausdorff, si cumple⋂

U =
⋂
U∈U

U = ∆(X).

Definición 3.1.5 (Espacio uniforme totalmente acotado). Un espacio uniforme (X,U) se
llama totalmente acotado si para cada entorno U ∈ U existe una familia finita de subcon-
juntos A1, .., An ⊆ X tales que

n⋃
i=1

An = X y ∀i ∈ {1, .., n} : Ai × Ai ⊆ U.

Definición 3.1.6 (Espacio uniforme precompacto). Un espacio uniforme (X,U) se llama
precompacto si para cada entorno U ∈ U existe un subconjunto finito S ⊆ X, tal que
U(S) = X.

Proposición 3.1.3. [57] Un espacio uniforme (X,U) es precompacto si y solo si es total-
mente acotado.
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En el caso más general de los espacios cuasiuniformes, los dos conceptos anteriores no
son equivalentes. La uniformidad trivial siempre es totalmente acotada. En cambio, la uni-
formidad discreta es totalmente acotada si y solo si el conjunto X es finito. En el caso de
una uniformidad métrica, si el espacio (X,U) es totalmente acotado, entonces es acotado.

Definición 3.1.7 (Función uniformemente continua). Una función f : X → Y entre dos
espacios uniformes (X,U) y (Y,V) se llama uniformemente continua si

∀V ∈ V ,∃U ∈ U : ∀x, y ∈ X : (x, y) ∈ U ⇒ (f(x), f(y)) ∈ V.

La condición de arriba es equivalente a pedir que ∀E ∈ V : (f, f)−1E ∈ U .

Si U es la uniformidad discreta, entonces f es uniformemente continua. Asimismo, si V
es la uniformidad trivial, f es uniformemente continua. Las funciones constantes son unifor-
memente continuas. En cualquier espacio uniforme, la función identidad es uniformemente
continua. La composición de funciones uniformemente continuas es uniformemente continua.

Proposición 3.1.4. Sea f : X → Y una función uniformemente continua y suprayectiva
entre dos espacios uniformes. Si X es totalmente acotado, entonces Y también es totalmente
acotado.

Proposición 3.1.5. Sea f : G→ H un homomorfismo continuo entre dos grupos topológi-
cos. Entonces f es uniformemente continua, tanto con respecto a la uniformidad izquierda
como a la uniformidad derecha.

Definición 3.1.8 (Unimorfismo). Una función f : X → Y entre dos espacios uniformes
(X,U) y (Y,V) se llama unimorfismo si es una biyección uniformemente continua y su
inversa f−1 : Y → X también es uniformemente continua.

Los unimorfismos también reciben el nombre de equivalencia uniforme.

Definición 3.1.9 (Espacios uniformemente equivalentes). Dos espacios uniformes (X,U) y
(Y,V) son uniformemente equivalentes si existe un unimorfismo entre ellos.

Definición 3.1.10 (Invariante uniforme). Un invariante uniforme es cualquier propiedad
de los espacios uniformes que se mantenga invariante bajo unimorfismos.

Definición 3.1.11 (La categoŕıa Unif). La categoŕıa Unif está definida por:

Sus objetos son los espacios uniformes.

Sus morfismos son las funciones uniformemente continuas.

Definición 3.1.12 (Espacio uniformemente homogéneo). Un espacio uniforme X se llama
uniformemente homogéneo si para cada par de puntos a, b ∈ X existe un unimorfismo
f : X → X tal que f(a) = b.

Todo espacio uniforme con la uniformidad discreta o con la uniformidad trivial es uni-
formemente homogéneo. Todos los grupos topológicos son uniformemente homogéneos.
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Definición 3.1.13 ([47] El producto uniforme). Sea {(Xj,Uj)}j∈J una familia de espacios
uniformes y sea X =

∏
j∈J Xj. La uniformidad producto U es la uniformidad más gruesa

en X entre aquellas para las que todas la proyecciones πj : X → Xj son uniformemente
continuas.

Proposición 3.1.6. Sea {(Xj,Uj)}j∈J una familia de espacios uniformes y sea X su pro-
ducto uniforme. Si A es un espacio uniforme y f : A → X es una función, entonces f es
uniformemente continua si y solo si cada una de las composiciones fj = πj ◦ f : A→ Xj es
uniformemente continua.

Lema 3.1.7. Sean {(Xj,Uj)}j∈J y {(Yj,Vj)}j∈J dos familias de espacios uniformes y sea
{fj : Xj → Yj}j∈J una familia de funciones uniformemente continuas entre los espacios co-
rrespondientes. En tal caso la función producto,

∏
j∈J

fj :
∏
j∈J

Xj −→
∏
j∈J

Yj dada por

(∏
j∈J

fj

)
(x) = (fj(xj))j∈J ,

es uniformemente continua.

Corolario 3.1.8. El producto de una familia de unimorfismos es también unimorfismo.

Corolario 3.1.9. El producto uniforme de una familia de espacios uniformemente ho-
mogéneos es también uniformemente homogéneo.

Corolario 3.1.10. Dados un espacio uniforme X y un conjunto J , se tiene que la función
diagonal ∆ : X → XJ es uniformemente continua.

Proposición 3.1.11. El producto uniforme de una familia de espacios uniformes separados
es separado.

Proposición 3.1.12. El producto uniforme de una familia de espacios uniformes totalmente
acotados es totalmente acotado.

Definición 3.1.14 (La uniformidad inducida). Sea f : (X,U) → (Y,V) una función entre
espacios uniformes. Se dice que U es la uniformidad inducida por f a partir de V si la
familia B = {(f × f)−1E | E ∈ V} es base de U .

La notación (f × f)−1E significa {(x, y) ∈ X ×X | (f(x), f(y)) ∈ E}.
La uniformidad inducida es la más gruesa en X entre todas aquellas que hacen que la

función f sea uniformemente continua.

Lema 3.1.13. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones entre espacios uniformes. Si Y tiene
la uniformidad inducida por g a partir de la uniformidad de Z y X tiene la uniformidad
inducida por f a partir de la uniformidad de Y , entonces X tiene la uniformidad inducida
por g ◦ f a partir de la uniformidad de Z.

Proposición 3.1.14. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones entre espacios uniformes.
Si Y tiene la uniformidad inducida por g a partir de la uniformidad de Z, entonces f es
uniformemente continua si y solo si g ◦ f es uniformemente continua.
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Definición 3.1.15 (Inmersión uniforme). Sea f : (X,U) → (Y,V) una función inyectiva
entre espacios uniformes. Esta función se llama inmersión uniforme si los entornos de X
coinciden con las imágenes inversas de los entornos de Y , es decir U = {(f × f)−1E | E ∈ V}

Si el dominio de una función inyectiva y uniformemente continua tiene la uniformidad
trivial, entonces dicha función es una inmersión uniforme. Sin embargo, no todas las funciones
inyectivas y uniformemente continuas son inmersiones uniformes. Por ejemplo, la función
identidad en un conjunto donde la uniformidad del dominio sea un refinamiento estricto de
la uniformidad del codominio, no es una inmersión uniforme.

Definición 3.1.16 ([7], [8] Uniformidades relativas y subespacios uniformes). Sean (X,U)
un espacio uniforme y A ⊆ X no vaćıo. La traza de U en A× A, es decir el conjunto

D = {U ∩ A× A | U ∈ U} ,

es una uniformidad en A a la que se conoce como la uniformidad inducida en A por U .
También se le llama la uniformidad relativa a A, o la relativización de U para A. Al
espacio uniforme (A,D) se le llama un subespacio uniforme de (X,U).

Proposición 3.1.15. Sea (X,U) un espacio uniforme. Para cada x ∈ X se define el conjunto
B(x) = {U(x) | U ∈ U}. Existe una única topoloǵıa τ en X con la propiedad de que, para
cada x ∈ X, el conjunto B(x) es igual a Nτ (x), el filtro de vecindades de x en τ .

Definición 3.1.17 (La topoloǵıa uniforme). Dado un espacio uniforme (X,U), la topoloǵıa
de la Proposición 3.1.15 se denota por τ(U) y se llama la topoloǵıa uniforme asociada a
U . Se dice que U induce o genera a τ(U).

Dados x ∈ X, U ∈ U , al conjunto U(x) se le llama vecindad uniforme de x.

Proposición 3.1.16. En todo espacio uniforme (X,U), la topoloǵıa uniforme está dada por

τ(U) = {A ⊆ X | ∀x ∈ A : ∃U ∈ U : U(x) ⊆ A} .

La topoloǵıa uniforme es la topoloǵıa canónica que se le asocia usualmente a un espacio
uniforme. Esta topoloǵıa es básica en el estudio de los espacios uniformes ya que cuando no
se indica otra cosa, las propiedades topológicas que se adscriben a un espacio uniforme se
interpretan rutinariamente con relación a la topoloǵıa uniforme. La topoloǵıa inducida por
la uniformidad discreta es la topoloǵıa discreta y la topoloǵıa inducida por la uniformidad
trivial es la topoloǵıa indiscreta. En general, dado un punto x ∈ X y un entorno U ∈ U ,
la vecindad U(x) no necesariamente es un conjunto abierto en la topoloǵıa uniforme. Sin
embargo, siempre contiene a una vecindad abierta de x en τ(U), como lo muestra el resultado
siguiente.

Lema 3.1.17 ([4]). Sea (X,U) un espacio uniforme. Para cada U ∈ U , x ∈ X, el conjunto
G definido como

G = {y ∈ X | ∃V ∈ U : V (y) ⊆ U(x)}

cumple que x ∈ G ⊆ U(x) y además G ∈ τ(U).
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Proposición 3.1.18 ([47]). Si (G, ∗, τ) es un grupo topológico, entonces, tanto la topoloǵıa
uniforme inducida por la uniformidad izquierda de G, aśı como la inducida por la uniformi-
dad derecha, coinciden con τ .

Proposición 3.1.19 ([7]). Dado un espacio uniforme (X,U), la topoloǵıa τ(U) es de Haus-
dorff si y solo si el espacio (X,U) es de Hausdorff.

Proposición 3.1.20. Sean X y Y espacios uniformes y sea f : X → Y una función
uniformemente continua. Entonces f es continua con respecto a las topoloǵıas inducidas
por las uniformidades de X y de Y .

Definición 3.1.18 (Espacio topológico uniformizable). Un espacio topológico (X, τ) se llama
uniformizable si existe una uniformidad U en X tal que τ = τ(U).

No todo espacio topológico es uniformizable. Por otra parte, hay uniformidades diferentes
que generan la misma topoloǵıa.

Ejemplo 3.1.7. Sea X un conjunto infinito. Sea B1 el conjunto de todas las relaciones de
equivalencia en X y sea B2 el conjunto de relaciones de equivalencia que tienen un número
finito de clases de equivalencia. Tanto B1 como B2 son bases que generan uniformidades U1 y
U2 sobre X, respectivamente. Se tiene U1 ̸= U2 ya que U1 es la uniformidad discreta mientras
que ∆(X) /∈ U2. Sin embargo, ambas uniformidades generan a la topoloǵıa discreta en X.

Proposición 3.1.21. Sea (X,U) un espacio uniforme. Si D = D−1 ∈ U es un entorno
simétrico y se tiene un subconjunto M ⊆ X ×X, entonces el subconjunto D ◦M ◦D es una
vecindad de M en el producto topológico (X, τ(U))× (X, τ(U)). Además, la cerradura de M
está dada por

Cl(M) =
⋂{

D ◦M ◦D | D = D−1 ∈ U
}
.

Corolario 3.1.22. Si H es un subconjunto del espacio uniforme X, entonces

Cl(H) =
⋂{

D(H) | D = D−1 ∈ U
}
.

Corolario 3.1.23. Si (X,U) es un espacio uniforme, se tiene

i) Los interiores de los entornos U ∈ U forman una base de U .

ii) Las cerraduras de los entornos U ∈ U forman una base de U .

Corolario 3.1.24. Si (X,U) es un espacio uniforme, entonces el espacio topológico asociado
(X, τ(U)) es regular.

De esta manera, el corolario 3.1.24 muestra que ningún espacio topológico que no sea
regular admite una uniformidad compatible con su topoloǵıa. Por ejemplo, la topoloǵıa
cofinita en un conjunto infinito no está inducida por ninguna uniformidad, ya que dicha
topoloǵıa no es regular. Como se vió anteriormente, pueden haber uniformidades diferentes
que induzcan la misma topoloǵıa. Sin embargo, ese no es el caso para un espacio topológico
compacto Hausdorff.
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Teorema 3.1.25 ([8], [47]). Si (X, τ) es un espacio compacto Hausdorff, existe una úni-
ca uniformidad U en X compatible con τ . La uniformidad U es el conjunto de todas las
vecindades del conjunto ∆(X) en el espacio producto (X, τ)× (X, τ).

Ya se ha mencionado que una función uniformemente continua es continua, pero lo inverso
no es cierto de manera general. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, dicha propiedad inversa
śı se cumple.

Corolario 3.1.26 ([47]). Sea f : (X,U) −→ (Y,V) una función entre espacios uniformes,
continua con respecto a τ(U) y τ(V). Si (X, τ(U)) es un espacio compacto Hausdorf, entonces
f es uniformemente continua.

El ejemplo siguiente sirve como ilustración del corolario anterior.

Ejemplo 3.1.8. Si G es un grupo topológico compacto Hausdorff y n ∈ Z, entonces la
función ψ : G→ G tal que ∀g ∈ G : ψ(g) = gn, es uniformemente continua.

Definición 3.1.19 (Sucesión de Cauchy). Una sucesión {xn}n∈N en un espacio uniforme
(X,U) se llama de Cauchy si

∀U ∈ U : ∃N ∈ N : ∀m,n ≥ N : (xm, xn) ∈ U.

Es suficiente que {xn}n∈N cumpla la condición de la definición con respecto a todos los
entornos B pertenecientes a alguna base B de la uniformidad U para que sea una sucesión
de Cauchy.

Proposición 3.1.27. Sea {xn}n∈N una sucesión en el espacio uniforme (X,U). Si {xn}n∈N
converge en la topoloǵıa uniforme τ(U), entonces {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy.

Proposición 3.1.28. Sea f : X → Y una función uniformemente continua entre dos es-
pacios uniformes (X,U) y (Y,V). Si {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy en X, entonces
{f(xn)}n∈N es una sucesión de Cauchy en Y.

Definición 3.1.20 (Filtro de Cauchy). En un espacio uniforme (X,U), un filtro F sobre X
se dice que es un filtro de Cauchy si para cada U ∈ U existe F ∈ F tal que F × F ⊂ U .

Observación 3.1.1. Si B es una base de U en el espacio uniforme (X,U) y F es un filtro sobre
X tal que para cada B ∈ B existe F ∈ F con F ×F ⊆ B, entonces F es un filtro de Cauchy.

En una uniformidad discreta, los únicos filtros de Cauchy son los filtros principales. En
una uniformidad trivial, todos los filtros son de Cauchy. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.9. Sea (X,U) un espacio uniforme y sea x un punto en X. Sea Fx la familia de
vecindades de x definida como Fx = {U(x) | U ∈ U}. Fx es un filtro sobre X, pues ∅ ̸∈ Fx

y las intersecciones de vecindades de x, al igual que los super conjuntos, son nuevamente
vecindades de x. Ahora veamos que Fx es un filtro de Cauchy. En efecto, si U ∈ U , por
definición existe un entorno simétrico V ∈ U , tal que V ◦ V ⊆ U . Aśı

V (x)× V (x) = {(z, w) ∈ X ×X | (x, z) ∈ V y (x,w) ∈ V } ⊆ V ◦ V ⊆ U,

pues V es simétrica. Por tanto Fx es un filtro de Cauchy.
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Lema 3.1.29. En un espacio uniforme, un filtro F es de Cauchy si y solo si cumple con

∀U ∈ U : ∃x ∈ X : U(x) ⊆ F .

La condición del Lema 3.1.29 se utiliza para definir los filtros de Cauchy en espacios
cuasiuniformes. En un espacio uniforme dicha condición es equivalente a la de la definición
3.1.20.

Observación 3.1.2. Una sucesión {xn}n∈N de puntos en el espacio uniforme X es de Cauchy
si y solo si el filtro elemental asociado a {xn}n∈N es de Cauchy.

En un espacio uniforme, todo refinamiento de un filtro de Cauchy también es de Cauchy.

Proposición 3.1.30. Sea F un filtro en el espacio uniforme (X,U). Si F converge en la
topoloǵıa uniforme τ(U), entonces F es un filtro de Cauchy.

Proposición 3.1.31. Sea F un filtro de Cauchy en el espacio uniforme X. Entonces todo
punto de adherencia de F es punto ĺımite de F .

Corolario 3.1.32. Sea {xn}n∈N una sucesión de Cauchy en el espacio uniforme X. Si una
subsucesión de {xn}n∈N converge a un punto x ∈ X, entonces {xn}n∈N converge a x.

Proposición 3.1.33. Sea f : (X,U)→ (Y,V) una función uniformemente continua y sea B
una base de un filtro de Cauchy en X. Entonces f(B) es base de un filtro de Cauchy en Y .

En particular, si U y V son uniformidades en un conjunto X y V es más gruesa que U ,
entonces todo filtro de Cauchy en (X,U) es un filtro de Cauchy en (X,V).

Proposición 3.1.34. Sea ψ : (X,U) → (Y,V) una función entre dos espacios uniformes.
Supóngase que U es la uniformidad inducida por ψ a partir de V. Si G es un filtro de Cauchy
en Y tal que ψ∗G está definido, entonces ψ∗G es un filtro de Cauchy en X.

Proposición 3.1.35. Un espacio uniforme X es totalmente acotado si y solo si todo filtro
F en X admite un refinamiento de Cauchy.

Corolario 3.1.36. Un espacio uniforme X es totalmente acotado si y solo si todo ultrafiltro
en X es un filtro de Cauchy.

Definición 3.1.21 (Filtro de Cauchy minimal). Un filtro de Cauchy en un espacio uniforme
se llama minimal si es minimal con respecto a la inclusión de conjuntos.

Proposición 3.1.37 ([47], [44], [10]). Todo filtro F de Cauchy en un espacio uniforme
(X,U) contiene un único filtro de Cauchy minimal F0. Además, el filtro F0 está generado
por la base de vecindades uniformes Γ = {D(M) | D ∈ U y M ∈ F}.

Corolario 3.1.38. Para todo x ∈ X, el filtro de vecindades Fx del ejemplo 3.1.9, dado por
Fx = {U(x) | U ∈ U}, es un filtro de Cauchy minimal.

Definición 3.1.22 (Espacio uniformemente conexo). Un espacio uniforme X se llama uni-
formemente conexo si para cualquier espacio D con la uniformidad discreta, toda función
λ : X → D uniformemente continua es constante.
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Proposición 3.1.39 ([47]). Sea (X,U) un espacio uniforme. Si el espacio (X, τ(U)) es
conexo, entonces (X,U) es uniformemente conexo.

Proposición 3.1.40. Sea f : X → Y una función uniformemente continua y suprayectiva
entre espacios uniformes. Si X es uniformemente conexo, entonces Y también lo es.

Proposición 3.1.41. Sea {Xj}j∈J una familia de espacios uniformes uniformemente cone-
xos. Entonces su producto uniforme X =

∏
j∈J Xj es uniformemente conexo.

Proposición 3.1.42 ([47]). Un espacio uniforme (X,U) es uniformemente conexo si y solo
si

∀U ∈ U :
∞⋃
n=1

Un = X ×X.

Teorema 3.1.43 ([7], [43]). Un espacio topológico (X, τ) es uniformizable si y solo si es
completamente regular.

3.2. La completación canónica de un espacio uniforme

En esta sección se incluye la demostración del teorema 3.2.8 para resaltar tanto las simi-
litudes como las diferencias que hay entre la completación canónica de los espacios uniformes
y la bicompletación de los espacios cuasiuniformes. La propiedad de completitud es impor-
tante para asegurar ciertos resultados en los espacios de complejidad, que son el objeto de
estudio de este trabajo.

Definición 3.2.1 (Espacio uniforme completo). Un espacio uniforme es completo si todo
filtro de Cauchy F sobre X converge a un punto x ∈ X.

Un ejemplo de espacio uniforme completo es el espacio (X,U) del Teorema 3.1.25, donde
U es la única uniformidad compatible con la topoloǵıa del espacio compacto (X, τ).

Ejemplo 3.2.1. Sea (X,U) un espacio uniforme discreto y sea F un filtro de Cauchy en X.
Entonces F es un ultrafiltro trivial y por lo tanto F converge al punto en el que está fijo.
Aśı vemos que (X,U) es completo.

Definición 3.2.2 (Espacio uniforme secuencialmente completo). Un espacio uniforme se
llama secuencialmente completo si toda sucesión de Cauchy {xn}n∈N sobre X converge
a un punto x ∈ X.

Teorema 3.2.1 ([7]). Todo espacio uniforme completo es secuencialmente completo.

Proposición 3.2.2. Todo subespacio cerrado de un espacio uniforme completo, es completo.

Proposición 3.2.3 ([8]). Si X es un espacio uniforme de Hausdorff, entonces todo subes-
pacio completo de X es cerrado, independientemente de que X sea completo o no lo sea.

Proposición 3.2.4. Sean U y V dos uniformidades en un conjunto X tales que U es más
fina que V. Sea B una base de U con la propiedad de que cada entorno B ∈ B es cerrado
en X × X con respecto a la topoloǵıa τ(V) × τ(V). En estas condiciones un filtro F en X
converge en la topoloǵıa τ(U) si y solo si es un filtro de Cauchy en la uniformidad U y
converge en la topoloǵıa τ(V).
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Corolario 3.2.5. Bajo las condiciones de la Proposición 3.2.4, si (X,V) es completo, en-
tonces (X,U) también es completo.

Proposición 3.2.6 ([8]). Sean X un espacio uniforme y A un subconjunto denso de X. Si
A tiene la propiedad de que cualquier base de filtro de Cauchy en A converge a algún punto
de X, entonces X es completo.

Teorema 3.2.7 ([7]). Un espacio uniforme (X,U) es compacto si y solo si es completo y
totalmente acotado.

En otras palabras, un espacio uniforme precompacto es compacto si y solo si es completo.

Definición 3.2.3 (Completación de un espacio uniforme). Una completación de un espacio

uniforme (X,U) es una pareja
(
f,
(
X̂, Û

))
donde

(
X̂, Û

)
es un espacio uniforme completo

y f es una función uniformemente continua que va de X a un subconjunto denso de
(
X̂, Û

)
.

Se dice que la completación es Hausdorff si el espacio
(
X̂, Û

)
es de Hausdorff.

Teorema 3.2.8 ([8] Existencia de una completación Hausdorff). Todo espacio uniforme

(X,U) tiene una completación Hausdorff
(
i,
(
X̂, Û

))
con las siguientes dos propiedades:

1. Dada cualquier función uniformemente continua f : (X,U)→ (Y,V), donde (Y,V) es
un espacio uniforme completo y Hausdorff, existe una única función uniformemente

continua g :
(
X̂, Û

)
→ (Y,V) tal que f = g ◦ i.

(X,U) i−→

f ↘

(
X̂, Û

)
↓ g

(Y,V)

2. Si
(
j,
(
X̃, Ũ

))
es una completación Hausdorff de (X,U) que tiene la propiedad (1),

entonces existe un unimorfismo único φ :
(
X̂, Û

)
→
(
X̃, Ũ

)
tal que j = φ ◦ i.

(X,U) i−→

j ↘

(
X̂, Û

)
↓ φ(
X̃, Ũ

)
Demostración. Primero, para probar la propiedad (1), se define a X̂ como el conjunto de
todos los filtros de Cauchy minimales de X. Para cada entorno simétrico V = V −1 ∈ U se
define un conjunto de parejas de filtros de Cauchy minimales como sigue:

∗
V =

{
(F ,G) ∈ X̂ × X̂

∣∣∣∣ ∃H ∈ F ∩ G : H ×H ⊆ V

}
.
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La familia de todos estos conjuntos, B =

{
∗
V

∣∣∣∣ V = V −1 ∈ U
}

es base de una uniformidad

Û en el conjunto X̂ y el espacio
(
X̂, Û

)
es de Hausdorff.

La definición de la función i : X → X̂ es como sigue, para cada x ∈ X, el filtro de
vecindades de x es un filtro de Cauchy minimal, aśı que su imagen i(x) se define mediante

i(x) = Fx = {U(x) | U ∈ U} .

Con esto tenemos que i es uniformemente continua y además

U = i−1

({
W ∩ i(X)× i(X)

∣∣∣∣ W ∈ Û}) .
X̂ es completo y el conjunto i(X) es denso en X̂. Para mostrar que i(X) es denso en X̂, se

prueba que, dado un filtro de Cauchy minimal G en X y un entorno simétrico V = V −1 ∈ U ,
el conjunto

∗
V (G)∩i(X) es no vaćıo. Para mostrar que X̂ es completo se aplica la Proposición

3.2.6 con A = i(X).
Verificación de la propiedad (1). Sea f : (X,U) → (Y,V) una función uniformemen-

te continua, con (Y,V) un espacio uniforme completo Hausdorff. Como i(x) = Fx y f es
uniformemente continua, si i(x) = i(y) se tiene

f(x) = f(limFx) = limf(Fx) = limf(Fy) = f(limFy) = f(y).

Ahora se puede definir una función g0 : i(X) → Y mediante g0(i(x)) = f(x), que resulta

uniformemente continua. Como i(X) es denso en X̂, la función g0 tiene una única extiensión

uniformemente continua g :
(
X̂, Û

)
→ (Y,V).

Para comprobar la propiedad (2), se condidera una completación Hausdorff
(
j,
(
X̃, Ũ

))
del espacio (X,U) que cumpla con la propiedad (1). Como j es una función uniformemente

continua y la completación
(
X̂, Û

)
también tiene la propiedad (1), existe una única función

uniformemente continua φ :
(
X̂, Û

)
→
(
X̃, Ũ

)
tal que j = φ ◦ i. Similarmente, existe una

única función uniformemente continua ψ :
(
X̃, Ũ

)
→
(
X̂, Û

)
tal que i = ψ◦j. De esta forma

se tiene que φ ◦ ψ es uniformemente continua y concide con la identidad en un subconjunto

denso de
(
X̃, Ũ

)
. Asimismo, ψ ◦ φ es uniformemente continua y coincide con la identidad

en un subconjunto denso de
(
X̂, Û

)
. Por lo tanto ψ = φ−1 y φ es un unimorfirmo. QED

Definición 3.2.4 (La completación Hausdorff canónica). El espacio uniforme completo

Hausdorff
(
X̂, Û

)
tal como se define en la demostración del Teorema 3.2.8 se llama la

completación Hausdorf canónica del espacio (X,U). La función i : X → X̂ se llama el
mapeo canónico de X a su completación Hausdorff.

Proposición 3.2.9. Con respecto a la completación Hausdorf canónica de un espacio uni-
forme (X,U) se tiene:
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Los entornos de i(X) ⊆ X̂ son las imágenes bajo i× i de los entornos de X.

Las cerraduras en X̂ × X̂ de los entornos de i(X) forman una base de Û .

La gráfica de la relación de equivalencia i(x) = i(y) en el conjunto X está dada por⋂
U =

⋂
U∈U U , la intersección de los entornos de X.

Si (X,U) es un espacio uniforme de Hausdorff, entonces el mapeo canónico i : X → X̂

es inyectivo y es un unimorfismo entre X y un subconjunto denso de X̂.

Definición 3.2.5 (Espacio topológico completamente uniformizable). Un espacio topológico
(X, τ) se llama completamente uniformizable si existe una uniformidad U en X tal que
el espacio uniforme (X,U) sea completo y además τ(U) = τ .



Caṕıtulo 4

Espacios cuasiuniformes

Los espacios cuasiuniformes son una generalización de los espacios uniformes. Esta gene-
ralización se obtiene descartando la condición (4) de la definición 3.1.1, es decir, prescindiendo
del requisito de la simetŕıa que proporcionan las relaciones inversas dentro de la estructura
uniforme. En este sentido los espacios uniformes son un caso particular de espacios cuasiuni-
formes, de la misma forma en que los espacios seudométricos son un caso particular de los
espacios cuasiseudométricos. Históricamente, la teoŕıa de los espacios uniformes se empezó
a desarrollar antes que la de los espacios cuasiuniformes. De acuerdo a Fletcher y Lindgren
[25]: ((Nachbin introdujo el concepto de espacio cuasiuniforme en conexión con el estudio de
los espacios uniformes ordenados [65])). Por otra parte, Császár [16] comenta que Nachbin,
en su trabajo [64] de 1948, llamó ((semiuniformidades)) a las estructuras conocidas actual-
mente como cuasiuniformidades, y que Tamari [91] les llamó ((estructuras cuasiordoformes))
en 1954. Dado el hecho de que todo espacio uniforme es un espacio cuasiuniforme, muchas
de las definiciones en las dos teoŕıas son muy similares, por ejemplo las de la topoloǵıa aso-
ciada, el preorden asociado, las de bases y subbases y las de las funciones uniformemente
continuas y cuasiuniformemente continuas. Pensando en ir de lo más simple a lo complejo,
consideramos que es preferible cubrir primero los espacios uniformes y después los cuasiuni-
formes, principalmente porque, dada una cuasiuniformidad, hay una uniformidad estándar
asociada con ella, y dicha uniformidad asociada juega un papel esencial en la construcción
de la bicompletación del espacio cuasiuniforme.

4.1. Teoŕıa general

Definición 4.1.1 (Espacio cuasiuniforme). Un espacio cuasiuniforme es una pareja or-
denada (X,Ψ) donde

1. Ψ es un filtro sobre X ×X.

2. ∀U ∈ Ψ : △(X) ⊆ U .

3. ∀U ∈ Ψ : ∃V ∈ Ψ : V ◦ V ⊆ U .

A Ψ se la llama una cuasiuniformidad sobre X.

40
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Cualquier uniformidad es trivialmente una cuasiuniformidad. Al igual que en las uni-
formidades, a los elementos de Ψ también se les llama entornos. Como en el caso de una
uniformidad, dados U, V ∈ Ψ, si V 2 ⊆ U , entonces V ⊆ U .

Definición 4.1.2 (La cuasiuniformidad conjugada). Dada una cuasiuniformidad Ψ en X,
la familia

Ψ−1 =
{
U−1 | U ∈ Ψ

}
es otra cuasiuniformidad sobre X, conocida como la cuasiuniformidad conjugada de Ψ.

[26] En vista de las definiciones 4.1.2 y 3.1.1, una cuasiuniformidad Ψ es una uniformidad
si y solo si coincide con su cuasiuniformidad conjugada, es decir cuando Ψ = Ψ−1.

Definición 4.1.3 (Base de una cuasiuniformidad). Sean Ψ una cuasiuniformidad y sea
β ⊆ Ψ. Se dice que β es una base de Ψ si cumple: ∀U ∈ Ψ : ∃B ∈ β : B ⊆ U .

Una base también es llamada sistema fundamental de entornos [8]. Nótese que a
consecuencia del inciso (3) de la definición 4.1.1, si β es una base de Ψ y n es un entero
positivo, entonces {Bn | B ∈ β} también es base de Ψ [26].

Proposición 4.1.1 ([26]). Una familia β de subconjuntos de X × X es base de alguna
cuasiuniformidad en X si y solo si β es una base de filtro en X × X que satisface las
condiciones (2) y (3) de la definición 4.1.1.

Definición 4.1.4 (Bases más finas o más gruesas que otras). Si β1 y β2 son bases de
cuasiuniformidades en un conjunto X, se dice que β1 es más fina que β2 y que β2 es más
gruesa que β1 si cada elemento de β2 contiene a algún elemento de β1.

En particular, si Ψ1 y Ψ2 son cuasiuniformidades sobre X, entonces Ψ1 es más fina que
Ψ2 si y solo si Ψ2 ⊆ Ψ1.

Definición 4.1.5 (Subbase de una cuasiuniformidad). Si Ψ es una cuasiuniformidad y S ⊆
Ψ, se dice que S es una subbase de Ψ si la familia de intersecciones finitas de S es una base
de Ψ.

Definición 4.1.6 (Bases y subbases equivalentes). Dos subbases S1 y S2 se dicen equiva-
lentes cuando determinan la misma cuasiuniformidad. Como toda base es una subbase, el
concepto de bases equivalentes también queda definido.

Definición 4.1.7 (La uniformidad asociada a una cuasiuniformidad). Sea Ψ una cuasi-
uniformidad sobre X. Para cada V ∈ Ψ, se define V ∗ = V ∩ V −1, y entonces la familia
β = {V ∗ | V ∈ Ψ} es una base para una uniformidad en X, que se denota por Ψs y se llama
la uniformidad asociada a Ψ. Esto es,

Ψs = { U ⊆ X ×X | ∃V ∈ Ψ : V ∗ ⊆ U } .

Otra base equivalente para Ψs es B = {V ∩W−1 | V,W ∈ Ψ} [61]. También se utiliza
comunmente la notación Ψ∗ para denotar a Ψs. Nótese que Ψs es la uniformidad más gruesa
que contiene a Ψ. Claramente, (Ψ−1)

s
= Ψs y Ψ ∪Ψ−1 ⊆ Ψs.
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Ejemplo 4.1.1 (Una cuasiuniformidad finita). Considérense los conjuntos

X = {1, 2, 3} y W = {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y} ,

donde ≤ representa el orden usual en R. Claramente se tiene que ∆(x) ⊂ W y W ◦W = W .
Aśı el conjunto β = { W} es base de la cuasiuniformidad Ψ = {U ⊆ X ×X | W ⊆ U}
sobre X. Los elementos de Ψ son los ocho entornos que contienen a la relación W .

El ejemplo 4.1.1 se puede generalizar como se indica a continuación.

Proposición 4.1.2. Dado un preorden P sobre un conjunto X, el conjunto singular {P} es
una base de filtro sobre X ×X. Esta base genera al filtro ΨP = { U ⊆ X ×X | P ⊆ U } y
ΨP es una cuasiuniformidad sobre X.

Esto también se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1.2 (La cuasiuniformidad generada por las contenciones). Sea X un conjunto
arbitrario. Consideremos P(X), el conjunto potencia de X, y la relación sobre éste definida
por

R = {(A,B) ∈ P(X)× P(X) | A ⊆ B} .

Claramente esta relación es un preorden, con lo cual ΨR = {U ⊆ P(X)× P(X) | R ⊆ U}
es una cuasiuniformidad sobre P(X).

Lema 4.1.3. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme. Todo entorno U ∈ Ψ que sea minimal
con respecto a la contención de conjuntos, es un preorden.

Definición 4.1.8 (El preorden asociado a una cuasiuniformidad). Los espacios cuasiuni-
formes (X,Ψ), definen un preorden en X mediante la intersección de los elementos de la
cuasiuniformidad, esto es,

⋂
Ψ cumple las propiedades reflexiva y transitiva. A éste se le

llama el preorden asociado a Ψ, y se denota por ≤Ψ.

Se tiene como ejemplo de esto a la relaciónW del ejemplo 4.1.1. Nótese queW es reflexiva
y transitiva, y que

⋂
ΨX = W , con lo cual se tiene que

⋂
ΨX es un preorden.

Definición 4.1.9 (Vecindades relativas a un entorno espećıfico). En los espacios cuasiuni-
formes se definen las vecindades de puntos y de subconjuntos, mediante el concepto de
imágenes bajo relaciones dado en la definición 2.1.2. Para todo U ∈ Ψ, x ∈ X y Z ⊆ X, las
vecindades del punto x y del subconjunto Z, relativas al entorno U , son U(x) y U(Z),
respectivamente.

Recuérdese que U(x) = {y ∈ X | (x, y) ∈ U} y U(Z) =
⋃
{U(z) | z ∈ Z}.

Definición 4.1.10 (Vecindades relativas a la cuasiuniformidad Ψ). Dados dos subconjuntos
A,B ⊆ X de un espacio cuasiuniforme (X,Ψ), se dice que B es una vecindad de A con
respecto a Ψ si ∃U ∈ Ψ : U(A) ⊆ B. Similarmente, si x ∈ X, entonces B es una vecindad
de x con respecto a Ψ cuando ∃U ∈ Ψ : U(x) ⊆ B.
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Definición 4.1.11 (La topoloǵıa asociada a una cuasiuniformidad). Dado un espacio cua-
siuniforme (X,Ψ), la cuasiuniformidad Ψ genera una topoloǵıa τ(Ψ) sobre X, llamada la
topoloǵıa asociada a la cuasiuniformidad Ψ, que se define aśı

τ(Ψ) = {A ⊆ X | ∀x ∈ A, ∃U ∈ Ψ con U(x) ⊆ A} .

Se dice que Ψ genera o induce a τ(Ψ). También se dice que Ψ es compatible con τ(Ψ) y
que el espacio topológico (X, τ(Ψ)) admite a la cuasiuniformidad Ψ. A τ(Ψ) también se le
conoce como la topoloǵıa cuasiuniforme.

Si A ⊆ X es compacto y B es una vecindad de A en la topoloǵıa τ(Ψ), entonces B es
una vecindad de A con respecto a Ψ. Si A no es compacto en τ(Ψ), sus vecindades en τ(Ψ)
no necesariamente son sus vecindades con respecto a Ψ.

Definición 4.1.12 ([61] La topoloǵıa simétrica de una cuasiuniformidad). La topoloǵıa
simétrica de una cuasiuniformidad Ψ es τ(Ψs).

Definición 4.1.13 ([86] Cuasiuniformidades compatibles). Dos cuasiuniformidades que ge-
neran la misma topoloǵıa se llaman compatibles.

Proposición 4.1.4. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme. Sea B una base de Ψ. Para cada
x ∈ X, sea B(x) = {B(x) | B ∈ B}. La topoloǵıa τ(Ψ) es la única topoloǵıa τ en X con la
propiedad de que, para todo x ∈ X, B(x) es una base de Nτ (x), el filtro de vecindades de x
en τ .

Algunos autores [7], [26], definen a la topoloǵıa τ(Ψ) mediante la propiedad de la propo-
sición 4.1.4. Al trabajar con ejemplos concretos utilizando dicha propiedad, es importante
recordar que no todas las vecindades en N (x) son abiertas. Espećıficamente, dado un punto
x ∈ X y un entorno U ∈ Ψ, la vecindad U(x) del punto x en el espacio cuasiuniforme
(X,Ψ) no necesariamente es un conjunto abierto en la topoloǵıa τ(Ψ), como se muestra en
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1.3 (Vecindades U(x) en (X,Ψ) que no son abiertas en (X, τ(Ψ)) ). Sean los
conjuntos X = {1, 2, 3} y Ψ = {U1, U2, U3, U4}, donde los elementos de Ψ son las relaciones
siguientes sobre X:

- U1 = X ×X \ {(1, 2) , (1, 3)}.

- U2 = X ×X \ {(1, 2)}.

- U3 = X ×X \ {(1, 3)}.

- U4 = X ×X.

Se tiene que U1 es un preorden en X y Ψ = {U ⊆ X ×X | U1 ⊆ U}. Por lo tanto Ψ es una
cuasiuniformidad en X. Ahora, la vecindad U2(1) es el conjunto {1, 3} y este conjunto no
puede ser abierto en la topoloǵıa τ(Ψ) ya que 3 ∈ {1, 3} pero

U1(3) = U2(3) = U3(3) = U4(3) = X ⊈ {1, 3} .
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Similarmente,
U1(2) = U2(2) = U3(2) = U4(2) = X.

Por lo tanto
{ U(3) | U ∈ Ψ } = { U(2) | U ∈ Ψ } = {X} .

Se concluye quw {X} es base de los filtros de vecindades N (2) y N (3). Esto implica que
X es el único conjunto abierto que contiene a 2 y también el único conjunto abierto que
contiene a 3. Para el elemento 1 se tiene:

{ U(1) | U ∈ Ψ } = {{1} , {1, 3} , {1, 2} , X} = N (1).

En este caso la base de N (1) coincide con N (1). El conjunto {1} es abierto y los conjuntos
{1, 2} y {1, 3} son vecindades del punto 1 porque contienen al abierto {1} pero ellos mismos
no son abiertos en τ(Ψ) = {∅, {1} , X}.

Proposición 4.1.5. Sea B una base de una cuasiuniformidad Ψ en un conjunto X y sea
A ⊆ X. La cerradura de A en τ(Ψ) está dada por:

cl(A) =
⋂{

U−1(A) | U ∈ B
}
.

Dado que la cuasiuniformidad conjugada también induce una topoloǵıa en X, entonces
la terna (X, τ(Ψ), τ(Ψ−1)) es un espacio bitopológico.

Observación 4.1.1 (Convenciones de terminoloǵıa). Sea P cualquier propiedad general que
un espacio cuasiuniforme dado pueda tener o no tener. Las dos expresiones siguientes se usan
de una forma equivalente e intercambiable:

a. El espacio cuasiuniforme (X,Ψ) tiene la propiedad P.

b. Ψ es una cuasiuniformidad en X y Ψ tiene la propiedad P.

Más aún, si P es una propiedad topológica, simplemente escribimos (((X,Ψ) es un espacio
cuasiuniforme con la propiedad P)), en vez de escribir (((X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme y
el espacio topológico (X, τ(Ψ)) tiene la propiedad P)).

Proposición 4.1.6. Si (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme, entonces:

1. (X,Ψ) es R0 si y solo si
⋂

Ψ es una relación simétrica.

2. (X,Ψ) es T0 si y solo si
⋂

Ψ es un orden parcial.

3. (X,Ψ) es T0 si y solo si (X,Ψs) es T2.

4. (X,Ψ) es T1 si y solo si
⋂

Ψ = ∆(X).

5. (X,Ψ) es T2 si y solo si
⋂

U∈Ψ (U ◦ U−1) = ∆(X).

6.
⋂

Ψ coincide con ≤τ(Ψ), el preorden de especialización de la topoloǵıa inducida τ(Ψ).

El ejemplo siguiente es de dos cuasiuniformidades diferentes con la misma intersección.
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Ejemplo 4.1.4. Se empieza por definir una cuasiuniformidad Ψ sobre R por medio de una
base B1 = {Uε | ε > 0} donde (x, y) ∈ Uε si

(y ≤ x < 0) ∨ (x = 0) ∨ (x > 0 ∧ y > max {0, x− ε}) .

Las relaciones Uε miembros de B1 tienen las propiedades siguientes:

Uε es reflexiva.

0 < ε < δ ⇒ Uε ⊆ Uδ.

Uε ◦ Uε ⊆ U2ε.

Estas propiedades aseguran que B1 es base de una cuasiuniformidad a la que llamamos Ψ.
Ahora se define otra familia de relaciones B2 = {Vε | ε > 0} donde (x, y) ∈ Vε si y solo si

(x < 0 ∧ y < min {0, x+ ε}) ∨ (x = 0) ∨ (0 < x ≤ y) .

Las relaciones Vε de B2 tienen las mismas tres propiedades que las relaciones Uε de B1 y
esto implica que B2 es base de otra cuasiuniformidad Υ sobre R. Las cuasiuniformidades
Ψ y Υ son diferentes ya que ninguna Uε está contenida dentro de ninguna Vδ y viceversa.
Sin embargo tenemos

⋂
Ψ =

⋂
Υ ya que ambas intersecciones coinciden con el preorden P

donde (x, y) ∈ P si y solo si

(y ≤ x < 0) ∨ (x = 0) ∨ (0 < x ≤ y) .

La topoloǵıa τ (Ψ) tiene como abiertos básicos a R y a los conjuntos de la forma (−∞, r]
y (−∞, r), con r < 0, y a (r,∞) con r > 0. En cambio, los abiertos básicos de τ (Υ) son
R y los conjuntos de la forma (−∞, r) con r < 0, y [r,∞) y (r,∞), con r > 0. En ambas
topoloǵıas, el único abierto que contiene a 0 es R.

Ni τ (Ψ) ni τ (Υ) son topoloǵıas de Alexandrov ya que en τ (Ψ) los números reales posi-
tivos carecen de una vecindad mı́nima, mientras que en τ (Υ) son los números negativos los
que no tienen vecindades mı́nimas.

Nótese que en la topoloǵıa de Alexandrov τP dada por los conjuntos crecientes del pre-
orden P =

⋂
Ψ =

⋂
Υ, tanto los intervalos (−∞, r] con r < 0, aśı como los intervalos [r,∞)

con r > 0 pertenecen a la topoloǵıa, lo que no sucede en τ (Ψ) ni en τ (Υ).
En este ejemplo se da el caso de que el preorden P no pertenece a ninguna de las dos

cuasiuniformidades, ni a Ψ ni a Υ, es decir que
⋂
Ψ /∈ Ψ ∧

⋂
Υ /∈ Υ.

Definición 4.1.14 (Espacio topológico cuasiuniformizable). Un espacio topológico (X, τ)
se llama cuasiuniformizable si existe una cuasiuniformidad Ψ en X tal que τ(Ψ) = τ .

Como es bien sabido, existen espacios topológicos que no son metrizables, por lo que cabe
la pregunta: ¿Todo espacio topológico es cuasiuniformizable, o solamente algunos con ciertas
caracteŕısticas? La siguiente proposición responde esta pregunta.

Proposición 4.1.7 ([55], [67]). Todo espacio topológico es cuasiuniformizable. Dado un
espacio topológico (X, τ), siempre se puede construir una cuasiuniformidad Ψ sobre X de tal
forma que la topoloǵıa inducida por Ψ coincida con τ , es decir, que se cumpla τ(Ψ) = τ .
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Esta cuasiuniformidad se define utilizando como subbase a la familia Sτ = {SG | G ∈ τ},
donde SG se interpreta como SG = G × G ∪ (X \ G) ×X, de acuerdo a la definición 2.1.3.
Por el lema 2.1.1, Sτ es una familia de preórdenes sobre X. La cuasiuniformidad Ψ generada
por la subbase Sτ se conoce como la estructura de Pervin o la cuasiuniformidad de
Pervin. Consideremos un ejemplo muy sencillo meramente ilustrativo.

Ejemplo 4.1.5 (Cuasiuniformidad que genera a la topoloǵıa de Sierpinski). Sea el conjunto
X = {0, 1} con la topoloǵıa τ = {∅, {1} , X}. En este caso las relaciones SG son los siguientes
subconjuntos de X ×X,

S{1} = ({1} × {1}) ∪ ({0} ×X) = {(0, 0), (0, 1), (1, 1)} y S∅ = SX = X ×X.

Claramente S{1}, SX y S∅ son preórdenes en X. Como S{1} ⊆ S∅ = SX , entonces el conjunto
de intersecciones de S{1}, SX y S∅ se reduce a β =

{
S{1}, X ×X

}
. Este conjunto es la base

de una cuasiuniformidad Ψ sobre X. Dado que β =
{
U ⊆ X ×X | S{1} ⊆ U

}
, resulta que

Ψ = β. Para cada elemento de X, S{1}, SX y S∅ generan las siguientes vecindades:

S{1}(1) = {1} , S{1}(0) = {0, 1} ,

SX(1) = S∅(1) = {0, 1} = SX(0) = S∅(0).

Además, en la familia de vecindades que genera la cuasiuniformidad Ψ, no existe una vecindad
que contenga únicamente al punto {0}, pues S{1} está contenido en cada elemento de la
cuasiuniformidad. Por tanto, de acuerdo a la definición 4.1.11 la topoloǵıa generada por Ψ
resulta ser τ(Ψ) = {∅, {1} , X} = τ .

Definición 4.1.15 (Subespacio cuasiuniforme). Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme y sea
∅ ̸= A ⊆ X. La familia de relaciones en A dada por la traza de Ψ en A× A,

Ψ|A×A = {U ∩ (A× A) | U ∈ Ψ} ,

es una cuasiuniformidad en A que se llama la cuasiuniformidad inducida en A por Ψ.
También se le conoce como la relativización de Ψ para A. Al espacio

(
A,Ψ|A×A

)
se le llama

un subespacio cuasiuniforme de (X,Ψ).

Definición 4.1.16 (Función cuasiuniformemente continua). Si (X,Ψ) y (Y,Υ) son espacios
cuasiuniformes, entonces una función f : X −→ Y es cuasiuniformemente continua si se
cumple

∀V ∈ Υ : ∃U ∈ Ψ : ∀x, y ∈ X : (x, y) ∈ U ⇒ (f(x), f(y)) ∈ V.

De la definición 4.1.11 puede verse que una función cuasiuniformemente continua f , es
continua respecto a las topoloǵıas τ(Ψ) y τ(Υ).

Definición 4.1.17 (Cuasiunimorfismo). Un cuasiunimorfismo entre dos espacios cuasi-
uniformes (X,Ψ) y (Y,Υ) es una función biyectiva f : X −→ Y tal que f y f−1 son
cuasiuniformemente continuas.

Aśı pues, la clase de los espacios cuasiuniformes forma una categoŕıa en donde los mor-
fismos son precisamente los funciones cuasiuniformemente continuas.
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Definición 4.1.18 ([20] La categoŕıa QUnif). La categoŕıa cuyos objetos son los espacios
cuasiuniformes (X,Ψ) y sus morfismos son las funciones cuasiuniformemente continuas, es
llamada QUnif.

Definición 4.1.19 (Cuasiuniformidad totalmente acotada). Dado un espacio cuasiuniforme
(X,Ψ), tanto él mismo aśı como su cuasiuniformidad Ψ se llaman totalmente acotados si

∀U ∈ Ψ : ∃n ∈ N;A1, .., An ⊆ X :
n⋃
1

Ak = X ∧ ∀k : Ak × Ak ⊆ U.

Definición 4.1.20 (Cuasiuniformidad precompacta). Un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) y su
cuasiuniformidad Ψ se llaman precompactos si

∀U ∈ Ψ : ∃n ∈ N;x1, .., xn ∈ X :
n⋃
1

U(xk) = X.

Proposición 4.1.8 ([57]). Todo espacio cuasiuniforme totalmente acotado es precompacto.

Lo inverso no es necesariamente cierto. Lambrinos [57] menciona que un ejemplo al res-
pecto ha sido dado por Murdeshwar y Naimpally [63]. Por otra parte, Todas las quasi-
uniformidades obtenidas a partir de un espacio topológico mediante el método de Pervin son
totalmente acotadas [34].

Definición 4.1.21 (Supremo e ı́nfimo de una familia de cuasiuniformidades). Dada una
familia de cuasiuniformidades {Ψi}i∈I sobre un conjunto X,

El supremo
∨
{Ψi}i∈I =

∨
i∈I Ψi de la familia {Ψi}i∈I es la cuasiuniformidad más

gruesa en X de todas aquellas que son más finas que cada una de las Ψi. El supremo
siempre existe, es el filtro más grueso en X ×X entre todos aquellos que son más finos
que cada Ψi.

El ı́nfimo
∧
{Ψi}i∈I =

∧
i∈I Ψi de la familia {Ψi}i∈I es la cuasiuniformidad más fina

en X de todas aquellas que son más gruesas que cada una de las Ψi. El ı́nfimo siempre
existe, es el supremo de la familia de todas las cuasiuniformidades en X que son más
gruesas que cada Ψi.

La uniformidad discreta {U ⊆ X ×X | ∆(X) ⊆ U} sobre un conjuntoX es el supremo de
todas las cuasiuniformidades de ese conjunto, mientras que el ı́nfimo es la cuasiuniformidad
indiscreta. La topoloǵıa inducida por el supremo de una familia {Ψi}i∈I de cuasiuniformi-
dades en X, es el supremo de las topoloǵıas τ (Ψi) inducidas por las cuasiuniformidades
individuales Ψi.

Definición 4.1.22 ([26] Productos de espacios cuasiuniformes). Sea {(Xi,Ψi)}i∈I una fa-
milia de espacios cuasiuniformes y sea X =

∏
i∈I Xi. La cuasiuniformidad producto Ψ es la

más gruesa en X de aquellas para las que todas la proyecciones πi : X → Xi son cuasiuni-
formemente continuas.
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La familia de todos los conjuntos de la forma {(x, y) ∈ X ×X | (πi(x), πi(y)) ∈ V }, con
i ∈ I y V ∈ Ψi, es una subbase de la cuasiuniformidad producto Ψ. En el caso particular de
dos espacios cuasiuniformes (X,Ψ) y (Y,Υ), la cuasiuniformidad producto tiene una base B
que se puede expresar como

B =
{
B ⊆ (X × Y )2 | ∃U ∈ Ψ, V ∈ Υ : ∀x ∈ X, y ∈ Y : B ((x, y)) = U(x)× V (y)

}
.

La topoloǵıa inducida por la cuasiuniformidad producto coincide con la del producto
topológico de las topoloǵıas inducidas en sus espacios por las cuasiuniformidades correspon-
dientes.

Definición 4.1.23 ([26] Bases de filtro de Cauchy). Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme y
sea B una base de filtro en X. Entonces B se llama de Cauchy si

∀U ∈ Ψ : ∃x ∈ X,B ∈ B : B ⊆ U(x).

Observación 4.1.2 ([26]). (i) Si B1 y B2 son dos bases de filtro, B1 es de Cauchy y B2 es
más fina que B1, entonces B2 es de Cauchy.

(ii) Si F es un filtro en X, entonces F es de Cauchy si y solo si

∀U ∈ Ψ : ∃x ∈ X : U(x) ∈ F .

(iii) Toda base de filtro en X que converja a un punto x ∈ X en la topoloǵıa τ(Ψ), es de
Cauchy en (X,Ψ).

(iv) Si Ψ y Υ son dos cuasiuniformidades en X y Ψ ⊆ Υ, entonces toda base de filtro que
sea de Cauchy en (X,Υ), también es de Cauchy en (X,Ψ).

(v) Si Ψ es una cuasiuniformidad en X, toda base de filtro de Cauchy en (X,Ψs) es base
de filtro de Cauchy en (X,Ψ) y en (X,Ψ−1).

Lema 4.1.9. Si (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme y Γ es una base de filtro en X, entonces
Γ es de Cauchy en (X,Ψ∗) si y solo si ∀U ∈ Ψ : ∃G ∈ Γ : G×G ⊆ U .

Lema 4.1.10. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme y sea F un filtro en X que cumple con

∀U ∈ Ψ : ∃F ∈ F : F × F ⊆ U.

En estas condiciones F es un filtro de Cauchy en el espacio (X,Ψ).

La condición del lema 4.1.10 se utiliza para definir los filtros de Cauchy en un espacio
uniforme (Definición 3.1.20). En los espacios uniformes las dos condiciones son equivalentes.
Sin embargo no son equivalentes en cualquier espacio cuasiuniforme, como se muestra en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1.6. Sea X = {0, 1, 2} y sea P el preorden en X dado por la desigualdad ≤ usual
en los números reales. Es decir P = {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y}. Tomemos al conjunto singular
β = {P} como base de la cuasiuniformidad Ψ = {U ⊆ X ×X | P ⊆ U} y consideremos el
filtro F = {{0, 1} , X}. Sea U ∈ Ψ y sea y ∈ X. Como 0 ≤ y, se tiene (0, y) ∈ P ⊆ U . Por
lo tanto, y ∈ U(0) lo que implica X ⊆ U(0) y por tanto U(0) = X ∈ F . Esto muestra que
F es un filtro de Cauchy en (X,Ψ). Ahora, como (1, 0) /∈ P , entonces {0, 1} × {0, 1} ⊈ P y
por tanto también tenemos X ×X ⊈ P , pero P ∈ Ψ. Esto implica que F no cumple con la
propiedad del lema 4.1.10.
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4.2. La bicompletación

En vista de la importancia que tiene la propiedad de completitud para garantizar la
existencia de algunos ĺımites en los espacios de complejidad (que son espacios cuasimétricos
y por lo tanto cuasiuniformes), en esta sección se da la demostración del teorema 4.2.13.

Definición 4.2.1. [26] Un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) se llama completo si todo filtro de
Cauchy tiene un punto de aglomeración en τ(Ψ), mientras que el espacio se llama completo
con respecto a la convergencia si todo filtro de Cauchy converge en τ(Ψ). Por último,
se dice que (X,Ψ) es bicompleto si todo filtro de Cauchy en Ψ∗ tiene un punto ĺımite en
τ (Ψ∗), es decir, si (X,Ψ∗) es completo con respecto a la convergencia.

Cobzaş [14] usa el término ((Ψ-completo por la izquierda)) para referirse a un espacio
completo con respecto a la convergencia. Si todo ultrafiltro de Cauchy converge en un espacio
cuasiuniforme, entonces el espacio es completo. Cualquier espacio cuasiuniforme regular en
el que todo filtro abierto de Cauchy tenga un punto de aglomeración, es completo.

Proposición 4.2.1. Dado un espacio cuasiuniforme (X,Ψ), las afirmaciones siguientes son
equivalentes.

(a) ∀U ∈ Ψ, x ∈ X : ∃V ∈ Ψ : V = V −1 y V 2(x) ⊆ U(x).

(b) ∀U ∈ Ψ, x ∈ X : ∃V ∈ Ψ : V −1(V (x)) ⊆ U(x).

(c) ∀x ∈ X, la familia {U−1(U(x)) | U ∈ Ψ} es una base de Nτ(Ψ)(x).

Definición 4.2.2. Se dice que un espacio cuasiuniforme es localmente simétrico si satis-
face cualquiera de las condiciones equivalentes de la proposición 4.2.1.

Nótese que todo espacio uniforme es localmente simétrico.

Proposición 4.2.2. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme localmente simétrico y sea F un
filtro de Cauchy en Ψ. Si p es un punto de aglomeración de F , entonces p es un punto ĺımite
de F .

Corolario 4.2.3. Todo espacio cuasiuniforme localmente simétrico que sea completo, tam-
bién es completo con respecto a la convergencia.

Proposición 4.2.4. Sea (X,U) un espacio uniforme y sea C un subconjunto cerrado de
X. Si (X,U) es completo, entonces el subespacio uniforme

(
C,U|C×C

)
también es completo.

Asimismo, si (X,U) es completo con respecto a la convergencia, el subespacio
(
C,U|C×C

)
también lo es.

Proposición 4.2.5. [14], [55] Las afirmaciones siguiente son equivalentes:

(a) El espacio cuasiuniforme (X,Ψ) es bicompleto.

(b) El espacio cuasiuniforme (X,Ψ−1) es bicompleto.

(c) El espacio uniforme (X,Ψ∗) es completo.
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Definición 4.2.3 (Notación para el filtro de vecindades en la topoloǵıa uniforme). Si (X,Ψ)
es un espacio cuasiuniforme, denotamos con η∗(x) al filtro de vecindades de x en la topoloǵıa
uniforme τ (Ψ∗).

Proposición 4.2.6. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme T0 y sea (Y,Υ) un subespacio
bicompleto de (X,Ψ). Entonces Y es cerrado en (X, τ (Ψ∗)).

Teorema 4.2.7. [26] Sean (X,Ψ) y (Y,Υ) dos espacios cuasiuniformes. Supongamos que
(Y,Υ) es T0 y bicompleto. Sea D ⊆ X denso en (X, τ (Ψ∗)) y sea f :

(
D,Ψ|D×D

)
→ (Y,Υ)

una función cuasiuniformemente continua. Entonces f tiene una única extensión continua
g : (X, τ (Ψ∗))→ (Y, τ (Υ∗)). Además se tiene que esta misma función, g : (X,Ψ)→ (Y,Υ),
es cuasiuniformemente continua.

Corolario 4.2.8. Sean (X,Ψ) y (Y,Υ) dos espacios cuasiuniformes, cada uno de ellos T0 y
bicompleto. Sean D ⊆ X,E ⊆ Y subespacios densos de (X, τ (Ψ∗)) y de (Y, τ (Υ∗)) respecti-
vamente. Dado un cuasiunimorfismo f :

(
D,Ψ|D×D

)
→
(
E,Υ|E×E

)
, f se puede extender a

un cuasiunimorfismo de (X,Ψ) a (Y,Υ).

Definición 4.2.4 (Bicompletación). Una bicompletación de un espacio cuasiuniforme da-
do (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme bicompleto (Y,Υ) que tiene un subespacio denso en
τ(Υ∗) y cuasiunimórfico a (X,Ψ).

[81] Los espacios cuasiuniformes T0 tienen una única (salvo uniformismos) bicompletación
T0, conocida como ((la bicompletación)).

Proposición 4.2.9. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme y sea F un filtro de Cauchy en
(X,Ψ∗). Existe exactamente un filtro de Cauchy minimal (definición 3.1.21) en (X,Ψ∗) más
grueso que F . Además, si B es base de F , entonces la familia

B0 =
{
U(B) | B ∈ B ∧ U = U−1 ∈ Ψ∗}

es base de ese filtro de Cauchy minimal en (X,Ψ∗) más grueso que F .

Corolario 4.2.10. Dado un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) y un punto x ∈ X, el conjunto
η∗(x) es un filtro de Cauchy minimal en (X,Ψ∗).

Teorema 4.2.11. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme. Todo filtro de Cauchy minimal en
(X,Ψ∗) tiene una base de conjuntos abiertos en τ (Ψ∗).

Proposición 4.2.12. Si (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme y D ⊆ X es un conjunto denso

en (X, τ (Ψ∗)) tal que todo filtro de Cauchy en
(
D,Ψ∗

|D×D

)
converge en (X, τ (Ψ∗)), entonces

(X,Ψ) es bicompleto.

Por la importancia del siguiente resultado, desarrollamos su demostración en detalle.

Teorema 4.2.13 (Existencia de la bicompletación). Todo espacio cuasiuniforme T0 tiene
una bicompletación T0.
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Demostración. (Paso 1) Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme T0. Se define a X̂ como el
conjunto de todos los filtros de Cauchy minimales en (X,Ψ∗). Ahora, para cada entorno

U ∈ Ψ se define una relación Û en X̂ × X̂ como

Û =

{
(F ,G) ∈ X̂ × X̂

∣∣∣∣ ∃F ∈ F , G ∈ G : F ×G ⊆ U

}
.

Hay que verificar que la familia B =

{
Û

∣∣∣∣ U ∈ Ψ

}
es base de una cuasiuniformidad Ψ̂ en

X̂. Dados U ∈ Ψ,F ∈ X̂, se tiene (F ,F) ∈ Û . Sean V1, V2 ∈ Ψ. Haciendo V = V1 ∩ V2
se sigue que V ∈ Ψ y V̂ = V̂1 ∩ V̂2. Dado U ∈ Ψ, existe V ∈ Ψ tal que V ◦ V ⊆ U . Sean
(F ,G) , (G,H) ∈ V̂ . Entonces existen F ∈ F ;G1, G2 ∈ G;H ∈ H tales que F × G1 ⊆ V y
G2 × H ⊆ V . Como G1 ∩ G2 ̸= ∅, entonces F × H ⊆ V ◦ V ⊆ U y por lo tanto resulta
V̂ ◦ V̂ ⊆ Û .

(Paso 2) Para probar que el espacio cuasiuniforme
(
X̂, Ψ̂

)
es T0, se toman dos filtros

de Cauchy minimales en (X,Ψ∗), es decir F ,G ∈ X̂. Supóngase que, como puntos de X̂, F
y G tienen las mismas vecindades en τ

(
Ψ̂
)
. Por lo tanto, dado cualquier entorno U ∈ Ψ se

tiene (F ,G) , (G,F) ∈ Û . Esto implica que F ∩G es un filtro de Cauchy en Ψ∗. Como F y G
son filtros de Cauchy minimales en (X,Ψ∗) y F ∩ G es más grueso que ambos, por lo tanto
F = F ∩ G = G.

(Paso 3) Sea i : X → X̂ la función dada por i(x) = η∗(x), que a cada x ∈ X le asigna
su filtro de vecindades en (X,Ψ∗). Por el Corolario 4.2.10, la función i está bien definida.
Dado cualquier entorno U ∈ Ψ, existe otro V ∈ Ψ tal que V 3 ⊆ U . Con esto se tienen las
dos implicaciones: (x, y) ∈ V ⇒ (η∗(x), η∗(y)) ∈ Û y (η∗(x), η∗(y)) ∈ Û ⇒ (x, y) ∈ U . Por lo
tanto la función i es una inmersión cuasiuniforme.

(Paso 4) Para probar que i(X) es denso en
(
X̂, τ

(
Ψ̂∗
))

se demuestra que, si F ∈ X̂,

entonces i (F) converge a F en
(
X̂, τ

(
Ψ̂∗
))

. Si se toma a F ∈ X̂ y U1 ∈ Ψ, entonces existen

V1 ∈ Ψ, F ∈ F tales que V 2
1 ⊆ U1 y F × F ⊆ V1. Sean U = U1 ∩ U−1

1 y V = V1 ∩ V −1
1 . Para

cada x ∈ F tenemos que F × V (x) ⊆ U y por lo tanto i(x) = η∗(x) ∈ Û (F). Esto muestra

que i(F ) ⊆ Û (F).
(Paso 5) En vista de la Proposición 4.2.12, para probar que

(
X̂, Ψ̂

)
es bicompleto, basta

con probar que, dado cualquier filtro de Cauchy F en (X,Ψ∗), su imagen i (F) converge en(
X̂, τ

(
Ψ̂∗
))

. Sea F un filtro de Cauchy en (X,Ψ∗). Por la Proposición 4.2.9, existe un

filtro G que es de Cauchy minimal en (X,Ψ∗) y es más grueso que F . De acuerdo con lo

demostrado en el paso anterior, i (G) converge a G en
(
X̂, τ

(
Ψ̂∗
))

. Como i (F) es más fino

que i (G), entonces i (F) también es convergente. QED

Definición 4.2.5 (La inmersión canónica). La función i : X → X̂ definida en la demostra-

ción del Teorema 4.2.13 se llama la inmersión canónica de (X,Ψ) en
(
X̂, Ψ̂

)
.

Como consecuencia del corolario 4.2.8 tenemos la siguiente propiedad de unicidad para
las bicompletaciones T0.
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Teorema 4.2.14. Si (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme T0, cualquier otra bicompletación

T0 de (X,Ψ) es cuasiunimórfica a
(
X̂, Ψ̂

)
.

Cuando (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme T0, a
(
X̂, Ψ̂

)
se le llama la bicompletación

de (X,Ψ) y es posible identificar a X con i(X). Desde esta perspectiva, los filtros de Cauchy

minimales en (X,Ψ∗) son las trazas de los filtros de vecindades en
(
X̂, τ

(
Ψ̂∗
))

.

Teorema 4.2.15. Sea (X,U) un espacio uniforme Hausdorff. Entonces
(
X̂, Û

)
es un espa-

cio uniforme Hausdorff completo. Además, cualquier espacio uniforme Hausdorff completo

que tenga un subespacio denso unimórfico a (X,U), es unimórfico a
(
X̂, Û

)
.

Proposición 4.2.16. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme T0. Entonces (X,Ψ) es total-

mente acotado si y solo si
(
X̂, Ψ̂∗

)
es compacto.

4.3. Conceptos relativos a otras completaciones

En los espacios cuasiuniformes que no son uniformes, la falta de simetŕıa en los entornos
de la cuasiuniformidad ocasiona una correspondiente falta de simetŕıa en los conceptos de
pequeñez y de proximidad, nociones que están ı́ntimamente ligadas con objetos tales como
las redes de Cauchy y los filtros de Cauchy. Dicha asimetŕıa hace posible una variedad de
definiciones no equivalentes para estos conceptos y dificulta la adopción de un estándar
único para cada uno de ellos. Por consecuencia se han definido varias completaciones para
los espacios cuasiuniformes en general, algunas de ellas equivalentes entre śı y otras no.
También hay completaciones que se definen para ciertas clases de espacios cuasiuniformes,
por ejemplo para los espacios cuasimétricos. Algunas completaciones se han realizado usando
sucesiones, otras utilizando redes y otras se han definido mediante filtros. Las completaciones
que se construyen usando sucesiones se llaman completaciones secuenciales. Entre las
completaciones que se citan con mayor frecuencia, además de la bicompletación, están la
completación de Doitchinov [21], la completación de Yoneda [54] y la completación de Smyth
[85].

Definición 4.3.1 (Corredes). Dadas dos redes {xα | α ∈ A} y {yβ | β ∈ B} en el espacio
cuasiuniforme (X,Ψ), se dice que {yβ | β ∈ B} es una corred de {xα | α ∈ A} cuando

∀U ∈ Ψ : ∃αU ∈ A, βU ∈ B : ∀α ≥ αU , β ≥ βU : (yβ, xα) ∈ U.

La notación (yβ, xα)→ 0 indica que {yβ | β ∈ B} es una corred de {xα | α ∈ A}.

Definición 4.3.2 (Redes D-Cauchy). Una red φ en un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) se
llama D-Cauchy si tiene una corred en ese espacio, es decir si existe una red γ en X tal
que γ sea corred de φ.

Como es de esperarse, al igual que sucede con la convergencia en otros espacios, se tiene
el siguiente resultado.

Proposición 4.3.1. Toda red convergente es una red D-Cauchy.
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Definición 4.3.3 ([21] Espacio cuasiuniforme D-completo). Se dice que un espacio cuasi-
uniforme (X,Ψ) es D-completo si toda red D-Cauchy en X es convergente.

Definición 4.3.4 ([56] Red K-Cauchy por la izquierda). Una red (xλ)
λ∈Λ

en un espacio
cuasiuniforme (X,Ψ), se llama K-Cauchy por la izquierda si

∀U ∈ Ψ : ∃λ0 ∈ Λ : ∀µ, ν ∈ Λ : λ0 ≤ µ ≤ ν ⇒ (xµ, xν) ∈ U.

Al igual que con el teorema 4.2.13, daremos la demostración del teorema siguiente.

Teorema 4.3.2. [81] Todo espacio cuasiuniforme T0 con base numerable tiene una bicom-
pletación secuencial.

Demostración. Sea (X,Ψ) un espacio cuasiuniforme T0 y sea B = {Bn}n∈N una base de Ψ.
Considérese el conjunto S de todas las sucesiones en X que son de Cauchy en (X,Ψ∗). En
S se define una relación de equivalencia ≈ como sigue:

(xn)n ≈ (yn)n ⇔ ∀k ∈ N,∃n0 ∈ N : ∀m,n ≥ n0, (xm, yn) ∈ B∗
k = Bk ∩B−1

k .

El espacio base de la bicompletación secuencial será el conjunto cociente X = S/ ≈. Para
generar la cuasiuniformidad requerida sobre X se define una familia numerable de entornos
básicos Uk ⊆ X ×X, con k ∈ N, donde

Uk = {(x, y) | ∃ (xn)n ∈ x, (yn)n ∈ y, n0 ∈ N : ∀m,n ≥ n0 : (xm, yn) ∈ Bk} .

La familia {Uk}k∈N genera una cuasiuniformidad Ψ en X tal que
(
X,Ψ

)
es un espacio

cuasiuniforme T0 que es una bicompletación de (X,Ψ) y por lo tanto es cuasiunimórfico a
su bicompletación canónica, la que se construye con filtros de Cauchy como en el Teorema
4.2.13. QED

El resultado siguiente es una adaptación, dada por Schellekens, de la propiedad de la
extensión de funciones cuasiuniformemente continuas (corolario 4.2.8) para el caso espećıfico
de la bicompletación secuencial.

Teorema 4.3.3 ([81] Teorema de extensión). Supóngase que (X,Ψ) es un espacio cuasi-
uniforme T0 con base numerable y que

(
X,Ψ

)
es su bicompletación secuencial, tal como se

definió en el teorema 4.3.2. Si f : (X,Ψ) → (X,Ψ) es una función cuasiuniformemente
continua, entonces la función f :

(
X,Ψ

)
→
(
X,Ψ

)
, definida como f [(xn)n] = [(f (xn))n],

es cuasiuniformemente continua y es una extensión de f que es única en el sentido de que
cualquier función cuasiuniformemente continua g :

(
X,Ψ

)
→
(
X,Ψ

)
que coincida con f en

las sucesiones constantes, debe ser igual a f .

Otra completación, que existe para algunos espacios cuasiuniformes, es la completación
de Smyth. A diferencia de la bicompletación, no todos los espacios cuasiuniformes tienen
una completación de Smyth, como se verá en el caṕıtulo siguiente. Esta completación es
particularmente importante en el caso del espacio de complejidad C, por sus aplicaciones al
análisis de algoritmos del tipo ((divide y vencerás)). La completación de Smyth no se construye
dentro de la categoŕıa de los espacios cuasiuniformes, sino en la de los espacios cuasiuniformes
topológicos, que son el tema de la sección 5.1, donde se dan las definiciones correspondientes.
Sin embargo, es posible caracterizar a los espacios cuasiuniformes Smyth-completos, aśı como
a aquellos que son Smyth-completables, mediante filtros K-Cauchy por la izquierda, que se
definen a continuación.



54 4.4. Espacios cuasiuniformes finitos

Definición 4.3.5 (Filtro K-Cauchy por la izquierda). Un filtro Γ en un espacio cuasiuniforme
(X,Ψ) es llamado K-Cauchy por la izquierda si para cada U ∈ Ψ existe un F ∈ Γ tal que
U(x) ∈ Γ para cada x ∈ F .

Proposición 4.3.4 ([75]). Un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) es Smyth-completo si y solo si
cada filtro K-Cauchy por la izquierda en (X,Ψ) converge a un único punto x en (X,Ψ∗).

Proposición 4.3.5 ([56]). Un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) es Smyth-completable si y solo
si cada filtro K-Cauchy por la izquierda sobre (X,Ψ), es un filtro de Cauchy en el espacio
uniforme (X,Ψ∗).

4.4. Espacios cuasiuniformes finitos

Las topoloǵıas finitas tienen muchas aplicaciones a la computación, sobre todo en el
campo de los algoritmos para el procesamiento de imágenes. Dado que las pantallas digitales
cuentan únicamente con un número finito de pixeles, se da lo que se conoce como ((pérdida de
resolución)). Esto es en comparación con la geometŕıa Euclideana y su representación basada
en espacios lineales reales. La necesidad de caracterizar nociones como cercańıa, convergencia
y continuidad dentro del contexto discreto y finito de una pantalla de computadora, vuelve
imperativo el uso de las topoloǵıas finitas [70].

En vista de que todas las topoloǵıas finitas son topoloǵıas de Alexandrov y de que las
topoloǵıas de Alexandrov comparten muchas de las propiedades de las topoloǵıas finitas, in-
cluimos en esta subsección algunos resultados relativos a las cuasiuniformidades que inducen
topoloǵıas de Aleandrov.

Proposición 4.4.1. [2] Un espacio topológico (X, τ) es de Alexandrov si y solo si existe
un preorden P ⊆ X ×X, tal que τ admite a la cuasiuniformidad Ψ que tiene como base al
conjunto singular β = {P}.

Lema 4.4.2. Si (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme, tal que la topoloǵıa inducida τ (Ψ) es
de Alexandrov, entonces

⋂
Ψ =

⋃
x∈X {x} ×N(x).

El resultado siguiente tiene como consecuencia que en los espacios finitos es posible
considerar a las topoloǵıas, a los preórdenes y a las cuasiuniformidades como representaciones
diferentes de la misma estructura, ya que hay una biyección entre el conjunto de todas las
cuasiuniformidades que se pueden definir sobre un espacio finito, por un lado, y el conjunto
de todos los preórdenes que se pueden definir sobre ese mismo espacio, por el otro.

El hecho anterior, aunado a la biyección que existe entre preórdenes y topoloǵıas en
los espacios de Alexandrov, nos da la equivalencia entre topoloǵıas, preórdenes y cuasi-
uniformidades en el caso finito.

Lema 4.4.3. Si (X,Ψ) es un espacio cuasiuniforme donde X ̸= ∅ es finito, entonces:

1. El preorden P =
⋂

Ψ es un entorno de Ψ.

2. {P} es base de Ψ.

3. {P−1} es base de Ψ−1.
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4. P ∩ P−1 es una relación de equivalencia.

5. {P ∩ P−1} es base de la uniformidad Ψ∗.

Kovalevsky, en [53], presenta un concepto de geometŕıa digital utilizando unos espacios
llamados ((complejos celulares abstractos)) [87]. Intuitivamente, los elementos de estos es-
pacios pueden representar, por ejemplo, en el caso particular de un poliedro, al poliedro
mismo, a alguna de sus caras, a una de sus aristas o a un vértice. Se considera a cada uno
de estos objetos geométricos como un elemento individual o ((celda)) del complejo celular,
en vez de considerarlo como un subconjunto de puntos dentro del espacio Euclideano. Los
complejos celulares abstractos están dotados de una topoloǵıa de Alexandrov que es T0 y
que se puede definir, mediante la formulación del ejemplo 2.4.8, a partir de una relación de
((enmarcamiento)) entre los objetos geométricos representados por los elementos del complejo
celular. En la relación mencionada, los vértices no están enmarcadas por ningún otro objeto.
Cada arista está enmarcada por sus vértices extremos. Cada cara está enmarcada tanto por
las aristas como por los vértices que forman su peŕımetro. Por último, las caras solamente
enmarcan al poliedro mismo. Estas ideas se pueden extender a objetos geométricos similares
de dimensiones superiores. Como se verá más adelante, a cada complejo celular abstracto
se le asocia de manera canónica una topoloǵıa. Dado que, en el caso finito, las cuasiunifor-
midades, las topoloǵıas y los preórdenes son conceptos equivalentes, cada complejo celular
abstracto finito es un caso particular de espacio cuasiuniforme.

Definición 4.4.1 ([53] Complejos celulares abstractos). Un complejo celular abstracto
sobre un conjunto no vaćıo X es una terna C = (X,E, d) tal que:

E ⊆ X ×X es una relación antisimétrica, irreflexiva y transitiva.

d : X → ω es una función que cumple (x, y) ∈ E ⇒ d(x) < d(y).

A E se le llama la relación de enmarcamiento de C y a d se le conoce como la función
de dimensión de C. Se dice que C es finito si X es finito. C es localmente finito si
E(x)∪E−1(x) es finito para toda x ∈ X. Si d(x) = n, entonces a x se le llama una n-celda.
C se llama n-dimensional si máx{d(x) | x ∈ X} = n.

Definición 4.4.2. [53] La topoloǵıa de un complejo celular abstracto C = (X,E, d), se
define como τ = {A ⊆ X | E(A) ⊆ A}. Esta es una topoloǵıa de Alexandrov y es T0.

Aunque la relación de enmarcamiento es irreflexiva, se obtiene la misma topoloǵıa de Ale-
xandrov a partir del orden parcial E∪∆(X). Esto sucede en general para cualquier relación. Si
R ⊆ X×X y se toma S = R∪∆(X), entonces {A ⊆ X | R(A) ⊆ A} = {A ⊆ X | S(A) ⊆ A}.

Definición 4.4.3 ([53] Subcomplejo celular). Sean C = (X,E, d) y D = (Y, F, h) complejos
celulares abstractos. Se dice que D es un subcomplejo celular de C cuando se cumplen
las condiciones (i) Y ⊆ X, (ii) F = E ∩ (Y × Y ) y (iii) h = d|Y .

Esto significa que es posible determinar un subcomplejo celular especificando un subcon-
junto Y ⊆ X, ya que la relación de enmarcamiento en el subcomplejo D, aśı como la función
de dimensión. deben ser las restricciones de E y de d al subconjunto Y .
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Definición 4.4.4 ([53] Isomorfismo entre complejos celulares). Dos complejos celulares abs-
tractos C = (X,E, d) y D = (Y, F, h) se llaman isomorfos si existe una biyección g : X → Y
tal que (a, b) ∈ E ⇔ (g(a), g(b)) ∈ F .

A partir de la relación de enmarcamiento E en un complejo celular, se define la relación
de incidencia como I = ∆(X) ∪ E ∪ E−1. Esta es la mı́nima relación reflexiva y simétrica
que contiene a E. De esta manera, cada celda es incidente consigo misma y con las celdas
que la enmarcan, aśı como con aquellas a las que ella enmarca. La relación de incidencia
no es necesariamente transitiva. La cerradura transitiva de I se denota por K y se conoce
como la relación de conexidad del complejo celular. Un complejo celular se llama conexo
cuando su relación de conexidad tiene una única clase de equivalencia.

Definición 4.4.5 ([53] Regiones y regiones sólidas). Una región de un complejo celular abs-
tracto es un subconjunto abierto y conexo del espacio. Dentro de un complejo n-dimensional,
una región se llama sólida si cada celda de su complemento es incidente a alguna n-celda
del mismo complemento.

La geometŕıa digital que desarrolla Kovalevsky se puede considerar como una imitación
finita de la geométria cartesiana. Para lograr esto se define un tipo especial de complejo celu-
lar que va a representar, intuitivamente, a objetos geométricos tales como ĺıneas, rectángulos,
paraleleṕıpedos y, en general, a productos cartesianos de segmentos rectiĺıneos de longitud
entera. Se empieza por definir las ((ĺıneas numéricas finitas)) como un tipo especial de complejo
celular dotado además de coordenadas.

Definición 4.4.6 ([53] Ĺıneas numéricas finitas). Dada una longitud entera positiva n, se
define a Ln, la ĺınea numérica finita de longitud n, como Ln = (Xn, En, dn, cn), donde:

Xn = {0, 1, .., 2n},

En = {(2k, 2k + 1)}n−1
k=0 ∪ {(2k, 2k − 1)}nk=1,

dn(j) = j mod 2, para j ∈ Xn,

cn(j) = j/2, para j ∈ Xn.

De esta forma, los elementos de una ĺınea numérica de longitud n son los primeros 2n+1
enteros no negativos, donde los números pares representan vértices y tienen dimensión cero,
mientras que los números impares representan aristas y su dimensión es uno. La coordenada
que se le asigna a cada elemento de la ĺınea numérica es igual a su mitad. Con esto se logra
que la distancia entre vértices consecutivos sea la unidad y que cada elemento tenga una
coordenada igual a la del punto medio del objeto geométrico que representa si se considera
a la ĺınea como parte de un eje cartesiano, con su primer vértice situado en el origen de un
espacio Euclideano. En esta ĺınea numérica finita cada número par enmarca tanto al impar
siguiente como al anterior. Esto se ilustra con el siguiente diagrama para el caso n = 4.

0→ 1← 2→ 3← 4→ 5← 6→ 7← 8
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Definición 4.4.7 ([53] Complejos celulares cartesianos). Dado m ∈ N y dadas m ĺıneas
numéricas finitas, Ln1 , .., Lnm , cada una de longitud ni, y tal que Lni

= (Xni
, Eni

, dni
, cni

),
para 1 ≤ i ≤ m, se define el complejo celular cartesiano

C = (X,E, d, c) =
m∏
i=1

Lni
,

donde

X =
∏m

i=1Xni
,

(u, v) = ((ui) , (vi)) ∈ E si y solo si, (ui, vi) ∈ Ini
y dni

(ui) ≤ dni
(vi), para 1 ≤ i ≤ m,

d(u) = d ((ui)) =
∑m

i=1 dni
(ui),

c(u) = c (ui) = (cn1 (u1) , .., cnm (um)).

En la definición anterior, Ini
representa a la relación de incidencia correspondiente a la

ĺınea Lni
. En el complejo cartesiano C todas las componentes de los vectores de coordenadas

correspondientes a 0-celdas (vértices) son números enteros, mientras que todas las compo-
nentes de los vectores de coordenadas correspondientes a m-celdas son números racionales
no enteros. En un complejo cartesiano bidimensional, a las 0-celdas, 1-celdas y 2-celdas se
les llama puntos, segmentos y pixeles, respectivamente.

Definición 4.4.8 ([53] Semiplanos digitales). En un complejo cartesiano de dimensión 2,
un semiplano digital es una región sólida tal que sus pixeles están determinados por una
desigualdad lineal sobre sus coordenadas. Un segmento rectiĺıneo digital es un subcon-
junto conexo de la frontera de un semiplano digital y un subconjunto digital convexo es
una intersección no vaćıa de semiplanos digitales.

En los complejos celulares abstractos, el operador frontera se define de la misma forma
que en cualquier espacio topológico. Dado que las topoloǵıas de los complejos celulares son
de Alexandrov, la frontera de un subconjunto A se puede expresar en términos de vecindades
mı́nimas como Fr(A) = {x ∈ X | N(x) ∩ A ̸= ∅ ̸= N(x) ∩ (X \ A)}. Los discos digitales se
definen de manera similar a la de los semiplanos digitales.

Definición 4.4.9 ([53] Discos digitales). Un disco digital en un complejo cartesiano bi-
dimensional, es una región sólida tal que sus pixeles están dados por una desigualdad de la
forma

(x− a)2 + (y − b)2 < r2

donde a y b son las coordenadas del centro y r es el radio. Un arco circular digital es un
subconjunto conexo de la frontera de un disco digital.

Con frecuencia, las imágenes digitales que representan gráficas de funciones entre inter-
valos reales requieren columnas verticales de dos o más pixeles en las partes de la gráfica
donde la pendiente de la función es muy elevada. Esto hace preferible utilizar relaciones en
vez de funciones para definir el concepto de mapeo entre complejos celulares abstractos.
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Definición 4.4.10 ([53] Mapeos entre complejos celulares). Si C1 = (X,E1, d1) y C2 =
(Y,E2, d2) son complejos celulares abstractos, un mapeo F : C1 → C2 es una relación
F ⊆ X × Y . Una mapeo F : C1 → C2 se llama continuo si dado A ⊆ Y abierto en C2, su
preimagen F−1(A) es abierta en C1. Se dice que F : C1 → C2 preserva la conectividad
cuando F (A) es conexo en C2 para todo A ⊆ X que sea conexo en C1.



Caṕıtulo 5

Sintopoloǵıas y espacios cuasiuniformes topológicos

Smyth [85] proporciona un marco de referencia topológico para la teoŕıa de dominios con
base en la teoŕıa de los espacios cuasiuniformes. Esto se logra introduciendo el concepto de
espacio cuasiuniforme topológico.

5.1. Espacios cuasiuniformes topológicos

La idea básica al considerar la noción de un espacio cuasiuniforme topológico, es la
de dotar a un espacio cuasiuniforme con una topoloǵıa extra que sea compatible en ciertos
sentidos con la cuasiuniformidad definida sobre el conjunto base. El ejemplo principal de una
topoloǵıa compatible con la cuasiuniformidad Ψ es, por supuesto τ (Ψ), la topoloǵıa inducida
por Ψ. Además de esto, M. Smyth [85] y P. Sünderhauf [90] han sugerido que otras topoloǵıas
distintas de τ (Ψ) se pueden considerar compatibles con Ψ bajo ciertas condiciones.

Definición 5.1.1 (Espacios cuasiuniformes topológicos y subtopológicos). Dado un conjunto
X no vaćıo, una cuasiuniformidad Ψ sobre X y una topoloǵıa τ definida en X, se dice que la
terna (X,Ψ, τ) es un espacio cuasiuniforme subtopológico si cumple estas dos condiciones:

A1) ∀A ∈ τ, x ∈ A;∃U ∈ Ψ, B ∈ τ con x ∈ B y U (B) ⊂ A.

A2) ∀U ∈ Ψ,∃V ∈ Ψ con (V ⊂ U y ∀x ∈ X, V −1 (x) es cerrado en τ).

Si además se cumple esta tercera condición

A3) ∀U ∈ Ψ,∃V ∈ Ψ : ∀A ∈ τ, ∃B ∈ τ con V (A) ⊆ B ⊆ U(A),

entonces llamamos a (X,Ψ, τ) un espacio cuasiuniforme topológico.

La condición (A3) dada por Sünderhauf es equivalente a la siguiente formulación que es
la que utiliza Künzi [56],

A3)′ ∀U ∈ Ψ,∃V ∈ Ψ : ∀A ∈ τ, V (A) ⊆ IntτU(A).

59
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Definición 5.1.2 (Espacio cuasiuniforme subtopológico interpolativo). Dado un espacio
cuasiuniforme subtopológico (X,Ψ, τ), lo llamamos interpolativo si cumple la siguiente
condición, llamada (Int),

∀U ∈ Ψ,∃V ∈ Ψ : ∀A,B ∈ τ, ∃C ∈ τ con U(A) ⊆ B ⇒ (V (A) ⊆ C y V (C) ⊆ B) .

En un espacio cuasiuniforme topológico, la condición (A3) implica el cumplimiento de
la condición (Int). En otras palabras, todo espacio cuasiuniforme topológico es un espacio
cuasiuniforme subtopológico interpolativo.

[56] En todo espacio cuasiuniforme topológico (X,Ψ, τ), el preorden ≤Ψ asociado a su
cuasiuniformidad coincide con el preorden de especialización de τ . Asimismo, si Ψ es una
cuasiuniformidad en X, entonces la topoloǵıa τ(Ψ) cumple las tres condiciones (A1), (A2) y
(A3). Esto implica que (X,Ψ, τ (Ψ)) es un espacio cuasiuniforme topológico. De esta manera
el espacio cuasiuniforme (X,Ψ) queda representado como un espacio cuasiuniforme topológi-
co. Debido a esta representación estándar, se dice que un espacio cuasiuniforme topológico
(X,Ψ, σ) es un espacio cuasiuniforme precisamente cuando σ = τ (Ψ). Como consecuen-
cia de la condición (A1), en todo espacio cuasiuniforme subtopológico (X,Ψ, τ) se cumple
τ ⊂ τ (Ψ), mientras que una consecuencia de la condición (A2) es que en un espacio cuasiuni-
forme subtopológico (X,Ψ, τ) en donde ∆(X) ∈ Ψ, la topoloǵıa cofinita de X está contenida
en τ , ya que en ese caso todos los conjuntos singulares {x} son cerrados.

En la proposición siguiente se enuncia una conexión simple entre la cuasiuniformidad y
la topoloǵıa de un espacio cuasiuniforme topológico.

Proposición 5.1.1 ([56]). Si (X,Ψ, τ) es un espacio cuasiuniforme topológico, entonces el
espacio bitopológico (X, τ (Ψ−1) , τ) es regular por pares.

Definición 5.1.3 (Morfismos entre espacios cuasiuniformes topológicos). Un morfismo en-
tre dos espacios cuasiuniformes topológicos es una función f : (X,Ψ, τ) −→ (Y,Y , σ) que
satisface estas condiciones:

(1) f : (X, τ) −→ (Y, σ) es una función continua.

(2) f : (X,Ψ) −→ (Y,Y) es una función cuasiuniformemente continua.

Definición 5.1.4 (La categoŕıa QUTop). La categoŕıa QUTop se define especificando sus
objetos y morfismos de la manera siguiente:

Sus objetos son los espacios cuasiuniformes topológicos (X,Ψ, τ).

Sus morfismos son las funciones que son cuasiuniformemente continuas entre los res-
pectivos espacios cuasiuniformes y además continuas entre los respectivos espacios
topológicos.

Como para cada cuasiuniformidad Ψ sobre X, la terna (X,Ψ, τ (Ψ)) es un espacio cuasi-
uniforme topológico, resulta que QUnif es equivalente a una subcategoŕıa de QUTop [56],
[90].

Definición 5.1.5 ([56], [90] Contención fuerte en espacios cuasiuniformes topológicos). Sea
(X,Ψ, τ) un espacio cuasiuniforme topológico y sea U ∈ Ψ. Dados subconjuntos A,B ⊆ X,
se dice que A está contenido fuertemente en B con respecto a U (lo que se denota por
A <U B) si existen O,O′ ∈ τ tales que A ⊆ O, U(O) ⊆ O′ y O′ ⊆ B.
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Dado cualquier espacio cuasiuniforme topológico (X,Ψ, τ), tanto la cuasiuniformidad Ψ
como la topoloǵıa τ se pueden volver a obtener a partir de las relaciones <U [56].

Definición 5.1.6 ([85] Relaciones asociadas a los entornos U ∈ Ψ). Dado un espacio cuasi-

uniforme subtopológico (X,Ψ, τ), para cada entorno U ∈ Ψ, Smyth define tres relaciones Û ,

U+ y U en X a partir de U y con ellas define las tres familias correspondientes Ψ̂, Ψ+ y Ψ
de la siguiente manera:

xÛy ⇐⇒ ∀A,B ∈ τ : (x ∈ A ∧ U(A) ⊆ B)⇒ y ∈ B ; Ψ̂ =
{
Û
}

U∈Ψ
.

xU+y ⇐⇒ y ∈
⋂
{U(A) | x ∈ A ∈ τ} ; Ψ+ = {U+}U∈Ψ.

xUy ⇐⇒ x ∈ cl (U−1(y)) ; Ψ =
{
U
}
U∈Ψ.

Lema 5.1.2. Si (X,Ψ, τ) es un espacio cuasiuniforme subtopológico, entonces

(a) ∀U ∈ Ψ, U ⊆ U+ ⊆ Û .

(b) ∀U ∈ Ψ,∃W ∈ Ψ : Ŵ ⊆ U .

Lema 5.1.3. En un espacio cuasiuniforme subtopológico (X,Ψ, τ) las tres condiciones si-
guientes son equivalentes:

(1) Ψ̂ es base de Ψ.

(2) Ψ+ es base de Ψ.

(3) Ψ es base de Ψ.

Definición 5.1.7 (Filtros S-Cauchy y filtros redondos). Sea (X,Ψ, τ) un espacio cuasiuni-
forme topológico. Si F es un filtro en X, entonces se dice que F es:

S-Cauchy si ∀U ∈ Ψ, F ∈ F ,∃x ∈ F : ∀A ∈ τ, (x <U A⇒ A ∈ F).

Redondo si ∀F ∈ F ,∃U ∈ Ψ, A ∈ τ ∩ F : A <U F .

Nótese que, dado cualquier punto x ∈ X, su filtro de vecindades Nτ (x) es redondo y
S-Cauchy [56], [90]. Tomando en cuenta las aplicaciones a la semántica denotacional, Smyth
[85] y Sunderhauff [90] consideran que el concepto usual de convergencia de filtros en un
espacio topológico no es adecuado para construir la completación de un espacio cuasiuniforme
topológico. Por este motivo utilizan la noción de convergencia fuerte, que Smyth aplica
también en su completación de los espacios sintopológicos.

Definición 5.1.8 (Convergencia fuerte de un filtro a un punto). Sea (X, τ) un espacio
topológico. Sea x ∈ X y sea F un filtro sobre X. Se dice que F converge fuertemente a
x (Notación: F ↠ x) si N (x) = F .

Con la noción de convergencia fuerte, es posible definir el concepto de espacios cuasiuni-
formes topológicos Smyth-completos.
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Definición 5.1.9 ([56], [85], [90] Espacio Smyth-completo). Un espacio cuasiuniforme to-
pológico (X,Ψ, τ) se llama Smyth-completo si, dado cualquier filtro F en X que sea
redondo y S-Cauchy, existe un único punto x ∈ X tal que F converge fuertemente a x.

Se dice que un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) es Smyth-completo cuando el espacio cua-
siuniforme topológico (X,Ψ, τ(Ψ)) es Smyth-completo. El teorema siguiente se enuncia sin
demostración y solamente se especifica el conjunto base para la completación de Smyth, sin
entrar en detalles acerca de la cuasiuniformidad ni la topoloǵıa correspondientes.

Teorema 5.1.4 ([90] Existencia de la completación de Smyth). Si (X,Ψ, τ) es un espacio

cuasiuniforme topológico, existe otro espacio cuasiuniforme topológico
(
X̃, Ψ̃, τ̃

)
tal que

X̃ es el conjunto de todos los filtros redondos y S-Cauchy en X.

El espacio
(
X̃, Ψ̃, τ̃

)
es Smyth-completo.

Si la topoloǵıa τ es T0, entonces la función i : X → X̃ tal que i(x) = Nτ (x), es un
morfismo inyectivo y los espacios X e i(X) son isomorfos en QUTop.

Si f : (X,Ψ, τ)→ (Y,Υ, σ) es un morfismo de QUTop y el espacio (Y,Υ, σ) es Smyth-

completo, entonces existe una única extensión de f a X̃ , esto es, un único morfismo

f̃ :
(
X̃, Ψ̃, τ̃

)
→ (Y,Υ, σ) tal que f = f̃ ◦ i.

Definición 5.1.10 (Espacio cuasiuniforme Smyth-completable). Un espacio cuasiuniforme
(X,Ψ) se llama Smyth-completable si la completación de Smyth (Y,Υ, σ) del espacio
cuasiuniforme topológico (X,Ψ, τ(Ψ)) asociado a (X,Ψ) es nuevamente representante de un
espacio cuasiuniforme, es decir cuando se cumple que σ = τ(Υ).

Existen espacios en la categoŕıa QUnif, cuya completación de Smyth ya está fuera de
esta categoŕıa, pero dentro de la categoŕıa QUTop. Se puede encontrar un ejemplo de esto
en [90].

5.2. Espacios sintopológicos

Si bien los conceptos que motivan el trabajo de Smyth [85] se originan en la teoŕıa de
dominios, el desarrollo de sus resultados se centra en el concepto de espacio sintopológico,
definido con anterioridad por Császár. La estructura de los espacios sintopológicos está dada
por una familia de relaciones que expresan diferentes grados de inclusión fuerte entre los sub-
conjuntos de un espacio. Császár ha escrito una exposición detallada de los fundamentos de
la topoloǵıa utilizando este tipo de relaciones [16]. Este enfoque forma parte del aśı llamado
((programa de la topoloǵıa libre de puntos)), que incluye también a la teoŕıa de marcos y a
la teoŕıa de locales. La completación de los espacios cuasiuniformes topológicos presentada
originalmente por Smyth utiliza a los espacios sintopológicos, ya que primero define una
familia de relaciones que le permite obtener un espacio sintopológico a partir de un espacio
cuasiuniforme topológico. A continuación define otra familia de relaciones que le permite
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obtener un espacio cuasiuniforme topológico a partir de un espacio sintopológico, constru-
yendo aśı un puente que conecta a estos dos tipos diferentes de espacios. Después, Smyth
define una completación espećıficamente para los espacios sintopológicos. La completación
de Smyth (la versión presentada en [85]) de un espacio cuasiuniforme topológico se consi-
gue pasando primero al espacio sintopológico asociado, obteniendo después la completación
sintopológica de dicho espacio y finalmente regresando desde ah́ı al espacio cuasiuniforme
topológico correspondiente.

Definición 5.2.1 (Espacio sintopológico y estructuras subsintopológicas). Un espacio sin-
topológico es una pareja ordenada (X,J ) donde J = {<i}i∈I es una familia de relaciones
definidas sobre P(X). Es decir, cada <i es una relacion entre subconjuntos de X y además
se cumplen:

S1. ∀i ∈ I, ∅ <i ∅ y X <i X.

S2. ∀i ∈ I, A,B ⊆ X;A <i B ⇒ A ⊆ B.

S3. ∀i ∈ I;A,B,C,D ⊆ X : A ⊆ B <i C ⊆ D ⇒ A <i D.

S4. ∀i ∈ I;B ⊆ X;A ⊆ P(X) : (∀A ∈ A : A <i B)⇒
⋃
A <i B.

S5. ∀i ∈ I;A,B,C ⊆ X : (A <i B y A <i C)⇒ A <i B ∩ C.

S6. ∀i, j ∈ I,∃k ∈ I : (<i ∪ <j) ⊆ <k.

S7. ∀i ∈ I,∃j ∈ I : ∀A,B ⊆ X, ∃C ⊆ X con A <i B ⇒ A <j C <j B.

A la familia J = {<i}i∈I se le llama una sintopoloǵıa sobre X. En el caso de que se
cumplan las condiciones (S1) hasta (S6), a la familia J = {<i}i∈I se le llama una estructura
subsintopológica sobre X.

Definición 5.2.2 (Inclusión fuerte en espacios sintopológicos). Sea (X,J ) un espacio sin-
topológico con J = {<i}i∈I y sean A,B ⊆ X. Se dice que A está fuertemente contenido
en B (notación: A≪ B) si se cumple

∃i ∈ I : A <i B.

Definición 5.2.3 (La topoloǵıa asociada a un espacio sintopológico). Sea (X,J ) un espacio
sintopológico con J = {<i}i∈I . La topoloǵıa asociada a (X,J ) es

τJ = {A ⊆ X | ∀a ∈ A, {a} ≪ A} = {A ⊆ X | ∀a ∈ A,∃i ∈ I con {a} <i A} .

En el caso de una sintopoloǵıa singular J = {<}, la topoloǵıa τJ asociada a (X,J ) se
puede caracterizar como

τJ = {A ⊆ X | ∀a ∈ A, {a} < A} = {A ⊆ X | A < A} .

Definición 5.2.4 (La sintopoloǵıa asociada a una topoloǵıa). Si (X, τ) es un espacio to-
pológico, entonces J = {<} resulta ser una sintopoloǵıa en X si se define

A < B ⇐⇒ ∃U ∈ τ : A ⊆ U ⊆ B.
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Observación 5.2.1. Dado un espacio topológico (X, τ), si primero se construye la sintopoloǵıa
singular J = {<} asociada a τ de acuerdo a la definición 5.2.4 y luego se determina la
topoloǵıa τJ asociada a J como lo indica la definición 5.2.3, regresamos al punto de partida
ya que en este caso τJ = τ .

Observación 5.2.2. Dado un espacio sintopológico (X,J ) con J = {<i}i∈I , si primero se
construye τJ , la topoloǵıa asociada a J según la definición 5.2.3 y después se construye
la sintopoloǵıa singular asociada a τJ siguiendo la definición 5.2.4, en vez de regresar a la
sintopoloǵıa original, obtenemos una sola relación < entre subconjuntos de X tal que

∀A,B ⊆ X : A < B ⇐⇒ (∃G ⊆ X : A ⊆ G ⊆ B ∧ ∀x ∈ G : {x} ≪ G) .

Proposición 5.2.1. Sea {τi}i∈I una familia de topoloǵıas en un conjunto X tal que cuales-
quiera dos de ellas tienen un refinamiento común dentro de la familia. Si para cada i ∈ I se
define una relación <i ⊆ P(X)×P(X) siguiendo el modelo de la definición 5.2.4, es decir,

∀A,B ⊆ X, (A <i B ⇐⇒ ∃U ∈ τi : A ⊆ U ⊆ B) ,

entonces J = {<i}i∈I es una sintopoloǵıa en X.

Definición 5.2.5 (Función continua entre espacios sintopológicos). Si tenemos dos espacios

sintopológicos
(
X, {<i}i∈I

)
y
(
Y, {≺j}j∈J

)
y una función f : X → Y , se dice que f es

continua si se cumple

∀j ∈ J,∃i ∈ I,∀A,B ⊆ Y : A ≺j B ⇒ f−1(A) <i f
−1(B).

Definición 5.2.6 (La categoŕıa Syn). La categoŕıa Syn está definida por:

Sus objetos son los espacios sintopológicos.

Sus morfismos son las funciones continuas entre espacios sintopológicos.

Dado un espacio cuasiuniforme (X,Ψ) y dada cualquier topoloǵıa τ definida sobre X,
aún cuando dicha topoloǵıa no tenga necesariamente ninguna relación con la cuasiuniformi-
dad Ψ (más allá de compartir a X como conjunto base) es posible definir una estructura
subsintopológica en X a partir de τ y de Ψ, como se enuncia a continuación.

Proposición 5.2.2 (Las estructuras subsintopológicas de un espacio cuasiuniforme). Sea
(X,Ψ) un espacio cuasiuniforme y sea τ una topoloǵıa en X. Si para cada entorno U ∈ Ψ
se define una relación <U sobre el conjunto potencia de X, es decir <U ⊆ P(X) × P(X),
tal que

∀A,B ⊆ X;A <U B ⇐⇒ ∃C,D ∈ τ : A ⊆ C y U(C) ⊆ D ⊆ B,

entonces la familia JΨ,τ = {<U}U∈Ψ es una estructura subsintopológica en X.

Proposición 5.2.3 (La cuasiuniformidad asociada a una sintopoloǵıa). Sea (X,J ) un es-
pacio sintopológico, con J = {<i}i∈I . Si para cada ı́ndice i ∈ I se define una relación
Ui ⊆ X ×X como

∀x, y ∈ X; (x, y) ∈ Ui ⇐⇒ (∀A ⊆ X : {x} <i A⇒ y ∈ A) ,

entonces la familia B = {Ui | i ∈ I} es base de una cuasiuniformidad en X.
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Definición 5.2.7 (Filtros redondos y filtros S-Cauchy). Sea
(
X, {<i}i∈I

)
un espacio sinto-

pológico y sea B una base de filtro sobre X. En este caso,

1 B se llama redonda si se cumple

∀B ∈ B,∃A ∈ B : A≪ B.

2 Se dice que B es S-Cauchy si se cumple

∀i ∈ I,∀B ∈ B, ∃x ∈ B : ∀A ⊆ X; {x} <i A⇒ A ∈ B.



Caṕıtulo 6

Espacios cuasimétricos

A continuación se define una clase particular de espacios cuasiuniformes, los llamados
espacios cuasimétricos, entre los cuales está el espacio de complejidad, que es el tema de
interés principal en este trabajo.

6.1. Teoŕıa General

Definición 6.1.1 (Métricas y sus generalizaciones). Dado un conjunto X no vaćıo, una
métrica sobre X, es una función d : X ×X −→ R+, tal que ∀x, y, z ∈ X:

(1) d(x, x) = 0.

(2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

(3) [ d(x, y) = 0 = d(y, x) ] =⇒ x = y.

(4) d(y, x) = d(x, y).

d es una cuasimétrica si satisface las condiciones (1), (2) y (3).

d es una seudométrica si satisface las condiciones (1), (2) y (4).

d es una cuasiseudométrica si satisface las condiciones (1) y (2).

El par (X, d) es llamado un espacio métrico, cuasimétrico, seudométrico o cuasiseu-
dométrico según sea el caso con la función d.

Definición 6.1.2 (Cuasiseudométrica extendida). Con frecuencia se trabaja con cuasiseu-
dométricas extendidas, entendiendo que la cuasiseudométrica puede tomar el valor +∞
para algunos pares (x, y) ∈ X ×X.

Fletcher y Lindgren [26], al igual que Kelly [50] y también Schellekens en [81], usan el
término cuasimétrica para referirse a una cuasimétrica T1, es decir a una cuasimétrica que
cumple con la condición ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0 ⇒ x = y. Esta es una condición más
fuerte que (3). La condición (3) únicamente implica que el espacio (X, d) es T0 pero no
necesariamente T1.

66
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Cobzaş [14] le llama ((semimétricas)) a las seudométricas y ((cuasisemimétricas)) a las
cuasiseudométricas. Goubault [32] le llama ((hemimétrica)) a una cuasiseudométrica exten-
dida y llama ((métricas)) y ((cuasimétricas)) a las métricas extendidas y a las cuasimétricas
extendidas, respectivamente.

Definición 6.1.3 (Subespacio cuasiseudométrico). Si (X, d) y (Y, q) son espacios cuasiseu-
dométricos, entonces (Y, q) es un subespacio de (X, d) si Y ⊆ X y q es la restricción de d
a Y × Y .

Se dice que el espacio (X, d) satisface una propiedad ((hereditariamente)) cuando todos
sus subespacios satisfacen esa propiedad.

Definición 6.1.4 ([56] Cuasiseudométrica no arquimediana). Una cuasiseudométrica d se
llama no arquimediana si cumple que ∀x, y, z ∈ X : d(x, z) ≤ max {d(x, y), d(y, z)}. Una
métrica no arquimediana también se conoce como ultramétrica.

Por ejemplo, una métrica no arquimediana es la métrica discreta, que se puede definir en
cualquier conjunto X no vaćıo mediante d(x, x) = 0 y d(x, y) = 1 si x ̸= y, para x, y ∈ X.
Otro ejemplo consiste en tomarXω, el conjunto de las sucesiones de elementos de un conjunto
X ̸= ∅, y definir a la función d como d(x, x) = 0 y d(x, y) = 2−k si x ̸= y, donde x = (xn)n,
y = (yn)n y el número k ∈ ω cumple con xk ̸= yk pero xn = yn para todo n < k.

Definición 6.1.5 (Cuasiseudométrica conjugada). La cuasiseudométrica conjugada de una
cuasiseudométrica d se denota por d−1 y está definida como d−1(x, y) = d(y, x), x, y ∈ X.

Definición 6.1.6 (La seudométrica inducida). A partir de las cuasiseudométricas d y d−1,
la función ds(x, y) = máx{d(x, y), d−1(x, y)}, con x, y ∈ X, es una seudométrica sobre X,
que se llama la seudométrica inducida por d.

La seudométrica ds es una métrica si y solo si d es una cuasimétrica. Las desigualdades
siguientes son trivialmente ciertas,

d(y, x) ≤ ds(x, y) y d−1(x, y) ≤ ds(x, y). (6.1)

Definición 6.1.7 (La cuasiuniformidad asociada a una cuasiseudométrica). Si la pareja
(X, d) es un espacio cuasiseudométrico, se construye la cuasiuniformidad asociada, Ψd,
utilizando como base la familia de relaciones β = { Un | n ∈ N } donde, para cada n ∈ N,

Un =
{
(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 2−n

}
.

Si d es una seudométrica, entonces Ψd es una uniformidad. Si d genera a Ψ, entonces d−1

genera a Ψ−1.

Lema 6.1.1. Una función f : (X, dX)→ (Y, dY ) entre espacios cuasiseudométricos es cua-
siuniformemente continua con respecto a ΨdX y ΨdY , si y solo si para toda ε > 0 existe una
δ > 0 tal que dY (f(x), f(y)) < ε siempre que dX(x, y) < δ, para todo x, y ∈ X.

Observación 6.1.1. En vista de la desigualdad que determina a los entornos básicos de Ψd

en la definición 6.1.7, el preorden ≤Ψd
=
⋂
Ψ se puede expresar directamente en términos de

la cuasiseudométrica d, e indicarse con el śımbolo ≤d, como sigue

∀x, y ∈ X : x ≤d y ⇔ x ≤Ψd
y ⇔ d(x, y) = 0.



68 6.1. Teoŕıa General

Cuando d es una cuasimétrica, el preorden≤d es un orden parcial. Si el espacio (X, τ(d)) es
T1, entonces≤d es la relación de identidad enX. Se dice [79] que un espacio cuasiseudométrico
(X, d) es dirigido cuando el conjunto preordenado (X,≤d) es dirigido. Asimismo, se dice
[74] que un espacio cuasimétrico (X, d) tiene un máximo (res. mı́nimo) si su orden parcial
asociado ≤d tiene un máximo (resp. mı́nimo).

Definición 6.1.8 ([79] Funciones crecientes y decrecientes). Sean (X, d) un espacio cua-
simétrico y f : X → R una función. La función f se llama creciente (resp. decreciente,
estricamente creciente, estrictamente decreciente) si para todos x, y ∈ X, la desigual-
dad x ≤d y implica que f(x) ≤ f(y) (resp. f(x) ≥ f(y), f(x) < f(y), f(x) > f(y)).

Lema 6.1.2 ([79]). Si (X, d) es un espacio cuasimétrico con x, y, u, v ∈ X, entonces

(u ≤d x y y ≤d v)⇒ d(u, v) ≤ d(x, y)

Definición 6.1.9 ([74] Espacios convexos de acuerdo al orden). Un espacio cuasiseudométri-
co (X, d) se llama convexo con respecto al orden (o también se dice [79] que (X, d)
satisface la condición del camino descendente) si

∀x, y, z ∈ X : x ≥d y ≥d z ⇒ d(x, z) = d(x, y) + d(y, z)

Definición 6.1.10 ([79], [74] Espacio acotado por una función). Sean (X, d) un espacio
cuasimétrico y f : X → R+ una función. Se dice que (X, d) está acotado por f si la
desigualdad d(x, y) ≤ f(y) se cumple para todos x, y ∈ X. En general, (X, d) se llama
acotado por una función cuando existe una función f tal que (X, d) esté acotado por f .

Definición 6.1.11 ([32] Inmersión isométrica). Una función f : X → Y entre dos espacios
cuasiseudométricos (X, dX) y (Y, dY ) se llama inmersión isométrica si

∀x, y ∈ X : dY (f(x), f(y)) = dX(x, y).

Definición 6.1.12 (Isometŕıa). Una isometŕıa es una inmersión isométrica biyectiva.

Toda isometŕıa entre espacios métricos es una equivalencia uniforme con respecto a las
uniformidades inducidas por las métricas correspondientes.

Definición 6.1.13 ([81] Mapeo de contracción). Dado un espacio cuasiseudométrico (X, d),
una función f : X → X se llama mapeo de contracción si

∃c < 1 : ∀x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y).

Lema 6.1.3. [26] Si {Un}n∈N es una sucesión de relaciones reflexivas definidas en un con-
junto X no vaćıo y tales que

∀n ∈ N : Un+1 ◦ Un+1 ◦ Un+1 ⊆ Un,

entonces existe una cuasiseudométrica d en X con la propiedad de que

∀n ∈ N : Un+1 ⊆
{
(x, y) | d(x, y) < 2−n

}
⊆ Un.

En el caso de que cada relación Un sea simétrica, se puede considerar a la función d como
una seudométrica.
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Teorema 6.1.4 (Cuasiseudometrizabilidad de espacios cuasiuniformes). Sea (X,Ψ) un es-
pacio cuasiuniforme. Existe una cuasiseudométrica d que genera a la cuasiuniformidad Ψ,
si y solo si Ψ tiene una base numerable.

Definición 6.1.14 (Uniformidades metrizables). Un espacio uniforme (X,U) esmetrizable
si existe una métrica d definida en X y que genere a U . En este caso también se dice que la
uniformidad U es metrizable y se le conoce como la uniformidad métrica asociada a d.

Teorema 6.1.5. Una uniformidad es metrizable si y solo si es Hausdorff y tiene una base
numerable.

Definición 6.1.15 ([14] Bolas abiertas y bolas cerradas). Sea (X, d) un espacio cuasiseu-
dométrico. Sea x ∈ X y sea r > 0. Los conjuntos

Bd(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r} y Bd[x, r] = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}

se llaman: la bola abierta con centro en x y de radio r, y la bola cerrada con centro en x
y de radio r, respectivamente. El sub́ındice d es para distinguir la cuasiseudométrica en caso
necesario. Se puede omitir cuando la claridad del contexto lo permita.

Definición 6.1.16 (La topoloǵıa asociada a una cuasiseudométrica). Si d es una cuasiseu-
dométrica en un conjunto X, la base β = {B(x, r) | x ∈ X, r > 0} genera una topoloǵıa que
se llama la topoloǵıa inducida por d y se denota por τ(d).

La topoloǵıa inducida por d es idéntica a la inducida por la cuasiuniformidad generada por
d, es decir τ(d) = τ(Ψd). Kelly [50], ha estudiado las propiedades de los espacios bitopológicos
de la forma (X, τ (d) , τ (d−1)) y considera a este espacio como la estructura topológica natural
asociada a la cuasiseudométrica d.

Lema 6.1.6. [50] Si d es una cuasiseudométrica en X, entonces d y d−1 son cuasimétricas
T1 si y solo si (X, τ (d) , τ (d−1)) es Hausdorff por pares.

Lema 6.1.7. [13] Si (X, d) es un espacio cuasimétrico, entonces

1. La topoloǵıa τ(d) es T0.

2. τ(d) es T1 si y solo si ∀x ̸= y : d(x, y) > 0.

Definición 6.1.17 (Espacios topológicos metrizables y sus variantes). Un espacio topológico
(X, τ) se llama metrizable si existe una métrica d en X tal que τ = τ(d).

Los conceptos correspondientes para cuasimétricas, seudométricas y cuasiseudométricas
se definen de manera similar. Todo espacio topológico seudometrizable es uniformizable, ya
que τ = τ(d) = τ(Ud). Si una uniformidad es metrizable, entonces la topoloǵıa uniforme
que genera también es metrizable ya que, en este caso, τ(U) = τ(Ud). Sin embargo, la
metrizabilidad de una topoloǵıa uniforme no implica la metrizabilidad de la uniformidad
que la generó [7], [86]. Es decir que hay ejemplos de uniformidades U que generan una
topoloǵıa τ(U) que es metrizable pero la uniforfmidad U no es metrizable.
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Definición 6.1.18 ([85] Inclusión de margen ε > 0). Sea (X, d) un espacio cuasimétrico.
Sean A,B ⊆ X y sea ε > 0. La notación A <ε B significa

∀x, y ∈ X : [x ∈ A y d(x, y) < ε]⇒ y ∈ B.

El concepto de inclusión de margen ε > 0 se puede caracterizar en términos de unión de
bolas abiertas como sigue

∀M,N ⊆ X :M <ε N ⇐⇒
⋃

x∈M B(x, ε) ⊆ N .

Definición 6.1.19 (Base redonda de filtro). Se dice que una base de filtro B en un espacio
cuasimétrico (X, d) es redonda si cumple

∀B ∈ B : ∃A ∈ B, ε > 0 : A <ε B.

Definición 6.1.20 (Espacio cuasiseudométrico interpolativo). Sea (X, d) un espacio cuasi-
seudométrico y sea τ la topoloǵıa generada por d de acuerdo a la definición 6.1.16. El espacio
(X, d) se llama interpolativo si cumple

∀ε > 0,∃δ > 0,∀A,B ∈ τ, ∃C ∈ τ : A <ε B ⇒ A <δ C <δ B.

Definición 6.1.21 ([14] Convergencia con respecto a una cuasiseudométrica). Se dice que
una sucesión (xn)n en un espacio cuasiseudométrico (X, d) converge a x ∈ X, con respecto
a d, si ĺımn→∞ d (x, xn) = 0.

La convergencia estad́ıstica de una sucesión se define en términos del concepto de densidad
asintótica que se aplica a subconjuntos de N.

Definición 6.1.22 ([46] Densidad asintótica). Dado A ⊆ N, su densidad asintótica se
denota como ϱ(A) y está definida como

ϱ(A) = ĺım
n→∞

1

n
|A ∩ {1, .., n}| .

cuando dicho ĺımite existe. La notación |S| indica la cardinalidad del conjunto S.

Definición 6.1.23 ([46] Convergencia estad́ıstica hacia adelante). Una sucesión (xn)n en
un espacio cuasiseudométrico (X, d) converge hacia adelante estad́ısticamente a un
elemento x ∈ X, si ∀ε > 0 : ϱ ({k ∈ N | d (x, xk) ≥ ε}) = 0.

Definición 6.1.24 ([14], [29] Sucesiones de Cauchy). Sea (xn)n una sucesión en un espacio
cuasiseudométrico (X, d). Entonces (xn)n se llama:

d-Cauchy por la izquierda si

∀ε > 0,∃x ∈ X,n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, d (x, xn) < ε.

d-Cauchy por la derecha si

∀ε > 0,∃x ∈ X,n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, d (xn, x) < ε.
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ds-Cauchy si
∀ε > 0,∃n0 ∈ N : ∀n,m ≥ n0, d

s (xn, xm) < ε.

K-Cauchy por la izquierda si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N : ∀m ≥ n ≥ n0, d (xn, xm) < ε.

K-Cauchy por la derecha si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N : ∀m ≥ n ≥ n0, d (xm, xn) < ε.

Proposición 6.1.8. [14] Si (xn)n es una sucesión en un espacio cuasiseudométrico (X, d),

(i) ds-Cauchy ⇒ K-Cauchy por la izquierda ⇒ d-Cauchy por la izquierda.

(ii) ds-Cauchy ⇒ K-Cauchy por la derecha ⇒ d-Cauchy por la derecha.

(iii) (xn)n es ds-Cauchy si y solo si es K-Cauchy por la izquierda y por la derecha.

Un espacio cuasimétrico (X, d) es bicompleto si y solo si el espacio métrico (X, ds) es
completo [28].

Proposición 6.1.9. Un espacio métrico X es totalmente acotado si y solo si toda sucesión
en X tiene una subsucesión de Cauchy.

Proposición 6.1.10. [28] Un espacio cuasimétrico (X, d) es Smyth-completable si y solo si
toda sucesión K-Cauchy por la izquierda en (X, d) es una sucesión de Cauchy en (X, ds).

Como consecuencia del teorema 4.3.2 sobre la bicompletación secuencial de los espacios
cuasiuniformes T0 con base numerable, se tiene el resultado siguiente.

Proposición 6.1.11 ([81]). Sean (X, d) un espacio cuasiseudométrico y Ψ = Ψd, la cua-
siuniformidad inducida por d. Si se toman al conjunto X y a la cuasiuniformidad Ψ tal y
como están definidos en la demostración del teorema 4.3.2, entonces las funciones d y ds

dadas por
d ([(xn)n] , [(yn)n]) = ĺım

n→∞
d (xn, yn) ,

ds ([(xn)n] , [(yn)n]) = ĺım
n→∞

ds (xn, yn) ,

son respectivamente, una cuasiseudométrica y una seudométrica en X que cumplen con(
d
)s

= ds, Ψ = Ψd y (Ψd)
∗ = Ψds .

A continuación se presenta una adaptación, dada por Schellekens, del teorema del punto
fijo de Banach [22] para el caso particular de la bicompletación secuencial de cuasiuniformi-
dades inducidas por una cuasimétrica.

Teorema 6.1.12 ([81] Teorema de Banach). Sea f un mapeo de contracción en un espacio
cuasimétrico (X, d). Supóngase que Ψd es la cuasiuniformidad inducida por d y que

(
X,Ψd

)
es la bicompletación secuencial de (X,Ψd). Si d es la cuasimétrica dada en la proposición
6.1.11, [(xn)n] es un elemento arbitrario de X y f es la extensión de f constrúıda en la
demostración del teorema 4.3.2, entonces f es un mapeo de contracción con respecto a d y
tiene un único punto fijo Fix

(
f
)
dado por

Fix
(
f
)
= ĺım

k→∞
f
k
([(xn)n]) .

En particular, dada una sucesión constante (x)n, se tiene Fix
(
f
)
= [(fn(x))n].
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6.2. Ejemplos de espacios cuasimétricos

A continuación presentamos algunos ejemplos de espacios cuasimétricos. Los primeros seis
se pueden consultar también en las referencias indicadas. Los demás aparecen sin referencia
ya que los obtuvo el autor de manera independiente. Sin embargo, no se afirma aqúı que
dichos ejemplos sean contribuciones originales, ya que, por motivos de tiempo, no se realizó
ninguna búsqueda exhaustiva para verificar esta posibilidad.

Ejemplo 6.2.1 ([72], [75]). La cuasimétrica superior en R es la función u : R × R → R+,
definida como u(x, y) = (y − x) ∨ 0.

Ejemplo 6.2.2 ([56] La ĺınea de Sorgenfrey). El espacio cuasimétrico (R, d), donde d =
d(x, y) es la función definida a continuación, se conoce como la ĺınea de Sorgenfrey.

d(x, y) =

{
y − x si x ≤ y.
1 si x > y.

En topoloǵıa [14], [32], la ĺınea de Sorgenfrey es denotada por la pareja (R, τ), donde τ es
la topoloǵıa generada por la base β = {[a, b) | a, b ∈ R}. Esta topoloǵıa coincide con aquella
asociada a la cuasimétrica d señalada arriba.

Ejemplo 6.2.3 ([75]). La función d : R×R→ R+ definida a continuación es una cuasimétri-
ca en R que induce una topoloǵıa más gruesa que la inducida por la cuasimétrica superior
definida en el ejemplo 6.2.1.

d(x, y) = [(y − x) ∨ 0] ∧ 1 =


1 si x+ 1 ≤ y.

y − x si x ≤ y ≤ x+ 1.
0 si y ≤ x.

Ejemplo 6.2.4 ([75]). La cuasimétrica del ejemplo 6.2.3 se puede extender a Rω de la
siguiente forma. Si u es la cuasimétrica superior definida en el ejemplo 6.2.1 y x, y ∈ Rω, se
define

d(x, y) =
∞∑
n=0

2−n[u (xn, yn) ∧ 1]

La topoloǵıa τ(d) coincide con la topoloǵıa del espacio producto
∏

n∈ω(R, u) [75].

Ejemplo 6.2.5 ([79]). Sea X ⊆ (0,∞), no vaćıo. La función d(x, y) sobre X ×X definida
a continuación también es una cuasimétrica.

d(x, y) =

{
y − x si x ≤ y.
1
y
− 1

x
si x > y.

Ejemplo 6.2.6 ([53] La distancia en los complejos celulares cartesianos). Dado que los
complejos celulares cartesianos (ver la definición 4.4.7) están dotados de coordenadas, esto
permite definir en ellos una métrica utilizando la misma fórmula con la que se define la
distancia Euclideana en Rn.

D(u, v) = D ((ui) , (vi)) =

√√√√ n∑
i=1

(ui − vi)2
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Sin embargo, con esta métrica, la mı́nima distancia positiva en un complejo celular cartesiano
es igual a 1/2 y, por lo tanto, la topoloǵıa que induce esta métrica en dichos espacios es la
topoloǵıa discreta, no la topoloǵıa de Alexandrov inducida por la relación de enmarcamiento
y que es la que se usa para definir la conexidad en los complejos celulares.

Ejemplo 6.2.7 (La cardinalidad de la diferencia simétrica). Dado un conjunto finito F no
vaćıo, si tomamos X = P(F ), entonces la función d(A,B) = |B \ A|, definida para todo
A,B ⊆ F , es una cuasimétrica en X.

Ejemplo 6.2.8 (Una cuasimétrica en R usando integrales). Sean u, f : R→ R dos funciones
continuas y supongamos que u es estrictamente positiva, es decir ∀x ∈ R : u(x) > 0. La
función q(a, b) definida a continuación es una cuasimétrica en R.

q(a, b) =


∫ b

a
u(f(t))dt si a ≤ b.∫ a

b
u(−f(t))dt si b < a.

Ejemplo 6.2.9 (A partir de una métrica y de una función con valores reales no negativos).
Sea (X, d) un espacio métrico y sea f : X → R+ una función. La función qf (x, y) definida a
continuación es una cuasimétrica en X.

qf (x, y) =


0 si x = y.

d(x, y) + f(y) si x ̸= y.

Ejemplo 6.2.10 (Basado en una función no negativa). Sea X un conjunto no vaćıo y sea
f : X → [0,∞) una función. Sean pf y qf las funciones dadas por

pf (x, y) =

{
0 si x = y,

f(x) si x ̸= y,
y qf (x, y) =

{
0 si x = y,

f(y) si x ̸= y.

Se tiene:

pf y qf son cuasiseudométricas conjugadas.

Si f es estrictamente positiva (f(x) > 0, ∀x ∈ X), entonces pf y qf son cuasimétricas.

Ejemplo 6.2.11 (Basado en una función positiva y dos números positivos). Sean, X un
conjunto no vaćıo, f : X → (0,∞) una función y r, s > 0. Esta función q : X ×X → R+

q(x, y) =

{
0 si x = y

rf(x) + sf(y) si x ̸= y

es una cuasimétrica T1 y, cuando r = s, es una métrica.

Ejemplo 6.2.12 (Basado en una función a un espacio cuasimétrico). Sea (C, q) un espacio
cuasimétrico. Si X es un conjunto y f : X → C es una función, se define a la función
s : X ×X → R+ como

s(x, y) = q(f(x), f(y)).

En este caso se tiene:



74 6.2. Ejemplos de espacios cuasimétricos

s es una cuasiseudométrica.

Si f es inyectiva, s es una cuasimétrica.

Si q es una métrica, s es una seudométrica.

Si q es métrica y f es inyectiva, s es una métrica.

Ejemplo 6.2.13 (Basado en un subconjunto de un espacio métrico). Sea (X, d) un espacio
métrico y sea A ⊆ X. La función qA(x, y) definida a continuación es una cuasimétrica en X.

qA(x, y) =


0 si x ∈ A ∧ y = x.

1 si x ∈ A ∧ y ̸= x.

min {d(x, y), 1 + infa∈Ad(x, a)} si x /∈ A.

Ejemplo 6.2.14 (A partir de una familia de espacios cuasimétricos). Sea {(Xi, qi)}i∈I una
familia de espacios cuasimétricos tales que ∀i, j ∈ I : i ̸= j ⇒ Xi ∩ Xj = ∅. Supongamos
que en cada espacio de esta familia se ha elegido un punto distinguido yi ∈ Xi. Se puede
construir un espacio X identificando a todos estos puntos yi en un solo punto. Para tal efecto
tomamos un objeto a tal que a /∈

⋃
i∈I Xi. Se define

X = {a} ∪

[ ⋃
i∈I

(Xi \ {yi})

]
.

Ahora se define una cuasimétrica en X, de tal manera que para cualesquiera u, v ∈ X,

q(u, v) =



0 si u = v = a.

qi(u, yi) si u ∈ Xi \ {yi} ∧ v = a.

qi(yi, v) si u = a ∧ v ∈ Xi \ {yi} .

qi(u, v) si u, v ∈ Xi \ {yi} .

qi(u, yi) + qj(yj, v) si u ∈ Xi \ {yi} ∧ v ∈ Xj \ {yj} .

Ejemplo 6.2.15 (Basada en una estructura sobre un conjunto finito). Sea X un conjunto
finito no vaćıo y sea A ⊆ P(X). La función

q(x, y) = |{A ∈ A | x ∈ A ∧ y /∈ A}|

es una cuasimétrica en X que toma valores enteros para todos x, y ∈ X.
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Ejemplo 6.2.16 (Basada en una familia finita de funciones a un espacio cuasimétrico). Sea
X un conjunto no vaćıo y sea f = {fk}nk=1 una familia finita de funciones, fk : X → (C, d),
donde (C, d) es un espacio cuasimétrico. La función df : X ×X → R+ definida como

df (x, y) =
1

n

n∑
k=1

d (fk(x), fk(y))

es una cuasimétrica sobre X. También se obtiene una cuasimétrica si se quita de la fórmula
la fracción unitaria 1/n y se toma la suma total en vez del promedio.

Ejemplo 6.2.17 (Basada en una operación binaria en un espacio finito). Como un caso
particular del ejemplo anterior, si ∗ : X × X → X es una operación binaria definida sobre
un espacio cuasimétrico finito (X, d), donde X = {x1, .., xn}, entonces la función definida a
continuación también es una cuasimétrica sobre el conjunto X.

d∗(a, b) =
1

n

n∑
k=1

d (a ∗ xk, b ∗ xk) .

Ejemplo 6.2.18 (A partir de un conjunto conectado por las iteraciones de una función).
Sea X ̸= ∅ y sea f : X → X una función. Para cada x ∈ X, sea Sx = {fn(x) | n ∈ ω}.
Nótese que x es un punto fijo de f si y solo si Sx = {x} y que, para todos x, y ∈ X, se
tiene la implicación y ∈ Sx ⇒ Sy ⊆ Sx. Es fácil ver que la relación ≤ definida por x ≤ y si
y ∈ Sx es un preorden. El conjunto preordenado (X,≤) es un conjunto dirigido si y solo si
Sx ∩ Sy ̸= ∅ para todos x, y ∈ X. En este ejemplo supondremos que (X,≤) es un conjunto
dirigido. En este caso, si a ∈ X y Sa es finito, entonces Sx es finito para toda x ∈ X. Dado un
punto x ∈ X, le llamamos punto recurrente de f si Sy = Sx para toda y ≥ x. Denotamos
por T al conjunto de los puntos recurrentes de f . Se observa que T =

⋂
x∈X Sx y que es un

conjunto finito. Además se tiene que, si x ̸= y ∈ X y Sx = Sy, entonces x, y ∈ T .
El preorden ≤ es un orden parcial si y solo si T es vaćıo o singular. En este caso se puede

definir en X una operación binaria x ∨ y, un supremo con respecto al preorden ≤, de la
siguiente forma. Si x, y, z ∈ X, entonces:

x ≤ y ⇒ x ∨ y = y.

x /∈ Sy y y /∈ Sx ⇒ x ∨ y = z, cuando

∃m,n ∈ N : z = fm(x) = fn(y); fm−1(x) /∈ Sy; f
n−1(y) /∈ Sx.

Usando ahora este supremo, x ∨ y, se pueden definir una métrica d(x, y) y también una
cuasimétrica q(x, y), de la manera siguiente.

d(x, y) = m+ n⇐⇒ fm(x) = x ∨ y = fn(y).

q(x, y) = n⇐⇒ x ∨ y = fn(y).

En el caso en el que T ̸= ∅ se puede definir, para cada punto x ∈ X, su profundidad,
como p(x) = mı́n {n ∈ ω | fn(x) ∈ T}, aśı como también el punto tx = fp(x)(x) ∈ T . Cuando
T es un conjunto singular, se tiene lo siguiente, para todos x, y ∈ X,n ∈ ω:
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x ≤ y = fn(x)⇒ p(x) = p(y) + n.

d(x, y) = p(x) + p(y)− 2p(x ∨ y).

En el caso en que |T | > 1, dados x, y ∈ X, si tx = ty, entonces se pueden definir
d(x, y) y q(x, y) igual que en el caso |T | ≤ 1 pero utilizando la restricción de la función
f al subconjunto {z ∈ X | tz = tx}. En cambio, si tx ̸= ty, primero hay que definir d y q
para los puntos de T . Esto se logra observando que, si s, t ∈ T , existen m,n ∈ ω únicos
tales que m = mı́n

{
k ∈ ω | fk(s) = t

}
y n = mı́n

{
k ∈ ω | fk(t) = s

}
. Con esto se define

d(s, t) = mı́n {m,n} y q(s, t) = 0. Para extender d y q a todo X se define, para tx ̸= ty,

d(x, y) = p(x) + p(y) + d(tx, ty) y q(x, y) = p(y).

Nótese que en el caso en que |T | > 1, la función d(x, y) no es una métrica sino una seu-
dométrica y que q(x, y) es una cuasiseudométrica.

6.3. Espacios cuasimétricos pesables

Los conceptos de métrica parcial y de espacio cuasimétrico pesable, los definió Matthews
[60] en su estudio topológico de la semántica de redes de flujo de datos, enfocándose en
topoloǵıas que no son de Hausdorff.

Definición 6.3.1 ([60], [80] Espacios pesables). Si (X, d) es un espacio cuasimétrico:

(X, d) es pesable si existe una función w : X −→ R+ tal que

∀x, y ∈ X : d(x, y) + w(x) = d(y, x) + w(y).

A w se le llama función de peso y al valor w(x) se le dice el peso de x.

(X, d) es copesable si el espacio cuasimétrico conjugado (X, d) es pesable.

(X, d) es bipesable si es pesable y copesable.

(X, d) es pesable con respecto a un punto z ∈ X si la función definida mediante
w(x) = d(z, x) es una función de peso en (X, d).

Se utiliza la notación (X, d, w) para referirse a un espacio cuasimétrico pesable con una
función de peso w. Si v y w son funciones de peso de la misma cuasimétrica d, su diferencia
v−w es constante. Si la función w es una función de peso tanto para la cuasimétrica d como
para su conjugada d−1, entonces d = d−1 y d es una métrica.

Lema 6.3.1 ([79]). Si (X, d, w) es un espacio cuasimétrico pesable, entonces la función de
peso w es decreciente.

Lema 6.3.2 ([79]). Todo espacio cuasimétrico pesable es convexo con respecto al orden.

Definición 6.3.2 ([74] ,[79] Espacio pesable superiormente). Un espacio cuasimétrico (X, d)
se llama pesable superiormente si existe una función de peso w : X −→ R+ para d y tal
que (X, d) esté acotado por w.
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La bicompletación de un espacio cuasimétrico pesable también es un espacio cuasimétrico
pesable [66].

El resultado siguiente sobre los espacios cuasimétricos pesables, como se mencionó ante-
riormente, se debe a Künzi y su consecuencia principal para el tema de este trabajo es que
el espacio de complejidad de algoritmos (ver el caṕıtulo 8) es Smyth-completable.

Proposición 6.3.3 ([56]). Dado un espacio cuasimétrico pesable (X, d, w), el espacio cua-
siuniforme topológico (X,Ud, τ (Ud)) es Smyth-completable.

Definición 6.3.3 ([60], [80] Métrica parcial). Dado un conjunto X ̸= ∅, una métrica
parcial en X es una función p : X × X → R+ que satisface, para toda x, y, z ∈ X, las
condiciones siguientes:

(i) x = y ⇔ p(x, x) = p(x, y) = p(y, y).

(ii) p(x, x) ≤ p(x, y).

(iii) p(y, x) = p(x, y).

(iv) p(x, z) + p(y, y) ≤ p(x, y) + p(y, z).

Ejemplo 6.3.1. Sea X ̸= ∅. Si d es una seudométrica en X y f : X → R+ es una función,
ya sea inyectiva o bien estrictamente positiva, entonces la siguiente función p : X×X → R+

es una métrica parcial en X,

p(x, y) =

{
f(x) si x = y,

d(x, y) + f(x) + f(y) si x ̸= y.

Matthews [60] demostró que hay una correspondencia entre las métricas parciales y los
espacios cuasimétricos pesables. De tal manera que, a partir de una métrica parcial, se obtiene
una cuasimétrica pesable.

Proposición 6.3.4. Si p es una métrica parcial en X, entonces p induce una cuasimétrica
d en X, aśı como una función de peso w en (X, d) definiendo, para toda x, y ∈ X:

d(x, y) = p(x, y)− p(x, x).

w(x) = p(x, x).

Inversamente, a partir de una cuasimétrica pesable, se puede obtener una métrica parcial.

Proposición 6.3.5. Sea (X, d, w) un espacio cuasimétrico pesable. Definiendo la función
p : X ×X → R+ como p(x, y) = d(x, y) + w(x) para toda x, y ∈ X, se obtiene una métrica
parcial en X.
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6.4. Espacios normados asimétricamente

En años recientes se han realizado muchos trabajos de análisis funcional, cuyo objeti-
vo es extender resultados bien conocidos de la teoŕıa clásica de espacios lineales norma-
dos al contexto de espacios lineales normados no simétricos, aśı como en conos normados
asimétricamente [14], [72]. Una presentación de los resultados básicos sobre espacios norma-
dos asimétricamente se puede encontrar en [14]. En particular, el dual de un espacio lineal
normado asimétricamente ha sido construido y estudiado en [29] y [75]. En la misma re-
ferencia una versión asimétrica del Teorema de Alouglu ha sido probada. En [29] y [72] la
completación de un espacio normado asimétricamente ha sido explorada. En [40] se intro-
duce un espacio de Banach asimétrico y se utiliza para estudiar problemas de optimización.
Una versión asimétrica del teorema sobre la acotación del operador conjugado en espacios
normados de dimensión finita puede ser hallada en [75].

Definición 6.4.1 (Norma y sus generalizaciones). Sea X un espacio lineal real. Una función
p : X −→ R es una norma sobre X si para toda x, y ∈ X se cumplen:

(1) p(x) ≥ 0.

(2) ∀a ∈ R : p(ax) = |a| p(x).

(3) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

(4) p(x) = 0⇔ x = 0.

Una seminorma satisface las condiciones (1), (2) y (3), mientras que una norma
asimétrica cumple con (1), (3) y además con:

(2A) ∀a ≥ 0 : p(ax) = a · p(x).

(4A) [ p(x) = p(−x) = 0 ]⇒ x = 0.

Una seminorma asimétrica satisface (1), (2A) y (3).

Si p es una norma asimétrica, el par (X, p) es llamado un espacio lineal asimétrico,
espacio no simétrico o espacio normado asimétricamente.

Si p es una seminorma asimétrica, entonces el par (X, p) es llamado un espacio semi-
normado asimétricamente.

Definición 6.4.2 ((Semi)norma asimétrica extendida). En algunas instancias, el valor +∞
podrá permitirse para p, en cuyo caso p será una seminorma (o una norma) asimétrica
extendida.

Royden [76] les llama seudonormas a las seminormas. Kolmogorov y Fomin [51] le llaman
funcionales convexos a las seminormas asimétricas extendidas.

Definición 6.4.3 (La cuasiseudométrica asociada a una seminorma asimétrica). Si p es una
seminorma asimétrica sobre X, entonces la función dp : X ×X → R dada como:

∀x, y ∈ X : dp(x, y) = p(y − x)

es la cuasiseudométrica asociada a p.
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Si p es una norma asimétrica, entonces dp es una cuasimétrica. Si p es una seminorma,
entonces dp es una seudométrica. Si p es una norma, entonces dp es una métrica.

Definición 6.4.4 (La seminorma asimétrica conjugada). Si p es una seminorma asimétrica,
su conjugada, p, es la seminorma asimétrica definida como

p(x) = p(−x), x ∈ X.

Definición 6.4.5 (La seminorma asociada a una seminorma asimétrica). Si p es una semi-
norma asimétrica y p es su conjugada, entonces ps(x) = máx{p(x), p(x)}, x ∈ X, resulta ser
una seminorma y se llama la seminorma asociada a p.

Claramente las siguientes desigualdades son válidas.

p(x) ≤ ps(x) y p(x) ≤ ps(x), x ∈ X. (6.2)

La seminorma asimétrica p es una norma asimétrica si y solo si ps es una norma.

En este caso, las desigualdades (6.1) de la sección anterior son consecuencia de las des-
igualdades (6.2) y además se tiene

qsp(x, y) = ps(y − x).

Ejemplo 6.4.1. Considérese la norma asimétrica en R definida por

p(x) = máx(0, x), x ∈ R.

La cuasimétrica qp determinada por la norma asimétrica p es la cuasimétrica superior,

qp(x, y) = p(y − x) = máx(0, y − x) = (y − x) ∨ 0.

6.4.1. Conos normados asimétricamente

Definición 6.4.6 (Monoide abeliano). Un monoide es un semigrupo (X,+) con elemento
neutro 0. El monoide se llama abeliano cuando la operación + es conmutativa.

Definición 6.4.7 ([72] Cono). Un cono sobre R+ = [0,∞) es una terna ordenada (X,+, ·)
en donde (X,+) es un monoide abeliano y · representa una función · : R+×X → X tal que
∀x, y ∈ X; r, s ∈ R+ :

i. r · (s · x) = rs · x.

ii. r · (x+ y) = (r · x) + (r · y).

iii. (r + s) · x = (r · x) + (s · x).

iv. 1 · x = x.

Definición 6.4.8 (Cono cancelativo). Un cono (X,+, ·) se llama cancelativo si se cumple
que ∀x, y, z ∈ X : z + x = z + y ⇒ x = y.
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Claramente, todo espacio lineal (X,+, ·) se puede considerar como un cono cancelativo
si restringimos la operación · del producto por escalares a R+ ×X.

Definición 6.4.9 (Conos de un espacio lineal). Si A es un subconjunto de un espacio lineal
X, se dice que A es un cono de X si A forma un cono con las restricciones a A de las
operaciones del espacio lineal X.

Los conceptos de norma en un cono, cono normado, norma asimétrica en un cono
y cono normado asimétricamente se definen utilizando las condiciones correspondientes
dadas en la Definición 6.4.1 para espacios lineales.

Definición 6.4.10 (Cono punteado o con vértice). Se dice que un cono B de un espacio
lineal X tiene vértice o que es un cono punteado cuando B ∩ −B = {0}.

Definición 6.4.11 (Función lineal entre conos). Dados dos conos (X,+, ·) y (Y,+, ·), una
función lineal entre ellos es una función f : X → Y tal que ∀x, y ∈ X; a, b ∈ R+ se cumple

f(a · x+ b · y) = a · f(x) + b · f(y).



Caṕıtulo 7

Algoritmos

7.1. El concepto de algoritmo

Un algoritmo es un procedimiento computacional definido mediante una sucesión finita
de instrucciones, cada una de ellas con un significado preciso y que se puede ejecutar con
una cantidad finita de esfuerzo en un tiempo finito [1]. Al inicio de su ejecución el algoritmo
toma un valor o un conjunto de valores (conocidos como ((los valores de entrada))) y produce,
como resultado de efectuar los pasos indicados en el orden prescrito, otro valor o conjunto
de valores conocidos como ((los valores de salida)) [15]. Un algoritmo debe terminar después
de ejecutar un número finito de instrucciones sin importar cuales hayan sido los valores
de entrada [1]. Aśı, un algoritmo es la descripción de un método para que un dispositivo
de cómputo pueda resolver un problema, siempre y cuando dicho método se especifique
exacta y completamente como una serie finita de pasos discretos en un lenguaje que el
dispositivo utilizado pueda interpretar y ejecutar [52]. El algoritmo debe garantizar que
el dispositivo se detenga después de efectuar un número finito de pasos, aún cuando el
problema no tenga solución. El enunciado del problema debe especificar en términos generales
la relación entre los valores de entrada y los valores de salida. El algoritmo describe un
procedimiento computacional espećıfico para alcanzar esa relación entre dichos valores [15].

7.2. Problemas computacionales

Aqúı nos estamos refiriendo a problemas de cómputo en general. Cuando decimos ((el
problema)) o ((un problema)) sin especificar otra cosa, nos referimos a problemas que se
pueden resolver mediante programas de computadora, por ejemplo:

Dado un número natural, factorizarlo en factores primos.

Encontrar las primeras diez mil cifras decimales del número π.

Encontrar la ruta más corta entre dos vértices en un grafo dirigido [15].

Encontrar una coloración de los vértices de un grafo arbitrario utilizando el mı́nimo
número de colores posible [31].

81
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Dada una sucesión finita de matrices A1, A2, ..., An donde cada matriz Ai tiene dimen-
siones pi−1 × pi y donde se requiere evaluar el producto de todas ellas, determinar
completamente el orden en el que se deben calcular las multiplicaciones binarias de los
productos parciales (respetando el orden dado de las matrices individuales) de manera
que se minimice el número total de multiplicaciones escalares que hay que realizar [15].

Ordenar una lista de palabras en orden alfabético.

Encontrar un número dentro de una lista de números ordenados en orden creciente,
pero no necesariamente consecutivos. Si el número buscado se encuentra en la lista,
hay que determinar en qué lugar está. En caso contrario, el resultado a reportar es su
ausencia.

Dado un grafo conexo y no dirigido, con pesos en sus aristas, encontrar un árbol
generador de peso mı́nimo, es decir, un subgrafo conexo y sin ciclos que tenga todos
los vértices del grafo original y que la suma de los pesos de sus aristas sea el mı́nimo
posible [15].

El problema del agente viajero. Un vendedor tiene que visitar un conjunto dado de
ciudades. Partiendo de su ciudad de origen, debe visitar cada ciudad una vez y regresar
a su punto de partida. El objetivo del problema es encontrar una ruta que minimice la
distancia total recorrida por el vendedor.

El problema de la mochila. Se requiere llenar una mochila que sólo puede soportar
un peso máximo fijo. Cada objeto que se puede llevar tiene un peso y un valor deter-
minados. Se debe maximizar el valor total de los objetos cargados en la mochila sin
exceder el peso máximo. Este problema tiene aplicaciones reales para las empresas que
requieren almacenar o transportar grandes cantidades de productos.

7.3. Análisis de algoritmos y su complejidad

Dado un problema computacional, puede haber varios algoritmos que lo resuelvan, cada
uno con sus propios métodos. Por ejemplo, se conocen por lo menos doce algoritmos diferentes
para calcular los términos de la sucesión de Fibonacci [17]. Dados dos algoritmos diferentes
que resuelven el mismo problema computacional, cada uno de ellos tiene sus ventajas y
desventajas. Esto nos lleva a la necesidad de establecer comparaciones de eficiencia entre
algoritmos.

Analizar un algoritmo significa determinar los recursos que se requieren para su diseño,
implementación y ejecución. Los principales puntos que se consideran al comparar dos al-
goritmos son: el tiempo de ejecución, el espacio de almacenamiento requerido y el grado de
dificultad para codificar cada algoritmo en un determinado lenguaje de programación.

Si un algoritmo se va a utilizar solamente una vez o pocas veces, el costo de escribir el
código correspondiente en un lenguaje de programación probablemente será mayor al costo
de los recursos de cómputo utilizados durante su ejecución. En este caso, la simplicidad del
algoritmo será más importante que su velocidad. En cambio, si el algoritmo se va a utilizar
muchas veces y va a procesar cada vez una gran cantidad de datos, entonces es preferible
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usar un algoritmo que resuelva el problema lo más rápidamente posible, aunque sea más
dif́ıcil de entender y de codificar [1].

La complejidad de un algoritmo es una medida de los recursos de cómputo que se utilizan
durante la ejecución del mismo. Principalmente se consideran la complejidad temporal y la
complejidad espacial. La complejidad temporal es una estimación del tiempo de ejecución,
mientras que la complejidad espacial es una estimación del espacio de memoria requerido
para que corra el algoritmo. La complejidad espacial es una suma de dos términos, una
parte fija y una parte variable. La parte fija es el espacio de memoria donde se almacena
el programa y las variables que usa que no dependan de los valores de entrada. La parte
variable es la cantidad de memoria necesaria para almacenar y procesar los datos de entrada
y todas las variables que dependan directamente de ellos.

A lo largo del desarrollo de la industria electrónica, el costo del espacio de almacenamiento
para la información digital se ha reducido continua y considerablemente, dando como resul-
tado una preponderancia casi total del tema de la complejidad temporal en la ciencia de la
computación. En lo sucesivo utilizaremos el término ((complejidad)) para referirnos impĺıci-
tamente a la complejidad temporal de un algoritmo.

7.4. El tamaño del problema

Dos factores, que claramente pueden afectar el tiempo de ejecución de un algoritmo
cuando está resolviendo un problema computacional dado, tienen que ver con los valores de
entrada. El conjunto inicial de datos que toma el algoritmo para su procesamiento puede
variar tanto en su tamaño como en la configuración concreta en la que se presenta. La
cantidad y el tamaño de los valores de entrada es lo que se conoce como ((el tamaño del
problema)). Ilustramos este concepto con algunos ejemplos.

Si un algoritmo puede ordenar alfabéticamente una lista de cincuenta palabras, prácti-
camente sin modificación alguna podrá ordenar una lista de cinco mil palabras. Si la
longitud promedio de las palabras en las dos listas es la misma, el algoritmo tardará
más ordenando la lista de cinco mil palabras que la de cincuenta palabras.

El mismo algoritmo que sirve para calcular las primeras cien cifras decimales del número
π puede usarse para calcular las primeras diez mil cifras decimales del número π, pero
se va a tardar más tiempo calculando diez mil cifras que calculando cien cifras.

El algoritmo de la aplicación Google Maps que se utiliza para encontrar rutas de
tránsito en la ciudad de Coatepec, Ver., es el mismo que se usa para encontrar rutas
de tránsito en la Ciudad de México. Sin embargo, el espacio de almacenamiento que
se necesita para representar los datos de las calles de la Ciudad de México es mucho
mayor que el espacio requerido para representar los datos de las calles de Coatepec.

Un algoritmo que sirve para calcular la inversa de una matriz de 4x4 puede ser el mismo
que se use para calcular la inversa de una matriz de 15x15, pero el número total de
operaciones aritméticas requeridas por este algoritmo en el caso de 15x15, es mucho
mayor al número de operaciones que se necesitan realizar en el caso de 4x4.
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En situaciones semejantes se dice que el problema computacional es el mismo, porque
la tarea a realizar es esencialmente la misma. La diferencia reside en el conjunto de datos
de entrada, ya sea en la cantidad total de los valores de entrada, o en la combinación del
número y tamaño de los mismos. Este concepto es fundamental porque la complejidad de
un algoritmo se considera como una función del tamaño del problema que resuelve. En
general, algoritmos diferentes tardan tiempos diferentes para resolver el mismo problema,
lo que nos lleva a comparar su eficiencia en términos de cuánto tiempo tarda cada uno de
ellos para procesar un conjunto de valores de entrada de determinado tamaño n. A menudo
nos referimos a este conjunto de valores de entrada diciendo simplemente ((una entrada de
tamaño n)).

7.5. El peor caso, el mejor caso y el caso promedio

El tiempo de corrida de un algoritmo depende no solamente del tamaño total del conjunto
de valores de entrada, sino también de la configuración concreta en la que se presentan estos
valores en cada instancia de la ejecución del algoritmo. Dicha presentación de los datos
iniciales puede afectar de manera significativa el tiempo de ejecución.

Por ejemplo, en el caso de un algoritmo que esté buscando un nombre en una lista larga,
si el nombre buscado por casualidad se encuentra al inicio de la lista, el algoritmo terminará
más rápido que si ese nombre no se encuentra dentro de la lista o que si se encuentra hasta el
final. En este ejemplo nos referimos a la primera situación como ((el mejor caso posible)) y a
la segunda como ((el peor caso posible)) [1], [15], [31]. En otro ejemplo similar, si una lista de
números distintos ya está casi completamente ordenada en orden creciente, un algoritmo de
ordenamiento para orden creciente se tardará menos tiempo terminando de ordenar esa lista,
que lo que se tardaŕıa si la lista estuviera completamente ordenada en un orden decreciente.

Por esto, dado un algoritmo, es útil preguntarse por la cantidad de operaciones que éste
necesita realizar para procesar un conjunto de datos de tamaño n, cuando dichos datos se
presentan en la peor configuración posible. También es útil realizar un análisis separado para
encontrar el número de operaciones requeridas cuando los valores de entrada se presentan en
la mejor configuración posible. El mejor caso posible nos da una cota inferior para el tiempo
de ejecución del algoritmo, mientras que el peor caso posible nos da una cota superior.

Para algunos algoritmos también se considera ((el caso promedio)), es decir las configura-
ciones t́ıpicas de los valores de entrada que se presentan con mayor probabilidad o frecuencia.
El ((tiempo promedio)) o ((tiempo esperado)) de ejecución de un algoritmo para un problema
de tamaño n, se define como el promedio del tiempo de ejecución tomado sobre todas las
posibles entradas de tamaño fijo n [31]. El tiempo promedio se determina usando técnicas
de análisis de probabilidad. Casi siempre es más dif́ıcil determinar el tiempo promedio de
ejecución que el del peor caso posible. La razón principal de esta dificultad es que puede no
haber criterios claros para definir con precisión lo que significa un conjunto ((promedio)) de
tamaño n de valores de entrada [1], [15]. Además, no todas las entradas del mismo tamaño
son igualmente probables. Otro motivo por el que el tiempo promedio solamente se estudia
en algunos casos, es que con frecuencia el orden de crecimiento de esta función es el mismo
que la del peor caso [15].

Tomando en cuenta lo anterior, cuando hablamos de la complejidad de un algoritmo
sin señalar otra cosa, nos referimos a su complejidad temporal para el peor caso posible y
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consideramos a esta complejidad como una función del tamaño n de la entrada. Con este fin
utilizamos la notación T (n).

7.6. Tiempo discreto y máquinas abstractas

Para realizar mediciones objetivas del tiempo real de ejecución de un algoritmo, seŕıa
necesario hacerlas emṕıricamente y a posteriori, es decir después de haber codificado el
algoritmo en algún lenguaje de programación en particular. Además habŕıa que correr el
programa resultante en un equipo de cómputo espećıfico y con un determinado sistema
operativo. Esto introduciŕıa demasiadas variables ajenas al algoritmo. Ese tipo de mediciones
emṕıricas se llevan a cabo pero no para determinar la complejidad de un algoritmo, sino para
evaluar el funcionamiento de prototipos concretos de máquinas reales. En dichas mediciones
de velocidad se utilizan algoritmos clásicos cuya complejidad teórica ya ha sido establecida
desde hace tiempo.

En vez de intentar medir T (n) en unidades de tiempo propiamente dichas, como minutos,
segundos o milisegundos, el análisis de algoritmos toma en cuenta, como una estimación
aproximada del tiempo, el número total de pasos básicos de cómputo que debe realizar el
algoritmo durante su ejecución. Este número de pasos es a lo que se refiere la notación T (n),
donde n denota el tamaño de la entrada en una instancia del peor caso posible del problema.

De acuerdo a F. Preparata [69], la idea de definir un sistema formal con un conjunto finito
de ((operaciones primitivas)) y de contar el número total de estas operaciones que es necesario
realizar para llevar a cabo un procedimiento espećıfico dentro de ese sistema, se remonta por
lo menos a 1902, cuando Emile Lemoine estableció su ((Geometrograf́ıa)) al enumerar las
siguientes operaciones primitivas para las construcciones de la geometŕıa Euclideana:

1. Colocar una punta del compás en un punto dado.

2. Colocar una punta del compás sobre una ĺınea recta.

3. Trazar un ćırculo.

4. Poner la orilla de la regla sobre un punto dado.

5. Trazar una ĺınea recta.

Lemoine se refirió al número total de estas operaciones básicas realizadas durante una cons-
trucción geométrica como ((la simplicidad)) de la construcción, aunque tal vez el término
((complejidad)) habŕıa sido más apropiado. La solución de Euclides al problema de los Ćırcu-
los de Apolonio requiere realizar 508 de estos pasos básicos, mientras que Lemoine encontró
otra construcción para resolver el mismo problema en menos de 200 pasos.

Para poder contar los pasos básicos que realiza un algoritmo, es necesario definir primero
el conjunto de acciones o instrucciones a las que nos referimos como básicas. Estrictamente
hablando, se debeŕıan definir con precisión tanto las instrucciones como sus costos. Sin
embargo, hacer esto con toda exactitud y de manera formal es tedioso y no brinda mayor
claridad en cuanto al funcionamiento del algoritmo ni a su complejidad [15].

No es necesario ni deseable expresar los algoritmos en un lenguaje de máquina. En aras
de la claridad, la brevedad y la facilidad de expresión, es mejor utilizar las convenciones de
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lenguajes de programación de alto nivel tales como Algol, C, Pascal o Java [69]. Los textos
sobre el tema de análisis de algoritmos presuponen que el lector ya está familiarizado con al
menos un lenguaje de programación y con conceptos fundamentales como el tipo de datos
llamado arreglo y las unidades básicas de la memoria como el bit, el byte, y la ((palabra)) de
longitud fija (word).

El análisis de algoritmos tiene entre sus metas principales el ser, hasta donde sea posible,
independiente de los lenguajes de programación en los que se puedan codificar los algoritmos,
aśı como de las máquinas concretas en las que se vayan a correr los programa. Para lograr
el primer objetivo se utiliza un lenguaje informal conocido como seudocódigo. Por cuanto al
segundo objetivo se usan las máquinas abstractas [19], [42].

Las máquinas abstractas, o dispositivos computadores idealizados, son como las compu-
tadoras digitales pero sin limitaciones de espacio de memoria [23]. La primera definición
de este tipo de dispositivo idealizado se conoce como la máquina de Turing [30], [42] y se
publicó en 1936, antes de que existieran las computadoras reales. Aproximadamente al mis-
mo tiempo, Emil Post realizó un trabajo similar al de Turing. En [92], Uspenski explica el
funcionamiento de la máquina de Post.

Los algoritmos se formulan con respecto a alguna clase espećıfica de máquinas abstractas.
Estas clases se conocen también como modelos de computación y representan una abstracción
conveniente de las máquinas f́ısicas. Las máquinas de registros son una familia de máquinas
abstractas equivalentes a la máquina de Turing pero con un funcionamiento que se presenta
de una forma más parecida al de las computadoras reales. Los principales tipos de máquinas
de registros son: las máquinas de conteo de instrucciones, las máquinas de apuntadores, las
máquinas RAM y las máquinas RASP [95].

Las siglas RASP son la abreviatura de la expresión en inglés ((Random Access, Stored
Program)) que significa: acceso aleatorio y programa almacenado. Esto se refiere al hecho
de que muy al principio los programas no se almacenaban en la memoria, solamente se
almacenaban los datos. El programa se implementaba manipulando una serie de interruptores
eléctricos o modificando las conexiones del cableado de la máquina.

7.7. Modelo de computación RAM

Las siglas RAM son una abreviatura de la expresión en inglés ((Random Access Machine)),
que significa máquina de acceso aleatorio. Esto se refiere a la forma en que la unidad de
procesamiento central puede tener acceso al contenido de la memoria. Durante varios años la
memoria principal de las computadoras se implementó mediante cintas magnéticas enrolladas
en cilindros que un motor teńıa que hacer girar hasta que un segmento de la cinta quedara
alineado con las llamadas ((cabezas)) de lectura y escritura y éstas pudieran leer o modificar
la información de ese segmento espećıfico de la cinta. Ese tipo de memoria se conoćıa como
((de acceso secuencial)) y era muy lenta. Además, el acceso secuencial a la memoria afectaba
el tiempo de corrida de los programas dependiendo de las posiciones de la cinta magnética
en donde estuvieran almacenados los datos. Esto era un factor a tomar en cuenta para la
complejidad de los algoritmos y el efecto crećıa significativamente mientras más datos tuviera
que procesar el algoritmo. Esta situación cambió drásticamente cuando se inventaron los
tambores de discos magnéticos para sustituir a las cintas. Los discos eran mucho más rápidos
que las cintas y además la forma en que las cabezas de lectura y escritura se pueden desplazar
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sobre la superficie de los discos hizo posible alcanzar cualquier localidad de memoria en un
tiempo prácticamente constante. El modelo de computación RAM es el que se utiliza más
ampliamente en el análisis de algoritmos.

Cada modelo de cómputo es una simplificación del funcionamiento de las máquinas reales.
Al trabajar con el modelo RAM se hacen las suposiciones siguientes [15]:

El programa no está almacenado en la memoria principal y por lo tanto no puede
modificarse a śı mismo, es un programa fijo.

La máquina cuenta con un sólo procesador genérico. No hay procesamiento en paralelo.
Esto implica que las instrucciones se ejecutan secuencialmente, una a la vez.

La memoria principal se puede considerar como un arreglo.

Hay un arreglo de registros separado de la memoria principal.

El acceso a la memoria principal es indirecto, usando los valores almacenados en el
arreglo de registros como apuntadores, es decir interpretándolos como direcciones de
celdas de memoria.

No se considera ningún tipo de estructura para la optimización del manejo de me-
moria, tales como jerarqúıas de memoria, área de almacenamiento temporal, memoria
dinámica o memorias virtuales.

Todas las operaciones de acceso a la memoria tardan la misma cantidad constante de
tiempo.

Los tipos de datos básicos son: de número entero y de número decimal.

Todas las celdas de memoria tienen la misma capacidad de almacenamiento.

La capacidad de cada celda se considera lo suficientemente grande para poder almace-
nar a cualquier elemento individual de los valores de entrada.

Hay una instrucción especial ((malloc)) (memory allocation) que se utiliza para agregar
una celda adicional al arreglo de memoria en caso necesario. De esta forma la memoria
se puede considerar teóricamente como ilimitada.

El conjunto de instrucciones incluye aquellas que se utilizan comunmente en las compu-
tadoras reales, como instrucciones aritméticas, asignaciones, comparaciones, instruccio-
nes para el movimiento de datos entre la memoria y el arreglo de registros, operaciones
de bits en las palabras de los registros, instrucciones de control como los ciclos, las
condicionales, la transferencia incondicional de control, las llamadas a subrutinas y la
instrucción de paro para detener la ejecución del programa.

Cada instrucción básica se ejecuta en un intervalo constante de tiempo.

Los ciclos y las subrutinas no son operaciones básicas, sino que tienen su propia comple-
jidad que se debe de analizar separadamente para después incorporarla a la complejidad
total del algoritmo en la forma correcta. Las llamadas a las subrutinas y las pruebas
booleanas de los ciclos śı se llevan a cabo en tiempos constantes.
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7.8. Seudocódigo

Por lo general, escribir un algoritmo es un proceso que avanza por etapas, cada una
de ellas con un nivel de formalización mayor que la anterior, hasta llegar a un programa
que se pueda codificar en algún lenguaje de programación [1]. Este proceso de refinamiento
paulatino empieza con una descripción del algoritmo que puede ser bastante informal. Para
poder expresar el algoritmo lo más claramente posible en todas estas etapas con un grado
creciente de formalidad, se utiliza un seudolenguaje, también conocido como seudocódigo.

El seudocódigo es una combinación de las construcciones formales de los lenguajes de
programación de alto nivel, con frases y enunciados informales de algún lenguaje natural
como el español. La diferencia principal entre el seudocódigo y los códigos formales de los
lenguajes de programación, es que en el seudocódigo se utilizan las formas de expresión más
claras y concisas posibles (no necesariamente las más formales) para especificar los pasos
del algoritmo [15]. A veces el medio de expresión más claro es el lenguaje natural. Por eso
en el seudocódigo aparecen frases y oraciones del idioma español dentro de las instrucciones
formales de los lenguajes de programación. En los ejemplos de algoritmos que presentamos
aqúı utilizando seudocódigo, por lo general consideramos las siguientes convenciones:

Siguiendo la convención de las primeras versiones del lenguaje FORTRAN, utilizamos
números de ĺınea. Es decir, cada ĺınea del seudocódigo empieza con un número que la
distingue de las otras ĺıneas en una sucesión creciente.

Se utilizan letras negritas para escribir las palabras clave de los lenguajes de progra-
mación.

Las palabras clave como while, for, repeat, do-until e if-then-else, se usan aqúı de
acuerdo al uso común que tienen en varios lenguajes de programación.

Siguiendo el estilo del lenguaje Java, las condiciones booleanas que activan a las ins-
trucciones condicionales y las que controlan la iteración de los ciclos las ponemos entre
paréntesis después de la palabra clave correspondiente.

Se utilizan palabras en letras mayúsculas para escribir los nombres de los tipos de datos
abstractos que utilice el algoritmo. Esto lo aplicamos a variables que no sean de tipo
booleano, numérico, de caracter, apuntadores, arreglos ni cadenas de caracteres.

La asignación de valores a variables la indicamos con el śımbolo ← con la variable del
lado izquierdo y el valor asignado (que puede estar guardado en otra variable) del lado
derecho. Una instrucción de asignación múltiple como a← b← 5 se ejecuta de derecha
a izquierda.

Cuando una condición booleana lleve disyunciones o conjunciones, las indicamos sim-
plemente con las palabras ((o)) e ((y)), o bien con los śımbolos ∨ y ∧ del álgebra booleana,
respectivamente.

Los comentarios son ĺıneas de texto que no forman parte del algoritmo, sino que son
observaciones breves que se añaden por claridad. En la ejecución de los programas se
ignoran los comentarios. Aqúı los indicamos con una doble barra diagonal, //, que es
el śımbolo que se usa en Java.
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La estructura de anidamiento de bloques se indica mediante la indentación de las ĺıneas
correspondientes del programa. Algunos autores [15], siguen al lenguaje Phyton en su
convención de utilizar únicamente la indentación como indicio del anidamiento. En
cambio otros autores [1], siguen la convención de lenguajes como Algol y Pascal, que
utilizan las palabras clave Begin y End al principio y al final de cada bloque. Aqúı
usamos la indentación y además seguimos el estilo de Java de utilizar los paréntesis de
conjunto en vez de las palabras clave Begin y End. Es más, inmediatamente después
del caracter } al final de cada bloque, escribimos entre paréntesis normales el número
de ĺınea donde inicia el bloque que se acaba de cerrar.

A diferencia de la mayoŕıa de los lenguajes de programación, aqúı no usamos ningún
śımbolo como el punto y coma para indicar el final de una instrucción individual. No
ponemos más de una instrucción en cada ĺınea, de modo que el final de la ĺınea o el
śımbolo de comentario indican el final de la instrucción.

El primer ejemplo que mostramos aparece en [1] y se relaciona con el problema de en-
contrar una coloración admisible para los vértices de un grafo dado G. En este ejemplo no
aparece la totalidad del algoritmo sino únicamente su procedimiento principal (llamado ávi-
do). El algoritmo consiste en llamar repetidamente al procedimiento ávido hasta que todos
los vértices del grafo G hayan sido coloreados.

Ejemplo 7.8.1 ([1] Encuentra una coloración para los vértices de un grafo).

1) Procedure ávido(var G : GRAFO, var color-nuevo: CONJUNTO){

2) // El procedimiento ávido le asigna a color-nuevo un subconjunto de vértices de G

3) // aún no coloreados a los que se les puede dar el mismo color.

4) color-nuevo ← ∅

5) for(cada vértice v de G aún no coloreado){

6) if(v no es adyacente a ningún vértice de color-nuevo){

7) marca a v como coloreado

8) coloca a v dentro de color-nuevo

9) } (6)

10) } (5)

11) } (1)

Este ejemplo muestra al algoritmo en una de las primeras etapas de su proceso de forma-
lización, ya que el seudocódigo tiene expresiones informales en casi todas sus ĺıneas. En la
asignación de la ĺınea 4 aparece el śımbolo matemático ∅, que no forma parte de un lenguaje
de programación. Las condiciones booleanas del for en la ĺınea 5 y del if en la ĺınea 6 son
frases informales, aśı como las instrucciones de las ĺıneas 7 y 8. Para que este algoritmo quede
codificado como un programa real, se necesita sustituir esas frases informales con las ins-
trucciones formales correspondientes que concuerden con los detalles de una implementación
precisa de los tipos de datos abstractos GRAFO y CONJUNTO.
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7.9. El algoritmo de ordenamiento por inserción

El ejemplo siguiente está tomado de [15] y es un algoritmo de ordenamiento conocido
como ordenamiento ((por inserción)). Este algoritmo toma como entrada un arreglo y ordena
sus elementos en un orden no decreciente. Todos los elementos del arreglo deben ser del
mismo tipo. Por ejemplo, caracteres, cadenas de caracteres o bien valores numéricos, para
poderlos comparar por parejas de acuerdo a un orden dado, ya sea numérico o alfabético.
El arreglo puede tener elementos repetidos. En este seudocódigo, el nombre del arreglo es
A y su longitud es de n elementos, indexados desde 1 hasta n. Claramente se trata de un
problema y de un algoritmo muy diferentes a los del ejemplo anterior. Sin embargo, se puede
observar que este seudocódigo no tiene frases informales y por lo tanto ya está suficientemente
formalizado para poderse traducir fácilmente a un lenguaje de programación real.

Ejemplo 7.9.1 ([15] Ordenamiento creciente por inserción).

1) for(2 ≤ j ≤ n){

2) tarjeta ← A [j]

3) // Insertar A [j] en la sucesión creciente A [1] , . . , A [j − 1]

4) i← j − 1

5) while(i > 0 ∧ A [i] > tarjeta){

6) A [i+ 1]← A [i]

7) i← i− 1

8) } (5)

9) A [i+ 1]← tarjeta

10) } (1)

7.9.1. Verificación de corrección e invariantes de ciclo

Antes de calcular la complejidad de este algoritmo vamos a comprobar que funciona
correctamente. En el análisis de algoritmos, la verificación de confiabilidad de los mismos es
relevante ya que no importa qué tan rápido trabaje un algoritmo si no resuelve el problema
que debe de resolver.

Uno de los conceptos principales que se usan para comprobar si un algoritmo funciona
correctamente, se conoce como ((las invariantes de un ciclo)). La mayoŕıa de los algoritmos
incluyen ciclos. Los ciclos son segmentos de instrucciones consecutivas que se repiten una
y otra vez hasta que alguna condición dada se cumpla o deje de cumplirse, dependiento de
la sintaxis espećıfica de la instrucción de ciclo de que se trate. Para poder asegurar que el
algoritmo produce la relación deseada entre los valores de entrada y los de salida, es útil
identificar, para cada ciclo del algoritmo, alguna propiedad o conjunto de propiedades de los
datos, que sean válidas al momento de iniciarse el ciclo y que mantengan su validez durante
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la ejecución del mismo. Dichas propiedades, si es que las hay, son las invariantes del ciclo en
cuestión.

Por ejemplo, la invariante del ciclo for de la ĺınea 1 consiste en el hecho de que la sucesión
finita A [1] , . . , A [j − 1] es creciente. Al inicio del ciclo tenemos j = 2 y por lo tanto j−1 = 1,
aśı que en este punto la sucesión consta de un solo término y está ordenada en orden creciente
trivialmente.

Cada iteración del ciclo for empieza colocando el valor A [j] en la variable tarjeta y el
valor del ı́ndice j − 1 en la variable i. Acto seguido el ciclo while de la ĺınea 5 se encarga de
ir comparando el valor de tarjeta con el valor A [i] en forma descendente. Si A [i] > tarjeta,
entonces recorre un lugar hacia la derecha a A [i], colocándolo en el lugar i+ 1 del arreglo y
decrementa i en una unidad. En cuanto se encuentra el primer caso en el que A [i] ≤ tarjeta,
o bien el ı́ndice i llega a cero, se termina el ciclo while y el valor guardado en tarjeta se
coloca en el lugar i+ 1 del arreglo.

Esto garantiza que al finalizar el ciclo while la sucesión finita A [1] , . . , A [j] está en
orden creciente, puesto que la subsucesión A [1] , . . , A [j − 1] ya estaba en orden creciente
pero el valor que antes estaba en el lugar j, ahora está en donde le corresponde de acuerdo
al orden, es decir en el lugar i+ 1, relativo al último valor que tomó la variable i dentro del
ciclo while. Al terminar el ciclo while todos los valores menores o iguales que el A [j] inicial
siguen estando en sus mismos lugares. En cambio, todos los valores estrictamente mayores
que el A [j] inicial se recorrieron cada uno un lugar hacia la derecha.

Como el último valor que toma j dentro del ciclo for es n, esto implica que al terminar
ese ciclo ya toda la sucesión finita A [1] , . . , A [n] está en orden creciente. De esta manera
concluimos que el funcionamiento del algoritmo es correcto.

7.9.2. La complejidad del ordenamiento por inserción

Como se mencionó anteriormente, T (n), la función de complejidad de un algoritmo es
una estimación aproximada del tiempo que tarda el mismo en ejecutarse. Esta estimación
está basada en el número de pasos elementales que realiza el algoritmo dentro del modelo
de computación RAM. La tabla siguiente muestra las instrucciones del algoritmo de orde-
namiento por inserción [15]. La primera columna muestra los números de linea. Se omiten
las ĺıneas 8 y 10 del seudocódigo ya que solamente indican el final de los ciclos while y for
respectivamente y por lo tanto en realidad no son instrucciones. La tercera columna mues-
tra el ((costo temporal)) de cada instrucción, indicado por la constante ci, que representa el
número de pasos básicos que se realizan cada vez que se ejecuta esa instrucción. Como los
comentarios no se ejecutan, su costo temporal es cero. Por último, en la cuarta columna
aparece el número de veces que se ejecuta cada instrucción durante la corrida del algoritmo.
Para cada valor de j entre 2 y n, la variable vj indica el número de veces que se ejecuta el
ciclo while de la ĺınea 5 para ese valor particular de j.
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Ĺınea Instrucción Costo Número de veces
1 for(2 ≤ j ≤ n){ c1 n
2 tarjeta← A [j] c2 n− 1
3 // comentario 0 n− 1
4 i← j − 1 c4 n− 1
5 while(i > 0 ∧ A [i] > tarjeta){ c5

∑n
j=2 vj

6 A [i+ 1]← A [i] c6
∑n

j=2 (vj − 1)

7 i← i− 1 c7
∑n

j=2 (vj − 1)

9 A [i+ 1]← tarjeta c9 n− 1

Nótese que cuando un ciclo termina normalmente, es decir a causa de la prueba de la
condición booleana que especifica su encabezado, esa prueba se está realizando una vez más
que las instrucciones contenidas propiamente dentro del ciclo.

La complejidad del algoritmo es una suma de productos. Cada instrucción contribuye al
total con un sumando que es el producto de su costo temporal multiplicado por el número
de veces que la instrucción se ejecuta. De esta manera tenemos el cálculo siguiente.

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c4(n− 1) + c5

n∑
2

vj + c6

n∑
2

(vj − 1) + c7

n∑
2

(vj − 1) + c9(n− 1).

Para este algoritmo, el mejor caso posible ocurre cuando el arreglo de la entrada ya está
ordenado de forma creciente. En este caso, cada vez que se realiza la prueba boolena del ciclo
while, se verifica la desigualdad A [i] ≤ tarjeta. Esto implica que vj = 1 independientemente
del valor de j y por lo tanto

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c4(n− 1) + c5(n− 1) + c9(n− 1)

= (c1 + c2 + c4 + c5 + c9)n− (c2 + c4 + c5 + c9) .

Esto significa que la complejidad del mejor caso posible de este algoritmo es una función
lineal del tamaño de la entrada.

El peor caso posible sucede cuando el arreglo original está completamente ordenado en
orden decreciente. En este caso, en cada iteración del ciclo for, el valor de A [j] se debe de
comparar con todos los elementos desde A [1] hasta A [j − 1]. Por tanto vj = j y se tiene

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c4(n− 1) + c5

(
n(n+ 1)

2
− 1

)
+

+c6

(
n(n− 1)

2

)
+ c7

(
n(n− 1)

2

)
+ c9(n− 1)

=

(
c5 + c6 + c7

2

)
n2 +

(
c1 + c2 + c4 +

c5 − c6 − c7
2

+ c9

)
n− (c2 + c4 + c5 + c9) .

De esta forma vemos que la complejidad del peor caso posible para el algoritmo de
ordenamiento por inserción es una función cuadrática de n.
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7.10. Complejidad asintótica

Por lo general, los problemas de cómputo pueden presentarse en instancias de tamaño
muy grande, teóricamente ilimitado. En la práctica es de gran interés estudiar las funciones
de complejidad para valores de n muy grandes [35]. Esto nos lleva a considerar la eficiencia
asintótica de los algoritmos, es decir, el comportamiento de la función de complejidad T (n)
cuando n → ∞. En el análisis asintótico de la complejidad, lo más importante es el orden
de crecimiento de las funciones. Esto significa que, dadas dos funciones f(n) y g(n), hay que
considerar qué tan rápido crece cada una de ellas relativamente a la otra cuando el valor de
n se hace arbitrariamente grande.

Para ilustrar la importancia del enfoque asintótico, supongamos que tenemos una compu-
tadora capaz de realizar 104 pasos básicos por segundo. Asimismo, supongamos que en esta
computadora se pueden ejecutar tres algoritmos diferentes que ordenan los registros de una
base de datos. Uno de ellos tiene una complejidad exponencial de 2n, otro tiene una comple-
jidad cúbica de n3 y la complejidad del tercero es cuadrática igual a n2. La tabla siguiente
muestra cuánto tiempo tardaŕıa cada algoritmo para procesar una entrada de tamaño n.

n T (n) = n2 T (n) = n3 T (n) = 2n

10 0.01 segundos 0.1 segundos 0.1 segundos
20 0.04 segundos 0.8 segundos 1.7 minutos
30 0.09 segundos 2.7 segundos 1.2 d́ıas
40 0.16 segundos 6.4 segundos 3.5 años
50 0.25 segundos 12.5 segundos 3.6 milenios
60 0.36 segundos 21.6 segundos 3.7 millones de años
70 0.49 segundos 34.3 segundos 3, 743.6 millones de años
80 0.64 segundos 51.2 segundos 3.8 billones de años
90 0.81 segundos 1.2 minutos 3, 925.5 billones de años
100 1 segundo 1.7 minutos 4, 019, 693.7 billones de años

En esta tabla se puede apreciar claramente el efecto cada vez mayor que tiene el tamaño
de la entrada en el tiempo de corrida de los algoritmos con base en el orden de crecimiento de
su función de complejidad. Estrictamente hablando, los valores de T (n) son números enteros
positivos, ya que representan el número de pasos básicos que realiza un algoritmo durante
su ejecución. Sin embargo, hay otras definiciones más generales de medidas de complejidad
y algunas de estas medidas abstractas pueden tomar valores no necesariamente enteros.
Por otro lado, con el propósito de poder utilizar en el análisis asintótico de la complejidad
todas las herramientas del álgebra de funciones, incluyendo las propiedades de las funciones
logaŕıtmicas, se trabaja con funciones asintóticamente positivas y de valores reales.

Definición 7.10.1 (Funciones reales asintóticamente positivas).

A = {f : N→ R | ∃N ∈ N : ∀n ≥ N : f(n) > 0}

Definición 7.10.2 (Notación O). Si g ∈ A, entonces

O(g) = {f ∈ A | ∃c, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 < f(n) ≤ c · g(n)} .
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En la notación O (O mayúscula), la función g es una cota superior asintótica para las
funciones f ∈ O(g). A partir de cierto punto n0, los valores de f(n) no superan a un múltiplo
constante de g(n). Por ejemplo, la complejidad del peor caso posible del ordenamiento por
inserción es O(n2). Abusando de la notación, a veces se escribe f(n) = O(g(n)) en vez de
f ∈ O(g). Se dice que f es de un orden menor o igual al orden de g. Si f es una función
constante, entonces f ∈ O(1). Como la notación O indica una cota superior, cuando esa
cota se aplica al tiempo de corrida del peor caso de un algoritmo, automáticamente se aplica
también para cualquier caso de la configuración de los datos de entrada [15]. Esto implica
que la complejidad del algoritmo de ordenamiento por inserción es O(n2).

Definición 7.10.3 (Notación Ω). Si g ∈ A, entonces

Ω(g) = {f ∈ A | ∃c, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 < c · g(n) ≤ f(n)} .

En la notación Ω (Omega mayúscula), la función g es una cota inferior asintótica
para las funciones f ∈ Ω(g). A partir de algún punto n0, los valores de f(n) no caen por
debajo de un múltiplo constante de g(n). Dada una función f ∈ A, si f /∈ Ω(1), esto es
equivalente a decir que f(n) tiene una subsucesión que tiende a cero. Como la notación Ω
indica una cota inferior, si dicha cota se aplica al tiempo de corrida del mejor caso posible de
un algoritmo, entonces también se aplica para cualquier otro caso de la configuración de los
datos de entrada. Como ejemplo particular, la complejidad del algoritmo de ordenamiento
por inserción es Ω(n), además de ser también O(n2). Las notaciones O y Ω están relacionadas
mediante la siguiente propiedad: f ∈ O(g)⇔ g ∈ Ω(f).

Definición 7.10.4 (Notación Θ ). Si g ∈ A, entonces

Θ(g) = {f ∈ A | ∃c1, c2, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 < c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)} .

En la notación Θ (Zeta), la función g da una cota asintótica justa (también llamada
exacta) para las funciones f ∈ Θ(g) ya que estas funciones quedan acotadas tanto superior
como inferiormente por múltiplos constantes de la función g. En otras palabras, a la derecha
de n0, la gráfica de f(n) queda arriba de c1g(n) y abajo de c2g(n) Por ejemplo, cualquier
función constante pertenece a Θ(1). Si la función f(n) es un polinomio de grado k, entonces
f(n) ∈ Θ(nk). Con esta notación también se acostumbra escribir f(n) = Θ(g(n)) en vez de
f ∈ Θ(g). Este uso se extiende incluso a expresiones como: 5n2 + 3n+ 1 = 5n2 +Θ(n).

Teorema 7.10.1. [15] ∀g ∈ A : Θ(g) = O(g) ∩ Ω(g).

Corolario 7.10.2. ∀f ∈ Θ(g) : f ∈ O(g) y f ∈ Ω(g)

Si g es una cota superior asintótica de f , es decir que f ∈ O(g), puede ser que g sea una
cota exacta (en caso de que f ∈ Θ(g)), o puede ser que no lo sea (si f /∈ Θ(g)). La siguiente
notación define una clase de funciones para las que g es una cota superior asintótica pero
que no es exacta.

Definición 7.10.5 (Notación o). Si g ∈ A, entonces

o(g) = {f ∈ A | ∀c > 0 : ∃n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 < f(n) < c · g(n)} .
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En este caso se dice que f es ((asintóticamente menor)) que g. La definición de la notación o
(o minúscula) se parece a la de la notación O pero hay una diferencia importante que radica
en el cuantificador del factor constante c > 0. Si f ∈ O(g), la desigualdad f(n) ≤ c · g(n)
se debe cumplir a partir de algún punto n0 para alguna constante c > 0. En cambio, si
f ∈ o(g), para toda constante c > 0 se cumple la desigualdad f(n) < c · g(n) a partir de
algún punto n0 (que depende de c). Por ejemplo, tomando c = 1 y n0 = 3, se comprueba
que 3n = O(n2). Sin embargo, 3n2 ̸= o(n2) ya que (tomando, digamos c = 2) no hay ningún
valor n > 0 para el que se cumpla 3n2 < 2n2. Similarmente a los casos anteriores, aqúı
también es común abusar de la notación escribiendo f(n) = o(g(n)) en lugar de f ∈ o(g).
Nótese que o(g) ⊆ O(g) \ Ω(g). En la notación o, el valor de f(n) se vuelve cada vez más
insignificante comparado con g(n) al crecer la n [15]. Es decir que

f ∈ o(g)⇔ ĺım
n→∞

f(n)

g(n)
= 0.

Definición 7.10.6 (Notación ω). Si g ∈ A, entonces

ω(g) = {f ∈ A | ∀c > 0 : ∃n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 < c · g(n) < f(n)} .

En este caso se dice que f es ((asintóticamente mayor)) a g. La notación ω (omega
minúscula) indica una cota inferior asintótica que no es exacta. Por ejemplo, 3n2 = ω(n)
pero 3n2 ̸= ω(n2). Similarmente al caso de las notaciones O y Ω, hay una relación estrecha
entre la notación o y la notación ω ya que f ∈ ω(g) ⇔ g ∈ o(f). Además se cumple lo
siguiente

f ∈ ω(g)⇔ ĺım
n→∞

f(n)

g(n)
=∞.

Proposición 7.10.3. [15] Para cualesquiera f, g, h ∈ A se tiene:

f ∈ Θ(f) = O(f) ∩ Ω(f).

f /∈ o(f) y f /∈ ω(f).

[ f ∈ O(g) y g ∈ O(h) ]⇒ f ∈ O(h).

[ f ∈ Ω(g) y g ∈ Ω(h) ]⇒ f ∈ Ω(h).

[ f ∈ o(g) y g ∈ o(h) ]⇒ f ∈ o(h).

[ f ∈ ω(g) y g ∈ ω(h) ]⇒ f ∈ ω(h).

7.11. Algoritmos del tipo ((divide y vencerás))

Los algoritmos del tipo conocido como ((divide y vencerás)) tienen una estrategia que
consiste en dividir el problema en subproblemas de menor tamaño y resolverlos de forma
separada. El objetivo de esta reducción es que los subproblemas en los que se divide el
problema original sean suficientemente simples para ser resueltos de forma sencilla, y poste-
riormente obtener la solución total del problema combinando las soluciones parciales. Esta
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es la estrategia que siguen los algoritmos recursivos: el problema se va reduciendo sucesiva-
mente hasta llegar al caso base cuya solución es conocida, y a partir de alĺı se construye la
solución del problema total. Un ejemplo de este tipo de algoritmos es la búsqueda binaria:
la lista de búsqueda se va reduciendo sucesivamente a la mitad hasta obtener una lista de
un sólo elemento.

7.12. Algoritmos voraces

Los llamados algoritmos voraces se utilizan en problemas de optimización, entre otros.
Por ejemplo: la busqueda de una ruta más corta entre ciudades, determinar una forma de
codificar mensajes usando el menor número de bits posibles. Sorprendentemente, por lo
general una técnica muy simple conduce a menudo a una solución óptima del problema.
Esta técnica hace la mejor elección posible en cada paso, en vez de considerar toda una
secuencia global de pasos que podŕıa conducir a una solución óptima. Una vez conocida la
solución proporcionada por un algoritmo voraz, se determina si ésta es óptima, con base
en una estructura de matroide [9]. El esquema de un algoritmo voraz forma parte de una
familia de algoritmos mucho más amplia denominada ((algoritmos de búsqueda local)) de la
que también forman parte, por ejemplo, el método del gradiente, los algoritmos Hill-Climbing
y los algoritmos genéticos.

El procedimiento que siguen los algoritmos voraces [1], [15] puede resumirse como sigue:

1. Para resolver un problema dado, un algoritmo voraz tratará de tomar el conjunto de
decisiones (escoger entre el conjunto de candidatos) que, cumpliendo las restricciones
del problema, conduzca a la solución óptima.

2. Para ello trabajará por etapas, tomando en cada una de ellas la decisión que le parezca
mejor en ese momento, sin considerar las consecuencias futuras.

3. De acuerdo a esta estrategia, tomará la decisión de escoger al candidato que produzca
un óptimo local en cada etapa, suponiendo que ello conducirá, a su vez, a un óptimo
global para el problema.

4. Antes de tomar una decisión, el algoritmo voraz comprobará si es prometedora. En caso
afirmativo, la decisión se ejecuta (es decir, se da un nuevo paso hacia la solución) sin
posibilidad de retroceder; en caso negativo, la decisión será descartada para siempre.

5. Cada vez que se toma una nueva decisión, el algoritmo voraz comprobará si la solución
construida hasta ese punto cumple las restricciones.



Caṕıtulo 8

Espacios de complejidad

El espacio cuasimétrico (C, dC) de funciones de complejidad tiene sus oŕıgenes tanto en
las ciencias de la computación como en la topoloǵıa. Scott [83] y Strachey [84] iniciaron el
estudio de la semántica denotacional y de la teoŕıa de dominios con el objetivo de crear una
teoŕıa formal de los lenguajes de programación y para desarrollar modelos matemáticos de
los mismos. La completación de órdenes parciales juega un papel importante en la teoŕıa de
dominios. Algunos autores, por ejemplo Nachbin [65], han estudiado las conexiones entre la
topoloǵıa y la teoŕıa de los espacios ordenados. Smyth [85] introdujo el concepto de espacio
cuasiuniforme topológico (una categoŕıa que extiende a la de los espacios cuasiuniformes)
y utilizó dichos espacios para desarrollar una completación de los espacios cuasiuniformes,
basándose también en los espacios sintopológicos de Császár [16]. Según Schellekens [82], ((la
completación de Smyth nos permite desarrollar completaciones en el campo de la Semánti-
ca Denotacional de una forma verdaderamente topológica)). Sünderhauf [90] presentó una
construcción de la completación de Smyth que utiliza espacios cuasiuniformes topológicos
pero sin usar espacios sintopológicos. Künzi [56] caracterizó, para los espacios cuasiunifor-
mes, la propiedad de ser o no Smyth-completables en términos de filtros K-Cauchy por la
izquierda. También probó que si (X, d, w) es un espacio cuasimétrico pesable, entonces el
espacio cuasiuniforme topológico (X,Ud, τ (Ud)) es Smyth-completable (proposición 6.3.3).
Dentro del contexto de esta corriente de investigación, Schellekens [81] definió la distancia de
complejidad (que es una cuasimétrica pesable) como una forma de medir el progreso relativo
en reducir la complejidad de los programas, ya sea mediante transformaciones sintácticas o
al sustituir un programa por otro.

8.1. El espacio de complejidad C
En 1995, Schellekens [81] introdujo el espacio de complejidad, conformado por el conjunto

de funciones de complejidad de algoritmos y dotado de una función de distancia asimétrica
entre dichas funciones, con la intención de dar un sustento topológico al análisis de comple-
jidad. Usando la notación ω = {n ∈ Z | n ≥ 0}, se define el espacio de complejidad como la
pareja ordenada (C, dC), donde

C =

{
f : ω −→ (0,∞]

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

2−n 1

f(n)
<∞

}
,
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y dC es la cuasimétrica sobre C dada por

dC(f, g) =
∞∑
n=0

2−n

[(
1

g(n)
− 1

f(n)

)
∨ 0

]
,

para cada f, g ∈ C, con la convención de que 1
∞ = 0. El śımbolo ∨ denota la operación

binaria del máximo entre dos números reales.
La cuasimétrica dC es pesable, con la función de peso definida para cada f ∈ C como

wC(f) =
∞∑
n=0

2−n 1

f(n)
.

Siendo un espacio cuasimétrico pesable, (C, dC) es Smyth-completable (6.3.3). En [81],
Schellekens explica que la definición dada arriba para la cuasimétrica dC , está motivada por
el siguiente argumento heuŕıstico. Si P y Q son dos algoritmos, P con función de complejidad
f : N→ R+ y Q con función de complejidad g : N→ R+, entonces para cada valor de n ∈ N
se podŕıa usar la diferencia f(n) − g(n) para cuantificar el beneficio obtenido (en términos
de reducción de complejidad) al remplazar el algoritmo P por el algoritmo Q. Si en vez de

simplemente utilizar esa diferencia, la remplazamos por el cociente f(n)−g(n)
f(n)

, obtenemos una

medida de progreso relativo al algoritmo inicial P . Sin embargo, si f(n) toma un valor muy

grande comparado con el valor de g(n), esta última expresión tiende a 1, pues 1− g(n)
f(n)
−→ 1

cuando g(n)
f(n)
−→ 0. Dado que se busca poder distinguir el nivel de beneficio para distintos

valores de g(n) (aún cuando se tengan valores de f(n) muy grandes), se reemplaza la última

expresión por f(n)−g(n)
f(n)g(n)

= 1
g(n)
− 1

f(n)
. 1

La asimetŕıa de dC ocasiona pérdida de cierta información, sin embargo este es un costo
necesario pues es precisamente la ausencia de simetŕıa la que gúıa la elección del algoritmo
más eficiente. Por ejemplo, si el algoritmo Q es más eficiente que P en todas las entradas,
esto significa que para toda n, g(n) < f(n) y por lo tanto dC(g, f) = 0. Este mismo ejemplo
muestra que la cuasimétrica dC no es T1.

Observación 8.1.1. En el espacio de complejidad (C, dC), el preorden cuasimétrico,

f ≤ g ⇔ dC(f, g) = 0,

coincide exactamente con el orden parcial puntual usual entre sucesiones reales,

f ≤ g ⇔ ∀n ∈ ω : f(n) ≤ g(n).

Hay algunas variaciones posibles para definir el espacio de complejidad. En [81], Schelle-
kens empieza definiendo la distancia de complejidad solamente entre funciones de compleji-
dad de programas escritos en un mismo lenguaje de programación y que calculen la misma
función parcial recursiva. Después, generaliza esa primera definición y da la que hemos pre-
sentado arriba, donde C abarca a todas las funciones de complejidad e incluso, como él mismo
lo indica, a funciones que no necesariamente representan la complejidad de algún algoritmo.

1La multiplicación por 2−n garantiza la convergencia de la serie
∑∞

n=0 2
−n 1

f(n) .
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Luego, con la finalidad de aplicar la teoŕıa al análisis del algoritmo Mergesort, que es
un algoritmo de ordenamiento basado en comparaciones y es del tipo ((divide y vencerás)),
Schellekens introduce otras variantes del espacio de complejidad.

Por lo general, la función de complejidad de un algoritmo del tipo ((divide y vencerás)) es
la solución de una ecuación de recurrencia T de la forma T (1) = c,

y T (n) = aT
(n
b

)
+ h(n) para n > 1,

donde a > 1 representa el número de subproblemas en que se divide el problema dado,
b representa el tamaño de cada subproblema y h(n) representa el tiempo necesario para
combinar las soluciones parciales y construir la solución al problema de tamaño n.

Como el caso base de la ecuación de recurrencia T está dado para n = 1 en vez de n = 0,
la primera adaptación es cambiar el dominio de las funciones de ω a N. Es común suponer
que los algoritmos del tipo ((divide y vencerás)) siempre terminan, aśı que sus funciones de
complejidad nunca toman el valor∞. Por esta razón la segunda adaptación consiste en quitar
dicho valor de su codominio. Para los algoritmos de ordenamiento basados en comparaciones,
Schellekens toma como medida de complejidad el número de comparaciones que realiza el
algoritmo para ordenar completamente una lista de longitud n. Además hace la suposición
de que todos estos algoritmos empiezan encontrando la longitud de la lista de entrada y
terminan inmediatamente si dicha longitud es menor que 2. Esto implica que en tales casos
no se realiza ninguna comparación y por lo tanto se tiene f(1) = 0. Claramente, las listas
de longitud 1 son los únicos casos en que estas funciones de complejidad pueden valer cero.
Aún aśı, considerando tales casos, el codominio de las funciones queda como [0,∞).

En concreto, para cada número real c ≥ 0, se define el espacio Cc como sigue

Cc =

{
f : N −→ [0,∞)

∣∣∣∣ ∞∑
n=2

2−n 1

f(n)
<∞, f(1) = c y (f(n) > 0 si n > 1)

}
.

La condición de convergencia de la serie garantiza la convergencia de las series que se
usan en la demostración del teorema 8.1.1. La condición (f(n) > 0 si n > 1) es necesaria para
evitar la división entre cero, como se muestra enseguida. Dado que en Cc existe la posibilidad
de que las funciones tomen el valor 0 (cuando n = 1 y c = 0), hay que formular la definición
de la cuasimétrica dC de modo que se pueda aplicar a estos casos en Cc. Esto se hace con la
expresión

dCc(f, g) =
∞∑
n=1

2−n

{
0 si f(n) ≤ g(n)

1
g(n)
− 1

f(n)
si f(n) > g(n)

}
.

Por simplicidad, abusamos de la notación y no escribiremos el segundo sub́ındice,“c,” ya que
ambas cuasimétricas funcionan de la misma forma y la única diferencia entre ellas radica en
sus dominios de aplicación, lo que será claro por el contexto en cada instancia particular. Para
establecer algunas propiedades de las recurrencias asociadas a los algoritmos del tipo ((divide
y vencerás)), Schellekens define el espacio Cc | b, otra variante del espacio de complejidad.
Para cada número natural b > 1 se tiene

Cc | b =
{
f :
{
bk | k ∈ ω

}
−→ [0,∞) | ∃g ∈ Cc,∀k ∈ ω, f(bk) = g(bk)

}
.
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Esto quiere decir que las funciones pertenecientes a Cc | b son las restricciones de funciones
en Cc al subconjunto de números naturales formado por las potencias del número b, es decir
restringidas al dominio

{
1, b, b2, ..., bk, ...

}
. En el espacio Cc | b también se puede aplicar la

cuasimétrica dC.

Teorema 8.1.1 (Mapeo de contracción). Sea T la ecuación de recurrencia dada por

T (n) =

{
c si n = 1.

aT
(
n
b

)
+ h(n) si n > 1.

y sea ΦT el funcional inducido por T en el espacio Cc | b, es decir, ΦT : Cc | b −→ Cc | b, con

[ΦTf ] (n) =

{
c si n = 1.

a · f
(
n
b

)
+ h(n) si n > 1.

Entonces ΦT es un mapeo de contracción con respecto a dC si y solo si a > 1, en cuyo caso
la constante de contracción es 1

a
.

Definición 8.1.1 (Funcional monótono creciente). Un funcional Φ : (C, dc) −→ (C, dc) es
monótono creciente si ∀f, g ∈ C : f ≤ g ⇒ Φf ≤ Φg.

Definición 8.1.2 (Funcional de mejora). Dados un funcional Φ : (C, dc) −→ (C, dc) y una
función g ∈ C, se dice que Φ es de mejora con respecto a g si para cada n ∈ ω, se cumple
que Φn+1g ≤ Φng.

Nótese que si el funcional Φ es monótono creciente, para demostrar que es de mejora con
respecto a una función g, lo único que se necesita probar es que Φg ≤ g.

Los algoritmos del tipo ((divide y vencerás probabilistas)) tienen una estructura recursiva
que sirve como base para establecer relaciones de recurrencia [35], [1]. Dada una ecuación de
recurrencia, se le asocia un funcional que tiene un único punto fijo, mismo que es la solución
de la recurrencia correspondiente.

Esto se logra construyendo un funcional monótono Φ asociado a una relación de recu-
rrencia dada T , para el que existe una función de complejidad g tal que g ≤ Φg. Dada
la completitud según Smyth [85] del espacio (C, dC), la secuencia de iteraciones (Φkg)k∈N
converge en (C, dsC) a alguna función fT ∈ C la cual es el único punto fijo de Φ, y por lo
tanto también es la solución a la ecuación de recurrencia T . Además, si Φ es un funcional de
mejora para alguna g ∈ C, entonces fT ≤ g, lo que implica fT (n) ∈ O(g(n)), especificando
aśı el orden de complejidad de fT .

Observación 8.1.2. En [29], al estudiar algunos tipos de algoritmos ((divide y vencerás pro-
babilistas)), los autores utilizan la notación C0 con un significado diferente al que le da
Schellekens en [81]. En lo sucesivo, C0 denota el subespacio de C formado por las funciones
que toman solamente valores finitos, es decir, C0 = {f ∈ C | ∀n ∈ ω : f(n) <∞}.

Proposición 8.1.2. [29] Sea Φ : C → C un funcional monótono creciente y sea g ∈ C una
función tal que g ≤ Φg. Se tiene:

(1) ∃f ∈ C : ĺımk→∞ (dC)
s (f,Φkg

)
= 0.

(2) ∀k ∈ ω : Φkg ≤ f ≤ Φf .
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Proposición 8.1.3. Sea (fk)k una sucesión en C0 y sea f ∈ C0 una función que cumpla
con ĺımk→∞ (dC)

s (f, fk) = 0. La sucesión (fk)k converge puntualmente a f con respecto a la
métrica Euclideana, es decir que ∀n ∈ ω, ε > 0 : ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0 : |f(n)− fk(n)| < ε.

Teorema 8.1.4. Sea T una ecuación de recurrencia y sea n0 ≥ 2 tal que para n ≥ n0,

T (n) = u(n) +
n−1∑
k=1

vk(n)T (k),

donde u ∈ C0 y (vk)k es una sucesión de funciones positivas definidas sobre N para las cuales

∃K > 0 : ∀n > n0,
n−1∑
k=n0

vk(n) ≤ K.

El funcional Φ : C → C, definido para toda f ∈ C mediante

Φf(n) =


T (1) si n = 0,
T (n) si 1 ≤ n ≤ n0 − 1,

u(n) +
∑n−1

k=1 vk(n)f(k) si n ≥ n0,

tiene un punto fijo único fT ∈ C0 que es la solución de T . Además, si Φ es de mejora con
respecto a alguna g ∈ C, entonces fT ≤ g y por lo tanto fT ∈ O(g).

En el caso general de los algoritmos ((divide y vencerás probabilistas)) [29], la ecuación de
recurrencia asociada es de la forma

T (n) = c1n+ c2 +
n−1∑
k=1

q(n, k)T (k),

donde T (1) ≥ 0, c1 > 0, 2c1 + c2 > 0 y los valores q(n, k) (con 1 ≤ k < n ∈ N) son
proporcionales a la probabilidad de que la división de una tarea de tamaño n involucre una
subtarea de tamaño k. Nótese que T (2) = 2c1+ c2+ q(2, 1)T (1) > 0 y por lo tanto T (n) > 0
para todo n ≥ 2.

Existen muchas formas posibles para la función q(n, k). En [29] se exponen los análisis
correspondientes a cuatro ejemplos importantes de este tipo.

Caso (A). Este coeficiente probabiĺıstico se usa en algunos algoritmos de búsqueda me-
diante árboles binarios.

q(n, k) =
α

n
.

En este caso la ecuación de recurrencia se plantea como sigue

T (n) = c1n+ c2 +
α

n

n−1∑
k=1

T (k) para n ≥ 2.

El funcional de mejora está dado por

Φf(n) =
c1(2n− 1) + c2

n
+
n+ α− 1

n
f(n− 1) para n ≥ 3
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y se obtiene como resultado que 0 < α ≤ 2⇒ fT (n) ∈ O (nlogan).

Caso (B). Este coeficiente se usa en búsquedas totalmente especificadas en árboles de
cuadrantes bidimensionales.

q(n, k) =
2α(n− k)
n(n+ 1)

.

La ecuación de recurrencia correspondiente es

T (n) = c1n+ c2 +
2α

n(n+ 1)

n−1∑
k=1

(n− k)T (k) para n ≥ 2.

El funcional de mejora queda expresado, para n ≥ 4, como

Φf(n) =
c1(3n− 1) + 2c2

n
+
n− 1

n+ 1
f(n− 1) +

2α

n(n+ 1)

(
T (1) + T (2) +

n−1∑
k=3

f(k)

)
y la conclusión es que 0 < α ≤ 3

2
⇒ fT (n) ∈ O (nlogan).

Caso (C). Este coeficiente se aplica a algunos algoritmos de consulta por subconjuntos
de propiedades en árboles de cuadrantes bidimensionales.

q(n, k) =
α

n

n∑
j=k+1

1

j
.

Aqúı la ecuación de recurrencia, para n ≥ 2, viene siendo

T (n) = c1n+ c2 +
α

n

n−1∑
k=1

(Hn −Hk)T (k) ; donde Hn =
n∑

j=1

1

j
.

El funcional de mejora, para valores de n ≥ 3, está dado por

Φf(n) =
c1(2n− 1) + c2

n
+

(
n− 1

n
+
α

n2

)
f(n− 1) +

α

n2

n−2∑
k=1

f(k)

y se obtiene el mismo resultado que en el caso (A), es decir, 0 < α ≤ 2⇒ fT (n) ∈ O (nlogan).

Caso (D). Se aplica en la variante del algoritmo Quicksort llamada ((mediana de tres)).

q(n, k) =
2α(k − 1)(n− k)
n(n− 1)(n− 2)

.

En este caso la ecuación de recurrencia queda planteada, para valores de n ≥ 3, como

T (n) = c1n+ c2 +
2α

n(n− 1)(n− 2)

n−1∑
k=1

(k − 1)(n− k)T (k).

El funcional de mejora se expresa, para n ≥ 3, de esta forma

Φf(n) =
c1(4n− 3) + 3c2

n
+
n− 3

n
f(n− 1) +

2α

n(n− 1)(n− 2)

n−1∑
k=2

(k − 1)f(k)

y también se obtiene el resultado de que 0 < α ≤ 2⇒ fT (n) ∈ O (nlogan).
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8.2. El espacio de complejidad dual C∗

Después de que Schellekens definió el espacio de complejidad, Romaguera y Schellekens
[75] introdujeron el espacio cuasimétrico de complejidad dual, con el objetivo de obtener
resultados adicionales sobre las propiedades cuasimétricas y topológicas del espacio de com-
plejidad. El espacio de complejidad dual también es un cono (o espacio semilineal) normado
asimétricamente [14], [72], mientras que el espacio de complejidad original no admite esta
estructura.

El espacio de complejidad dual se denota por (C∗, dC∗) y se define como

C∗ =

{
f : ω −→ R+

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

2−nf(n) <∞

}

donde dC∗ es la cuasimétrica sobre C∗ dada por

dC∗(f, g) =
∞∑
n=0

2−n[(g(n)− f(n)) ∨ 0]

para cada f, g ∈ C∗. De hecho, si u(x) denota la norma asimétrica en R definida como
u(x) = x ∨ 0 = max {x, 0}, entonces C∗ resulta ser un cono normado asimétricamente por
la función real no negativa qC∗(f) =

∑∞
n=0 2

−nu(f(n)) de tal forma que la cuasimétrica dC∗

puede obtenerse de la norma asimétrica qC∗ de la manera siguiente:

dC∗(f, g) =
∞∑
n=0

2−nu(g(n)− f(n))

para cada f, g ∈ C∗.
El espacio de complejidad dual también es un espacio cuasimétrico pesable, por lo que

también es Smyth-completable. Su función de peso se define de la siguiente manera. Para
cada f ∈ C∗,

wC∗(f) =
∞∑
n=0

2−nf(n).

Dado un valor c ∈ R+ ∪ {∞}, usaremos la notación c para representar a la función
constante c(n) = c, para todo n ∈ ω. Si n ∈ N, la notación n̂ indica a la sucesión f tal
que f(k) = 1 si k < n y f(k) = 0 si k ≥ n. La función 0 es el elemento mı́nimo de C∗ y
corresponde directamente al mı́nimo ⊥ de los dominios semánticos [28].

En C∗, la distancia cuasimétrica es un peso, ya que dC∗(f, g) = wC∗((g−f)∨0) para toda
f, g ∈ C∗. Además el peso es una distancia puesto que wC∗(f) = dC∗(0, f).

A diferencia de lo que sucede en el espacio de complejidad C, en su dual C∗ el preorden
puntual de las sucesiones no coincide con el preorden cuasimétrico ≤dC∗ , sino que es su
opuesto, es decir f ≤dC∗ g ⇔ g ≤ f para todas f, g ∈ C∗.

Definición 8.2.1 ([75] Mapeo de inversión). La función Ψ : C∗ → C dada por Ψ(f) = 1
f
,

donde 1
f
(n) = 1

f(n)
, para toda n ∈ ω (con la convención de que 1

0
=∞), se llama el mapeo

de inversión.
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Mediante un breve desarrollo se puede verificar que el mapeo de inversión es una iso-
metŕıa de (C∗, dC∗) a (C, dC), ya que dC(Ψ(f),Ψ(g)) = dC∗(f, g), para f, g ∈ C∗. Esto permite
transportar algunas propiedades del espacio dual al espacio de complejidad (aquellas que se
mantienen bajo isometŕıa). Por ejemplo, si denotamos simplemente por Φ al funcional ΦT

del teorema 8.1.1, es posible definir un funcional correspondiente Φ∗ : C∗ → C∗ mediante la
composición Φ∗ = Ψ−1 ◦ Φ ◦Ψ (con la convención de que 1

∞ = 0) [75]. Si f ∈ C∗, se tiene

[Φ∗(f)] (n) =

{
1
c
, n = 1,
f(n

b
)

a+h(n)f(n
b
)
, n ∈

{
bk | k ≥ 1

}
.

Como se ha mencionado, la distancia de complejidad dC(f, g) entre dos funciones f, g ∈ C
mide el progreso relativo que se hace al bajar la complejidad remplazando un programa P
con función de complejidad f por un programa Q con función de complejidad g. Esta misma
cantidad se puede expresar como dC∗ (Ψ−1(f),Ψ−1(g)). Además, si f, g ∈ C∗, la igualdad
dC∗(f, g) = 0 puede ser interpretada como que Q es más eficiente que P .

Lema 8.2.1 ([75]). El espacio de complejidad dual (C∗, dC∗) no es precompacto y por lo
tanto, como consecuencia de la proposición 4.1.8, tampoco es totalmente acotado.

8.3. Propiedades Métricas del Espacio de Complejidad

Se ha mencionado ya que un espacio cuasimétrico genera un espacio cuasiuniforme, si este
espacio es además Smyth-completable (como fue definido para los espacios cuasiuniformes)
entonces el espacio cuasimétrico cumple los siguientes enunciados:

Un espacio cuasimétrico (X, ρ) es Smyth-completable si y solo si toda sucesión (xk)k∈N
que sea de K-Cauchy por la izquierda en (X, ρ), es de Cauchy en (X, ρs).

Un espacio cuasimétrico (X, ρ) es Smyth-completo si toda sucesión (xn)n∈N que sea de
K-Cauchy por la izquierda en (X, ρ), es convergente en (X, ρs).

Otro concepto importante en los espacios cuasimétricos, el cual se define de manera
análoga a como se define en los espacios cuasiuniformes, es la bicompletitud: un espacio
cuasimétrico (X, ρ) es bicompleto si (X, ρs) es completo [75].

Utilizando los conceptos anteriores, es fácil deducir el siguiente teorema.

Teorema 8.3.1. Un espacio cuasimétrico (X, ρ) Smyth-completable y bicompleto es Smyth-
completo.

Aplicando el teorema siguiente en combinación con el anterior se puede concluir que el
espacio de complejidad C es Smyth-completo.

Teorema 8.3.2 ([75]). El espacio de complejidad dual (C∗, dC∗) es bicompleto.

Del resultado anterior se deduce que el espacio de complejidad dual C∗ es Smyth-
completo. Dada la isometŕıa entre C y C∗, como la completitud de Smyth es una propiedad
que se mantiene bajo isometŕıa, el espacio de complejidad C también es Smyth-completo.
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Caṕıtulo 9

Aportaciones

Todos los resultados expuestos en este caṕıtulo se obtuvieron de manera independiente
durante la fase de investigación de este trabajo de tesis. Asimismo, todos ellos están ligados al
objetivo de identificar propiedades del producto convolución en los espacios de complejidad.
La mayor parte de estos resultados se consideraron del nivel y la relevancia suficientes para
ser incluidos en el art́ıculo de investigación [39], de próxima aparición. Las demostraciones
de dichos resultados aparecen en su totalidad en el art́ıculo mencionado. Con el propósito de
ilustrar algunas de las técnicas utilizadas, en este caṕıtulo se muestran dos demostraciones
completas, otra se presenta sin todos sus detalles, y además se incluyen comentarios breves
acerca de otras tres demostraciones.

9.1. La convolución en los espacios de complejidad

En esta sección se expone la cerradura algebraica de los espacios (C, dC) y (C∗, dC∗) bajo
la operación de convolución de sucesiones. También se presentan algunas desigualdades que
relacionan a la convolución con el mapeo de inversión, con el orden puntual en cada espacio
C y C∗, con el orden de crecimiento asintótico en C∗ y con la distancia cuasimétrica dC∗ y su
función de peso wC∗ en C∗.

Definición 9.1.1 ([33] Convolución de sucesiones). Dadas dos sucesiones reales f, g : ω → R,
su convolución f ⊗ g está dada por la fórmula

(f ⊗ g)(n) =
n∑

k=0

f(k)g(n− k) para todo n ∈ ω.1

La convolución es una operación asociativa y conmutativa. Además es distributiva sobre
la suma de sucesiones y tiene un elemento neutro en C∗, al que denotamos como 1̂.

Observación 9.1.1. La función 1̂ ∈ C∗ es el elemento neutro de la convolución de sucesiones.
Esto significa que la terna ordenada

(
C∗,⊗, 1̂

)
es un monoide abeliano.

En general, para n ∈ N, utilizamos la notación n̂ para indicar a la sucesión f ∈ C∗ tal
que f(k) = 1 si k < n y f(k) = 0 en caso contrario. Además, en referencia a ambos espacios

1La convolución de sucesiones es muy utilizada en el procesamiento electrónico de señales digitales.
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de complejidad, tanto C como C∗, utilizamos la notación ≤ para representar el orden puntual
de las sucesiones, es decir f ≤ g ⇔ ∀n ∈ ω : f(n) ≤ g(n). Al final de esta subsección usamos
el śımbolo ≺ para indicar la relación f ≺ g ⇔ ∀n ∈ ω : f(n) < g(n).

Nótese que si f, g ∈ C∗, los valores que produce la fórmula de la convolución están en
R+. Similarmente, cuando f, g ∈ C, los valores de la fórmula están en el intervalo (0,∞]. La
convolución se puede usar para expresar algunas ecuaciones de recurrencia. Por ejemplo, si
f representa a la sucesión de Fibonacci, entonces

f(n) =

{
n si n ≤ 1,(

f ⊗ 2̂
)
(n− 1) si n > 1.

En esta sección utilizamos exponentes sobre las sucesiones para indicar los resultados de
convoluciones repetidas de una sucesión consigo misma, es decir f 0 = 1̂ and fn = f ⊗ fn−1

para todo n > 0. Además, la notación C∗0 indicará el subespacio de funciones positivas

C∗0 = {f ∈ C∗ | ∀n ∈ ω : f(n) > 0} .

9.1.1. Cerradura y desigualdades

Enseguida mencionamos algunas de las propiedades que tiene la convolución de funciones
de complejidad, incluyendo aquellas que la relacionan con las funciones de peso y de distancia
en C y C∗.

Proposición 9.1.1. El espacio de complejidad C es cerrado bajo la convolución de sucesio-
nes. Además, dadas dos sucesiones cualesquiera f, g ∈ C, se tiene wC(f ⊗g) ≤ wC(f) ·wC(g).

El ejemplo siguiente muestra un caso general en el que la desigualdad anterior es estricta.

Ejemplo 9.1.1. Sea f ∈ C. Se tiene

wC
(
1
)
=

∞∑
n=0

2−n1

1
= 2.

Para n ≥ 1,
(
1⊗ f

)
(n) =

n∑
k=0

1 · f(n− k) > f(n).

wC
(
1⊗ f

)
=

∞∑
n=0

2−n 1(
1⊗ f

)
(n)

<

∞∑
n=0

2−n 1

f(n)
= wC(f).

wC
(
1⊗ f

)
< 2 · wC(f) = wC

(
1
)
· wC(f).

Para el espacio de complejidad dual se cumple algo más fuerte, esto es:

Proposición 9.1.2. El espacio de complejidad dual C∗ también es cerrado bajo la convolu-
ción de sucesiones. Dadas dos sucesiones cualesquiera f, g ∈ C∗, se da la igualdad entre el
peso de su convolución y el producto de sus pesos: wC∗(f ⊗ g) = wC∗(f) · wC∗(g).
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En la demostración de la proposición 9.1.2 se utiliza la igualdad

∞∑
s=0

2−s

s∑
n=0

f(n)g(s− n) =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

2−n−kf(n)g(k).

Las demostraciones de las proposiciones 9.1.1 y 9.1.9 usan el mismo cambio de variable
entre la doble serie y la serie de sumas finitas, aunque con sumandos algo más complica-
dos. Consecuencias inmediatas de las proposiciones 9.1.1 y 9.1.2, fáciles de verificar, son las
mencionadas enseguida.

Corolario 9.1.3. Si A ⊆ R+ es cerrado bajo la multiplicación, entonces el subespacio de C∗
definido como WA = {f ∈ C∗ | wC∗(f) ∈ A} es cerrado bajo la convolución de sucesiones.

Corolario 9.1.4. Si f ∈ C, entonces la sucesión de sumas parciales de la serie
∑
f también

está en C, ya que
∑n

k=0 f(k) =
(
f ⊗ 1

)
(n). Lo mismo sucede en C∗.

Corolario 9.1.5. Dadas (fn)n y (gn)n, dos sucesiones de funciones en C∗, cada una deter-
mina una sucesión de pesos: (wC∗ (fn))n y (wC∗ (gn))n, respectivamente. Estas sucesiones de
pesos son a su vez elementos de C∗ y su convolución es

(wC∗ (fn))n ⊗ (wC∗ (gn))n =

(
s∑

n=0

wC∗ (fn)wC∗ (gs−n)

)
s

=

(
wC∗

(
s∑

n=0

fn ⊗ gs−n

))
s

.

Lema 9.1.6. En ambos espacios de complejidad, tanto en C como en C∗, la convolución es
consistente con el orden puntual. Es decir, dadas las funciones f, g, h tales que g ≤ h, se
cumple f ⊗ g ≤ f ⊗ h. Más aún,

f ⊗ (g ∧ h) ≤ (f ⊗ g) ∧ (f ⊗ h) ≤ (f ⊗ g) ∨ (f ⊗ h) ≤ f ⊗ (g ∨ h).

La forma en que interactúa la convolución con el mapeo de inversión Ψ (y con su función
inversa) es como se menciona a continuación.

Proposición 9.1.7. Dadas cualesquiera f, g ∈ C∗, se cumple Ψ(f ⊗ g) ≤ Ψf ⊗ Ψg en C,
mientras que si f, g ∈ C, se tiene Ψ−1(f ⊗ g) ≤ Ψ−1f ⊗Ψ−1g en C∗.

Ahora mencionaremos un resultado y dos ejemplos ilustrativos acerca del orden de com-
plejidad del producto convolución en el espacio dual, en términos del orden de complejidad
de uno de sus factores.

Proposición 9.1.8. Si f, g, h ∈ C∗0 y se cumple f ∈ O(g), entonces f ⊗ h ∈ O(g ⊗ h).

En general, para funciones arbitrarias en C∗, el resultado anterior no es necesariamente
cierto, como se muestra en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 9.1.2. 1̂ ∈ O
(
0
)
, sin embargo 1̂⊗ (n)n = (n)n /∈ O

(
0
)
= O

(
0⊗ (n)n

)
.

Ejemplo 9.1.3. Sea f = 2̂ y considérese la función h definida por h(n) = (n/2+ 1)2 si n es
par y h(n) = (n+ 1)/2 si n es impar. Entonces todos los términos de f ⊗ h son de un orden

cuadrático y por lo tanto tenemos f ∈ O
(
1̂
)
pero f ⊗ h /∈ O(h) = O

(
1̂⊗ h

)
.
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Proposición 9.1.9. Dadas cualesquiera f, f1, g, g1 ∈ C∗, se tiene la siguiente cota superior
para la distancia dirigida entre dos convoluciones

dC∗ (f ⊗ g, f1 ⊗ g1) ≤ wC∗ (f1) · dC∗ (g, g1) + wC∗(g) · dC∗ (f, f1) .

Corolario 9.1.10. Si f, g, a, b ∈ C∗ satisfacen dC∗(f, a) < ε y dC∗(g, b) < δ, entonces
dC∗(f ⊗ g, a⊗ b) < (ε ∨ δ) · wC∗(f + g) + εδ.

Corolario 9.1.11. Como la convolución es conmutativa, dadas f, f1, g, g1 ∈ C∗, tenemos
que las cinco expresiones siguientes también son cotas superiores para la distancia dirigida
dC∗ (f ⊗ g, f1 ⊗ g1).

(i) wC∗ (f1) · dC∗ (f, g1) + wC∗(f) · dC∗ (g, f1).

(ii) wC∗ (g1) · dC∗ (g, f1) + wC∗(g) · dC∗ (f, g1).

(iii) wC∗ (g1) · dC∗ (f, f1) + wC∗(f) · dC∗ (g, g1).

(iv) 1
2
(dC∗ (f, f1) [wC∗(g) + wC∗ (g1)] + dC∗ (g, g1) [wC∗(f) + wC∗ (f1)]).

(v) 1
2
(dC∗ (f, g1) [wC∗(g) + wC∗ (f1)] + dC∗ (g, f1) [wC∗(f) + wC∗ (g1)]).

Corolario 9.1.12. Para cualesquiera f, g ∈ C∗, se cumple:

(i) dC∗ (f 3, g3) ≤ wC∗(f)2 · dC∗ (f, g2) + wC∗(g)2 · dC∗ (f 2, g).

(ii) Para toda n ∈ N se tiene

dC∗ (fn, gn) ≤ dC∗(f, g)
n∑

k=1

[
wC∗

(
fn−k

)
· wC∗

(
gk−1

)]
.

Usando el hecho de que 1̂ ∈ C∗ es el elemento neutro de la convolución de sucesiones, se
obtienen los dos corolarios siguientes.

Corolario 9.1.13. Si f, g ∈ C∗, entonces

(i) dC∗(f, f ⊗ g) ≤ wC∗(f) · dC∗

(
1̂, g
)
.

(ii) dC∗(f, f ⊗ g) ≤ wC∗(g) · dC∗

(
1̂, f
)
+ dC∗(f, g).

Para f = g, estas desigualdades se reducen a: dC∗ (f, f 2) ≤ wC∗(f) · dC∗

(
1̂, f
)
.

Corolario 9.1.14. Si f, g ∈ C∗, entonces

(i) dC∗(f ⊗ g, f) ≤ wC∗(f) · dC∗

(
g, 1̂
)
.

(ii) dC∗(f ⊗ g, f) ≤ dC∗(g, f) + wC∗(g) · dC∗

(
f, 1̂
)
.
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Si f = g, entonces las dos desigualdades del corolario anterior se reducen a la siguiente:

dC∗ (f 2, f) ≤ wC∗(f) · dC∗

(
f, 1̂
)
.

Ahora, para la distancia dirigida entre dos convoluciones con un factor común, se tiene,

Corolario 9.1.15. Si f, g, h ∈ C∗, entonces

(i) dC∗(f ⊗ g, f ⊗ h) ≤ wC∗(f) · dC∗(g, h).

(ii) dC∗(f ⊗ g, f ⊗ h) ≤ wC∗(h) · dC∗(g, f) + wC∗(g) · dC∗(f, h).

Corolario 9.1.16. La desigualdad de la Proposición 9.1.9 y las tres primeras desigualdades
del Corolario 9.1.11, cuando se expresan en términos de la métrica parcial pC∗ asociada a la
cuasimétrica pesable dC∗, quedan como sigue.

(i) pC∗ (f ⊗ g, f1 ⊗ g1) ≤ pC∗ (f1, f1) [pC∗ (g, g1)− pC∗(g, g)] + pC∗(g, g) · pC∗ (f, f1).

(ii) pC∗ (f ⊗ g, f1 ⊗ g1) ≤ pC∗ (f1, f1) [pC∗ (f, g1)− pC∗(f, f)] + pC∗(f, f) · pC∗ (g, f1).

(iii) pC∗ (f ⊗ g, f1 ⊗ g1) ≤ pC∗ (g1, g1) [pC∗ (g, f1)− pC∗(g, g)] + pC∗(g, g) · pC∗ (f, g1).

(iv) pC∗ (f ⊗ g, f1 ⊗ g1) ≤ pC∗ (g1, g1) [pC∗ (f, f1)− pC∗(f, f)] + pC∗(f, f) · pC∗ (g, g1).

Una de las consecuencias más importantes de la proposición 9.1.9 es la continuidad del
producto convolución en el espacio dual, ya que el resultado dado a continuación se puede
generalizar a una cierta clase de operaciones binarias en espacios cuasimétricos pesables,
como se verá en la siguiente sección.

Lema 9.1.17. La convolución, vista como una función ⊗ : (C∗, dC∗)2 → (C∗, dC∗), es continua
con respecto a la topoloǵıa cuasimétrica de C∗ y a la topoloǵıa producto correspondiente en
C∗ × C∗.

Corolario 9.1.18. (C∗,⊗, τ (dC∗)) es un monoide topológico.

Lema 9.1.19. Sean (fn)n y (gn)n sucesiones K-Cauchy por la izquierda en C∗. Entonces la
sucesión de convoluciones (fn ⊗ gn)n también es K-Cauchy por la izquierda en C∗.

En la demostración de este lema se utilizan las desigualdades

dC∗ (fn ⊗ gn, fm ⊗ gm) ≤ wC∗ (gn) dC∗ (fn, fm) + wC∗ (fm) dC∗ (gn, gm)

< δ (wC∗ (fm) + wC∗ (gn)) < ε,

donde δ se define como δ = ε/(a+ b), usando dos constantes a y b que existen en virtud de
la hipótesis. También se tiene m ≥ n, con ambas lo suficientemente grandes para garantizar
que wC∗ (fm) < a, que wC∗ (gn) < b y que max {dC∗ (fn, fm) , dC∗ (gn, gm)} < δ.

Corolario 9.1.20. Si (fn)n es una sucesión K-Cauchy por la izquierda en C∗, dado m ∈ N,
entonces la sucesión (fn ⊗ fn+m)n también es K-Cauchy por la izquierda.

Proposición 9.1.21. Sean f, g ∈ C∗, y supóngase que (fn)n y (gn)n son sucesiones en C∗.
Entonces:
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(i) Si (fn)n y (gn)n convergen a f y a g, respectivamente, con respecto a dC∗, entonces la
sucesión de convoluciones (fn ⊗ gn)n converge a f ⊗ g con respecto a dC∗.

(ii) Si (fn)n y (gn)n convergen a f y a g, respectivamente, con respecto a dsC∗, entonces la
sucesión de convoluciones (fn ⊗ gn)n converge a f ⊗ g con respecto a dsC∗.

(iii) Si (fn)n y (gn)n convergen a f y a g, respectivamente, con respecto a d−1
C∗ , y alguna

de sus sucesiones de pesos, ya sea (wC∗ (fn))n o (wC∗ (gn))n, está acotada, entonces la
sucesión de convoluciones (fn ⊗ gn)n converge a f ⊗ g con respecto a d−1

C∗ .

(iv) Si (fn)n y (gn)n convergen hacia adelante estad́ısticamente a f y a g, respectivamente,
entonces la sucesión de convoluciones (fn ⊗ gn)n converge hacia adelante estad́ıstica-
mente a f ⊗ g.

9.1.2. Funcionales basados en la convolución

Un concepto fundamental para el análisis que hace Schellekens [81] sobre la complejidad
de los algoritmos del tipo ((divide y vencerás)), es el de los funcionales de mejora en el
espacio de complejidad C. En esta subsección se observa que la convolución permite definir
funcionales en C∗ que a su vez, componiéndolos con el mapeo de inversión Ψ y con su inversa
Ψ−1, producen funcionales de mejora en C.

Lema 9.1.22. Para cualesquiera funciones f, g, h ∈ C∗ tales que f ⊗ g = f ⊗h, si f(0) > 0,
entonces g = h.

Para una función fija f en el espacio dual C∗, la operación de convolución nos induce de
manera natural un funcional.

Definición 9.1.2 (El funcional de convolución). Como C∗ es cerrado bajo la convolución,
dada una f ∈ C∗ fija, podemos definir el funcional de convolución asociado a f como
Φf : C∗ → C∗ de tal manera que Φf (g) = f ⊗ g para toda g ∈ C∗.

La proposición que enseguida se da, lista algunas propiedades del funcional Φf .

Proposición 9.1.23. Sea f ∈ C∗. Entonces, el funcional de convolución Φf satisface:

(i) Φf es un funcional monótono.

(ii) En caso de que wC∗(f) < 1, el funcional Φf es un mapeo de contracción.

(iii) Si f(0) > 0, entonces Φf es una función inyectiva.

(iv) Si f(0) ≥ 1, se tiene que Φf (g) ≥ g para toda g ∈ C∗.

(v) Cuando f(0) > 0, dados dos subconjuntos A,B ⊆ C∗ tales que ΦfA≪ ΦfB, entonces
se cumple que A≪ B.

(vi) Φf : (C∗, dC∗)→ (C∗, dC∗) es una función cuasiuniformemente continua.

Corolario 9.1.24. (i) Si f ∈ C∗ y la sucesión (gn)n es K-Cauchy por la izquierda en C∗,
entonces la sucesión (Φf (gn))n también es K-Cauchy por la izquierda.
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(ii) Dado un filtro F en C∗ y una función h ∈ C∗ tal que F converge a h, el filtro imagen
G generado por la base de filtro Γ = {Φf (F ) | F ∈ F}, converge a Φf (h).

A continuación se define otro funcional, ahora con dominio en el espacio de complejidad
C, pero basado en el funcional de convolución Φf .

Definición 9.1.3 (El funcional ICI). A cada función f en el espacio dual de complejidad
C∗, se le puede asociar un funcional Υf : C → C definido en el espacio de complejidad C
mediante esta composición: Υf = Ψ ◦ Φf ◦ Ψ−1. Al funcional Υf lo llamamos el funcional
ICI asociado con f . ICI es acrónimo de inversión, convolución, inversión.

C
Ψ−1 ↓
C∗

Υf−→

Φf−→

C
↑ Ψ
C∗

Proposición 9.1.25. Si f ∈ C∗, entonces Υf , el funcional ICI asociado con f , satisface

(i) Υf es monótono.

(ii) Si f(0) ≥ 1, entonces Υf es de mejora con respecto a cualquier función g ∈ C.

Cuando Schellekens probó que cualquier espacio cuasiuniforme (X,U) de base numerable
tiene una completación secuencial [81], como parte de su demostración define una relación de
equivalencia ≈ entre sucesiones que son de Cauchy en U s. En el caso particular del espacio
cuasimétrico de complejidad dual, la operación de convolución se puede definir entre las clases
de equivalencia de dicha relación utilizando representantes. La relación de equivalencia para
sucesiones en C∗ se define de la siguiente manera.

Definición 9.1.4. Si (xn)n y (yn)n son sucesiones de Cauchy en dsC∗ , entonces (xn)n ≈ (yn)n
si para toda ε > 0 existe n0 ∈ N tal que dsC∗ (xm, yn) < ε, siempre que m,n ≥ n0.

Lema 9.1.26. Supóngase que una sucesión (xn)n en R+ tiene la siguiente propiedad: para
todo ε > 0, existe z ∈ N tal que xm ≤ xn + ε siempre que m ≥ n ≥ z. Entonces (xn)n
converge.

Corolario 9.1.27. Dada una sucesión K-Cauchy por la izquierda (fn)n en C∗, su sucesión
de pesos (wC∗ (fn))n converge en R+.

Proposición 9.1.28. Dadas (an)n , (bn)n , (fn)n , (gn)n, sucesiones de Cauchy en dsC∗ que
satisfacen las condiciones (an)n ≈ (fn)n y (bn)n ≈ (gn)n, entonces (an ⊗ bn)n ≈ (fn ⊗ gn)n.

9.1.3. La convolución en otras dos topoloǵıas de C∗

Por el corolario 9.1.18 sabemos que (C∗,⊗, τ (dC∗)) es un monoide topológico. En esta
subsección se consideran otras dos topoloǵıas de C∗ relacionadas con la topoloǵıa cuasimétrica
y se ve que en una de ellas la convolución es continua y en la otra no.

Proposición 9.1.29. La mı́nima topoloǵıa de Alexandrov en C∗, más fina que τ (dC∗), es la
generada por la base B = {↓ {f} | f ∈ C∗}.
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Proposición 9.1.30. En el espacio topológico (C∗, α), donde α es la topoloǵıa de Alexandrov
generada por la base B = {↓ {f} | f ∈ C∗}, la operación binaria de convolución, considerada
como una función ⊗ : (C∗, α)2 → (C∗, α), es continua con respecto a las topoloǵıas corres-
pondientes. Como consecuencia, la terna (C∗,⊗, α) es un monoide topológico.

Demostración. Sean f, g, h ∈ C∗ tales que f ⊗ g ≤ h. Dados a, b ∈ C∗, si a ≤ f y b ≤ g,
entonces a⊗ b ≤ f ⊗ g. Esto implica que ⊗ (↓ {f}× ↓ {g}) ⊆ ↓ {h}. Por lo tanto, la imagen
inversa (bajo la convolución) de cualquier conjunto básico de α es la unión de conjuntos
básicos de la topoloǵıa producto en (C∗, α)2. QED

A continuación mostramos otra topoloǵıa en C∗. Esta topoloǵıa es estrictamente más fina
que τ (dC∗) y estrictamente más gruesa que α. Sin embargo, la convolución no es continua
con respecto a esta topoloǵıa intermedia. Si para cada h ∈ C∗0 , se define el conjunto básico
Uh =

{
(f, g) ∈ C∗ × C∗ | (g − f) ∨ 0 ≺ h

}
, se tiene el resultado siguiente.

Proposición 9.1.31. La familia B = {Uh | h ∈ C∗0} es base de una cuasiuniformidad U en
C∗ con las propiedades siguientes:

(i) τ(U) es estrictamente más fina que τ (dC∗).

(ii) α es estrictamente más fina que τ(U).

(iii) ⊗ : (C∗, τ(U))2 → (C∗, τ(U)) no es continua.

9.2. Operaciones firmes y submultiplicativas

Las desigualdades que figuran en las proposiciones 9.1.1 y 9.1.9 no son necesariamente
válidas para cualquier operación binaria en un espacio cuasimétrico pesable arbitrario. Aqúı
se dan algunos ejemplos de espacios cuasimétricos pesables con operaciones binarias que
śı satisfacen esas desigualdades. También se muestran algunas propiedades de continuidad,
de continuidad uniforme y de convergencia de sucesiones que resultan como consecuencia
de que una operación binaria dada en un espacio cuasimétrico pesable cumpla con dichas
desigualdades.

Definición 9.2.1 (Operaciones firmes y submultiplicativas). Sea (X, d, w) un espacio cua-
simétrico pesable. Dada una operación binaria ∗ : X ×X → X, la llamamos

(i) firme con respecto a d y a w, si para toda x, y, u, v ∈ X, se cumple

d(x ∗ y, u ∗ v) ≤ w(y)d(x, u) + w(u)d(y, v).

(ii) submultiplicativa con respecto a w, siempre y cuando w(x ∗ y) ≤ w(x)w(y), para
toda x, y ∈ X.

Una operación binaria constante es trivialmente firme con respecto a cualquier cuasimétri-
ca pesable y a sus funciones de peso. El lema siguiente es una generalización del inciso (i)
del corolario 9.1.15.
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Lema 9.2.1. Sea (X, d, w) un espacio cuasimétrico pesable y sea ∗ una operación binaria
en X. Si ∗ es firme con respecto a d y a w, entonces, para toda a, x, y ∈ X

max {d(a ∗ x, a ∗ y), d(x ∗ a, y ∗ a)} ≤ w(a)d(x, y).

Lema 9.2.2. Si (X, d, w) es un espacio cuasimétrico pesable y ∗ es una operación binaria
X, firme con respecto a d y a w, entonces ∗ es firme con respecto a d−1 y a w si y solo si d
es una métrica.

Ejemplo 9.2.1. En el espacio dual de complejidad, (C∗, dC∗ , wC∗), la convolución de suce-
siones ⊗ es firme con respecto a dC∗ y a wC∗ . También es submultiplicativa con respecto a
wC∗ .

Ejemplo 9.2.2. Sea X el intervalo (0, 1). Si se define d(x, x) = 0, d(x, y) = y para x ̸= y y
w(x) = x, para todos x, y ∈ X, entonces (X, d, w) es un espacio cuasimétrico pesable en el
que la multiplicación es firme con respecto a d y a w, aśı como submultiplicativa con respecto
a w. La función r(x) = 1 − x es una función de peso para d−1, la cuasimétrica conjugada.
Sin embargo, la multiplicación no es submultiplicativa con respecto a r, y tampoco es firme
con respecto a d−1 y a r.

Ejemplo 9.2.3. Como se afirma en [56], el espacio (R+, u, w), con u(x, y) = (y−x)∨0, y con
la función de peso dada por w(x) = x, es un espacio cuasimétrico pesable. En este espacio, la
multiplicación es firme con respecto a u y a w, y también es submultiplicativa con respecto
a w. La función w no es una función de peso para u−1, aśı que ∗ no es firme con respecto
a u−1 y a w, aún cuando la desigualdad u−1(a ∗ b, x ∗ y) ≤ w(b)u−1(a, x) + w(x)u−1(b, y) es
válida para todos a, b, x, y ∈ R+.

Ejemplo 9.2.4. Un espacio métrico (X, d) es pesable mediante cualquier función constante
w(x) = c ∈ R+. En particular, sea X ⊆ R cerrado bajo la suma. Si se toma a d como la
métrica Euclideana y se define w(x) = 1 para toda x ∈ X, entonces la operación de la suma
es firme con respecto a d y a w, y también es submultiplicativa con respecto a w.

Ejemplo 9.2.5. Sea F un conjunto finito no vaćıo y sea X = P(F ). Si se definen las
funciones d(A,B) = |B \ A|, y w(A) = |A| para A,B ⊆ F , entonces (X, d, w) es un espacio
cuasimétrico pesable. Aqúı, la operación binaria dada por la intersección de subconjuntos de
F es firme con respecto a d y a w, aśı como también submultiplicativa con respecto a w.

Ejemplo 9.2.6. Este ejemplo es muy similar al espacio dual de complejidad, ya que solo
se extienden las operaciones al caso continuo. Considérese el espacio de funciones Riemann-
integrables que se define a continuación, junto con la cuasimétrica d y la función de peso w,
aśı como la siguiente operación de convolución continua.

X =

{
f : R+ → R+

∣∣∣∣ ∫ ∞

0

e−xf(x)dx <∞
}
,

d(f, g) =

∫ ∞

0

e−x [(g(x)− f(x)) ∨ 0] dx,

w(f) =

∫ ∞

0

e−xf(x)dx.
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(f ∗ g)(s) =
∫ s

0

f(t)g(s− t)dt.

(X, d, w) es un espacio cuasimétrico pesable y es cerrado bajo la operación ∗, que es submul-
tiplicativa con respecto a w y es firme con respecto a d y a w.

Lema 9.2.3. Sea ∗ una operación binaria en el espacio cuasimétrico pesable (X, d, w). Para
cada x ∈ X, definimos sus potencias derechas con respecto a la operación ∗, de la siguiente
forma: x1 = x, y xn+1 = xn ∗ x, para exponentes enteros n ≥ 1. Supóngase que ∗ es firme
con respecto a d y a w y también que es submultiplicativa con respecto a w. En tal caso, la
siguiente desigualdad es válida para todo n ∈ N.

d (xn, yn) ≤ d(x, y)
n∑

k=1

w(x)n−kw(y)k−1.

Demostración. El caso n = 1 es trivial. Procediendo por inducción, se tiene:

d
(
xn+1, yn+1

)
= d (xn ∗ x, yn ∗ y)
≤ w(x)d (xn, yn) + w (yn) d(x, y)

≤ w(x)d(x, y)
n∑

k=1

w(x)n−kw(y)k−1 + w (yn) d(x, y)

= d(x, y)

(
n∑

k=1

[
w(x)n−k+1w(y)k−1

]
+ w (yn)

)

≤ d(x, y)
n+1∑
k=1

w(x)n+1−kw(y)k−1.

QED

El lema anterior es una generalización del inciso (ii) del corolario 9.1.12.

Proposición 9.2.4. Dado un espacio cuasimétrico pesable (X, d, w), dotado de una opera-
ción binaria ∗ : X ×X → X, si esta operación es firme con respecto a d y a w, entonces es
continua con respecto a la topoloǵıa cuasimétrica τ(d) en X y a la correspondiente topoloǵıa
producto en X ×X. Este resultado es una generalización del lema 9.1.17.

Corolario 9.2.5. Bajo las hipótesis de la proposición 9.2.4, si la operación ∗ es asociativa
y tiene un elemento neutro, entonces (X, ∗, τ(d)) es un monoide topológico.

Proposición 9.2.6. Sea (X, d, w) un espacio cuasimétrico pesable. Si ∗ : X×X → X es una
operación binaria firme con respecto a d y a w, entonces, dado un elemento fijo a ∈ X de peso
positivo, la función fa : X → X definida por fa(x) = a ∗ x, x ∈ X, es cuasiuniformemente
continua.

El resultado anterior es una generalización del inciso (vi) de la proposición 9.1.23, mien-
tras que el siguiente es una generalización del lema 9.1.19.
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Proposición 9.2.7. Sean (xn)n , (yn)n sucesiones K-Cauchy por la izquierda en un espacio
cuasimétrico pesable (X, d, w). Supóngase además que ∗ : X × X → X es una operación
binaria firme con respecto a d y a w. En estas condiciones, la sucesión (xn ∗ yn)n también
es K-Cauchy por la izquierda.

Proposición 9.2.8. Como generalización de la proposición 9.1.21 se tiene que, dados un
espacio cuasimétrico pesable (X, d, w) y una operación binaria ∗ : X × X → X firme con
respecto a d y a w, supóngase que x, y ∈ X y que (xn)n y (yn)n son sucesiones en X. Se
tiene lo siguiente:

(i) Si la sucesión (xn)n converge a x y la sucesión (yn)n converge a y, ambas con respecto
a d, entonces (xn ∗ yn)n converge a x ∗ y con respecto a d.

(ii) Si la sucesión (xn)n converge a x y la sucesión (yn)n converge a y, ambas con respecto
a ds, entonces (xn ∗ yn)n converge a x ∗ y con respecto a ds.

(iii) Si la sucesión (xn)n converge a x y la sucesión (yn)n converge a y, ambas con respecto
a d−1, y además, o bien (w (yn))n está acotada, o bien la operación ∗ es commutativa
y la sucesión (w (xn))n está acotada, entonces (xn ∗ yn)n converge a x ∗ y con respecto
a d−1.

(iv) Si (xn)n y (yn)n convergen hacia adelante estad́ısticamente a x y a y, respectivamente,
entonces la sucesión (xn ∗ yn)n converge hacia adelante estad́ısticamente a x ∗ y.
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Mediante la investigación desarrollada en este trabajo se encontraron las propiedades
básicas que tiene la operación ⊗ de convolución de sucesiones en el espacio de complejidad
de algoritmos (C, dC) y en su espacio dual (C∗, dC∗), ambos espacios cuasimétricos pesables.
En particular, se identificaron dos desigualdades, una que cumple la convolución en ambos
espacios y otra que se cumple en el espacio dual C∗. Se definieron como conceptos referentes al
caso general de una operación binaria arbitraria en un espacio cuasimétrico pesable cualquie-
ra. En este contexto generalizado, se demostraron algunas de las propiedades cuasimétricas y
de convergencia que tienen necesariamente las operaciones binarias que cumplen dichas des-
igualdades en este tipo de espacios. También se encontró un método general para construir
funcionales de mejora en el espacio de complejidad, utilizando la operación de convolución
y el mapeo de inversión. Además, se consideraron tres topoloǵıas diferentes para el espacio
de complejidad dual y se encontró que en dos de ellas la operación de convolución forma un
monoide topológico. En vista de los resultados enunciados en el caṕıtulo 9, podemos decir
que se alcanzaron las metas y los objetivos planteados para este trabajo.

Considerando los resultados presentados en el caṕıtulo anterior, se pueden plantear, como
trabajo a futuro para continuar con esta ĺınea de investigación, los problemas siguientes.

1. En la proposición 9.1.8 se da el orden de complejidad O de un producto convolución
en términos del orden de uno de sus factores. ¿Hay resultados similares con respecto a
otras cotas asintóticas, como Θ u Ω?

2. En el lema 9.1.17 se establece la continuidad de la operación convolución. No obstante,
quedan abiertos estos dos problemas: ¿Es una función abierta? ¿Es cerrada?

3. Con relación a algunas de las propiedades que tiene la convolución en el espacio dual C∗,
como por ejemplo las enunciadas en las proposiciones 9.1.9, 9.1.21 o en el lema 9.1.19,
se puede plantear la siguiente pregunta. ¿Son válidas estas propiedades también en el
espacio de complejidad C?

4. Dado un preorden, hay al menos tres topoloǵıas (no necesariamente distintas) que tie-
nen al preorden dado como su preorden de especialización [32]. La más fina de estas
topoloǵıas es la de Alexandrov, la más gruesa el la topoloǵıa superior y entre estas
dos se encuentra la topoloǵıa de Scott. En este trabajo se estudió la continuidad de
la convolución en C∗ con respecto a la topoloǵıa cuasimétrica, a la topoloǵıa de Ale-
xandrov del preorden opuesto al preorden cuasimétrico y con respecto a otra topoloǵıa
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intermedia. En el futuro se puede considerar la cuestión de la posible continuidad de
la convolución con respecto a la topoloǵıa de Scott o a la topoloǵıa superior asociadas
al preorden cuasimétrico de C∗ o a su opuesto.

5. Es posible preguntarse qué relaciones hay entre las dos cuasimétricas, dC y dC∗ , en el
espacio C ∩ C∗, un subespacio común a C y a C∗ que no es trivial, ya que contiene al
menos a todos los polinomios estrictamente positivos.

6. En un contexto más general se pueden estudiar las posibles propiedades de las funciones
definidas entre espacios cuasimétricos pesables dotados de una operación binaria, en el
sentido de buscar condiciones sobre la función (ya sean necesarias o suficientes), para
ver si la propiedad de que una de las dos operaciones sea firme, bien en el dominio o
bien en el codominio, implique que la otra operación también lo sea.
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[8] N. Bourbaki. General topology I. Berlin Heidelberg New York: Springer, 1989.

[9] P. J. Cameron. Combinatorics: topics, techniques, algorithms. Cambridge New York
Melbourne: Cambridge University Press, 1994.

[10] W. Chambers. Topology. 1st Edition. London: ETP, 2018.

[11] T. L. Chen. ((The α-closure αX of a topological space X)). En: Proceedings of the
American Mathematical Society 22.3 (1969), págs. 620-624.
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[29] L. M. Garćıa-Raffi, S. Romaguera y M. P. Schellekens. ((Applications of the comple-
xity space to the general probabilistic divide and conquer algorithms)). En: Journal of
Mathematical Analysis and Applications 348.1 (2008), págs. 346-355.
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[41] J. M. Hernández-Morales y col. ((Espacios con distancias no simétricas)). En: Temas de
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[53] V. A. Kovalevsky. ((Digital geometry based on the topology of abstract cell comple-
xes)). En: Proceedings of the Third International Colloquium “Discrete Geometry for
Computer Imagery” (DGCI’93). University of Strasbourg. France, 1993, págs. 259-284.
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[56] H. P. A. Künzi. ((Nonsymmetric topology)). En: Colloq. Math. Soc. János Bolyai Math.
Studies 4.(Proc. Colloquium on Topology 1993 Szekszárd, Hungary) (1995), págs. 303-338.
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[72] S. Romaguera, E. A. Sánchez-Pérez y O. Valero. ((The Dual Complexity Space as the
Dual of a Normed Cone)). En: Electronic Notes in Theoretical Computer Science 161
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édition. Actualités scientifiques et industrielles 551. Paris: Hermann & Cie Editeurs,
1937.

[94] J. D. Weston. ((On the Comparison of Topologies)). En: Journal of the London Mathe-
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