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INTRODUCCION

Existen muchas cuestiones del mundo real de gran importancia que para su resoluciéon
requieren de la elaboracion de modelos matematicos que representen dicha situacion,
los cuales estan conformados en su mayoria de ecuaciones diferenciales o ecuaciones en
diferencias, ya que son herramientas muy ttiles de anélisis [11]. Sin embargo, debido a sus
diversas aplicaciones en areas como Economia, Biologia, Ingenieria, Sociologia, Fisiologia,
entre otras, y como resultado de miltiples aportaciones para formulaciéon de nueva teoria
tanto de fisica como de mateméticas, se ha dado méas difusiéon y énfasis a las ecuaciones
diferenciales, por lo que las ecuaciones en diferencias son un poco menos conocidas, pero
no por eso menos importantes, puesto que surgieron con la necesidad de describir un
fenémeno en el transcurso del tiempo cuando es considerado discreto, algo que no podia
ser representado mediante ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones en diferencias a pesar de su reciente aparicion (durante la década de
los cincuenta [22]), ya se habian utilizado, aunque de forma simple, desde la antigiiedad
por civilizaciones como la egipcia, la babilénica y la griega, principalmente.

Tiempo después, durante los siglos XII - XIX, fue el mayor desarrollo que tuvieron
las ecuaciones en diferencias, sobre todo en Europa, al cual contribuyeron grandes mate-
maticos como Fibonacci (1180 - 1250), Taylor (1685 - 1731), Stirling (1692 - 1770), entre
otros.

El primer método sistematico para resolver una ecuacién en diferencias lineal con
coeficientes constantes es atribuido a Abraham de Moivre (1667 - 1754) [15].

En el siglo XVIII, H. Poincaré (1854 - 1912) brind6 la mayoria de los aportes para
crear los fundamentos de la teoria moderna de ecuaciones en diferencias lineales [9].

Adicionalmente, durante el siglo XVII, la construccion de algunos métodos para resol-
ver diversas ecuaciones en diferencias fueron brindados por Broggi (1880 - 1965) y Milne
- Thompson (1891 - 1974) [9].
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Las ecuaciones en diferencias tuvieron un crecimiento notable en los tltimos anos,
tal que desde mediados del siglo XX se considera como una rama de las mateméaticas
consolidada como parte de los sistemas dinamicos.

Por su caracter discreto, con el paso de los anos y con el avance de la teoria mate-
matica se han hallado diversas aplicaciones en otras areas del conocimiento tales como
Biomatematicas, Fisica, Epidemiologia, Finanzas, Economia, Ingenieria, entre otras. Por
lo que puede decirse que esta area sigue en ascendencia y podria desarrollarse mas teoria
y hallarse nuevas aplicaciones.

Debido a que en el area de Economia hay diversos problemas que requieren de la
utilizaciéon de variables econémicas a intervalos fijos de tiempo se dice que el tiempo
es de caracter discreto, por lo que es necesaria la implementacion de las ecuaciones en
diferencias, las cuales se ocupan para expresar el comportamiento de dichas variables [20].

Existen multiples aplicaciones de las ecuaciones en diferencias en el area de Economia
y Finanzas, tanto en el &mbito de microeconomia como de macroeconomia que no podrian
ser resueltas de otra forma y en ocasiones la resolucion de ecuaciones en diferencias son
consideradas como una herramienta complementaria o alternativa de algunos modelos
clasicos econémicos, puesto que con ellas se pueden modelar problemas de la Matematica
Financiera que representan situaciones mas complejas que las que se resuelven utilizando
técnicas clasicas [17].

En este trabajo de tesis estudiamos las ecuaciones en diferencias y analizamos su apli-
cacion en la deduccion y planteamiento de algunos modelos econémicos, dependiendo de
las ecuaciones en diferencias que utilicen, examinando principalmente la parte matema-
tica y algunos conceptos econémicos necesarios para una adecuada compresion de dichos

modelos. Para la teoria referente a ecuaciones en diferencias, nuestra referencia principal
fue [].

Para lograr tales objetivos, el trabajo de tesis lo hemos organizado como se indica a
continuacion.

En el Capitulo 1 proporcionamos las notaciones y conceptos basicos que son necesarios
para el buen desarrollo y entendimiento de los resultados que se analizan durante el
trabajo.

Posteriormente, en el Capitulo 2 iniciamos con el estudio de las ecuaciones en diferen-
cias lineales de primer orden; analizamos la parte cuantitativa proporcionando métodos
de solucién y examinamos la parte cualitativa a través del anélisis de criterios de esta-
biliad. Finalizamos este capitulo proporcionando algunos modelos de Economia que son
planteados y resueltos mediante este tipo de ecuaciones: Modelo de la telarana, modelo
simple sobre la tasa de empleo, modelo simple sobre consumo y renta, modelo simplificado
de Harrod y modelo de amortizacion.

Las ecuaciones en diferencias de orden superior son analizadas en el Capitulo 3, ini-
ciando con las ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes homogéneas
y no homogéneas, para estas tltimas se utiliza el método de coeficientes indetermina-
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Introducciéon

dos. Luego, examinamos el método de variacion de pardmetros para hallar soluciones de
ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes no constantes. También estudiamos las
ecuaciones en diferencias no lineales, particularmente las que son de tipo Riccati. Para
la aplicacion de la parte tedrica de este capitulo, se proporcionaron los modelos en Eco-
nomia: Modelo de interacciéon de multiplicador con acelerador de Samuelson, modelo de
Hicks, modelo de ingreso nacional y la ruina del apostador.

El Capitulo 4 lo dedicamos a estudiar los sistemas de ecuaciones en diferencias linea-
les, donde hacemos un anélisis tedrico general, para desptes centrarnos en los sistemas
de ecuacionen en diferencias lineales con coeficientes consatantes, para hallar la soluciéon
de estos sistemas nos auxuliamos del algoritmo de Putzer, la teoria de diagonalizacion de
matrices y la teoria de la forma de Jordan para faciliar el célculo de matrices fundamenta-
les. Las aplicaciones de esta tltima parte las utilizamos en: Modelo de comercio, modelo
dindamico de insumo-producto y modelo de ajuste de capital social.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo, se proporcionan los conceptos basicos que utilizamos a lo largo del
desarrollo de la tesis. Las ecuaciones en diferencias generalmente describen la evoluciéon de
un fenémeno determinado en el tiempo, por lo que debido a su enfoque de tipo discreto,
es importante estudiar conceptos previos tales como funciones discretas, calculo de dife-
rencias y operadores, entre otros temas, los cuales serdn analizados de manera detallada
en el trabajo de tesis. Por ahora, introducimos los conceptos bésicos y fundamentales que
nos ayudan a comprender los objetivos del presente proyecto, ademés de proporcionar un
panorama teérico de los alcances que se pretenden cubrir.

1.1. Notaciones y conceptos basicos

Como es usual N denota al conjunto de los ntimeros naturales, Z el conjunto de los
ntmeros enteros, Z, el conjunto de los niimeros enteros no negativos y R el conjunto de
los niimeros reales. Dados dos conjuntos X y Y, una funcién de X en Y la denotamos por
f X — Y. Particularmente, dados X un conjunto, f : X — X una funcion y n € Z,,
la n-ésima iteracion de f se define como la composicion reiterada de f consigo misma n
veces y la denotamos por f", donde f! = fy f° = idx (identidad en X). Si A C X,
denotamos por f*(A) a la imagen de A bajo f*, cuando k > 0, y la preimagen bajo fI*!
cuando k < 0. El conjunto A’ es aquel que contiene todos los puntos de acumulacién de
A. Dada una matriz A, A" denota el producto de dicha matriz consigo misma n veces y
A% = I, ademas AT representa la matriz transpuesta de A.

Por otra parte, proposiciones y acuerdos que utilizamos en los capitulos posteriores,
sin hacer mencion especifica, son los siguientes:



1. Preliminares

Binomio de Newton: Para a, b € R y n € N, se tiene que:

(a) (a+b) = S0, (M)aibi.
(b) (a—b)" =" (=1 (") a"V'.

Sean a, b € R, con a # by n € N. Se tiene que:

b — a™

b—a

oyl 20 £ p B2 e a2 4 gL (1.1.1)

Sea x : Zy — R una funcion real. La suma telescopica:

n

> (@(k+1) — x(k) = z(n+ 1) — 2(0).

k=0

Considerando = : Z; — R y n,ng € Z,, se denotan y definen:

sin < ng.

ﬁ 2(i) = {glv(no)x(no +1)---x(n) sin>ny, (112)

1=ng

ix@) x(nog) +x(ng+1)+---+x(n) sin > nog,
0 sin < ng.

1=ng

(c) Sia € Ry xz(i) = a, para cada i € Z,, se tiene que:

H x(i) = a" ",

1=ng

(d) Sia€ Ry x(i) =a, para cada i € Z,, se tiene que:

n

Z z(i) = (n — ng)a.

1=ng

A continuacién mostramos otros resultados que son usados en el presente trabajo, que
por ser bésicos y conocidos omitimos las demostraciones, los interesados pueden consultar
tales demostraciones en [16] y [1].

Proposicion 1.1.1. Sean A C Rno vaciocona € A’y f: A — R una funciéon. Si L € R
tal que lim f(x) = L, entonces lim |f(x)| = | lim f(z)| = |L|.
r—a Tr—a r—a

Proposicion 1.1.2. Sean ACR,a€ A,ceRconc>0y f: A— R una funcion.

2



1.2. Funciones discretas y diferencia de funciones

(a) Silim f(x) < ¢, entonces existe § > 0 tal que si x € Ay |x — a| < 4, se cumple que

T—a

flz) <e.

(b) Si ¢ < lim f(z), entonces existe 6 > 0 tal que si z € Ay |z —a| < d, se cumple que

r—a

c < f(x).

Teorema 1.1.3. Sean z € R y z(n) = 2", para cada n € N:

(a) Si|z| <1, entonces lim z(n) = 0.
n—oo

(b) Si |x| > 1, entonces lim z(n) = oo.
n—oo

Teorema 1.1.4. Sean A C Ry f: A — R una funciéon. Se dice que f es continua en
p € A siy solo si para cada {x(n)} C A con x(n) — p, se tiene que f(x(n)) — f(p).

1.2. Funciones discretas y diferencia de funciones

Definicion 1.2.1. Sea A C R un conjunto no vacio. Se dice que la funcién f: A — R es
discreta si A es numerable.

Ejemplo 1.2.2. Un bien material costo originalmente $1000.00. Teniendo en cuenta
que esta sujeto a cierta depreciaciéon con cada ano que pasa, su valor depreciado puede
calcularse de la forma siguiente:

f(n) = 1000(1 — 0.05)",

donde n € Z, representa el ano de envejecimiento. En este caso f : Z, — R. Asi, f es
una funcion discreta.

Algebra de funciones
Definicién 1.2.3. Sean f,g: Z — R dos funciones.

1. La suma de las funciones f y g se denota por f+ g : Z — R y se define por:
(f +9)(n) = f(n) +g(n),

para cada n € Z.

2. La resta de las funciones f y g se denota por f — g : Z — R y se define por:
(f = 9)(n) = f(n) — g(n),

para cada n € Z.
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3. El producto de las funciones f y g se denota por fg:Z — R y se define por:
(f9)(n) = f(n)g(n),

para cada n € Z.

4. El cociente de las funciones f y g se denota por 5 : Z — R y se define por:

(L) =12 g 0.

para cada n € Z.

5. El producto de un escalar ¢ € R por la funcion f se denota por cf : Z — R y se
define por:

(cf)(n) = cf(n),

para cada n € Z.

El conjunto de funciones de Z en R lo denotaremos por S(Z), esto es:

S(Z) ={z|x:Z — R}.

No es dificil verificar que S(Z) con las dos operaciones usuales es un espacio vectorial
sobre R.

Diferencia de una funciéon
Definicién 1.2.4. Sea f : Z, — R una funcion.

(a) La funcion diferencia de f se denota por Af : Z, — Ry se define por:
Af(n) = f(n+1) = f(n),

para cadan € Z, .

(b) La funcion incremento o corrimiento (shift) de f se denota por Ef : Z, — Ry se
define por:

Ef(n) = f(n+1),

para cada n € Z.

Por la Definicion [1.2.4}(a), dada f : Z, — R, se tiene que la Af también es una
funcion. Esto es, podemos obtener la diferencia de Af, la cual denotamos por A%f y se
le llama doble diferencia de f. De manera similar, se obtiene la triple diferencia de f, es
decir, A3f. Asi, de manera inductiva, para cada k € N, la k-ésima diferencia de f, esta

dada por:
AFf = AAFLf

4



1.2. Funciones discretas y diferencia de funciones

Ejemplo 1.2.5. Sean c€ Ry f:Z, — R tales que f(n) = ¢, para cadan € Z,.

» La funcion diferencia de f es Af : Z, — R tal que Af(n) =0, para cada n € N.

En efecto:

Af(n) = f(n-+1) — f(n)
“0

» La funciéon incremento de f es Ef : Zy — R tal que Ef(n) = ¢, para cada n € N.

En efecto:

Ef(n) = f(n+1)

=c.
Ejemplo 1.2.6. Sean c€ Ry f:7Z, — R tales que f(n) = cn, para cadan € Z,.

» La funcion diferencia de f es Af : Z, — R tal que Af(n) = ¢, para cada n € N.

En efecto:

Af(n) = f(n+1) = f(n)

=c(n+1)—cn
=cn+c—cn
=c.

» La funcion incremento de f es Ef : Z, — R tal que Ef(n) = cn + ¢, para cada
n € N.

En efecto:
Ef(n)=f(n+1)
=c(n+1)
=cn + c.

Ejemplo 1.2.7. Seana, b€ Ry f:Z, — R tales que f(n) = an+ b, para cada n € Z,..

» La funcion diferencia de f es Af : Z, — R tal que Af(n) = a, para cada n € N.
En efecto:

Af(n) = f(n+1)— f(n)
=(a(n+1)+0b) — (an+b)
=an+a+b—an—2>

= a.
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» La funcion incremento de f es Ef : Z, — R tal que Ef(n) = a(n + 1) + b, para
cada n € N.

En efecto:

Ef(n) = f(n+ 1)
=a(n+1)+0.

1.3. Calculo en diferencias y operadores

Iniciamos esta secciéon proporcionando algunos aspectos esenciales del calculo en dife-
rencias que se utilizan después en la resoluciéon de las ecuaciones en diferencias de orden
superior.

El calculo en diferencias es analogo al calculo diferencial, utilizando el tiempo discreto.
El conjunto de funciones de Z, en R lo denotaremos por S(Z..), esto es:

S(Zy) ={z|x:Z, — R}.

Notar que S(Z.) es un subespacio vectorial de S(Z), con las operaciones usuales.

Definicion 1.3.1. Definimos los siguientes operadores sobre S(Z. ):

1. El operador incremento o corrimiento (shift) se denota por E : S(Zy) — S(Z4) y
se define como:
E(z) = Exz, para cada z € S(Z,),

donde Ez es la funcion incremento de z, es decir, Fz(n) = x(n + 1), para cada
n c Z+.

2. El operador diferencia se denota por A : S(Z,) — S(Z..) y se define como:

A(r) = Az, para cada x € S(Z, ),

donde Az es la funcién diferencia de x, es decir, Az(n) = z(n + 1) — z(n), para
cada n € Z.

3. El operador identidad se denota por I : S(Zy) — S(Z) y se define como:

I(x) = Iz, donde Iz(n) = z(n), para cadan € Z,.

Referente a estos operadores, con el objetivo de hacer practica y accesible la nota-
cion, en este trabajo también usamos la notacion A(xz(n)) para Ax(n), de acuerdo a las
necesidades, de manera similar para los operadores E e I.

6



1.3. Calculo en diferencias y operadores

Proposicion 1.3.2. Sean = € S(Z,) y n € Z,. Se cumple que:
Ef(x(n)) = 2(n + k),
para cada k € N.

Demostracion. Para k = 1, se tiene que:

EY(z(n)) = z(n +1).

Supongamos que E*(z(n)) = z(n + k). Veamos que E®*V(x(n)) = z(n + (k + 1)).
E**(x(n)) = B(E*(z(n)))
= E(z(n+k))
=az(n+ (k+1)).
Por lo tanto, E*(z(n)) = z(n + k), para cada k € N. [ |

Otra propiedad de los tres operadores, que no es dificil de verificar es: A = E — I.

Teorema 1.3.3. El operador diferencia A : §(Z,) — S(Z) es lineal.

Demostracion. Sean xz,y € S(Z4) y n € Z,. Se sigue que:
A(z(n) +y(n)) = (x(n+1) +y(n + 1)) — (z(n) + y(n))
= (@(n+1) —z(n)) + (y(n+1) —y(n))
= Az(n) + Ay(n).
Ahora, sea a € R. Se tiene que:
A(ax(n)) = ax(n+ 1) — ax(n)
=a(z(n+1) —z(n))
= aAz(n).

Por lo tanto, A es lineal. [ ]

Teorema 1.3.4. El operador incremento E : S(Z;) — S(Z) es lineal.

Demostracion. Sean x,y € S(Z4) y n € Z,. Se tiene que:
E(z(n) +y(n)) =z(n+1) +y(n+1)
= Ex(n) + Ey(n).
Sea a € R. Se sigue que:
E(ax(n)) = ax(n+ 1)
=aFEx(n).

Por lo tanto, E es lineal. [ |




1. Preliminares

Proposicion 1.3.5. Sean = € S(Zy), n € Zy y A : S(Zy) — S(Z.) el operador
diferencia. Se cumple que, para cada k € N:

k
(kK

A*z(n) = Z(—l)l( )x(n +k —1).
Demostracion. Sea k € N. Considerando el operador incremento F : S(Z,) — S(Z,) y
el operador identidad [ : S(Zy) — S(Z.), se tiene que A = E — I. Luego:

Ara(n) = (E - D a(n))
Luego, usando la formula del Binomio de Newton, se tiene que:
(B~ D Gal) = S0 () 1 et = 10 (et k- ),
1=0 1=0

Por lo tanto, para cada k£ € N:

Con todo, se tiene el resultado. [ |
Con argumentos similares se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.6. Sean x € S(Z;), n € Zy, E : S(Z,) — S(Z,) el operador incre-
mento y A : S(Z.) — S(Z) el operador diferencia. Se cumple que, para cada k € N:

Fha(n) = zk: (’j) A= ().

=0

Teorema 1.3.7 (Fundamental del calculo, version discreta). Sean € S(Zy), n, ng € Z
y A:S(Zy) — S(Z,) el operador diferencia. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(a)
> Ax(k) = z(n) — x(ny).

k=ng

A (Z x(k)) = z(n). (1.3.1)




1.3. Calculo en diferencias y operadores

Demostracion. (a) Se tiene que:

> Ax(k) = ; (z(k +1) — z(k))

(x(no + 1) —x(ng)) + (z(no + 2) — z(ng + 1))
bt (o)~ aln — 1)

(b) Notemos que:

—0 k=m0
(no) +x(no + 1) + - +x(n—1) + z(n))
— (#(no) + z(no + 1) +--- + a(n—1))

= (z(no) — z(no)) + (x(no + 1) — x(no + 1))
+-+(xn—1)—z(n—1)) +z(n)

= z(n).

k=
= (z

~—~

R

De (a) y (b) se sigue el resultado. [ |

Sean A : S(Zy) — S(Z.) el operador diferencia, k € Ny p € S(Z;) tal que p es un
polinomio de grado k, digamos que p(n) = agn® + ayn*~1 + --- + a;, para cada n € Z,
donde a; € R para cualquier 7 € {0,1,...,k}. Se tiene que:

Ap(n) = (ao(n+1)* + ax(n + 1) "+ + ap) — (agn® + af " + -+ + ap)
= agkn®! 4 términos de grado menor a k — 1

A?*p(n) = agk(k — 1)n*2 + términos de grado menor a k — 2

AFp(n) = agk!

De esta manera: ‘
AFFip(n) =0, para cada i € N,
La potencia incremento o corrimiento (shift)

Sean E : S(Z;) — S(Z.) el operador incremento, I : S(Z;) — S(Z) el operador
identidad, £ € N y p un polinomio de grado k con variable F, esto es:

p(E) = agE* + a, EM ' -+ apd,

donde a; € R, para cualquier ¢ € {0,1,...,k}.

9
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Sea b € R una constante. Se sigue que:

p(E)(0") = (aoE* + a1 E* 1 4 - + ap, 1) (b")
= aoE* (V") + e EF Y (V) + - - 4 a1 (b7)
= aoh"™F + a b 4 4 ab"
= (apb® + a0t + -+ ap)b"
= p(b)b".

Esto se puede generalizar de la forma siguiente:

Lema 1.3.8. Sean F : S(Zy) — S(Z4) el operador incremento, I : S(Z;) — S(Zy4) el
operador identidad, & € N, p un polinomio de grado k con variable E, digamos p(F) =
aoE* + a; E*' + .- + a;1, donde a; € R, para cualquier i € {0,1,...,k} y g € S(Z,).
Para cada n € Z_, se tiene que:

p(E)(b"g(n)) = b"p(bE)(g(n)),

donde b € R es una constante.

Demostracion. Se tiene que:

p(E)(b"g(n)) = (aoE* + a1 E*' + - 4 a, 1) (0" g(n))
= agE*(b"g(n)) + a1 E* 1 (0"g(n)) + - - - + a(b"g(n))
= agb"Fg(n + k) + ab"Fgm 4+ k1) + -+ apb"g(n)
= 0"(agb"g(n + k) +arb"g(n +k —1) + - + arg(n))
= b"(agh" E*(g(n)) + arb* T E* Y (g(n)) + - - + axI(g(n)))
= b"(ao(b"EX) + ay (W TEFTY) 4 ar)g(n)
=0"p(bE)g(n).

Por lo tanto, p(E)(b"g(n)) = b"p(bE)g(n), para cada n € Z,. [ |

Polinomios factoriales

Sean x € Ry k € N. El k-ésimo factorial de x se denota y define como:

e®) =gz —1) (z—k+1).

Adicionalmente, se define:

I 1

e Py o

10
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Siz=nconneNyn >k, setiene que:

n! n
n®) _ o O

Podemos extender las definiciones del operador diferencia A : S(Z,) — S(Z4) y del
operador incremento E : S(Zy) — S(Z.) a funciones continuas f : R — R, de la forma
siguiente, para cada t € R:

Con esto, podemos definir Af(z) y Ef(z) donde f(x) = 2®, con x € Ry k € N. Esto
significa que:

Lema 1.3.9. Sean A : S(Z;) — S(Z,) el operador diferencia, x € Ry k, n € N. Son
verdaderas las siguientes afirmaciones:

()
Az® = kgD, (1.3.2)
(b)
A" (2®) = k(k = 1)+ (b —n+ 1)z,
(c)

AF (z8)) = k!
Demostracion. (a) Se tiene que:

Az® = (z +1)® — z®
(z+D(x)(z—-1)--(x—k+2)—(x(z—1)---(z—k+2)(z—k+1))
(z4+1)=(z—k+1))(x(z—=1)-(x —k+2))

ka1,

(b) Para n =1, del inciso (a), se sigue que:

Al (x(k)) = ka1,

11
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Para n = 2, se tiene que:

A? () = A (Az™W)
= A (ka®)
= kA (z%71)
= k(k — 1a®2.

Para n = 3, se tiene que:

A (@) = A (4% (=)
= A (k(k — 1)2*72)
= k(k — 1)A (2572
= k(k —1)(k — 2)z*?,

Si se realiza esto inductivamente para cada n € N, se sigue que A" (x(k)) = k(k —
- (k—n+ 1)zt

(c) Del inciso (b), si n = k, se sigue que:

De (a), (b) y (c), se sigue el resultado. |

De forma similar, se puede probar el Lema para k € Z~. Con esto, las afirmaciones
de dicho lema son vélidas para cada k € Z.

Existen las reglas del producto y del cociente para el célculo en diferencias, como lo

vemos a continuacion.

Proposiciéon 1.3.10. Sean A : S(Z;) — S(Z) el operador diferencia y E : S(Z;) —
S(Z,) el operador incremento, z, y € S(Zy) y n € Z,. Los siguientes enunciados son
verdaderos:

(a)
Alz(n)y(n)] = E(z(n))Ay(n)) + y(n) Az (n)). (1.3.3)

(b)




1.3. Calculo en diferencias y operadores

Demostracion. (a) Notemos que:

Alz(n)y(n)] =z(n+Dy(n+1) —
=z(n+1y(n+1)—

z(n+1)(y(n+1) —y(n)) +y(n)(z(n+1) — z(n))
= E(z(n))A(y(n)) + y(n)Az(n)).

n)y(n)

z(n+1Dy(n) + z(n+ y(n) — z(n)y(n)

2(
(

(b) Se tiene que:

i) a(n+1)  z(n)
A[mn}‘ ynt D)y
r(n+1Dyn) —z(n)y(n + 1)

z(
y(n)y(n+1)
z(n + Dy(n) — 2(n)y(n) + 2(n)y(n) — x(n)y(n +1)

y(n)y(n +1)
_ym)(m+1) —2(n)) —2z(n)y(n+1) —y(n)
y(n)y(n+1)
_ ymA(z(n) — 2(n)Ay(n))
y(n)E(y(n))
De (a) y (b), se sigue el resultado. [ |

El operador antidiferencia

Definicién 1.3.11. Para cada f, F' € S(Z, ), el operador antidiferencia se denota por
A7V S8(Zy) — S(Z,) y se define como:

A7 f(n) = F(n)+ ¢, si AF(n) = f(n),
donde ¢ € R es una constante.

Ejemplo 1.3.12. Sean F' € S(Zy) tal que F es la funcion constante a, donde a € Ry
g € S(Z4) tal que g es la funciéon constante cero. Notemos que en este caso AF(n) =
Fn+1)—F(n) =a—a=0. De donde, A™'g(n) = A7(0) = F(n) +c; =a+¢ = ¢,
donde ¢ € R es alguna constante. En resumen, la antidiferencia de la funcién constante
cero, es una constante.

Ejemplo 1.3.13. Sea F' € §(Z.) tal que F(n) = an, para cada n € Z,, donde a € R es
alguna constante. En este caso AF(n) = F(n+1)— F(n) = a(n+1) —an = a. De donde,
A7Ya) = F(n) 4+ ¢; = na + ¢, donde ¢ € R es alguna constante. Asi, la antidiferencia de
la funcién constante a es na + ¢, para alguna constante ¢ € R.

13
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Proposicion 1.3.14. Sean A : S(Z) — S(Z,) el operador diferencia, A~ : S(Z,) —
S(Z.4) el operador antidiferencia f, F' € S(Z,) y n € Z,. Las siguientes afirmaciones son
validas:

(a) A(ATHf(n)) = f(n).
(b) A™Y(AF(n)) = F(n)+ ¢, con ¢ € R constante.

Demostracion. (a) Del Teorema se tiene que:

A(AT f(n)) = A(F(n) +¢)

(b) Se sigue que:

El resultado se sigue de (a) y (b). ]

Proposicion 1.3.15. Sean A~ : S(Z,) — S(Z,) el operador antidiferencia, f € S(Z)
y ¢ € R una constante. Se cumple que, para cada n € Z,:

A7 f(n) = ' f@@) + e (1.3.4)

/\
[P
/—\D
S N A S
L)L <
k,__\
v
N~
?
=
S

Como se querfa demostrar. [ |

Teorema 1.3.16. El operador A~ : §(Z,) — S(Z.) es lineal.

14
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Demostracion. Sean x,y € S(Zy) y n € Z.. De la Proposicion [1.3.15] se tiene que:

Sea a € R. Se sigue que:

Por lo tanto, A~! es lineal. |

Lema 1.3.17. Sean A™! : S(Z,) — S(Z.) el operador antidiferencia y n € Z,. Para
cada k € N, se cumplen los siguientes argumentos:

(a) A7*0) = enF L+ enf2 4+ -+ + ¢, donde ¢;, co, ..., € R.

(b) A7F(1) = T,;—],C +enF 4+ enf 2+ ... 4 ¢, donde ¢, ¢, ..., €R.

(1)

E+1

(c) A~k = +c,conk#1yceR.

Demostracion. (a) Para k =1, se tiene que:

A_l (0) =C1.

Para k = 2, se tiene que:

A(0) = A7(A(0))
=AY ()

= Cc1n + cs.

Para k = 3, se tiene que:

AT(0) = AT A(0))

15
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= A" (ayn +ay), donde a;,a; € R

=a; A7 (n) + A Y ay) (Teorema [[3.16)

2
= (%) + b1 + aon + by, donde by, by € R

ay

= <§> n? + asn +as, con as = by + by
= 61712 + con + c3.

donde ¢; = 4, c; = az y c3 = as.

Si se realiza esto inductivamente para k € N, se sigue que

ATRO0) = en F e

(b) Para k =1, se tiene que:
AN =n+q.

Para k = 2, se tiene que:
AT (1) = ATH(ATH(D))
=A'(n+a;), dondea; €R
A7 (n)+ A ' (a;) (Teorema [[3.16)
n

+ b1 +an+ by, donde by,by € R
2

= a—i—cm—l—cg
donde ¢; = ay y ¢o = by + bs.

Para k = 3, se tiene que:
AT(1) = ATH(ATH(1))

2
= A1 (Z' +ain+ ag) . donde a,a, € R

_ lA_l(nQ) + a1 A7 (n )+A Y(ag) (Teorema [L.3.16)

21
1 /n?

= 5 ? +b1—|—a1 +b2+a2n+b3, donde blaanb3 ER
n3

- +<2>n "+ agn + by + by + by

n3
— 54‘61” + con + cs.
donde ¢; = 4, co = az y c3 = by + by + bs.
Si se realiza esto inductivamente para cada k € N, se sigue que A%(1) = z—lf—l—cln"“_l +
k—2 )
(YA o T

16
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(c) De (1.3.2)), se sigue que:
An® = in=b
donde 7 € N.
Pongamos ¢ = k + 1. De la Proposicion [1.3.14H(b) y el Teorema |1.3.3] se tiene que:
A = (k + 1)n®

o L

(k) — A (k+1)
n P
1
Afl )\ — Afl A (k+1)
(1) = A7 (Antt+0)
(kD)
BT
con k # —1.
De (a), (b) y (c) se sigue el resultado. [ |

Adicionalmente, existe una version discreta de la formula de integracion por partes del
calculo integral que podemos denominar suma por partes.

Proposicion 1.3.18. Dados z,y € S(Z;), n € Zy y A : S(Zy) — S(Z,), se cumple lo
siguiente:

—_

n—

S y(k)A(k) = z(m)y(n) — 3 2(k + 1) Ay(k) +c.

0

il

donde ¢ € R es una constante.

Demostracion. De (1.3.3)), se tiene que:
Alz(n)y(n)] = E(x(n))Ay(n)) + y(n)A(z(n)).
Lo cual implica que:
y(n)A(z(n)) = Alz(n)y(n)] — E(z(n))Ay(n)).
De aqui, por la Proposicion [[3.14-(b), se deduce que:
A7 (y(n)Az(n)) = z(n)y(n) — A (Exz(n)Ay(n)) + ¢;, donde ¢; € R.

Por otro lado, de (1.3.4), se tiene que:

n—1 n—1
Zy(k’)Ax(k:) +co = x(n)y(n) — Zx(k‘ + 1)Ay(k) + c3 +c¢1, donde cy,c3 € R
k=0 k=0
n—1 n—1
y(k)Ax(k) = z(n)y(n) — p_x(k+1)Ay(k) +c,
k=0 k=0
donde ¢ = ¢ — 5 + c3.
Como se queria demostrar. [ |
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1.4. Formulacién general de una ecuacioén en diferencias

En esta secciéon introducimos el concepto que es la parte fundamental de este trabajo,
a saber, las ecuaciones en diferencias.

Definiciéon 1.4.1. Sean = : Z, — R una funciéon y k£ € N. Una ecuacion en diferencias
determinada por x es una relacién entre la variable n, la funciéon x y una o mas de sus
diferencias Az, Az, ..., AFz. Tal relaciéon generalmente se expresa de manera explicita
como:

G(A*z(n), A*x(n),...,Az(n),z(n),n) =0, para cadan € Z,, (1.4.1)

donde G : R*! x Z, — R es alguna funcién real.

Notemos que usando (1.3.5)), se tiene que toda ecuacion en diferencias (1.4.1)) se puede

expresar de la siguiente manera, y viceversa:
Flxn+k),z(n+k—=1),...,2(n—1),2(n),n) =0, paracadan€Z,, (1.4.2)

donde F': R*! x Z, — R es alguna funcién real.

Ejemplo 1.4.2. Sean A : §(Zy) — S(Zy) y x € S(Z,). Consideremos la ecuacion en

diferencias:
G(Az(n),z(n),n) =0, paracadan € Z,, (1.4.3)

donde G : R? x Z, — R esta dada por G(u,v,n) = au + bv, con a,b € R.
Asi, por (1.4.3) y la forma de G, se sigue que son equivalentes:

X

bz (n)
bx(n)
bx(n)
)z(n)

n

aAz(n)

+
a(z(n+1) = z(n)) +
ax(n+1) —ax(n) +

o o o o

T\

ar(n+ 1)+ (b —a)x(n (1.4.4)

Considerando la funcion F : R? x Z, — R tal que F(u,v,n) = au+ (b — a)v, se tiene que
la ecuacion ([1.4.4]) se puede escribir como:

F(zx(n+1),z(n),n) =0, paracadan € Z,. (1.4.5)
De esta manera, la ecuaciéon se puede expresar como la ecuacion (L.4.5)), y viceversa.

Ejemplo 1.4.3. Sean A : S(Zy) — S(Zy) y * € S(Z,). Consideremos la ecuacion en

diferencias:
G(A%z(n), Ax(n),z(n),n) =0, paracadan € Z,, (1.4.6)

donde G : R? x Z; — R esta definida como G(u,v,z,n) = bu + 16v + 21z.

18
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Asi, por (1.4.6) y la forma de G, se sigue que son equivalentes:

5A%z(n) + 16Ax(n) + 21z(n) =0

5A(z(n+1) —xz(n)) + 16(z(n+ 1) — x(n)) + 21z(n) =0

5(x(n+2)—2x(n+1)+x(n)) + 16(z(n+ 1) — z(n)) + 21z(n) =0

S5z(n+2) — 10z(n + 1) 4+ 5x(n) + 16z(n + 1) — 162(n) + 21z(n) =0

5x(n+2) + (16 —10)z(n+ 1) + (21 + 5 —16)z(n) =0
5z(n+2)+6x(n+ 1)+ 10x(n) =0 (1.4.7)

Considerando la funci(’)n F:R?>xZ, — R tal que F(u,v,z,n) = 5u + 6v + 10z, se
tiene que la ecuacion se puede escribir como:

F(z(n+2),z(n+1),2(n),n) =0, paracadan € Z,. (1.4.8)

De esta forma, la ecuacion (1.4.6)) se puede expresar como la ecuacion (1.4.8)), y vice-
versa.

La ecuacion (1.4.2]) es la mas usada en la literatura para definir una ecuacién en
diferencias. Ademas, la ecuacion (|1.4.2)) también se denota por:

F(Tpik, Tnak—1, -y Tn_1,Ty,n) =0, paracadan € Z,.

En este trabajo usamos la notacion dada en ([1.4.2) para denotar una ecuacion en
diferencias, de manera general.

Notar que la ecuacién . es equivalente a:
Fz(n+1),z(n),z(n—1),...,2(n—k+1),n) =0, paracadane€Z,. (1.4.9)

1.5. Clasificacion de ecuaciones en diferencias

Definicion 1.5.1. El orden de una ecuacion en diferencias es el mayor indice menos el
menor indice de los términos de la respectiva ecuacion.

Asi, el orden de la ecuacion (1.4.2) es k.

En la teoria de ecuaciones en diferencias existe una clasificacion muy tutil de dichas
ecuaciones, que hace referencia a si estas dependen o no del parametro n.

Definicion 1.5.2. Se dice que la ecuacion en diferencias de orden k, (|1.4.2)), es homogénea
o autdnoma si no depende explicitamente del parametro n, es decir, (1.4.2]) se puede
escribir como:

Fx(n+k),z(n+k—1),...,2z(n—1),z(n)) =0, paracadan € Z,.
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En caso contrario (cuando (1.4.2)) si depende explicitamente de n), se dice que la
ecuacion (|1.4.2)) es no homogénea o no auténoma.

En este proyecto de tesis trabajamos con ecuaciones en diferencias del tipo ([1.4.2]) que
se pueden resolver para z(n + k), las cuales se definen a continuacion:

Definicion 1.5.3. La ecuacion en diferencias de orden k, ((1.4.2), se dice que es:

1. Normal si existe alguna funciéon real f : R¥ x Z. — R tal que:

z(n+k)=f(x(n+k—-1),...,2(n—1),x(n),n), paracadan € Z,.

2. Lineal si existe alguna funcién real f: R*¥ x Z, — R tal que f es lineal y:

z(n+k)=flx(n+k—-1),...,2(n—1),2(n),n), paracadan € Z,. (1.5.1)

En general, las ecuaciones en diferencias se pueden clasificar segiin su orden, propie-
dades de la funcion f (lineales, no lineales, etc), homogeneidad y tipo de coeficientes,
principalmente.

Veamos algunos ejemplos de ecuaciones en diferencias y la clasificaciéon que se les puede

dar mediante los criterios mencionados.

Ejemplo 1.5.4 (Método de Newton-Raphson). Sean g : R — R una funcién continua-
mente derivable y x € S(Z, ). Este método es uno de los métodos numeéricos mas famoso
para hallar las raices de la ecuacion g(z) = 0. El algoritmo de Newton para hallar un cero
x* de dicha funcion se determina mediante la siguiente ecuacion en diferencias:

z(n+1)=z(n)— 9lz(n)) para cada n € Z,

con la condicion inicial z(0) = zg, donde zy € R.

Esta ecuacion en diferencias es de primer orden, lineal, no homogénea y de coeficientes
constantes.

Ejemplo 1.5.5 (Factorial). Sean z € S(Zy) y n € Z,. El nimero n! puede representarse
mediante la ecuacion en diferencias siguiente:

z(n+1) = (n+1)z(n),

donde z(0) = 1.

Esta ecuacion en diferencias es de primer orden, lineal, homogénea y de coeficientes
no constantes.
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Ejemplo 1.5.6. Sea y € S(Z. ). Considere la ecuacion en diferencias siguiente:

nm
y(n+2) —y(n) = ncos <7>, para cada n € Z.
Esta ecuacion en diferencias es de segundo orden, lineal, no homogénea y de coeficientes
constantes.

Ejemplo 1.5.7. Sea y € S(Z. ). Considere la ecuacion en diferencias siguiente:

y?(n+1) — (n+2)y(n + y(n) +2ny*(n) =0, para cadan € Z,.

Esta ecuacion en diferencias es de primer orden, no lineal, homogénea y de coeficientes
no constantes.

En este proyecto estamos interesados, entre otras cosas, en estudiar las propiedades
numéricas de las ecuaciones en diferencias, es decir, estudiar los métodos para hallar
soluciones numéricas.

Definicion 1.5.8. Sea u € S(Z.). Se dice que u es una solucion de la ecuacion en
diferencias (|1.4.2)), si al reemplazar dicha funcion y sus diferencias en la ecuacion, se
obtiene una identidad, es decir:

Fun +k),u(n+k—1),...,u(n —1),u(n),n) =0, paracadan € Z,.

Ejemplo 1.5.9. La funcién u € S(Z,) tal que u(n) = ﬁ, para cada n € Z, es solucion
de la ecuacion en diferencias:

(1 +y(n))y(n +1) = y(n) =0,

donde y € S(Z).

En efecto, se tiene que:

(I+un))u(n+1)—

( 1+3n) (1+3(3n—|—1)) _1+33n
(

14+3n+3 3 3
1+3n 1+3(n+1) 1+3n

3(1+43n+3) 3
T (1431 +3n+1) 1+3n
_3(143n+3)-3(1+3n+3)
(1 43n)(1+3(n+1))
= 0.
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Ejemplo 1.5.10. La funcion v € S(Z, ) tal que u(n) = n?, para cada n € Z, es solucion
de la ecuacion en diferencias:

r(n+3)—3x(n+2)+3z(n+1) —x(n) =0,

donde z € S(Zy).

En efecto, se sigue que:

u(n+3) —3u(n+2)+3u(n+1) —un) = (n+3)? =3(n+2)2 +3(n+1)* — n?
=n’+6n+9—3(n®+4n+4)
+3(n*+2n+1) — n?
=n?+6n+9—3n”—12n — 12 + 3n?
+6n + 3 — n?
=0.

La solucion general de una ecuacion en diferencias es el conjunto de todas las solucio-
nes, mientras que una solucion particular es la que se obtiene al analizar las condiciones
iniciales brindadas en el problema para la determinaciéon de los parametros requeridos. Se
analizan los principales métodos de resolucion para cada tipo de ecuacion y la aplicacion
relacionada con el &mbito de economia.

No siempre es sencillo hallar la solucién de una ecuaciéon en diferencias. En lo que
resta de la tesis mostramos métodos para hallar dichas soluciones, de acuerdo al tipo
de ecuaciones en diferencias, todo esto, con la teoria necesaria correspondiente a cada
método.
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CAPITULO 2

ECUACIONES EN DIFERENCIAS DE
PRIMER ORDEN

2.1. Ecuaciones en diferencias lineales

El estudio de ecuaciones en diferencias lineales en general es muy importante, puesto
que la mayoria de este tipo de ecuaciones pueden resolverse explicitamente. Adicionalmen-
te, como ya se ha mencionado, son de gran utilidad en modelos aplicados a la economia,
que en general sirven para plantear el problema econémico y dar una solucién a dicha
interrogante, la cual (dependiendo del modelo) influye ampliamente en la economia per-
sonal o colectiva. En este capitulo, nos encargamos de las ecuaciones lineales de primer
orden.

Observacién 2.1.1. Una funcion real f : R¥ — R es lineal si existen ag,a,...,a; € R

tales que f(z1,2o,...,25) = ag + a1y + - - - + apwE, para cada (1,7, ..., 1) € RE.

De esta manera, por la Observacion y (1.5.1)), se tiene que una ecuaciéon en
diferencias lineal de primer orden y no homogénea, digamos x(n + 1) = f(xz(n),n), se
puede escribir de la siguiente manera:

y(n+1) =a(n)y(n) + g(n), paracadan € Z,, (2.1.1)

donde a : Z; — R es una funcién tal que a(n) # 0, para cadan € Z, y g : Z; — Rees
una funcion tal que g(n) # 0, para algin n € Z,..

Luego, la correspondiente ecuacion en diferencias lineal de primer orden y homogénea,
digamos z(n 4+ 1) = f(x(n)), es de la forma siguiente:

z(n+1)=a(n)z(n), paracadan€Z,, (2.1.2)
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2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

donde @ : Z, — R es una funcién tal que a(n) # 0, para cada n € Z, .

Ahora, considerando ng € Z,, yo € R y la ecuacion (2.1.1)), se tiene el problema con
condiciones iniciales:

y(n+1) = a(m)y(n) + g(n), y(no) = yo, paracadan€Z, con n>mne>0.
(2.1.3)

De manera similar, para el caso homogéneo, considerando ny € Zy, yo € R y la
ecuacion (2.1.2)), se tiene el problema con condiciones iniciales:

z(n+1) =a(n)z(n), =x(ng)=mz9, paracadan€Z, con n>ny>0. (2.1.4)

En este capitulo investigamos métodos para hallar la soluciéon de estas ecuaciones con
condiciones iniciales (2.1.3) y (2.1.4]), ademéas analizamos algunos casos particulares. El
capitulo siguiente abarca las soluciones generales para las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2),
esto cuando se analizan métodos para hallar la solucion general para ecuaciones de orden
superior.

Antes de continuar, es importante mencionar que en las ecuaciones (2.1.3)) y (2.1.4)),
sin pérdida de generalidad, puede considerarse ny = 0, por lo siguiente:

Supongamos que z(n) esta definida para cada n > ng y x(ng) = . Para reparame-
trizar z(n), ponemos:

y(n) = x(n + no).
Asi, y(n) esté definido para cada n € Z y y(0) = xo.

Inversamente, supongamos que z(n) esta definido para cadan € Z, y z(0) = z,. Para
reparametrizar x(n), ponemos:

y(n) = z(n —ng).

Asi, y(n) esta definida para cada n > ng y y(ng) = xo.

Por lo tanto, cuando tengamos una ecuacién en diferencias, sin perder generalidad,
podemos considerar la parametrizacion a partir de algtin ng > 0, o bien con ny = 0.

2.2. Ecuaciones en diferencias lineales homogéneas

La solucion de ([2.1.4]) se puede obtener mediante iteracion. Esto significa que:




2.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas

x(ng + 3) = a(ng + 2) x(ng + 2)
= a(no + 2) a(no + 1) a(ng) o,

En la siguiente proposicion, se establece esto de manera formal.

Proposicion 2.2.1. La solucion de (2.1.4) es la siguiente:

z(n) = [H a(i)] xo. (2.2.1)

i=ng

Demostracion. Veamos que se puede realizar por induccién.

Para n = ng + 1, se tiene que:

z(no + 1) = a(ng) xo

n—1

Sea n > ny + 1 y supongamos que se cumple que x(n) = [Hi:no a(i)} xo. Luego, para

n + 1, se tiene que:

Lo que quiere decir que el enunciado se cumple para n + 1.

Por lo tanto, x(n) = [H;:nlo a(i)] zo, para cada n € N con n > ng es la solucion de

@1.4). ]

2.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas

Para hallar la solucion de ([2.1.3), se puede proceder mediante iteracion, pues:

y(no +1) = a(ng) yo + g(no),
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2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

y(no +2) = a(no + 1) y(no + 1) + g(no + 1)
= a(ng+ 1) a(ng) yo + a(no + 1) g(ng) + g(ng + 1).

La siguiente proposicion se demuestra utilizando induccion.

Proposicion 2.3.1. La solucién tnica de la ecuacion no homogénea (2.1.3)) es la siguiente:

y(n) = [H y0+z [H ] g(r). (2.3.1)

1=n0 r=ng Li=r+1

Demostracion. Para n = ng + 1, se tiene que:

y(no + 1) = a(no) yo + g(no)

=[Ha yo+Z[H ](7‘)-

1=ng r=ng Li=r+1

Sea n > ng + 1 y supongamos que se cumple lo siguiente:

i) = [H yo+z[H ]m.

1=n0 r=ng Li=r+1

Por la ecuacion y utilizando , se tiene que:

y(n+1) = a(n) y(n) + g(n)

= a(n) ([1:[ a(i)

"ty [ﬁ a@)] g<r>) +g(n)

= an [f[ i) o+ a(m) 3 [ﬁ a(z’)] o) +g(n)
= | TLo| 0+ Y ot [ﬁ a<z>] o(0) + g(n)

11 a(i)] g(n), por




2.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas

Lo que quiere decir que el enunciado se cumple para n + 1, y asi, para cada n € N,
con n > ng. Por lo tanto:

y(n) = [T, ()] wo + 3272, [TTZ7 0 ()] 9(r), para cada n € Z,.

Veamos que y(n) es tnica. Supongamos que 7(n) es solucion de la ecuacion ([2.1.3), esto
significa que ademaés, satisface la condicion inicial. Sea m = min{n € Z, : y(n) # y(n)}.
Ya que y(0) = y(n) = yo, se tiene que m > 1. Por la definicion de m, se sigue que
y(ng — 1) =7y(no — 1). Lo cual implica que:

y(m) = a(m —1y(m —1) + g(m — 1) = a(m — 1)y(m — 1) + g(m — 1) = g(m),

lo que es una contradiccion. Por lo que la tnica posibilidad es que m = ng. Pero y(ng) =
y(m), debido a que las dos ecuaciones satisfacen la misma condicion inicial.

Por lo tanto, la solucion de (2.1.3) es unica. [ |

Casos destacados

Existen dos casos destacados de la ecuacion no homogénea (2.1.3) que son utilizados
ampliamente.

1. La ecuacién de la forma siguiente:
y(n+1) = ay(n) + g(n);
y(O) = Yo,
donde a € R es una constante.

Utilizando ([2.3.1)), se tiene que:

y(n) = [l:[a

1=ng

?JO‘I'Z_: [1:[ a]g(r)

r=ng Li=r+1

n—1
=a"yo+ Y _a" " g(k). (2.3.2)
k=0

2. La ecuacién:

y(O) = Yo,
donde a, b € R son constantes.
Por (22.3.2)), se sigue que:
n—1
y(n) = a™yo + Z a™ 1. (2.3.3)
k=0




2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

De (1.1.1), se tiene que @ — 1= (a — 1)(a" ' +a" 2 +a" 3 +--- +a+1).
Asi, la ecuacion (2.3.3)) queda de la forma siguiente:

y(n) = {a"yo FOEF) star L, (2.3.4)

Yo + bn sia=1.

A manera de comparativo, notemos que la solucién de la ecuaciéon diferencial:

b _
dt
z(0) = zo,

az(t);

es la siguiente:
x(t) = e xy.

Mientras que la soluciéon de la ecuacion diferencial no homogénea:

Y~ ay(t) + g(t)
y(0) = o,

1 es de la siguiente forma:
t
y(t) = e™yo +/ et~ g(s) ds.
0

Lo que quiere decir que e* en las ecuaciones diferenciales corresponde a a” y
t a(t—s . n—1 n_k—1
J, €% g(s) ds corresponde a la expresion >, a g(k).
Veamos algunos ejemplos en los que se utiliza lo obtenido anteriormente.

Ejemplo 2.3.2. Sea z € S(Z,). Considere la siguiente ecuacion en diferencias:

z(n+1) =3"z(n);
z(0) = 8,

para cada n € Z, .

De (2.2.1)), se tiene que:




2.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas

Ejemplo 2.3.3. Sea y € S(Z, ). Veamos como resolver la siguiente ecuacion en diferen-
cias:

yin+1)=(n+ Dy(n) +2"(n+ 1)

y(0) =1,
para cada n € Z, tal que n > 0. De (2.3.1)), se sigue que:
n—1 n—1 n—1
ym)=TJ6e+D+> [ J] G+D |2+ 1)
=0 r=0 [i=r+1
n—1
=nl+ Z n!2"
r=0
=2"n!

Ejemplo 2.3.4. Sea x € §(Z,). Para la ecuacion en diferencias:

x(n+1) =2x(n) + 3";
z(1) = 0.5,

para cada n € Z,.

Utilizando (2.3.2), se tiene que:
1 n—1
_ [ = n—1 n—k—1qk
z(n) = ( 2) ot 4 ; gn—h-13

n—1 k
— 2n72 4 2n71 Z §
2

k=1
n—1
3((3)" -1
— 2n—2 277,—1_ 2
=3"_—5.2"2,

Ejemplo 2.3.5. Sea y € S(Z. ). Considere la siguiente ecuacion en diferencias:

Yt 1) = sy(n) + 2

y(0) =9,

para cada n € Z.

De ([2.3.4)), se sigue que:




2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

Ejemplo 2.3.6 (Administracion de un medicamento). Supongamos que se administra un
medicamento una vez cada cuatro horas.

Sea D € §(Z.) tal que D(n) es la cantidad de medicamento en el sistema sanguineo en
el n-ésimo intervalo, para cada n € Z, . El cuerpo elimina un cierto porcentaje 0 < p < 1
del medicamento en cada intervalo de tiempo n.

Sea Dy la cantidad de medicamento administrada durante cada intervalo n.

Debido a que la cantidad de medicamento en el sistema sanguineo en el momento
(n + 1) es igual a la cantidad de medicamento que habia en el momento n menos la
fraccion p que el cuerpo elimina, més la dosis administrada Dy en el presente intervalo,
se tiene que la ecuacion que representa todo lo anterior es la siguiente:

D(n+1) = D(n) — pD(n) + Dy
= (1 =p)D(n) + Do.

Para resolver esta ecuacion, utilizamos ([2.3.4)):

D(n) = (1=p)"Do — Do (W)

p
Do) D
—(Dy—22) (1 —p)n 4+ 22 2.3.5
(D= 22) s 2 235
De ([2.3.5)), se tiene que:
) Dy
lim D(n) = —.

Esto significa que % es la cantidad de medicamento en equilibrio en el cuerpo.

2.4. Puntos de equilibrio

También, en este trabajo de tesis, estudiamos brevemente algunas propiedades cuali-
tativas de la ecuacion en diferencias auténoma de primer orden, z(n+1) = f(x(n)), para
cada n € Z,, cuando z € S(Z;) y f: R — R. Uno de los conceptos importantes son los
puntos de equilibrio, puesto que son la nocion central del estudio de la dindmica de
cualquier sistema fisico. En muchas aplicaciones en Biologia, Economia, Fisica, Ingenie-
ria, entre otras, es deseable que todas las soluciones de un sistema tiendan a su estado de
equilibrio, por lo que son utilizados en diversos modelos que se analizan en este trabajo.

En las ecuaciones en diferencias de primer orden tenemos dos casos particularmente
interesantes:

1. La ecuacién en diferencias de primer orden y auténoma:

z(n+1) = f(z(n)). (2.4.1)
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2.4. Puntos de equilibrio

2. La ecuacion en diferencias de primer orden y no auténoma:

z(n+1) = f(z(n),n). (2.4.2)

Una ecuacion en diferencias de orden k del tipo (1.4.2) puede llevarse a una ecuacion
en diferencias de primer orden. Por lo cual, es de gran importancia estudiar las ecuaciones
en diferencias de primer orden (auténomas y no autéonomas).

Definicion 2.4.1. Sean A C R, f: A — R una funcién y z¢o € A. Al conjunto de todas
las iteraciones de f sobre el punto zq se le llama orbita de xy bajo f y se denota y define
como sigue:

O(zo, f) = {f"(x0) : n € Z1}
= {0, f(20), fQ(IO)a ot

Ahora pongamos: z(0) = zg, (1) = f(xg), (2) = f*(z0), ..., z(n) = f(x0).

De esta manera, se tiene que:
z(n) = f"(xo)-

Notemos que esta es una ecuaciéon en diferencias de primer orden y auténoma. Cabe
senalar que esta ecuacion en diferencias es ampliamente estudiada en el drea de los sistemas
dindmicos discretos, donde se analizan las propiedades dindmicas cualitativas.

Definicion 2.4.2. Sean A CR, f: A — R una funciéon, z € Ay x € S(Z, ). Se dice que
z es un punto de equilibrio de z(n+ 1) = f(x(n)), para cada n € Z,, o bien, que z es un

punto fijo de f si f(z) = z.

Se puede decir que z es una solucion constante de ((2.4.1)), puesto que si z(0) = z
es un punto inicial, se tiene que z(1) = f(z) = z, z(2) = f(z(1)) = f(2) = z y asi
sucesivamente.

Graficamente, un punto de equilibrio es la coordenada x del punto donde la grafica de

f intersecta a la funcion identidad y = x.

Ejemplo 2.4.3. Sean x € S(Z,) y f : R — R tal que f(v) = v, para cada v € R. La
ecuacion en diferencias determinada por f esta dada por:

x(n+1) =x(n)*, paracadan € Z,.
Para hallar los puntos de equilibrio de dicha ecuacion, pongamos f(z) = z o bien, x(n +

1) = x(n). Asf, 2! = z, de donde z* — 2z = 0 y asf, 2(2® — 1) = 0. Esto implica que z = 0
0 z = 1. Obteniendo 0 y 1 como puntos de equilibrio (Figura [2.1]).
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2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

xz(n + 1)

z(n)

Figura 2.1: Puntos de equilibrio de f(v) = v*.

Esto es lo referente al equilibrio estacionario, debido a que los puntos de equilibrio son
constantes.

Adicionalmente, existe el equilibrio moévil, que es cuando se obtiene una expresion que
depende de n.

En contraste con las ecuaciones diferenciales, para las ecuaciones en diferencias, un
estado de no equilibrio puede pasar a un estado de equilibrio en un tiempo finito.

Definicion 2.4.4. Sean z € S(Z,), ACR, f: A — R una funciéon y v € A. Si existe
un r € Z, y un punto de equilibrio z de z(n + 1) = f(z(n)), para cada n € Z,, tal que
fr(v) =2y fr1(v) # 2, se dice que v es punto de equilibrio eventual de x(n+1) = f(z(n)).

Ejemplo 2.4.5. Sean x € S(Z,) y T : [0,1] — [0, 1] tal que:

2v si0o<w
T(v) = )
2(1-v) sig<w

Consideremos la siguiente ecuacion:

IA N
=i

x(n+1)=T(x(n)), paracadan€Z,.

Recordemos que T es conocida como la funcion tienda.

Para v € [0, %], se cumple que v es un punto de equilibrio si y s6lo si 2v = v. De aqui

que v = 0 es el tnico punto de equilibrio en el intervalo [0, %}
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2.4. Puntos de equilibrio

Figura 2.2: Puntos de equilibrio de la funciéon tienda.

Para v € (3,1], se sigue que v es un punto de equilibrio si y s6lo si 2(1 — v) = v. Con

lo que se obtiene v = % como unico punto de equilibrio en el intervalo (%, 1].

Lo que quiere decir que hay dos puntos de equilibrio, z1 = 0y 2o = % (Figura .
Sin embargo, hallar algebraicamente los puntos de equilibrio eventuales puede no ser tan
simple.

Se cumple que v = 1 es un punto de equilibrio eventual de T'(z(n)) con r = 3. En
efecto,

2(0) = i

z(1) = f(x(0))
1
T2

z(2) = f(z(1))
=1

z(3) = f(x(2))
~0

z(4) = f(x(3))
=0.

Veamos que si v = zim tal que k, m € Z, con 0 < 2% < 1, se tiene que v es un punto de
equilibrio eventual.

Sea z(0) = ..

Caso 1: k es impar.
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2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

Subcaso 1.1: z(0) € [0, 1]. Se tiene que:
T(x(0)) = 2(1)

- gm—1 :

Debido a que k es impar, z(2) nuevamente entra en el Caso 1, lo que hace que
la potencia de 2 del denominador decrezca una unidad.

Si se continia realizando esto, después de m iteraciones, obtenemos que z(m) =
2% = k. Puesto que k es impar y el rango de la funcion T es [0, 1], se tiene que
x(m) = 1. Esto es, z(m + 1) = 0, que es un punto de equilibrio. Lo que quiere

decir que v = % es un punto de equilibrio eventual.

Subcaso 1.2: 2(0) € (3,1]. Se sigue que:
T(2(0)) = =(1)

1(-4)

k
- B 2m71
2m — k
- 2m71

Notemos que 2™ — k es impar. Por lo que z(2) nuevamente entra en el Caso 1,
que de forma similar al Subcaso 1.1, la potencia de 2 del denominador decrece
una unidad, hasta obtener z(m) = 2”;0’ k—9m _ k. después de m iteraciones.
Debido a que 2™ — k es impar y el rango de la funcion T es [0, 1], se sigue que,
al igual que en el Subcaso 1.1, x(m) = 1.

Asi, 2(n+1) =0 y 0 es un punto de equilibrio.

De todo lo anterior, v = 2% es un punto de equilibrio eventual.

Caso 2: k es par.
En este caso, existe p € Z tal que k = 2p.

Se tiene que:

Subcaso 2.1: 2nf’_1 es impar. Se contintia como en el Caso 1. Con lo cual se
obtiene que v = 2% es un punto de equilibrio eventual.
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2.4. Puntos de equilibrio

@(n)

t f t f t T t t }
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

) L Figura 2.4: Punto de equilibrio z inesta-
Figura 2.3: Punto de equilibrio z estable. blo

Subcaso 2.2: 57 es par. Se prosigue como en el Caso 2, hasta obtener x(m) =

1
= = L.

20

Lo que quiere decir que, z(m + 1) = 0, donde 0 es un punto de equilibrio.
Se sigue que, v = 2% es un punto de equilibrio eventual.

Uno de los principales propositos del estudio de los sistemas dinamicos es el analisis del
comportamiento que tienen sus soluciones conforme se acercan a los puntos de equilibrio,
lo que es mejor conocido como analisis de estabilidad.

Definicion 2.4.6. Sean A C R, f : A — R una funcién y z € A un punto de equilibrio

de (2.4.1)). Se dice que z es:

(a) Estable (Figura[2.3) si para cada e > 0 existe § > 0 tal que si zy € Ay |zg — z| < 4,
entonces | f"(xg) — z| < €, para todo n > 0. Si z no es estable, se dice que es inestable

(Figura[2.4).

(b) Atractor si existe n > 0 tal que si g € Ay |zg — z| < 1, entonces:

05, M wo) =

Sin = o0, z es llamado atractor global.

(¢) Repulsor si existe n > 0 tal que si 29 € Ay |xg — 2| < 1, entonces existe m € N tal
que | f™ (o) — 2| = 1.

(d) Asintdticamente estable (Figura [2.5]) si es estable y atractor. Si n = oo, se dice que z
es asintdticamente estable global (Figura [2.6)).
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2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

e o e e e i

oo \\\‘\-

o ///—‘
zZ =N £

t t t t t T t f t o1(0) / y / ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4

t i t i t
5 6 7 8 9

Figura 2.5: Punto de equilibrio z asintética- Figura 2.6: Punto de equilibrio z asinto-
mente estable. ticamente estable global.

Notemos que en términos de la ecuacion en diferencias x(n) = f"(xg), se tiene que
z es estable si y solo si para cada € > 0, existe § > 0 tal que si zg € Ay |zg — 2| < 9,
entonces |z(n) — z| < €, para cada n > 0.

En ocasiones no es simple determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio me-
diante las definiciones, por lo que se puede recurrir a técnicas gréaficas para analizar el
comportamiento de las soluciones de la ecuacion (2.4.1)) en la vecindad del punto de equi-
librio.

Diagramas de Cobweb

Veamos un método grafico para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio de
([2.4.1). Podemos dibujar la grafica de f en el plano (z(n), z(n+1)). Considerando z, € R,
para z(0) = x, senialamos el valor de z(1) dibujando una linea vertical perpendicular al
eje x(n) tal que pasa por zy y que corte a la grafica de f en el punto (xg, z(1)). Después,
se dibuja una linea horizontal del punto (xg,z(1)) a la recta y = x y se marca el punto
(x(1),2(1)). Luego, se traza una linea de este punto al punto (z(1),z(2)) situado en la
grafica de f y asi se continta, hasta hallar z(n), para cada n > 0 (Figura[2.7).

Ejemplo 2.4.7. Sea y € S(Z,) tal que y(n) el tamano de una poblacion en el tiempo
n, para cada n € Z,. Si u es la tasa de crecimiento de la poblacién de una generacion a
otra, podemos considerar un modelo matematico de la siguiente forma:

y(n+1) = py(n), p>0, paracadan € Z;.

Si y(0) = yo, por (2.3.4)), la solucion de esta ecuacion es la siguiente:

y(n) = p"yo, paracadan € Z,.
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2.4. Puntos de equilibrio

r(n+1)

Figura 2.7: Diagrama de Cobweb.

Caso 1: u > 1. Se tiene que lim y(n) = oo, lo cual quiere decir que y(n) crece
n—oo

indefinidamente.

Caso 2: 1 = 1. La solucion de la ecuacion en diferencias es y(n) = yo. Asi, lim y(n) =
n—oo

Yo- Lo que quiere decir que la poblaciéon es constante para el futuro indefinido.

Caso 3: u < 1. En este caso, lim y(n) = 0. De esta manera, y(n) decrece indefini-
n—oo

damente hasta que la poblaciéon se extingue.

Sin embargo, en la realidad, para ninguna especie se cumple que su dinamica de
crecimiento poblacional esté representada por alguno de los tres casos anteriores. Esto
debido a que la poblaciéon aumenta hasta alcanzar un determinado limite superior. Se
suele producir este comportamiento, ya que los recursos no son ilimitados, lo que ocasio-
nara competencia intraespecifica en la poblaciéon. Dicha competencia es proporcional al
ntimero de rinas entre los individuos de la especie, representada por y*(n). Un modelo mas
apegado a la realidad, considera una constante de proporcionalidad b > 0, que representa
la competencia intraespecifica. Lo que quiere decir que:

y(n+1) = py(n) — by*(n), para cadan € Z,. (2.4.3)
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Sea z € S(Z, ) tal que z(n) = /%y(n), para cada n € Z,. De (2.4.3)), se tiene que:

2

%x(n +1)=p <%$(n)> —b </2—25172(”)>

M K= 2
= ?x(n) -3° (n)
(n+1) = pa(n) — pz*(n)
= pz(n)(1 —z(n)). (2.4.4)

Esta ecuacion comiinmente es conocida como ecuacion logistica discreta. Sin embargo,

a excepcion de ciertos valores de p, no se dispone de una soluciéon de forma cerrada de
, es decir, no es posible dar un resultado exacto para una cantidad de datos finita.
Por este motivo, es 1til analizar el diagrama de Cobweb de esta ecuacion. Para hallar los
puntos de equilibrio hacemos x(n + 1) = z(n). Se sigue que:

pe(n)(1 - 2(n)) = a(n)
pr(n)(1 - 2(n)) — x(n) = 0
2(n)(u(1 — 2(n)) — 1) = 0.

Esto significa que:

z(n)=0 o wu(l—=xz(n))—1=0.

Para el caso en el que p(1 — z(n)) — 1 = 0, se tiene que:

1
1 —z(n)=—
i
1
—z(n)=——1
i
1
z(n)=1-—
0
_n=l
v

Estoes, 21 =0y 29 = ”Tfl son los puntos de equilibrio de la ecuacion logistica discreta.

Se muestra en la Figura [2.§] el diagrama de Cobweb de (z(n),z(n + 1)) con p = 2.5

v o = 0.1. En este caso, el punto de equilibrio z; = 0 es inestable y zo = %gl = 0.6 es
asintoticamente estable.

2.5. Solucién numérica de ecuaciones diferenciales

Como ya se ha dicho con anterioridad, tanto las ecuaciones diferenciales como las

ecuaciones en diferencias son tutiles para describir objetos, fendmenos o poblaciones que
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z(n+1)

Io z

Figura 2.8: Diagrama de Cobweb.

estan sujetos a una evolucién en el tiempo, ya sea continuo en el caso de las ecuaciones
diferenciales (ED) o discreto para las ecuaciones en diferencias (EED). Sin embargo, en
ocasiones no es posible resolver las ecuaciones diferenciales, por lo que se utiliza un esque-
ma numérico para poder aproximar las soluciones, el cual conduce a la construccién de
una ecuacion en diferencias asociada de tal forma que es més facil calcular, ya sea median-
te calculadoras graficas o computadoras. En este trabajo se analizan algunos esquemas
simples que ejemplifican lo mencionado.

Puesto que en este tema se involucran ecuaciones diferenciales, recordemos que un
punto de equilibrio de una ecuaciéon diferencial es una soluciéon constante, es decir, una
funcion y : R — R tal que y(t) = a, para algin a € R y para cada t € R.

Método de Euler
Sean z: R — Ry ¢ : R? = R. Considere la ecuacion diferencial de primer orden:

' (t) = g(t,z(t)), x(to) = o, (2.5.1)

donde tg <t<bybeR.

Sea N € N. Dividimos el intervalo [tg,b] en N subintervalos. El tamano de cada

subintervalo, h = b;\}fo, es llamado tamano del paso del método y define los nodos t1, 5,

..., ty como t; =tg+ jh, j =1,2,...,N. El método de Euler aproxima 2’'(¢) mediante
x(t+h)—xz(t)
.
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Sustituyendo esta expresion en (2.5.1)), se tiene que:

x(t+ h})L —a(t) _ g(t,z(t))
z(t 4+ h) — z(t) = hg(t, z(t))
B{t+ ) = 2(t) + ho(t,2(1)).

Pongamos t = ty + nh. De aqui que:
z((to + nh) + h) = x(to + nh) + hg(ty + nh, z(ty + nh))
z(to + h(n+ 1)) = z(to + nh) + hg(to + nh, x(ty + nh)),

donde n =0,1,2,..., N — 1.

Adaptando esta ultima expresion a la notacion de ecuacion en diferencias y reempla-
zando x(to + nh) por x(n), se sigue que:

z(n+1) =x(n) + hg(n,z(n)), paracadan € Z,. (2.5.2)

Asi, la ecuacion en diferencias (2.5.2)) define el algoritmo de Euler, que aproxima las
soluciones de la ecuacion diferencial (2.5.1]) a los puntos nodo.

Notemos que z es un punto de equilibrio de (22.5.2)) si y sélo si g(n, z) = 0.

Ejemplo 2.5.1. Sea x : R — R. Utilicemos el método de Euler para aproximar la
siguiente ecuacion diferencial:

donde t € [0, 1].

Utilizando el método de separacion de variables se tiene que:

dz 9
at "
1
1
1
—=t+c
x
Lo que quiere decir que:
1
x(t) = , ceR
t+c

Debido a que z(0) = 1, se sigue que z(0) = 1 = 1. Esto es, ¢ = 1.
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EFED Euler | FED Euler
n | t h=0.2 h—o1 |BD exacta
0 0 1 1 1
1101 0.9 0.9090
2 10.2 0.8 0.819 0.8333
3 10.3 0.7519 0.7692
4 104 0.672 0.6953 0.7142
5 105 0.6469 0.6666
6 | 0.6 0.5816 0.6050 0.625
7107 0.5683 0.5882
8 1 0.8 0.5139 0.5360 0.5555
9 10.9 0.5072 0.5263
10| 1 0.4610 0.4814 0.5

Tabla 2.5.1: Aproximaciones con las EED.

Asi, la solucion exacta de la ecuacion diferencial es la siguiente:

1

x(t)

eSS

Ahora veamos como es la ecuacion en diferencias correspondiente, utilizando el método
de Euler:

x(n+1) =xz(n) — hz(n)?, x(0)=1, paracadan€Z,.
La Tabla muestra las aproximaciones de Fuler para h = 0.1 y h = 0.2, ademas
del valor exacto de la ecuaciéon diferencial. Notemos que mientras mas pequeno sea el

tamano de paso que utilicemos, més exacta sera la aproximacion obtenida.

Ejemplo 2.5.2. Sean x
siguiente:

:R — Ry a € R. Considere la ecuacion diferencial logistica

2(t) = ax(t)(1 —x(t)), =x(0)=uwmz, paracadateR. (2.5.3)

Los puntos de equilibrio se obtienen cuando z/(t) = 0. Esto es az(t)(1 —z(t)) = 0. Por
lo que se obtienen z1(t) = 0 y 25(t) = 1 como puntos de equilibrio.

La solucién exacta de la ecuaciéon diferencial se obtiene mediante separacion de varia-

bles:

d
d—j = az(l — x)

———dr =adt
z(1—x) r=a

/ﬁda::/adt

41




2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

1 1
/(—— )da::at+cl, g €R
r x-—1

In(z) —In(z — 1) = at + ¢

x
ln( ):at+01
z—1

=ce™ ¢ =es
r—1
= ce”(z—1)
= cxe™ — ce™
z(1 — ce™) = —ce™
Ceat
= . 2.5.4
* ce® — 1 ( )
Puesto que z(0) = zy, se tiene que:
C€a~0
0)= —
#(0) cev0 — 1
c
Tn =
0T -1
Crg — Xg=20C
c(xg— 1) = x9
o
c= . 2.5.5
po— (2.5.5)

De (2.5.4)) y (2.5.5), se tiene que:

x0 at

o= 1+ (x—°> et

ro—1

Zl’)()eat
1+ zo(et — 1)

Sia > 0, se tiene que th’m x(t) = 1, lo que quiere decir que las soluciones convergen al
—00
punto de equilibrio @5(¢) = 1 (Figura [2.9).

Sia < 0, entonces th x(t) = 0, esto es, las soluciones convergen al punto de equilibrio
—00

z1(t) = 0 (Figura [2.10)).

Utilizando el método de Euler en la ecuacion diferencial logistica, se tiene que:

z(n+1)=xz(n)+ hazx(n)(1 —z(n)); (2.5.6)
z(0) = o,
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To

I

o

Figura 2.9: Gréafica para a = 1 con xy > Figura 2.10: Grafica para a = —1 con
0. Ty < 1.

para cadan € Z,.
Para hallar los puntos de equilibrio de esta ecuacion en diferencias hacemos x(n+1) =
x(n). Se sigue que:
z(n) = z(n) + haz(n)(1 — x(n))
0=haz(n)(1—z(n))
= 2(n)(1 = x(n)).

Lo que quiere decir que z; = 0 y 2 = 1 son los puntos de equilibrio.

Sea y € S(Z4) tal que y(n) = 1ﬁﬁx(n), esto, para expresar la ecuacion (2.5.6) de
forma similar a (2.5.3)) y se obtiene la ecuacion siguiente:

yin+1)=(1+ha)y(n)(1 —y(n)), paracadan € Z,.

Pongamos p = 1 + ha. Se tiene que:

i +1) = py(m)(1 — y() 2.5.)
y0) = T a(0)

Los puntos de equilibrio de (2.5.7)) son y; = 0y yo = “T_l = hgil correspondientes a
z1 = 0y 2o = 1, respectivamente.

Utilizando el diagrama de Cobweb, se pueden obtener los casos siguientes:

Caso 1: Para 1 < u < 3, es decir, 0 < ha < 2, todas las soluciones tales que el punto
inicial yo esté en (0,1) convergen a y, = hgil (Figura .
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x(n+1)

: x(n) + —> x(n) - —> x(n)

!
@ =05 1 n=y ™05 1 s 1

Figura 2.11: 0 < ha < 2. Figura 2.12: —1 < ha < 0. Figura 2.13: ha > 2.75.

Caso 2: Para 0 < u < 1, o equivalentemente, —1 < ha < 0, todas las soluciones
tales que el punto inicial yy esta en (0,1) convergen a y; = 0 (Figura [2.12)).

Caso 3: Para u > 3, es decir, ha > 2, casi todas las soluciones en las que los
puntos iniciales yo estan en (0,1) no convergen a y; ni a ys. Especificamente, si
[ > 3.57, o equivalentemente, ha > 2.57, las soluciones de la ecuacion en diferencias
tienen un comportamiento “cadtico” (Figura, es decir, puntos cercanos al punto
de equilibrio no tienen un comportamiento que se pueda describir por medio de
propiedades dindmicas, esto es, su comportamiento no sigue un orden.

Un esquema no estandar

Nuevamente, considere la ecuacion diferencial logistica (2.5.3)), dado n € Z., sustitu-
vendo x?(n) por z(n)z(n + 1) en el método de Euler, se tiene que:

z(n+1) = x(n) + hax(n) — hax(n)x(n + 1)
z(n+ 1) + haz(n)z(n + 1) = z(n) + haz(n)
x(n+ 1)(1 4+ hazx(n)) = z(n)(1 + ha)
(1 + ha)z(n)
zn+1) = 1+ hax(n)
_ az(n)
1+ Bz(n)’

donde a=1+hay f=a—1=ha.

Para hallar los puntos de equilibrio de esta ecuacion hacemos xz(n+1) = x(n). Se tiene
que:




2.6. Criterios para la estabilidad de puntos de equilibrio

o

Figura 2.14: ha = 1.

z(n)(1+ px(n)) — ax(n) =0
z(n)((1+ fz(n)) —a) = 0.
Esto significa que:
z(n)=0 o 1+ pz(n)=a.
Para el caso en el que 1 + fx(n) = «, se sigue que:

B+ -1
x(n)——ﬁ
= 1.

Esto es, 21 = 0y 2o = 1 son los puntos de equilibrio. Ademés, del diagrama de Cobweb
(Figura [2.14)), se tiene que lim z(n) =1 si a > 0, sin importar el tamano de paso h.
n—oo

2.6. Criterios para la estabilidad de puntos de equili-
brio

En esta seccion mencionamos algunos de los resultados méas importantes acerca de los
criterios de estabilidad, especificamente de estabilidad asintoética.
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Teorema 2.6.1. Sean A C R, f: A — R una funciéon y z € A un punto de equilibrio de
(2.4.1]). Se cumplen las proposiciones siguientes:

(a)
(b)

Si |f'(z)] < 1, entonces z es un atractor.

Si |f'(z)| > 1, entonces z es un repulsor.

Demostracion. (a) Supongamos que |f’(z)| < 1. Se tiene que existe ¢ € (0,1) tal que

|f'(2)] < ¢ < 1. Por definiciéon de derivada, |f'(z)| = ‘h’mw . Se sigue que
r—rz

lim W < ¢. Por ser z un punto de equilibrio, f(z) = z, y asi, h’m M

T—z

f()

< c¢. Equivalentemente, lim ‘f)z‘z‘ <

Por la Proposicion|1.1.1} se tiene que lim

Asi, por el inciso (a) de la Proposicion [1.1.2] se sigue que existe 6 > 0 tal que:
Si0 < |z — 2| <d, entonces /() = 2] < c. (2.6.1)
| = 2|

Sea x € A tal que 0 < |z — z| < 0. Puesto que ¢ € (0,1), se sigue que cl|z — z| <
|z — z| < 6. De , se tiene que |f(x) — 2| < clx — 2| y asi, [f(x) — 2| < J.
Nuevamente, por , se tiene que % <c.

Finalmente, tenemos:

[f*(x) — 2] <l f(2) — 2|
<c-clx—z|

= Plo — z|.
Si se realiza esto inductivamente para cada n € N, se sigue que |f"(z) —z| < ¢*|x —z|.
De aqui que lim [f"(z) — z| < lim |z — z|.
n—oo n—oo
Debido a que ¢ € (0,1), se tiene que |¢| < 1, lo que quiere decir, por el Teorema [I.1.3}
(a) que lim ¢"|z — z| = 0. Esto es, lim |f"(z) — z| < 0. Por la Proposicion |1.1.1}
n—00 n—00
lim f"(z) — z‘ < 0. Ademés, | lim f"(z) — lim f"(z) — 2
n—00 n— o0 n—0o0

cual implica que lim f"(z) = z. Por lo tanto z es un atractor.
n—oo

z| > 0. De esto, =0, lo

Supongamos que |f’'(z)| > 1. Se tiene que existe ¢ € R tal que 1 < ¢ < |f(2)]. Por

definicion de derivada, |f'(z)| = |lim £ (w)_f F@)=/@)] Se sigue que ¢ < |lim w Por
Tr—rz r—z
ser 2z un punto de equilibrio, ¢ < |lfim £ (I)Zz‘ Por la Proposicién [1.1.1], se tiene que
Tr—z
¢ < lim |{®)= ) . Equivalentemente, ¢ < lim M
z—z | T a—z |22
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Asi, por el inciso (b) de la Proposicion [1.1.2] se sigue que existe § > 0 tal que:

|f () — 2|

Si0 < |z —z| <46, entonces ¢ < ’ = (2.6.2)
r—z
Sea x € A tal que 0 < |x — z| < ¢.
De (2.6.2)), se tiene que:
clx —z| < |f(z) — z|. (2.6.3)

Caso 1: Existe n € N tal que | f"(z) — z| > 6.

Caso 2: Para cada n € N; se cumple que | f"(z) — z| < §. Lo que quiere decir que
se puede realizar (2.6.2)) para cada iteracion de la funcion, obteniendo:

e —z| < |fM(x) — 2| (2.6.4)
Debido a que ¢ > 1, por el Teorema[1.1.3}(b), ¢"|z — z| diverge. Asi, por (2.6.4)),
se tiene que | f™(x) — z| diverge. Por lo que existe m € N, tal que |f™(z) —z| > 0.
Por lo tanto z es repulsor.

De (a) y (b) se sigue el resultado. [ |

Teorema 2.6.2. Sean A C R, f: A — R una funcién continuamente derivable y z € A
un punto de equilibrio de (2.4.1). Si z es repulsor, entonces z es inestable.

Demostracion. Supongamos que z es repulsor. Esto es, existe v > 0 tal que, para cada
r €A,
si |z — z| < 7, entonces existe m € N tal que |f™(z) — 2| > 7. (2.6.5)
Pongamos ¢y = 7.

Sea 0 > 0y definimos A := min{~,d}. Sea zy € A tal que 0 < |zg — 2| < . Notemos
que |zg—z| <8y |xg— 2| < 7.

Debido a que |zg — z| < vy por (2.6.5]) existe m € N tal que | f"(x) — z| > ~. Esto es,
[f™(2) = 2| = €.

Por lo tanto z es inestable. [ ]

Teorema 2.6.3. Sean A C R, f: A — R una funcién continuamente derivable y z € A
un punto de equilibrio de ([2.4.1)). Los siguientes argumentos son ciertos:

(a) Si|f'(z)| <1, entonces z es estable.

(b) Si|f'(z)] > 1, entonces z es inestable.
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Demostracion. (a) Supongamos que |f'(z)| < 1. Se tiene que existe M € (0,1) tal que
|f'(2)] < M < 1. Veamos que existe v > 0 tal que para cada = € A, si |z — z| < 7,
entonces |f'(z)| < M. Para probar esto supongamos lo contrario, es decir que para
cada v > 0, existe z € A tal que |z —z| <y y |f'(z)| > M.

Pongamos v = % Se tiene que para cada k € N, existe z3 € A tal que |z, — 2| < % y
|f ()| > M.

Considerando la sucesion {z}}, se sigue que klim x;, = z. Por otra parte, debido a que
—00
|f'(xx)| > M, se tiene que lim |f'(xy)| > lim M. Esto es, lim |f'(zx)| > M. Por la
k—oo k—o0 k—oo

Proposicion [1.1.1}

lfm f’(mk)‘ > M. (2.6.6)

k—o0

Puesto que f’ es continua, se sigue que kh’m f(xx) = f'(2). Esto es, kh’m f’(xk)‘ =
—00 —00

|f/(2)]. Por (2.6.6)), |f'(z)| > M, que es una contradiccion, pues |f'(z)| < M.

Asi, existe v > 0 tal que para cada z € A:

Si |z — z| < v, entonces |f'(x)] < M. (2.6.7)

Sea xy € A tal que |zg — z| < 7. Sin pérdida de generalidad, supongamos que g < z.
Por el Teorema del valor medio, existe ¢y € (29, 2) C A tal que:

|f(20) = f(2)] = |f'(co)l|zo — 2] (2.6.8)
Notemos que |¢g — z| < v. Por (2.6.7), |f'(co)| < M. De aqui, por (2.6.8)), | f(zo) —
f(2)] < Ml — 2.
Puesto que M < 1, |xg — z| < vy z es un punto de equilibrio, se tiene que:

|f (o) — 2 = | f(z0) — f(2)]
< Mlzy — 7|

< |zo — 2|

<.

Lo que quiere decir que f(zg) € Ay |f(zo) — 2| < 7. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que f(zg) < z. Por el Teorema del valor medio, existe ¢; € (f(zo),2) C A
tal que:

(o) = f(2)| = | £ (ea)l| (o) = 2. (2.6.9)

Notemos que |c; — z| < 7. Por (2.6.7), |f'(c1)| < M. Esto es, por (2.6.9), |f*(xo) —
f(2)| < M|f(xzo) — z|. Lo que quiere decir que:

[f*(w0) — 2| = | *(z0) — f(2)|
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< M|f(xo) — 2|
< M- Mlxy— 2|

= M2|ZL'0 — Z‘.

Si se realiza esto inductivamente para n € N, se sigue que |f™(zo) — 2| < M™|zo — 2|.

Sea € > 0 y pongamos 7 = €. Puesto que M < 1, se tiene que:

|f"(w0) — 2| < M"|zo — 2|
< |zo — 2|
<y

= €.

Lo que quiere decir que |f™"(zg) — z| < €, para cada n € N. Por lo tanto z es estable.

(b) Supongamos que |f’(z)| > 1. Por la parte (b) del Teorema z es repulsor, y por
el Teorema [2.6.2] z es inestable.

De (a) y (b) se sigue el resultado. [ |

Teorema 2.6.4. Sean A C R, f: A — R una funcién continuamente derivable y z € A
un punto de equilibrio de (2.4.1)). Si |f’(2)| < 1, entonces z es asintoticamente estable.

Demostracion. Supongamos que |f'(z)| < 1. Por el Teorema [2.6.1] z es atractor y por el
Teorema z es estable.

Por lo tanto z es asintoticamente estable. |

Parte de la demostracion del resultado siguiente, se puede consultar en [4, Teorema
1.15].

Teorema 2.6.5. Sean f : R — R una funcién de clase C® y z un punto de equilibrio de
(2.4.1)) tal que f’(z) = 1. Los siguientes argumentos son ciertos:

(a) Si f”(z) # 0, entonces z es inestable.
(b) Si f"(2) =0y f"(z) > 0, entonces z es inestable.

(¢) Si f"(2) =0y f"(z) <0, entonces z es asintoticamente estable.

Definicién 2.6.6. Sean A C Ry f: A — R una funcién de clase C3. La derivada de
Schwarzian de la funcion f estd dada por:

B J;:/g; - [’ZL%)T-
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Notemos que, para z € A, si f'(z) = —1, se tiene que:
" 3 " 2
SF() = —1"() — ("))

Proposicion 2.6.7. Seany € S(Z,), ACR, f: A— R una funcién, g : A — R tal que
g(v) = f*(v), para cada v € Ry z € A un punto de equilibrio de (2.4.1)). Se tiene que z
es un punto de equilibrio de y(n + 1) = g(y(n)), para cada n € Z,..

Demostracion. Supongamos que z es un punto de equilibrio de (2.4.1). Se tiene que:

Esto es, g(z) = z. Por lo tanto z es un punto de equilibrio de y(n + 1) = g(y(n)). W

Proposicion 2.6.8. Sean y € S(Z,), ACR, f: A — R una funcién, g : A — R tal
que g(v) = f2(v), para cada v € Ry z € A un punto de equilibrio de (2.4.1) tal que
f'(z) = —1. Si z es atractor para y(n + 1) = g(y(n)), para cada n € Z,, entonces z es

atractor para ([2.4.1)).

Demostracion. Supongamos que z es atractor para y(n + 1) = f?(y(n)). Lo que quiere

decir que existe v > 0 tal que para cada x € A, se sigue que si |[x — z| < 7, entonces

? 2n _
Mim f7(@) = =

Sea r € A tal que |z — z| < 7. Se tiene que f?"(x) — 2. Puesto que f es continua para
cada x € A, por el Teorema [1.1.4] se tiene que f(f?"(x)) — f(z). Esto es, f>" ™ (x) — 2.
De donde, lim f*"*1(x) = zy lim f?(x) = z. Esto es, para cada ¢ > 0, existen Ny, N, €

n—oo n—o0

N tales que si n > Ny, entonces | f2"(x) — z| < € y si n > Na, entonces |f?"(z) — 2| < e.

Pongamos N = max{Ny, No}. Se tiene que para cadan > N, |f"(x) — z| < e. Se sigue
que lim f™(x) = z. Esto es, para cada v > 0 y para cada x € A, si |z — z| < , entonces
n—oo

lim f"(x) = z.
n—oo
Por lo tanto, z es atractor para (2.4.1)). |

El siguiente resultado puede consultarse en |4, Ejercicio 1.5, 12)].

Proposicion 2.6.9. Sean y € S(Z,), ACR, f: A— R una funcién, g : A — R tal
que g(v) = f2(v), para cada v € Ry 2z € A un punto de equilibrio de (2.4.1)) tal que
f'(z) = —1. Si z es estable para y(n + 1) = g(y(n)), para cada n € Z,, entonces z es

estable para (2.4.1)).
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Proposicion 2.6.10. Sean y € S(Z,), ACR, f,g: A — R funciones continuas y z € A
un punto de equilibrio de (2.4.1)), tal que f/'(z) = —1. Si z es asintéticamente estable para
y(n+1) = g(y(n)), para cada n € Z,, entonces z es asintoticamente estable para (2.4.1)).

Demostracién. Supongamos que z es asintoticamente estable para y(n + 1) = f2(y(n)).
Esto es, z es atractor y estable para y(n + 1) = f?(y(n)). Por la Proposicion [2.6.8] 2 es

atractor para (2.4.1)) y por la Proposicion [2.6.9 = es estable para (2.4.1]). Por lo tanto z
es asintoticamente estable para ([2.4.1]). [ |

Proposicion 2.6.11. Sean y € S(Z), ACR, f: A — R una funciéon, g : A — R tal
que g(v) = f%(v), para cada v € Ry 2 € A un punto de equilibrio de ([2.4.1)), tal que
f'(z) = —1. Si z es inestable para y(n + 1) = g(y(n)), para cada n € Z,, entonces z es

inestable para ([2.4.1)).

Demostracion. Supongamos que z es inestable para y(n + 1) = f?(y(n)). Lo que quiere
decir que existe € > 0 tal que para cada 6 > 0, existe z € A tal que |z —z| < d ¥y
|f?™(x) — z| > €, para algin m € N.

Sea 0 > 0. Asi, existe z € A tal que |z — z| < § y |f*™(x) — 2| > ¢, para algin m € N.

Pongamos n = 2m. De aqui, | f"(z) — z| > €, con n € N. Por lo tanto, existe ¢ > 0 tal
que para cada 6 > 0, existe z € A tal que |z —z| <y |f"(z) — z| > €, para algin n € N.
Esto es, 2z es inestable para (2.4.1). |

Teorema 2.6.12. Sean A C Ry f: A — R una funcién de clase C® y z un punto de
equilibrio de (2.4.1)) tal que f’(z) = —1. Se tienen las siguientes afirmaciones:

(a) Si Sf(z) <0, entonces z es asintoticamente estable.

(b) Si Sf(z) > 0, entonces z es inestable.

Demostracion. (a) Supongamos que Sf(z) < 0. Sean y € S(Zy)y g : A — R tal que
g(v) = f*(v), para cada v € R. Consideremos la ecuacion:

y(n+1) =g(y(n)), paracadan € Z;. (2.6.10)

Por la Proposicion [2.6.7] se tiene que el punto de equilibrio z de (2.4.1)), también es
un punto de equilibrio de (2.6.10)). Se tiene que:

diy<g<y>> - d%(f(f(y)))
= f'(fw)f'(y).
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De aqui:

Ahora podemos utilizar el Teorema [2.6.5| como criterio de estabilidad.
2
Lo que quiere decir que necesitamos calcular ﬁ(g(z)) Para esto:
Y
d? d?
d_yg(g(y)) = @(f(f(y»)

= (f"(fw)f ()
= f"(fWNf ) - )+ )" (v)
= f"(FNF' W)+ F(Fw) " (v)
De aqui que:
j—;(g(Z)) = f"(FCNS' () + F(fF(2) (=)

3

También, para poder utilizar el resultado del Teoremal2.6.5 debemos calcular e (g9(2)).
Y

Notemos que:

j_;<g<y>> - j—3<f<f<y>>>

Lo que quiere decir que:

j_;(g(z)) = f"(f(2) - (f'(2))* + 21" (F () ["(2) ' (2)
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De aqui que:

f(

pues f'(z) = —1.
Puesto que Sf(z) < 0, se tiene que STZ) < 0. Esto es, ¢”(2) < 0. Por el inciso

(c) del Teorema [2.6.5, z es asintoticamente estable para (2.6.10). Por lo tanto, z es
asintoticamente estable para ([2.4.1)), por la Proposicion [2.6.10}

Supongamos que S f(z) > 0. Considerando la ecuacion (2.6.10)) y realizando el mismo

procedimiento que en el inciso (a) de este teorema, se tiene que:

9"(z) = =2f"(2) = 3(/"(2))’

_S/()
2 )
ya que f’(z) = —1. Puesto que Sf(z) > 0, se tiene que %(z) > 0. Esto es, ¢”(2) > 0.
Por el inciso (b) del Teorema [2.6.5 z es inestable para ([2.6.10)).
Por lo tanto, z es inestable para ([2.4.1)) por la Proposicion [2.6.11} [ |

Por el Teorema [2.6.2 si z € A es un punto de equilibrio de (2.4.1) y es repulsor,

entonces z es inestable. Sin embargo, el reciproco no es verdadero, como se muestra en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.6.13. Sean z € S(Z,) y f: R — R tal que f(v) = v? — v + 1, para cada
v € R. La ecuacion en diferencias determinada por f es x(n+1) = 2%(n) — z(n) + 1, para
cada n € Z, [8, pag. 25|.

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos para v en la ecuaciéon v —v + 1 = v,

se obtiene z = 1 como punto de equilibrio, el cual es inestable y no es repulsor (Figura
2.15)).

Ademaés, notemos que la repulsiéon no es la negacion de la atraccion. Es decir, existen

puntos fijos que no son atractores y no son repulsores. Se muestra un ejemplo a continua-
cion.
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z(n+1)

0.5 4

! I ! - x(n)
—0.5 0.5 1 1.5

Figura 2.15: Diagrama de z(n + 1) = 2%(n) — z(n) + 1.

Ejemplo 2.6.14. Sean z € S(Zy) y f : R — R tal que f(v) = —v, para cada v € R.
La ecuacion en diferencias determinada por f es x(n+ 1) = —z(n), para cada n € Z, [,
pag. 25].

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos para v en la ecuacion —v = v, se
obtiene z = 0 como punto de equilibrio (Figura [2.16)).

Se tiene que la orbita de zy bajo f es la siguiente:

z(0) ==z

z(1) = f(x(0))
z(2) = f(z(1))
z(3) = f(=(2))

z(n) = f(z(n—1))
= (=1)"x.

Veamos que z = 0 no es atractor. Esto es, para cada v > 0 se tiene que [v — 0| < vy
lim f"(v) # 0.
n—oo
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z(n+1)

x(n)

Figura 2.16: Diagrama de x(n + 1) = —z(n).

Sean v > 0 y v € R tal que |v| < 7. Puesto que z(n) = f"!(v) = (—1)"v, para cada
n € Z,, se tiene que lim f"!(v) no converge.
n—oo

Esto es, lim f™(v) no converge. Se sigue que lim f™(v) # 0. Lo que quiere decir que
n—oo n—oo
v no es atractor.

Veamos que z = 0 no es repulsor. Esto es, para cada v > 0, se tiene que |[v — 0| < vy
|/™(v) — 0] <, para cada n € Z,.

Sean v > 0y v € R tal que |[v| < 7.

Se tiene que:

/") =] —2(n—1)|
= [z(n —1)|

<7

para cadan € Z,..

Lo que quiere decir que z no es repulsor.

Debemos considerar que si z es un punto de equilibrio atractor puede no ser estable.
Para ello, veamos el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 2.6.15. Sean z € S(Z,) y f: R — R tal que f(v) = v+ 5v(1 — v), para cada
v € R. La ecuacién en diferencias determinada por f es z(n + 1) = z(n) + sz(n)(1 —
z(n)) (mod 1), para cada n € Z, |14, pag. 367].

N[ =

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos para v en la ecuaciéon v + %v(l —
v) (moéd 1) = v, se obtienen z; = 0 y 2o = 1 como puntos de equilibrio. Se tiene que
z1 = 0 es atractor, debido a que todas las iteraciones convergen a 0. Sin embargo, este
punto de equilibrio no es estable.

En contraste con los ejemplos anteriores, a continuaciéon analizamos ecuaciones en
diferencias utilizando los teoremas de caracterizaciéon que se mencionan.

Ejemplo 2.6.16. Sean = € S(Zy) y f : R — R tal que f(v) = %(v?’ + v), para cada
v € R. La ecuacion en diferencias determinada por f es z(n+1) = £ (2*(n) + z(n)), para
cadan € Z,.

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos para v en la ecuaciéon %(US +v) = v.
Lo que quiere decir que:

1, .
—(v®+v)=v
5
v =2
v —v=0
v(v?* —1) =0

viv—1)(v+1)=0.

Estoes 2y =0, 20 =1y 23 = —1 son los puntos de equilibrio.

Se tiene que:
1
f(v) = 5(3212 +1).

Para z; = 0, f'(0) = 3. De aquf que |f(z1)| < 1. Por el Teorema [2.6.4] z es asintoti-

camente estable.

Para zo = 1, f'(1) = 2. De aqui que |f'(z2)| > 1. Por el Teorema [2.6.1], z5 es repulsor.
Ademas, por el Teorema [2.6.3] z5 es inestable.

Para z3 = —1, f'(—1) = 2. Por lo que al igual que z3, el punto de equilibrio z3 es
inestable y repulsor (Figura [2.17)).

Ejemplo 2.6.17. Sean z € S(Z,) y [ : R — R tal que f(v) = v® + g, para cada v € R.
La ecuacion en diferencias determinada por f es z(n+1) = 2%(n) + 3, para cada n € Z.

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos para v en la ecuaciéon v? + % =v. Lo
que quiere decir que:

2
VT - =0
8
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z(n+1)

xg=—12 z) = 1.2
. — . I f

x(n)

. .
- - 1 e {
5 1 70 = 0.7) 3

Figura 2.17: Diagrama de z(n + 1) = 3(z*(n) + z(n)).

82 —8u+1=0

S

1 2

Esto es, 21 = % + ¥y 22 = 5 — ¥ son los puntos de equilibrio.

Se tiene que:

f(v) = 2v.

Para z; = 1 + ‘/Ti, 5+ %) =1+ ‘/75 De aqui que |f'(z)] > 1.
Por el Teorema [2.6.1], z; es repulsor. Ademas, por el Teorema [2.6.3] z; es inestable.
%— ‘/Ti, f’(% — \/Ti) =1- \/75 De aqui que |f'(22)] < 1.
Por el Teorema 2z es asintoticamente estable (Figura [2.18]).

Para z9 =

Como ya se ha mencionado, se analizan algunos modelos aplicados a la economia en
los que se haga uso de las ecuaciones en diferencias, en este caso mencionamos algunos
modelos que utilizan las ecuaciones en diferencias de primer orden, que a pesar de que
son modelos simples, son muy tutiles para obtener resultados cualitativos y en ocasiones
una formula explicita del valor que se esta estudiando.
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z(n+1)

a1

g =1
f : - ; L } x(n)

_9 _1 T : [).T‘l 9

Figura 2.18: Diagrama de z(n + 1) = 2%(n) +

o=

2.7. Aplicaciones en economia

En esta seccion abordamos las aplicaciones que tienen las ecuaciones en diferencias
de primer orden en la formulaciéon y la resolucion de algunos modelos de economia. Para
analizar estos modelos, se tomaron como guias pricipales las siguientes referencias [2], [4],
[12] v [13].

2.7.1. Modelo de la telarana

Es una variante del modelo de mercado para un solo articulo. Especificamente, describe
los precios de mercado de equilibrio temporal en un mercado tnico con un cierto retraso
en la oferta [7].

Sean S € S(Z,) tal que S(n) es el numero de unidades ofertadas en el periodo n,
para cada n € Z,, D € S§(Z,) tal que D(n) es el nimero de unidades demandadas en
el periodo n, para cadan € Z, y p € S(Z,) tal que p(n) es el precio por unidad en el
periodo n, para cada n € Z.

Podemos suponer lo siguiente:

= D(n) s6lo depende linealmente de p(n) y es representada mediante la curva de
demanda:
D(n) = —mgp(n) + by, paracadan € Z,, (2.7.1)

donde my, by > 0 tal que my es la sensibilidad de los consumidores al precio.
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Notemos que la pendiente de la curva de demanda —my, es negativa debido a que
un aumento en una unidad en el precio produce una disminuciéon de m, unidades
en la demanda.

= S(n) s6lo depende linealmente de p(n) y mediante la curva de oferta, relaciona la
oferta de un determinado periodo con la oferta de un periodo anterior:

S(n+1) = mgp(n) —bs, paracadan € Z,, (2.7.2)

donde my, by > 0 tal que m, es la sensibilidad de los productores al precio.

A diferencia de la curva de demanda, la curva de oferta tiene pendiente positiva
ms, esto porque un aumento de una unidad en el precio provoca un aumento de mg
unidades en la oferta.

= Kl precio de mercado es el precio en el que la cantidad demandada y la cantidad
ofertada estan en equilibrio, lo que quiere decir que son iguales:

D(n+1)=S8(n+1), paracadan€Z,. (2.7.3)

Sustituyendo (2.7.1) y (2.7.2)) en (2.7.3)), se tiene que:

_mdp(n + 1) + bd - msp(n> - bs

ms bs + bd
p(n+1) = ——p(n) + .
mq mg
Pongamos a = —;”—Z y b= %. Se sigue que:
p(n+1)=ap(n)+b, paracadanecZ,. (2.7.4)

Para resolver esta ecuacion, utilizamos (2.3.4). Lo que quiere decir que:

n—1
a4 1], para cadan € Z.

p(n) = apo + b [

Notemos que a # 1, debido a que en caso contrario, mgs = —my, que es una contradic-
cién puesto que mg, mg > 0.

Para hallar el punto de equilibrio de la ecuacion (22.7.4)) hacemos p(n + 1) = p(n). Se

tiene que:
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b

1= es el punto de equilibrio.

Esto es, z =

Notemos que:
f'(v) =a, paracadaveR.

Lo que quiere decir que:

f'(z) = a. (2.7.5)

Puesto que a es la razéon de las pendientes de las curvas de oferta y demanda, esta
relacion determina el comportamiento de la secuencia de precios.

Hay tres casos a considerar:

Caso 1: —1 < a < 0. Se tiene que —1 < —2= < (. Esto significa que ms; < my.

mq

Los precios alternan arriba y abajo pero convergen al precio de equilibrio z = —2.

l1—a
De ([2.7.5)), se tiene que |f’(z)| < 1. Esto es, z es asintoticamente estable.

ms
mq

Caso 2: a = —1. Esto significa que —2¢ = —1. Lo que quiere decir que mg; = my.

Los precios oscilan entre dos valores tnicamente. Si p(0) = pp, entonces p(1) =
—po+ by p(2) = po.

De (22.7.5)), se sigue que f’(z) = —1. Esto significa que z es estable.

Caso 3: a < —1. Se tiene que —z—z < —1. Lo que quiere decir que mg < my.

Los precios oscilan infinitamente alrededor del punto de equilibrio z y progresiva-
mente se alejan mas de él.

De (22.7.5)), se tiene que |f’(2)| > 1. Esto es, z es inestable.
Para ilustrar el modelo (2.7.4), procedemos con el siguiente ejemplo numeérico.

Ejemplo 2.7.1. Supongamos que mg =3, by = 18, my =4, by =3 y py = 5.

Se sigue que a = —% y b = 7. De aqui que la ecuaciéon en diferencias obtenida es la
siguiente:

Pl 1) = —5p(n) + 7.

p(0) = 5.

Resolviendo esta ecuacion:
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7

1-(-

El precio de equilibrio es z = = 3 y debido a que a = —%, se tiene que z es

IS

)

inestable.

Asi, la interaccion de la oferta y la demanda produce una oscilacion explosiva. Esto
significa que existe una tendencia a que el precio amplie su desviacion respecto a z a
medida que pasa el tiempo.

2.7.2. Modelo simple sobre la tasa de empleo

Se observa la evolucion de la tasa de empleo, respecto a la poblacion activa de una
region.

Sean L la poblacion activa de una region determinada, tal que es constante en el
tiempo, debido a que las nuevas incorporaciones se compensan con las salidas, y € S(Z.)
tal que y(n) es la poblacion empleada en el periodo n, para cadan € Z, y x € S(Z) tal
que z(n) es la tasa de empleo en el periodo n, para cada n € Z,. Esta se puede expresar
de la forma siguiente:

y(n)

x(n) = ~» para cadan € Zy.

Podemos asumir lo siguiente:

» De la poblacion ocupada y(n) en el periodo n — 1, cierto porcentaje Py, tal que 0 <
Py < 1, continuara empleada en el periodo siguiente n, mientras que un porcentaje
Pp, tal que 0 < Pp < 1, pasara a estar desempleada.

= De la poblacion desempleada L — y(n) en el periodo n — 1, un porcentaje @y, tal
que 0 < @y < 1, ingresara al mercado laboral en el periodo siguiente n, mientras
que un porcentaje ()p, tal que 0 < Qp < 1, continuara desempleada.

De lo anterior, se sigue que:

» Py + Pp < 1. Lo que quiere decir que, 1 — (Py + Pp) seréa el porcentaje de la
poblacién que deje de ser activa y en el periodo siguiente n se repondra.

» Qv +Qp < 1. Estoes, 1 — (Qn + Qp) serd el porcentaje de la poblacion que deje
de ser activa y en el periodo siguiente n se repondra.

» (1—(Py+Pp))y(n—1)+(1—(Qn+Qp))(L—y(n—1)) son las nuevas incorporaciones
a la poblaciéon activa, de las que un porcentaje r, tal que 0 < r < 1, halla trabajo y
el resto permaneceré desempleada.

Tomando en cuenta esto, la poblaciéon ocupada al final del periodo n es la siguiente:

y(n) = Pyy(n —1) + Qn(L —y(n = 1)) +r((1 = (Py + Pp))y(n — 1)
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+(1—(Qn +Qp))(L —y(n—1)))
=Py —Qn+1r(1—=(Py+ Pp)) —r(1—(Qn +Qp)))y(n —1)
+ L(Qn + (1 = (@~ + Qb))),

para cadan € Z,..

Pongamos o = Py — Qn +7(1 = (Py + Pp)) = (1 = (Qn + Qp)) y 8= Qn +7(1 —
(QNn + Qp)). Se tiene que:

z(n) =ax(n—1)+ 5, paracadan€Z,.

Esta ecuacion es equivalente a la siguiente:

z(n+1)=ax(n)+ B, paracadanée€Z,. (2.7.6)

De (2.3.4), se sigue que:

z(n) =a"zg+ [a“ —!

} , paracadan€Z,,
a—1

tal que o # 1y 2(0) = xq es la tasa de empleo inicial, que es conocida.

Notemos que —1 < a < 1, debido a que o« = Py — Qn +7(1 — (Py + Pp)) — r(1 —
(Qn + @p)), tal que 0 < r < 1. Esto se puede interpretar como que « es un punto del
segmento que une los puntos Py — Qn € (=1,1) y Pp — Qp € (—1,1).

Veamos en qué valor se estabilizara la tasa de empleo a largo plazo. Para esto, se deben

hallar los puntos de equilibrio de (2.7.6)), lo que quiere decir que:

z(n) = ax(n) + B
e(n)(1 - ) = B
x(n) = . f =

Esto es, z = % es el punto de equilibrio.

Sea v € R. Para analizar su estabilidad, debemos calcular f’(v). Se tiene que:
f'w) =a.

Por lo que f’(z) = a. Debido a que |a| < 1, se sigue que |f’(z)] < 1. Por el Teorema
[2.6.4] = es asintoticamente estable.

Para ilustrar el modelo (2.7.6)), realizamos el siguiente ejemplo numérico.
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Ejemplo 2.7.2. Supongamos que Py = 0.4, Pp =0.55, Qn =0.85, Qp =0.1,r=0.2y
g — 0.3.

Se tiene que @ = —0.45 y # = 0.86. Lo que quiere decir que la ecuaciéon en diferencias
es la siguiente:

x(n+ 1) = —0.45x(n) + 0.86,
z(0) = 0.3.

Resolviendo esta ecuacion:

2(n) = (0.3) - (~0.45)" + 0.86 [%]

1— (—0.45)"

~ (0.3) - (—=0.45)"
(0.3) - (=0.45)" + 0.5931

De acuerdo con lo obtenido, el punto de equilibrio es z = % ~ 0.5931, que como
se menciond con anterioridad, es asintoticamente estable.

Por lo tanto, existe una tendencia a que la tasa de empleo se estabilice en z conforme
pasa el tiempo.

2.7.3. Modelo simple sobre consumo y renta

Permite estudiar el comportamiento del consumo en funciéon de la renta y las inver-
siones en determinados periodos.

Este modelo sirve para analizar la economia familiar de forma simple.

Sean Y € S(Z,) tal que Y (n) es la renta disponible en el periodo n, para cadan € Z,
C € S8(Z;) tal que C(n) es el consumo de una familia en el periodo n, para cada n € Z,
y w € S(Z,) tal que w(n) el salario que se recibe al final del periodo n, para cadan € Z.

El modelo se basa en lo siguiente:

» Una familia consume una parte proporcional de su renta disponible en cada periodo
n:
C(n) =cY(n), paracadanée€Z,,

donde 0 < ¢ < 1y ces la propension marginal al consumo.

= La renta de la familia proviene del salario que se recibe al final del periodo n y crece
a una tasa constante r > 0, que es la inflaciéon del salario:

wn+1) =wn)+rw(n)
=w(n)(l4+r), paracadan € Z,.
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De esto, se obtiene la ecuaciéon en diferencias siguiente:

wn+1)=1+rw),
w(0) = wp.

Si utilizamos (2.3.4]) para resolver esta ecuacion en diferencias, se tiene que:

w(n)=(14+r)"wy, paracadané€Z,.

Pongamos wy = 1. Esto significa que se estd normalizando la unidad monetaria y se
considera que seré el salario inicial. Lo que quiere decir que:

w(n)=(1+r)", paracadan€Z,.

De aqui que la renta disponible al comienzo del periodo n + 1 es la siguiente:

Y(n+1) =Y (n) - C(n) +w(n)
=Y (n)—cY(n)+ (1+7r)"
=(1-¢Y(n)+(1+r)", paracadan€Z,. (2.7.7)

Esto es, la renta disponible en el periodo n + 1 es el ahorro en el periodo n més el

salario recibido al final del periodo n.

Podemos utilizar ([2.3.2)) para resolver esta ecuacion en diferencias. Se tiene que:

Y(n) = 1—c”Y0+Z &)L 4 )k

-1 —1+ r+¢)Yo)(1 — )"
_ (( c—l) ( ) 0)( ) , para Cadan€Z+,

r—+c

tal que Y (0) = Y} es la produccion inicial, que es conocida.
Notemos que 7 + ¢ # 0, debido a que 7, ¢ > 0.

Para hallar el equilibrio de la ecuacion (2.7.7), hacemos Y (n + 1) = Y(n). Se sigue
que:

Y(n)=1-c)Y(n)+ (1 +7r)"
(I1-(1-0)Y(n)=1+nr)"
_ (1 +r)”'

(1+r)

Esto significa que z(n) = es el equilibrio.
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Notemos que es un equilibrio moévil, debido a que se obtuvo una expresiéon en términos
de n.

Puesto que 0 < 1 — ¢ < 1, se sigue que lim (1 — ¢)” = 0. Esto es, el equilibrio es
n—oo

asintoticamente estable.
Para ilustrar el modelo , procedemos con el siguiente ejemplo numérico.
Ejemplo 2.7.3. Supongamos que ¢ = 0.6, r =0.2 y Yy = 5.
Se tiene que la ecuacion en diferencias es la siguiente:
Y(n+1)=04Y(n) + (1.2)",
Y (0) = 5.

Si resolvemos esta ecuacion:

(Z=2)" —1+0.8-5)(0.4)"

Y(n) — 0.4
0.8
_ ((=3)"+3)(0.4)"
0.8 '
De acuerdo con lo obtenido, la trayectoria de equilibrio es z(n) = %, que como ya

mencionamos, es asintoticamente estable.

Por lo tanto, existe una tendencia a que la renta disponible siga la trayectoria z(n) a
medida que pasa el tiempo.

2.7.4. Modelo simplificado de Harrod

Sirve para explicar el crecimiento econémico a largo plazo como consecuencia del
ahorro y la inversion, y es muy importante, puesto que ayuda a obtener la trayectoria que
debe seguir la economia para que haya un equilibrio entre los ahorros y las inversiones, ya
que un cambio en los niveles de inversion tiene una repercusion en la demanda agregada
y la capacidad productiva de una economia.

Esta formalizacion es una version simplificada del modelo original [I8, pag. 16].

Sean Y € S(Z,) tal que Y (n) es la renta disponible en el periodo n, para cada
n€Zy, I €S(Zy) tal que I(n) es la inversion ex-ante en el periodo n, para cada n € Z
y S € §(Z4) tal que S(n) es el ahorro ex-ante en el periodo n, para cadan € Z.

Podemos suponer lo siguiente:

= El ahorro ex-ante esta determinado por la funciéon siguiente:
S(n)=sY(n—1), paracadané€Z,, (2.7.8)

tal que s > 0 y s es una constante que representa la propension marginal y media
a ahorrar.
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2. Ecuaciones en diferencias de primer orden

» La inversion ex-ante es de la forma siguiente:
In)=k(Y(n)—Y(n—1)), paracadan€Z,, (2.7.9)

tal que k£ > 0 y k es el coeficiente de aceleracion al incremento de demanda o renta
y es constante.

= Para que exista un equilibrio econémico, el ahorro ex-ante debe ser igual a la inver-
sion ex-ante, esto significa que:

S(n)=1I(n), paracadané€Z,. (2.7.10)

Sustituyendo (2.7.8)) y (2.7.9)) en (2.7.10)), se sigue que:

sY(n—1)=k(Y(n) =Y (n—1))
EY(n)—(k+s)Y(n—1)=0
k+s
ok

Y(n) Y(n—1)=0, paracadan€Z,.

Esta ecuacion rige la dindmica del equilibrio econémico de este modelo y es equivalente
a la siguiente:

Y(n+1)= (1 + %) Y(n), paracadan € Z,. (2.7.11)

Para resolver esta ecuacion, utilizamos (2.3.4]). Lo que quiere decir que:

Y(n) = <1 + %)nYO, para cada n € Z., (2.7.12)

donde Yj es el valor inicial de la renta.

De esta forma, se puede interpretar que la renta aumenta en el tiempo a una tasa de
crecimiento constante 7, que es lo que Harrod llama tasa de crecimiento garantizada. Esto
debido a que si la renta crece de esta forma, permite alcanzar un crecimiento sostenido
con una tasa de crecimiento constante.

Para hallar el punto de equilibrio de la ecuacion (2.7.11)) hacemos Y(n + 1) = Y (n).
Se tiene que:

Y(n) = (1 + 2) Y (n)
0= (1 + %) Y(n) - Y(n)
-~ ((1 + %) - 1) Y(n)
- %Y(n)

Lo que quiere decir que z = 0 es el punto de equilibrio.
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Notemos que (2.7.11)) estd determinada por la funciéon f : R — R dada por f(v) =
(1 + %) v, para cada v € R.

Sea v € R. Para analizar su estabilidad, debemos calcular f’(v). Se sigue que:
s
)= (1+7).
fwy=(1+3

Por lo que f'(z) = (1 + ) Debido a que s, k > 0, se tiene que > 0. Esto es,
‘1 + k‘ > 1. Lo que quiere dec1r que |f'(z)| > 1. Por el Teorema , 2 es inestable.

Adicionalmente, podemos obtener la trayectoria del ahorro. De (2.7.8) y (2.7.12)), se
tiene que:

n—1
S(n) = sY, (1 + %) , paracadan € Z,.

De forma similar, podemos obtener la trayectoria de la inversion. De (2.7.9)) y (2.7.12)),
se sigue que:

=
3
S~—

Il
VR
~
—_
+
™ »
~——

3
v
|
—~
[—
+
ol
~—
3
N
I
N~

= (1) (1) =)
w1 ) ()
= s5Y) (1+£> , paracadan € Z,.

Con esto podemos verificar que las trayectorias del ahorro y de la inversion son iguales.

Para ilustrar el modelo ([2.7.11]), realizamos el siguiente ejemplo numérico.

Ejemplo 2.7.4. Supongamos que k = 0.632, s = 0.816 y Yy = 17.4. Esto de acuerdo a
datos del Fondo Monetario Internacional (FMI) y el Producto Interno Bruto (PIB) del
ano 2012 en billones de dolares para varios paises de la Zona Euro [13], pag. 20].

La ecuacion en diferencias obtenida es la siguiente:

Y(n+1) = 2.2911Y (n), (2.7.13)
Y(0) = 17.4.

Notemos que la ecuaciéon (2.7.13)) rige la dindmica de equilibrio econémico para los
paises estudiados. También, indica que la renta en el periodo n + 1 es proporcional a la
renta en el periodo anterior n.

Resolviendo esta ecuacién:

Y(n) =~ 17.4(2.2911)". (2.7.14)
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Adicionalmente, la trayectoria del ahorro y de la inversion es la siguiente:

S(n) = I(n)
~0.816-17.4-(2.2911)"!
~ 14.1984 - (2.2911)" 1.

En conclusion, si por algin motivo la renta se desvia de la trayectoria de crecimiento
econémico determinada por (2.7.14)), la renta seguira creciendo y apartdndose de dicha
situacion balanceada.

2.7.5. Modelo de amortizacion

La amortizacion es el proceso mediante el cual se paga un préstamo a través de pagos
periddicos, cada uno de los cuales es un pago parcial de intereses y un pago parcial para
reducir el capital pendiente.

Sean g € S(Z,) tal que g(n) es el n-ésimo pago, para cadan € Z, y p € S(Z,) tal
que p(n) es el capital pendiente principal después de g(n), para cada n € Z,.

Supongamos que los cargos por intereses se capitalizan a la tasa r por periodo de pago.

La formulacion de este modelo se basa en el hecho de que el capital pendiente de pago
p(n+ 1) después del (n + 1)-ésimo primer pago es igual al capital pendiente de pago p(n)
después del n-ésimo pago mas el interés rp(n) incurridos durante el (n 4 1)-ésimo periodo
menos el n-ésimo pago g(n). Se sigue que:

p(n+1) =p(n)+rp(n) —g(n), paracadan € Z,.

Lo que quiere decir que, para cada n € Z,:
p(n+1) = (L+7)p(n) — g(n);
p(O) = Po,
donde py es la deuda inicial. De ([2.3.2)), se tiene que:

n—1

p(n) = (1+7)"py — Z(l + )" 1g(k), paracadan € Z,.
k=0

En la practica, el pago g(n) es constante, digamos que es igual a 7. Esto se traduce a
lo siguiente:

p(n)=047r)"po— (1 +7r)"—1) <§> , paracadan € Z,. (2.7.15)
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Para saber cuénto seria el pago mensual 7" si queremos liquidar el préstamo en exac-
tamente n pagos, podemos asumir que p(n) = 0. Por lo que, de (2.7.15)), se sigue que:

r

f=m {m

] ,  paracadan € Z,. (2.7.16)

Para ilustrar la utilizaciéon de la ecuacion (2.7.16]) proporcionamos el siguiente ejemplo
numeérico.

Ejemplo 2.7.5. Supongamos que un préstamo de $80000 debe amortizarse en pagos
mensuales iguales. Si la tasa de interés compuesto es del 10 % mensualmente, calculemos
el pago mensual requerido para liquidar el préstamo en 30 anos.

En este caso, se tiene que py = 80000, » = 0.1 y n = 30(12) = 360.

Asi, de (2.7.16)):

0.1
T = -
80000 L — (1.1)_360}

= 8000.

Por lo tanto, el pago mensual debe ser de $8 000.
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CAPITULO 3

FCUACIONES EN DIFERENCIAS DE
ORDEN SUPERIOR

Las ecuaciones en diferencias lineales de orden superior son una generalizacion de las
ecuaciones en diferencias lineales de primer orden, y su teoria sirve para poder resolver
una ecuacion en diferencias lineal de cualquier orden, lo que permite atender diversas
aplicaciones de estas ecuaciones en areas como Fisica, Biologia (més especificamente en
la dindmica de poblaciones) y Economia, que es el drea de mayor interés en este proyecto,
por lo que estudiamos algunos modelos especificos.

3.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden supe-
rior

Por la Observacion y (L.5.1), se tiene la siguiente observacion.

Observacion 3.1.1. Sean = € S(Z,), k € Ny ng € Z,. Una ecuacion en diferencias
lineal no homogénea de orden k es de la forma siguiente:

z(n+k)+p(n)x(n+k—1)+ -+ pe(n)z(n) = g(n), (3.1.1)

para cada n € Z, con n > ng, p; € S(Z,), para cada i € {1,...,k}, g € S(Zy) y
pr(n) # 0, para cada n € Z, tal que n > ny.

La correspondiente ecuacion en diferencias homogénea de (3.1.1)) se obtiene cuando
g(n) = 0, para cada n > ng. Esto es:

z(n+k)+pi(n)zx(n+k—1)+---+ pr(n)z(n) = 0. (3.1.2)
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

La ecuacion ({3.1.1) puede escribirse de la forma siguiente:

y(n+k) = —pi(n)y(n+k—=1) —--- = pr(n)y(n) + g(n). (3.1.3)

Puesto que necesitamos conocer los valores especificos de y(n + k) en (3.1.3), para
cada n > ng, para el caso cuando n = ng, obtenemos:

y(no + k) = —p1(no)y(no + k — 1) — pa(no)y(no + k —2) — -+ — pr(no)y(no) + g(no).

Dado que pi(ng), p2(no), .. ..pr(no) y g(ng) son conocidos, para hallar y(ng + k), se
necesita conocer los valores y(ng +k — 1),y(no + k — 2),...,y(ng), como se muestra en
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.1.2. Sea y € S(Z,). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias de
orden k =3y nyg = 1:

Mn+$—g%qﬂn+%+nMn+D—3mm:n, (3.1.4)

para cada n € Z, con n > 1. Anadiendo las condiciones y(1) =0, y(2) = —1 y y(3) = 1.
Hallaremos los valores de y(4), y(5), y(6) y y(7).

Reescribimos la ecuacion (3.1.4) de la forma siguiente:

y(n+3) = y(n+2) —ny(n+ 1)+ 3y(n) + n.

n+1

Para n = ng = 1, se tiene que:

y(1) = y(1+3)
= () — () + 3y(1) +1
= 2~ (~1) +53(0) +1
)
=

Para n = ng + 1 = 2, se tiene que:
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Para n = ng + 2 = 3, se tiene que:
y(6) = y(3+3)

y(5) — 3y(4) +3y(3) + 3

(a0

Para n = ng + 3 = 4, se tiene que:

»blw»blw‘d

y(7) = y(4 +3)
zg (6) — 4y(5) + 3y(4) + 4
HEMERER
89
-2

De esta forma surge el problema con valores iniciales, que establece lo siguiente.

Definicion 3.1.3. El problema con valores iniciales correspondiente a la ecuacion ((3.1.1))
es como sigue:

y(n+ k) +p(n)y(n+k—=1) +--+pe(n)y(n) = g(n) (3.1.5)

y(no) = ag,y(ng +1) =ay,...,y(no +k — 1) = ag_1, (3.1.6)
donde a; € R, para cada i € {0,1,...,k —1}.

Teorema 3.1.4. El problema con valores iniciales (3.1.5) y (3.1.6)) tiene solucién tnica.

Demostracion. Usando recurrencia, definimos:

y(no) = Qo
y(ng+1)=ay
yno+k—1)=ap
y(no + k) = Pl(no) (no +k—1) — - — pr(no)y(no) + g(no)-
y((no +1) + ) —p1(no + 1)y ((n0+1)+k—1)—"‘—pk(”o+1)3/(”0+1)+9(”0+1)-
—p1(ng+ Dy(nog + k) — -+ — pr(no + Dy(no + 1) + g(ng + 1).
y(ng+2) + k) —p1(ng+2)y((ng+2)+k—1) — - — pr(no + 2)y(no + 2) + g(no + 2)
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= —p1(no +2)y(no + k+1) — -+ — pr(no + 2)y(no +2) + g(no + 2).
y((no+p) + k) = —pi(no + p)y((no +p) +k —1) — -+ — pe(no + p)y(no + p) + g(no + p)
= —pi(no +p)y(no +k+ (p—1)) =+ — pr(no + p)y(no + p) + g(no + p).

Lo que quiere decir que para cada n > ng, y(n + k) existe. Ademés, puesto que
n=no+k+(n—ny—k), yn)=ylk+no+ (n—ny—k)). Asi, y es solucion de (3.1.5)
con (|3.1.6)).

Ahora, supongamos que z también es soluciéon de con . Puesto que y y 2
cumplen con ((3.1.6))), se tiene que z(ng+1i) = z(no+1), apara cada i € {1,2,...,k—1}.
Esto ultimo implica que y(ng + k) = z(no + k) vy asi y(ng + k+ 1) = z(ng + k + 1),
procediendo de manera inductiva, se tiene que y(n + k) = z(n + k), para cada n > ny.
Por lo tanto, y es tnica. |

Por el Teorema , se tiene que la ecuacion con las condiciones iniciales
, tiene solucion tnica. De esta manera para cada conjunto de condiciones iniciales,
se puede obtener una solucién tnica. Asi, la ecuacién en diferencias tiene una
infinidad de soluciones. Uno de los objetivos es obtener una solucién general para la
ecuacion , lo cual no es una tarea facil. Para lograr nuestro objetivo es necesario
estudiar la ecuacion homogénea asociada a y posteriormente a la ecuacion (3.1.5)).

En lo que resta de esta seccion, analizamos la ecuacion lineal homogénea de orden &
(13.1.2)).

Definicion 3.1.5. Sean fi, fo,..., fr € S(Z,). Las funciones fi, fo, ..., f, son:

1. Linealmente dependientes si existen constantes aq, as, . .., a, no todas cero tales que:

a1f1+a2f2+"'+arfr:0- (317)

2. Linealmente independientes si no son linealmente dependientes, es decir, si aqf; +
asfo+---+a.f, =0, entonces a; = as =---=a, = 0.

Sean fi, fa,..., fr € S(Z,) linealmente dependientes. Luego, sea j € {1,2...,r} tal
que a; # 0y aifi + asfa + -+ + a.f, = 0. En consecuencia:

fi(n) = —%fl(n) - Z—jfm - Z—;fr(n)
- —Z%fi(”)' (3.1.8)
i#j )

De la ecuacion (3.1.8)), se tiene que cada f; con coeficiente distinto de cero es una
combinacién lineal de los otros f;.
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Ejemplo 3.1.6. Se tiene que las funciones 3", n3" y n?3" son linealmente independientes
para cadan € Z, con n > 1.

Supongamos que existen aq, as, ag € R para n > 1, tales que:

a13" + ayn3"™ + azn?3" = 0.

Esto significa que:
3"(ay + agn + azn®) = 0.

De aqui a;+asn+asn® = 0. Esto sélo puede ser cierto si a; = 0. A la vez, agn+asn® = 0.
Lo que quiere decir que n(ay + azn) = 0. Se sigue que as + agn = 0. Esto es, ay = az = 0.
Por consiguiente, a; = ay = az = 0.

Por lo tanto 3", n3" y n?3" son linealmente independientes.

Definicion 3.1.7. Sea {z1,9,...,2x} € S(Z,) un conjunto de k soluciones de (3.1.2)).

Se dice que {x1,za,...,x} es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion en
diferencias (3.1.2) si {x1,Z2,...,2x} es linealmente independiente.

Una forma mas simple de verificar si un conjunto de soluciones es linealmente indepen-
diente o no, es utilizando el Casoratiano, denominado de esta forma por ser el determinante
de la matriz de Casorati, llamada asi en honor al matematico Felice Casorati (1835-1890).

Definicion 3.1.8. Sea {x1,x2,..., 2} € S(Z,). El Casoratiano de {x1,z9,..., 2} es
una funcion W € §(Z.) definida como:

r1(n+1 Ta(n +1 rr(n+1
W(n) = det 1 ' ) 2 , ) kl ‘ ) , para cadan € Z,.
rin+k—1) zaln+k—-1) -+ z(n+k—1)

Ejemplo 3.1.9. Sea x € §(Z, ). Consideremos la ecuacion en diferencias siguiente:

x(n+3)—Tx(n+1)+6x(n) =0, paracadan € Z,.

(a) Demostremos que las sucesiones 1, (—3)™ y 2" son soluciones de la ecuacion en dife-
rencias.

(b) Hallemos el Casoratiano de las sucesiones del inciso (a).
(a) Sean x1, 2,23 € S(Z4) tales que x1(n) = 1, x3(n) = (=3)" y x3(n) = 2".
Se tiene que x; es solucion de la ecuaciéon en diferencias debido a que:

r1(n+3) = Tr1(n+1) +621(n) =0
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1-7+6=0.

Se sigue que x5 es solucion de la ecuacion en diferencias puesto que:

(=3)"3 — 7(=3)"" +6(-3)" =0
(=3)"(—27+21 +6) = 0.

Adicionalmente, x3 es solucion de la ecuaciéon en diferencias. En efecto:

x3(n +3) — Tes(n+ 1) 4+ 6z3(n) =0
2" 7.2 462" =0
27(8 — 14+ 6) = 0.

(b) Se tiene que:

1 )" 2n
=det |1 3 +1 ontl
1 n+2 2n+2
( 3n+1 2n+1 B 1 2n+1 " 1 (_3)n+1
( )n+2 2n+2 ( 3) 1 2n+2 +2 1 (_3)n+2

( )n+12n+2 2n+1( 3)n+2 _ (_3) (2n+2 _ 2n+1) 4 2n((_3)n+2 _ (_3)n+1)
= —12(2"(=3)") = 18(2"(=3)") — 4(2"(=3)") + 2(2"(=3)") + 9(2"(=3)")
+3(2(=3)")
= —20(2"(=3)").

El siguiente lema es til para verificar si las soluciones son linealmente independientes.

Lema 3.1. 10 (Abel) Sean {xy, 29, ..., 2} € S(Zy) y k € N. Si xq,29,..., 25 son solu-

ciones de , se tiene que:

n—1
W(n) = (—1)kn-no) <H pk(z)> W(ng), paracadan€Z,, conn > ny.

Demostracion. Veamos que el resultado es valido para k = 2.

Sean x1,x2 € §(Z4 ) dos soluciones linealmente independientes de:

z(n+2)+pi(n)z(n+ 1) + pa(n)x(n) = 0. (3.1.9)
Se sigue que:
W(n+1) = det (10T 1) wan+1) (3.1.10)
ri(n+2) z(n+2))° o
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De (3.1.9)), se tiene que:
zi(n+2) = —pa(n)z;(n) — pr(n)z;(n+ 1), (3.1.11)

con?=1,2.
Sean Ry = —pa(n)xi(n) — pr(n)z1(n+ 1) y Ry = —pa(n)xa(n) — pr(n)za(n + 1).
Si utilizamos (3.1.11)) para sustituir z;(n + 2) y z2(n + 2) en (3.1.10)), se sigue que:

W(n+1) = det (xl(n+1) xQ(n+1)) |

Ry Ry

Por la propiedad de invarianza [21], p. 5], se tiene que:

- riln+1)  xa(n+1)
Wi{n+1) = det <_p2<n>x1(n> —p2<n>xz(n>> |

Ahora, utilizando la propiedad de intercambiar filas en los determinantes:

W(n) = —pa(n) det (”“;%1) ng(;;))

= —pa(n)(~1) det( ni(n)  wa(n) )

ri(n+1) z3(n+2)
= (=1)*p2(n)W (n). (3.1.12)

Si utilizamos ([2.2.1)) para resolver la ecuacion (3.1.12)), se sigue que:

W(n) = (H(—%(z)) W (o)

i=ng

= (=)0 T pol)W (o)

1=no

— (=120 T pali)W (o).

1=ng

Esto es, el lema es valido para k = 2.
Ahora, veamos que es valido para k = 3.

Sean x1,x9,x3 € S(Z4), tres soluciones linealmente independientes de:

z(n+3) + pi1(n)x(n + 2) + pa(n)x(n + 1) + ps(n)xz(n) = 0. (3.1.13)
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Se sigue que:

r1(n+1) x3(n+1) x3(n+1)
W(n+1)=det | z1(n+2) z3(n+2) z3(n+2)|. (3.1.14)
r1(n+3) xa(n+3) x3(n+3)

De , se tiene que:
zi(n+3) = —ps(n)z;(n) — (pr(n)z;(n + 2) + po(n)x;(n + 1)), (3.1.15)

coni=1,23.

Definimos S, S v S3 de la forma siguiente:

S1 = —ps(n)z1(n) — (p2(n)z1(n + 1) + pi(n)r1(n + 2)).
Sy = —p3(n)za(n) — (p2(n)z2(n + 1) + p1(n)ra(n + 2)).

Sz = —p3(n)zz(n) — (p2(n)zz(n + 1) + p1(n)rs(n + 2)).

Si utilizamos (3.1.15]) para sustituir z1(n + 3), za(n + 3) y z3(n + 3) en (3.1.14), se
sigue que:
ri(n+1) z(n+1) z3(n+1)
Wn+1)=det | z1(n+2) x2(n+2) x3(n-+2)
Sh Sy Sy

Por la propiedad de invarianza [21], p. 5], se tiene que:

Wn+1)=det | xi(n+2) xo(n +2) x3(n+2)
—ps(n)z1(n) —ps(n)ra(n) —ps(n)rs(n)

Ahora, utilizando la propiedad de intercambiar filas en los determinantes:

ri(n+1) z(n+1) z3(n+1)
W(n+1)=—ps(n) det [ z1(n+2) z3(n+2) x3(n+2)
z1(n) 2(n) 3(n)
1(n) 2(n) 3(n)
= —p3(n)(—=1)? det [ 21(n+1) zo(n+1) x3(n+1)
r1(n+2) z(n+2) x3(n+2)

= (—1)%ps(n)W(n). (3.1.16)

Si utilizamos ([2.2.1)) para resolver la ecuacion (3.1.16]), se sigue que:

Win) = (ﬂ <—1>3p3<z'>> W (o)

i=ng

78



3.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden superior

= (=) T pa()W (o)

1=ng

n—1
= (=1 T ps(i)W (no).
i=ng
Lo que quiere decir que el lema es valido para k = 3.

Si se realiza esto inductivamente para k € N, se tiene que:

W(n) = (=)= (1:[ pk(l’)) W (no).

1=ng
De esto, se sigue el resultado. |

Si en la ecuacion (3.1.2), p1, pa, . . ., pr son constantes, se sigue que:
W(n) = (=1)k=m0)pln=m0yy7(n 0y para cadan € Zy, conn > np.

Corolario 3.1.11. Seangy € Z,. Supongamos que pg(n) # 0 en (3.1.2), para cadan € Z;
conn > ng. El Casoratiano W(n) # 0, para cadan € Z, conn > ng siy solo si W(ng) # 0.

Demostracion. Supongamos que W(n) # 0, para cada n € Z, con n > ny.
Pongamos n = ng. Se tiene que W (ng) # 0.

Reciprocamente, supongamos que W(ng) # 0. Por el Lema [3.1.10] se sigue que, para
cada n € Zy con n > ng:

IWMZFWWW<ﬂm@%WW-

i=ng

Puesto que W(ng) # 0y pr(n) # 0, de la ecuacion anterior se tiene que W(n) # 0,
para cada n > ng. |

Este corolario se puede interpretar como que el Casoratiano es idénticamente cero
o nunca es cero, para cada n € Z, con n > ng. Esto significa que para verificar que
W(n) # 0, para cada n € Z,, solo necesitamos probar que W(ng) # 0, para algin ng
adecuado.

Ahora, analizamos la relacién que existe entre la independencia lineal de las soluciones
y el Casoratiano.

Para realizar esto, veamos que el conjunto de k soluciones de (3.1.2)), puede represen-
tarse de forma matricial.
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Sean x1, Tg, ...,z € S(Z4) soluciones de la ecuacion (3.1.2]). Supongamos que existen
constantes ay, as, ..., ar,ng € Z,, tales que:

a1x1(n) + agwo(n) + -+ + agag(n) =0, paracadan € Zy, con n > ny.

Se tiene que, a partir de esta combinacion lineal podemos generar las siguientes k£ — 1
ecuaciones:

ari(n+ 1) +agzo(n+ 1)+ -+ apap(n +1) =0

ari(n+k—1)+axn+k—1)+--+azpg(n+k—1)=0.

Considerando las k ecuaciones, se sigue que:

X(n)¢ =0, paracadaneZ,, (3.1.17)
donde:
1(n) z2(n) e zy(n)
X(n) = xl(n.—l— 1) xz(n'+ .- xk(n'—l— 1) |
z1(n —l—.k— 1) xg(n+'k —1) - xp(n —|—.k— 1)
ai
="
g,

Notemos que W (n) = det(X (n)).

Teorema 3.1.12. El conjunto de soluciones 1, xa, ..., zx € S(Z) de (3.1.2)) es un con-
junto fundamental si y solo si el Casoratiano W (ng) # 0, para algin ng € Z.

Demostracion. Supongamos que {z1,...,x;} es un conjunto fundamental.

Asi, {z1,..., 2} es linealmente independiente. Se sigue que X (ng) es invertible. Esto
significa que W (ng) # 0, para algin ng € Z.

Reciprocamente, supongamos que W(ngy) # 0, para algin ny € Z,. Luego, la matriz
X (no) es invertible. De donde, x1,xo, ..., z) son linealmente dependientes. Lo que quiere
decir que, {x1,2z,..., 2} es un conjunto fundamental. [ |

Ejemplo 3.1.13. Sea = € §(Z. ). Verifiquemos que {n,2"} es un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacion en diferencias de segundo orden:
3n —2 2n

1
n—1x<n+ )+n—1

z(n+2)— xz(n) =0, paracadan€Z,.
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3.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden superior

Sean x1,xs € S(Z4) tales que z1(n) =ny xs(n) = 2™

Veamos que x; es solucion de la ecuacion en diferencias:

3n—2 2n
xl(n—|—2)—n_lml(n+1)+n_1:p1(n)20
3n—2 2n
2 — 1 =
n+ n_l(n—l— )+n_1(n) 0
3n? 2 2n?
nio_ n®+n+ n _ 0
n—1 n—1
2
-2
n—|—2—n+n =0
n—1

Veamos que x5 es solucion de la ecuacion en diferencias:

3n—2 2n
xo(n + 2) — n_lxg(n—i—l)—l—n_lxg(n)zo
3n — 2 2n
2n+2_ 2n+1 ony — ()
1 @)+ — (2

2n(4_6n—4+ 2n )zO

n—1 n—1
—4 4

2n<4+”_+):o.
n—1

Se tiene que el Casoratiano de z1 y =5 en n es el siguiente:

n 2"
W(n) = det <n Y 2n+1) :

Si ng = 0, se sigue que:

Por el Teorema [3.1.12} {n,2"} es un conjunto fundamental.

Ejemplo 3.1.14. Sea = € S(Z, ). Probemos que {27, (—2)", (—3)"} es un conjunto fun-
damental de soluciones de la siguiente ecuacion en diferencias de tercer orden:

z(n+3)+3z(n+2) —4x(n+1) — 12x(n) =0, para cadan € Z,.

Sean x1, %9, x3 € S(Zy) tales que z1(n) = 2", x9(n) = (=2)" y x3(n) = (=3)".
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Veamos que z7 es solucion de la ecuacion en diferencias:

r1(n+3)+3z1(n+2) —4x;(n+ 1) — 1221(n) =0
2n+3+3'2n+2_4_2n+1_12.271,:0
2"(8+12— 8 — 12) =0,

Probemos que x5 es solucion de la ecuacion en diferencias. En efecto:
zo(n + 3) + 3z2(n+2) —4xs(n+ 1) — 1229(n) =0
(_2)n+3 + 3(_2)714-2 _ 4(_2)714—1 _ 12(_2)n — O
(=2)"(—8+12+8—12) = 0.

Ademas, x3 también es solucion de la ecuacion en diferencias, pues:

zr3(n+3) + 3z3(n +2) —4xz(n+ 1) — 12z23(n) =0
(=3)"3 4 3(=3)""% — 4(=3)""! —12(=3)" =0
(—3)™(—27 + 27 + 12 — 12) = 0.

Se tiene que el Casoratiano de x1, x5 v o3 en n es el siguiente:

2r (=2 (=3

2\n
W(n) = det 2n+1 (_2)n+1 (_3)n+1
2n+2 (_2)n+2 (_3)n+2
Si ng = 0, se sigue que:
1 1 1
W(O0)=det [2 —2 -3
4 4 9
=—6—-30+16
= —20
£0.

Por el Teorema |3.1.12} {2", (—2)",(—3)"} es un conjunto fundamental.

Teorema 3.1.15 (Fundamental de las ecuaciones en diferencias homogéneas lineales). Si
pr(n) # 0, para cada n € Z, con n > ng, entonces la ecuacion (3.1.2) tiene un conjunto
fundamental de soluciones para cada n € Z, con n > ny.

Demostracion. Consideremos la ecuacion ([3.1.2) y supongamos que pg(n) # 0, para cada
n € Zy con n > ng. Para las condiciones iniciales z1(ng) = 1,z1(ng + 1) = -+ =

x1(ng + k — 1) = 0, por el Teorema [3.1.4] existe una solucion z; para (3.1.2)) que cumple
tales condiciones.
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3.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden superior

Ahora, para las condiciones iniciales xo(ng) = 0,29(ng + 1) = 1,29(ng +2) = -+ =
xo(ng + k — 1) = 0, por el Teorema existe una soluciéon x, para (3.1.2) que cumple
tales condiciones.

Asi, de manera inductiva, para las condiciones iniciales xx(ng) = xx(no+1) = - - - xx(no+

k—2)=0,zr(no+k—1) =1, por el Teorema [3.1.4] existe una solucion zj para (3.1.2)
que cumple tales condiciones.

De esta manera, se tiene que W(ng) = det(/) = 1. Luego, por el Teorema [3.1.12] se
tiene que {z1, s, ..., 2%} es un conjunto fundamental de soluciones de (3.1.2)). [ |

Se tiene que existen infinitos conjuntos fundamentales de soluciones de (3.1.2)), tales
que se pueden generar a partir de un conjunto conocido.

Lema 3.1.16. Sean 7,29 € S(Z,) dos soluciones de (3.1.2)), los siguientes argumentos
son ciertos:

(a) & = 1 + 2 es solucion de (3.1.2)).

(b) T = ax; es solucion de (3.1.2), para cada constante a.

Demostracion. (a) Puesto que z1 y x9 son soluciones de (3.1.2)), considerando n € Z, se
tiene que:
ri(n+k)+pi(n)riin+k—1)4+---+ pr(n)zi(n) = (3.1.18)

0
za(n+ k) +pi(n)ze(n+k—1) + - + pr(n)as(n) = 0. (3.1.19)

De (3.1.18) y (3.1.19)), se sigue que:

(z1(n + k) +x2(n+ k) + -+ pe(n)(z1(n) + 22(0)) =
z(n+k)+---+p(n)x(n) =

Por lo tanto, x es solucion de .
(b) Sea @ una constante. Considerando n € Z., de (3.1.18)), se tiene que:
(az1(n+k)) 4+ pi(n)(azi(n+ k= 1)) + - + pe(n)(az1(n)) = 0
Z(n+k)+p(n)t(n+k—1)+--- +pp(n)T(n) = 0.
Por lo tanto, T es solucion de (3.1.2)). ]

Una consecuencia inmediata del Lema [3.1.16|es el siguiente:

Teorema 3.1.17 (Principio de superposicion). Si zy,xs,...,x, € S(Z4) son soluciones

de (3.1.2)), entonces:
z(n) = a1x1(n) + asxa(n) + -+ -+ a,x,.(n), paracadan € Z,

nuevamente es solucion de (3.1.2)).
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Por otro lado, sea {x1,%2,...,2x} € S(Z4) un conjunto fundamental de soluciones

de (3.1.2) y x alguna solucion de (3.1.2). Se tiene que existen constantes aj,ag, ..., ax
tales que z:(n) = 2| a;;(n), para cada n € Z,. Para esto, utilizamos la representacion

matricial obtenida en (3.1.17) para escribir X (n)¢ = Z(n), donde:

z(n)
R z(n+1)
i(n) = :
z(n+k—1)
Puesto que {z1,...,2x} es un conjunto fundamental, se tiene que {z1,..., 2} es li-

nealmente independiente. Asi X (n) es una matriz invertible. Luego:

£ =X"1n)a(n).

Si n = ng, se sigue que:
f = Xﬁl(no)i’(no).

Con esto, podemos escribir el concepto de solucion general de (3.1.2).

Definicion 3.1.18. Sea {z1,zs,...,2x} € S(Z,) un conjunto fundamental de soluciones
de (B.1.2). La solucion general de (3.1.2) es de la forma x(n) = S35, a;a;(n), para cada
n € Z,, con a; constantes, para cada ¢ € {1,...,k}.

Notemos que cada solucion de (3.1.2) puede obtenerse de la solucion general mediante
una elecciéon adecuada de constantes a;.

Los resultados anteriores se pueden reformular utilizando herramienta del algebra li-
neal.

Sea S = {x € S(Z,) : x es solucion de (3.1.2)}. Se sigue que S C S(Z).
Teorema 3.1.19. El conjunto S es un subespacio vectorial de dimension k, del espacio

vectorial S(Z. ), con las operaciones usuales.

Demostracion. Veamos que (S, +, ) es un subespacio vectorial de (S(Z,), +, ) donde +
y - son las operaciones usuales en S(Z.).

Sean x1,x5 € S. Se tiene que, para cadan € Z,:

(14 22)(n) = z1(n) + z2(n).

Por el inciso (a) del Lema|3.1.16} se sigue que z1 + 25 es soluciéon de la ecuacion ((3.1.2)).
ASi, 1+ T € S.

Sea a € R una constante. Se tiene que, para cada n € Z,:

(az1)(n) = axi(n).
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Por el inciso (b) del Lema [3.1.16] se sigue que ax; es solucion de la ecuacion (3.1.2)).
Asi, ax; € S.

Lo que quiere decir que (S, 4+, -) es un subespacio vectorial de (S(Z.),+, ).
Ahora, veamos que (5, +, ) es de dimension k.

Por el Teorema [3.1.15, se tiene que {x1,z,...,x;} es un conjunto fundamental de
(3.1.2), para cada n € Z, con n > ny.

Adicionalmente, por el Teorema(3.1.17] se tiene que toda soluciéon es combinacion lineal
de {x1, 29, ..., z1}. Esto significa que {x1, s, ..., x;} forma una base para (S, +,-). Por
lo tanto, (S,+,-) es un espacio vectorial de dimension k. [ |

3.2. Ecuaciones en diferencias lineales homogéneas con
coeficientes constantes

Sean x € S(Z+), k € Ny ngy € Z,.. Consideremos la ecuacion en diferencias homogénea
de orden k de la forma siguiente:

z(n+k)+pxn+k—1)+paxn+k—2)+ -+ pgx(n) =0, (3.2.1)

para cadan € Z, conn > ng, p; € R, paracadai € 1,2,... ky pp #0.

En esta secciéon nuestro objetivo es hallar la solucion general de la ecuacion (3.2.1]),
para ello, basta encontrar un conjunto fundamental de soluciones de (3.2.1)).

Supongamos que las soluciones de (3.2.1)) son de la forma A", donde A es un nimero
complejo. Sustituyendo esto en la ecuacion (3.2.1)), se sigue que:

N pr XL pp AR A = 0
AV p AT pod 2 ) =0
M p N p A2 =0 (3.2.2)

La ecuacion (3.2.2)) se llama ecuacion caracteristica de (3.2.1) y sus raices A son de-

nominadas raices caracteristicas.
Notemos que si pr # 0, ninguna de las raices caracteristicas son iguales a cero.
Supongamos que p; = 0. Se tiene que:
N p AT po N2 g A =0
A ()\ki1 +p1)\k72 -+ pQ)\k73 + .. ‘|—pk71) = 0.

Esto es, A = 0 es una raiz caracteristica.

Respecto a las raices caracteristicas existen dos casos:
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Caso 1: Supongamos que las raices caracteristicas A1, Ao, ..., Ay son distintas.
Veamos que {A}7, A5, ..., A’} es un conjunto fundamental de soluciones de (3.2.1)).

Pongamos ng = 0. Se tiene que:

1 1 ... 1
A\ Ao oo A

WO)=det | AT A3 - AL | (3.2.3)
)\]16—1 )\]5:—1 . )\llz—l

Notemos que ({3.2.3)) es el determinante de Vandermonde. Luego, por [, pag. 230]:

wo)y = [ =) (3.2.4)

1<i<j<k
Debido a que todas las raices caracteristicas son distintas, de (3.2.4), se tiene que

W (0) % 0.

Por el Teorema [3.1.12) {7, A, ..., \?} es un conjunto fundamental de soluciones
de (BZ1).

Esto significa que la solucion general de (3.2.1)) es de la forma:

k
x(n) = Z a; A}, paracadan € Z,,
i=1

donde, para cada i € {1,...,k}, a;, es un namero complejo.
Caso 2: Supongamos que las raices caracteristicas distintas son Aj, Ao, ..., A\, con
multiplicidades mq, mo, ..., m, tales que Y ., m; = k, respectivamente. Utilizando

el operador incremento E, podemos escribir (3.2.1)) de la forma siguiente:

zn+k)+pix(n+k—1)+ -+ prx(n) =pox(n+ k) + pre(n+k —1)
+ o pra(n)
= (poE* + p E* ' + - + ppD)x(n)
= p(E)z(n),

donde p(F) es un polinomio de grado k con py = 1.

Debido a que las soluciones son de la forma A", se tiene que:

p(E)x(n) = (B = M)™(E = X)™ - (B = \)™x(n)
~ 0. (3.2.5)
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3.2. Ecuaciones en diferencias lineales homogéneas con coeficientes constantes

Notemos que si ¥y, s, .. ., ¥, son soluciones de la ecuacion:
(E—X\)™z(n) =0, (3.2.6)

también son soluciones de (3.2.5)). Esto significa que si Wy es solucion de (3.2.6)),
entonces (E — \;)™Wy(n) = 0.

Se sigue que:

(B = A)™ o (B = \)™ - (B = A)™ W, (n) = (B — A)™
(B = A) T E = Ap) ™
(= A (E = A (n)
=0.

Supongamos que podemos hallar un conjunto fundamental de soluciones para cada
, 1 <12 < 7. De hecho, la unién de estos r conjuntos fundamentales podria ser un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion . Veamos que esto es cierto con
los siguientes dos resultados.

Recordemos que (:f) = w Ademés, sin <r, (:) =0.

Lema 3.2.1. El conjunto G; = {7, ())A! ™, (A2, ..., (m?_l))\?_miﬂ} coni € {1,2,...,r},

9
4

es un conjunto fundamental de soluciones de (3.2.6).

Demostracion. Veamos que (:) A" es solucion de ([3.2.6). Por el Lema se sigue que:

(E — \)™ <:) AP = AT (OGE — A)™ <”)

,
__ ynt+m;—r _ m; n
== ()

— AP AT (”)
r
=0.

Esto es, (7:) A" es solucion de ([3.2.6]).

Pongamos ng = 0. Se tiene que:

NN EAT e A

Ai (A )L ) RV

wo—de| 8 Ot (e (it
)\m.i_l (mii_l))\'(»miil)il (miz—l))\'('mifl)*Q (mi_i))\(m;fl)f(mifl)




3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

1 0 0 ..o 0
)\i 1 0 .- 0

_ det )\3 2/\i 1 .. 0
NPT (ma = AT G

Debido a que la matriz es triangular superior, se sigue que:

W) =1

# 0.
Por el Teorema [3.1.12} {7, (71‘) PV (g) AR (mil) APt s un conjunto fun-
damental de soluciones de ([3.2.6)). [

Teorema 3.2.2. El conjunto G = |J_, G; es un conjunto fundamental de soluciones de
B3-2.5).

Demostracion. Por el Lema(3.2.1] se tiene que las funciones en el conjunto G son soluciones
de (23).

Veamos que G forma un conjunto fundamental.

Pongamos ng = 0. Se sigue que:

1 0 1 0
M 1 N, 1 e
W(0) = det [ AT 20 A 20 | (3.2.7)
MU (k=D)AL AR (e 1)AE?

Notemos que ([3.2.7) es el determinante de Vandermonde generalizado. Esto significa
que:

wo)y= T —x)mm. (3.2.8)
1<i<j<k
Debido a que \; # A;, de (3.2.8)), se tiene que W (0) # 0.
Por el Teorema [3.1.12) G = |J;_, G; es un conjunto fundamental de soluciones de
(13.2.5)). [
Una consecuencia inmediata del Lema y del Teorema 3.2.2]es el corolario siguien-
te:

Corolario 3.2.3. La solucion general de la ecuacion (3.2.5) es de la forma siguiente:

,
z(n) = Z A (ai,o +aian + aion® + -+ aiymi_lnmi—1> ‘
i=1
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3.2. Ecuaciones en diferencias lineales homogéneas con coeficientes constantes

Ejemplo 3.2.4. Sea = € S(Z, ). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias de
tercer orden con coeficientes constantes, para cada n € Z, :

z(n+3) —Tzx(n+2) 4+ 16x(n + 1) — 12x(n) =0,
z(0) =0, (1) =1, z(2) = 1.
Se tiene que su ecuacion caracteristica es:
rd —Tr? +16r — 12 = 0.
Esto significa que sus raices caracteristicas son Ay = Ay =2 y A3 = 3.
Lo que quiere decir que la solucion general de la ecuacion en diferencias es de la forma:
z(n) = ap2" + a1n2" + 63", para cadan € Z,,

donde ag, aq, b € R.

De las condiciones iniciales se tiene que:

z(0) = ag + by
=0

z(1) = 2a0 + 2a; + 3b;
=1

x(2) = 4ag + 8a; + 9b;
=1

Estas ecuaciones forman un sistema, que al resolverlo se obtiene ag = 3, a1 = 2 y
b1 - —3

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion en diferencias es la funcion x € S(Z. ) definida
por x(n) = 3-2" + 2n2" — 3" para cada n € Z,..
Veamos como resolver una ecuacion en diferencias de segundo orden homogénea con

raices caracteristicas complejas.

Ejemplo 3.2.5 (Raices caracteristicas complejas). Sea x € S(Z,). Supongamos que
x(n+2)+pix(n+1)+pex(n) = 0, para cadan € Z,, tiene raices caracteristicas complejas
A =a+ify A\ =a—if. La solucion de esta ecuacion es la funcion x € S(Z.) dada de
la siguiente forma:

z(n) =c(a+if)" + co(a —iB)", para cadan € Z,. (3.2.9)

Respecto a las coordenadas polares, se tiene que:

a =1rcost
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

B =rsent

P P

6 = tan™* (é) )
a
De (3.2.9), se sigue que:

x(n) = ¢1(rcos® +irsen )" + co(r cos§ — ir sen 0)"
= c1(r(cos 0 + i sen 0))" + co(r(cos @ — i sen §))"
= 17" (cosnf + i sen nf) + cor™(cosnf — i sen nh)
=1r"((¢1 + ¢2) cos (nh) + i(c; — ¢2) sen (nd))
= r"(ay cos (nh) + as sen (nd)), (3.2.10)
donde a; = ¢ + o y as = i(c; — ¢a).

ai

_ _ a2 az
Pongamos cosw = i senw = T y w = tan~ <a1>.
De (3.2.10)), se tiene que:

z(n) =r" (\/a% + a cosw cos (nf) + \/a? + a3 sen w sen (n@))

=r"y/a? 4 a3(cosw cos (nf) + sen w sen (nfd))
= r"y/a? + a3 cos (nf — w)

= Ar"cos (nf — w)

donde A = \/a? + a3.

A manera de aplicacion de la teoria desarrollada en esta seccion, a continuaciéon mos-
tramos y resolvemos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2.6 (La sucesion de Fibonacci). La principal interrogante que dio origen a
este problema fue: jcuantas parejas de conejos habré después de un ano si se comienza
con una pareja de conejos maduros? Esto tomando en cuenta que cada pareja de conejos
da a luz a una nueva pareja cada mes, después de que los conejos alcanzaron su madurez
después de dos meses.

Asi, la primera pareja da a luz a una pareja de conejos al final del primer mes, con lo
que tendremos dos parejas. Finalizando el segundo mes solamente la primera pareja tiene
descendencia, debido a que la segunda pareja atn no tiene madurez, por lo que tenemos
tres parejas. En la Tabla se muestra como se prosigue en los demas meses.

Sea F' € S(Z.) tal que F(n) es el nimero de parejas de conejos al final de n meses, para
cada n € Z, . Se tiene que la relacion de recurrencia de este modelo puede representarse
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3.2. Ecuaciones en diferencias lineales homogéneas con coeficientes constantes

Meses O|1]2/3(4]5]|6| 7|89 |10
Parejas de conejos |0 | 1 |1 |2 |35 |8 | 13|21 |34 |55

Tabla 3.2.1: Tamano de la poblaciéon de conejos.

mediante la ecuacion de diferencia lineal de segundo orden siguiente:
Fn+2)=F(n+1)+ F(n), F0)=0, F(1)=1, n>0. (3.2.11)
Se tiene que la ecuacion caracteristica (3.2.11)) es:
N —=A—-1=0.

1-v5
R

Lo que quiere decir que a = %5 y B =

Esto significa que la solucién general de (3.2.11)) es:

F(n):a1<1+\/5> +a2<1_\/5> . n>1 (3.2.12)

2 2

De las condiciones iniciales se sigue que:

F)=a (1 +2\/5> + as (1 _2\/5>

=1

F2)=a (1 +2\/5> + as <1 _2\/5>

Al resolver el sistema de ecuaciones que se forma, se tiene que a; = \/Lg VG = —

-

Lo que quiere decir que:
1 ((1+v5\ [1-VvB\"
o= ((57) - (57))

para cadan € Zy con n > 1.

F(n+1)
F(n)

= . BEste ntmero es conocido como la razéon aurea.

Notemos que lim
n—oo

91



3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

3.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas:
Método de coeficientes indeterminados

Debido a que ya hemos analizado las ecuaciones en diferencias homogéneas de orden £,
incluyendo la construccion de las soluciones de estas ecuaciones cuando sus coeficientes son
constantes, ahora, en esta seccion estudiamos las ecuaciones en diferencias no homogéneas

de orden k de la forma (3.1.1)).

La sucesion g(n) de (3.1.1)) es conocida como término forzado, fuerza externa, control o
entrada del sistema. Esto debido a la interpretacion que tiene en areas como la Ingenieria.

Sabemos que en las ecuaciones en diferencias homogéneas de orden k la suma de
dos soluciones de dicha ecuaciéon nuevamente es solucion, al igual que el producto por
un escalar. Ahora, analicemos si ocurre lo mismo con las ecuaciones en diferencias no
homogéneas de orden k.

Ejemplo 3.3.1. Sea y € S(Z, ). Consideremos la ecuacion en diferencias siguiente:

yin+2)—y(n+1)—6y(n) =5-3", paracadan € Z,. (3.3.1)

Sean y1,y2 € S(Zy) tales que yy(n) =n- 3"y ys(n) = (1+n) 3"

Se tiene que y; es soluciéon de la ecuacion en diferencias. En efecto:

yi(n+2) —y(n+1) —6yi(n) =5-3"
(n+2)-3"" —(n+1)-3"—6n-3""'=5.3"
3"Bn+2)—(n+1)—2n)=5-3"
3"(3n4+6—-n—1-2n)=>5-3"

Ademas, y, también es solucion de la ecuacion en diferencias, pues:

y2(n +2) —ya(n+ 1) — 6yz(n) =5- 3"
(n+3)-3"" —(n+2)-3"—6(n+1)-3""t=5.3"
3"B(n+3)—(n+2)—2(n+1))=5-3"
"Bn+9—-—n—2-2n—-2)=5-3"

Sin embargo, ¥ € S(Z, ) definida por y(n) = y2(n) — y1(n) = 3", no es solucion de
la ecuacion en diferencias:

y(n+2) —yn+1)—6yn) =3""-3"—-6-3"""

=3"(3-1-2)
£5.3",
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3.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas: Método de coeficientes
indeterminados

De igual forma, ¢ € S(Z.) definida por ¢(n) = cy;(n) = cn - 3", no es solucion de
la ecuacion en diferencias, pues:

p(n+2) —p(n+1) —64(n) =c(n+2)-3"" —c(n+1)-3" — 6cn - 3"
=c¢-3"3B(n+2)—(n+1)—2n)
=c-3"B3n+6—-—n—1-—2n)

#5-3".

Del ejemplo anterior podemos concluir que la suma y la multiplicaciéon por un escalar
de soluciones de la ecuacion en diferencias de orden k£ no homogénea no es una soluciéon de
dicha ecuacion. Adicionalmente, se tiene que la diferencia de dos soluciones de la ecuacion
en diferencias no homogénea es solucion de la ecuacion en diferencias homogénea asociada.

Teorema 3.3.2. Si y1,y2 € S(Z,) son soluciones de (3.1.1]), entonces y € S(Z, ) dada
por y(n) = yi(n) — ya(n), para cada n € Z, es solucion de la ecuacion homogénea
correspondiente (|3.1.2)).

Demostracion. Puesto que y; y y2 son soluciones de (3.1.1]), se sigue que:
yi(n+k) +pi(n)yi(n+k—1) + - +pe(n)yi(n) = g(n) (3.32)

Ya(n+ k) +pi(n)ya(n +k — 1) + -+ pr(n)y2(n) = g(n). (3.3.3)

De (3.3.2) y (3.3.3)), se tiene que:

(i(n+k) —ya(n+k)) + -+ pr(y1(n) —y2(n)) = g(n) — g(n)
y(n+k)+ - +pe(n)y(n) =0

Por lo tanto, y es solucion de la ecuacion (3.1.2)). [ |

Definicién 3.3.3. La solucion general de la ecuacion homogénea (3.1.2) es comunmente
conocida como solucidn complementaria y. € S(Z4) de la ecuacion no homogénea (3.1.1)).

Definicion 3.3.4. Una solucién de la ecuaciéon no homogénea (3.1.1)) se dice que es una
solucion particular y, € S(Z).

Teorema 3.3.5. Dada y, € S(Z.) solucion de (3.1.1), se tiene que toda solucion y de
(3.1.1)) puede escribirse de la forma:

z
y(n) =y,(n) + Z a;ri(n), paracadan € Z,, (3.3.4)
i=1
donde {z1,xs,..., 2} C S(Z4) es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

homogénea (3.1.2)).
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Demostracion. Sea y € S(Z4) una solucion de (3.1.1)). Puesto que y y y, son soluciones

de la ecuacion (3.1.1]), por el Teorema y — Y, es solucion de la ecuacion (3.1.2).

Lo que quiere decir que y(n) — y,(n) = Zle a;x;(n), para cada n € Z,, donde

{z1,29,..., 25} C S(Z,) es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homo-
génea (3.1.2)).
Por lo tanto, y(n) = y,(n) + S2r_, a;z;(n), para cada n € Z, . [ |

Definicion 3.3.6. La solucion general de la ecuacion no homogénea (3.1.1)) es la siguiente:
Y=1Yp + Ye.

Puesto que ya sabemos como obtener y,., nos enfocamos en hallar y, para ecuaciones

en diferencias no homogéneas de orden k con coeficientes constantes, corresponiente a
(13.2.1):

yin+k)+pyin+k—1)+--- 4+ pry(n) = g(n). (3.3.5)

Analizamos el método de coeficientes indeterminados por ser uno de los mas simples.

Este método consiste en elegir adecuadamente y, de acuerdo a la forma del término
g(n), para posteriormente sustituir la funcién elegida en la ecuacion en diferencias. De
aqui que puede decirse que el método de coeficientes indeterminados no es muy ttil cuando
el término g(n) es completamente arbitrario, por lo que suele ocuparse en casos en los que
tiene alguna de las formas siguientes: a”, sen (bn), cos (bn) o n*, o bien, una combinacién
de ellas.

Definicion 3.3.7. Sea g € S(Zy). Un operador polinomial N(F) : S(Z,) — S(Z,),
donde E es el operador incremento, se dice que es un aniquilador de g(n) si:

N(E)g(n) =0, paracadan € Z,. (3.3.6)

Es decir, N(FE) es un aniquilador de g(n), si g(n) es solucion de (3.3.6). Por ejemplo,
un aniquilador de g(n) = 4" es N(E) = E — 4 ya que y € S(Z,) definida por y(n) = 4",
para cada n € Z,, es solucion de (E — 4)y(n) = 0. En efecto:

(E—=4)yn) =y(n+1)—4y(n)

= 4" 4(4™)
— 4n+l o 4n+1
=0.

Podemos reescribir (3.3.5) de la forma siguiente:

p(E)y(n) = g(n), (3.3.7)

donde p(E) = EF + pi EF' 4 po EF2 4 - 4 pi 1.
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3.3. Ecuaciones en diferencias lineales no homogéneas: Método de coeficientes

indeterminados
g(n) yp(n)
a” ct
nk co+en+ -+ gn®
nkam coa™ 4+ cyna™ + - - - + cpnFa®
sen (bn), cos (bn) c1 sen (bn) + ¢ cos (bn)
a" sen (bn), a" cos (bn) (cq sen (bn) + co cos (bn))a™
a™nf sen (bn), a™n* cos (bn) | (co + -+ + cxgnf)a" sen (bn) + (do + - - - + dxn®)a™ cos (bn)

Tabla 3.3.1: Soluciones particulares y,(n).

Supongamos que N(E) es un aniquilador de g(n) en (3.3.7). Esto es:

N(E)p(E)y(n) = 0. (3.3.8)
Sean Ai, Ao, ..., Ay las raices caracteristicas de la ecuacién homogénea:
p(E)y(n) =0,
Y [1, fo, - - ., 4 las raices caracteristicas de:
N(E)y(n) =0. (3.3.9)

Respecto a estos dos conjuntos de raices caracteristicas, existen dos posibles casos:

Caso 1: Ninguno de los \; es igual a ninguno de los y;. En este caso y,(n) se escribe
como la soluciéon general de con coeficientes indeterminados. Al sustituir
la y,(n) que se ha elegido en la ecuacion (3.3.5), se obtienen los valores de las
constantes. En la Tabla se muestran las soluciones particulares de algunas
formas que puede tener g(n), mencionando que las constantes cg, dy, c1,dy, ... son
los coeficientes a determinar.

Caso 2: \; = p;, para algin 7, j. En este caso, el conjunto de raices caracteristicas
de (3.3.8) es igual a A\; U p;. De donde, la multiplicidad de algunas raices caracte-
risticas aumentara. Para hallar una solucion particular y,(n), se procede a obtener
la solucion general de . Posteriormente, se eliminan todos los términos que
aparecen en y.(n), para asi continuar como en el Caso 1 para hallar las constantes.

Ejemplo 3.3.8. Sea y € S(Z.). Resolvamos la siguiente ecuacion en diferencias:
y(n+2)+yn+1) —12y(n) =n2", para cadan € Z,. (3.3.10)
Las raices caracteristicas de la ecuacion homogénea asociada son \y = 3y Ay = —4.
Luego, la solucion complementaria esta dada por:

Ye(n) =c1 - 3"+ o+ (—4)", paracadan € Z;.
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Se tiene que g(n) = n2". Esto significa que su aniquilador es N(E) = (E — 2)2. Esto
es, 1 = pg = 2. Debido a que ningin A; es igual a ningtn p;, procedemos como en el
Caso 1. Por la forma de g(n) proponemos y,(n) = ag2" 4+ ay;n2"™. Al sustituirla en (3.3.10)),
se sigue que:

ao2" " + ar(n +2)2""% + a2 4+ ay(n + 1)2"T — 124p2" — 12a,n2" = n2"
(10a; — 6a¢)2™ — 6a;n2" = n2".

Con esto se obtiene:

10@1 — 6&0 =0
—66L1 =1.
Resolviendo este sistema, se tiene que ag = —% ya) = —%. Lo que quiere decir que:
) 1
=——-2"——.n2"
bln) =~ 73 6"

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion en diferencias es y € S(Z, ) definida
por y(n) =c1-3" + ¢ - (—4)" — % - 2" — & - n2", para cada n € Z,.

Ejemplo 3.3.9. Sean y € S(Z,) y E el operador incremento. Resolvamos la ecuacion en

diferencias:
(E—3)(E+2)y(n) =5(3"), paracadan€Z,. (3.3.11)

Las raices caracteristicas de la ecuacion homogénea asociada son \; = 3y Ay = —2.

De donde, la soluciéon complementaria es la siguiente:

Ye(n) =c1 - 3"+ co- (=2)".

Adicionalmente, el aniquilador de g(n) = 5(3") es N(E) = (E — 3). Esto significa que
(1 = 3. Debido a que A\; = iy, procedemos como en el Caso 2. Lo que quiere decir que:

(E —3)*(E +2)y(n) = 0. (3.3.12)

Se tiene que la solucion de la ecuacion homogénea (3.3.12) 7 € S(Z,) es de la forma
siguiente:

y(n) = (a1 + azn)3" + by (=2)". (3.3.13)

Eliminando los términos de 7(n) que aparecen en y.(n), se tiene que y,(n) = ayn3™.

Al sustituirla en (3.3.11), se sigue que:
as(n +2)3""2 — ay(n + 1)3" + 6aan3™ = 5(3").
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3.4. Método de variaciéon de constantes

Esto es, ay = % Lo que quiere decir que:
yp(n) =n3" .
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion en diferencias es y € S(Z,) definida
por y(n) =c; - 3"+ ¢y - (=2)" +n3""!, para cadan € Z,..

Ejemplo 3.3.10. Sea y € S(Z. ). Hallemos la solucion de la ecuacion en diferencias:

y(n+2) +4y(n) = 8(2") cos <n77r>’ para cada n € Z,. (3.3.14)

Las raices caracteristicas de la ecuacion homogénea asociada son \; = 21 y Ay = —24i.
Esto significa que r = 2y § = 7. De donde, la solucién complementaria es la siguiente:

Ye(n) =2" (01 cos (712—7T> + c9 sen <n77r>> : (3.3.15)

Por la forma de g(n), proponemos y,(n) = 2" (ancos (%) + bnsen (%)). Al susti-
tuirla en (3.3.14)), se sigue que:

2n+2 (a(n + 2) cos (% + 7r> + b(n + 2) sen (g + 7T>>

+(4)2" (an cos (%) + bn sen (%)) = 8(2") cos <%>

Reemplazando cos (% + 7T) por — cos (%), sen (% + 7T) por — sen (%) y comparan-
do los términos similares, se tiene que a = —1 y b= 0.

Con lo anterior:

Yp(n) = —2"n cos (n2_7r)

Asi, la solucion general de (3.3.14) es y € S(Z.) definida por:

y(n) =2" (Cl cos (%) + co sen (%) — N.COS (%T)) , paracadaneZ,.

3.4. Meétodo de variacion de constantes

Ya hemos analizado el proceso para obtener una soluciéon particular y, para una ecua-
cion en diferencias no homogénea con coeficientes constantes.

El método de variacién de constantes o variaciéon de parametros es 1til para hallar y,
si los coeficientes de la ecuacion en diferencias no homogénea no son constantes.
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Sean y € S(Z4), g € S(Z+) vy pi € S(Z4), para cada i € {1,2} tal que ps(n) # 0.
Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias no homogénea de segundo orden:

y(n+2) + pi(n)y(n + 1) + p2(n)y(n) = g(n), para cadan € Z, (3.4.1)
y su ecuacién homogénea asociada:

y(n+2)+pi(n)yin+1) +pa(n)y(n) =0, paracadan € Z,. (3.4.2)

Este método asume que una solucion particular y, de (3.4.1) puede escribirse de la
forma siguiente:

yp(n) = wi(n)yr(n) + us(n)ya(n), (3.4.3)

donde y; y vy, son soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea (3.4.2)
y U1, Ug son sucesiones que son determinadas como vemos en el siguiente resultado.

Proposicion 3.4.1. Sean uy,us € S(Z.). Para la solucion particular de la forma (3.4.3))
de la ecuacion no homogénea con coeficientes no constantes (3.4.1)), se tiene que u;(n) =

R % vy us(n) = 3170 g(r)‘lﬁ—ﬁ;l, donde W (n) es el Casoratiano de y; y 32 en
n.

Demostracion. Pongamos y(n) = ui(n)yi(n) + ua(n)yz(n). Se sigue que:

y(n
y(n+1) =w(n+ Dyi(n + 1) + ug(n + 1)ya(n + 1)
= (ui(n) +ur(n+1) —wi(n)yr(n + 1) + (ua(n) + uz(n + 1) — ua(n))y2(n + 1)
= (u1(n) + A(ur(n)))yi(n + 1) + (ua(n) + A(uz(n)))yz(n + 1)
)yz

1
=ur(n)y1(n + 1) + ua(n)ya(n + 1) + A(ur(n))y1(n + 1) + A(uz(n))yz(n + 1).
(3.4.4)

Anadiendo la siguiente condicion:

Aur(n))yr(n + 1) + A(ug(n))y2(n + 1) = 0. (3.4.5)

De (3.4.4), se sigue que:

y(n+1) = w(n)yi(n +1) + uz(n)yz(n +1).

Lo que quiere decir que:

y(n+2) =ui(n+ Dyr(n+2) + ua(n + 1)yz(n + 2).

Sustituyendo en (3.4.1) las y(n + 2), y(n + 1) y y(n) obtenidas y simplificando el
resultado mediante el hecho de que y; y y2 son soluciones de la ecuaciéon homogénea

(3-4.2), se tiene que:
Aur(n)yr(n + 2) + A(ug(n))y2(n +2) = g(n). (3.4.6)
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3.5. Ecuaciones en diferencias no lineales

Sea ng € Z,. Para cada n € Z, con n > ngy, podemos visualizar las ecuaciones (|3.4.5))
y (3.4.6) como un sistema de ecuaciones lineales del que queremos obtener A(uy(n)) y
A(uz(n)).

El determinante de la matriz de coeficientes es el siguiente:

yi(n+1) yo(n+1)
et (yl(n+2) yz(n+2>) e,

donde W (n) es el Casoratiano de y; y y2 en n. Puesto que y; y yo son linealmente
independientes, por el Teorema [3.1.12] se tiene que W (ng) # 0. Esto es, W(n + 1) # 0,
por el Corolario [3.1.11] Lo que quiere decir que el sistema lineal tiene solucion tnica y
podemos utilizar el método de Cramer para hallar A(ui(n)) y A(uz(n)). Esto es:

det (go ya(n + 1)))

(n) y2(n+2)

A(ui(n)) =
yi(n+1) yo(n+1)
det <y1 (n+2) ya(n+ 2))
y2(n + 1)g(n)
_m (3.4.7)
yi(n+1 0
Ay = — (2 o)
2 B det <y1(n+ 1) ya(n+1) >
yi(n+2) ya(n+2)
_ yi1(n+1)g(n) (3.4.8)

Wn+1)

Utilizamos A™! en ambos lados de ([3.4.7)). Por la Proposicion [1.3.15] se sigue que:

Zg ygr—l—l.

Realizando el mismo procedimiento con , se tiene que:

— Wr—i—l ’

Asi, se sigue el resultado. |

3.5. Ecuaciones en diferencias no lineales

Hasta ahora, se ha hablado tnicamente de ecuaciones en diferencias lineales, sin em-
bargo, las ecuaciones en diferencias no lineales son muy ttiles en diversas éreas. A pesar
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

de esto, existe el inconveniente de que no tienen una solucién explicita, pero algunas de
estas ecuaciones si pueden ser transformadas en ecuaciones lineales. Dependiendo de la
forma de la ecuacion en diferencias no lineal, es el procedimiento que se lleva a cabo para
ser transformada en una ecuaciéon lineal.

Tipo 1: Ecuaciones de tipo Riccati.

Sean x,p,q € S(Zy). Las ecuaciones de tipo Riccati homogéneas son de la forma
siguiente:

z(n+ Dzx(n) +pn)x(n+ 1)+ q(n)x(n) =0, paracadan € Z,. (3.5.1)
Sea z € S(Z4) tal que z(n) = 7 De (3.5.1), se tiene que:
o(n + () +plm)aln 1)+ glw)e(n) 1
z(n+ 1)z(n) =14 >x(n) al )x(n—i-l)

Lo que quiere decir que:
a(n)=(n + 1) + p(n)=(n) +1 = 0.

Sean y,p,q € S(Z,). Las ecuaciones de tipo Riccati no homogéneas son de la forma
siguiente:

y(n+ Dy(n) +p(n)y(n +1) + q(n)y(n) = g(n),  para cada n € Z,. (3.5.2)
Sea y(n) = % — p(n). De (3.5.2)), se sigue que:
2D ) (2 ) ) (22— o)

z(n+2)—pn+1)z(n+ 1)\ (2(n+1) —p(n)z(n)
+1)

z(n+2) —pn+1)z(n z(n+1) —p(n)z(n)
ooy (SIS ) o (L)
_2n+2) pn)zn+2) pr+Dzn+1) p(n)z(n +2)
T z(n) zn+1) z(n) Fp(n+ Lp(n) + z(n+1)

o )plo) + LD

gn)z(n) =z(n+2) —pn+1)z(n+ 1)+ q(n)z(n+ 1) — p(n)q(n)z(n).

Esto significa que:

2(n+2) + (¢(n) = p(n +1))z(n + 1) = (9(n) + p(n)g(n))z(n) = 0.
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3.5. Ecuaciones en diferencias no lineales

Ejemplo 3.5.1 (La ecuacion logistica de Pielou). Sea = : R — R. La mayoria de los
modelos que describen la dindmica poblacional son continuos, uno de ellos es el modelo
de Verhulst-Pearl, siendo este el més popular para modelar el crecimiento poblacional y
es de la forma siguiente:

' (t) = z(t)(a + bx(t)), a,b>0, paracadat€R, (3.5.3)

donde z(t) es el tamano de la poblacion en el tiempo ¢, a es la tasa de crecimiento de la
poblacion y b es la competencia intraespecifica. Todo esto con las suposiciones de que la
poblacién no depende del espacio en el que esté, no hay migracién y los recursos no son
ilimitados, debido a que existe la capacidad de carga del ambiente §. La solucién de esta
ecuacion diferencial es la siguiente:

e

x(t)

e—at

_1+ cb

X

donde ¢ = —2— tal que z( es la poblacion inicial.
a—bxo

Se sigue que:

e

$(t + 1) = o—a(t+1)

L+ cb
(%)
1+ <5+ (er — 1)
B ex(t)
e T (3.5.4)

En muchas ocasiones, los datos con los que se realizara el modelo son para tiempos
discretos, por lo que es 1til tener una ecuaciéon en diferencias en lugar de una ecuaciéon
diferencial para modelar esta situacion.

De (3.5.4]), se deriva la siguiente ecuacion en diferencias:

z(n+1) = % (3.5.5)

donde a = ey 8= 2(e" - 1).
La ecuacion (3.5.5)) es conocida como la ecuacion logistica de Pielou.

Esta ecuacion es de tipo Riccati, por lo que realizamos la sustitucion z(n) = ﬁ Asi:
1 B O‘(z(ln))
z(n—l— 1) 1 JFB(Z(ln))
14 2
z(n n 1) _ az(n)
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=—z(n) + —. (3.5.6)

Resolviendo la ecuacion en diferencias (3.5.6|), por (2.3.4)), se sigue que:

2(n) = {“”'ZO* o] szl

a zo + Bn sia=1.

Esto significa que:

x(n): {%_F% |:oz1—;gl:| SiOé#l’

1 co
pra si oo = 1.

Tipo 2: Ecuaciones de tipo Riccati general.

Sean a, b, c,d,x € S(Z, ). Estas ecuaciones son de la forma siguiente:

a(n)z(n) + b(n)

c(n)z(n) +d(n)’

donde ¢(n) # 0y a(n)d(n) — b(n)c(n) # 0, para cada n # 0.
Sean y € S(Zy.).

r(n+1) = para cada n € Z, (3.5.7)

Pongamos c¢(n)xz(n) + d(n) = %, para cada n € Z,. Se sigue que:
~yn+1) —dln
o(n) = YD d) (3.5.8)

yn+2)  dnt1) 9 (5 — o) + ()
cln+Dyn+1) cn+1) ygj{:)l)
a(n)y(n +1) — a(n)d(n)y(n)
y(n +2) —d(n+ Uy(n+1) _ e ) o)
cn+Dy(n+1) y(n+1)
y(n)
a(n)y(n +1) — a(n)d(n)y(n) + b(n)c(n)y(n)
_ c(n)y(n)
y(n+1)
y(n)
_a(n)y(n+1) —a(n)d(n)y(n) + b(n)c(n)y(n)
c(n)y(n+1)
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yn+2) —din+Dy(n+1) a(n)y(n+1) —a(n)dn)y(n) + b(n)c(n)y(n)
c(n+1) c(n)
c(n)d(n+ 1)+ a(n)c(n + 1)
c(n)
(a(n)d(n) — b(n)c(n))e(n + 1)

- () y(n).

yn+2) = y(n+1)

Lo que quiere decir que:
y(n+2) +pi(n)y(n +1) + pa(n)y(n) =0,

y(0) =1, y(1) = c(0)2(0) + d(0),

e(m)d(n +1) + a(n)e(n + 1) (a(n)d(n) = bn)e(m)e(n + 1)

donde p;(n) = — C(n)a y p2(n) = <(n)

Ejemplo 3.5.2. Sea x € §(Z, ). Resolvamos la ecuacion en diferencias siguiente:

2z(n) + 3

z(n+1) = 3z(n) + 2’

para cada n € Z.

En este caso, a(n) =2, b(n) =3, ¢(n) =3y d(n) = 2.

Notemos que a(n)d(n)—b(n)c(n) # 0. Esto significa que podemos utilizar la sustitucion
siguiente:

3a(n) +2 = YYD (3.5.9)

con lo que se obtiene:

yn+2) —4y(n+1) —5y(n) =0, y(0)=1, y(1)=3z(0)+2.

Procedemos a resolver esta ecuaciéon como una de coeficientes constantes homogénea.

Se tiene que su ecuacién caracteristica es:

r? —4r —5=0.

De donde, sus raices caracteristicas son A\y =5y Ay = —1.

Esto significa que la solucion general de esta ecuacion es de la forma siguiente:

y(n) = apb" + a1 (—1)", paracadan € Z,.

De (3.5.9)), se sigue que:
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~ lagh"tt +ag (1)t 2
3 agh" +a(—1)" 3
- CL()E)” - al(—l)"
- (105n + al(—l)”
o —w(—=1)"
= ﬁ, para cada n € Z,

donde w = 9.
ai

Tipo 3: Sean f : R - R y x € §(Z,). Otro tipo de ecuaciones en diferencias no
lineales son las ecuaciones homogéneas de la forma siguiente:

1
f (%, n) =0, paracadan€cZ,. (3.5.10)
Sea z € S(Z4). En este caso, se utiliza la sustitucion z(n) = m(xn(z)l) para convertir

(3.5.10) en una ecuacion lineal en z(n) y asi resolverla.

Ejemplo 3.5.3. Sea x € S(Z;). Hallemos la solucion de la ecuacion en diferencias si-
guiente:

2*(n+1) — 3x(n + 1)z(n) + 22°(n) =0, para cadan € Z,. (3.5.11)
Si dividimos (3.5.11]) entre z2(n) se obtiene lo siguiente:
D\’ 1
a(n+1\" 3 z(n+1) +2=0.
z(n) (n)

Notemos que esta ecuacion es de la forma (3.5.10)).

z(n+1)
z(n)

Con la sustitucion z(n) = , se tiene que:

2*(n) —3z(n) +2 =0
(z2(n) —2)(2(n) —1) =0, paracadan € Z,.

Luego, z(n) =2 o0 z(n) = 1.
De aqui, z(n + 1) = 2z(n) o x(n+ 1) = z(n).

Iniciando con z(0) = zy, existe una infinita cantidad de soluciones x de (3.5.11)) de la
forma 2*x, ..., 2%zy, con k € Z,.

Tipo 4: Sean y,g € S(Zy), k € Ny r; € R, para cada i € {1,2,...,k + 1}. Las
ecuaciones en diferencias de la forma siguiente:

(y(n+ k)" (y(n+k—1))7--(y(n))*** =g(n), paracadan € Z,,
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son ecuaciones en diferencias no lineales.

Sea z € §(Z4). Con la sustitucion z(n) = Iny(n), para cada n € Z, se obtiene:
rizin+k)+raz(n+k—1)+---+rp2(n) =Ilng(n), paracadan e Z;.
Ejemplo 3.5.4. Sea z € S(Z). Resolvamos la ecuacion en diferencias siguiente:

z*(n+1)

v*(n)

Sustituyendo z(n) = Inx(n) en (3.5.12)), se tiene que:

r(n+2) = para cada n € Z. (3.5.12)

z(n+2)—2z(n+1)+2z(n) =0.

Asi, se procede a resolver esta ecuaciéon como una ecuacion en diferencias con coefi-
cientes constantes homogénea. Sus raices caracteristicas son \y =1+iy A=1—1.

Lo que quiere decir que:

Por lo tanto:

2(n) = exp ((2)

NE
/~
@)

AR

o

@)

n
/N
——

Q

)

wn

@)

=
/N
|
N——
N——
N——

3.6. Aplicaciones en economia

En esta seccion estudiamos las aplicaciones que tienen las ecuaciones en diferencias de
orden superior en la formulacién y la resolucion de algunos modelos de economia. Para
analizar estos modelos, se tomaron como guias pricipales las siguientes referencias [4] y

[3].

3.6.1. Modelo de interaccién de multiplicador con acelerador de
Samuelson

Este modelo fue uno de los primeros modelos mateméaticos formales aplicados a la
Economia y fue propuesto por Paul Samuelson (1939) y modificado posteriormente por
Sir John Hicks (1950).

El modelo de Samuelson es aplicado a la economia de un pais, puesto que en él van
implicitos la renta nacional del pais, el consumo total y la inversiéon total y es muy util
puesto que exige la igualdad que define el equilibrio de la renta.
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Sean Y € S(Z,) tal que Y (n) es la renta nacional en el periodo n, para cada n € Z,
I € S(Zy) tal que I(n) es la inversion nacional en el periodo n, para cada n € Z, y
C € 8(Z,) tal que C(n) es el consumo durante el periodo n, para cada n € Z,.

Podemos suponer lo siguiente:

= Debe existir equilibrio entre los ingresos de la renta Y (n) y los gastos generados por
el consumo C'(n), la inversion (n) y el gasto publico, denotado con Gy:

Y(n)=C(n)+ I(n) + Gy, paracadan € Z,, (3.6.1)

donde Gy > 0 es una constante y representa el gasto que realiza el gobierno en
bienes.

» El consumo C(n) depende de la renta disponible Y (n — 1) en el periodo anterior
n—1:
C(n)=2zY(n—1), paracadan € Zy, (3.6.2)

tal que 0 < z < 1y z es la propension marginal al consumo.

» La inversion I(n) en el periodo n es proporcional al incremento del consumo en los
periodos consecutivos n — 1 y n, tomando en cuenta la aceleracion de la inversion,
denotada con w:

I(n) =w(C(n) —C(n—1)), paracadan € Zy, (3.6.3)

donde w > 0 es una constante y representa el efecto positivo que tiene el crecimiento
econ6émico sobre la inversion.

Sustituyendo (3.6.2)) v (3.6.3)) en (3.6.1)), se tiene que:

Y(n)=2Y(n—1)+w(C(n)—C(n—1))+Gy, paracadan € Z,;.

Al sustituir (3.6.2) en la ecuacion anterior se obtiene:

Y(n)—zY(n—1)—w(zY(n—1)—z2Y(n—2)) =Gy
Y(n)—z(w+1)Y(n—1)4+wzY(n—2) =Gy, paracadan€Z,.

Por lo tanto, el modelo obtenido es el siguiente:

Y(n+2)—zw+1)Y(n+1)+wzY(n) =Gy, paracadan € Z,. (3.6.4)

Para ilustrar el modelo (3.6.4)) proporcionamos el siguiente ejemplo numérico.

106
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Ejemplo 3.6.1. Supongamos que n se mide en anos, para cada n € Z, y la renta de un
pais Y es medida en millones de pesos. Ademas, GG; = 160 millones de pesos es el gasto

publico constante, z = % es la fraccion de la renta nacional del ano anterior que se dedica

al consumo en el presente ano y w = % es el coeficiente de la aceleracion de la inversion.
Sustituyendo estos valores en ([3.6.4), la ecuacion en diferencias obtenida es la siguiente:

11 1
Y(n+2)— %Y(n +1)+ %Y(n) =160, paracadan € Z,. (3.6.5)

Notemos que la ecuacion ([3.6.5) es una ecuacion en diferencias de segundo orden, con
coeficientes constantes y no homogénea.

Para resolver esta ecuacion utilizaremos el método de coeficientes indeterminados.

Las raices caracteristicas de la ecuacion homogénea asociada son \; = —% yV Ag = —%.

Lo que quiere decir que la soluciéon complementaria es la siguiente:

e () e (1)

Se tiene que g(n) = 160. Esto significa que su aniquilador es N(F) = E — 160 (3.3.6]).
Esto es, p = 160. Debido a que A; no es igual a y, utilizamos el Caso 2 del método de
coeficientes indeterminados, asi, por la forma de g(n) proponemos y,(n) = c. Al sustituirla

en (3.6.5)), se sigue que:

11 1
- — —c = 160
C 30c—|—30c
2 160
—C = .
3

Con esto se obtiene ¢ = 240. De donde:

Y, (n) = 240.

Asi, la solucion general de la ecuacion en diferencias es Y(n) = ¢; - (—%)" +co- (—%)" +
240, para cada n € Z,

Supongamos que la renta nacional en el periodo inicial fue de 200 millones de pesos
y en el siguiente periodo fue de 204 millones de pesos. Esto se puede expresar como:
Y (0) =200y Y(1) = 204.

Puesto que Y (0) = 200, se tiene que:

voe () e (1)

200 = c1+ co + 240
C1+ cyg = —40. (366)
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3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

Ademas, Y (1) = 204. Esto significa que:

Y1) = - (—%)1 top- (—%)1 4240

1 1
204 = —=c; — = 240
601 5C2‘|—
1 1

801 + ECQ = 36. (367)

De las ecuaciones (3.6.6) y (3.6.7)), se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

c1+cy = —40
1 1 36
—=C1 + =C =
6 1 5 2 )

que al resolverlo, se obtiene ¢; = —1320 y ¢ = 1280.

De aqui que la solucion del problema con valores iniciales es la siguiente:

1\" 1\"
Y(n) =-1320- (_6> + 1280 - (—g) + 240, para cadan € Z,.

3.6.2. Modelo de Hicks

Este modelo esté relacionado con los desfases distribuidos y la interaccion acelerador-
multiplicador. Este modelo, afirma que la inversiéon y el consumo en cualquier periodo
dependen de los valores obtenidos de la renta nacional en los n periodos previos.

Sean Y € S(Z,) tal que Y (n) es la renta nacional en el periodo n, para cada n € Z,,
I € S(Zy) tal que I(n) es la inversion nacional en el periodo n, para cada n € Z, y
C € S§(Z4) tal que C(n) es el consumo durante el periodo n, para cada n € Z;.

Podemos suponer lo siguiente:

» Debe existir equilibrio entre los ingresos de la renta Y (n) y los gastos generados
por el consumo C(n), la inversion I(n) y los niveles autonomos de consumo y de
inversion en cada periodo n, que los denotamos como A(n):

Y(n)=C(n)+I(n)+ A(n), paracadan € Z,. (3.6.8)

» El consumo C'(n) en un periodo n es una funcion lineal de la renta en los k periodos
anteriores:

Cn)=zxnYn—-1)+2Yn—-2)+ - +2Y(n—Fk), paracadanecZ, (3.6.9)
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donde k € Z y z; es las propension marginal al consumo, para cada i € {1,2,...,k},
VzZ=21+29+" "+ 2.

» La inversion total /(n) es inducida por el cambio de la renta que sucede en cada
periodo n. Ademas, considerando que existe una dependencia lineal:

I(n) =AY (n —2) 4+ aAY(n—3)+ -+ aAY (n — k — 1)
=a1(Y(n—1)=Y(n—-2)+a(¥Y(n—2)—-Y(n—-23))
+-4+aYn—k)—Y(n—-k—1)), paracadané€Z,, (3.6.10)

donde a; es la aceleracion de la inversion, para cada i € {1,2,...,k}, y a = a1 +
ay+ -+ ay.

Sustituyendo (3.6.9)) y (3.6.10]) en (3.6.8)), se tiene que:

Y(n)=(z1Y(n—1)+2Yn—-2)+ -+ zYn—Fk)+ (a1 (Y(n—1)—Y(n—2))
+a(Y(n—2)—-Y(n=3)+ - +a,(Y(n—k)—Y(n—k—1)))+ A(n)
=(zm1+a)Y(n—1)—(za—a1+a)Y(n—=2)+ -+ (2 —ax_1+ax)Y(n — k)
—arY(n—k—1)+ A(n), paracadan€Z,.

Teniendo en cuenta que el consumo y la inversion se distribuyen solamente en dos
periodos consecutivos, podemos considerar k = 2, obteniendo la ecuacioén siguiente:

Y(n)—(z14+a)Y(n—1) — (20 — a1 + a2)Y(n — 2) —aY (n — 3) = A(n),
para cada n € Z, . Por lo tanto, el modelo obtenido es el siguiente:
Yn+3)—(z1+a1)Y(n+2)—(22—a1+a)Y(n+1) —aY(n) = A(n),

para cada n € Z.

3.6.3. Modelo de ingreso nacional

En un pais con un régimen capitalista, sea Y € S(Z;) tal que Y(n) es el ingreso
nacional en un periodo n, puede escribirse de la forma siguiente:

Y(n)=C(n)+ I(n)+G(n), paracadan € Zy, (3.6.11)

donde C' € S(Zy) y C(n) es el gasto de consumo para la compra de bienes de consumo,
I € S(Zy) e I(n) es la inversion privada inducida para comprar bienes de capital y
G € §(Z4) con G(n) el gasto publico. Esto teniendo en cuenta que n se suele medir en
anos.

Para este modelo, existen algunas suposiciones que son aceptadas por los economistas:

109



3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

» El gasto del consumidor C'(n) es proporcional al ingreso nacional Y (n— 1) en el afio
anterior n — 1, lo que quiere decir que:

C(n)=aY(n—1), paracadan€Z,, (3.6.12)
donde v > 0 es la propension marginal al consumo.

» La inversion privada inducida I(n) es proporcional al aumento en el consumo C'(n)—
C(n — 1), esto significa que:

I(n)=p5(C(n) —C(n—1)), paracadané€Z,, (3.6.13)

donde 8 > 0 es una constante y representa el efecto positivo que tiene el crecimiento
econdmico sobre la inversion.

» El gasto publico G(n) es constante a lo largo de los afos, y podemos elegir nuestras
unidades tal que:

G(n)=1, paracadan€Z,. (3.6.14)

Sustituyendo (3.6.12)), (3.6.13)) y (3.6.14]) en (3.6.11)), se tiene que:

Y(n)=aY(n—1)+p(aY(n—1)—aY(n—2))+1, paracadanéecZ,.
Por lo tanto, se obtiene el modelo siguiente:
Y(n+2)—a(l+8)Y(n+1)+afY(n)=1, neZ,, paracadanecZ,. (3.6.15)
Para ilustrar el modelo (3.6.15) realizamos el siguiente ejemplo numérico.
Ejemplo 3.6.2. Si a = % y B=1,de , se tiene que:

3 1
Y(n+2)— Z—lY(n +1)+ §Y(n) =1, paracadan € Z,;.

La solucion de esta ecuacion es la siguiente:

Y(n) = A (%)ncos (Z—” - w) +o.

SiY(0)=1yY(1) =2, setiene que A= —v2yw="1.

n—1
Por lo tanto, Y (n) = — (\/Li) cos (W) + 2, para cada n € Z,.
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3.6.4. La ruina del apostador

Sea p € §(Z, ). Un apostador juega una serie de juegos contra un adversario en la que
la probabilidad de que el apostador gane $1.00 es ¢, por lo que la probabilidad de que
pierda $1.00 es 1 — ¢, donde 0 < ¢ < 1. Sale de la apuesta si pierde todo su dinero o si
adquiere N dolares. Si el apostador se queda sin dinero primero, decimos que el apostador
se ha arruinado. Sea p(n) la probabilidad de que el apostador se arruine si tiene n délares.
Puede arruinarse de dos formas:

1. Ganar el siguiente juego. La probabilidad de este evento es ¢. Esto significa que su
fortuna sera n + 1 y la probabilidad de arruinarse sera p(n + 1).
2. Perder el proximo juego. La probabilidad de este evento es 1 — ¢ y la probabilidad

de arruinarse es p(n — 1).

Lo que quiere decir que, por el Teorema de la probabilidad total [10, pag. 80], se tiene
que:
p(n) =gp(n+1)+ (1 —q)p(n — 1),
que es equivalente a:

gp(n+2)—p(n+1)+(1—q)p(n) =0
p(n+2) - ép(n +1)+ %p(n) =0, (3.6.16)
conn=0,1,...,N.

De acuerdo a las condiciones del problema, p(0) = 1y p(N) = 0.
La ecuacion caracteristica de (3.6.16)) es la siguiente:

Luego, sus raices caracteristicas son \; = 2—1q + % = % v Ay = %} — 1;—;‘1 =1.

Asi, obtenemos la solucion general de la ecuacion en diferencias es de la forma siguiente:
1—q\" 1
n)=c +c|—— —.
p(n) 1+2( q ) 0+

De las condiciones iniciales se tiene que:

p(O) =+

1201+CQ.
1—g¢q N
p(N)=c1+ ¢ T

111




3. Ecuaciones en diferencias de orden superior

1 —
0—C1+CQ( C])
4q
1=q

Al resolver el sistema de ecuaciones que se forma, se obtiene ¢; = W Yy Cp =
1—(1=a
q

N

171 N
(39
De donde:

() - ()
q q
p(n) = e (3.6.17)
- (7]
q
Notemos que el caso cuando g = % debe examinarse por separado debido a que en este

caso las raices caracteristicas son repetidas A\; = Ay = 1. Con lo que puede decirse que
hay un juego limpio. La solucién general en este caso es la siguiente:

p(n) = a; + asn.

Utilizando las condiciones iniciales, se sigue que a1 = 1y as = —%.

Esto significa que:

p(n) = : (3.6.18)

Sea p(n) la probabilidad de que el apostador gane. Se tiene que p(n) = 1 — p(n). Esto
significa que:
17(1%(1)71 si 7& 1
()T AT
N

—_

Slq_§

Ejemplo 3.6.3. Suponga que un apostador inicia con $4. La probabilidad de que gane
un dolar es de 0.3 y abandonara si se queda sin dinero o si tiene un total de $10.

Se tiene que n =4, ¢ =0.3 y N = 10.

De (3.6.17)), la probabilidad de que el apostador se quede sin dinero es la siguiente:

1
~ 0.9940.

Ejemplo 3.6.4. Supongamos que un apostador inicia con $20. La probabilidad de que
gane un dolar es de 0.5 y abandonaré si se queda sin dinero o si tiene un total de $100.

Se sigue que n =20, ¢ = 0.5 y N = 100.
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De (3.6.18]), la probabilidad de que el apostador se quede sin dinero es la siguiente:

100 — 20

= 0.8.

Notemos que si ¢ < 0.5, I&im p(n) =1 tanto en (3.6.17) como en (3.6.18)), por lo que
—00
la ruina del apostador es segura.
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CAPITULO 4

SISTEMAS DE ECUACIONES EN
DIFERENCIAS

Hasta ahora en este trabajo, s6lo se han estudiado ecuaciones en diferencias que consis-
ten tinicamente de una ecuacion con una incoégnita. Sin embargo, si al menos dos ecuaciones
en diferencias contienen al menos dos funciones no conocidas, se dice que conforman un
Sistema de ecuaciones en diferencias. Su implementacion fue de gran ayuda puesto que en
diversas areas tales como Fisica, Biologia, Economia, Electricidad, entre otras, no todos
los problemas a resolver eran tan sencillos para necesitar solamente de una variable.

4.1. Teoria basica

Definicién 4.1.1. Un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden es un conjunto
de ecuaciones en diferencias que tiene la forma siguiente:

r1(n+1) = fi(z1(n), za(n), ..., xx(n),n)
zo(n+ 1) = fo(z1(n), x2(n), ..., xx(n),n) (4.1.1)

zr(n+1) = fr(xi(n),z2(n), ..., zx(n),n),

donde f; : R¥ x Z, — R, para cada i € {1,2,...,k}, es una funcién conocida y para cada
ie€{1,2,...,k}, z; € S(Z,) es una funcion desconocida.

Las funciones f; en (4.1.1)) pueden ser lineales o no lineales. Al igual que en los sistemas
de ecuaciones diferenciales, los métodos analiticos para hallar soluciones de los sistemas
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de ecuaciones en diferencias conformados por ecuaciones no lineales son complicados y
carecen de generalidad, ademas, salen de los objetivos del presente trabajo. Por otra
parte, los sistemas de ecuaciones en diferencias conformados por ecuaciones lineales son
accesibles y aceptan una teoria general para hallar sus respectivas soluciones. Por tal
razon, en este trabajo estudiamos los sistemas de ecuaciones en diferencias lineales, que
definimos a continuacion.

Definicion 4.1.2. Si en el sistema (4.1.1), para cada i € {1,2,...,k}, f; es una funcion
lineal, se dice que (4.1.1]) es un sistema de ecuaciones en diferencias lineales.

Por la Observacion [3.1.1] se tiene la siguiente.

Observacion 4.1.3. Dado k£ € N, un sistema de ecuaciones en diferencias lineales de
primer orden, k X k, tiene la forma siguiente:

r1(n+1) = ap(n)xi(n) + an(n)zz(n) + - - + ay(n)ze(n) + g1(n)
xo(n + 1) = ag1(n)z1(n) + age(n)za(n) + - - - + agp(n)xr(n) + go(n) (4.1.2)

zr(n+ 1) = a1 (n)z1(n) + ara(n)xe(n) + - - - + agr(n)zr(n) + gr(n),
donde a;;, g; € S(Z.) son funciones conocidas, para cada 4,j € {1,2,...,k}.
Definicién 4.1.4. Considerando el sistema (4.1.2)), se tiene que:

1. Siparacadai e {1,2,...,k} y para cadan € Z, g;(n) = 0, se dice que (4.1.2) es

un sistema de ecuaciones en diferencias homogéneo.

2. Siexiste i € {1,2,...,k}, tal que g;(n) # 0, para algin n € Z_, se dice que (4.1.2))
es un sistema de ecuactones en diferencias no homogéneo.

3. Siparacadai,j € {1,2,...,k}, a;; son constantes, se dice que (4.1.2)) es un sistema
de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes.

Usando notaci(’)n matricial, un sistema de ecuaciones en diferencias lineales no homo-
géneo , se puede expresar de la manera siguiente:

z(n+1) = A(n)z(n) + g(n), (4.1.3)

donde z(n+1) = (z1(n+ 1), z2(n+1),...,2x(n + 1)) A(n)
singular de k x k formada con los coeficientes de (4.1.2)), x(n) =

y g(n) = (g1(n), g2(n), ..., ge(n))".

De esta manera, el correspondiente sistema de ecuaciones en diferencias lineales ho-
mogéneo, se representa de la forma siguiente:

(ai ( )) es la matriz no
1

(@a(n), 2a(n). .., za(m))"

z(n+1) = A(n)z(n). (4.1.4)
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Dados ng € Z, y x9 € R¥, afiadiendo:
n > mngy x(ng) = o, (4.1.5)

al sistema ( , se dlce que se tiene un sistema de ecuaciones en diferencias lineales con
COIldlClOHeS 1nlc1ales .

Cabe senalar que hallar la solucién de un sistema , consiste en determinar de
manera explicita z1(n), zo(n), ..., xx(n), equivalentemente, de acuerdo a , determi-
nar x(n). En lo que resta de esta seccion, nos ocupamos de estudiar la existencia de tales
soluciones, de manera general, en secciones posteriores analizamos métodos especificos
para hallar las soluciones de manera explicita, considerando la naturaleza de los sistemas.

Siguiendo la idea de lo realizado para ecuaciones en diferencias de orden superior, para
garantizar la solucion de , se necesita la soluciéon general de y una soluciéon
particular de (4.1.3).

Iniciamos con un resultado que garantiza la existencia y unicidad de soluciones para
un sistema homogéneo, bajo condiciones iniciales.

Teorema 4.1.5. Considerando el sistema (4.1.4)) con condiciones iniciales (4.1.5)), existe
una tnica solucion x(n, ng, xg) tal que x(ng, ng, xg) = xo.

Demostracion. Mediante iteraciones, de (4.1.4)), se tiene que:

x(no + 1, n9, x9) = A(no)x(no)
= A(no)xo
z(ng + 2,n9,x0) = A(ng + 1)z(ng + 1)
A(ng + 1)A(ng)zo
A(ng + 2)x(no + 2)
A( )

z(ng + 3, ng, o)

no + 2)A(no + 1) A(no)xo.

De forma inductiva, se tiene que:

x(n, no, o) <H Al > X, (4.1.6)

i=ng

donde:

si n = ng,

H Ali { —1DAn—2)---A(ng) sin > n,

donde I es la matriz identidad de tamano k x k.

La ecuacion (4.1.6) garantiza la solucion tunica. |

117



4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Recordemos que se dice que las soluciones xq,xg, ...,z de (4.1.4) son linealmente
independientes para n > ng > 0 si cada vez que existan constantes ¢;, i € {1,2,...,k}
tales que c;xq + oy + -+ - + ¢y = 0, se tiene que ¢; = 0, para cada i € {1,2,...,k}.

Sea ®(n) una matriz de tamano k x k cuyas columnas son soluciones de (4.1.4), la
cual denotamos por:

O(n) = [x1(n),z2(n),. .., zx(n)]. (4.1.7)

Luego, tenemos que:

d(n+1)=[r1(n+1),z2(n+1),...,2x(n+ 1)]

= [A(n)z1(n), A(n)za(n),..., A(n)xg(n)]
= A(n)[z1(n), zo(n), ..., xx(n)]
= A(n)®(n).

Lo cual implica que ®(n) satisface la ecuacion en diferencias matricial siguiente:

B(n + 1) = A(n)d(n). (4.1.8)

Como una consecuencia inmediata de (4.1.7)) y [0, Teorema 5.4.5], el cual nos indica
que el determinante de una matriz es distinto de 0 si y solo si las columnas de dicha matriz
son linealmente independientes, se tiene la observacion siguiente.

Observacion 4.1.6. Para cada n > ny, las soluciones x1, s, ...,z € S(Z4) son lineal-
mente independientes si y solo si ®(n) es no singular, para cada n > ny.

A continuacién, introducimos lo referente a matrices fundamentales, concepto primor-
dial para nuestros objetivos.

Definicion 4.1.7. Sea ®(n) una matriz de tamano k x k. Se dice que ®(n) es una matriz
fundamental si ®(n) es no singular, para cada n > ng, y ®(n) satisface (4.1.§]).

Proposicion 4.1.8. Si C' es una matriz no singular de tamano k x k 'y ®(n) es una matriz
fundamental, entonces ®(n)C' es una matriz fundamental.

Demostracion. Notemos que:

O(n+1)C =[z1(n+1),z2(n+1),...,2x(n+1)]C
= [A(n)x1(n), A(n)za(n),..., A(n)zg(n)]C
= A(n)[z1(n), za(n), ..., ax(n)] C
= A(n)(®(n)C)

Esto significa que ®(n)C' satisface la ecuacion (4.1.8)).
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Adicionalmente, tenemos que det(®(n)) # 0y det(C') # 0, por ser matrices no singula-
res. Lo que quiere decir que det(®(n)) det(C') # 0. Como det(P(n)C) = det(P(n)) det(C) #
0, se sigue que det(®(n)C') # 0. De donde, ®(n)C' es no singular.

Por lo tanto, ®(n)C' es una matriz fundamental. [ |

De aqui, podemos deducir que existen infinitas matrices fundamentales para un sistema
especifico. Sin embargo, hay una matriz fundamental que ya es conocida, a saber:

d(n) = I:I A(7), con ®(ng) = 1. (4.1.9)

1=n0

Teorema 4.1.9. Existe una solucion tinica ¥ de la ecuacion matricial (4.1.8)) con ¥(ng) =
I.

Demostracion. Paracadai € {1,2,...,k}, sea e;, el vector canénico en R¥. Por el Teorema

4.1.5, podemos suponer que existen @1, P,, ..., P, soluciones de (4.1.8) con Pq(ng) =
€1, <I>2(n0) = €9,... ,(I)k(no) = €.

Notemos que estas soluciones estan representadas por vectores columna de 1 x k, por
lo que si ponemos estos vectores juntos, se forma la matriz de k X k siguiente:

U(n) = [®1(n), Ps(n), ..., Pr(n)].

De donde:
\I/(n()) = [<I>1(n0), @2(710), ey (I)k(no)]
= [61,62, e €k]
=1
No es dificil verificar que la solucion ®(n) de (4.1.8]) es unica. [ |

Por la Proposicion [4.1.8] se tiene que dada una matriz fundamental ®(n), se cumple
que ®(n)® !(ng) también es una matriz fundamental. Lo anterior justifica el siguiente
concepto.

Definicién 4.1.10. La matriz fundamental de la forma ®(n)®~!(ng) es denotada por
®(n,ng) y se denomina matriz de transicion de estado. Dados m, n € Z, con n > m, se

define ®(n,m) = ®(n)®*(m).

Proposicion 4.1.11. La matriz ®(n, m) es soluciéon de la ecuacion matricial ®(n+1,m) =

A(n)®(n,m).
Demostracion. Se tiene que:

O(n+1,m)=&(n+1)d ' (m)
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()@ (n)@~" (m)
(n)®(n,m).

A
A

De aqui, se sigue el resultado. [ |

Proposicién 4.1.12. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

®(n,m) = H A(i). (4.1.10)

(b) Notemos que:

n—1
®(n,m) = [ [ AG)
De (a), (b) y (c), se tiene el resultado. |

Corolario 4.1.13. La solucion tnica x(n,ng, xg) de (4.1.4)) con z(ng,ng, xg) = o es la
siguiente:
x(n, ng, ro) = ®(n,ng)xo.
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Demostracion. Ya que z(n,ng, To) es un caso particular de (4.1.8)), por el Teorema [4.1.9]
se tiene que existe una solucion tnica ¥ de z(n, ng, xo) con ¥(ng) = 1.

Por otra parte, por el Teorema [4.1.5| se sigue que:

x(n,ng, ro) = <1:I A(z)) Zo.

1=ng

Puesto que la solucién es tnica, se tiene que V(n) = z(n, ng, xo). De (4.1.10)), se sigue
n—1 .
que ®(n,ng) = [, A().
Por lo tanto, x(n,ng, z¢) = ®(n, ng)xo. [ |
Verificar la independencia lineal de una matriz fundamental ®(n) para cada n > ng no

es simple. En su lugar, mostraremos que es suficiente establecer una independencia lineal
en ng.

Teorema 4.1.14 (Férmula de Abel). Sea ng € Z, . Para cada n > ny > 0, se tiene que:

n—1

det ®(n) = (H (det A(@))) det ®(ng). (4.1.11)

1=ng

Demostracion. De (4.1.8)), se sigue que:
det ®(n + 1) = det(A(n)®(n))

= det A(n) det &(n).
Resolviendo esta ecuacion en diferencias utilizando (2.2.1)), se tiene que det ®(n) =
(TT:5,, (det A(4))) det @ (np). n

Corolario 4.1.15. La matriz fundamental ®(n) es no singular para cada n > ng si y solo
si ®(ng) es no singular.

Demostracion. Supongamos que ®(n) es no singular para cada n > ng. Luego, para
n = ny, se tiene que ®(ngy) es no singular.

Reciprocamente, supongamos que ®(n) es singular. Esto significa que det ®(n) = 0,
para cada n > ng. De (4.1.11)), se sigue que:

(ﬁ(det A(z’))) det ®(ng) = 0.

Debido a que A es no singular, det A(7) # 0, con i > ng. Esto significa que [[;—, det A(i) #

T

0. Lo que quiere decir que ®(ng) = 0. Esto es, ®(ng) es singular. |

Una consecuencia inmediata del Corolario [4.1.15] es el siguiente:
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Corolario 4.1.16. Las soluciones z1,zs,...,xx € S(Z) de la ecuacion (4.1.4]) son li-
nealmente independientes para n > ng si y solo si ®(ng) es no singular.

Teorema 4.1.17. Existen k soluciones linealmente independientes de (4.1.4) para cada
n > ng.

Demostracion. Sea e; el vector canénico en R¥, con i = 1,2, ..., k. Por el Teorema ,
para cada e;, 1 < i < k, existe una solucion z(n,ng, e;) de (4.1.4]) con z(ng, no, ;) = e;.
Notemos que ®(ng) = [e1, e, .., ex] = I. Esto significa que ®(ng) es no singular. Por el
Corolario el conjunto {z(n,ng, e;)|1 < i < k} es linealmente independiente. |

Teorema 4.1.18 (Principio de linealidad). Sean z; y x5 dos soluciones de (4.1.4]). Los
siguientes argumentos son ciertos:

(a) = x1 + 2 es solucion de (4.1.4).
(b) T = czy es solucion de (4.1.4]), para cada ¢ constante.

Demostracion. (a) Dado n € Z, se tiene que:

z(n+1)=z1(n+ Dxy(n+1)
= A(n)x1(n) + A(n)xz(n)
= A(n)(z1(n) + z2(n))
= A(n)x(n).

(b) Dado n € Z,, notemos que:

De (a) y (b) se sigue el resultado. |

Sea S = {z|r es solucién de (#.1.4)}. Por el Teorema [4.1.18| se tiene que S, con las

operaciones usuales, es un espacio vectorial de dimension k, cuya base es cualquier conjun-
to x1, 9, ..., x; de soluciones linealmente independientes. De esta manera, cada soluciéon
de , puede escribirse como combinacién lineal de xq, xs, ..., 2, lo cual induce la
definicion siguiente:

Definicion 4.1.19. Sea {z1,xs,...,25)} € S(Z;) un conjunto de soluciones linealmente
independientes de (4.1.4). La solucion general de (4.1.4)) es una funcion = € S(Z,) de la

forma siguiente:
k

z(n) =Y cwi(n), (4.1.12)

i=1
con ¢; constante, para cada i € {1,2,...,k}.
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La ecuacion (4.1.12)), puede escribirse como:
z(n) = ®(n)c, (4.1.13)

donde ®(n) = [x1(n), x2(n), ..., x1(n)] es una matriz fundamental y ¢ = (¢1, co, ..., )" €
RE.

Ahora, nos enfocaremos en los sistemas no homogéneos (4.1.3)).

Definicién 4.1.20. Se dlce que Yp €s una solucion particular de si y, satisface el

sistema no homogéneo ([4.1.3).

Lema 4.1.21. Considerando a y, € S(Z; ) tal que para cada n € Z,:

= 3 b+ 1),

se tiene que y, es solucion particular del sistema no homogéneo (4.1.3)), con y,(ng) = 0.

Demostracion. Sea y,(n) = Zﬁ:l O(n,r+1)g(r).

1=ng

Veamos que y,(n) satisface el sistema de ecuaciones en diferencias (4.1.3)). Se tiene
que:

yp(n+1) = i P(n+ 1,7+ 1)g(r)
_ ni d(n+ 1,74+ Dg(r)+ ®(n+1,n+ 1)g(n)
_ Z B(n -+ 1,7+ 1)g(r) + 0(n + 13~ (n + g(n)
- ni O(n+ 1,7 + 1)g(r) + g(n).

i=ng

De la Proposicion 4.1.11] se tiene que:
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n—1

Lo cual prueba que y,(n) = > ®(n,r + 1)g(r) es soluciéon particular de (4.1.3).
Ademas, y,(ng) = 0. ]

A continuacion, se menciona un resultado que proporciona un mecanismo para hallar
la solucion general del sistema de ecuaciones en diferencias (4.1.3)).

Teorema 4.1.22. Toda solucion y € S(Z;.) de (4.1.3) se puede escribir como:
y(n) = ®(n)c+ y,(n), paracadan € Z,.

para una eleccién apropiada del vector constante ¢ y una solucion particular y,(n).

Demostracion. Sean y una solucion de (4.1.3)) y y, una solucion particular de (4.1.3).
Pongamos x € S(Z;) tal que xz(n) = y(n) — y,(n), para cada n € Z,. Se sigue que:

zn+1)=yn+1)—y(n+1)

= (A(n)y(n) +9(n) = (A(n)yp(n) + g(n))
A(n)y(n) — A(n)yp(n)

A(n)(y(n) = yp(n))

A(n)

Esto significa que x es soluciéon del sistema de ecuaciones en diferencias homogéneo
(E14).

Luego, por (4.1.13)), se sigue que z(n) = ®(n)c para algin vector constante c. En
consecuencia, y(n) = ®(n)c+ y,(n). |

Teorema 4.1.23 (Férmula de variacién de parametros). Dados ng € Z, v yo € R*, la
solucién unica del problema con valores iniciales (4.1.3)):

y(n+1) = A(n)y(n) + g(n), para cada n > ng, y(ng) = vo, (4.1.14)
es:
n—1
Ym0, 90) = Do) + 3 B, + L)g(r).
r=ng
Mas atn:

(1, 70, 10) (H Al >yo+ 3 ( 11 A@) g(r)

i=ng r=ng \i=r+1
Demostracion. Por el Teorema [4.1.22] se tiene que:

y(n,no, yo) = ®(n, no)c + y,(n). (4.1.15)
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Ya que ®(n)c es solucion del sistema homogéneo asociado con condiciones iniciales,
por el Corolario [4.1.13| se tiene que:

®(n,ng)c = P(n,ng)yo. (4.1.16)
Del Lema [4.1.21] se sigue que:

yp(n) = i ®(n,r+1)g(r). (4.1.17)

1=ng

Sustituyendo (4.1.16]) y (4.1.17)) en (4.1.15), se tiene que:

n—1

y(n,no, yo) = ®(n, no)yo + Z ®(n,r+1)g(r). (4.1.18)

r=ng

De (4.1.18)) y (4.1.10]), obtenemos:

y(n, 1m0, o) = (H A(z’)) Wty ( 11 A(z’)) 9(r).

1=ng r=ng \i=r+1

Lo cual prueba el resultado. |

Es importante notar que la soluciéon que nos interesa hallar estd en términos de pro-
. —1 . . . L, . .
ductos de matrices, [[Z, A(i), lo cual en la practica no es un tarea ficil y analizamos
mas adelante.

4.2. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales con
coeficientes constantes

Como ya se ha mencionado, existen ecuaciones en diferencias homogéneas o auténomas
y no homogéneas o no auténomas, en relacion si dependen o no del pardmetro n.

Por la Observacion [£.1.2] un sistema de ecuaciones en diferencias lineales no homogeé-
neas con coeficientes constantes es de la forma siguiente:

xl(n + 1) = anml(n) + algl’g(n) + -+ alkxk(n) + gl(n)
.%'2(7”& —+ 1) = aglxl(n) + CZQQZ'Q(?”L) + o+ agkxk(n) —+ gg(n)

zr(n+1) = aprx1(n) + agewa(n) + - - - + aprxr(n) + gr(n).
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El correspondiente sistema de ecuaciones en diferencias lineales homogéneo con coefi-
cientes constantes estd dado por:

$1(n + 1) = anxl(n) + a12x2(n) + -t alkxk(n)
To(n + 1) = azr1(n) + axnra(n) + - - + agri(n)

zp(n+ 1) = aprz1(n) + agexe(n) + - - - + aggprr(n).

Asi, estos sistemas pueden ser escritos en forma matricial como:

z(n+1) = Az(n) + g(n), (4.2.1)

donde z(n) = (x1(n), z2(n),...,zx(n))” € R¥, A = (a;;) es la matriz de coeficientes real
no singular de k x ky g(n) = ( ( )s ga(n), . .. ,gk(n))T € R¥, y el correspondiente sistema
homogéneo tiene la forma:

z(n+1) = Ax(n), (4.2.2)

En este caso, se dice que este sistema es invariante debido a que todos los valores de
A son constantes.

Ejemplo 4.2.1 (Cadenas de Markov). Veamos qué es una cadena de Markov. Supon-
gamos que se hace un experimento con un conjunto de k estados (resultados), S =
{s1, $2,...,sk}. Dicho experimento se repite de modo que la probabilidad (p;;) de que
el estado s;, ¢ € {1,...,k}, ocurra en la (n + 1)-ésima repeticion depende tnicamente del
estado s; que ocurra en la n-ésima repeticiéon del experimento.

De lo anterior, se puede decir que el estado futuro depende tnicamente del estado
presente. Formalmente, p;; = p(s;|s;) es la probabilidad de que s; ocurra en la siguiente
repeticion, dado que s; ocurri6 en la dltima repeticion. Ya que s; ha ocurrido en la tltima
repeticion, existe ¢ € {1,2,...,k} tal que ocurri6 en la repeticion anterior. Esto significa
que:

pijtp2tpsitotpy =1 1<j5<k

Sea p; € S(Z4) tal que p;(n) es la probabilidad de que el estado s; ocurra en el n-
ésimo experimento, para cada n € Z, . Se tiene que uno de los estados s; debe ocurrir en
la n-ésima repeticion. Lo que quiere decir que:

p1(n) +pe(n)+---+pr(n) =1, paracadan € Z,.

Para obtener un modelo matemético de este experimento, debemos definir p;(n + 1),
i € {1,...,k}, como la probabilidad de que el estado s; ocurra en la (n + 1)-ésima
repeticion del experimento. Hay k formas en que esto puede suceder.

Por una parte, la n-ésima repeticion proporciona s; y la (n + 1)-ésima repeticion
nos da s;. Ya que la probabilidad de obtener s; en la n-ésima repeticion es pi(n) y la
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probabilidad de obtener s; después de s; es p;1, se sigue que la probabilidad de que ocurra
este caso es p;1p1(n). Por otro lado, la n-ésima repeticion proporciona sq y la (n+1)-ésima
repeticion nos da s;. La probabilidad de que ocurra este caso es pjapa(n). Si repetimos
este procedimiento para los casos restantes 3,4, ..., k, se obtiene el sistema de ecuaciones
en diferencias siguiente:

p1(n+1) = pupi(n) + piapa(n) + - - - + pepr(n)
p2(n + 1) = parp1(n) + pagpa(n) + - - - + Parpr(n)

pr(n+1) = prapi(n) + prapa(n) + - + prepr(n),
que se puede escribir en forma matricial:
p(n+1)=Sp(n), n=1,2,3,...,

donde p(n) = (pi(n),p2(n),...,pe(n))? es el vector de probabilidad y S = (p;;) es la
matriz de transicion de tamano k X k.

Cuando el sistema es autéonomo, la matriz A es constante, esto es ®(n) = A" y en
caso de que ng = 0,

d(n) = A" (4.2.3)
Una consecuencia inmediata del Teorema [4.1.14] es el siguiente resultado:
Corolario 4.2.2. Si la matriz A es constante en , se sigue que:
det ®(n) = (det A)" " det (ny).
Por lo que seria mas adecuado utilizar el algoritmo de Putzer, que se analiza més
adelante, para calcular la matriz fundamental de un sistema auténomo.
Ejemplo 4.2.3. Sean x1, 9, x3 € S(Z, ). Consideremos el sistema de ecuaciones siguiente:
z1(n+1) = x1(n) — 2x9(n)
xo(n + 1) = z1(n) + 4xo(n),

para cada n € Z.

Se tiene que es un sistema lineal homogéneo de dos ecuaciones en diferencias de
primer orden y con coeficientes constantes. La funcion z € S(Zy) a determinar es

(n) = (x1(n), z2(n))".

Este sistema puede escribirse en forma matricial:

z(n+1) = Az(n)
i) =07 ()
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4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Sien (4.2.2)), se tiene la condicion adicional x(ng) = o, para algtn ny > 0, se dice que
es un problema de valores iniciales.

Ejemplo 4.2.4. Sea x1, 19,23 € S(Zy). Para cada n € Z,, consideremos el sistema de
ecuaciones siguiente:

z1(n+1) = x1(n) — 2x2(n) — 223(n)
z2(n+ 1) = —x3(n)
x3(n+ 1) = 2x5(n) + 3z3(n),

donde x1(0) =1, 22(0) = 1 y 23(0) = 0.

Se tiene que es un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones en diferencias de primer
orden, con coeficientes constantes y condiciones iniciales. Esto significa que es un problema

de valores iniciales. La expresion z € S(Z, ) a determinar es z(n) = (x1(n), z2(n), z3(n))T.

Este sistema puede escribirse en forma matricial:

z(n+1) = Az(n), z(ng) = xo
z1(n+1) 1 =2 =2\ [zi(n) x1(0) 1
zz(n+1) 0 2 3 z3(n) x3(0) 0

La solucion de (4.2.2) se puede obtener mediante iteracion. Como una consecuencia
del Teorema |4.1.5] se tiene el corolario siguiente.

Corolario 4.2.5. Considerando el sistema con condiciones iniciales n > ng y
zo € RF tal que z(ng) = x, existe una tinica solucion x(n, ng, o) tal que z(ng, no, o) = o,
ademas:

x(n,ng, xo) = A" "0xy. (4.2.4)

Notemos que x(ng, ng, rg) = A" ™xy = xy. Adicionalmente, si ng = 0, entonces la
solucion de la forma (4.2.4) puede escribirse como z(n, zo) o simplemente z(n).

Usando el Teorema [4.1.23] obtenemos:

Corolario 4.2.6. Considerando el sistema (4.2.1)) con condiciones iniciales n > ng y
zo € RF tal que z(ng) = x, existe una tinica solucion x(n, ng, o) tal que z(ng, ng, o) = 0.

Ademaés:
n—1

x(n,ng, o) = A" x4+ Z AP (). (4.2.5)

r=ng

Obervemos que podemos considerar ng = 0 sin pérdida de generalidad.

Consideremos el sistema:

z(n+ 1) = Az(n), para cada n > ng > 0.
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4.2. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes

Para obtener un sistema equivalente, pongamos y(n) = z(n + ng), para cada n > 0.

De esta manera, se tiene que:

yin+1)=xz((n+1)+ng)
=z((n+np)+1)

= Az(n + ng)
= Ay(n).
Ademas, notemos que y(0) = z(ng) y:
y(n,0,z9) = y(n) = A"y(0). (4.2.6)

Es importante mencionar que existe una analogia con las ecuaciones diferenciales. Para
el problema con valores iniciales:

dt

pri Az(t), x(to) = zo,

donde A es una matriz de k x k, z € R¥, la solucién es la siguiente:

z(t) = eAn o) gy

Notemos que (4.2.4)) y (4.2.5) estan en términos de potencias de una matriz, por tal
razon se debe ver de qué manera podemos analizar potencias de raices.

Analogo discreto del algoritmo de Putzer

En las ecuaciones diferenciales, el algoritmo de Putzer sirve para calcular e*. En este
caso, se utiliza para hallar A™.

Sea A una matriz de k x k. Tratamos de hallar una expresion para A" de la forma
siguiente:

A" = Zuj(n)M(j —1), (4.2.7)

donde los M(j — 1) son matrices de k x k y u; son funciones escalares a determinar.
Adicionalmente, se tiene que:

M(j)=((A—-XNI)M(j —1), M(0)=1I, (4.2.8)

equivalentemente,

M(+1) = (A= N M), M(0) = 1.
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Proposicién 4.2.7. Se tiene que:

f[ A= NI). (4.2.9)

Jj=1

Demostracion. Mediante iteraciones, se sigue que:

M(0) =1
M(1) = (A = M I)M(0)
=(A-\DI
=A—-\1
M(2) = (A = \I)M(1)
= (A= XI)(A = \I)
M(3) = (A= A)M(2)
= (A= NI)(A = XI)(A—MI)

De forma inductiva, se sigue que:
M(”) = (A - )‘n])(A - /\n—ll) e (A - )‘1])
Por lo tanto, M(n) = [[}_,(A — \1). [ |

Recordemos que el Teorema de Cayley-Hamilton [0, Teorema 8.8.2| garantiza que toda
matriz cuadrada satisface su propia ecuacion caracteristica. De esta forma, se tiene que:

=

M(k) = TT(A = X\1)

1

I
o

De donde, M(n) = 0, para cada n > k. Luego, (4.2.7) puede reescribirse de la forma
siguiente:

k
A" = Zuj(n)M(j —1). (4.2.10)

Pongamos n = 0 en (4.2.10)). Se tiene que:

M) =1
= w(0)] + un(0)M(1) + - -+ wp(0)M (K — 1). (4.2.11)
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Notemos que la ecuacion (4.2.11)) se satisface solamente si:

u1(0) =1y uz(0) = ugz(0) = - -+ = ug(0) = 0. (4.2.12)

De la ecuacion (4.2.10)), se sigue que:

D uin+ 1)M(j—1) = AA™

A (Z (n) M(j - 1))

j=1

S ui(m)AM(G ~ ).

Sustituyendo AM (j — 1) de (4.2.8]) en la ecuacion anterior:

S us(n+ VMG~ 1) = 3 () (M) = A, M( — 1)) (4.2.13)

j=1 j=1

Comparando los coeficientes de M(j), 1 < j <k, en (4.2.13) y utilizando la condicion
(4.2.12)), obtenemos:

ur(n + 1) = Mug(n), up(0) =1 (4.2.14)
Uj(Tl + ].) = )\juj(n) + Uj_1<n), UJ(O) = 07 ] = 2, 3, « ey k. (4215)

De (2.2.1)), la solucion u; de (4.2.14) es de la forma:
uy(n) = AL (4.2.16)

Luego, de (2.3.2)), se tiene que la solucion u; de (4.2.15)) es la siguiente:

n—1

wi(n) =Y ATy (i), (4.2.17)
=0
con j =2,3,...,k.

Las ecuaciones (4.2.9)), (4.2.16]) y (4.2.17) juntas constituyen el algoritmo de Putzer,
que como se ha mencionado, sirve para calcular A™.

Ejemplo 4.2.8. Calculemos A" si:




4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Se tiene que:

p(A) = det(A — A\I)

-2 1 1
=det| -2 3—-)X 1
-3 1  4-)\
=N =7\ + 16\ — 12
=(A=2*\-3)

=0.

De donde, los valores propios de A son Ay = Ay =2y A\3 = 3.

Luego,
M) =1
M) =(A-2I)
-2 11
=-2 11
-3 1 2
M(2) = (A —2I)?
-1 0 1
=|-1 0 1
-2 0 2
Se sigue que:
uy(n) =2"
n—1
UQ(TL) — Z 2n—i—1 . 21
i=0
_ n2n—1
n—1
Ug(n) — Z 3n7271 ?:27;71
i=0
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De (4.2.10)), se tiene que:

AT =3 ()M = 1)

-2 11 -1 0 1
=2"T4+n2" 1| -2 1 1| +(=2"+3"—n2") [ -1 0 1
-3 1 2 -2 0 2
2" 0 0 —n2" n2nt o p2nt
=10 2 0|+ | —n2» n2»! n2nt!
o 0 27 —3n2" n2nt 2"
2" — 3" 42t p—1 —2" 4+ 3" —p2nt
+ 2" — 37 4 p2nt 0 —2" 4+ 3" —p2nt
ontl _9.37 4 n2n 0 —ontl L 2.3n —n2n
2n71 37 _ n2n71 n2n71 —_9n + 3n
= n — 31 — p2n—l (n + 2)2”_1 —2" 4+ 3"
ontl _9.3n — pon—l n2n—1 —2"+2.3"

Ejemplo 4.2.9. Encontremos la solucion = € S(Z.) del sistema z(n+1) = Az(n), donde:

Se tiene que:

Asi, los valores propios de A son A\ = Ay = A3 = 4.

De donde:
M) =1
M) =(A—-4I)
0 1 2
=0 -2 —4
0 1 2
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4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

0 0O
=10 0 O
0 0O
Se sigue que:
ui(n) =4"
n—1
Ug(ﬂ) _ 2471—1'—1 . 42
i=0
:714”71
n—1
U3<n) — Z4n—i—1 . 7:47:—1
i=0
n—1
— Z~4TL—2
1=0
n—1
i=0
— n(n 1) 4n—2
2
De (4.2.10)), se tiene que:
k
=3 MG - 1)
j=1
0 1 2 n(n —1) 0 0O
=A"] 4 nd" 10 -2 —4 T4”—2 000
0 1 2 0 0O
4" 0 0 0 n4m !t 2opgnt
=10 4 0|+ |0 —2n4™! —ngn
0O 0 4™ 0 nd4™ ! 2p4qn-l
4n n4n-1 o2n4n—1

= |0 47—2n4nt —n4"
0 n4n—! 4™ 4 2p4n—t

La solucion x € S(Z,) de la ecuacion en diferencias es la siguiente:
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4.2. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes

4721 (0) + nd" tz9(0) + 2nd4"1z3(0)
= (4™ — 2n4" 1) 25(0) — nd"x3(0)
nd"2z5(0) + (4" + 2n4" 1) z3(0)

En el siguiente ejemplo se muestra una consecuencia inmediata del Teorema [4.1.23;

Ejemplo 4.2.10. Seay € S(Z.). Resolvamos el sistema en diferencias y(n+1) = Ay(n)+
g(n), donde:
2 1 n 1
De (4.2.4)), se tiene que:

y(n) = A"y(0) + Z A" (r). (4.2.18)

Lo cual indica que necesitamos calcular A™, por lo que podemos utilizar el algoritmo
de Putzer.

Se tiene que los valores propios de A son A\ = \y = 2.

Esto significa que:

Se sigue que:

ui(n) =2"
n—1
us(n) = Z gn—i=l .ot
i=0
=n2" 1,

De (4.2.10)), se tiene que:
k
M= 3wy M (G - 1)
j=1

__on n—1 O 1
=2"1 4+ n2 (0 0)

_ (2 0, (0 2
—\o 2n 0 0
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(2 n2n-!
~\ 0 2n )
De (4.2.18)), se tiene que:

yn) = (20” n22’;1> ((1)) +:§ (2"07“1 (n— 2;1212”2) (D

2"\ | (120N (n— = 1)2n T2
0) + Z ( anrfl

n—1
n " r27T 4 (n—r—1)27"72
O) +2 Z ( 277"71
2") " (Z?_J 2 (= = m”)
SR G -

Z?:_Ol 2—r—1
I+ (—n—-1)2""+2"+1-1
—27" 41

2" n —n2_"+%
o)+2 (—2—n+1>

2n —n + 271
0 +( 2 — 1 )

Por lo tanto, y;(n) = —n+3-2"" 1y ys(n) = 2" — 1.

4.3. Conversion de una ecuacion de orden n en un sis-
tema de n ecuaciones de primer orden

Sea y € S(Zy) y consideremos una ecuacion en diferencias no homogénea de orden k:
y(n+k) +pi(n)y(n+k—=1) 4 +pe(n)y(n) = g(n). (4.3.1)
Esta relacion puede escribirse como un sistema de ecuaciones de primer orden de
dimension k.
Sea z(n) = [z1(n), 2a(n), ..., zx(n)], donde:

(n)

Yy
yin+1)=z1(n+1)
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4.3. Conversion de una ecuacion de orden n en un sistema de n ecuaciones de primer

orden
z3(n) =y(n+2) = z(n+1)
zrn)=yn+k—1)=2z_1(n+1)
Esto es:
z1(n+1) = z3(n)
zo(n 4+ 1) = 23(n)
zk—1(n+1) = z(n).
De aqui, podemos reescribir la ecuacion (4.3.1)) de la forma siguiente:
ze(n +1) = —pe(n)z1(n) — pe-1(n)z2(n) — -+ — pi(n)zi(n) + g(n).
Asi, (4.3.1)) puede escribirse en forma matricial como:
z(n+1) = A(n)z(n) + h(n), (4.3.2)
donde:
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0
A(n) = . . h(n)=1| 0
0 0 0 ST | (:n)
—pr(n) —pe-a(n) —pa(n) - —pi(n) I

Si g(n) = 0, obtenemos el sistema de ecuaciones en diferencias homogéneo siguiente:
z(n+1) = A(n)z(n).

Definicion 4.3.1. La matriz A(n) asociada al sistema (4.3.2) es llamada matriz compa-
nera de (4.3.1)).

Para una ecuacion en diferencias homogénea de orden k con coeficientes constantes:
2(n+ k) + pra(n+k — 1) + -+ pua(n) = 0, (4.3.3)

la matriz companera A es una matriz constante. Asi, el sistema de ecuaciones en
diferencias correspondiente es de la forma:

z(n+1) = Az(n). (4.3.4)
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4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Sea C'(n) el Casoratiano de (4.3.3). Se tiene que C'(n) = det ®(n), donde ®(n) es la
matriz fundamental de (4.3.4)).

La ecuacion caracteristica de A es de la forma siguiente:

A\F +p1/\k_1 +p2)\k_2 + -+ P A+ pr =0,

la cual esta correlacionada con ([3.2.2). Esto significa que los valores propios de A son
raices de la ecuacion caracteristica de (3.1.2)).

Ejemplo 4.3.2. Sea y € S(Z,). Veamos la manera de transformar la ecuacion en dife-
rencias de tercer orden:

y(n+3) —6y(n+2)+ 1ly(n+1) —6y(n) =5-2" +n?  paracadan € Z,, (4.3.5)

en un sistema de ecuaciones de primer orden.

Se realizan las sustituciones siguientes:

z1(n) = y(n)

z(n) = y(n+1)
=z(n+1)

z3(n) = y(n +2)
= z(n+1).

Asi, la ecuacion (4.3.5)) puede reescribirse como:

z3(n 4+ 1) = 621(n) — 1125(n) + 623(n) +5- 2" 4+ n?.

De donde, su representacion matricial es la siguiente:

z(n+1) = Az(n) 4+ h(n)

zn+1)] =10 0 1 zo(n) | + 0
z3(n+1) 6 —11 6/ \z3(n) 52"+ n?

Ejemplo 4.3.3. Sean A el operador diferencia y x € S(Z, ). Resolvamos la siguiente
ecuacion en diferencias utilizando el método de sistemas de ecuaciones en diferencias:

A*z(n) + Az(n) —z(n) =0, paracadan € Z,. (4.3.6)

Se tiene que la ecuacion (4.3.6) es equivalente a la siguiente:

z(n+2)—xz(n+1) —xz(n) =0, (4.3.7)
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4.4. Forma de Jordan

para cada n € Z,.

Se realizan las sustituciones siguientes:

z1(n) = x(n)
z(n) =xz(n+1)
z1(n+1).

De esta manera, la ecuacion (4.3.7) puede reescribirse como:

zo(n+ 1) = z1(n) + z2(n).

Asi, su representacion matricial es la siguiente:

2(n+1) = Az(n)
Cr) -0 ) G-

Se tiene que:

p(A\) = det(A — )

A1
:det<1 1—>\>

=M -A-1
1—+/5 1
R AN IR SRS
2 2
=0.
Luego, los valores propios de A son \; = 1_2\/5 Yy A2 = 1+2\/5-

Por lo tanto, la solucion general de (4.3.6) es z(n) = ag (1_

2

4.4. Forma de Jordan

S

Como ya se ha mencionado, una parte primordial de la resoluciéon de los sistemas de
ecuaciones en diferencias es la matriz fundamental, por lo que es necesario considerar las

formas de Jordan para hallar dichas matrices.
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Matrices diagonalizables

Para esta seccion, necesitamos teoria de algebra lineal, mas especificamente algunos
hechos referentes a diagonalizacion de matrices.

Recordemos que una matriz es diagonalizable si es normal o si todos sus vectores
propios son linealmente independientes. Si la matriz A de los sistemas de ecuaciones en
diferencias es diagonalizable, el calculo de A™ es simple.

Supongamos que A es diagonalizable, sean Ai, Ag, ..., \; los valores propios de Ay
&1,6, ..., & los vectores propios linealmente independientes de A correspondientes a los
valores propios de A. Como A es diagonalizable, existen matrices D y P tales que:

A=PDP, (4.4.1)
donde D = di@g<)‘17 )\27 SR )\k) y P = [617527 s 75]6}
De (4.4.1)), se tiene que:

A" = (PDP~ )"
= pp"pP!
A0 - 0
_ () )\g Ce () P—l
0 0 - A

Para hallar otra matriz fundamental ®(n) del sistema en diferencias:

z(n+1) = Ax(n), (4.4.2)
hacemos:
d(n)=A"P
— PD"P'P
= PD"
A0 .- 0
0 A - 0
=P| . . (4.4.3)
0 0 - AP
De (4.4.3), se sigue que:
1 0 - 0
01 - 0
e0)=r|. . .
0 0 1
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4.4. Forma de Jordan

Lo que quiere decir que:
A" = ®(n)P!
= ®(n)® *(0).

Por un lado, de la ecuacion (4.2.6)), se tiene que:
z(n) = A"z(0) = ®(n)®~(0)x(0), (4.4.4)

la cual es la solucién particular con las condiciones iniciales.

Por otra parte, para hallar la solucién general, procedemos de la siguiente manera.

Sabemos que P es una matriz cuyas columnas son los vectores propios linealmente inde-
pendientes de A. Asi, de (4.4.3):

0 A -+ 0
q)(n) - [617527"’7&6] : . .

Notemos que cada columna A'§;, 1 < i < k de ®(n) es solucion de (4.4.2), por el
Teorema [3.1.17.

Esto es, la solucion general de (4.4.2)) es de la forma siguiente:

z(n) = A& + A58+ + AR (4.4.6)

donde para cada i € {1,2,...,k}, ¢; es constante.

Ejemplo 4.4.1. Sea x € S(Z.). Hallemos la soluciéon del problema con valores iniciales

xz(n+1) = Az(n), no = 0, z(ng) = x(0) donde:
2 21 0
A=[13 1| v z0) =1
1 2 2 0

Se tiene que:

p(A\) = det(A — AI)

2— )\ 2 1
= det 1 3—A 1
1 2 2— A\
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4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

— (A=5)(A—1)?
= 0.

De donde, los valores propios de A son Ay =5y Ay = A3 = 1.
Para hallar los vectores propios correspondientes a cada valor propio se resuelve la
ecuacion (A — M)z = 0.
Para \; = 5, se tiene que:
-3 2 1 T

0
1 —2 1 ) = 0
1 2 -3 T3 0

Con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

—3r1 + 229+ 23=0
[E1—2I2+ZE3:0
$1+2$2—3$3:O.

: : : : 1 :
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene que & = <%> es un vector propio

correspondiente a A; = 5.

Para Ay = A3 = 1, se tiene que:

1 2 1 T 0
1 21 ) = 0
12 1) \a3 0

Notemos que la tnica ecuaciéon que se obtiene es la siguiente:
$1+2.1'2+[If3 :O,
por lo que para hallar los vectores propios damos valores al menos a dos de las variables.
. ) 1
Sizy =1y xe =0, entonces r3 = —1. Con lo que se produce el vector propio & = (91 )

Ahora, si x1 =0y 25 = 1, se sigue que x3 = —2, obteniendo el vector propio &3 = (jl]2>,
aclarando que existen infinitas formas de elegir & y &3.

De la ecuacion (4.4.6)), se tiene que la solucion general x € S(Z, ) esta dada por:

1 1 0
z(n)=cb" (1| +ec| 0 | +cs| 1 |,
1 —1 -2
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equivalentemente:
Cl5n + Co
.T(TL) = Cl5n + c3 . (447)
c1b™ — c9 — 2c3
Ahora, resolvamos el problema con valores iniciales. Debido a que z(0) = <g>, se tiene
que:
0150 + Co
fﬂ(O) = 6150 + c3
6150 — Cy — 203
0 1+ ¢
1 = c1+ c3
0 Cl — Cy — 203
Con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:
c1+ = 0
c1+c3 = 1
61—02—20320.
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene que ¢; = %, cy = —% y c3 = % Por
tanto, la soluciéon del problema con valores iniciales es:
Loy
z(n)=|3-5"+3|. paracadan>n,.
1 n 1
39" =3
Veamos otra forma de resolver este sistema de ecuaciones.
De (4.4.5)), se tiene que:
@(n) = [/\711517 /\35% )‘g&%]
5 1 0
=15 0 1 |. (4.4.8)
5 —1 =2
Asi:
1 1 0
®(0) = 0 1
1 -1 =2
1 1 1
) 4 2 1
R I (1.4.9)
11 1
T3 2 1
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Puesto que z(0) = (g) y sustituyendo (4.4.8)) y (4.4.9) en (4.4.4):

510 R WA
z(n)= 15" 0 1 % —% _411 1
5 -1 =2/ \—-3 3 -3/ \0
1 n 1
P
it
39" 3

Consideremos ahora el caso en el que la matriz A asociada al sistema (4.4.2)) tenga
algtn valor propio complejo, digamos A = a +if3, con 8 # 0 y vector propio correspon-

diente £. Luego, A = a — 8 también es un valor propio de A y su vector propio es £. La
solucion del sistema de ecuaciones en diferencias (4.4.2)) se propone de la forma siguiente:

z(n) = (a +i8)"(& + &) (4.4.10)
Usando coordenadas polares, se tiene que:

o« =1rcost

b =1rsenf

P I

6 =tan~! <é> .
o
De (4.4.10]), se sigue que:

x(n) = (rcosf +irsen 0)" (& + i&2)
(r(cos +isen )" (& + is)

r"(cosnb + i sen nf) (& + i&s)

r"((cosnb)&; + i(cos nh)é + i( sennb)&; — ((sen nd)és)

r"((cosnf)&; — (sennb)&s) + ir"((cosnb)&és + (sen nd)éy)

u(n) +w(n), (4.4.11)

donde u(n) = r"((cosnh)&; — (sennb)&s) y v(n) = r"((cosnb)&s + (sennb)&y).
Puesto que z(n) = u(n) + iv(n) es solucion de (4.4.2)), obtenemos:

z(n+1)=un+1)+iv(n+1)
= A(u(n) + iv(n))
= Au(n) + iAv(n).

[gualando las partes reales y las complejas, obtenemos:

u(n+ 1) = Au(n)

144
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v(in+1) = Av(n).
Esto significa que u y v son soluciones de . Adicionalmente, se tiene que:
_ u(n) v(n)
Win) = det (u(n +1) v(n—+ 1))
— 1241 (€2 4 €2)((cos (n))(sen (n + 1)) — ((cos (n + 1)9)( sen nf))
="t 4+ &) sen (n + 6 — nb)
— P&+ €3) sen 6
= Bri"(&f + &)
# 0.

Esto significa que u y v son soluciones linealmente independientes de (4.4.2)). En conse-
cuencia, no se necesita considerar la solucién generada por A\ y &.

Ejemplo 4.4.2. Sea x € S(Z.). Hallemos la solucién general del sistema de ecuaciones
en diferencias z(n + 1) = Az(n), donde:

a=(1 )

p(A) = det(A — \I)

1-A =5
_det(1 —1—)\)

= (A — 2i)(\ + 2i)
=0.

Se tiene que:

De esta forma, los valores propios de A son \; = 2i y Ay = —24.

Para hallar los vectores propios correspondientes a cada valor propio se resuelve la
ecuacion (A — M)z = 0.

Para A\ = 2i, se tiene que:
1—2¢ -5 z1\ _ (0
1 —1-2i) \zy) \O)°
Con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

(1 — 2i)z; — 5ay = 0
21 + (=1 — 2i)zy = 0.

. . : . 12, .
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene que & = ( 5 151) es un vector propio

correspondiente a \; = 2i. Luego, & = & = (ét%) es un vector propio correspondiente
a )\2 = —2.
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4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

De (4.4.10)), se tiene que:

1_2;
=2". " <5 1 5 ) . (4.4.12)

on(Z) 1o 3
i" = cos (”;) +isen (”7”) (4.4.13)
Sustituyendo (I4.13) en (IA12), se tiene que:
- fon () - () (1)
_ g ((COS( 5) +isen (%)) (5 - %i))

coS (—) + i sen (7)

Ademés, se sigue que:

u(n) = 2" (é cos (?J % sen (—))
v(n) = 2" <5 sen (Ze)n_(é§os (?)) ’

tal que u(n) y v(n) son soluciones linealmente independientes del sistema de ecuaciones
en diferencias. Por tanto, la solucion general es de la forma siguiente:

= (B0 G oen G 4 (300 () < oo ()

cos (& sen (”7”)

- (T ;ic;;:a@m<%>>

:Qn((%cl—§62)008( >) + (Fe+ 262) %))

C1 COS ( ) + C9 sen

La forma de Jordan

Ya hemos analizado el caso cuando la matriz A del sistema de ecuaciones en diferencias
es diagonalizable. Ahora, nos enfocamos en las matrices que no lo son, que como ya se
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4.4. Forma de Jordan

ha mencionado, son las que tienen vectores propios linealmente dependientes. Para esto,
necesitamos teoria de algebra lineal referente a la forma canénica de Jordan, que puede
consultarse en las siguientes referencias [6] y [5]. Sin embargo, se mencionan algunos de
los conceptos mas relevantes para un adecuado entendimiento de este tema.

Sea A una matriz de k x k no diagonalizable. Se tiene que esta matriz es similar a la
forma de Jordan si:

P'AP =, (4.4.15)
donde:
P = [517627"%516]
J =diag(Jy, Jo, ..., J.), paracadare{l,... k} (4.4.16)
y para cada ¢ € {1,...,r}:
A 10 - 0
A1 0
Ji=1: = i (4.4.17)
o 0 0 --- 1
0O 0 0 --- N\

La matriz J; de la forma (4.4.17) es llamada blogque de Jordan.

La demostracion del siguiente teorema puede consultarse en [6].

Teorema 4.4.3 (Forma canonica de Jordan). Toda matriz A de k x k es similar a una
forma de Jordan (4.4.16)), donde cada J; es un bloque de Jordan de s; X s; ¥y >\, s; = k.

Definicion 4.4.4. Sean A una matriz de k X k similar a una forma de Jordan J y A un
valor propio de A. Se dice que:

(a) La multiplicidad algebraica de X es el nimero de veces que se repite este valor propio.

(b) La multiplicidad geométrica de X es el numero de bloques de Jordan correspondientes

a este valor propio. Ademas, es igual al nimero de vectores propios correspondientes
a .

Definicion 4.4.5. Sean A una matriz de k X k similar a una forma de Jordan J y A un
valor propio de A.

(a) Sila multiplicidad algebraica de A es 1, se dice que A es simple.

(b) Sila multiplicidad algebraica de A es igual a su multiplicidad geométrica, se tiene que
A es un valor propio semisimple.

Observacion 4.4.6. Sean A una matriz de k& x k similar a una forma de Jordan J y

A un valor propio de A. Si A tiene multiplicidad geométrica igual a 1, entonces A tiene

solamente un vector propio, e; = (1,0,...,0)7.
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4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Esto significa que los vectores propios linealmente independientes de la forma de Jor-
dan (4.4.16)) SON €1, €5, 11, €sytsot1y- -« Coqtsotots,_1+1-

De (4.4.15)), se tiene que:

AP =PJ. (4.4.18)

Sea P = [£1,&s, ..., &]. Igualando las primeras s; columnas de (4.4.18]), se tiene que:
A& = A&

Luego, para cada i € {2,3,...,s1}, sea A§ = M& + &1 Asiy, (A — MI1)E = &4, para
cadai € {2,3,...,5}.

Notemos que para cada i € {2,...,s1}, §_1 es el vector propio generalizado de A.

Los vectores &, &3, ..., &1 son los vectores propios generalizados de A y se obtienen
mediante la siguiente ecuacion en diferencias:

(A-)q[)&':gi,l, i:2,3,...751.
Para el m-ésimo bloque de Jordan, se tiene que con la ecuacion en diferencias:

(A= ApD)émy = Emi1, 1=2,3,...,m,

se obtiene cada vector propio generalizado.

Adicionalmente, se tiene que:

A" = (PJP)"
=pJ'pt (4.4.19)
J? 0 - 0
_ () J; e (] pfl
0o 0 - Jp

Notemos que para cada J;, i = 2,3,...,r, se tiene que J; = \;I + N;, donde:

010 0

0 01 0
N; = :

0 00 1

0 00 0

es una matriz nilpotente de s; x s;. Se sigue que:
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4.4. Forma de Jordan

L P A P R L PN
1 2 Sz‘—].

At N G e (N
0 A (DA (AT
=1 : : : : : (4.4.20)
0 0 0 (DA
0 0 0 AP

Utilizando (4.1.13), (4.2.3) y (4.4.19)), se tiene que la soluciéon general z € S(Z.) de (4.4.2)
es de la forma siguiente:

x(n) = A"c
= PJ"P ¢,
equivalentemente:
z(n) = PJ"¢, (4.4.21)

donde ¢ = P~'c. Esto significa que una matriz fundamental de (4.4.2) es de la forma
®(n) = PJ". Ademés, la matriz de transicion de estado es ®(n,ng) = PJ" P~ 1y
x(n,ng, xg) = PJV"0 P~ 1y,

Corolario 4.4.7. Sea A una matriz de k x k. Se tiene que lim A" = 0siy solosi [A| <1

n—o0
para cada valor propio de A.

Demostracion. La prueba se sigue de (4.4.20]), debido a que lim A? = 0, para cada . W
n—oo

Observacion 4.4.8. Sea A una matriz de k x k. Del Corolario 4.4.7, si lim A" = 0,

n—o0

entonces:

lim z(n) = lim A"z(0)

n—oo n—o0

=0.

De la Observaciéon si |[A\| < 1, para cada valor propio de A, entonces todas las
soluciones z(n) de (4.4.2)) tienden al vector cero conforme n — oco.

Ejemplo 4.4.9. Sea x € S(Z.). Hallemos la solucién general del sistema de ecuaciones
en diferencias x(n + 1) = Az(n), donde:

Se tiene que:
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4— )\ 1 2
= det 0 2—-X -4
0 1 6— A

=(\—4)
= 0.

De donde, los valores propios de A son A\ = Ay = A3 = 4.

Para hallar los vectores propios correspondientes a cada valor propio se resuelve la
ecuacion (A — AI)& = 0. Esto significa que:

0 1 2 d,
0 -2 —4]||dy] =
0 1 2 ds

o O O

Con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

dy +2ds =0
—2dy —4d3 =0
dy + 2d3 = 0.
Esto es, dy = —2ds3. Si hacemos d3 = 1 y damos valores de 0 y 1 a d;, se generan los

vectores propios & = (—?2) y & = (%2)

Podemos hallar un vector propio generalizado &3 utilizando (4.4)):

(A—4l)& =6
0 1 2 aq 0
0 -2 —4 a |l =1-2],
0o 1 2 as 1

el cual produce un sistema de ecuaciones inconsistente. Asi, podemos intentar hallar &5 a
partir de &;:

(A—4D)& =&
0 1 2 a 1
0 =2 —4|la|=1[-2],
0 1 2 as 1

Con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

a2+2a3—1:0
—2a2—4a3+2:0
CL2+2CL3—1:0.
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Esto significa que as + 2a3 = 1. Si hacemos a3 = 1 y a; = 0, se genera el vector propio

&3 = (—(1)1 ) Notemos que &1, & v &3 son linealmente independientes.

De todo lo anterior, se sigue que:

0o 1 0
P=1-2 -2 -1 (4.4.22)
1 1 1
4 0 0
J=10 4 1
00 4
Se tiene que:
Jt=PlA™P
40 0
=10 4" nant|. (4.4.23)
0 0 4m

Sustituyendo (4.4.22) y (4.4.23)) en (4.4.21):

0o 1 0 4" 0 0 C1
zn)=|-2 -2 -1 0 4" nd™ 1| | &
1 1 1 0 0 4n Cs

Matrices de bloques diagonales

Observacion 4.4.10. Sea A una matriz de k x k. Los vectores propios generalizados

correspondientes a un valor propio de multiplicidad m se obtienen resolviendo la ecuacion
(A= X)"E=0.

De la ecuacion (4.4.15)), se tiene que A es un valor propio de A siy s6lo si es un valor
propio de J. Adicionalmente, si € es un vector propio de A, entonces, £ = P7'¢ es un
vector propio de J.

Para hallar el vector propio é podemos utilizar el siguiente resultado de algebra lineal.

Lema 4.4.11. Sea C' = <61 g) una matriz de bloques diagonales de k x k tal que A es

una matriz de r X r y B es una matriz de s x s, con r 4+ s = k. Los siguientes argumentos
son ciertos:

(a) Si A es un valor propio de A, entonces es un valor propio de C. El vector pro-
pio y los vectores propios generalizados correspondientes a A son de la forma & =
(ai,as,...,a,,0,...,0)T con a; € R.
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(b) Si A es un valor propio de B, entonces es un valor propio de C. El vector pro-
pio y los vectores propios generalizados correspondientes a A son de la forma & =
0,...,0,Gr11,rra,...,0as), cOn a,1; € R.

4.5. Aplicaciones en economia

En esta secciéon analizamos las aplicaciones que tienen los sistemas de ecuaciones en
diferencias en la formulacion y la resolucion de algunos modelos de economia. Para analizar
estos modelos, se tomaron como guias pricipales las referencias [4], [18] v [2].

4.5.1. Modelo de comercio

Analicemos un modelo de comercio entre dos paises.

Podemos considerar los siguientes supuestos:

= Ingreso nacional = gastos de consumo + inversiéon neta + exportaciones — impor-
taciones.

» Gastos de consumo nacional = consumo total — importaciones.

= El tiempo se divide en n periodos de igual duracion.
Para el pais j = 1, 2, se tiene que:

= y;(n) es el ingreso nacional en el perfodo n.
= ¢j(n) es el consumo total en el perfodo n.

» i;(n) es la inversion neta en el periodo n.

» 7;(n) son las exportaciones en el periodo n.
= m;(n) son las importaciones en el perfodo n.

» d;j(n) es el consumo de productos nacionales en el periodo n.

Para el pais 1, se tiene que:
y1(n) =i1(n) + c1(n) + x1(n) — my(n)
di(n) = c1(n) —may(n). (4.5.1)

De (4.5.1)), se sigue que:
c1(n) = dy(n) + my(n). (4.5.2)
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De (4.5.1) y (4.5.2)), obtenemos:

yi(n) = di(n) + x1(n) +i1(n). (4.5.3)

De manera similar, para el pais 2:

Podemos agregar el supuesto de que el consumo interno d;(n) y las importaciones m;(n)
de cada pais en el periodo n 4 1 son proporcionales al ingreso nacional del pais y;(n) en
un periodo de tiempo anterior n. Esto significa que:

dy(n+1) = anyi(n) (4.5.5)
myi(n+1) = anyi(n) (4.5.6)
do(n + 1) = axys(n) (4.5.7)
mo(n + 1) = ajays(n), (4.5.8)

donde a;; > 0, j = 1,2 son las propensiones marginales de cada pafs.
Como soélo estamos considerando el comercio entre dos paises, la importacion de uno
debe ser igual a la exportacion del otro y viceversa. Lo que quiere decir que:
mi(n) = x2(n)

my(n) = x1(n),

equivalentemente:
mi(n+1) = xa(n+1) (4.5.9)
ma(n+1) = z1(n+1). (4.5.10)
De , se tiene que:
yin+1)=diin+1)+x(n+1)+i(n+1) (4.5.11)

Haciendo las respectivas sustituciones de (4.5.5)), (4.5.6) vy (4.5.9) en (4.5.11)), se sigue que:

yl(n + 1) = a11Y1 (n) + algyg(n) + 11(n + ].) (4512)
De (4.5.4)), obtenemos:

Yo(n+1) =do(n + 1) + z9(n + 1) +iz(n + 1) (4.5.13)

De forma similar, haciendo las respectivas sustituciones de (4.5.7)), (4.5.8)) vy (4.5.10)
en (4.5.13)), se sigue que:

y2(n 4+ 1) = ageys(n) + as1y1(n) +iz(n + 1). (4.5.14)
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Escribiendo (4.5.12)) y (4.5.14)) en forma matricial, se obtiene lo siguiente:
?Jl(n + 1) aip Qap2 y1(n) il(n + 1)
= + 1 4.5.15
(?J2(” + 1)) (021 a22) (yz(n) is(n +1) ( )

Adicionalmente, podemos suponer que la inversion neta de cada pais es constante, esto
es i1(n + 1) = iy, i2(n + 1) = 5. Con esto, la ecuacion matricial (4.5.15) es de la forma

siguiente: |
(e ) = (o ey () = ().

De la ecuacion (4.2.4), se tiene que:

n—1
y(n) = A"y(0) + Z AP
r=0
n—1
= Ay (0)+ > AT, (4.5.16)
r=0

donde T = (iy,i5)7T.

Otro supuesto razonable que podemos hacer es que el consumo total ¢;(n + 1) en el
periodo n + 1 debe ser menor que el ingreso nacional y;(n) en el periodo n:

¢j(n+1) <y;(n)

Sustituyendo (4.5.5) y (4.5.6) en (4.5.17)), se sigue que:

anyi(n) + az1y1(n) < yi(n)
a1 —+ a1 < 1’ (4518)

para el pais 1.

De forma similar, obtenemos:

agey2(n) + aipy(n) < yo(n)
99 + a12 < 1’ (4519)

para el pais 2.

De las condiciones (4.5.18) y (4.5.19)), inferimos que si A es un valor propio de A,
entonces |\| < 1. En efecto, ya que A es un valor propio de A, se tiene que Av = Av.
Comparando la j-ésima columna de ambos lados de esta igualdad, se sigue que:

aivy + agivy = v, (4.5.20)
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donde v;, 1 = 1,2 son las entradas del vector propio v de la matriz A correspondiente a .
Pongamos |vy,| = max{|vi|, |va]|}.

Notemos que |vg| > 0. Si i = k, por (4.5.20)), se tiene que:

| Avk| = [a1xv1 + agivsl
Al o] < Jakl[or] + |age||ve]
< lawl|vi| + [azk||vx]
= |v|(a1x + azw)
< |ug|(1).

Esto es, |A| < 1. Por el Corolario [4.4.7, se tiene que lim A™ = 0 y con esto, se genera la
n—oo

expansion de Neumann [19):

n—1 00
lim E A" = E A"
n—00

r=0 r=0

= —A)"" (4.5.21)

De (4.5.21)) y (4.5.16)), se sigue que:
lim y(n) = (I — A)7'1.

n—o0

La interpretacion de esta ecuacion es que los ingresos nacionales de ambos paises tien-
den a valores de equilibrio que son independientes de los valores iniciales de los ingresos
nacionales y1(0) y y2(0).

4.5.2. Modelo dinamico de insumo-producto

Sirve para modelar la cantidad que debe producirse en cada industria tal que los
requerimientos de insumos de todas las industrias y la demanda final se satisfagan con
exactitud. Se dice que este modelo es dindmico, puesto que se emplean ciertas considera-
ciones econémicas adicionales respecto al modelo estatico.

Sea X € S(Z;) tal que X (n) es la produccion (medida en dolares) de una industria
en el periodo n, para cadan € Z,.

En un sistema de dos industrias, la producciéon X de cada industria ¢, ¢« = 1,2, debe
establecerse al nivel de la demanda de la forma siguiente:

Xi = an X1+ apXe + d;,

donde a;j, 7,7 = 1,2 es el coeficiente de insumos, que representa el valor en délares del
articulo ¢-ésimo requerido en la produccion de una cantidad en doélares del articulo j-ésimo
y d; indica la demanda final del articulo i-ésimo.
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Supongamos que hay un desfasamiento en un periodo en la producciéon X (n) en el
periodo n, tal que la cantidad demandada para el periodo n determina al producto del
periodo n + 1.

Para la industria 1, se tiene que:
X1 (n + 1) = alle(n) + angg(n) + dl(n), (4522)

donde a1, a2 > 0.

Para la industria 2, se tiene que:
Xg(n -+ 1) = angl(n) + a22X2<n) + dg(n), (4523)

donde 21, Qo2 > 0.

De (4.5.22)) y (4.5.23)) obtenemos el sistema de ecuaciones en diferencias siguiente:

(o) = (o ) () + ()

Notemos que este sistema es de la forma X(n + 1) = AX(n) + d(n). Asi, de (4.2.5)),
su solucion es de la forma siguiente:

X(n) = A"X(0) + A" nz Z(Z)l

r=0

Por lo tanto, la produccion de una industria depende de los insumos y de la demanda
de los articulos.

4.5.3. Modelo de ajuste de capital social

Este modelo fue propuesto por Duesenberry (1959).

Sean Y € S(Z.) tal que Y(n) es la renta en el periodo n, para cadan € Z,, I € S(Z.)
tal que I(n) es la inversion en el periodo n, para cadan € Z,, K € S(Z) tal que K(n)
es el stock de capital en el periodo n, para cadan € Z, y C € S(Z.) tal que C(n) es el
consumo durante el periodo n, para cadan € Z.

Podemos asumir lo siguiente:

= Debe existir equilibrio entre los ingresos de la renta Y (n) y los gastos generados por
el consumo C'(n) y la inversion I(n):

Y(n)=C(n)+ I(n), paracadan € Z,. (4.5.24)
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» La inversion I(n) es una funcion creciente del ingreso del periodo anterior y una
funciéon decreciente del stock de capital pasado:

In)=a1Y(n—1) —ayK(n—1), paracadan€Z,, (4.5.25)
donde a; es constante para cada i = 1, 2.

» El consumo C'(n) es una funcion lineal creciente de la renta Y (n — 1) y el stock de
capital K(n — 1) en el periodo anterior:

Cn)=0Y(n—1)+bK(n—1), paracadan € Z,, (4.5.26)
donde b; es constante para cada i = 1, 2.

» El stock de capital K(n) depende de la inversion en el perido n y de una fraccion
del stock de capital K(n — 1) en el periodo anterior n — 1:

K(n)=I(n)+(1-90)K(n—1), paracadanée€Z,, (4.5.27)

donde 0 < § < 1 es una constante y representa la tasa de depreciacion.

Sustituyendo (4.5.25) y (4.5.26)) en (4.5.24)), se tiene que:

Y(n)=bY(n—1)4+bK(n—1)+aY(n—1) —aK(n—1)
= (b1 +a)Y(n—1)+ (b —az) K(n — 1). (4.5.28)

De las ecuaciones (4.5.27) y (4.5.28) podemos obtener el siguiente sistema de ecuacio-
nes en diferencias de primer orden:

() = (a1 26) ()

Notemos que este sistema es de la forma z(n + 1) = Az(n). Asi, de (4.2.4), se tiene
que su soluciéon esta dada por:

x(n) = A"xy.

Por lo tanto, la renta y el stock de capital dependen del comportamiento que hayan
tenido en el periodo anterior.
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CONCLUSIONES

En muchas ocasiones, los problemas de diversas areas requieren ser interpretados y
resueltos mediante la utilizaciéon de modelos matematicos que representen de forma clara
y concisa las caracteristicas de cada problematica. Uno de sus principales objetivos es
analizar el comportamiento de fenémenos especificos a lo largo del tiempo, ya sea para
poder tomar decisiones de acuerdo al comportamiento de estos o bien, para poder predecir
algunas situaciones. La forma més conocida para formular los modelos mateméticos es
a través de las ecuaciones diferenciales, en las que el tiempo es continuo. Sin embargo,
las condiciones a las que estan sujetas algunos problemas a resolver necesitan considerar
tiempo discreto en su formulacion matemética, para que la interpretacion de la solucion de
este tipo de modelos matemaéticos sea més acertada. En este caso, se utilizan las ecuaciones
en diferencias.

En esta tesis, nos enfocamos en el estudio de las ecuaciones en diferencias de primer
orden, las ecuaciones en diferencias de orden superior y los sistemas de ecuaciones en
diferencias, proporcionando métodos para resolver estos tipos de ecuaciones de acuerdo a
las caracteristicas que posean. Adicionalmente, analizamos algunas nociones previas que
fueron necesarias para el entendimiento adecuado del resto de la tesis, como son: funciones
discretas y calculo en diferencias.

Respecto a las ecuaciones en diferencias lineales de primer orden con condiciones ini-
ciales tanto homogéneas como no homogéneas, uno de los resultados més sobresalientes
que revisamos fue que su solucién existe y es tnica. Ademés, es importante mencionar
que sin pérdida de generalidad puede considerarse nyg = 0. También estudiamos los dia-
gramas de Cobweb, los cuales son muy tutiles para determinar la estabilidad de un punto
de equilibrio.

En relacién con las ecuaciones en diferencias de orden superior lineales, estudiamos
que existen distintos métodos de solucién, por lo que hay que saber elegir el adecuado
conforme las caracteristicas de la ecuaciéon en diferencias. También, analizamos algunos
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tipos de ecuaciones en diferencias de orden superior no lineales y las sustituciones que
deben realizarse de acuerdo a la forma de dicha ecuacion.

Referente a los sistemas de ecuaciones en diferencias, se tuvo como principal objetivo
el analisis de la forma de la matriz de coeficientes, para asi simplificar el calculo de las
matrices fundamentales y por ende, hallar la solucién de estos sistemas en diferencias.
Esto puede variar dependiendo si dicha matriz es diagonalizable o no lo es.

Adicionalmente, se proporcionaron modelos de Economia para estudiar las aplicacio-
nes que pueden tener los distintos tipos de ecuaciones en diferencias, resolviéndolas y
proporcionando ejemplos ntimericos en algunos casos.
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