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Capitulo 1

Introduccion

Fl siglo XX ha sido un siglo lleno de avances tedricos y tecnolégicos que propiciaron la
investigacién de vanguardia por la que hoy en dia existen tantos aparatos electrénicos de muy
alto desarrollo. Principalmente el desarrollo de la teoria cuantica y las teorias de la relatividad

plantearon el cimiento de los topicos de investigacién actual.

La formulacién de la teoria cudntica a manos principalmente de Heisenberg y Schrodinger [1]
y el cambio de paradigma en la concepcién de la naturaleza ha llevado a los fisicos a introducir
teorias con un respaldo experimental muy amplio, entre muchas otras la electrodinamica cudnti-
ca [2] y la teorfa cudntica de campos [3], en la actualidad el sustento fisico-matematico sobre el
que la éptica cuantica se desarrolla y que ha permitido encaminar sus desarrollos tecnolégicos
en direcciones muy innovadoras. La Optica cudntica tiene como uno de sus principales objetivos
el estudio de la interaccién entre un campo de radiacién y la materia, desarrollando nuevas
lineas como la electrodindmica cudntica de cavidades [4], circuitos electromagnéticos cudnticos

[5] ¥ el estudio de iones atrapados [6].

La computacién cudntica es una de las lineas de investigacién donde converge la atencién
a la necesidad de continuar avanzando tecnolégica y cientificamente [10]. La base fundamen-
tal de la computacién cudntica consiste en almacenar informacién en los estados cudnticos de
la materia y usar compuertas cudnticas para realizar procesos con dicha informacién [11]. Tal
avance tecnolégico y cientifico, requiere de un desarrollo completo en la comprensién de la uni-
dad fundamental de informacién cudntica, andlogamente al bit clasico ahora se conoce el bit
cudntico, es decir el Cubit [10], que a diferencia de los computadores tradicionales no tiene una
representacion binaria en los estados de un electrén, que es representado fisicamente por un

sistema cudntico de dos estados propios que pueden ser manipulados arbitrariamente [11].

Hay muchas ramas de la fisica que proponen sistemas cuanticos para la realizacién del Cubit,
tales como cavidades dpticas [12], trampas de iones [13], resonancia magnética nuclear [14] o
sistemas que se basan en semiconductores [15]. En todos existen problemas, uno de los princi-
pales es la falta de comprensién del fenémeno de decoherencia cuantica [16], tal fenémeno esta

ligado al colapso de la funcién de onda en un proceso irreversible de medida.
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El campo de la electrodindmica cudntica en cavidades (QCED) propone alternativas en la
generacion de Cubits mediante la 6ptica. Basado en el aislamiento de un atomo dentro de un
arreglo de espejos y un campo electromagnético en el interior de la cavidad [18], la interaccién
entre los fotones y electrones del 4tomo provoca su excitacién, en la practica se envia un haz de
atomos de Ryberg a través de la cavidad con el fin de conseguir entrelazamiento cudntico en la
interaccién entre atomos y fotones [19]. La manipulacién de los estados del atomo se realiza a
través del uso de microondas, esta propuesta cudntica genera un sistema de dos Cubits, el de la
polarizacién de las ondas dentro de la cavidad y el de la excitacién del electréon que interactia

con las ondas [20].

Dentro de la QCED uno de los modelos més simples para el sistema cuantico es el modelo
de Rabi, uno de los primeros modelos que intenta dar una descripcién completa del sistema
de la cavidad cudntica de manera semiclasica, posteriormente, el modelo de Jaynes-Cummings
propone resolver el problema bajo algunas restricciones utilizando un desarrollo cuantico con lo
que se logran mejores resultados [21]. Los sistemas propuestos por la QCED al igual que todas
las demads opciones incluyen cualidades aprovechables y algunas limitantes para el desarrollo
tecnoldgico, aun asi, el sistema de cavidades cuanticas tiene una amplia utilidad en el estudio

de la coherencia cudntica [22].

El estudio de la cavidad cuédntica consiste en el andlisis de un sistema atémico de dos nive-
les de energia posibles, el estado fundamental de menor energia y el estado excitado de mayor
energia, en el caso no degenerado de este sistema la transicién de un estado a otro es conse-
cuencia de su interaccion con el campo electromagnético provoca la absorcién o emisién de un
cuanto de energia, es decir, cuando un sistema de dos niveles es iluminado por un haz coherente
de fotones, este los absorbe y emite de manera ciclica. A uno de estos ciclos se le conoce co-

mo ciclo de Rabi en honor a Isidor Isaac Rabi y es descrito por el modelo Jaynes-Cummings [21].

Con la intencién de un estudio del atomo dentro de la cavidad de manera precisa el analisis
se hace con un desarrollo cuantico en ambas partes, el sistema atomico con el nivel de energia

oscilante y para el campo electromagnético.

Para el campo electromagnético se toma el criterio de la segunda cuantizacién de Dirac [33],
bajo este criterio se propone poner los potenciales correspondientes a los campos eléctrico y
magnético, en términos de los operadores de creacién y aniquilacion de tal manera que cumplan
con reglas de conmutacion propias de la descripcion cudntica, el cambio permite el aumento y

la disminucién de la energia electromagnética fotén a fotén de manera discreta.

El sistema atomico se analiza de manera parecida pues el planteamiento se vale de los
operadores de subida y bajada, como analogia a los de creacién y aniquilacién, bajo algunas
restricciones que los acoplen a las transiciones de estados energéticos propios del sistema de dos
niveles. Profundizando en el comportamiento de los operadores para encontrar la relacién con

las matrices de Pauli y especificamente con una de ellas que toma un papel importante, de esta



manera la descripcién del sistema deja de lado los operadores de subida y bajada, para estar en

términos del operador de inversién atémica [39].

Une vez que las caracteristicas de la cavidad cuantica son establecidas por separado, atomo
y campo, se pretende encontrar las consecuencias de esta interaccién. Utilizando el momento
dipolar del atomo que tiene dependencia directa de los operadores de subida y bajada al in-
teractuar con el campo en funcién del momento y del potencial vectorial del campo [44], que
a su vez depende de los operadores de creacion y aniquilacion, se obtiene un hamiltoniano que
describe la interaccién entre los cuatro operadores en conjunto y una constante de interaccién
atomo-campo, donde a esta contante se le conoce como frecuencia de Rabi [23] y es una fre-

cuencia caracteristica de la interaccién.

La aportacién conjunta de los tres hamiltonianos la del atomo, la del campo y el de interac-
cién, conforman el llamado Hamiltoniano de Janes-Cummings (JC), aportacién consecuente del
modelo JC. La descripcion del sistema mediante este Hamiltoniano da una descripcion cudntica
mucho mas cercana que la del modelo semiclasico de Rabi, sin embargo, ain es estacionaria por
lo que se anade la evolucion temporal al Hamiltoniano y el operador de densidad en conjunto

planteando la ecuacién maestra del sistema [24].

La ecuacién maestra permite conocer la evolucion temporal del operador de densidad de un
sistema que puede ser descrito como una distribucion probabilistica, de aqui que se representa el
sistema en términos del operador de densidad para los estados posibles del sistema, el resultado
de resolver la ecuacion maestra es un operador de densidad que varia con el tiempo y es sen-
sible a las condiciones iniciales [43]. Para resolver la ecuacién maestra se utiliza del método de
superoperadores, considerando un sistema disipativo a concecuencia de la emisién espontanea

v la disipacién de la energia por las paredes de la cavidad.

Se hace referencia el sistema como un sistema atémico de dos niveles de energia inmerso en
un bano de radiacién electromagnética, dentro de una cavidad cuantica hecha por un arreglo de
espejos semireflejantes, la interaccion entre los fotones del campo electromagnético y el electréon
atémico provoca la emisién y absorcién de fotones por el &tomo durante el proceso de excitacién
y decaimiento de los niveles de energia. Dado que se considera la frecuencia del campo en un
rango tal que su acoplamiento con el atomo provoca que las oscilaciones solo ocurran entre
dos niveles de energia atémica, los niveles restantes de energia quedan fuera de la frecuencia
de acoplamiento de la interaccién atomo-campo por lo que no es necesario contemplar niveles

adicionales.

El presente trabajo se fundamenta en el desarrollo propuesto por Jaynes y Cummings sobre
sistemas atémicos de dos niveles, es decir, el sistema estacionario es modelado por el Hamilto-
niano de Jaynes-Cummings. Donde se plantea el problema de dar una soluciéon dependiente del
tiempo partiendo de un sistema estacionario, para describir la influencia de la frecuencia del

campo y el nimero de fotones en la polarizacién atémica.
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A partir de encontrar una solucién dependiente del tiempo para el sistema, la manera de
encontrar la influencia del campo en las oscilaciones es variando la cantidad de energia en el
campo, como el modelo considera un campo electromagnético cuantizado la variacion de la
energia se hace a través de cantidades discretas y sobre una base de estados coherentes, es
decir, la variacion del nimero de fotones, un parametro de la taza de decaimiento, la constante

de disipacién de energia a través de calor y la diferencia entre las frecuencias.

Como condicién importante para el tratamiento de la energia disipada se considera que la ca-
vidad puede perder energia tinicamente a través de los espejos que confinan el sistema a manera
de radiacién térmica y serd modulada una tasa de disipacién relacionada a los espejos, ademas
se considera que la energia transformada en calor no calienta el sistema y es emitida hacia el
infinito. Por otra parte, también existe una variacion en la energia del sistema por los fotones
absorbidos por el &tomo que, aunque en un instante posterior es energia que regresa al campo
es necesario considerar que continuamente hay variaciones por este fenémeno de absorcién y

emision.

Dentro del desarrollo planeado se han establecidos objetivos que marcan una direcciéon de
trabajo, intentando delimitar de manera clara el alcance de la investigacién. Como objetivo
general se plantea estudiar la polarizacién de un dtomo de dos niveles dentro de una cavidad
con pérdidas mediante analisis de la relacion entre el nimero de fotones y el tiempo de colapso
de las oscilaciones de Rabi en el sistema atomo-campo, considerando emisién espontanea. Y se
plantea llegar a esto con el seguimiento de una linea de trabajo, estudiar la ecuacion maestra
del sistema atomo campo dentro de una cavidad considerando emisién espontanea, estudiar la
técnica de super operadores para resolver las ecuaciones maestras, realizar el calculo numérico
del valor esperado del operador de polarizacién y finalmente analizar el comportamiento de la

polarizacién con respecto al nimero de fotones dentro de la cavidad.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales de la

mecanica cuantica

2.1. Principios de la mecanica cuantica

Historicamente la mecanica cuantica en un inicio fue formulada de manera matricial en un
desarrollo de manos de Born, Pascual Jordan y Heisenberg, este ultimo es a quien se le atribuye.
Se trata de un desarrollo elegante y riguroso en las que las variables dindmicas son representadas
por matrices. Normalmente a esta parte se le conoce como mecanica matricial de Heisenberg,
de manera paralela, Louis de Broglie inicié un estudio que culminaria con la teoria de Erwin
Schrondinger, un enfoque distinto conocido como mecanica ondulatoria. Ambos enfoques sélo
son dos interpretaciones distintas de la misma teoria fisica abordada desde bases y posturas
diferentes. Para lograr un desarrollo ondulatorio se considera una onda electromagnética con
amplitud, frecuencia, periodo y todas las caracteristicas comunes de una onda, siguiendo este
planteamiento ondulatorio la descripciéon cudntica de un sistema debe cumplir ciertas carac-
teristicas ondulatorias y probabilisticas para una funciéon que describa el estado del sistema.
Para introducir la difracciéon caracteristica de un fenémeno ondulatorio, debe darse por los
cambios de fase por lo cual esta amplitud ¥ debe ser compleja de tal manera que obedezca a
las siguientes propiedades:

-U debe satisfacer la ecuacién de onda[25]
VA — — —— =0. (2.1)

-El cuadrado del médulo de la funcién de onda proporciona la probabilidad de encontrar a la

particula en cada punto;
plx) =N | % (2.2)

/\Il*\lldv =1 (2.3)

9
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2.2. Ecuacién de Schrodinger completa

El problema que resuelve la ecuaciéon Schrodinger es el de generalizar el concepto de onda
asociada a un corpusculo de materia, si se aflade dependencia temporal a la funcién de onda,
se obtiene la ecuacién diferencial parcial que describe el comportamiento de una onda asociada
a una particula de materia con dependencia temporal. Si se considera una onda que se mueve

en direccién +x, w = 27v y v = A, claramente E = hv = 2nhv y A = 2;%5, entonces

U — Ae%(Et—pﬂﬁ)’ (2.4)

esta ultima ecuacién describe la onda equivalente de una particula libre de energia £ y momento
p que se mueve en direccion +x. De manera general, para una particula con momento p y con

alguna interaccién con su entorno, se puede escribir la energia como
P2
EV = —U+4U(x,t)V¥ 2.5
Yy 4 UG, 00, (25)

de la expresion (2.4) y (2.5) se obtiene la siguiente ecuacién [27]

ov h?
h—— = —-—V?U + U(z, t)V. 2.6
i = — SV 4 s, ) (26)
El Hamiltoniano se puede escribir como H = —%VQ + U(z,t) y entonces se encuentra la

ecuacion de Schrondinger completa o dependiente del tiempo[28]

Lov
ihs = HU. (2.7)

2.3. Postulados de la mecanica cuantica
La mecdnica cudntica se fundamenta en los siguientes 5 principios[28]:

1. Todo posible estado fisico ¥(z) de un sistema dado, corresponde a un cierto vector ¥(x)
del espacio de Hilbert normado , y reciprocamente, todo vector ¥(x) del espacio de Hil-
bert normado corresponde a un posible estado fisico del sistema. Esta correspondencia es

biunivoca salvo que difieran en un factor escalar.

2. A cada observable fisico corresponde en el espacio de Hilbert un operador lineal Hermitico
A que posee un conjunto completo ortogonal de vectores propios |¥1), |Ws), [¥3)... y un

conjunto correspondientes de valores propios reales a1, as, as...
AlW;) = a;] W) (2.8)
3. Si un operador A tiene una base propia {a;(z)} y valores propios {4;}, y se mide un

observable A en un sistema que, inmediatamente antes de la medida esté en el estado |¥),

lo mas que se puede predecir del resultado de esta medida es lo siguiente: la probabilidad
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de que la medida del valor propio Ay sea |(¥)|?. De manera general para el caso discreto

. ’<\Pn|\p>’2 . ’an’2
Pulan) = "g1ay = Wy (29)

y para un espectro continuo la densidad de probabilidad es

CJ1(@)Pde [ [V(2)da

P(x) = Wy ffooo 0 ()P (2.10)

4. La medicién de un observable ocasiona una alteracién en el vector de estado del sistema,
el vector de estado inmediatamente antes de la medicién en el instante posterior a ella

coincidira con el vector propio correspondiente al valor propio obtenido.

5. La evolucién temporal de un vector de estado |¥) de un sistema estd dado por la ecuacién

de Schrédinger dependiente del tiempo

o .
e
o ’

donde H es el operador Hamiltoniano correspondiente a la energia total del sistema.

2.4. Operador de densidad y sus propiedades

Un sistema fisico no necesariamente estd caracterizado por una funcién de onda ¥, (z,t),
frecuentemente este sistema esta conformado por subsistemas independientes entre si. En tal
caso, un observable A estard definido en cada subsistema por A; por lo que A depende de la
aportacion o el peso de cada A;. Si se asigna el nombre w; al peso del subsistema i donde este
peso es una fraccién entre 0 < w < 1, lo que quiere decir que del total de subsistemas que
componen el sistema, la fraccién w; se encuentran en el estado i, entonces el promedio de A

sobre el sistema total queda definido como [46]

N
(A) =) wid;, (2.11)
=1

la manera de pasar de la teoria de un solo vector de estado a un sistema cuya descripcion
requiere un conjunto apropiado de vectores de estado y sus pesos correspondientes es a partir

de la llamada matriz de densidad o operador de densidad[28§]

N
p= el (2.12)

los estados |i) pueden expresarse en términos de una base ortonormal, donde a;, = (nl|i) y

*

a’,, = (ilm). De aqui se deriva una expresién mas general para el operador de densidad

p= anm|n><m‘ (2.13)
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Por otro lado, si |A) es un operador cualquiera, del que se busca calcular el valor medio (A), el

valor medio por cada subensamble i es 4; = (i|A|i) y cumple.
(A=Y (ﬁfi) — tr (ﬁA) , (2.14)

donde el operador traza significa sumar los valores en la diagonal de la matriz, para este caso
ﬁA [42]. De acuerdo a la definicién de matriz de densidad y de valor esperado de un operador,

se pueden obtener algunas propiedades para la matriz de densidad p [28].

Si se toma A = 1 de la definicién de la matriz de densidad, entonces

N

tr(p) = tr (Z wi\i><i\> = Zwi@]i) => wi=1, (2.15)

=1

r nicion nr itivos, w' = w; v w; > ir
or definicién los pesos son reales ositivos, w; i ; > 0, es decir,

T
5t = (Zwmw\) = S wili)l = 5, (2.16)
=1 =1

ademds, si |i9) = ), ain|n), (i| = >_,, a},(n|, al sustituir en la definicién

p=> wili)(i| =Y wiain|n)aj,(nl,
=1 =1

Pnn = Z wiaina:n <n|n>’
i=1

utilizando la condicién w; > 0

prn = Y _wilai|* > 0. (2.17)
=1

Al inicio se ha definido que el peso 0 < w; < 1, por lo que todas las entradas de la traza también
cumplen la condicién [42]
0 < pon < 1. (2.18)

Si cada elemento de la matriz de densidad es representado por ppm = Pndmn, la traza cumple

con

tr(p*) =(trp)?,
L,

(2.19)

~
<
~~
>
[\
~—
Y

cabe especificar que los estados |i) pueden pasar a otra representacién |j), mediante el operador

unitario U respetando las reglas generales de transformacién de un operador

entonces
p=Upl’, (2.20)
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siendo p’ la matriz de densidad en la nueva representacién con estados |j). De esta propiedad
sigue que el valor esperado de cualquier operador es independiente de la representacién. Donde

se denota como (A)" y p/ las variables en la nueva representacion, es decir,

(A) = (A).

2.5. Operador de densidad y la imagen de Schrodinger

El siguiente paso es encontrar una ecuacion que describa la evolucién temporal de p. Para
esto es necesario desarrollar ideas previas, segin la descripcién de Schrodinger, aprovechando

la notacién de Dirac [28]

in2Y — v ma(‘;f) =

si H no depende del tiempo, se tiene la solucién general
1) = e~ |y,
aqui se introduce el operador de evolucién S [49)
S = e wflt, (2.21)

de esta manera se tiene todo lo necesario, pues entonces al sustituir S en las dos ecuaciones

anteriores se obtiene

[6(8)) = S(t)[vo), (2.22)
LAS() s
ih—5 = = HS(t). (2.23)

Al sustituir la derivada del operador de densidad en la ecuacién de Schrodinger y simplificar la
expresién con notacién de conmutadores se obtiene
0

Wb = {ﬁ,ﬁ(t)} , (2.24)

la cual se conoce como ecuacién de von Neumann [28] y describe el desarrollo del operador
de densidad a través del tiempo. Esta ecuacion sélo se cumple cuando se toma el operador
de densidad en la imagen de Schrodinger, es decir, cuando los estados o funciones de onda
|1) dependen explicitamente del tiempo ¢, mientras los operadores A, B no tienen dependencia

temporal.

2.6. Imagen de Heisenberg

Para tener una formulaciéon de la mecédnica cuantica basada en la imagen de Heisenberg
donde los estados o funciones de onda [¢) no dependen del tiempo y donde los operadores

A(t), B(t) si dependen explicitamente del tiempo , se debe observar que ambas imégenes estén

relacionadas entre si por un operador unitario que transforma de una imagen a otra.
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Se nombra T' (t) al operador encargado de realizar la tranformacién, este operador tiene
dependencia temporal. Para mejorar la notacién se denota con subindice H a los estados y
operadores de la imagen de Heisenberg y con subindice S a los estados y operadores de la imagen
de Schrodinger, para establecer un punto de referencia inicial se pide que ambas imégenes de

Schrodinger y de Heisenberg, coincidan en el instante ¢ = 0 [33]

) e = [¥(0))s, (2.25)

es decir, el operador T" debe satisfacer las condiciones siguientes

) =T(0))s, (2.26)
7(0) =1, (2.27)
una vez que sea establecido esto, si |¢)(t) # 0, se obtiene

or(t) 1 -
5 = AT, (2.28)

esta es la ecuacién que se rije por la imagen de Heisenberg [5], con solucién
T(t) = entlst, (2.29)

donde T es el inverso del operador de evolucion temporal S,

2.7. Imagen de interaccién

En muchas ocasiones el Hamiltoniano del sistema puede ser dividido en dos partes, donde una
de ellas es el hamiltoniano sin ninguin tipo de perturbacién, mientras la otra parte corresponde
a las perturbaciones sucesivas hechas sobre el estado no perturbado. La evolucién temporal del

sistema entre estados y operadores esta caracterizado por la suma de ambos [29]

H,(t) = HO(t) + HX(t). (2.30)

Para que la imagen de interaccion sea tutil para simplificar el andlisis de los fenémenos fisicos
y facil de resolver mateméaticamente, en general las partes se elegiran de modo que H O(t) sea
conocido y se resuelva exactamente, mientras que H L(t) contenga una perturbacién de la primera
con grado de dificultad mayor. Como los vectores de estado |¢(r,t)) y los operadores Aj(t)
dependen del tiempo se obtiene de los vectores de estado y los operadores en la representacién

de Schrodinger mediante el operador unitario

El operador unitario puede ser aplicado a los vectores de estado y a los operadores de la imagen

de Schrodinger, de tal manera que se obtienen operadores y vectores de estado en la imagen de
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interaccién [31].
A(t) = enflst A (t)e 71, (2.31)

[ (t)) = et Host]yy), (2.32)

de esta manera en el tiempo ¢t = 0 se obtiene que la imagen de interaccién y la de Schrodin-
ger coinciden, es decir, [p)s = [1(t));. Con el operador de transformacién y la ecuacién de

Schrodinger, se tiene
i

()1 = eifolay),
L0 A
i L) = D), (233)
t
ambas expresiones son introducidas en la ecuacién (2.33) para obtener

OO

o = —Holu (D)1 + et ot W), (2.34)

Para simplificar se toma en cuenta que H(t) = HO(t) + H!(t). Ademss, se puede rescribir
erflost fL() = (e%HOvsthsl(t)e%HO’st> enflost (2.35)
si se nombra (e%ﬁovstﬁg (t)e_?iﬁovst) = ﬁ} (t), entonces
enflost {14y = Al (t)entost, (2.36)

de esta manera en la ecuacién (2.34) se sustituye H,(t) = HO(t) + HL(t) para obtener la

representacion e interaccién de un operador y se utiliza la definicion ya presentada

D)

e OITONS (237)

al utilizar la definicién A;(t) = erflst 4, (t)e_%Ht y derivar con respecto al tiempo se obtiene un

conmutador para la evolucién temporal de operadores [30]

= [Ag(t), Hy). (2.38)



Capitulo 3

Cuantizacion del campo

electromagnético

Es de interés analizar el campo electromagnético de manera cudntica, por lo que es necesario
ir mas allad de una interpretacién clasica de los fenémenos eléctrico y magnéticos, se aprecia que
el campo eléctrico E como el campo magnético B son dos cantidades medibles al igual que sus
respectivos potenciales ¢ y /T, asi que para conformar una teoria cudntica completa deberia de
especificarse los operadores

E,B, ¢, A.
La técnica empleada para tratar sistemas cuanticos de muchas particulas idénticas sean bosones
o fermiones es llamado formalismo de la segunda cuantizacion, desarrollada a partir de 1927
por Paul A.M. Dirac para los bosones o particulas que respetan la estadistica de Bose-Einstein
y extendido a los fermiones por Eugene Wigner y Pascual Jordan en 1928, es decir, particulas

que obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac.

Tal formalismo permite tomar en cuenta automaticamente en los calculos los aspectos es-
tadisticos apropiados al tipo de particulas del sistema. Ademads, facilita, extender la mecanica
cudntica no relativista a sistemas en los cuales el niimero de particulas no es una constante
del movimiento, extensién que por otra parte es necesaria para describir los fenémenos que se

presentan en el dominio relativista.

En este sentido para iniciar el proceso de cuantizacién del campo electromagnético debe
partirse por establecer que el fotén es un bosén, y en consecuencia el proceso de cuantizacion

se desarrollara bajo este marco [43].

3.1. Descomposicion espectral del campo eléctrico y magnético

Se tiene como punto de partida una cavidad ciibica de lado L y de volumen L? vacia, por
simplicidad vamos a considerar condiciones de contorno periédicas. El campo electromagnético

dentro de la cavidad respeta las ecuaciones de Maxwell considerando que la densidad de carga

16
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dentro de la cavidad es nula [53].

. 0B
E=-=" 1
V x 5 (3.1)
V- E =0, (3.2)
- 1 0F
B=— " .
V x 2o (3.3)
V- B =0. (3.4)

Por la propiedad vectorial V - V x A =0 y la ecuacién (3.4) resulta inmediato deducir que
el campo magnético, ademads de algunas manipulaciones en las ecuaciones de Maxwell puede

obtenerse una expresion para los campos eléctrico y magnético,

B =V x 4, (3.5)
_ oA
E=-— - 3.6
vo- o (36)
Involucrando la siguiente ecuacion
. . 8D
H=J+— 3.7
V X 5 (3.7)

donde H , la intensidad magnética, estd conformado por la aportaciéon del campo magnético y
la magnetizacion del medio, D el desplazamiento eléctrico conformado por una aportacién del
campo eléctrico y otra de parte de la polarizaciéon eléctrica del medio [44]. Al introducir (3.5) y
(3.6) en (3.7) se llega a la ecuacién de onda para el potencial del campo magnético [28]
- A
~V2A+ ep—5 = 0. 3.8
tet g (3.8)

3.2. Energia del campo eléctrico y magnético

El andlisis a seguir es muy similar al utilizado para encontrar la solucién de la ecuacion de
Schrodinger completa salvo por algunas consideraciones extras, puede reescribirse utilizando la
velocidad de propagaciéon v = ¢ = ¥, ademds de considerar que debe cumplir periodicidad en el
espacio y en el tiempo, es decir, kL = 2nl; con l; = x,y,z y wI = 27, también se renombran

las amplitudes para ajustarlas a la notacién de tal manera que la solucién es la siguiente [52],
;= apexp (zw(E)t — ik - 7_") .

Dado que las solucién general es una superposicion de ondas, en igual o diferente direccién,
entonces debe integrarse en la solucién la suma de todos los posibles vectores de onda en

sentido positivo o negativo, es decir, todos los A; y su complejo conjugado que se denotara con
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un asterisco como superindice

A= Z [d’gexp (zw(E)t — ik - f’) + dpexp (—z’w(E)t + ik - 7‘")} ) (3.9)

k

los coeficientes de amplitud se determinan gracias a la condicién impuesta de transversalidad;
k-dp = 0. (3.10)

Con la solucién de la ecuacién de onda para el potencial vectorial A se puede rescribir los campos
eléctrico y magnético, teniendo en cuenta que durante la deduccién de la ecuacién del potencial

A se considera que ¢ es nulo, por lo que los campos quedan de la siguiente manera
- 94 . T A N e
E=—=-— Z [zcka;exp (zw(k‘)t — ik - 7“) + ickazexp (—zw(k‘)t + ik - r)} ,

B=VxA= Z |:Z(E X dy)exp (1w(E)t — ik - F) +i(k x ay)exp (—iw(E)t + ik - Fﬂ :
k
Las expresiones anteriores cumplen perfectamente el trabajo de describir el campo eléctrico
y magnético como un desarrollo de ondas planas de los campos, ahora se trata de encontrar
una expresién para la energia almacenada dentro de estos campos (a la que se le nombrard H)
utilizando estos resultados. Para eso es necesario sumar la energia almacenada dentro del campo

eléctrico y magnético por separado [40]
H= / H;dr3, (3.11)
v

donde Ug = %eoE2 es la energia almacenada en el campo eléctrico y Uz = ﬁBz es la energia
o
almacenada en el campo magnético. Al sustituir las ecuaciones del campo eléctrico y magnético

dentro de la integral

1 S S 5 .o e 7
H zieov(;? Z k2 [Qa]; a; — aj - dpexp (2zw(k)t) — ay - dzexp (—22w(k)t>} +
K
1 S L . . =
EVZ: k2 [Qa,; ax + day - dpexp (21w(kz)t> +dp. - azexp (—2zw(k)t>} ,
K

dado que ¢?

€0 = l% esto simplifica anulando los términos con exponenciales. Asi se obtiene
o
una buena base de donde deducir el Hamiltoniano para estos campos y en otras palabras la

expresion para la energia [38]

2V
=" Kag-a. (3.12)
o Bk

I3

H
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3.3. Variables canodnicas

La formulacién de Hamilton se basa en una vision diferente a la formulacién de Lagrange
donde el uso de coordenadas generalizadas termina de manera inevitable por incluir ecuaciones

de movimiento de segundo orden dentro del andlisis.

La diferencia en la formulacién inicia cuando se utiliza las cantidades de movimiento conju-
gados o generalizados dejando de lado las derivadas temporales de las coordenadas generalizadas

P = M (3.13)

oQ
con esto en mente las cantidades (@, P) se denominan variables candnicas. Entonces para con-
tinuar con el proceso de cuantizacién se requiere reescribir la ecuacién (3.12) en el marco del
lenguaje de Hamilton, haciendo uso de las variables canoénicas, esto es, coordenadas y momen-
tos generalizados que satisfacen las ecuaciones de Hamilton. Se define entonces las variables

canénicas de la siguiente manera [50]

_'12(75) =« {_‘Eexp (lw(l;;)t) + 6};656]) (—zw(E)t)] , (3.14)
H(t) = %Qg(t) = [zw(%) dpexrp (zw(E)t) — iw(E)(i}%ewp (—zw(lz)t)} : (3.15)

1 T - i =
- = —iw(k)t L .,
d =5 exp (Qk w(E) Pk> , (3.16)
6* :iel’piW(E)t Q’_, + Z‘_' PL . (317)
2 k w(k) F

Sustituyendo las ecuaciones (3.16) y (3.17) en la ecuacién (3.12) de la energfa, ademds de utilizar

2 . .,
fo€o =C 2y % = ¢2 se obtiene la expresién

_ &V 207\ )2 2
H=35Y [w (F)Q%+ P } (3.18)
K

la constante o toma importancia porque es la que determinara si las variables candnicas pro-

puestas satisfacen las ecuaciones de Hamilton [50],

. OH

L= = 319

Qr 9P (3.19)

PE:mf. (3.20)
0Q;:

Es facil probar que el « requerido es
a =16V, (3.21)

la deduccién continda considerando la transversalidad de los campos, es decir, los vectores ()
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y Pz son normales a la direccion de propagacion de la onda dictada por el vector de onda k [39]

H= % Z [WQ(/S) 2+ ngj] , (3.22)

K,j

donde j denota una de las componentes ortogonales de la polarizacion lineal.

3.4. Operadores de creacion y aniquilacién

En su criterio de cuantizacién P. Dirac sugirié que el campo electromagnético podia ser
cuantizado haciendo que las variables canénicas () y P obedecieran las relaciones de conmutacién

siguientes [33],

[Q,ﬁ] —ih, (3.23)
[Q,Q] =0, (3.24)
{P, 13] = 0. (3.25)

a= w (k) <Q+ L 15) , (3.26)

2h w(k)
al = @ N _ ¢ 5
D (o-2r). -

Al momento de calcular los conmutadores de los operadores, estos cumplen las siguientes rela-

ciones sélo si se cumple la sugerencia de P. Dirac [54, 55].

[a, aﬁ} — 1, (3.28)
[a,4] = 0, (3.29)
[aT ,aT} ~0. (3.30)

Las ecuaciones (3.26) y (3.27) conforman un sistema cuadrado de dos incégnitas, al resolverlo se
puede encontrar expresiones para las coordenadas generalizadas en términos de los operadores

de creacién y aniquilacion.

) :% j(% (a+a*) , (3.31)
P :% j(% (a . eﬁ) . (3.32)

Con estas nuevas expresiones se puede reescribir el Hamiltoniano de la ecuacién (3.22) sustitu-

yendo las ecuaciones (3.31) y (3.32). Con lo que se obtiene la ya conocida expresién cuantica
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para las energias del oscilador arménico aplicado al campo electromagnetico [42].

ﬁ—w@mhm+;} (3.33)

3.5. Operador namero

Del Hamiltoniano (3.33) se puede definir los operadores nimero de ocupacién, también se

le conoce como operador nimero de particulas [43]
N =ala. (3.34)
Si el estado |n) es estado propio del operador N con valor propio
N|n) = n|n), (3.35)

entonces el valor propio de energia para este estado es [42]

n) = G + n> whin), (3.36)

en esta ecuacién se ve claramente la interpretaciéon de n como el ntimero de particulas, donde

el estado de energia mas bajo es el estado fundamental y corresponde al estado en el que el

, , . . . , h
nimero de particulas es igual a 0, el valor propio de la energfa estd dado por %*.

Usando las propiedades de los conmutadores se pueden demostrar las siguientes identidades,
tomando en cuenta que se suprimen los subindices, dado que se considera que se trabaja bajo

el mismo vector de onda y la misma componente de polarizacién:
[N@q:ﬁ, (3.37)

[N@}:—@ (3.38)

De manera general se puede demostrar que, si se impone la normalizacién (n|n) = 1 para todo

n se tiene las siguientes propiedades [18]

aln) =vnln — 1), (3.39)
a'ln) =vn + 1|n + 1), (3.40)

1 ~T\n
) =~ (@")"[0), (3.41)
at™ ) (m:!”)| +n), (3.42)
™) =y | —n — m). (3.43)



292 CAPITULO 3. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

3.6. Estados coherentes

Desde un principio se ha especificado el tipo de particulas con las que se trabaja, las consi-
deraciones y su naturaleza cambia completamente de bosones a fermiones, el comportamiento
de los bosones es distinto al de los fermiones, para el fotén, como bosén, no existe el principio

de exclusién de Pauli.

Pueden producirse interacciones entre grandes cantidades de bosones para entrar en esta-
dos uniformes de vibracién unitaria que son llamados estados de coherencia cuantica, fueron
introducidos por Schrédinger por el ano de 1926, y son los fundamentos de lo que hoy se conoce

como 6ptica cudntica [18].
Mateméticamente un estado coherente |a) se define como el estado propio del operador de
aniquilacién @ con valor propio a [52]:
ala) = ala). (3.44)

A su vez los estados propios |a) también son estados propios a la izquierda del operador de

creacién, con valor propio conjugados
(ala’ = (a]a, (3.45)
dado que @ no es hemitiano, en general «. es un nimero complejo que puede ser escrito como
o= |ale?, (3.46)

donde || es la amplitud y @ es la fase del estado |«). El estado propio |«) puede ser desarrollado

en la base de estados propios |n), como una combinacién lineal
o0
o) = Cyln), (3.47)
n=0
y al aplicar a se obtiene
o0 o
ala)y =Y Cpvnln—1) =a ) Cpln), (3.48)
n=0 n=0

de estas expresiones se obtiene
Co, (3.49)

y entonces

Nuevamente, al normalizar esta expresién con (n|n) = 1, se puede obtener el valor de C, =



3.6. ESTADOS COHERENTES

2
_le]

e~ 2,y entonces la expresion final es la siguiente

a® \* a™m o 2n
ele) =1 =10 3 () Tt = 0 5 =

y entonces
2

la) = e2,§)m’n>'

23
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Método de superoperadores

Para encontrar el desarrollo temporal de un sistema cuantico se recurre a resolver la ecuacién
de Schrodinger, cuya solucién, por ejemplo, si el hamiltoniano no depende el tiempo, es la
siguiente

16(1)) = =7 11$(0)). (4.1)

Para ejemplificar en el método de superoperadores y para factorizar operadores exponenciales se
hace la consideracion de tomar el operador como una suma de otros operadores, H = —%(A—i—B ),

donde el operador exponencial se aplica sobre el estado |¢(0)).

16(1)) = 4B 6 (0)), (4.2)

el problema de la factorizacién de operadores exponenciales surge al evaluarlos, si la ecuacion
anterior se expande en una serie de potencias se obtiene (A + 3)”, mientras mas grande es
n mas dificil es evaluar los operadores, asi que es conveniente factorizar los operadores para
simplificar el calculo. El caso simple ocurre cuando los operadores conmutan pero en general lo

que ocurrira es que la factorizacion no es directa
eATB) £ AeB, (4.3)

Cuando se cumplen los conmutadores {fl, {fl, BH = [B, [A,BH = 0 es posible factorizar el

operador exponencial ya que [A, B] es un numero y no un operador, queda de la siguiente
manera

(A+B) _ (BeA=3[AB] _ (A B—3[AB] (4.4)

utilizando esta factorizacién al momento de aplicar el operador exponencial como una expansion
en series de potencia se vuelve directo aplicar un solo operador elevado a la n y después el
otro. Con este ejemplo se puede ver que, si es posible separar el argumento de los operadores

exponenciales.

24
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4.1. Factorizacion de operadores exponenciales

Si un operador de densidad obedece la siguiente ecuacién
p(t) = B 5(0), (4.5)

donde los operadores respetan la siguiente regla de conmutacion:

Entonces, se pueden definir las siguientes ecuaciones, para la funcién f(¢)

F(t) = eBHIE, (4.8)
F(t) = eftes®d. (4.9)

El proceso de separacién comienza al derivar ambas ecuaciones con respecto a t

af(t)

o = (R+D)®), (4.10)
dft) _ poie o o 90 5 g0
_ 4.11
pm Re™e +e o L Je (4.11)
En la ecuacién (4.11) se introduce el operador identidad I = efite—fit y agrupando se obtiene lo
siguiente
df(t) _ R( Rt g( VJ ) 4+ dg( ) f%tje—f%t(eﬁiteg(t)j)’ (4.12)
dt dt
aft) _ » dg(t) it jo— Rt
—= =Rf(t Je 4.13
= Ry + 2 (). (113)

El producto de los operadores efit je— Tt que aparecen en el segundo termino se pueden desa-

rrollar en series de potencias y al agrupar se obtienen conmutadores como los siguientes

fjett = jo o [fJ]+ L [ [RI]] +. (4.14)

si se utiliza el conmutador definido (4.6) y la propiedad {]%, S’j} = [R, 5’} J+ S [R, j}, se
encuentra

[R, SJ] =0+ S5 = $%J, (4.15)

entonces al sustituir en (4.15) y factorizar el operador J

~ ~ A ~ G 2 A
el Je Bt = (I +tS + (t;) + ) J, (4.16)

por lo que
et je Rt = 5], (4.17)
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El resultado (4.17) se sustituye en (4.13)

df(t) _ {RJF dg(t)eé‘tj] 0, (4.18)

dt

si se comparan las ecuaciones (4.10) y (4.18), se observa que solo se cumple si

dg(t) &
—Le’" =1 4.19
M ost-, (4.19)
es decir, A A
7€—St 1— G_St
)= ——I = S 4.20
9(t) = —%—lo Z (4.20)
con lo que f(t) se puede escribir de la siguiente forma
L5t
ft) =effte 5, (4.21)

entonces siempre que se pueda obtener los conmutadores (4.6) y (4.7) es posible factorizar (4.5)
y por lo tanto el operador de densidad puede ser escrito de la forma

1_e—St 2

p(t) = eftte 57 p(0), (4.22)

donde el operador de densidad ya se ha separado y al realizar la expansion en series de potencia
no aparece el problema de los operadores en forma de binomio a la n, con lo que se pueden

aplicar de uno en uno.
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Interaccion atomo campo

5.1. Algebra de operadores para dos estados

Convencionalmente un operador actuando sobre un estado, hace que el resultado sea un

estado igual o distinto, esto puede ser expresado de la siguiente manera

A~

Oly) = o), (5.1)

gracias a la notacién de P. Dirac el mismo operador O, puede ser rescrito,

O =[¢) (¥, (5.2)
(1) (b)) ) =[o), (5.3)

si se tiene un sistema de dos funciones cada uno con dos estados |11), [1)2) v |¢1),|d2), donde
los estados de este sistema son ortogonales, es decir, (¢1|p2) = (¢p2|¢p1) = 0, de acuerdo a este

sistema se define el siguiente operador

U = 1) (1] + |ha) (2. (5.4)

Se considera un vector donde cada entrada corresponde a cada estado del sistema, entonces el

vector tendria dos componentes y con esto se tiene una manera matricial de representar los

1) = (2) , (53
|12) = (é) ; (5.6)

en consecuencia la matriz de transformacién toma la forma de matriz cuadrada

U= G é) , 6.1

27

estados
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de tal manera que se cumplen las siguientes relaciones

Ulr) =lé1), (5.8)
Ulta) =|¢o)- (5.9)

5.2. Operadores de subida y bajada

Se tiene un sistema simple de un dtomo de dos niveles descrito por el hamiltoniano de un
dipolo, donde el sistema atémico cuantico tiene dos niveles de energia. Tal conjunto de estados

del sistema cumple con la condicién de que es un conjunto ortonormal de tal manera que,
(ilj) = dij, (5.10)

ZIZ’W! =1i=1,2 (5.11)

De manera general todos los estados del sistema estdn representados en el estado @ como una

combinacién linealmente independiente.

2

[v) = Cilg) + Cale) = (?) . (5.12)

Al igual que en la cuantizacién del campo se introdujeron convenientemente los operadores no
Hermitianos @ y a', que cumplen con el papel de subir y bajar la excitacién del campo en Fuw,
de la misma manera se introduciran operadores de subida y de bajada 6_ y &4+ que modificaran
el nivel de excitacién en hw, para los estados del sistema atémico. De tal manera que estos

operadores cumplen las siguientes reglas.

o_le) =1g), Gile) = |0>} (5.13)

6-1g) =10),  G+lg) =le)
Los operadores 6_64 y 64+6_ toman el papel del operador niimero para los operadores de
creacién y de aniquilaciéon para el campo, los operadores de subida y de bajada pueden ser

aplicados de manera consecutiva siendo asociativa la aplicacion de estos, salvo en los dos casos

siguientes que respetan lo siguiente.

(5.14)
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Siguiendo la notacién del apartado anterior los operadores de subida y de bajada se pueden

escribir en términos de los estados |g) y |e),

5.3. Matrices de Pauli

Utilizando estos operadores se definen otros cuatro operadores de Pauli,

A 1

By =5(6-+3d4), (5.19)
. 1 .

Ry =5 (6_—0d4), (5.20)
A 1

Ry = (616~ 5-64). (5.21)
. 1.

Ry =31 (5.22)

Teniendo en cuenta que hasta ahora no se a hablado de que los operadores deben estar norma-
lizados sélo se han definido algunas propiedades, si se pidiera que los estados |1) y |2) fueran
ortonormales entonces el medio que multiplica a cada operador R; desaparece y se obtienen las

conocidas matrices de Pauli
0 1
Oy = ( > =(6_-+0dy), (5.23)
0
@:(, ’):-Mmfﬁg, (5.24)
= (616 —5-64) (5.25)
0, = =(646_—6_04), .
0 _1 + +

1 0 N
G = = 1. 5.26
70 Q1> (5:26)

Dentro de las caracteristicas de las matrices de Pauli se tiene la siguiente

62=6,=062=65=1, (5.27)
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y al realizar todas las multiplicaciones posibles puede llegarse a relaciones de conmutacién,

G0y = 10, (5.28)

GyOy = —10, (5.29)

0,0, = 10y, (5.30)

0,0, = —10y, (5.31)

Gy, = 10y, (5.32)

0.0y = —i0y, (5.33)

es decir,

(04, 0] = 2i€;j,0%, (5.34)

donde €5, es el simbolo de Levi-Civita[36]. También satisfacen las siguientes reglas para el

anticonmutador, el determinante y la traza

{5‘1', &j} :5'@03' + 5‘j5'7; = 25@‘[, (5.35)
det (67) = — 1, (5.36)
Tr (6;) =O0. (5.37)

5.4. Interaccion exacta Atomo—Campo

Para describir de manera satisfactoria la interaccién Atomo-Campo es necesario tomar en
cuenta el Hamiltoniano del campo como primera aportacién, la segunda aportacién a tomar en
cuenta es la del 4tomo y la dltima es la interaccién entre ambos que es consecuencia directa de

la imagen de interaccion.

Dada la naturaleza atémica, el sistema puede ser descrito por un oscilador armoénico, de
tal manera que si los dos estados son nombrados por |g) y |e), lo niveles estan cuantizados en

multiplos de Aw, entonces los niveles de energia son los siguientes,
- 1
file) =(5hwo)le). (5.39)

Alg) =( o)) (539

De acuerdo a la definicién de la matriz de Pauli Rg [43], se puede obtener una expresién para

los estados en término de este operador.

Rle) = 5lexelle) =3e), (5.40)
Rslg) = 1)lollo) = — 319) (5.41)

con esta notacién puede reescribirse el Hamiltoniano del dtomo de las ecuaciones (5.38) y (5.39)
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utilizando el operador de polarizacién atémica 6, = |e)(e| — |g)(g| [53].

R 1 s 1

Hy = 5hwo (le)(el = |g){g]) = hwoR3 = o hwodz, (5.42)

con el objetivo de simplificar la notacién, se introduce E; la energia del atomo en el estado i.
Como |i) representa el conjunto completo de los estados propios de energia atémica, donde la

ecuacién de valores propios es Hli) = Eji), entonces
. 1.
Hy = Sheod, (5.43)

donde wyq es la frecuencia angular.

5.5. Interaccién electromagnética carga-campo

Para ver la interaccion, se supone que el campo electromagnético al igual que la materia
estan cuantizados, de esta manera se busca una solucién exacta y no una aproximacién se-
miclasica donde el campo no esta cuantizado. Ya se ha encontrado el Hamiltoniano del campo

electromagnético cuantizado, se tiene
H.=) wh PR , (5.44)
2

donde E, B y n son el campo eléctrico, magnético y el operador de nimero. Para la carga,
supéngase una particula de carga e, masa m, y momento p, localizada en la posiciéon ¥y que

estd influenciada por un potencial U (7)
. p?

al aplicar la sustitucién minima para el momento, es decir, p — p'— eA [46], que caracteriza el
momento de un sistema con una carga y un campo electromagnético a partir del vector potencial

—

A(7,t), se tiene lo siguiente

= 1\2
.ﬁ:zwh{flk‘7j+;:|+(p_2:;4)+6U(F),
K.j
N 1 p2 e A A ez .
K.j

A~ ~

es posible tratar a p y A como variables de conmutacién y puede demostrarse que p- A = A-p,

entonces
e ~

——(p-A)+ i/i?. (5.46)

]52
— U
+eU(r) m 2m

2m

N 1
=Y [ig + 5 +
K.j

Como se puede ver el Hamiltoniano total estd conformado por tres términos: el Hamiltoniano

del campo, el de la particula y el Hamiltoniano para la interaccién, por lo que entonces el
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Hamiltoniano de interaccién se define de la siguiente manera
Hi=-S(p-A)+—A42, (5.47)
m

dado que el operador de potencial vectorial correspondiente al campo electromagnético, funda-
mentalmente tiene una dependencia al inverso del radio al cuadrado, entonces el término del
. . P ;&2 7 . .
potencial al cuadrado se hace despreciable para el andlisis, asi ;—mAQ en la interaccién puede
my

ser despreciado y si se relaciona el momento canénico del electrén p con =* donde p es el

momento dipolar atémico, después de un tratamiento matematico se obtiene el Hamiltoniano

Hy = iwp Z \/ Qw?OV [(Mlzi) - uﬁifr) . (d% + d];)] . (5.48)
k

Se define el elemento matricial del dipolo eléctrico

de interaccion,

Pij = elilrlj), (5.49)
también,
(k)
& = AR (5.50)

por ultimo se define la constante de interaccién atomo-campo

D6
gl = hek £ (5.51)

con lo que se llega a la expresién para el hamiltoniano de interaccién
=103 gb (a£+ a,;), (5.52)
ij k

donde se generaliza

bij = ) (- (5.53)

5.6. Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings (JCM) es usado en el estudio de la éptica cuantica como
un desarrollo tedrico que describe una cavidad 6ptica de dos niveles energéticos conocido como
atomo de dos niveles que interactiia con un campo electromagnético cuantizado. Se considera
que el bano de radiacion electromagnética puede causar emisién y absorcion espontianea. El
modelo fue desarrollado por Edwin Jaynes y Fred Cummings en 1963, el JCM revela resultados
interesantes entre los que resalta la existencia de oscilaciones de Rabi entre los estados del
sistema de dos niveles a medida que interactiia con el campo electromagnético, la existencia
de colapsos y reavivamientos de la probabilidad de detectar el sistema de dos niveles en algin
estado cuando el campo estd en un estado coherente. Si se representan los estados del atomo

mediante los vectores |g) para el estado base y |e) para el estado excitado. Al mismo tiempo el
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campo estd representado por los estados numéricos |n). Estos operadores respetan las acciones,

aln) =v/njn — 1), (5.54)
atln) =vn+1|n 4 1). (5.55)

Si se omite en cada Hamiltoniano la energia del estado base dado que esas energias corresponden
a la energia de estado fundamental y puede elegirse el nivel de energia base de manera que no
interfiera en la evolucién del hamiltoniano, las ecuaciones (3.33), (5.43) y (5.52), ademés de
poner la energia del estado exitado como Aw, entonces se puede escribir el Hamiltoniano para

el sistema compuesto dtomo-campo
» ~ 1 A~ 7 A'i- "T ~
H =vhn + Ehwaz + hg (ba +b a) , (5.56)

aqui el primer término del Hamiltoniano describe la energia de la cavidad o del campo y es
igual al producto de un solo paquete de energia (cuanto), es decir, la energia de un fotén vh
y el nimero de fotones en la cavidad 7 = afa. El segundo término describe la energfa del
atomo de dos niveles, donde %hw es la diferencia de energia entre los estados del sistema de dos
niveles. El dltimo término describe el acoplamiento entre el sistema de dos niveles y la cavidad,
este término se deriva de la radiacién cuantizada en un solo modo bosénico del operador del
campo electromagnético en términos de los operadores de creaciéon y aniquilacién. Esta ecuacién
también es conocida como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings. Puede suprimirse las sumas sobre
todos los subsistemas de dos estados por la naturaleza del modelo, en el que solo es considerado
un sistema. Una manera alternativa, consecuencia de las definiciones de la seccién anterior es
la siguiente

ﬁ:ﬁA-f-fAfc—ef-EA, (5.57)

donde H, + He son los Hamiltonianos del dtomo y del campo respectivamente y el dltimo

término describe la interaccién
E=>"é.Ea +af), (5.58)
k

aqui Ey = por lo que el Hamiltoniano queda expresado de la siguiente manera

Ty,
2e,V

= kz o+ Y i) il + Y zk: giby (al+ag) . (5.59)
e v iJ



Capitulo 6

Solucion de la ecuacion maestra del

sistema

6.1. Detalles de la cavidad cuantica

Para estudiar el sistema de la cavidad cuantica se considera las aportaciones de energia del
Hamiltoniano y las pérdidas de energia presentes en la cavidad, entonces la ecuacién a resolver
para el sistema es la siguiente

W) _ iy A6+ Lpp(t) +Lap(t), (6.1)

H;
ot h[ ’
los términos Ly y IL 4 son operadores de pérdidas que describe la salida de energia por disipacion
y por emisién esponténea corresponde a un campo de vacio [17], es decir, al medio ambiente a
temperatura cero, el intercambio de energia entre el campo de la cavidad y el medio estd dada
por este término. Al darse la interaccién se encuentra que el campo intercambia fotones con el

atomo y solo se disipan debido a la interaccién con las paredes de la cavidad [60]

Donde es necesario tener en cuenta qué significan las siguientes constantes:

La razén de decaimiento de la cavidad k. Es una propiedad de la superficie que de-
termina la cantidad de radiacién que emite un objeto a una temperatura determinada en com-
paracién con un cuerpo negro a la misma temperatura, es decir, la emisividad es la propiedad
que indica la eficacia con la cual la superficie de un objeto emite radiaciéon térmica. En la ca-
vidad la emisividad esta relacionada con las paredes siendo este parametro la medida entre 0
y 1 de radiacién térmica emitida por los espejos que confinan al 4tomo y que constantemente
esté colisionando con los fotones. Durante las colisiones, el hecho de que los fotones no sean to-

talmente reflejados implica una pérdida de energia que escapa en forma de calor hacia el infinito.

La emisividad de la cavidad ~. Durante la emisién espontanea un electréon que se en-

34
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cuentra en un estado excitado pasa espontdneamente a un estado de menor energia. Cuando
esto ocurre, se emite un fotén, la energia del fotén es igual a la diferencia de energia entre los
dos niveles de energia. Este pardmetro estd entre 0 y 1 y representa la tasa de emisiéon que

caracteriza al dtomo.

El parametro y. Sera la constante de interaccién que tiene que ver con un cociente entre

frecuencias.

Se define la desintonia como § = w4 — wp, que mide el desfasamiento entre los dos subsis-
temas. Cuando H7 puede ser considerado como una perturbaciéon pequefia en el sentido de que
6 >> €, en este caso no es resonante y se estd lejos de ello, se tiene entonces un desfasamiento

grande llamado “limite dispersivo” y se obtiene un hamiltoniano efectivo [60].

Hy = xa'aé., (6.4)
donde x = %2 serd la constante de interacciéon. En esta aproximacién los estados tienden a
desacoplarse, la intensidad del campo disminuye por lo que ya no logra provocar excitacién en
el 4tomo y no hay intercambio de energia, pero continia habiendo dinamica en el sistema, es
decir, hay oscilacién dipolar en el dtomo debido al campo, entonces este hamiltoniano efectivo
describe la dindmica del sistema. Con este hamiltoniano (6.4) y los operadores (6.2), (6.3) al
sustituirlo en la ecuacién maestra (6.1), se obtiene

20

T —ixalao.p(t) +ixp(t)atao, + 2kap(t)a’ — k(p(t)a'a + atap(t))

>
-
N—
Q>
+
Q>
|
+
S
Q>
|
e}
=
—~
(@)
ot
~—

+2v6-p(t)o+ —(

6.2. Aplicacion del método de superoperadores en la cavidad

Dada la forma de la ecuacién (6.5), se usa el método de superoperadores para resolver esta

ecuacion y para ello se define los siguientes superoperadores

Jap(t) =276 _p(t)éy, (6.6)
Lap(t) == v(p(t)6 16— + 616 p(t)), (6.7)
Trp(t) =2kap(t)al, (6.8)
Lep(t) = — k(p(t)a'a + atap(t)), (6.9)
Rp(t) = — ixa'ac.p(t) + ixp(t)alas-, (6.10)

el subindice A corresponde al dtomo, el F' al campo y el operador R no tiene subindice porque
depende de operadores del campo y del &tomo por igual, estos super operadores son sustituidos

en la ecuacién (6.5) para simplificar la notacién

op(t P < 5 -
gi): (R4+La+Lp+Ja+Jp)p(t). (6.11)
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La ecuacién reescrita mas simple muestra su forma diferencial que se resuelve por separacion

de variables, la solucién a la ecuacion diferencial es la exponencial
ﬁ(t) _ e(f?-&-I:A—l—ﬁF—l—jA-&-jf)tpA(O)’ (6.12)

el inconveniente presente es aplicar el operador exponencial a p, al hacer el desarrollo en serie
de potencias resulta mas complicado, evaluar los operadores elevados a la potencia n porque

para cada que n se hace mas grande:

~

P o 1 T T 7 7\ A
)= (Rt La+Lp+Ja+Jp)"tp(0). (6.13)

=0

Para simplificar el cdlculo se realiza la separacion de operadores exponenciales, lo que reduciria
el problema al aplicar un operador a la potencia n y no una suma de ellos. La forma que se
propone para realizar la separacién es la siguiente

p(t) = o(B+LatLe)t (fy 6_(R+£A+ﬁF)t(jF+jA)€(R+£A+f‘F)tdtﬁ(0). (6.14)
Para verificar que la propuesta es correcta se deriva p(t) y el resultado debe ser el mismo que

al derivar (6.12), es decir (6.11). Si se deriva (6.14) con respecto al tiempo, se obtiene

ot
+6(R+£A+ip)t€—(R+EA+ﬁp)t(jF+jA)e(R+£A+iF)te(fge—(R+LA+ﬁF>t(jF+jA)e<R+ﬁA+LF>tdtﬁ(O)

o) .
p( ) — (R+LA+LF)6(R+LA+LF)te(f0te (R+LA+LF)t(JF+JA)€(R+LA+LF)tdtp(O)

OO _ (Bt Lat L)+ eBrbatboe-Rhbation(fy 1 J,)) elriation
e(f(f 67(R+[’1A+f,F)t(jF+jA)e(R+f/A+£F)tdtp"(0)

9

donde el término e(F+La+Lm)te=(R+La+Lr)t — [ o5 1a identidad y se observa entonces que la
propuesta (6.14) queda como
op(1)

W:(RJFEA+EF+J,4+Jf)/3(0), (6.15)

con lo que queda claro que el operador de densidad propuesto funciona y lleva al mismo resultado
que la ecuacién (6.12). Ahora lo que interesa es calcular el integrando que aparece en (6.14),

para ello se toma en cuenta la propiedad [45]

Ao = (A+ [B.4] + g [B.[5.4)] +..) oo (6.16)
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Utilizando esta propiedad el segundo término del integrando se escribe como

(—R=La=Lp)t) j o~(—(B=La=Le)0) 54y = (], + [_ R—la—1Lp,J A}

n (_R_%? —Lp)? {—IA%—IA}A i [_R_ﬁA —£F7jAH +..)p(t).

Se separan los conmutadores utilizando [A + B,C’] = [fl, C’] + [B, C‘} para posteriormente

evaluar el primer conmutador de acuerdo a

21

oA=L =BT (0) — (= Jafir + a2+ (B[R ) + [ [ ]
+ [ﬁA, [}?, jA” + [ﬁA, [IA/A,jAH + [ﬁp, [R, jA” + [ﬁp, [R, jA” + [ZA—/F, [i}A,jAH)ﬁ(t),

donde
|Lasda (1) =29T4p(0), (6.17)
(L, I | () =2k Tpp(t), (6.18)
(B Ja] olt) =Taferp(t), (6.19)
(B Jr| plt) =JrRap(t) (6.20)

Tomando en cuenta que Rpp(t) = 2ixip(t) — 2ixp(t)n y Rap(t) = ixo.p(t) — ixp(t)o., si
se siguen aplicando las propiedades de operadores hasta ponerlos en su forma mas simple, se

obtiene

L. ) L . . . 1 . . . .

MR = CRLa=Eo0 (1) =204 = JaRp + Ja27 + oy ([Ro Jake] + [Ba,29Ja] ) + 0000,
. . L . . N R PO

RLa=Lr)) f o~ (~(R=La=Le)t) 5p) — (m — Jate + 2y + Jagy (Re [RoJa| + 27 [LasJa) ) + ) A1),

Nuevamente, evaluando el valor de los conmutadores segin las ecuaciones (6.17) y (6.19), se

obtiene

- ) - R . .\ 2
e((_R_ﬁA_ﬁF)t)jAe—(—(R—EA—ﬁp)t)ﬁ(t) :jAe—RFteQ'Ytﬁ(t)7
e((,R,ﬁAfﬁF)t)jAef(f(RfﬁAfﬁp)t)[)(t) :jAef(RFfm)tﬁ(t).

La deduccién de las exponenciales del campo y el &tomo son parecidos, entonces, una vez hecho

para uno el otro se obtiene s6lo cambiando las constantes y los operadores, salvo por un signo
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menos que aparece durante la evaluacion, con lo que se obtiene los resultados siguientes

e((fRflA/A7[A/F)t)jAe*(*(R*£A*IA/F)t)pA(t) :jAe*(RF*QV)tﬁ(t), (6.21)
l(—B=La=Li)t) jo=(~(R-La=L)t) gy = Jpe~(Rat2K)t 54), (6.22)
(6.23)

con estos resultados e integrando dentro del intervalo de 0 a ¢ la ecuacién (6.14) queda de la

siguiente manera

1_eRA+2k) j (1_eRF+2“I
A

pA(t)Ze(R—i-ﬁF-i-ﬁA)te«]F( Ra+2k Rp+2y )ﬁ(O) (6.24)

1—eRF+2'y

RFJFZ'Y

(e - |
Al centrar atencién en el término e , se puede expandir en series de potencia

Fa(1=eRE2Y, (1 oRrt2y 2 [ 1 _ ehrt2y \?
e A( fp+y ) pO) =1+ Ja| ‘ )+ A (Ja— i) +.. p(0), (6.25)
Rp + 2y 2 Ry + 2y

como ya se defini
Jap(0) = 2796_p(0)64, (6.26)

y al aplicar dos veces el mismo super operador, se obtiene
Jap(0) = 276276 p(0)6.46 = 47°62 p(0)87, (6.27)

dentro de los términos aparece el producto 6_&_, que al calcularlo utilizando la notacion de

estados se obtiene un resultado importante

6-6- = |g)(ellg)(e] =0, (6.28)
J3p(0) =0, (6.29)

entonces, se toma en cuenta la aproximacién Jfl,é(O) = 0 al igual que los términos de orden

superior por lo que se puede rescribir

Ja(1=efer2, . (1 eBrt2y
e A( Rp2y ) 5(0) = <1+JA <Re+2t 5(0), (6.30)
F Y

con lo que la ecuacién (6.31) puede rescribirse

o j (17?1§A+2kt) o j (17PRA+2k-t> R 1_ Rr+2vy
ﬁ(t) — e(R+LF+LA)t€ F R +2k ﬁ(O) + e(R+LF+LA)te F R +2k J A Aeit /6(0)7
Rp + 2y
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donde
o A j 1*FRA+2kt
ﬁl(t) — e(R+LF+LA)te F( Ry +2k )ﬁ<0), (632)
o p(1mefat Ny Rpt2y
pa(t) = e(BHLr+la)t, F( Ro+2k )JA R — 100} (6.33)
Rp + 2y

Para continuar con el proceso se considera que en ¢t = 0 inicia la interaccién entre el &tomo con

el campo, por lo tanto el operador de densidad es

—

p(0) = pr(0)pa(0). (6.34)

El operador de densidad del campo se considerara mas adelante, por el momento el estado inical

del dtomo se considera de la siguiente forma

[$4(0) == (1) + Ia). (6.35)
(6(0)] == (el + (g (6.36)

y
p(0) = pr(0) 5 (Ie) + l9)) (el + (gl) = 3pr(O)(eNlel o) ol + 2la) (gl + le) gl +la){el), (6:37)
lo que se puede simplificar al sustituir los valores &, = |e){e| — |9){g], 5— = |g){e| ¥ 64 = |e){g],
A(0) = %ﬁp(o) (ot oy + 6 +26 64). (6.38)

Para el primer sumando de la ecuacién (6.31) se define p1(¢) como el primer sumando de (6.31)

1_oRa+2k

R T D
pr(t) = 5eFHErba )t R (6 6y 4 6 42664 pr(0),

1 (fiimrie et o (1= efat2e)”
ﬁl(t) = §€(R+LF+LA)tZﬁJE m (@—l—fhr—l—&f +25'75'+) ﬁF(O)
r=0 ' A

Se tiene que encontrar la manera en que actiia el operador sobre los sigma’s
O ur
t t

n( 1 — eRat2k " 1 — eftat2k\"
— — | 6+ | —— | &
—o rl°F R4+ 2k ? R + 2k *

1— eRA—‘er r 1— GRA—i-Qk T
) a2 ) 6.6.)5m(0), (6.39)
Ra+ 2k R4+ 2k

pr(t) = Le(RtLetla)

donde se puede encontrar las siguientes relaciones después de desarrollar el operador en series

de potencia y operarlos sobre la forma de sigma escrita en término de los estados del atomo



40 CAPITULO 6. SOLUCION DE LA ECUACION MAESTRA DEL SISTEMA

y 6+ = |e)(g| si se toma S = R4 + 2k, entonces

I'=lg){gl +le){el, 6 = |g){e

1_6—155' TA 1_6—2kt T
— | I=—) 1 A4
( : ) () & (6.40)
1-— €_tsV ’ 1— 6_2(k_iX)t "
_— Fg_=| ———— o_ 41
( S ) 7 ( 2—ix) ) 7 (641
1 — o tS r A 1 — e—2(k+ix)t T A
donde
1— e—2kt
<2k> =f3(t) (6.43)
1— G—Q(k—ix)t
1 — e—2(k+ix)t
y entonces,
. 1 = Jr (s .
pr(t) = et L) ST DT (o 4 S0+ F3(6-+26-6.1)) pr(0), (6.46)
:O

por otro lado, si se introduce $(0) de la ecuacién (6.38) en la definicién de J4p(t), para pa(t) se

obtiene lo siguiente

Jap(0) =2v6_p(0)6 4,
A 1
J4p(0) =276-5pF(0) (6 + 64 + 6 +26-64) 6+,

Jap(0) =7pr(0) (66264 + 66,64 +6_6_64+26_6_6,6),

dado que el resultado de los productos es nulo

e){glle){gl =0, (6.47)
—6- =|g)(ellg) (el =0, (6.48)
6-6:6+ = |g){el(le) (el — g){gD)le) (gl =l|g)(elle){elle){g] — |g)(ellg)(glle){g| =0,  (6.49)

6.6,

Q>

entonces, J 4p(t) = 0 lo que provoca que todo el operador po(t) no tenga ninguna aportacién

sobre el resultado total, es decir,

o N s 1_?RA+2k _ R +2'y “
e(R+LF+LA)t€JF< R p+2k t) it 4p(0) = 0. (6.50)
Rp + 2y
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Tomando en cuenta como estan definidos R, Lp, L4 y Jp se propone que se cumpla la siguiente

ecuacion

eftp(0) = e T p(0)e T, (6.51)

aqui p(0) es un operador de densidad arbitrario. Para demostrar que la igualdad es vélida se

deriva ambos miembros con respecto al tiempo
Refp(0) = —Tae T p(0)e '™ — =T p(0) I e ', (6.52)
lo cual se puede escribir como
Re®5(0) = —Taef 5(0) — B p(0)TTh, (6.53)
Ahora se define p(0) = ef5(0) y se obtiene
RePp(0) = —T7p(0) — p(0)TH A, (6.54)

que es exdactamente la definicion del operador R dada por (6.10), por lo tanto es valida la

propuesta (6.51) y utlizando este resultado se reescribe la expresién de la ecuacién (6.46)

(FHLrtLa)t o (0) = e~ (X0=HRIA—016)1 5 o (0) (X602 —R)A—6+6 )1 (6.55)
donde
(R+ Lp + La)p(t) = — ixaac.p(t) +ixp(t)alad. — kp(t)a'a — kalap(t) — y(p(t)o46— — 16+6-p(t),
(R+ Lp+ La)pt) = —ixatas.p(t) — kalap(t) — v66_p(t) +ixp(t)atac, — kp(t)ata — vp(t)646_,
(R+ Ly + La)p(t) = |- (ix6. + k) ata — wﬂ&,} pt) + [(ixé'z —k)a'a— 7@5,] A(t),
(R+Lp+La)pt) == (ix6.+ k) —~6.6_] p(t) + [(ix6. — k) — v6,.6_] p(t)

En la tltima parte solo se ha sustituido a'a = 7, entonces si se ingresa esto en py(t), se obtiene

r

1 = N T o o
p(t) = 5e(*(zxaerk)nf’w-s-U—)tZ FJ;% (F164 + fo6— + f5(62 +26_64)) ﬁF(O)e((ZXO'Zfk)nf'ya+o'_)t,
r=0

(6.56)
donde el operador de densidad p(t) = p1(t) y es el resultado final del operador de densidad.



Capitulo 7

Calculo de la polarizacion atémica

7.1. Caélculo de (7,)

El operador 6, da la polarizacion del atomo, por lo que es un buen indicador del comporta-
miento del sistema, también se le conoce como operador de polarizacién atéomica. El valor del

operador estd dado por

(62) = Tr (62p(1) = Y ((el(m|62p(t)[m)]e) + (g|(m|d2p(t)|m)|g)), (7.1)

3
]
o

como los estados del campo |m) no interactian con los del dtomo |e) y |g) entonces pueden

conmutar:

= > (ml{el(e)(gl + lg)(eDa()le)lm) + (ml{gl(le) (gl + lg)eD)A(t)Ig)Im)) -

m=

o

Dado que los estados del atomo son ortogonales entonces los productos cruzados se anulan

(e|lg) = {(gle) = 0, con lo que al distribuir los estados los inicos productos que no se anulan son

= ({ml(ele)glp(t)le)m) + (ml(gllg)(e)A(t)]g)lm)) .

m=0

Como el producto (ele) = (g|g) = 1, entonces
=Y (ml{glp)le)lm) + (ml{elp(t)]g)lm)) .
m=0

42
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Se puede ver quedan dos términos donde uno es el complejo conjugado del otro

o

= > ((ml{elp(®)|g)lm) + c.c) . (7.2)

m=0

Para calcular el valor esperado del operador 6(z) se sustituye p(t) de la ecuacién (6.56) y queda

. 1 & (xRt o) N (2K pp(0)aT P A L.
(52) = 3 D ((ml(ele=@rehmsnooy 5 CRITPEONRT (s 4 s 4 o 1+ 265,)
m=0 r=0 :

el (X =0R=545 ] g) ) + c.0),

al evaluar estos productos, se obtiene

((ix6=+k)n+y646-)t _ ((ix62+k)m+~yo46-)t 73

(mle™ =(mle” -

e((ix6z+k:)ﬁ—7&+6, )t |m> :e((zxaz +k)Ym—y616_)t ‘ m> 7 (74)

con esto se simplifica la ecuacion

R 1 o= o= (m|(2k)"a"pr(0)al|m) |, |\ (ive. o kimains. s . - - ..
<ax>=222< 2 f,F() 0 (e ttImrd 5t (15 4 pro 1 15, + 26 64))

6((ix6z—k)m—v&+&,)t|g> + c.c.
Se distribuyen las exponenciales y quedan tres términos, el primero es

<6|f{6—((ix&z+k)m+'y&+&, )ta_Jre((iX{Tz—k)m—'y&JrEr,)t|g> _ €—2kmt< |f7" (ix62m+vy646_) |6> <g|6(ix&zm—7&+&,)t|g>‘

(7.5)

Al expandir la exponencial en series de potencias y evaluar los superoperadores, se tiene que

[e.9] o0

. L 1 1
eXOZME=NTH0-E | g) — E ] (ixo.mt —~y6.0-t)"|g) = E ] (ixo.mt —~vyo405-t)"|g), (7.6)
r=0 r=0

para calcular este resultado se obtiene el valor de esta operacién
(ixo=mt —4646-t)|g) = (ixmt(|e)(e| — |9){g])lg) — (vle)(gllg)elt)lg) = —ixmtlg),  (7.7)

de donde se obtiene
71017 ) = =ixmt] ) (78)

Siguiendo el mismo procedimiento se calcula
e(ix&z—7&+&,)t‘e> _ 6’yt€—z’xmt|e>7 (79)
sustituyendo (7.8) y (7.9) en (7.5) se obtiene

<€’67((z’x&z+k)m+w€r+6—)tf{ le) <g|€*((ixﬁz*k)ﬁ+7&+&—)t lg) = f{ewed(’“”’c)mt. (7.10)
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Realizando un procedimento similar los siguientes términos se calculan y son cero
r —((ixo+k)m+y6416-_)t ~ _—((ix6—k)m+vyo46_)t r_ vyt —2(k+ix)
(e| fye= (XO=AkmANG1o-)t 5 o=((IXTz—R)mtyG10-)t) o) — prete=2(ktd)mt (o)) g) — (),

(el fye=(Tmt1546-)86, 426 6, )e (TTm1010-)t gy — prente=2(k400mt (_(e]|g) + 2(e]|g)) =

entonces
oo o

/i <<m|&TﬁF(O)&TT|m>e_2(k+iX)mt n c.c) : (7.11)

[\DM—A

m=0 r=0

después de reducir y sustituir f] se obtiene

kT (1 _ e—2(k+ix)t

et Z 672 k+ix)m (Z ; (k — iX)

r=0

)T ((m[&TﬁF(O)dTr|m>> —l—c.c) . (7.12)

Al aplicar las propiedades de los operadores de creacién y aniquilacion, (3.42) y (3.43), se ve

que

> ) X pr =2kt \ " |
(62) = %e‘”t D e Aktigmt <Z ul (1 - ) (m + ) (m +7pr0)[m +r) + c.c) :
m=0

“ ! (k+ix) m!
(7.13)

haciendo un cambio de indice n = m+r = m =n —r . Con lo que la suma iniciaria en n =0

r=

por lo que también r inicia en cero

1 > - 2kt _1\" n!
(60) =5 > [(Z <k: : , ) e 2O pp (0)|r) + cc| . (7.14)
2 —\= (k+1ix) rli(n —r)!
Se observa que aparece el desarrollo binomial de la forma
(a+z)" Z 'k:‘ nokgk (7.15)

k:0

2(k+ix)t_q

considerandoa =1y =z = (k:e == ), se reescribe

2(k+ix)t _ 1 ) T

| " > - e
s Z[(ZG*’“ =y

sumando las fracciones entre paréntesis,

5 _ k + ZX) 62(k+ix)t _1 r nl ) . )
~yt 2(k+ix)rt
Z [(Z ( (k+1ix) h (k+1ix) ri(n —r)! c (rlpr(O)lr) + c.c

R 1 " k4 ix + ke2(FH00t " _ ) n! R
1oyt 2(k+ix)rt
(62) = 5¢ mgzo [( E ( Tt i) e (=) (rlpp(0)|r) 4 c.c

r=0

)e 2T | pp(0)[r) + e
(7.16)

rl(n —r)!

)

)
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se anulan ambas k y se introduce la exponencial que esta elevada a la r dentro del paréntesis

1, Z

150 (7.17)

—2(k+ix)t\ "
<k+ ix)e ) (rlpr(O)r) + ccl -

Esta es la forma del valor esperado de (6,) considerando un operador de densidad inicial para

el campo totalmente arbitrario.

7.2. Estados coherentes

El interés del trabajo es considerar que el campo electromagnético esté conformado por

estados coherentes,
pr(0) = |){al = (r|pr(0)r) = [(r|a)? (7.18)

donde

02 o= af
=e 2 s), 7.19
> 7 (7.19)

por lo tanto, si se hace el producto de (r| con los estados coherentes y se eleva la magnitud al
cuadrado, la sumatoria completa se convierte en una delta de Kronecker la cual no se anula en

a=rT

2s 2r
(r|a)[2 = e~loP Z ’0" _ oo™ (7.20)

r!

Con este resultado para los estados coherentes del campo electromagnético se encuentra la

expresion final para el calculo del operador de polarizacién

—'ytz bt (i)e XN T e el (k= (e TN T e faf?”
(k+1ix) m! (k —ix) m! |’

(7.21)

este es el valor esperado del operador (6,) en términos del operador de densidad tomando en

cuenta que tiene estados coherentes.
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Resultados

A continuacién se muestran los resutados obtenidos al realizar el cdlculo numérico de la
ecuacién (7.21) donde se variaron a, x, k y =, utilizando el software Mathcad Prime 6.0.0.0.
Para generar las simulaciones del valor esperado del operador de polarizacién, comienza la
simulacién a partir del instante cero. Tomando como pardametros a =5, x = 0,9, £ = 0,0001 y
~v = 0,1, se obtiene la visualizacién del comportamiento de la polarizacién como se muestra en
la Figura 8.1. Donde se toma para todos los cdlculos siguientes la aproximacién de la sumatoria
hasta el término n = 170. Cabe mencionar que la grafica deja de sufrir cambios sustanciales
a partir de utilizar n = 150, 170 es el maximo nimero de términos que permite procesar la

computadora que se utiliza(con procesador Core i7 10Th y 16 Gb de memoria RAM).

o (t)

0.2
O] ' >
0.7 1.4 2.1 2.8 } 4.2 4.9 5.6 6.3 7

_02] i [S]

Figura 8.1: Polarizacion con pardmetros o =4, x = 0,9, k = 0,0001 y v = 0,9.

Cuando se varfa el nimero de fotones n tomando en cuenta que n = |a|?, se encuentra el
problema que bajo las mismas caracteristicas computacionales sélo se puede simular hasta o = 7,
para valores mayores no es posible graficar pero con los primeros 7 se observa el comportamiento
que se muestra en la Figura 8.2.

Como se puede observar, a medida que el niimero de fotones aumenta también aumenta el

46
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0
0.15
—0.3+

(c) (d)

Figura 8.2: Comportamiento del (6,) para diferente nimero de fotones (a)a = 2, (b)a = 4,
(c)a=6y (da=T.

ntumero de oscilaciones de la polarizacién del d4tomo, aunque no afecta el tiempo en el que se
dan las oscilaciones ni la amplitud.

Al poner atencion a la figura 8.2a se observa que al trabajar con el minimo nimero de fotones
confinados dentro de la cavidad hay un comportamiento diferente con respecto al de valores
mayores de «, en la parte negativa se reparten en dos oscilaciones y no en una como en la parte
positiva. Es de notar que la duracién del tiempo de los revivimientos y colapsos no cambia para

valores mayores, aunque si lo hace la amplitud méxima registrada.
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il

—0.6+ —0.6

—0.81 0.8

—0.4

0.6

0.8 0.8

() (d)

Figura 8.3: Comportamiento del (G,) al variar la constante de interaccién entre el dtomo y el
campo (a)x = 0,2, (b)x =0,5, (¢)x =0,7y (d)x = 0,9.

Al modificar la constante de interaccién entre el dtomo y el campo x se puede observar
que es modificado el tiempo de duracién en que la polarizaciéon permanece colapsada, cuando
x aumenta el tiempo de colapso disminuye y cuando x disminuye ocurre lo contrario. Por otra
parte, el aumento del pardmetro x es inversamente proporcional a la amplitud (si se aumenta

el primero disminuye el segundo) ver Figura 8.3a.
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Al variar la constante de decaimiento de la cavidad k puede verse que se necesita variar en un
orden de magnitud para que su influencia sea notoria, pues regula la amplitud de las oscilaciones
como una funcién exponencial envolvente decreciente, algo notable es que al variar k y hacerla
muy pequena cada vez su influencia es menor después de los 6 o 7 érdenes de magnitud; después
del cero practicamente el cambio que ocasiona es nulo, es decir, el primer cambio es bastente
notorio comparado con respecto a los siguientes y el ultimo que se grafica practicamente no es

notorio, ver Figura 8.4.

lo(t) o(t)

() (d)

Figura 8.4: Comportamiento del (6,) al variar la constante de decaimiento de la cavidad (a)k =
0,01, (b)k = 0,001, (c)k = 0,0001 y (d)k = 0,00001.



50 CAPITULO 8. RESULTADOS

Por dltimo, al modificar la emisividad + ocurre algo similar a cuando se modifica k sélo
que su influencia es mayor y no decrece como sucede con el parametro k, para -y, cuanto mas
pequeno es més bruscamente cae la amplitud de las oscilaciones y por el contrario mientras mas

grande es la amplitud varfa menos.

Cuando el pardmetro k es llevado a cero no necesariamente las oscilaciones de Rabi des-
aparecen dado que las pérdidas de energia por el decaimiento atémico son muy pequenas al
compararlas con la energia que se puede perder por la disipacion de las paredes de la cavidad
.

Cuando el parametro v es llevado a 0 la variacién es muy pequena pues solo depende de
las pérdidas por el decaimiento atémico. Para el caso contrario, cuando es llevado a 1 no hay

oscilaciones y la pérdida de la energia dentro del sistema es instantanea.

——
v
—
==
==
*
v

0.6 0.8

0.8 -1

B y

() (d)

Figura 8.5: Comportamiento del (G,) al variar la emisividad (a)y = 0,8, (b)y = 0,4, (¢)y = 0,05
v (d)y = 0,005.

En el caso extremo en el que ambos parametros son cero las amplitudes de las oscilaciones
permanecen constantes, es el caso en el que el sistema es un sistema conservativo en su totali-
dad, en este caso la duracion de los tiempos de colapsos y revivimientos, asi como el niimero de

variaciones de las oscilaciones sigue cambiando conforme a x y «.
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8.1. Conclusiones

El objetivo del trabajo fue concluido satisfactoriamente. El problema de la interaccién dis-
persiva entre el campo electromagnético cuantizado con estados coherentes como estado inicial
del campo y el atomo de dos niveles dentro de una cavidad, sujeta a dispersiéon de energia por la
disipacién de las paredes de la cavidad y la emisién espontdnea del dtomo fue resuelto usando
el comportamiento de la polarizacion entre el &tomo y el campo. Con este trabajo se contribuye
a entender la interaccién entre el atomo y el campo al demostrar que ain en el limite dispersivo
y con un numero reducido de fotones, es posible revivir las oscilaciones e incluso manipular la

duracién, frecuencia y la perdida de amplitud de estas oscilaciones.

La consecuencia de la manipulacién de los parametros k, v, x y « arroja lo siguiente:

= A medida que el nimero de fotones aumenta también aumenta el nimero de oscilaciones
de la polarizacién del 4tomo, aunque no afecta el tiempo en el que se dan las oscilaciones

ni la amplitud.

= Al modificar la constante de interaccién entre el dtomo y el campo x es modificado el

tiempo de duracién en que la polarizaciéon permanece colapsada.

= El aumento del parametro y es inversamente proporcional a la amplitud de probabilidad

de la polarizacién.

= Al variar la constante de decaimiento de la cavidad k se regula la amplitud de las oscila-

ciones como una funcién exponencial envolvente decreciente

= Al modificar la emisividad « ocurre algo similar a cuando se modifica k solo que su
influencia es mayor y no decrece como sucede con el parametro k, para -, cuanto mas

pequeno es, mas bruscamente cae la amplitud de las oscilaciones.

Como propuesta a trabajos posteriores, puede considerarse una cavidad con temperatura

diferente a 0°K, como se hizo en este trabajo.
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