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Presentacion

En este trabajo de tesis se estudian los principales conceptos matematicos y fisicos
relacionados con el problema inverso de estimacion de distribuciones de tamanos
de particulas (por sus siglas en inglés PSD). Se analiza la ecuacién que descri-
be dicho problema, sus componentes, los métodos de soluciéon y una aplicacién
sintética que muestra la forma en como abordar el problema inverso usando el

método de regularizacion de Tikhonov.

En el Capitulo 1 se definen conceptos basicos de teoria matematica que nos
permiten caracterizar el problema inverso de forma tedrica y numérica, como
propiedades de matrices, conceptos de normas matriciales, espacios de Hilbert,
operadores lineales y continuos, el mal o buen planteamiento de un problema,
y los valores singulares y el ntimero de condicién de una matriz. También, se
estudian conceptos sobre la descomposicion en valores singulares de una matriz y
sobre la matriz de proyeccién ortogonal ya que son de importancia para resolver

el problema inverso.

En el Capitulo 2 se presenta el planteamiento del problema inverso de esti-
macién de PSD, es decir, se describe de forma fisica y matematica el problema
inverso. La descripcién fisica comienza con la técnica éptica de medicion, turbi-
dimetria, y con el funcionamiento de un espectrofotémetro con el cual es posible
medir el espectro de turbidez. Se define la ecuacién operacional continua que des-
cribe la relacién entre la turbidez y el tamano de particulas, asi como los conceptos
basicos de la teoria de Mie que se relacionan con el problema, como la extincion,
absorcién, dispersion de luz y los coeficientes de Mie. También se estudian las con-
diciones necesarias para que el problema inverso se encuentre en la llamada regién
de Rayleigh y sea posible discretizarlo. En la descripciéon matemaética se estudia
la ecuacion operacional del problema inverso en su forma discreta y matricial, y
la clasificacién de problemas inversos de acuerdo a su numero de parametros y

datos.
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En el Capitulo 3 se describen los métodos matematicos utilizados durante esta
tesis para resolver problemas inversos mal condicionados. Se describen los méto-
dos: i) inversa generalizada funcional y matriz pseudoinversa implementado me-
diante la inversa de Moore-Penrose; ii) regularizacién de Tikhonov implementado
mediante minimos cuadrados, método de ecuaciones normales y descomposicién

en valores singulares.

En el capitulo 4 se resuelve el problema inverso de estimacion de PSD para
particulas esféricas de latex blandos, inmersas en agua, con didmetros entre 80
y 85 nm, y para longitudes de onda entre 300 y 600 nm. Se calculan los valores
de la funcién de distribucién de tamatios de particula f(D;) la cual depende del
didmetro de la particula D;; se calculan los valores de las funciones de indice de
refraccién de la particula n,();), y del medio n,,(\;), asi como los valores del indice
de refraccién relativo m;. También, se calculan los pardmetros de tamano z;;, los
coeficientes de extincién @Q;;(z;5,m;), los valores del espectro de turbidez 7(\;)
y los coeficientes de la matriz A de la ecuaciéon matricial del problema inverso
discreto. Se resuelve el problema directo y para resolver el problema inverso a la
matriz A se le aplica la inversa de Moore-Penrose y la regularizacién de Tikhonov
mediante Descomposicién en Valores Singulares (por sus siglas en inglés SVD)

para obtener una solucién aproximada f,(D;) a la solucién original f(D;).

Finalmente, se presentan las principales conclusiones de la tesis y se plantean
algunas sugerencias para trabajos futuros. En la parte final de esta tesis se presenta
un apéndice, en el cual se estudian conceptos fisicos basicos como: la onda bajo
reflexién, la onda bajo refraccion, el indice de refraccién, el principio de Huygens
y la dispersiéon de luz. Dichos conceptos son de gran ayuda para la comprension

de esta tesis.
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Introduccion

En la mayoria de los problemas que se plantean en distintas areas del conocimien-
to, incluso en los problemas de la vida cotidiana, es posible encontrar problemas
directos y problemas inversos. Los problemas directos, son aquellos en los que
se provee la informacion necesaria para llevar a cabo un proceso bien definido,
que lleva a una tunica solucién ([15]). Los problemas inversos estdn presentes en
muchas situaciones, incluso dan la impresién de estar en todas partes; dichos
problemas son mas dificiles e interesantes, esto se debe a que tienen soluciones
multiples o bien son insolubles, o bien tienen problemas de ser inestables en sen-
tido de Hadamard ([4]). La resolucién de un problema directo, involucra anélisis
o razonamiento progresivo, de causas a efectos; en cambio, la resolucion de un
problema inverso involucra sintesis, o razonamiento regresivo, de efectos a causas
([4]). En diversos problemas en ciencia y en ingenierfa, tales como la meteorologia,
astronomia, formacién de imagenes biomédicas, exploracion geoldgica y dispersién
inversa de ondas, entre otros, se dispone de informacién indirecta acerca de un
objeto o magnitud fisica de interés. En el area de las matematicas el estudio de
los problemas inversos es muy comin. Por ejemplo, en [20] podemos encontrar al-
gunos ejemplos de problemas inversos, que estan asociados a problemas directos,

como los siguientes:

= Hallar un polinomio P de grado n que toma valores dados, y1,...,y, € R, en
los puntos dados, x1,...,2, € R, es el problema inverso al problema directo
de calcular los valores del polinomio dado P en los puntos z1,...,x,; a este

problema inverso se le conoce como interpolacién.

» Encontrar la matriz diagonal D, dada la matriz simétrica A de tamano
n X n y n numeros reales, Ai,...,\,, que sean los valores propios de la
matriz A + D; este problema es inverso al problema directo de calcular los

valores propios de la matriz dada A + D.
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Como se muestra en los ejemplos anteriores, los problemas inversos juegan un
papel importante en la caracterizacion del objeto de interés, a partir de infor-
macion indirecta disponible. El planteamiento de un problema inverso comienza
por modelar matematicamente el problema directo, esto es, el problema fisico que
relaciona el objeto de interés con la informacién adquirida; el modelo obtenido
nos permite clasificar el problema inverso en lineal o no lineal y nos permite de-
terminar si la caracterizacion del objeto es sensible a perturbaciones respecto a
la informacién adquirida; es decir, si el problema inverso es mal condicionado o
no. Si el problema es mal condicionado es necesario determinar métodos de re-
gularizacion; esto es, métodos eficientes que permitan obtener una estimacion del
objeto de interés.

El problema inverso de estimaciéon de distribuciones de tamanos de particulas, ha
sido estudiado durante los ultimos diez anos por varias ramas de la ciencia, tales
como la quimica, fisica, dptica, matemdticas y computacion. Segin [18], las pro-
piedades dispersantes de una particula dependen de su tamano, de su forma, de la
parte real y de la parte imaginaria de su indice de refraccién, y de la distribucién
de tamanos de particula (PSD). Por ejemplo, en la atmdsfera, donde se encuen-
tran las nubes, el polvo y los aerosoles, la distribuciéon de tamanos de particulas
no es despreciable si se relaciona con una longitud de onda de radiacion; es decir,
con energia que se libera en forma de ondas electromagnéticas ([18]). La PSD
es una caracteristica fisica de gran importancia en sistemas coloidales particula-

! suspensiones?, dispersiones®, polvos, etc. ([7]). El

dos como aerosoles, emulsiones
comportamiento reoldgico y la estabilidad quimica de emulsiones y dispersiones,
las velocidades de reaccién y difusion, y ciertas propiedades magnéticas y opticas
son influenciadas por la PSD ([7]). En aplicaciones industriales, la PSD puede afec-
tar el sabor y textura de ciertos alimentos, las propiedades de las pinturas, tintas
y toners, los procesos de fabricacion de ceramicas, y la velocidad de consumo de

combustibles y explosivos ([7]). En el caso particular de los coloides poliméricos?

Sistema heterogéneo constituido por dos liquidos inmiscibles. Un liquido es dispersado en
otro. Un ejemplo clasico de emulsion es la mezcla entre agua y aceite.

2Una suspensién es un tipo de mezcla heterogénea constituida por pequefas particulas de un
sélido dispersas en un medio liquido en el que no pueden disolverse.

3Una dispersién es un sistema en el que las particulas distribuidas de un material se dispersan
en una fase continua de otro material. Las dos fases pueden estar en el mismo estado o en
diferentes estados de la materia.

4Es una dispersién acuosa, carente de toxicidad, que tienen las particulas del plastico y del
caucho dispersas en agua. Son particulas muy pequenas que estan dispuestas de manera segura y
conveniente para fabricar este polimero que luego se transforma en latex para muros o adhesivos.
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(latex), la PSD es una propiedad muy importante dado que afecta su formula-
cioén, su procesabilidad y las propiedades de uso final del material (propiedades
reolégicas®, fisicas y mecénicas), cuando se le utiliza en adhesivos, recubrimientos,
pinturas o tintas ([18]). Por ejemplo, la PSD resulta muy importante en la pro-
duccién de latex de alto contenido en sélidos; donde una PSD bimodal permite
una reduccion de la viscosidad del latex con respecto a una PSD unimodal de
igual tamano medio de particula ([18]). La PSD también influye en la formacién

6 su crecimiento y su interaccién entre ellas dentro de

de particulas polimericas
un proceso de polimerizacién’. Por estas razones, el conocimiento preciso de la
PSD es necesario para caracterizar el producto final, para entender e interpretar
los procesos fisicoquimicos que tienen lugar en los procesos de polimerizacién, y
para desarrollar politicas de control sobre dichos procesos ([18]).

Una herramienta factible para el monitoreo de tamanos de particula en reacciones
de polimerizacién ® es la Turbidimetria ([18]). La estimacién de la PSD a partir
de mediciones de turbidimetria, requiere la resolucién de un problema inverso mal
condicionado, el cual consiste en invertir la medicién obtenida sobre la base del
modelo matemdtico que describe el fenémeno de turbidez; es decir, la teoria de dis-
persién de Mie ([18]). En 1908, el fisico aleman Gustav Mie (1868-1957) desarrolld
la primera teoria sobre la dispersién por una particula esférica, la cual describe la
interaccion de una onda plana con un dieléctrico esférico y relaciona las medicio-
nes de turbidez con la distribucién de tamanos de particula ([7]). Segun Mie, se
produce mas dispersién hacia adelante que en niguna otra direccién y conforme
aumenta el tamano de la particula aumenta la dispersion hacia adelante. Apesar
de la simplicidad experimental del método de turbidimetria pocos investigadores
a intentado determinar la PSD usando esta técnica. Esto se debe a las dificulta-
des numéricas involucradas en el tratamiento de datos y a la falta de informacién
precisa sobre las propiedades 6pticas requeridas ([24]). En un experimento de tur-
bidimetria se miden a distintas longitudes de onda, la atenuacién de un haz de luz

que pasa a través de una o varias particulas sumergidas en agua, a este haz de luz

5La reologia es la rama de la fisica que se estudia el modo en que los materiales se deforman
o fluyen en respuesta a fuerzas o tensiones aplicadas. Las propiedades reolégicas estudian el
comportamiento de los fluidos sometidos a carga mecéanica.

6Particulas elaboradas a partir de materiales poliméricos de diferente naturaleza.

"Es el proceso quimico de convertir una mezcla de monémeros o moléculas de bajo peso
molecular en una molécula de gran peso, llamado polimero.

8La reacciéon de polimerizacién es consecuencia de un proceso de polimerizacién. En los
adhesivos es comun observar un cambio de fase pasando del estado liquido al estado sélido una
vez que ocurre la reacciéon de polimerizacién.
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se le conoce como espectro de turbidez. Para realizar las mediciones de turbidez se
usa un equipo llamado espectrofotometro, el cual tiene la capacidad de proyectar
un haz de luz monocromatica a través de una muestra y medir la cantidad de luz
que es absorbida por dicha muestra. Un espectrofotémetro estd compuesto por los

siguientes dispositivos ([10, 18]):

Fuente de Luz: un espectrofotometro cuenta con dos lamparas, una haloge-
na (espectro visible (Vis) ) y una de deuterio (espectro ultravioleta (UV) ),

las cuales emiten la radiacién en un espectro de longitudes de onda continuo.

= Monocromador: El monocromador aisla las radiaciones de longitud de
onda deseada que inciden sobre la muestra a analizar, se usa para obtener

luz monocromatica.

» Fotémetro o Detector: es el encargado de captar la radiacion y a su vez
dejarla en evidencia para su estudio posterior; es decir, detecta la cantidad de
fotones que se absorben en la muestra y envia una senal a un galvanémetro
o pantalla digital. Existen dos tipos de fotometros: los que responden a los

fotones y los que responden al calor.

» Compartimiento de muestra: es donde se produce la interaccién entre
la particula y la longitud de onda. Durante este proceso, se aplica la ley de

Beer-Lambert con base en sus leyes de absorcién.

Las técnicas de dispersion de luz como la turbidimetria, la dispersién estatica y
la dispersion dinamica, no solo permiten calcular la intensidad de luz transmitida,
también es posible estimar distribuciones de tamanos de particula y didmetros
medios de particulas en sistemas dispersos ([7]). Durante el estudio del proble-
ma inverso de estimacion de la PSD, se han propuesto diferentes métodos para
resolverlo a partir del conocimiento de la turbidez basados en técnicas de regula-
rizacién ([20]). En 2012, Luis Gugliotta y Luis Clementi estudiaron el método de
redes neuronales de regresién generalizada para la soluciéon al problema inverso
de estimacién de la PSD de ldtex en sistemas coloidales a partir de mediciones
de turbidimetria. Dicho método se analiza sobre muestras de latex de poliestireno
en agua con didmetros promedios de particula de 50 nm, 100 nm y 200 nm. En
1969, Yakamoto y Tanaka estimaron la PSD de aerosoles basados en mediciones

de turbidimetria, suponiendo que el indice de refraccion de los aerosoles es 1.50
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y discutieron el efecto de adoptar un indice de refraccion diferente en la estima-
cién. En 1971, H. Grassl presenté un método de iteracién para la determinacién
de la PSD de aerosoles a partir de mediciones de turbidimetria; dicha iteracién
considera el factor de extincién de particulas como un conjunto de funciones de
ponderacion. También discute la influencia de la humedad en el indice de refrac-
cion de la particula y el medio no absorbente.

El presente trabajo de tesis se centra en el estudio de forma tedrica y numérica
del problema inverso de estimacion de PSD para particulas esféricas de latex in-
dustriales, a partir de mediciones de turbidimetria, lo cual requiere la resolucion

del problema inverso mal condicionado dado por:
T=Af;

donde 7 son las mediciones de turbidimetria o espectro de turbidez, A es la matriz
que se obtiene a partir de la teoria de Mie, y f es la PSD que se quiere estimar. En
este caso, el problema inverso consiste en hallar f a partir del conocimiento de 7
y la matriz mal condicionada A. Este trabajo también pretende ser una guia para
abordar el problema inverso de estimacién de PSD en su forma matricial, presen-
tando las principales definiciones y conceptos asociados a la ecuacién operacional
que describe la relacién entre la turbidez y el tamano de particulas en términos
de un numero finito de datos, ademads, se realiza una aproximacion a la solucién
original en una aplicacién sintética del problema inverso mediante métodos de
regularizacion como la inversa generalizada de Moore-Penrose y la regularizacién
de Tikhonov.



Capitulo 1
Conceptos Basicos

Este capitulo comienza con una introduccién a los problemas inversos; en las sec-
ciones restantes, se analizan definiciones y resultados bésicos en los cuales se basa la
modelacion y la solucion al problema inverso de estimacion de distribuciones de tamanos

de particula, los cuales seran tutiles en los capitulos siguientes.

1.1. Introducciéon

Los problemas inversos representan la dualidad de todo problema que se pre-
senta en las matematicas, es la contraparte del problema directo y muchas de
las veces resulta mas complejo de resolver. En general, al resolver un problema
inverso se busca caracterizar el objeto de interés, a partir de informacién indirec-
ta, es decir, a partir de sus consecuencias. Por ejemplo, la prospeccion geologica

abordada en el Ejemplo 1.1.

Ejemplo 1.1. (Prospeccion geolégica)

La prospeccién geologica consiste en determinar la ubicacion, la forma o algunos
parametros de anomalias geoldgicas en el interior de la tierra, a partir de medicio-
nes en la superficie ([20]). Es una de las actividades involucradas en el descubri-
miento de yacimientos de minerales tutiles. Esta actividad se realiza a partir de un
estudio de la estructura geolégica del terreno junto con un mapa geoldgico el cual
proporciona una distribucién probable de minerales ttiles en los territorios bajo
investigacion. En lugares donde las consideraciones tedricas indican la presencia
de dépositos enterrados que no llegan a la superficie, la prospecciéon geoldgica im-
plica la perforacion de pozos exploratorios y, en ocasiones, la excavacion de pozos

y socavones profundos.
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Como se ha dicho anteriormente, en la prospeccion geoldgica se quiere conocer
informacion acerca de la composicién de la tierra que estd localizada a una pro-
fundidad h, a partir de mediciones obtenidas desde la superficie. Por ejemplo,
cuando se quiere determinar los cambios en la densidad de masa p(z), 0 <z <1,
de una regién anémala localizada a una profundidad h, se realizan mediciones de
la componente vertical f,(x) del cambio de fuerza en el punto z. La masa de un

elemento de volumen en el punto z’ estd dada por:
m = p(z')Ax',

y la distancia entre el instrumento con el que se mide en la superficie, ubicado en
la posicién z y la region andémala, ubicada en la posicién 2’ con profundidad h, se
) Y

define como:
d(z,2") = /(x — 2")? + h2.

El cambio de gravedad se describe mediante la ley de la gravedad de Newton

definida como:

f=m/d,
con 7 la constante gravitacional.
T
! 9
h
o—J < o—>
0 x/ 1

Figura 1.1: Esquema de una medicién sobre la superficie en la posicion = para
obtener informacién sobre una anomalia geoldgica x’ en el interior de la tierra,

localizada a una profundidad h.

Si el lector desea encontrar mas informacion y detalles de este problema inverso

puede consultar [20].
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1.2.

Propiedades de Matrices

En esta seccion se enuncian algunos resultados importantes sobre matrices que

se usaran en este trabajo, dichos resultados fueron tomados de [5, 8, 16, 32].

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K de escalares (K = R o C), y

denotemos por M, ,(K) al conjunto de matrices de tamano n X n con entradas

en K. Las entradas de una matriz A se denotan como a;; o A, j].

Nota 1.1. Los espacios vectoriales con los que se trabajard son de dimensién

finita (salvo se diga lo contrario).

Definicién 1.1. Dada una matriz A € M,,«,(C), se define y denota por:

At a la matriz que cumple que A'i,j] = Alj,i] para todo i,j y que es
llamada matriz transpuesta de A.

A*, a la matriz que cumple que A*[i,j] = Alj,i] para todo i,j y que es
llamada matriz transpuesta conjugada o matriz adjunta de A.
Matriz hermitiana, si cumple que A = A*.

Matriz normal si cumple que AA* = A*A.

Matriz simétrica, si A € M,x,(R), y A= A"

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 1.18 el cual se enuncia mas

adelante.

Corolario 1.1. Sean A, B € M, x,(C). Entonces se cumple que:

1.
2,
3.
/.

5.

(A+ B)* = A* + B*.
(@A) =aA*, YaeK
(AB)* = B*A*.

A= = A

I =1

Teorema 1.1. Suponga que A € M,xn(K) y B € M,x,(K). Entonces se cumple

que:

1.

(A = A,
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2. (AB)! = B'A".
3. Si A, B € My»n(K), entonces (A+ B)' = A + B".
4. Si A es invertible, entonces A' es invertible y (A')~t = (A71)"
Definicién 1.2. Sea A € M, «,(K), se dice que es reqular o invertible si existe

otra matriz cuadrada de dimension n, llamada matriz inversa de A y denotada

por A71, tal que AA™Y = A7YA = I,

Definicién 1.3. Se dice que A € K es un autovalor o valor propio de la matriz
A € My (K) sic
JveV, v#0:Av = .

En tal caso, al vector v se le llama autovector o vector propio asociado a .
Teorema 1.2. Sea A € M, »,(K).

1. Un escalar \ es un valor propio o eigenvalor de A si y sdlo si,

p(A) = det(A— \) = 0.

2. Un wvector v es un vector propio o eigenvector de A correspondiente aun

valor propio \ si y solo si v es una solucion no trivial del sistema:

(A=A =0,

Definicién 1.4. Una matriz A € My« (K) es definida positiva, si es simétrica y

st 2t Az > 0 para todo x € K", donde x # 0.

Observacion 1.1. Una consecuencia de la Definicién 1.4 es que si la matriz A es

definida positiva, entonces todos los valores propios de la matriz A son positivos.
Las siguientes son propiedades de las matrices definidas positivas:
1. Toda matriz definida positiva es invertible.

2. Si A es una matriz definida positiva y a es un nimero real positivo, entonces

aA es definida positiva.

3. Si Ay B son matrices definidas positivas, entonces la suma A + B también

lo es.
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4. Si AB = BA, entonces AB es también definida positiva.

Definicién 1.5. Se llama espectro de A y se denota como sp(A) al conjunto de

valores propios de A.

Definicién 1.6. N4 se denomina el espacio nulo o nulidad de A y estd definido
y denotado por:
No={zeR": Az = 0}.

Nota 1.2. A la dimensién de Ny, se le denota por v(A) y se denomina nulidad

de A. Si Ny4 contiene solo al vector cero, entonces v(A) = 0.

Definicién 1.7. Sea A € M,,«,(R). Entonces el espacio imagen de A, denotado
por Im(A), estd dada por:

Im(A) ={y e R": Az =y para alguna x € R"}.

Definicién 1.8. Sea A € M,,«,(R). Entonces el rango de A, denotado por

ran(A), estd dado por:
ran(A) = dim Im(A).

Definicién 1.9. Si A € M,,«,(R), sean {ri,ra,...,rm} los renglones de A y

{c1,¢9,...,¢,} las columnas de A. Entonces se define:
Ra = gen{ri,ro,...,rm} y Ca=genf{ci,ca,... cn}

R4 es llamado espacio de los renglones de A y C4 es llamado espacio de las

columnas de A.

Definicién 1.10. Una matriz A € M,,x,(R) se dice de rango completo por ren-
glones si se cumple que:

dim Ry = m;

es decir, la cantidad de renglones linealmente independientes de A es m.
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Definicién 1.11. Una matriz A € Mp,«n(R) se dice de rango completo por co-
lumnas si se cumple que:

dim Cy = n;

es decir, la cantidad de columnas linealmente independientes de la matriz A es n.

Definicién 1.12. Una matriz Q € M, x,(R) se llama ortogonal si:
QQ=I, y Q@ =I.
El conjunto de las matrices ortogonales de orden n se denota y se define como:
O(n,R) ={Q € Myxn(R): Q'Q=1, y QQ =1I,}

Teorema 1.3. Sea la matriz Q € My«,(R). Las siguientes condiciones son equi-

valentes:
a) Q€ O(n,R).

b) Q preserva el producto interno de vectores:
Vz,y € R", (Qz,Qy) = (z,y).
¢) Q preserva la norma euclidiana de vectores, denotada por |||, :

Ve e R, ||Qx|, = |z, .

Teorema 1.4. Para cualquier matriz A, Cx = Im(A). Es decir, la imagen de

una matriz es iqual al espacio de sus columnas.

Teorema 1.5. Si A € M,,,(R), entonces,

dim Ry = dim Cy = dim Im(A) = ran(A).

Teorema 1.6. Sea A € M,,»,(R). Entonces,

ran(A) +v(A) =n;
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esto es, el rango de A mdas la nulidad de A es igual al nimero de columnas de A.

Teorema 1.7. Sea A € M, «,(R). Entonces A es invertible si y solo si,

ran(A) = n.

Teorema 1.8. Sea A € M,,«,(C). Entonces se cumple lo siguiente:

Im(A*) = [Na]" y Na- = [Im(A)]*".

Teorema 1.9. Una maltriz cuadrada es simétrica real si y solo si es ortogonal-

mente diagonalizable.

Teorema 1.10. Para cualquier matriz A € My, (R), y un vector u € R™ y

v e R™, se cumple que:

(Au,v) = (u, A'v).

Demostraciéon:

(Au,v) = (Au)'v = (u'A") v = (A'v) = (u, A'v)

1.3. Normas matriciales y Espacios de Hilbert

A continuacién trabajaremos con matrices de tamano m X n, con coeficientes
en el campo de los nimeros complejos C y presentaremos definiciones y algunos
resultados basados en [27, 34, 2, 8, 42].

Definicién 1.13. Una funcion ||-|| : C" — R se dird una norma vectorial sobre

C™ si satisface las propiedades:

1. a) ||z|| > 0, para todo x € C™.
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b) ||z|| =0 < x =0, para todo x € C".
2. ||ax| = |a|||z]|, para todo x € C* y a € C.
3.z +yll < |zl + llyll, para todo z,y € C™.

Ejemplo 1.2. A continuacién se presentan las normas mas comunes en C™.
. t
Siz=(r1,...,2,) € C",

1. La norma vectorial suma (o norma 1) esté definida por:
n
lzll, =D lal:
i=1

2. La norma vectorial euclidiana (o norma 2) se define como:

N 1/2
el = (zw) |
=1

(A partir de este momento la norma euclidiana se denotara como ||-|,)

3. La norma vectorial p, esta definida por:

n 1/p
Iz, = (Z Ixilp> , para p€R, p>1.
i=1

(Observe que ||-||, v [|-]l, son casos particulares de |[-]|,)

4. La norma max o norma oo, o norma de Chebyschev, se define mediante:

[2]loe = max{|za], .. [za]}.

(El uso del subindice oo se debe a que Vo € C", |[z[| , = lm [lz|,)
p—o0

A continuacién se enuncian y prueban algunos resultados importantes sobre

las normas vectoriales.

Teorema 1.11. Dos normas vectoriales ||-||, y |||l sobre C* se dicen equivalentes

st existen constantes ¢; > 0, co > 0 tales que:

Ve e, o lall, < llzll, < callell,
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Lema 1.1. Para cualquier x € C", las normas vectoriales ||-||,, |||y, [||l, son

equivalentes, es decir, se cumple que:

lzlly < llzll, < Vol
12/l < llzlly < vVl

2]l < lllly < n -
Teorema 1.12. Toda norma vectorial ||-|| sobre C" es una funcién continua.

Demostracién: Sea ||| cualquier norma vectrial sobre C".
. t , .
Siz=(r1,...,2,) € C"y ey, €g,...,e, los vectores de la base canénica de C",

se tiene que:

llz]| = |lxier + ... 4+ zpen|
< lzillleall + - 4 [znl llenl
<M (|Jzq|+ ...+ |xn]) con M =méx{|lei],-..,|lenl}
< Mn |z
< Mn ||z, .

Entonces, Vz,y € C" se cumple que:
Nzl =yl < llz =yl < Mn |z —yll,;

asi, si la distancia euclidiana entre = e y es pequena, también lo sera la distancia

entre los nimeros ||z|| v ||y| ; esto muestra la continuidad de ||| . O

La teoria de normas de vectores es posible extenderla a matrices, a continuacién

se presentan definiciones y resultados sobre normas matriciales.

Definicién 1.14. Una funcion ||| : Myxn(C) = R se dird una norma matricial

sobre My, «n(C) si cumple con las siguientes propiedades:

1. a) ||Al| >0, para toda A € My,5n(C).
b) |A|l =0« A =0, para toda A € M,,«,(C).

2. [|AA] = [N |A]l, para toda A € M,,«n(C) y todo X € C.

3. ||A+ B| < ||Al| + ||B]], para toda A, B € M,xn(C).
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Ejemplo 1.3. Sea la matriz A € M,,4,(C) y a; ; € C sus respectivos coeficientes.

Las normas matriciales méas conocidas son:

1. La norma vectorial suma o norma 1, cuando se aplica a matrices, conduce

a la funcion ||-||, definida por:

m
Al = méx >~ Jag].
=1

1<j<n

2. La norma vectorial euclidiana o norma 2, aplicada a matrices, determina la

funcién ||-||, definida por:

], = (fz>/

i=1 j=1

La norma matricial ||-||, también es conocida como norma de Frobenius,

norma de Schur o norma de Hilbert-Schmidt.

3. La norma vectorial p, aplicada a matrices, determina la funcién ||--[|,, defi-
nida por:

m n 1/p
|All, = (ZZWH”) :

i=1 j=1
4. La norma oo o norma max, cuando se aplica a matrices, conduce a la funcién

definida por:

/oo »

n
1A = méx > fail-
7=1

1<i<m 4

Proposicion 1.1. Las siguientes desigualdades, son propiedades de las normas

matriciales:
1. || A% < |A|", para toda A € Myn(C) y k € N.
2. |nsnll > 1, con I,xp la matriz identidad de n X n.

3. Si ||A]| < 1, entonces A¥ — 0, cuando k — oo, para toda A € My, (C) y
todo k € N.

4. p(A) < ||A|l, para cualquier norma matricial y para toda A € My, 5, (C).
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Norma matricial inducida por una norma vectorial

En la siguiente seccion estudiamos el procedimiento para construir la norma
matricial inducida por una norma vectorial dada sobre C".
Consideremos los espacios vectoriales C" y C™ con normas vectoriales ||-||,. , ||]l,,, ,
y bases canénicas  y 7, respectivamente. Sea A € M,,+,(C) la representacion

matricial de la transformacién lineal:

T:C"—C™,
T(x) = Az, VYzr e C",

sobre las bases candnicas [ y 7. Sabemos que la magnitud de una matriz A esta
dada por su norma matricial ||A||, pero si dicha matriz es la representacién ma-
tricial de una transformacion lineal T, jcémo podriamos medir la magnitud de
dicho operador? Lo logico seria pensar que la forma en como medimos la magni-
tud de una matriz deberia estar relacionada con la forma en la que querriamos
medir la longitud de una transformacién lineal. La idea general para medir una
transformacién lineal es ver cuanto crece un vector de entrada z a medida que se
convierte en un vector de salida T'(x). Dado un vector x € C", quisieramos saber
como se transforma ese vector, y luego querriamos medir que tan grande es su
vector de salida, para eso podriamos considerar las normas vectoriales ||-||, sobre

"y |||l sobre C™ de tal forma que la magnitud del vector de salida T'(z) es

1T (@),

Como nos interesa saber cudnto crece el vector de salida T'(x) en relacién con el
vector de entrada z, dividimos entre la magnitud del vector x, siempre y cuando

x # 0, y obtenemos:
1T (@),

el

(1.1)

Pero queremos ver todos los vectores posibles z € C" y elegir el que esta mas

magnificado y medirlo. Para esto, consideramos el elemento supremo, dado por:

T
U ]
zecr ],
x#0

El nimero «a nos daria la maxima cantidad por la que creceria cualquier vector x

bajo el efecto de T. Dado que A es la representacion matricial de la transformacién
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lineal T, entonces el niimero « se puede escribir como:

y representa la maxima cantidad por la que creceria cualquier vector x bajo el
efecto de la matriz A; tal nimero o también es una medida del tamano de A.
Estd observacion motiva una clase de normas matriciales conocidas como normas

matriciales inducidas.

Definicién 1.15. Sean [|-||,, : C* = R y [|-||,, : C™ — R dos normas vectoriales.
Se denomina norma matricial ||-|| sobre Mp,«n(C) inducida por dichas normas

vectoriales a la aplicacion:
[l + Mipxn(C) — R,

definida como:
|Az]l,,

JA]l = sup ——==.
lll,,

zeCn
x#0
Proposicion 1.2. Para x € C", se cumple que:

A
sup [Azll, = méx |[|Az|
secr lzll,  lall,=1
z#0

m*

Demostracién: Sea z € C", observemos que:

[Az]l,,, _

n €T n (|
ﬁig) " %Egb "

[Az]l,, -

Dado que ﬁ € C, entonces por la propiedad 2 de la Definicion 1.14 se tiene que:

4l Ax
= sup ||A *
xiS; Han m
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Haciendo y = H;” , se obtiene que:
|Az|,,
sup sup [l Ay, - (1.2)
vegr N2l =

Observemos que todo vector x € C™ se puede volver unitario si lo dividimos por

su norma, asi es posible cambiar la notacién y reescribir la ecuacién (1.2) como:

A
sup Az, = sup |Azx|,,- (1.3)
eeCr el o=

Por el Teorema 1.12 sabemos que la funcién ||Az||,, es continua; ademas, el con-
junto:

S={zeC: |all, =1},

es compacto. Dado que una funcién real continua alcanza su maximo y su minimo
en un conjunto compacto, entonces se tiene que la funcién || Az||, alcanza su valor
maximo y minimo en el conjunto S para todo x € S; por lo tanto, se debe cumplir

que:

A
sup 1A _ 1Az]),, . (1.4)

e lzll,, Izl =1
0

Con esto concluimos la revisién de las normas vectoriales, matriciales y sus
equivalencias. A continuacion estudiamos conceptos basicos sobre el producto es-
calar estandar sobre C y algunos resultados sobre las sucesiones de Cauchy y los

espacios de Hilbert.

Sucesiones de Cauchy y Espacios de Hilbert

Definicién 1.16. El producto escalar estindar en C" es una aplicacion,

C" x C" — C,

(2,y) — (z,y) = y'w =Y @i ;
i=1

donde y* es el vector transpuesto conjugado de y. El producto escalar estindar

satisface lo siguiente para todo x,y,z € C" ya € C:
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1. (x,z) >0, y (x,x) =0 si y solo si x = 0;

2. (z,y) = (y,z);

3. (x+y,2)={(x,2) + (y,2);

4. afw,y) = (az,y) = (v, ay).

Definicién 1.17. Sea el espacio C". Un vector x € C" es un vector unitario si
se cumple que ||z|| = 1. Los vectores x,y € C" son ortogonales si (x,y) = 0. Un
subconjunto S de C™ es ortogonal si cualquier par de elementos distintos de S es
ortogonal. Finalmente un subconjunto S de C" es ortonormal si S es ortogonal y

estda formado unicamente de vectores unitarios.
Definicién 1.18. Una sucesion {x,} en un espacio normado se dice ser una

sucesion de Cauchy, si dado € > 0, existe N € N tal que:

|en —zm|| <€, Vn,m>N.

Teorema 1.13. Convergencia de una sucesion de Cauchy.

a) En cualquier espacio métrico X, toda sucesion convergente es una sucesion

de Cauchy.

b) Si X es un espacio métrico compacto y si {P,} es una sucesion de Cauchy

en X, entonces {P,} converge a algin punto de X.

c) En RF, todas las sucesiones de Cauchy convergen, para k € N.

Definicién 1.19. Un espacio vectorial lineal normado X es completo si toda su-
cesion de Cauchy en X es convergente en X . Un espacio vectorial lineal normado

completo es llamado espacio de Banach.

Observacion 1.2. Se dice que un espacio vectorial X es lineal, si se cumple que

para cada x € X, este se puede escribir como combinacion lineal de vectores en

X.

Definicién 1.20. Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial lineal X con un

producto interno definido en X x X.

Definicién 1.21. Un espacio completo pre-Hilbert es llamado espacio de Hilbert.
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1.4. Valores singulares

Tanto los valores singulares como la descomposicién en valores singulares de
una matriz son conceptos muy importantes para el objetivo de este trabajo, por lo
que definimos el concepto de valor singular y se dan algunos resultados relaciona-
dos. Si el lector desea mas informacién sobre las demostraciones de los resultados
de esta seccion puede consultar [32, 28].

Dada la matriz A € M,,«x,(R), se tiene que la matriz A*A es simétrica, pues se

cumple que:

(AfA)" = AT (AY)' = A'A,

ademas, también es semidefinida positiva, ya que:
st At Az = (Ax)' (Az) = || Az|]> > 0.

Luego, por la Definicién 1.4 los valores propios de A*A son reales y positivos.

Definicion 1.22. Sea A € M5, (R). Sean Ay, ..., \, los valores propios de A'A

ordenados en forma decreciente, es decir,
M > > . >\, > 0.

Entonces o; = \/\; es el i-ésimo valor singular de A.

Los valores singulares o1 y 0, de una matriz proporcionan la siguiente infor-

macion.

Proposicién 1.3. Sea A € M,,,«,(R). Entonces, si o1 y o, son, respectivamente,

el mayor y el menor valor singular de A, se tiene que:

méx [|[Az|| =01 y min ||Az]| = o,.
[lzf|=1 ll=ll=1

El siguiente resultado es clave para la descomposicion en valores singulares de
una matriz. Para esto, recordemos que por el Teorema 1.9 toda matriz simétrica
de n x n es ortogonalmente diagonalizable, es decir, existe una base ortonormal

de R™ compuesta por sus vectores propios.
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Teorema 1.14. Sea A € Mp,«n(R). Supongamos que A1, Aq, . .., 0, son los valores

propios de A'A y que:
)\12)\22---2)\r>)\r+1:---:)\n:07

en otras palabras, los autovalores de A'A estdn ordenados en forma decreciente y
el numero de valores propios no nulos es r.

Sea {v1,...,v,} una base ortonormal de R™ tal que A'Av; = \jv;, entonces:

1. {Avy, ..., Av,} es un conjunto ortogonal y ||Avi]| = VAN = o; para todo

1=1,...,n;
2. {ﬂ, Av ﬂ} es una base ortonormal para Cy.
o1 g2 Or
3. {vp11...,0,} es una base ortonormal para N ;

4. ran(A) = r =ndmero de valores singulares no nulos.

Demostracién: Sea {vi,...,v,} una base ortonormal de R" tal que:
AtAUi = )\ﬂii,
1. Probemos primero que {Awvy,..., Av,} es un conjunto ortogonal:

<AUZ',AU]‘> = (A’Ui)t(A’Uj)
= 'UEAtAUj
= Ui \j;

= (vjv;)
N, sii=j,
0, sii# ]

Ahora, probemos que ||Av;|| = VA = 0, :

[Awi]|* = (Avy)" Av,
= ’U;?AtA’Ui
= vf)\ivi
=\ ||vi]
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Avy Avs
o1 ) o2

Av; Av; 1
< Y R U]> = <AU¢,AU]'>
g; O'j 0'in
1
- (A Av;, vj) ...Teorema 1.10

0,05

2. Probemos primero que el conjunto { R, %} es ortonormal:

1
= )\z 1y Vg
Uin< Vi, Vj)
Ai

= ;Uj@uvj)

0, i#7J
1, i=j

Para ¢ # j, los v; son ortogonales, de modo que (v;,v;) = 0. Para ¢ = j

tenemos que % = 1, por la definiciéon de valores singulares, y dado que
2 1
(v, v;) = ||lvi]|” = 1, por que v; son vectores normales.

Avy  Awvg

S22 ﬂ} es ortonormal.
o1 o9 or

Por lo tanto, el conjunto {

Solo resta probar que:
gen{Avy, ..., Av.} = Ca.

Consideremos la transformacién lineal T : R™ — R™, definida como:
T(x) = Az, VzeR"™

Observemos que Im(7T) = C4, ademas, como {vy,...,v,} es una base orto-

normal de R" y T'(v;) = Av;, entonces se tiene que:
Ca=1Im(T) = gen{Auvy,..., Av,};
ademds, ||Av;|| = 0; =0, si ¢ > r + 1, por lo tanto:

Cy=gen{Avy,..., Av,.}.

. Sabemos que {v,41,...,v,} es un conjunto ortonormal, y que |[Av;|| = 0
para todo ¢ > r 4 1, asi por propiedades de las normas vectoriales se tiene

que Av; = 0. Luego, v; € N4, ademas, por el Teorema 1.6 se tiene que
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dim Ny = n—r, por lo tanto, {v,41,...,v,} es una base ortonormal de N,.

4. Se deduce del punto 2 que dim(Cy4) = r. Luego, por el Teorema 1.5 se tiene
que:
dim Cy = ran(A) =r.

Ademds, r también es el nimero de valores propios no nulos de A'A, los
cuales coinciden con el nimeros de valores singulares no nulos de A. Por lo

tanto, se cumple que:

r = ran(A) = num. de valores singulares de A.

]

A continuacién se presentan definiciones y algunos resultados de la teoria de
descomposicién en valores singulares de una matriz A € M,,.,(R) que serd de

ayuda en la regularizacién de Tikhonov usada para resolver el problema inverso.

Descomposicién en valores singulares (DVS)

A continuacion definimos lo que se conoce como descomposicién en valores

singulares (DVS) de una matriz.

Definicién 1.23. Sea A € M, (R). Una descomposicion en valores singulares

de A es una factorizacion de la forma:
A=UxV
con U € Myym(R) y V€ M, yn(R) ortogonales y ¥ € M,,sn(R) definida como:

D Orx(n—r) o ... 0
, donde D=
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) 0 ... Or

con

opL>09>...20.>0, r<m,n.

La notacion Oy representa la matriz de tamano k x | con coeficientes nulos.
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El siguiente resultado nos da una forma de escribir a la matriz A a partir de
su DVS.

Lema 1.2. Si A = UXV! es una DVS, con X igual que la Definicién 1.23 y los
vectores v; y u; son las i—ésimas columnas de V' y U respectivamente, entonces

la matriz A se puede escribir como:

T

t

A= E oAU,
i=1

donde cada una de las matrices u;v! es de rango igual a 1.

Definicion 1.24. Si A = UXV? es una DVS de A, a los vectores v; que aparecen
como columnas de la matriz V' se les denomina vectores singulares derechos de A,
mientras que a los que aparecen como columnas de U se les denomina vectores

singulares izquierdos de A.
El siguiente resultado nos permite establecer que toda matriz admite una DVS.

Teorema 1.15. Sea A € M,,x,(R). Entonces existe una descomposicion en valo-

res singulares de A.

Demostracién: Sean Aq,...,\, los valores propios de la matriz simétrica A*A
ordenados en forma decreciente. Supongamos que exactamente r valores propios
son no nulos (r podria ser n). Sean {vy,...,v,} los vectores propios de la matriz
AA, los cuales forman una base ortonormal de R” tal que A'Av; = \wv;, para
todo 7 = 1,...,n. Asi, definimos la matriz ortogonal, V' = [Ul Uni| , v las

matrices:

D Orx(n—'r) g1 ... 0
Y= con D= 1|: " ],

0(m—r)><r O(m—r)x(n—r) 0 ... o,

donde,

Uz:\/A_z

Hasta ahora solo tenemos las matrices V' y 3 de la DVS de A, por lo que nos falta
hallar la matriz ortogonal U. Con el objetivo de hallar la matriz U, consideramos

los vectores:
Avy Av,y Av,
U= ——, Uy = ——, ..., U = .
01 02 Or
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Sabemos por el Teorema 1.14 que el conjunto {uy,us, ..., u,} es ortonormal.
Observemos que si r = m, entonces es posible definir U = [ul u,,] que es
una matriz ortogonal, en el caso de que r < m buscamos vectores w1, ..., Un
de tal forma que {uy,...,u,} sea una base ortonormal de R™ (En [2] se describe
una forma de extender un conjunto ortonormal S a una base ortonormal B.) Asi,
es posible definir U = [Ul . Um} que es una matriz ortogonal.

Ahora veamos si se cumple que A = UXV?. Por un lado tenemos que:

AV = [A’Ul Avy ... Avn] = [alul oo oty Avpgq L. Avn] .
Dado que A\.;1 = ... =\, = 0, entonces se cumple que:
Avpyr = ... = Av, =0,
luego,
AV = [alul co.oopue 0L 0}-

Por otro lado,
UY = [alul coooopu 0L 0} .

Por lo tanto, se cumple que:
AV =UY,

y como V es una matriz ortogonal, es decir, V! = V=1 asf llegamos a la igualdad:
A=UxV"

[]

Con estos resultados enunciados anteriormente la descomposiciéon en valores

singulares de una matriz esta completa.

1.5. Operadores lineales y continuidad

En esta seccién enunciamos resultados importantes sobre transformaciones li-
neales entre espacios vectoriales formados por funciones, las cuales transforman
unas funciones en otras, denominadas operadores lineales. En especifico nos intere-

sa el operador lineal llamado proyeccién ortogonal. Si se requiere mas informacién
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respecto a los resultados enunciados puede consultar [26, 11, 16, 20].

Definicién 1.25. Sean V' y W espacios vectoriales (sobre un campo K). Un ope-
rador T -V — W se dice que es lineal si para toda x,y € V y u, A € K se cumple
que:

T(Ax + py) = AT(z) + pT'(y)

Definicién 1.26. Sean V' y W espacios vectoriales y sea T : V. — W un operador

lineal. Definimos al espacio nulo N(T) del operador T como:
N(T)={x eV :T(x)=0}.
Definimos la imagen R(T) C W del operador T como:
R(T)=A{T(z) :xz € V}.

Definicién 1.27. Sean X e Y dos espacios vectoriales normados yT : X — Y un

operador lineal. Entonces T es continuo si y solo si verifica la siguiente condicion:
dIM >0eR:||T(x)|| <M |z||, VxelX.

Proposicion 1.4. Un operador T que va de un espacio normado X a un espacio
normado Y es continuo en el punto xo € X sty solo st para cada x, — xo implica
que T(x,) — T(x0).

Teorema 1.16. Un operador lineal es acotado si y solo si es continuo.
Definicién 1.28. Dado un operador lineal ¢ : X — Y con X e Y espacios de
Hilbert. Una sucesion de elementos {x,} de un conjunto X es llamada sucesion
minimizante si se cumple que:

lim ¢(x,) = inf ¢(x).

n—oo

Definicién 1.29. Sea T : X — Y un operador lineal y acotado sobre espacios de
Hilbert. Entonces existe uno y solo un operador lineal acotado T :' Y — X con la
propiedad.:

(T'(x),y) = (x,T"(y)), Ve e X,y €Y.

Este operador T :'Y — X es llamado el operador adjunto de T.
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Nota 1.3. El operador adjunto se basa en la generalizacion de la matriz trans-

puesta conjugada.

Definicién 1.30. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita con bases
ordenadas 5 = {x1,...,x,} yv = {y1,.- -, Ym}. Sea T : V. — W wun operador
lineal. Entonces existen escalares unicos a;; € K (i = 1,...,m; j = 1,...,n)

tales que:

T(x;) = Zaijyj, para 1< j <n.

i=1
LLamaremos a la matriz A € Mp,«n(K), definida mediante Alij] = a;;, como la

representacion matricial de T en las bases ordenadas B y v, y la escribiremos
como A= [T];. Si V=W y B =1, escribiremos A = [T],.

Definicién 1.31. Sean X e Y espacios de Hilbert y T : X — Y un operador
compacto con su operador adjunto T™ :' Y — X. Las raices cuadradas o; = \/)\_]
Jj € J de los valores propios \; del operador auto-adjunto T"T" : X — X son
llamados los valores singulares de T. Aqui J C N podria ser finito o J = N.

Nota 1.4. Note que cada valor propio A de T*T es no negativo, pues:
T°T(z) = Az,
esto implica que:
Mz, z) = (T"T(z),z) = (T'(z),T(z)) >0, i.e., A > 0.

Teorema 1.17. Sea T : X — Y un operador lineal compacto, T* :' Y — X su
operador adjunto, y o1 > 09 > o3... > 0 la secuencia ordenada de los valores sin-
gulares positivos de T, contados en relacion con su multiplicidad. Entonces existen

sistemas ortonormales {z;} C X e {y;} CY con las siguientes propiedades:
T(z;)=o05y; vy T (y;) =05z, Vje

El sistema (0, xj,y;) es llamado un sistema singular para T. Cada valor x € X

posee la descomposicion en valores singulares:

T =xo+ Z(:c,xj>:(;j,

jeJ
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para algin o € N(T') y

T(z) =) oz, 2;)y;.

jeJ

Teorema 1.18. Sea V' un espacio con producto interior dimensionalmente finito

y sean T' y U operadores lineales en V. Entonces, se cumple que:
1. T =T.
2. (T+U)=T"+U".
3. (aT)* =aT* Va e K.
4. (ToU)*=U*oT™,
5 I'=1.
6. SiT* =T, se dice que el operador lineal es autoadjunto.
En especifico nos interesa el operador lineal llamado operador de proyeccion

ortogonal, para esto es necesario estudiar el concepto de complemento ortogonal

y algunos otros resultados que ayudaran en la comprension de dicho operador.

Definicién 1.32. Sea V' un espacio vectorial con producto interior y sea W un
subespacio de V. Definimos al subespacio W+ como el conjunto de todos aquellos
vectores de V' que son ortogonales a todos los vectores de W'; esto quiere decir que
Wt ={zeV:(zx,y) =0, Vy e W}. Al subespacio W= se le llama complemento
ortogonal de W.

Definicién 1.33. Sean V' un espacio vectorial y Wi un subespacio de V. Un

operador T : V — V se llama proyeccion sobre Wy si:
1. FEuxiste un subespacio Wy, tal que V- = W1 & Wh.
2. Para todo x € V, existen x1 € Wi y xo € Wy, tales que x = x1 + x».

Definicién 1.34. Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio

con producto interior V. Entonces,

V=WaW.
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Teorema 1.19. Un operador lineal T' es inyectivo si y solo si N(T') = {0}.

Teorema 1.20. Dado el operador lineal T : C* — C™, la restriccion
T’R(T*) : R(T*) — R(T),

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Lema 1.3. Sea T': C* — C™ un operador lineal. Entonces N(T|gr+)) = {0} .

Definicién 1.35. Sea V' un espacio con producto interior, y sea T : V. — V

una proyeccion. Decimos que T es una proyeccion ortogonal si [R(T)]" = N(T) y
L

[IN(D)]™ = R(T).

Para comprender la diferencia entre una proyecciéon arbitraria y una proyec-
ci6én ortogonal sobre W, consideremos el ejemplo en [11]. Sea el espacio vectorial
V = R? y el subespacio W = {(z,y) : y = x} C V. Definimos y denotamos
los operadores U y T como en la Figura 1.2 donde U(v) y T'(v) son la repre-
sentacion grafica de una proyeccién arbitraria y la proyeccién ortogonal sobre W,

respectivamente. Observemos que el vector v — T'(v) € Wty v —U(v) ¢ W,

Figura 1.2: Proyeccién ortogonal de v € V' sobre W.

En la Figura 1.2 se puede observar que T'(v) es la mejor aproximacién en
W para v; es decir, si w € W, ||lw—v| < ||T(v) —v| . Esta es una propiedad

importante que caracteriza al operador lineal proyector ortogonal.

Teorema 1.21. Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio con
producto interior V, y sea T la proyeccion ortogonal sobre W. Entonces, para
cualquier v € W : el vector T'(v) es el unico elemento de W que se acerca mds a

v; esto es, ||lv—T)|| > |lv —w| para toda w € W.
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Otra manera de definir al operador de proyeccién ortogonal es como el tinico

operador lineal de C" sobre W tal que:

x, x€W,
Ble) = 0 ewt
, .

Dado que la proyeccién ortogonal de v € C™ sobre W es un endomorfismo en C”,

entonces tiene una matriz asociada P, € M, «,(C) tal que:
Pov=10;

donde v es la proyeccion ortogonal de v. Para hallar la matriz de proyeccién
ortogonal P, consideremos el conjunto B = {by,by,...,bs} una base para W.

Definiendo la matriz Pg € M,,»4(C) como:
Pp = [bl b2 bd];

tendremos que:

Pgc = v

siendo ¢ el vector de coordenadas respecto de la base B del vector proyectado.
Dado que v y 0 son vectores ortogonales, se cumple que: (0,v — 0) =0, conv € W
y v — © € W+. Reescribiendo esta ecuacién en funcién de Py, v y ¢ obtenemos lo

siguiente:
<PBC,U—PBC> = 0. (15)

Dado que el producto escalar es igual a cero, podemos asegurar la conmutatividad,

luego, por la Definicién 1.16 es posible reescribir la ecuacién (1.5) como:

(Pgc,v — Pgc) = (Pge)* (v — Pge)
= " Py (v — Pgc)
= " (Pgv — PjPgc)
=0.

Observemos que el tinico vector ortogonal a todos los vectores ¢ € C¢ es el vector
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0 € C4, esto significa que se debe cumplir lo siguiente:
Pgv — PpPpe = 0;

por lo tanto,
Pjv = PSPge. (1.6)

Dado que las columnas de la matriz Pg son linealmente independientes, entonces
se cumple que la matriz Pj Pp es invertible. Luego, al multiplicar ambos miembros

de la ecuacién (1.6) por (P5Pg)~" obtenemos lo siguiente:
(P5Pg) " Phu =c.
Premultiplicando por Ppg, se obtiene:
Py (P5Pg)~' Piv = Pge = 0.
Por lo tanto la matriz de proyeccion ortogonal esta dada por:
P, = Pg(P3Ps)"" Pp. (1.7)
Las siguientes son propiedades de la matriz de proyeccién ortogonal P, :
1. La matriz P, es simétrica.

Demostracion:

T

P} = (Py (PyPs) ' Py)
= (P5)* (Ps (P3Ps)")

(PPs) ") Pp
(P5P5)7) " Py

2. La matriz P, es idempotente.
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Demostracién:

P2 = (Py (PyPs) " Pp)°
= Py (P;Pp)" PpPs (P5Ps)” Pj
— Py (PpPp) " P
=P,.

m
El siguiente resultado nos da una condiciéon para que una matriz sea un operador

de proyeccién ortogonal sobre su imagen.

Teorema 1.22. Sea A € M, ,(C). Entonces, A es un operador de proyeccion
ortogonal de C™ sobre R(A), es decir, A = Pg(ay, si y solo si, A> = A = A*.

1.6. Problemas bien planteados

En esta seccion se presentan definiciones basicas para la comprension del teo-

rema del mapeo abierto y su aplicacién en los problemas bien planteados.

Definicién 1.36. Sean X yY dos espacios normados yT : X — Y una aplicacion
lineal 0 no lineal. La ecuacion T(x) =y se denomina bien planteada si se cumple

lo siguiente:

» FEzistencia: Para todoy € Y existe al menos un x € X tal que T'(z) = y.
» Unicidad: Para todo y € Y eziste a lo mds un x € X con T'(z) =y.

» Fstabilidad: La solucion x depende continuamente de los datos y; esto es para
cada sucesion {x,} C X tal que T(x,) — T(z) cuando n — oo, entonces se

tiene que x, — = cuando n — 0.

Para ejemplificar la importancia del buen planteamiento de un problema con-
sideremos el problema de Cauchy para la ecuacién de Laplace y probemos que el

problema inverso resulta en un problema mal planteado.

Ejemplo 1.4. Sea el problema de Cauchy para la ecuacién de Laplace, definido

por el siguiente problema de contorno:

2 2
Au(z.y) = Fulz,y)  ulz,y)

Ox2 Y2 =0, (z,y) € Rx[0,00); (1.8)
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con condiciones iniciales:

u(z,0) = f(x),

Vo € R.
Oou(z,0)
oy 9(x),

= El problema directo consiste en encontrar el valor de las funciones f y ¢

a partir del conocimiento de la funcién solucién u(z,y).

» El problema inverso consiste en encontrar la solucién u(z,y) a partir del

conocimiento de las funciones f y g.

Nos interesa resolver el problema inverso; es decir, encontrar una solucién a la
ecuacion (1.8) a partir del conocimiento de las funciones f y g, a los que llamare-
mos datos de Cauchy. Para esto, consideremos el caso particular en que f y g son

las funciones definidas por:

Al resolver el problema inverso, encontramos que la tinica solucién al problema de

Cauchy que satisface las condiciones iniciales, esta dada por:

1
u(z,y) = ﬁsen(nx)senh(ny), reR, y>0;

la cual satisface:

u(z,0) = %sen(nx)senh(O)

— 0,
y también:
) 1
% = ﬁsen(nx)(nCOSh(o))
1
— Esen(n:c)n
1

n
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Ahora vamos a analizar el error de aproximacién entre los datos de Cauchy y el

error entre las soluciones, con respecto de la norma del supremo. Observemos que

|

el error en los datos esta dado por:

1
ﬁsen(nx)

sup {1(2)] + ()]} = sup {o ;

z€R
1

ﬁsen(nx)

= sup
zeR

= —Sup |sen{nx)| .
— sup Jsen(na)

Sabemos que sup |sen(nz)| = 1. Por lo tanto,
T€R

sup {[(2)] + o)} = 1

luego, se cumple que 1 — 0, cuando n — oo.
n

Mientras que el error en la solucion esta dado por:

1
sup [u(z,y)| = sup | — sen(nz)senh(ny)
zeR zeR | T

1
= — senh(ny) sup [sen(nz)|
n r€R

1
= ﬁsenh(ny);
entonces, se cumple que n—lgsenh(ny) — oo cuando n — oo, para todo y > 0;
es decir, el error en los datos tienden a cero, pero el error en la solucién tiende
a infinito. Por lo tanto, la solucién al problema de Cauchy u(x,y), no depende
continuamente de las condiciones iniciales f(x) y g(x), asi el problema es un

problema mal planteado, pues no se cumple la estabilidad de la Definicion 1.36.

Teorema 1.23. Teorema del operador abierto

Sean X eY dos espacios de Banach yT : X — Y un operador lineal acotado.
a) SiT es sobreyectivo, entonces T es abierto.
b) Si T es biyectivo, entonces T~' es continuo y por tanto acotado.

El teorema del operador abierto da condiciones para que un operador lineal

acotado sea abierto y también da condiciones para que un operador lineal acotado
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tenga inverso continuo; esto permite demostrar que los problemas cuyo operador
inverso sea continuo, son problemas bien planteados.
A continuacion, consideremos el Ejemplo 1.5 que ilustra un problema bien plan-

teado y es una aplicacion directa del Teorema 1.23.

Ejemplo 1.5. Sea X = (C?[a,b] un espacio de Banach. Definimos la norma de
f € X, como:

LA = 1 oo + 17 Nloo + 11l

es decir, tendremos que:

IF1] = max | £(t)] + max [/ (0)] + max | £ (2)] (1.9)

t€la,b] t€la,b]

Ademds, también consideremos el espacio de Banach Y = C?[a, b] x R?, en el cual

la norma de g € Y se define como:
(9.0 ) = mix lo(t)| +la] + |8 (1.10)
donde «, 8 € R. Definimos el operador T': X — Y como:

T(f) = wof" +yf +yaf, f(a), f(])),

donde, ¥o, y1, y2 son constantes positivas. Demostremos que el operador T' es

lineal, para esto consideremos la combinacién lineal:
l=af+Bg, con f,geX, y «, fER;
entonces, se debe cumplir que:
T (1) = (yol" 4+ wl' + yal, 1(a), 1(D)) .

Calculamos cada una de las derivadas y cada una de las evaluaciones:

11" =af" + 8"

2. I'=af + B4

3. l(a) = af(a) + By(a)

4. 1(b) = af (b) + By(b)



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 36

Sustituyendo los valores de I” y I’ en T'(), obtenemos lo siguiente:

Yol + il + yol = yolaf' + Bg") + yi(af' + Bg') + ya(af + Bg)
=a(yof" +uif + v f)+ Bwg” +11d + y29).

Luego, al sustituir [(a), {(b) y el valor encontrado anteriormente, en el valor del

operador T, tendremos que este se puede reescribir como:

T() = (ayof" + y1f +y2f ) + Bwog” + 119" + v29), af (a) + Bg(a), o f (b) + Bg(b))
=a((yof" + i f +yof), fla), f(D) + B((yog" + y19" + v29), g(a), g(b))
=aT(f)+BT(g)

Por lo tanto, se cumple que:

T(af + Bg) = aT(f) + BT(g)-

Asi, concluimos que el operador T : C?[a, b] — C?[a, b] x R?, es un operador lineal.
Ahora probemos que el operador lineal T', es acotado.

Del Teorema 1.16 sabemos que es necesario probar que el operador 1" es continuo,
es decir, debemos probar la existencia de una constante M > 0, tal que para toda

f € C?*a,b] se cumpla que:

IT(HI < MfIl-

En este caso, por la desigualdad del tridngulo y la cota de f para toda z € [a, b,

se tiene lo siguiente:

T = Nod” + 3+ paf, £ (), FO)]
= méx [iof" () + ' (2) + . (2)| + | (@) + |FB)
< mix [yof"(x) + 91/ (@) + f ()| + 2 mix | /()

< yo max | f"(2)] +yr méx | f'(2)| + (y2 + 2) méx [f(z)];
z€[a,b] z€[a,b] z€la,b]
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luego, al factorizar las constantes positivas yo, y1 ¥ (y2+2), se obtiene lo siguiente:

MaXzepap | [ ()]  MaXpepy [f(2)]  maxXscpy |f($)|)

T < youyr(y2 + 2) ( yi(ya + 2) vo(y2 + 2) Yoy

< youn(ys +2) (m F(@)| + mix |f/(2)] + méx |f(fv)!>
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

= yoy1(y2 + 2) || f]l ;

donde M = yoy1(y2 + 2) > 0, esto pues, yo, 1, Y2 > 0. Por lo tanto, se tiene que
el operador lineal T es acotado. Ahora probemos que el operador lineal acotado

T, es un operador inyectivo. Sean f, g € C*?[a,b] supongamos que:

entonces, probemos que se cumple:

=g

Recordemos que dos funciones continuas f y g son iguales, si tienen el mismo

dominio, codominio, y si ademas, se cumple que:

f(z) =g(x), Yz € [a,bl.

En este caso, ambas funciones tienen el mismo dominio y el mismo codominio.

Dado que T'(f) = T(g), entonces se debe cumplir:

Wof" +uif +vaf, f(a), f(b) = (yog” + v1g’ + y2g,9(a), g(b)) ;

esto significa que:

Yol "yt +yof = yog" + 19" + 129 (1.11)
f(a) = g(a) (1.12)
f(b) = g(b) (1.13)

Si denotamos como w = f — g, entonces obtenemos la ecuacién diferencial:

yow” + yr1w' + yow = 0 (1.14)
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Observemos que la ecuacién diferencial (1.14) de segundo orden es lineal con co-
eficientes constantes, y como de la ecuacion (1.12) se tiene que w(a) = 0, entonces
se satisfacen todas las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad para
ecuaciones diferenciales de grado n, en consecuencia w = 0, es la tinica solucién

en cualquier intervalo que contenga el valor de a. Por lo tanto, tendremos que:

entonces,
f=y.

Con esto queda demostrado que el operador lineal acotado 7" es inyectivo. Notemos
que el operador T' también es sobreyectivo, pues para cada f € C?[a, b] existe una

unica f”, f’, y las evaluaciones f(a) y f(b), tales que:

T(f) = (wof" +uf +uaf, fla), f(b)).

De todo lo anterior, tenemos que el operador 71" es lineal, acotado, inyectivo y
sobreyectivo, esto es, T' es biyectivo. Por lo tanto, el operador T cumple con todas
las hipétesis del Teorema 1.23. Asi, se puede concluir que el operador T' es abierto

y el operador inverso 7! es continuo, es decir, acotado.

Que el operador T~! sea continuo, garantiza que el Ejemplo 1.5 sea un pro-
blema bien planteado, lo cual nos indica que la soluciéon depende continuamente
de los datos. Los ejemplos 1.4 y 1.5 nos dan una idea de la importancia de los
cambios que puedan surgir en la solucién, respecto a los cambios en los datos de
un problema. En el problema de la tesis, se estudia un problema inverso de la
forma Az = b, en el cual resultan muy importantes los cambios en los datos b y en
la solucion z, es decir, es necesario encontrar condiciones para garantizar el buen
planteamiento de nuestro problema. Para esto, estudiemos el condicionamiento de

la matriz A en la siguiente seccion.

1.7. Condicionamiento de una matriz

En esta seccion, nos interesa el estudio de los cambios que puede sufrir la
solucion de un problema cuando los datos de entrada son modificados ligeramente.

En el estudio de dichos cambios, el niimero de condicién de una matriz A, juega
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un papel muy importante, pues es el principal indicador de la estabilidad de la
solucion del sistema Az = b, es decir, es una medida de la sensibilidad del sistema
con respecto a los errores en los coeficientes de la matriz A y las componentes de b.
En general, los problemas inversos resultan mal condicionados o mal planteados,
este mal condicionamiento se debe al incumplimiento de alguna de las propiedades
del Teorema 1.36 que son existencia, unicidad y estabilidad ([33]). Normalmente
los problemas que estan mal condicionados resultan en un nimero de condicion
muy grande, lo cual no sucede cuando el niimero de condicién resulta muy cercano
a uno. Si se requiere mas informacién de los resultados enunciados en esta seccion
puede consultar [33, 39, 8|.

Perturbacién del término independiente b.

Segtn [39], un sistema de ecuaciones lineales Ax = b se dice bien condicionado
si pequenos cambios en la matriz A o en el vector b generan pequenos cambios
en la solucién; y se dice mal condicionado cuando pequenas perturbaciones en
la matriz A o el vector b producen cambios relativamente grandes en la solucién
exacta. La Definiciéon 1.5 nos permite establecer si el sistema que modela el pro-
blema inverso estd mal o bien condicionado. En la practica el incumplimiento
de la condicion de existencia se debe a que no existe un modelo matematico que
ajuste perfectamente un conjunto de datos dados, principalmente si el modelo ma-
tematico de la fisica del problema es aproximado o los datos tienen errores ([33]).
La existencia de una solucién no es problema insuperable, pues siempre se puede
forzar esta condicién extendiendo el espacio de soluciones, ajustando los datos
en algin sentido aproximado ([33]). Resulta un problema mayor la existencia de
multiples soluciones, pues resulta dificil elegir cual de todas las soluciones es la
méas adecuada. El incumplimiento de la condicién de unicidad se debe en algunos
casos a que en la préactica sélo una cantidad limitada de datos esta disponible
para reconstruir el modelo. Por lo general, el incumplimiento de la condicién de
estabilidad se da en muchos problemas inversos, esto se debe a que el problema
inverso depende continuamente de los datos. Una manifestacién de inestabilidad
en problemas inversos discretos puede observarse a través del llamado niimero de
condicién de la matriz del sistema ([33]).

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Az =b, con A€ Mp«n(C), x€C", beC™ .
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En este caso, estudiaremos los cambios producidos en la solucién exacta xy, cuando
se realizan pequenos cambios en el vector b. Supongamos que existe solucién tnica

xo # 0, la cual cumple que:
Azg =1b. (1.15)

Dado que, se quieren estudiar las variaciones en el vector solucién x( ante varia-
ciones del vector b, se considera el sistema Ax = b+ Ab, el cual se asume tendra
solucién unica xg + Azg.

De aqui, se obtiene la siguiente ecuacion:
A(xg + Axg) = b+ Ab. (1.16)
Restando las ecuaciones (1.15) y (1.16) se obtiene lo siguiente:

A.CEO—A.TO—AA.TO:Z)—I)—AZ?
AAzg = Ab (1.17)
Por lo tanto, para las ecuaciones (1.16) y (1.17) se cumple que:

AAxg  Ab % b
Azy  Axg 4 o o

Luego, al tomar la norma vectorial |-||,,, v [|-|l,, en cada una de las ecuaciones,
obtenemos lo siguiente:
[AAzol,, _ [Ab]l,, [AZoll,,, _ 11ll,

= Yy = : (1.18)
| Ao, | Ao, zoll,, zoll,,

Por otro lado, por la ecuacién (1.4), podemos definir lo siguiente:

A
M = sup A% g

regr lzll,,  l=l,=1
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De aqui, se tiene que para todo x # 0, en particular para zg, se cumple que:

[Azo,, | AA o],

M > < /"
[zoll,, |Azol],

Luego, por las igualdades 1.18 se obtiene:

16]] | Ab]|
M > oy m< .
o, [Azol],,
De todo lo anterior,
1 M ||AD]|
lzoll,, — [10l],, m

Multiplicando ambas desigualdades, obtenemos:

|Azoll, _ M [|Ab],,

loll,, = m[bll,,,

(1.19)

En consecuencia, el valor de % proporciona una cota superior para el crecimiento
1Azoll,,

del error relativo ool Esto se verifica con la siguiente definicion.
n

Definicién 1.37. El valor %, es llamado nimero de condicion de la matriz A y
se define como:

max || Azx|,,
lall=1

c(A) = (1.20)

min |[Az|
||:1:Hn:1|| e

El nimero de condicién ¢(A), proporciona un limite para el crecimiento del
error relativo, es decir, nos da un control de los cambios que se producen en la

solucién exacta xg, cuando realizamos cambios en el término independiente b.

Observacion 1.3. Por la Proposicion 1.3 se tiene que si 07 v 0, son, respectiva-
mente, el mayor y el menor valor singular de A, entonces el nimero de condicién
¢(A) se puede reescribir como:
max |o|
k

c(A) = ——=

mgn|0k| oo

01
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En el caso de que la matriz A sea regular, entonces su niimero de condicién se

puede definir como sigue.

Definicién 1.38. Sea ||.|| una norma matricial inducida y A una matriz reqular.

Entonces el nimero de condicion de la matriz A se define y se denota como:
o(4) = 4]l |47 (1.21)

Si A no es regular, se define ¢(A) = +o0.

Observacion 1.4. En general, el nimero de condiciéon de una matriz A cumple

lo siguiente:

1. ¢(A) > 1.

2. Si ¢(A) = 1, entonces, se dice que A es una matriz bien condicionada; y si

¢(A) >> 1, entonces, se dice que A es una matriz mal condicionada.

Considere el siguiente ejemplo donde la matriz A € M, ,(R) es regular y la

norma vectorial que induce la norma matricial es la norma vectorial euclidiana
[l -

Ejemplo 1.6. Perturbacion de la matriz A € My, (R)

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales Az = b con:

9 —1 15 11
A=13 0 5| €Msys(R) y b=|17| R
2 5 4 -3

Resolvemos el sistema por medio de la Regla de Cramer, para esto calculamos los

siguientes determinantes:

9 -1 15
det(A)=13 0 5|=2
2 5 4

11 -1 15
det(x1) =17 0 5| = 1083
-3 5 4
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9 11 15
det(zs) =13 17 5| =280
2 =3 4
9 -1 11
det(z3) =13 0 17|= —643
2 5 =3

Luego, tendremos lo siguiente:

det(x;) 1083

= = =5H41.5
“ det(A) 2
det(zy) 80
e —_ — = 4
L=y~ 2 N
g — det(w3)  —643 _ _3915

det(A) 2

Por lo tanto, la solucién exacta al sistema de 3 x 3 es:

541.5
Ty = 40
—-321.5

Ahora, modificamos el coeficiente a;; de la matriz A por el valor 9.1.

Asi, tendremos el sistema (A + AA)z = b, donde:

91 —1 15 11
A=13 0 5 y b=1|17
2 5 4 -3

43

Resolvemos el sistema modificado por medio de la Regla de Cramer. Para esto
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calculamos los siguientes determinantes:

91 -1 15
det(A+AA)=|3 0 5|=-05
2 5 4

11 -1 15
det(x1) =17 0 5| = 1083

-3 5 4
9.1 11 15
det(ze) =13 17 5|=883
2 -3 4
91 -1 11
det(x3) =13 0 17|=—651.5
2 5 =3
De aqui, obtenemos lo siguiente:
. det(r;) 1083 9166
YT det(A+AA) T —05
det(xs) 88.3
= = = —176.6
2T det(A+ AA) T 05
det(x3) —651.5
— — —1
T (AT AA) T 05 03

De donde se obtiene que la solucién al sistema alterado (A + AA)z = b, es:

—2166
To+ Axg= | —176.6
1303

Observemos que un cambio menor en un coeficiente de la matriz A produce un
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cambio muy significativo en la solucién al sistema. Esto es un indicio de que el
sistema Az = b, es mal condicionado. Por lo que los resultados obtenidos con este
tipo de sistemas no son confiables para la toma de decisiones.

Una forma de saber si nuestro sistema de ecuaciones es mal condicionado es rea-
lizando el célculo del nimero de condicién de la matriz A, el cual se defini6 en la
ecuacién 1.21. En este caso, se tiene que A es una matriz regular, por lo que se

cumple que el det(A) # 0, y existe matriz inversa A~! dada por:

~12.5 395 —25
At =] 1 3 0
75 —235 15

Considerando la norma vectorial euclidiana aplicada a matrices tendremos que el
numero de condicién de la matriz A estd dada por:
c(A) = || Ally [[A],
= (v3s6) (v23135)

= (19.647)(48.410)
= 951.111.

Se puede observar que ¢(A) >> 1, por lo que la matriz A es mal condicionada.

A continuacién estudiamos un ejemplo en donde la perturbacion del sistema

Ax = b se da en el vector b.

Ejemplo 1.7. Perturbacion del vector b.

Consideremos el sistema Az = b con:

10 7 8 7 32

75 23 )
A= € M4X4(R) Yy b= eR

8§ 6 10 9 33

7 5 9 10 31

Realizamos el cédlculo de los siguientes determinantes, asi se obtiene que:
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10

23 7 8 7
32 5 6 5
33 6 10 9
31 5 9 10

10 23 8 7

8§ 33 10 9

23 7
32 5
33 9
31 10

—_
2 SR =
o o ot

8 23
6 32
10 33
9 31

AI’4 =

-
ot O ot

Luego, usando la regla de Cramer obtenemos que la soluciéon exacta del sistema

es:

—_ = =
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Supongamos que existe una variacién en el vector b, dada por:

0.1
—0.1

0.1
—0.1

Ab =

Luego, al aplicar nuevamente la regla de Cramer y resolver el sistema, obtenemos

que la solucién del sistema alterado Ax = b+ Ab es:

9.2
—12.6
4.5
—-1.1

T+ Axr =

Calculamos los errores relativos, respecto a la norma vectorial euclidiana:

Asi, tendremos lo siguiente:

|Az|  v/268.86
eal Vi

— 8.1985 ~ 8.2,

|Ab|  +/0.04
16l /3603

Notemos que el error relativo respecto a la solucién = del sistema es demasiado

= 0.0033 ~ 0.003.

grande, lo cual nos indica que existe una diferencia importante entre la solucién
exacta y la solucion del sistema alterado. De aqui, que un cambio pequenio Ab en
el vector b, resulta en cambios muy significativos en la soluciéon x, por lo que se
dice que el sistema esta mal condicionado. Por lo tanto, los resultados obtenidos
con este sistema resultan no ser confiables para la toma de decisiones.

Calculemos ahora el nimero de condicién de la matriz A, para esto consideremos
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la matriz inversa de A dada por:

Dado que la matriz A es regular, entonces es posible usar la ecuacién (1.21) para

hallar el nimero de condicién de A, luego se tiene que:

c(A) = || All, || A7,
- (vom) (voms)

= (30.545)(98.529)
— 3009.568.

Como ¢(A) >> 1, entonces la matriz A es mal condicionada, y esto nos indica
que pequenos cambios en el vector b del sistema resultan en cambios grandes en

la solucién.

Para ahorrarnos calculos al decidir si el sistema estd mal condicionado, el
numero de condicién de la matriz A juega un papel muy importante, pues apartir
de él podemos saber si tratamos o no con un sistema de ecuaciones mal condi-
cionado. En esta tesis se trabajara con sistemas mal condicionados, en los que se

perturba a los datos, pero no se perturba a la matriz.



Capitulo 2

Planteamiento del problema
inverso de PSD

En muchos productos y procesos de fabricacion se utilizan particulas. En la indus-
tria de los alimentos muchos de estos estan en forma de polvos secos o molidos.
En la industria farmacéutica, en especifico, las soluciones farmacéuticas liquidas
son entregadas en forma de emulsiones, como cremas para el cuerpo, ungiientos
o pomadas, jarabes, o alimentos como la mayonesa, la leche y el yogurt, donde el
tamano de la gotas es importante. Incluso particulas biolégicas como exosomas! y
virus que fluyen en forma de particulas hacia y a través de nuestras venas ([13]).
Es decir, los sistemas particulados forman parte de nuestra vida cotidiana, de
ahi la importancia de la estimacion de tamanos de particulas en materiales como
polvos, emulsiones, suspensiones y aerosoles, esto pues, el tamano es un indicador
valioso de calidad y rendimiento del material ([13]). Por ejemplo, el polvo o las
gotas en el rango de 2-5 nm (1 nm = 10~%m) se aerosolizan mejor y penetran los
pulmones més profundamente que los tamanos mas grandes ([13]). El tamafio y la
forma de los polvos influyen en las propiedades de fluidez y compactacién?, esto
pues, las particulas mas grandes y esféricas fluiran tipicamente mas facilmente
que las particulas més pequenas ([13]). Los andlisis de distribucién de tamanos
de particulas se utilizan en mezclas de especias y aromas, como por ejemplo el
clavo, la pimienta y el orégano, para conocer los tamanos de las particulas que las

componen y sus proporciones, asi como para determinar su homogeneidad ([14]).

IEstructura diminuta en forma de bolsa que se forma dentro de una célula y contiene algunas
de las proteinas celulares, asi como porciones del ADN y ARN de la célula.

2Procedimiento de aplicar energfa al suelo suelto para eliminar espacios vacios, aumentando
asi su densidad y en consecuencia, su capacidad de soporte y estabilidad entre otras propiedades.

49
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Por estas y por otras razones es importante medir y controlar el tamano y la forma
de las particulas, ya que se utilizan como control de calidad.

Existen distintas técnicas para la estimacion de distribuciones de tamano de
particulas, muchas de estas técnicas deben considerar la naturaleza dispersa de las
poblaciones de particulas. Los métodos més conocidos son el tamizado, las mallas,
la microscopia, la sedimentacion, difraccion laser y técnicas de dispersion de luz.
En este trabajo se usan ténicas de dispersiéon de luz, las cuales son herramien-
tas importantes para el estudio de las caracteristicas de sistemas heterogéneos,
como los sistemas de particulas inmersas en un medio no absorbente. Estas técni-
cas miden simultaneamente gran nimero de particulas basados en la teoria de la
dispersién de luz. En especifico usaremos la técnica optica de medicion llamada
turbidimetria, con la cual es posible medir el espectro de turbidez, y a partir de
la teoria de Mie relacionar el espectro de turbidez con la distribucion de tamano
de particulas (PSD).

2.1. Laturbidimetria como técnica 6ptica de me-
dicion

La dispersion de luz puede considerarse como la redireccion de la luz que tiene
lugar cuando una onda electromagnética (EM) o rayo de luz incidente, encuentra
un obstaculo (o una falta de homogeneidad). Un experimento tipico de dispersién
de luz se muestra en la Figura 2.1. Segun [33], cuando la luz incidente reacciona
con la muestra, la componente del campo eléctrico de la radiaciéon induce una
polarizacion oscilante de los electrones en las particulas. Entonces, las particulas
actian como fuentes de luz secundaria y en consecuencia son fuentes de radiacion
dispersada. La luz dispersada a distintos angulos es registrada por un detector, el
cual nos brinda informacién sobre el movimiento y la estructura de las particulas
en el material ([33]). El detector puede registrar tres vectores I5(0), I5(t) e I,())),
de diferentes técnicas, los cuales registran la intensidad de luz después de atravesar

en forma de onda la muestra de particulas.
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Muestra

Detector
Haz de luz

incidente

Figura 2.1: Experimento de dispersion de luz.

Las técnicas mas empleadas para extraer informacién de un experimento de
dispersion de luz son: Dispersion de Luz Dindmica (DLD), Dispersion de Luz
FEstdtica (DLE) y Turbidimetria (T). La técnica de Dispersién de Luz Dindmica,
consiste en monitorear las variaciones en la intensidad de luz dispersada, denotada
por I,. Dichas variaciones se deben a que las pequenas moléculas en la solucion se
encuentran bajo el movimiento browniano?, esto es, la distancia entre los disper-
sores de luz estd cambiando constantemente con el tiempo ([33]). Asi, el vector
de intensidad de luz dependera de la variable t, con lo que obtenemos el vector
I5(t). La técnica de Dispersion de Luz Estdtica observa patrones de interferencia
de luz entre las particulas midiendo la intensidad de luz como funcién del angulo
6, por lo que el vector de intensidad de luz estd dado por I4(#) ([33]). La Tur-
bidimetria es una técnica analitica optica que se basa en el fendémeno fisico que
ocurre cuando aparecen particulas sélidas en una disolucién homogénea ([9]). La
pérdida de homogeneidad hace que la luz que atraviesa la disolucién no sea de
igual intensidad que antes de aparecer la turbidez ([9]). Existen sistemas para la
medicion de turbidez que operan sobre la base de fendémenos 6pticos que se pro-
ducen al incidir un haz de luz a través de un medio ([1]). La luz se dispersa debido
a la existencia de particulas suspendidas en el interior del medio en analisis, que
también intervienen en la reducciéon de la intensidad del haz de luz resultante
([1]). La manera en que la muestra interfiere con la luz estd relacionada con el
tamano, la forma, la composicién de las particulas en la suspensién y la longitud
de onda de la luz incidente ([1]). La estimacién de la PSD a partir de mediciones
de turbidimetria, requiere la resolucion de un problema inverso mal condicionado
basado en el modelo matematico que describe la interaccién entre particulas y el

espectro de turbidez ([33]). La teorfa de dispersién de Mie o teorfa de dispersién

3Movimiento aleatorio que se observa en las particulas que se hallan en un medio fluido
(liquido o gas), como resultado de choques contra moléculas de dicho fluido.
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esférica, describe la interaccién de una onda plana con un conjunto de particulas
esféricas y relaciona la distribucién de tamanos de particula con la medicion de
turbidimetria y el espectro de turbidez ([7]). Para el estudio de la relacién entre
las particulas y el espectro de turbidez, es necesario medir este espectro haciendo
un experimento de turbidimetria por medio de un espectrofotémetro.

Un experimento de turbidimetria como el que se muestra en [7] y [18], consiste
en medir a distintas longitudes de onda \; (i = 1,...,m), la atenuacién de un
haz de luz (fotones) al atravesar un conjunto de particulas esféricas inmersas en
un medio no absorbente. En principio, un haz de luz pasa a través de un mono-
cromador el cual divide en un espectro visible el haz incidente, es decir, en sus
colores componentes: rojo, anaranjado, amarillo, verde, azul ([44]). Esto se debe a
un fenémeno llamado dispersion. Cuando el haz incidente va del aire hacia el in-
terior del cristal y del interior del cristal hacia el aire, el haz de luz es separado en
sus colores componentes debido a que cada color presenta un indice de refraccién
ligeramente diferente. Cada color representa una longitud de onda, se selecciona
una determinada, la cual recorre un camino 6ptico £ (grosor del tubo de ensayo)
e inside sobre la muestra a analizar (ver Figura 2.2). Finalmente, el fotémetro o

detector mide la intensidad de luz transmitida I();), a través de la muestra ([18]).

Incidencia de luz
° Muestra

Espectro continuo

(1o, \i) (I, )
Monocromador > > Fotémetro

Figura 2.2: Esquema de un espectrofotometro para medicién de la turbidez.

Al medir la intensidad de luz transmitida respecto a una longitud de onda,
se puede obtener un valor proporcional a la concentracién® de la sustancia o sus-
tancias presentes en la disolucién responsable de la turbidez ([9]). Mediante el
conocimiento de la intensidad de luz transmitida I();), es posible calcular el es-

pectro de turbidez que proviene de la Ley de Beer-Lambert, la cual relaciona la

4Concentracién de una disolucién: Segun [6], la concentracién de una disolucién es la cantidad
de soluto (sustancia disuelta) que hay en una cantidad de disolvente o bien de disolucién.
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absorcion de la radiacién electromagnética de una o varias especies quimicas, con
su concentracién y la distancia que recorre la luz en las interacciones particulas-
fotén.

La turbidez se define por la Organizacién Internacional de Normalizacién (ISO),
como la reduccién de la transpariencia de un liquido causada por la presencia de
particulas no disueltas de material distinto al propio liquido ([1]). La medicién de
la turbidez tiene diferentes aplicaciones, una de las mas importantes es el analisis
de la calidad del agua. Un experimento de turbidimetria realizado en un espec-
trofotémetro como el de la Figura 2.2, consiste basicamente en un haz de luz que
pasa a través de un monocromador (prisma), el cual separa los colores de el haz
incidente, refractandolos en diferentes direcciones. El esparcimiento angular de
todos los colores producidos al enviar luz blanca a través de un prisma, se llama
dispersion y la banda de colores asi producida se denomina espectro ([44]); por lo
que el espectro, después de atravesar la muestra, es llamado espectro de turbidez.
Cuando el espectro de luz atraviesa la muestra ocurren diferentes fenémenos fisi-
cos como la absorciéon, fluorescencia o la dispersién que junto con las propiedades
ondulatorias de la luz, como su amplitud, fase, polarizacién y longitud de onda
ofrecen informacién importante de la muestra a estudiar y del medio en la que
estd inmersa ([1]).

En la siguiente seccién se analiza la medicién del espectro de turbidez y se dan a

conocer los conceptos fisicos involucrados en dicha medicion.

2.1.1. Medicién del espectro de turbidez

En un experimento de turbidimetria realizado en un espectrofotémetro se ob-
tiene la medicion del llamado espectro de turbidez. Dado que se trata de un
indicador de apariencia Optica, ocasionado por la dispersion y absorcion de la
energia luminica cuando pasa a través del liquido, entonces la turbidez solo puede
ser medida con técnicas 6pticas ([1]). Una técnica para el estudio de la interaccién
entre la radiacién electromagnética y la materia, es la espectroscopia. Segun [36],
la espectroscopia es el estudio de la interaccion de la radiacion electromagnética
con la materia. Cuando la materia es excitada aplicando energia térmica, eléctrica,
nuclear o radiante, la materia se relaja y vuelve a su estado fundamental, es decir,
a su estado de energia mas bajo o natural, emitiendo radiacién electromagnética,
dando lugar a los espectros de emisién ([36]). También es posible estudiar la in-

teraccion de la radiacién electromagnética con la materia, observando cuales son
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las frecuencias absorbidas, dichas frecuencias apareceran en el espectro, por lo que
estos espectros se les conoce como espectros de absorcion. En general, un espectro
puede definirse como una representacion gréafica de la distribucion de la intensi-
dad de la radiacién electromagnética, emitida o absorbida por una sustancia, en
funcién de la longitud de onda o la frecuencia de dicha radiacién ([36]). Existen
tres tipos de espectros: continuo, lineal, y banda; en el caso de un experimento
de turbidimetria se trata de un espectro continuo, el sol y el arcoiris son otros
ejemplos de espectros continuos. La Espectroscopia, dependiendo de la materia
bajo estudio, se puede dividir en dos grandes ramas: atéomica y molecular, en el
caso de las moléculas, es a través de su momento dipolar o momento magnéti-
co como interaccionan con la radiacién electromagnética ([36]); al momento de
la interaccién de la radiaciéon con un sistema molecular este absorbe energia de
la radiacion, experimentando una transiciéon desde un nivel de energia inferior a
uno de energia superior, lo que origina un espectro de absorcién ([36]). Existen
otro tipo de espectros, los espectros de dispersion, los cuales se originan cuando el
sistema molecular dispersa la radiacién, de forma que una parte muy pequena de
fotones, al interaccionar ineldsticamente con la materia no conserva su energia; es
decir, durante el proceso de dispersion parte de la energia del foton se transfiere a
la molécula y viceversa, origindndose el denominado espectro de dispersién ([36]).
La medicion del espectro de turbidez por medio de la turbidimetria se fundamen-
ta en la espectroscopia, principalmente en la relacién entre la intensidad de luz
incidente y la intensidad de luz dispersada por el medio, las cuales se relacio-
nan mediante la ley de Lambert-Beer, en la que la turbidez es proporcional a la
concentraciéon de particulas ([1]). Esta ley establece que una muestra absorberd
mayor radiacion cuando las dimensiones del material en el que se encuentran las
particulas y el medio no absorbente sean mayores, especificamente, el grosor del
material .Z, que recorre la luz al entrar y salir de la muestra ([18]). Un haz de
radiacién monocromatica paralelo con intensidad de radiacién [ llega al medio
absorbente perpendicular a la superficie, luego pasa a través de la longitud del
medio .Z, que contiene particulas absorbentes que bloquearan la transmision de la
luz (atémos, iones o moléculas), la intensidad del haz disminuye a I como resulta-
do de la absorcién y la dispersién ([1]). Dado que un experimento de turbidimetria
estd basado en mediciones diferentes de longitudes de onda en el vacio, entonces la

intensidad incidente y transmitida dependeran de la longitud de onda A elegida.
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La absorcién de radiacién cuando un haz de luz atraviesa un soluto 5 absorbente
en una disolucién no absorbente se obtiene de la ley Beer-Lambert ([36]). Segin
esta ley, el decrecimiento producido en la intensidad de la radiacion, al penetrar
una distancia d.Z en una disolucion, es directamente proporcional a la intensidad
de la radiacién I(\), a la concentracién de la disolucién y a la longitud del camino
recorrido, es decir, se cumple que ([36]):

% = —a(N)I(A); (2.1)
donde la constante de proporcionalidad, «()), recibe el nombre de coeficiente de
absorciéon y depende de la concentracién de la muestra y es funcién de la frecuencia
de radiacién usada, en este caso la longitud de onda A. La ecuacién (2.1) es una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, por lo que su solucién es de la
forma:

I(\) = I(\)e W2, (2.2)

Si se considera que el material se compone de particulas con diferentes coeficientes
de absorcion y de dispersién, el coeficiente total de absorcion y de dispersién
es igual a la suma de los coeficientes de absorcion y de dispersién de todas las

particulas ([1]). Asi, podemos reescribir la ecuacién (2.2) como:
](/\) — ]O(A)e—(aA-‘raB)Ci”;

donde aA es el coeficiente de absorcion, aB es el coeficiente de dispersion, y C' es
la concentracién del medio no absorbente. Cuando el haz de luz atraviesa el fluido
de la muestra (Fig. 2.3), las particulas suspendidas en un medio no absorbente
dispersan la luz en todas direcciones, por lo que la reduccién de la intensidad del
haz de luz se debe a la difusién del haz por dichas particulas ([1]). En este trabajo
se considera una cantidad finita de particulas suspendidas en el medio, por lo que,
segin [1], es posible usar la medida de luz dispersada; esto pues, supondremos que
el espectrofotémetro que sera usado, cuenta con un fotodetector que detecta pe-
quenos cambios en la intensidad de luz en contraste con un fondo oscuro. Ademas,
se considera el fendmeno de absorcién de luz al atravesar la muestra y el medio

en analisis. La relacién directa entre los datos de turbidez y la concentracién de

|4 . .7 . . . .
°En una disolucién, el soluto es la sustancia que se disuelve, es decir, se combina con otra
sustancia, que es el disolvente.
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particulas suspendidas en el medio depende de muchos factores, como el tamano
de las particulas, la forma, la distribucion, el indice de refraccién de las particulas
de dispersion y de la longitud de onda utilizada ([1]). En este trabajo considerare-
mos un espectrofotémetro que mide la tasa o relacion de intensidades luminosas,
tanto la transmision de la intensidad de luz como su dispersiéon y absorcion.

Por lo general la unidad de medida estdndar para la turbidez es la Unidad Nefe-
lométrica de Turbidez (UNT), aunque en algunos casos se utilizan otras unidades
de medida establecidas por regulaciones y estandares, como Total de Solidos Sus-
pendidos (SST) y Concentracién de Sedimento (SSC) ([1]). La turbidez se mide
utilizando las técnicas de turbidimetria y nefelometria. En este trabajo se con-
sidera un experimento de turbidimetria, la cual es una técnica simple, rapida,

econdmica, y puede ser aplicada a una gran variedad de tamanos de particulas

([18]).

R 1 R
Sﬁ\ /St Detector
Haz de luz M &
incidente.
Haz de luz al
/ \ atravesar la muestra.
Sy | Sy

Figura 2.3: Efectos de luz al atravesar la muestra M. S; es la luz difundida por
las particulas suspendidas en M. R; y Rs son los rayos periféricos del haz de luz
difundido.

Las mediciones de turbidimetria se realiza en un equipo de medicién de tur-
bidez llamado espectrofotémetro como el de la Figura 2.2 el cual se basa en el
fenémeno fisico que muestra la Figura 2.3. Segin [24], dichas mediciones requie-
ren la determinacién del espectro de intensidad de luz incidente Io()\;); v del
espectro de intensidad de luz emergente ()\;) (medida en la misma direccién que
la intensidad de luz incidente Ip).

Llamemos \; (i = 1,...,m) a las longitudes de onda del espectro UV-Vis en el

vacio y muestradas a intervalos regulares A\, entonces, se tiene que el espectro
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de turbidez o extincién de luz 7(\;) se puede definir como ([24]):

T(N) = é log, (IIO& i;) . (2.3)

En general, el espectro de turbidez o extinciéon de luz da una medida de la ate-

nuacién de un haz de luz que atraviesa una suspension de particulas ([21]). De

6 monodispersa’ de particulas

acuerdo a la teoria de Mie, para una suspension
isétropicas® esféricas no absorbentes, en ausencia de dispersién multiple, es po-
sible definir la relacién entre el espectro de turbidez 7();) y la distribucién de

tamanos de particulas a través de la siguiente ecuacién ([24, 21]):
log,,(e)7Z [
() = %/ F(D)Qeat (i, m;) D* dD; (2.4)
0

donde log;,(e) = 0.434..., Z es el camino 6ptico recorrido por el haz de luz
incidente, f(D) es la distribucién de tamanos de particulas normalizada continua

(en ntimero de particulas por cm?

vs el didmetro de la particula D); Q. es la
eficiencia de la extincién de luz al atravesar la muestra; n,,();) es la funcién de
indice de refraccién del medio; n,()\;) es la funcién de indice de refraccién de la
particula (generalmente compleja); m; es el indice refraccion relativo; y x; es el

pardmetro de tamano, estos dos ultimos se definen como ([24, 3)):

;= ka = 7D (”ﬁ”) , (2.5)
o np(Ai)
m; ) (2.6)

donde a es el radio de la particula esférica y k es el llamado vector de onda, el

cual se obtiene al manipular la ecuacién (2.5):

k=2 (”"”f”) . (2.7)

Para ser mas especificos la atenuacién de haz de luz incidente se debe a un

6Mezcla heterogénea formada por un sélido en polvo o por pequeias particulas no solubles
que se dispersan en un medio liquido.

"Caracterizado por particulas de tamafio uniforme en una fase dispersa.

8Los materiales isotrépicos tienen propiedades materiales idénticas en todas las direcciones
en cada punto dado.
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fenémeno fisico llamado extincién de luz, el cual se debe a la absorcion y dis-
persion de luz. En la siguiente seccion analizaremos dicho fenémeno fisico y su
relacion con el problema inverso de estimacién de la PSD; también se define y

analiza el coeficiente de extincion @).,; de acuerdo a la teoria de Mie.

2.1.2. Extincion, absorcién, y dispersion de luz

En un experimento de turbidimetria se colocan una o mas particulas en un

haz de radiacion electromagnética, como se muestra en la Figura 2.3. La velocidad
a la que la energia electromagnética es recibida por un detector D, pasando a
través de un conjunto de particulas se denota por U ([3]). Si las particulas son
eliminadas, el poder recibido por el detector es U, por lo que Uy > U. Esto
quiere decir que la presencia de las particulas ha provocado la extincion del rayo
incidente. Si consideramos que el medio en el que se encuentran las particulas
es no absorbente, la diferencia Uy — U se puede explicar por la absorcion en las
particulas (es decir, transformacién de energia electromagnética en otras formas)
y la dispersion por las particulas ([3]). En general, la extincion es la atenuacién
de una onda electromagnética por dispersion y absorcién a medida que atraviesa
un medio particulado que depende de la composicion quimica de las particulas,
su tamano, forma, orientacion, el medio circundante, el nimero de particulas, el
estado de polarizacién y la frecuencia del haz incidente ([3]).
Consideremos la extincion por una sola particula arbitraria inmersa en un medio
no absorbente e iluminada por una onda plana como se muestra en la Figura 2.4.
Es posible construir una esfera imaginaria de radio r alrededor de la particula;
entonces la tasa neta a la que la energia electromagnética atraviesa la superficie
A de esta esfera es ([3]):

W, = —/ S. e, dA:; (2.8)
A

donde S es el vector de Poyting en cualquier punto y é, es el vector de direccion

de la luz dispersada.
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A_--H---_ FEsfera

 EE—— . ~JImaginaria

Figura 2.4: Extincion por una particula arbitraria en un medio no absorbente.

Si W, > 0, la energia se absorbe dentro de la esfera, y puesto que el medio
es no absorbente, entonces W, es la tasa a la que la energia es absorbida por la
particula ([3]). Por otro lado, segtn [3], el vector de Poynting S promediado en
el tiempo en cualquier punto del medio que rodea a la particula se puede escribir

como la suma de tres términos:
S =8+ 5,4 Seus; (2.9)

donde 5_2, es el vector de Poynting asociado con la onda incidente, este vector
es independiente de la posicién si el medio es no absorbente; 5?5, es el vector de
Poynting del campo dispersado; y se puede interpretar a gmt como el término
que surge a partir de la interaccién entre las ondas incidente y dispersada. Luego,

debido a la ecuacién (2.9) es posible escribir W, como:
Wo = Wi = Wy + Weur; (2.10)
donde:
W, = —Agi-ér dA, W, = /ASS cepdA, Wy = _/AS‘”” e dA. (211)

Debido a que la particula se encuentra en un medio no absorbente la tasa de
energia W; al interior se puede despreciar y asi tendremos que W,,; es la suma de

la tasa de absorcién de energia W, y la tasa de dispersiéon de energia W :

Wear = W, + W, (2.12)
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Observemos de la Figura 2.4 que la irradiancia incidente I; atraviesa la esfera
imaginaria alrededor de la particula como una seccion transversal, es decir, como
un corte de un plano a una esfera. Asi, la relacién que existe entre W,,; e I; es

una cantidad con dimensiones de drea, la cual se define como ([24]):

Wewt
I

Copt = (2.13)
De la ecuacién (2.12) se deduce que la seccién transversal de extincion Ce,y puede
escribirse como la suma de la seccion transversal de absorcion Cys v 1a seccidén

transversal de dispersién Cl,, :
Oezt = C'abs + Csca, (214>

donde Cups = Waps/I; v Csea = Wi /I;. Tambien es posible definir la eficiencia (o
factores de eficiencia de luz) por extincién, dispersién y absorcién como ([3]):

Cecct Csca Cabs

Qemt = A Qsca - ?7 Qabs - 77

G (2.15)

donde G es el area de la seccion transversal de la particula proyectada en un plano
perpendicular a la direccién del haz incidente ([3]). En este trabajo nos interesa
conocer especificamente el valor del factor de extincién de luz Q.. (x;, m;) el cual
depende del parametro de tamano x; y el indice de refraccion relativo m;.

Segun [3], la seccién transversal de extincién se define como:

Wext . 27T -
Cext = TZ TR ;(271 + 1) Relan(xi, mi) + bn (24, m5)], (2.16)

donde a,(z;,m;) y b,(z;,m;) son los llamados coeficientes de Mie. Asi, es posible

escribir el coeficiente de extincién .. como:

Ce:ct 2m i
Qext(xi,m;) = 0 = o ; (2n + 1) Re[a, (z;, m;) + by (2, my;)]. (2.17)

Dado que se consideran particulas esféricas, entonces la seccion transversal de la
particula que es proyectada sobre un plano perpendicular a la direccién del haz

incidente, es una circunferencia, por lo que G = ma?. Al sustituir el valor G y el
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valor del vector de onda k en la ecuacion (2.17) tendremos que:

Qeat(Ti,my) = ; (2%%2 : ) > (20 + 1) Re [an(wi, m;) + by (s, m)]
ma n=1

K3

2 o0
= 7 22+ DRelan(zimi) + by (i, m))
w2 D? ["m )} n=1

7,

Por lo tanto, la funcién de extincién de luz por particulas esféricas se define como:

2 [e.9]
Qext(Ti,my) = = Z (2n + 1) Re[ay (x5, m;) + bn(xi,my)]. (2.18)

zn:

La extincion de luz por particulas es un fenémeno que se observa con bastante
frecuencia, por ejemplo: la luz solar a través de una tormenta de polvo o una capa
de aire contaminada; faros de automéviles en la niebla; la luz de un buzo en agua
turbia. Para entender por completo la funcién de extincion de luz QQ..; es necesario
definir los coeficientes de Mie, y las funciones por las que estan compuestos. En la
siguiente seccién estudiaremos la teoria de Mie para los fenémenos de dispersién
y absorcion por una esfera, lo cual nos permitird definir los coeficientes de Mie

que son de mucha importancia para el problema inverso de estimacion de PSD.

2.2. Teoria de Mie

Para el estudio de la dispersion y la absorcion de una esfera es importante
entender la naturaleza fisica de estos fenémenos, es decir, es necesario comprender
como cambian las cantidades observables con respecto a su tamano, naturaleza
del medio y propiedades dépticas de la esfera ([3]). Uno de los problemas més
importante en la teoria de la absorcién y la dispersién por particulas pequenas es
el de una esfera de radio e indice de refraccion arbitrarios. En 1908, Gustav Mie
desarroll6 la teoria en un esfuerzo por comprender los variados colores en absorcién
y dispersion exhibidos por pequenas particulas coloidales de oro suspendidas en
agua ([3]). Casi al mismo tiempo, Peter Debye consideré el problema de la presién
de radiacién ejercida sobre pequenas particulas en el espacio. Sin embargo, ni Mie
ni Debye fueron los primeros en construir una soluciéon para problema de la esfera,

a pesar de eso a la teoria desarrollada para construir la solucion es llamada teoria
de Mie ([3]).
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2.2.1. Coeficientes de dispersion de luz

Gustav Mie, llevo a cabo un estudio riguroso del fenémeno de dispersién de
luz basado en las ecuaciones de electromagnetismo de Maxwell, obteniendo los
coeficientes de extincion de luz Q.. v los coeficientes de dispersion a, y by,
para particulas homogéneas de morfologia esférica, de cualquier composicion y
tamano, inmersas en un medio homogéneo no absorbente ([7]). A partir de la teoria
de Mie, es posible modelar de forma tedrica, los fenémenos fisicos de dispersién
de luz dinamica, dispersién de luz estatica, y la turbidimetria, sobre la base de
los coeficientes Qeut, an, v by ([7]). Una observacién importante sobre la teorfa
de Mie, es que solo es valida bajo condiciones de dispersién simple (o ausencia
de dispersién multiple), es decir, bajo la hipétesis de que la luz dispersada por
una particula no interacciona con ninguna otra particula del sistema ([7]). En
un sistema coloidal?, por ejemplo un latex, la hipétesis de dispersién simple es
facilmente alcanzable utilizando bajas concentraciones de la muestra a analizar
(7).

La idea principal de la teoria de Mie es construir las funciones generadoras emn

vV Yomn que satisfagan la ecuacién de onda en coordenadas polares esféricas:

1 0 ([ ,0¢ 1 9] o 1 % o,
r? 8r(r 8r)+r2sen980 (Senear)+r256n68¢2+kw0 (2.19)

donde 0 es el angulo de dispersién de luz y ¢ es el angulo azimutal, r es la variable

radial en las coordenadas esféricas de la Figura 2.5.

9En fisica y quimica un coloide, sistema coloidal, suspensién coloidal o dispersién coloidal
es un sistema conformado por dos o més fases, normalmente una fluida (liquido o gas) y otra
dispersa en forma de particulas generalmente solidas muy finas, de didmetro comprendido entre
107 y 1075 m.
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it

Haz incidente

Figura 2.5: Sistema de coordenadas polares esférico centrado en una particula

esférica de radio a.

Segun [3], las funciones generadoras Ve, v Vo, que satisfacen la ecuacién

de onda en coordenadas polares esféricas, se definen como:
Uernn = cos(me) P (cos 0)z,(p), (2.20)

Von = sen(me) P (cos 0)z,(p); (2.21)

donde P!"(cos 0) son las denominadas funciones asociadas de Legendre de primera
clase de grado n y orden m, p = kr, y z,(p) es alguna de las cuatro funciones

esféricas de Bessel j,, ¥y, Ay y h?.

Funciones esféricas de Bessel

Las funciones de Bessel forman una clase de funcion de las denominadas funcio-
nes especiales que se encuentran en la solucién de determinados problemas fisicos.
Las funciones esféricas de Bessel j,(p) v yn(p), son soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas. Las funciones

esféricas de Bessel de primer y segundo tipo j,(p) y yn(p) se definen como:

(o) = (o (5 ) 202, (222)

p dp p
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1 d\"cosp
i) =~ (5 0] L. (2.23)
p dp p
Paran =0,1y 2 tenemos:
, sen p
]0(/)) = )
p
4 () senp  cosp
J1 = - s
p? p
5(0) 3senp 3cosp senp
J2\p) = - - .
’ 1% p? p

Las cuales se obtienen de la siguiente manera:

» Paran=0:

o) = (o (L Y e sen
p dp p p

m Paran=1:

= (=)
=)
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» Paran=2:
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Paran =0,1y 2, de la funcién y,(p), tenemos:

cos p
y()(p) - - )
p
() cosp  senp
Y1 = - - )
P’ p
3cosp 3Jsenp cosp
y2<p) = - 3 - B + .
P P P

Las cuales se obtienen de la siguiente manera:

» Paran=0:

1 d)ocosp_cosp

(o) = ~(-p (5 5 ) 8=
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» Paran=1:
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Funciones esféricas de Hankel

Las funciones esféricas de Hankel son funciones especiales que se relacionan
directamente con las funciones esféricas de Bessel definidas sobre el plano complejo
C. Las funciones esféricas de Hankel de primer y segundo tipo estan definidas en

términos de las funciones esféricas de Bessel como:

W (p) = an(p) + iyn(p), (2.24)
WP (p) = Gn(p) = iyn(p)- (2.25)

Las ecuaciones anteriores también son conocidas como funciones de Bessel de ter-
cer tipo. Las funciones esféricas de Hankel de primer y segundo tipo son usadas

para representar las soluciones de ondas entrantes y salientes de una ecuacién
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de onda en simetria esférica. Estas funciones son nombradas asi en honor al ma-
tematico aleman Hermann Hankel.

Nos gustaria saber cémo cambian las diversas cantidades observables con el ta-
mano, las propiedades opticas de la esfera y la naturaleza del medio circundante;
para hacerlo, el primer paso es obtener expresiones explicitas para los coeficientes
de dispersion a,, y b, ([3]). Para un n € N dado, hay cuatro coeficientes de dis-
persion desconocidos a,, b,, ¢,, v d,; por tanto son necesarias cuatro ecuaciones
independientes. Segun [3], estas cuatro ecuaciones lineales en los coeficientes de

expansion estan dadas por:

Jn (mx)cn + h(l)(x)bn = ]n<x>,
p [ (ma)] e + i [2hP(2)] by = pa [, ()], 2.26)
g (ma)d, + b (@) an = pja(z),

(
[ma:]n(ma:)] d, +m [xhn (x )} p, =M [;an(x)]/,

donde la notacion []/ indica la derivada con respecto al argumento entre paréntesis;
x es el parametro de tamafno y m es el indice de refraccion relativo, definidos por
las ecuaciones (2.5) y (2.6); y r =a, p = cosf y pu; = senb.

Las cuatro ecuaciones lineales simultaneas (2.26) son faciles de resolver para los

coeficientes del campo dentro de la particula ([3]). Dichas soluciones son:

pun() [0 (@)] = bl (@) ()]

pugnlma) [ (@)] = bl (@) (ajama))

Cp = )

, (2.27)
(mn() [xh;”(x)] — b0 (@) [ ()] |
C ma(me) [oh0 )]l @) e e
y los coeficientes de dispersiéon son:
a, = ,qujn(mx) [xjn(x)] - Mljn( ) [mxjn(mx)]/
pmju(ma) [eh) )] = bl (@) g, (ma))
‘ . , (2.28)
b, — firjn(ma) [ ()] —wn( ) [maja(ma)]
prn(ma) [0l ()] = b2 (@) o (m))
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Observemos que los denominadores de los coeficientes ¢, y b, son iguales, lo mismo
sucede con los denominadores de a,, y d,. Segun [3], si para un n particular la
frecuencia es tal que uno de estos denominadores es muy pequeno, entonces los
coeficientes de dispersion dominaran sobre los coeficientes del campo dentro de la

particula; es decir, a, es dominante sobre d,, si la condicion:

@] sy
I () i a ()

(2.29)

se cumple aproximadamente; similarmente, b, es dominante sobre ¢, si la condi-
cién: " ,
@] magma)!
M) pagn(ma)

, (2.30)

se cumple aproximadamente. Por otro lado, es posible simplificar un poco los
coeficientes de dispersion a,, y b, usando las funciones de Riccati-Bessel, definidas

COImo:

Un(p) = pin(p),  &ulp) = p Y (p).

Segun [3], si la permeabilidad de la particula y la del medio que la rodea es la

misma, entonces los coeficientes de dispersion se pueden escribir como:

 mba(ma)(x) = () (ma)
"t ()€ () — al@)h (ma)

_ dama)ih(x) — miy (), (ma)
b (mn)E () — méa (), (me)

Con el conocimiento de los coeficientes de dispersién de Mie a,, v b, el estudio

(2.31)

bn, (2.32)

de la funcion de extincion de luz por particulas esféricas estd completo. Ahora,
estudiemos que pasa con la funcién de extincién de luz Q..¢(x;, m;) cuando los
didmetros de las particulas esféricas no absorbentes son mas pequenos que la
longitud de onda incidente mas baja. Para esto, es necesario estudiar la teoria de

Rayleigh.

2.2.2. Particula Pequena: Teoria de Rayleigh

La causa del color azul del cielo ha sido un fenémeno estudiado por muchos

cientificos y artistas. En el siglo XIX diversos estudiosos del problema sospecharon
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que el color del cielo y el que presentaban los coloides!® iluminados bajo determi-
nadas condiciones eran fenémenos parecidos, con una explicacién comun ([30]). La
idea de que el color del cielo podia deberse a particulas presentes en la atmédsfera
es muy antigua. En el siglo XVIII, Pierre Bouguer consideré que la luz que atra-
viesa la atmosfera se ve afectada por las moléculas del aire, que desvian mas los
rayos azules, a los que atribufa menos fuerza que los rayos rojos ([30]).

En 1899, Lord Rayleigh se replanted el problema de la dispersion de luz que
genera el azul del cielo en un doble sentido, por una parte, empleé la teoria elec-
tromagnética de la luz para sus calculos y, por otra, reconocié que las moléculas
no eran esferas perfectas. Para superar estd situacién Rayleigh establecié una pri-
mera relaciéon entre la intensidad luminosa difundida en la direccién perpendicular
a la de la luz incidente y su longitud de onda. Esa relacién fijaba que la intensidad
de la luz dispersada I, por pequenas particulas, era proporcional a la inversa de
la cuarta potencia de la longitud de onda A del haz incidente en el vacio de forma

que la ley de Rayleigh se escribe como:

La aproximacion de Rayleigh supone que el campo incidente dentro y cerca de las
particulas se comporta casi como un campo electrostatico y considera ademas que
el campo interno es homogéneo; asi, el criterio para que la dispersion de Rayleigh
ocurra es ([21]):

v << 1y |mz| << 1.

Por lo tanto, cuando los didmetros de las particulas son mucho mas pequenos que
la longitud de onda incidente méas baja, entonces se dice que el sistema se encuentra

en la regién de Rayleigh ([24]). Nétese que la condicién z; << 1 se alcanza cuando

D << —2i- es decir, cuando el didmetro promedio de las particulas es pequefio
nm()\z) Y Y

comparado con la longitud de onda en el medio; en forma similar la condicién

Im;x;] << 1se cumple cuando D << —A~
D

oo ©8 decir, cuando el diametro promedio
de las particulas es pequenio comparado con la longitud de onda dentro de la
particula ([7]). Bajo estas condiciones, los coeficientes de dispersién a,, y b, de la
expansion en serie de la ecuacién (2.18) que contienen funciones (z;)" con t > 7

pueden despreciarse ([24]). Por lo que, es posible demostrar que la extincién de

10Un coloide es una mezcla en la que una sustancia, con particulas de tamafio comprendido
entre 200 nm y 1 nm, se dispersa en otra sustancia que es la fase dispersante.
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luz estd dominada por a;, definido como ([24]):

223 (m?—1 222 [(m? —2)(m? — 1 428 (m2 —1\"
(11:—\/—_1 1(12 )_\/__1_z|:<z )(z ):|+ z(z )’

3 \m?+2 5 (m? 4 2)2 9 \m?+2
(2.33)

ademas, si dichas particulas son esféricas no absorbentes, entonces m; y a; son

numeros reales, y la funcion de eficiencia de extincién de luz se reduce a la siguiente

expresion simplificada ([24, 21, 7]):

2 8 ,(m2—1\°

Con la funcién de extincién de luz Q.¢(x;, m;) queda completamente definida la
ecuacion (2.4) que describe la relaciéon entre la PSD y el espectro de turbidez
7(A;). Observemos que el espectro de turbidez 7()\;) de la ecuacién (2.4) depende
de \; (i =1,...,m), y la funcién de distribucién de tamanos de particulas f(D)
depende tnicamente de un didmetro promedio D. Segin [24], si consideramos a
f(D;) (j =1,...,n) como la funcién discreta equivalente a la funcién continua
f(D), que depende de diferentes didmetros promedio D; tomados a intervalos

regulares AD, entonces es posible reescribir las ecuaciones (2.4) y (2.5) como:

() = L 5 1)) Qg m D (2.35)
j=1

v = 7D, <"T”A(A)) . (2.36)

La ecuacion (2.35) representa el problema inverso de estimacion de PSD discreto,
el cual nos interesa resolver en esta tesis. Con el estudio de las secciones anteriores
tenemos una mejor nocién del problema inverso de estimacién de PSD, pues dichos
conceptos aclaran los fenémenos fisicos que ocurren en un experimento de turbi-
dimetria. A continuacion estudiamos la parte matemaética del planteamiento del
problema inverso de estimaciéon de PSD, conceptos como mal condicionamiento y

discretizacion del problema.
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2.3. Descripcién matematica del problema

Al plantear un problema directo o inverso es necesario relacionar los parame-
tros de un sistema con las mediciones del mismo. En el caso de un problema directo
se busca simular mediciones a partir de parametros conocidos del problema. Por
lo que el problema inverso se refiere al uso de resultados de ciertas mediciones
que permitan inferir los pardmetros o funciones que definen el modelo empleado
([33]). De esta manera, si se conocen las leyes fisicas y matemadticas que gobiernan
el sistema estudiado es posible definir una funciéon F, que relacione los parametros
x, con los datos experimentales y, de acuerdo a la forma general de la siguiente
ecuacion ([33]):

F(z) =v. (2.37)

De acuerdo a la ecuacién (2.37) se tiene que el problema directo consiste en cal-
cular los datos y, a partir del conocimiento de los parametros x y la funcién F' del
modelo. Asi, el problema inverso consiste en hallar una estimacion de los pardme-
tros x, a partir del conocimiento de la funcién F' y los datos y. En general, x e
y pueden ser una funcién continua de determinadas variables o un conjunto de
valores en el caso de x o un conjunto de observaciones discretas en el caso de y.
La funcién F' puede tomar muchas formas: cuando se trabaja con x e y funciones
continuas, F’ se refiere a un operador; mientras que si x e y son de forma vectorial,
F muchas veces representa una matriz ([33]). En la practica en la mayoria de los
casos se desea obtener un numero finito de parametros que definan al modelo,
por lo que se requiere también un conjunto finito de mediciones, lo que resulta
en un problema inverso de naturaleza discreta. Cuando se trabajan con modelos
discretos o modelos lineales continuos discretizados, el problema resultante es un
sistema algebraico de ecuaciones lineales ([33]). En este caso, la ecuacién (2.37)

puede expresarse en forma matricial como:
Fxr =y, (2.38)

donde F' € M,,5,(K), z € K" y y € K™

En este trabajo se quiere hallar una soluciéon al problema inverso de estimacién
de distribucion de tamanos de particulas, usando la técnica éptica llamada tur-
bidimetria. El problema estd dado por la ecuacién (2.4) la cual es una ecuacién

integral de Fredholm que en ocasiones resulta muy complicado hallar una ex-
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presion analitica para su solucién o solamente se dispone de un ntmero finito de
observaciones. En estos casos, resulta factible discretizar el problema, de tal forma

que la ecuacion integral de Freedholm se transforma en:

logio(e)TL
TN) = —— > F(D;)Qeat(wij, mi) D} (2.39)

j=1
Si consideramos los conjuntos finitos de longitudes de onda \; (i =1,2,...,m) y
de didmetros de particulas D; (j = 1,2,...,n), entonces al desarrollar la ecuacién

(2.39) es posible escribirla de forma vectorial como:
T=Af; (2.40)

donde A € M, (K), 7 € K™ f € K™

Entonces el problema directo de estimacion de distribuciones de tamanos de
particula consiste en hallar el valor del espectro de turbidez 7, a partir del conoci-
miento del vector f ( que es la evaluacién de los D, en la funcién de distribucién
de tamanos de particula) y la matriz A. El problema inverso consiste en hallar el
vector f, a partir del conocimiento del espectro de turbidez 7 y la matriz A. Para
esto primero resolvemos un problema de estimacion, el cual consiste en obtener
un conjunto de parametros estimados f a partir de las mediciones 7 y la matriz A.
En este caso, la matriz A actiia como la representaciéon matricial de un operador
lineal K : K™ — K™ tal que K(z) = Az, para todo = € K.

Segun [33], la relacién entre el nimero de pardmetros n que definen el modelo
y el nimero de mediciones m permite una clasificacion en distintos problemas

INVersos:

1. Si se cumple que n > m, entonces el problema inverso es compatible subde-

terminado, es decir, el sistema tiene infinitas soluciones.

2. Si se cumple m = n el problema inverso es determinado univocamente, es

decir, el sistema tiene una tnica solucién.

3. Si se cumple que m > n el problema inverso sera sobredeterminado y los
problemas sobredeterminados generalmente son incompatibles, es decir, no
tienen solucion. En ocasiones estos pueden llegar a ser subdeterminados de-
bido a que mediciones interrelacionadas no contribuyen con mas informacién

al problema.
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En consecuencia, es necesario analizar las filas y las columnas linealmente inde-
pendientes de la matriz A, a través de su rango, ran(A) < min (m,n).
Para el caso en que m > n y ran(A) = min(m,n), entonces el problema inverso

tendra solucion tnica dada por:
f=[AtA] 7" At (2.41)

La solucién anterior solo es vélida si la matriz A es bien condicionada, sin embar-
go, en la practica siempre ocurren errores que afecta la resolucién del problema
inverso. Basicamente existen dos fuentes de errores: los errores de los datos debido
al ruido siempre presente en las mediciones y los errores en el modelo supuesto,
usado para el cdlculo de A, que no reflejan de manera exacta el fenémeno estudia-
do ([33]). Al considerar el problema discretizado libre de errores Af = 7, donde
f es la solucion estimada del sistema, se tiene que en la mayoria de los casos
la matriz A, como el vector de datos b sufren perturbaciones o errores. En este
caso, si solo consideramos errores en las mediciones 7, tendremos que el sistema

perturbado se puede escribir como:

?’1»

T=A (2.42)
donde f es la solucion estimada al sistema perturbado y 7 = 7 + €. Una forma de
darnos cuenta del mal o buen condicionamiento de la matriz A es calculando los
errores absolutos en las mediciones y en la solucion respectivamente, dados por:

f=17

Im =7y

Si el error absoluto en las mediciones es muy pequeno en comparacion con el error
absoluto en la solucion, entonces se tiene que el sistema es mal condicionado. Por
lo general los problemas inversos resultan ser mal condicionados o mal plantea-
dos, esto se debe al incumplimiento de alguna de las condiciones de Hadamard
establecidas en la Definiciéon 1.36 por lo que para elegir un método de solucién
para el problema inverso debemos establecer el mal o buen condicionamiento del
problema inverso.

Normalmente un problema inverso no cumple con la propiedad de estabilidad,
esto se debe a que la solucion del problema no depende en forma continua de las

mediciones, es decir, pequenos errores en las mediciones generan grandes errores
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en la solucién. Para el problema inverso dado por la ecuacion (2.42) la estabilidad
tiene que ver con la matriz A, por lo que su nimero de condicién ¢(A) nos permite
observar la manifestacion de inestabilidad en el problema. En este caso, se tiene
por la Definicién 2.3 que el nimero de condicién de la matriz A € M,,«,(K) se
define como:

max || A
_Hf||n=1H fllm

c(A) = ————,
min ||A
nin 1AL,

vVfeK"

El nimero de condicién de una matriz A estd directamente relacionado con la
invertibilidad de la matriz, y con el mal o buen condicionamiento del problema, es
decir, el problema se considera mal condicionado para valores altos de c¢(A) ([33]).
Una vez calculado ¢(A) tendremos una idea de la naturaleza del problema inverso
y con esto podremos definir una método de solucién adecuado.

En el siguiente capitulo se abordaran diferentes técnicas de soluciéon para el pro-
blema inverso de PSD. Por ejemplo, la inversa generalizada de Moore-Penrose y
la regularizacién de Tikhonov, las cuales son técnicas de solucion que consideran
el mal planteamiento del problema. En cada seccién del capitulo se presenta la

técnica de solucion, para posteriormente aplicarla al problema inverso de PSD.



Capitulo 3

Solucién del problema inverso de
PSD.

3.1. Inversa Generalizada de Moore-Penrose

Una vez caracterizado el problema inverso de estimaciéon de distribuciones de
tamanos de particula y las diferentes formas que puede presentar, analizaremos
técnicas de solucién que pueden ser usadas en la resolucion del mismo. La primera
posilidad que se plantea para resolver un problema inverso es la construccién de
un operador lineal que mande los datos en los pardmetros estimados ([33]). El
operador lineal méas general estd dado por la llamada inversa generalizada, por
lo que en esta seccion se presentan tres definiciones para la inversa generalizada
de Moore-Penrose, las cuales son equivalentes entre si ([40]). La demostracién

y explicacion detallada de los resultados de esta seccién se pueden consultar en

([40]).

3.1.1. Inversa generalizada funcional y matriz pseudoin-

versa

Consideremos T : C* — C™, una transformacion lineal. Para los casos en
que m = n, pero T~! no exista o para los casos en que m # n, consideremos la

restriccién de T al R(T™*) como:

75
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donde T™ es la adjunta de Ty es la unica transformacién lineal 7% : C™ — C" tal
que:
(, T*(y))cn = (T'(2),y)cm, Yz €C", yeC™.

Por el Lema 1.3 se tiene que N(T|g(r+)) = {0}; luego, existe la transformacién li-
neal inversa (T\ R(T*)) “sise restringe adecuadamente el espacio imagen de T'| g(r+)
en (3.1). Ademas, por el Teorema 1.20 se tiene que si 7' : C* — C™ es una trans-

formacién lineal, entonces la restriccion:
T’R(T*) : R(T*) — R(T),

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Del analisis anterior se tiene la siguiente

definicién.

Definicién 3.1. Sea T : C* — C™ wuna transformacion lineal, se define y se
denota la inversa generalizada funcional (o transformacion pseudo inversa) de T

a la transformacion TT : C™ — C™ tal que:
TH(z) = (Tlra) " (Prery(2)), Vo e C™

donde Prry es el operador de proyeccion ortogonal sobre R(T).

Observemos que T estd bien definida y es lineal por ser la composicién de
transformaciones lineales. Ademds, una consecuencia de la definicién, y que se

puede tomar como una definiciéon equivalente es:

Ti(z) = { (T|R(T*))71 (z), st x € R(Tj
0, si x € [R(T)]

Mas aun, a partir de esta definicion se puede definir a la matriz pseudoinversa; la

cual es necesaria para poder aplicarla a nuestro problema.

Definicién 3.2. Sea A € M4, (C) y sea Ty : C* — C™ la transformacion lineal
asociada a A con respecto a las bases candnicas C y C" de C" y C™ respectivamen-
te; es decir, [TA]g/ = A. Se llama matriz pseudoinversa de A a la representacion
matricial de la inversa generalizada funcional Tj‘ : C™ — C™ con respecto a las

bases canonicas; es decir, la matriz pseudoinversa de A es:

[Tﬂ Z € My (C).
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Vamos a ilustrar estas definiciones con un ejemplo:

Ejemplo 3.1. Calcular la matriz pseudoinversa (o inversa generalizada funcional))

de la matriz:
0 1 2
A= € Msy3(C).
-1 3 =2
En este caso, se tiene que Ty : C3 — C? la transformacién lineal asociada a la

matriz A se define como:

_ T
0 1 22
Ta(z)=| 5 ol |72
_/Z/ _
i 3
To + 2173
—1x1 + 319 — 223

Queremos hallar la representacion matricial de la inversa generalizada funcional
T : C? — C3, definida como:

(TA]R<TZ))_1 (x),  si e R(Ty)

Th(z) =
0, si z € [R(Tq)]"

Dado que el operador TI‘ es un isomorfismo es posible hablar del operador inverso
(TA|R(TZ))_1 : R(T4) — R(T%) definido como:
(TA\R(T;;))_I (z) =y, Vo€ R(Ty) CC*
donde y € R (T%) C C? es el unico vector tal que:
TA’R(T;‘)@) =Z.

En este caso, se tiene que la matriz transpuesta conjugada A* estd dada por:
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Se puede observar que las columnas de la matriz A* son linealemente indepen-

dientes, por lo que el conjunto de vectores:

0 7
p= 1(,1]3 ,
—2 —2

forma una base para el conjunto R(77). Observemos que si solo consideramos los

vectores de la base [ estaremos restringiendo el operador T4 de tal forma que:

0 7
5 3— 4z
Talrrs) 1 = T Yy Talrers) 3 = ” ;
i
—9 —2

luego, por el isomorfismo entre R(T7;) y R(T4) se tiene que el conjunto de vectores:

5 5 34
344il | 14 ’

forma una base para R(T4). De esta manera, si consideramos = € R(T4) tendre-

mos que:
- - - - 0
5 . 5
T | | = (Tulray) 11=111
34 4 3+ 4
L - : - —2i
- - - - i
3— 4i 13-4
Th = (Talrers =13
14 ( V) 14
- - . - )

Ahora, hallemos una base para el conjunto [R(T4)]" = N(T%), para esto, primero
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hallemos el conjunto N(77) resolviendo el sistema A*z = 0, dado por:

Az=1]1 3 = | 214+3x | = |0
£2
—2i —2 —2ix] — 219 0

Al resolver el sistema se tiene que 1 = 0y x5 = 0, asi se tiene que:
N(T}) =

Luego, para todo z € [R(T4)]" se cumple que:

Luego, al unir una base de R(T4) con una base de [R(T4)]" se obtiene una base

ara C2 = R(T4)®[R(T4)]", esto garantiza que la matriz formada por los vectores
p

de la base 3’

5 3—4i
€ Myyo(C),
3+4 14
es invertible, y su inversa estd dada por:
14 1, -4
45 157005 0o (C).
14 1
15 s 9

Por lo tanto, segtin [40] tendremos que la matriz pseudoinversa de A esta dada

por:
4 <1 i
0 t 14 _i_|_7/i 45 Z15 9
t _ 45 15 45 | 1 4 4 4
[TAB/B_ 1 3 —I—Zi 1 9 15 15+Z4_5
15 45 9 2 4 2
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3.1.2. Inversa de Moore-Penrose

En esta seccién, estudiaremos especificamente la inversa generalizada de Moore-
Penrose. Existen diferentes maneras de definir la inversa generalizada, considere-

mos las dos siguientes.

Definicién 3.3. Definicion de Moore de la inversa generalizada.
Si A € Myyxn(C), entonces la inversa generalizada de A se define como la inica

matriz X € Myxm(C) que satisface:
1. AX = Pra.
2. XA =P

Pr(ay es el operador de proyeccion ortogonal de C™ sobre R(A), y Pr(x) es el
operador de proyeccion ortogonal de C™ sobre R(A*) = [N(A)]" = R(X).

Observacién 3.1. Si x € R(A) entonces AXz = z, es decir, AX = Ig(a), con lo
que AX actia como la identidad solamente sobre el subespacio R(A) (pero no se
puede asegurar que AX = Icm).

Si x € R(X) entonces XAz = x, es decir, XA = Ig(x), con lo que XA actia
como la identidad solamente sobre el subespacio R(X) (pero no se puede asegurar
que XA = Icn).

Nota 3.1. En el caso especial en que AX =1, y XA = [, es decir, que AX
actia como la identidad sobre todo C™ y X A acttia como la identidad sobre todo

C", entonces se cumple que:

m = ran(l,,) = ran(Az) < ran(A) < m, ie. ran(A) =m,

Y
n =ran(l,) = ran(XA) <ran(A) <n, i.e. ran(A) =n.

En definitiva, si AX y XA fuesen las identidades sobre los respectivos espacios

C™ y C", entonces deberia ser m = n y esto corresponderfa al caso X = A~%.

Ejemplo 3.2. Calculemos la inversa generalizada de Moore de la matriz

0 1 2
A - S M2X3((C)
- 3 =2
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Para esto, debemos hallar 1la matriz:

VAR
X = |z3 2| € M3«2(C);

%5 %6
que cumpla lo siguiente:

AX = PR(A), PR(A) C2 > R(A) C (CQ,
XA = PR(X)7 PR(X) C: = R(X) c C?.

Para calcular el proyector ortogonal Pgr4) € Ms,2(C) es necesario hallar los subes-
pacios de la descomposicién C? = R(A)@[R(A)]" . Por el Teorema 1.8 se tiene que
[R(A)]" = N(A*), por lo que para hallar el conjunto N(A*) es necesario resolver

el sistema de ecuaciones:

0 7 1Yo 0
* hn
Ay=11 3 = yi+3y2 | = |0 (3.2)
Y2
-2 =2 —2iy1 — 2ys 0

La tnica solucién al sistema es:

n 0
Yo 0

Entonces, se tiene que [R(A)]" = N(A*) = {(0,0)} y R(A) = {Az : 2 € C3}.
Observemos que las dos primeras columnas de la matriz A son linealemente inde-
pendientes, por lo que el conjunto B = {(0,—i), (1,3)} es una posible base para

R(A), por lo que la matriz Pg esta dada por:

0 1
Pp =
- 3
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Luego, se obtiene que:

0|0 1 1 3
PPy = =
1 3| |-i 3 ~3i 10

Al calcular la matriz inversa de PjPp se obtiene que:

10 =31
3 1

[P5Ps) " =

Luego, por la ecuacién (1.7) se tiene que la matriz de proyeccién ortogonal Pga),

esta dada por:

Pr(ay = Ps (P3Pg)"' P},
0 1| [10 —=3i| |0 4
—i 3| |3 1|13

Luego, por la definicion de Moore, se debe cumplir que:

23 + 2225 24 + 2226 1 0
AX = — — Pria).
—121 + 323 — 225 —129 + 324 — 226 01

De aqui, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

p

23 + 2ZZ5 =1

z4 4+ 2126 = 0
P (3.3)
—121 + 323 — 225 =0

\_Z'ZQ + 32’4 — 2,26 =1

Ahora, encontremos la matriz de proyeccion ortogonal Pr(x) € M3,3(C) que cum-
pla que XA = Pg(x). Para esto, hallemos los subespacios de descomposicién del

espacio vectorial C? tal que:

C*=R(X)® [R(X)]".
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Sabemos que R(X) = R(A*) = [N(A)]", entonces, [R(X)]* = N(A). Para en-

contrar el conjunto N(A) es necesario resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

x1
0 1 2 0
Az = To| = ;

- 3 =2 0

el cual se puede reescribir como:

) +2ZCL’3 =0
—il’l +3$2 — 2$3 = 0.

Al resolver el sistema se tiene que:

I = (—6 + 2’i>$37
To = —2i$3,

r3 — I3.
Por lo tanto,
[R(X)]" = N(A) = {(~6 +2i,~2i,1)a3 € C*: 23 € C} .

Sabemos que R(X) = R(A*); es facil ver que las columnas de A* son linealmente
independientes, por lo que el conjunto B’ = {(0,1, —2i), (4,3, —2)} C C? es una

base para R(X). Asi, es posible escribir la matriz Pg/ como:

0 1
Ppr =11 3
-2 =2
Luego, se tiene que:
0 l
. 0 1 2 5 3—41
PB/PB’ - 1 3 -
-1 3 =2 3+41 14
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La inversa de la matriz P, P estd dada por:

14 1 ‘
[pt PB/}_I _ 45 15 T 150

) -
=1 _ 4,
5 15

De la ecuacion se tiene que la matriz de proyeccién ortogonal Pp(x) es:

PR(X) = PB’ [PE/PB/}_I Pé/

0 ’ 14 1 4
= —= + =1 0 1 2
15 5 T 15
- 1 3 1 4 1 ’
-1 4, L —i 3 -2
. 15 9
-2 —2
1 4, 4. 2 2
9 51T 5 15
—|a_a; a 2i
B 15 5 15
2 2 2% 44
5T B T 15

Se puede observar que la matriz Pr(y) es simétrica e idempotente. Por la definicién

de Moore se debe cumplir lo siguiente:

—1 —+ y 1 4 4 - 2 9 .
2y 21+ 32 2iz — 22 9 BT 15 at
XA=|—i + ) e — = |4 _ 4. 41 2i . )
124 X3 324 2223 224 15 15Z 15 1 — 1R(X)
—1 ; 2 2 - 2 44
126 25+ 326 2125 — 224 &+ -2 u
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De aqui, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

r ) 1
9
4 41
21 + 329 E+E
2 21
2121 — 229 T 5
- 4 4y
LT T 15
41
23—1-324—5
. 21
2ZZ3_2Z4:E
L 2 n 21
BT AT
21
2’5—}—326:—5
44
2025 — 22 = —
L 125 26 45

Al resolver el sistema 3.4 se obtienen los siguientes valores:

i
32_57

4+4z 3 4+4i 31 4 7
_ 4 gy 4 34 9
AT T T 15 9 15 15
(4w _4i 4
AT\ 1) "5 1
R A R AUE
BTy M T 5 5 5) 9 15

85

(3.4)
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Veamos que los valores obtenidos también son solucién al sistema (3.3):

o 1 4 o 2 4

z 125 = | — — — 1| —=——=

3 b 9 15 5 9
_I_

. i 4i 4 2% 2
—222+324—226:—Z 5 +3 4—5+B -2 E—4—5
_1+ 4z+4 N 4¢+4 .
9 15 5 15 45)

Por lo tanto, de todo lo anterior se puede concluir que la matriz de Moore esta

dada por:
Ak
X=|boid ik
5=l i Tl

Probemos que la matriz X verifica las condiciones de Moore:
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1. AX = PR(A) :
- 4 _ ;L i
. 45 15 9
AX 0 1 2 ) . . .
. 9 15 15 45
—1 3 -2 2 4 2 2
} 5" ly a5 Tl
10
0 1
= Pp(a)
2. XA = PR(X) :
4 _ ;L i
45 15 9 .
A ) . . . 0 1 2
9 15 15 45
2 4 2 2 —i 3 2
|15 7% T Tl
1 4 4 2
9 AR AN S
— |4 _ 4, 41 2i
45 15 45 45
2 2 - 21 44
BT B I

La definicién de Moore fue dada en 1935 al particular estilo de Moore. En

1955, Penrose dio la siguiente definicién algebraica.

Definicién 3.4. Definicion de Penrose de la inversa generalizada.
Si A € Mpyyxn(C), entonces Y € Myxm(C) es la inica matriz tal que:

1. AYA=A.

2. YAY =Y.
3. (AY)" = AY.
4. (YA = YA.

Las ecuaciones (1)-(4) son llamadas condiciones de Penrose.

Observacién 3.2. 1. Sim = n y A es no singular, entonces la matriz A~!
satisface las condiciones de Penrose, es decir, la pseudoinversa coincide con

la matriz inversa de A.
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2. Sim > n y las columnas de A son linealmente independientes, es decir,
A es de rango completo por columnas, su pseudoinversa se obtiene con la
siguiente expresion:

Y = [A*A] ! AF (3.5)

Demostracion: De la definicién de Penrose se tiene que AY A = A, luego
al tomar la adjunta tenemos: (AY A)* = A*. Por propiedades de la adjunta
se tiene que: (AY A)" = A* (AY)", pero por la condicién 4) de la definicién
de Penrose se tiene que: A* (AY)" = A*AY, luego:

A*AY = A*. (3.6)

Por otro lado, como ran(A*A) = ran(A*), entonces ocurre que si ran(A*) =
n, entonces ran(A*A) = n, por lo tanto, N(A*A) = {0} ; es decir, A*A es
invertible y por tanto, al multiplicar por la inversa en ambos lados de la

ecuacion 3.6, tenemos:

Y = [A*A]7" A%
O

3. Sim < ny las filas de A son linealmente independientes, es decir, A es de

rango completo por filas, su pseudoinversa se obtiene como:
Y = A [AA] (3.7)

Demostracion: De igual manera, al tomar nuevamente la adjunta de la
condicién 1) tenemos: A* = (AY A)" = (Y A)" A*. Luego, por la condicién
4) tenemos:

A" =Y AA". (3.8)

Ademds, como ran(AA*) = ran(A); si ocurre que ran(A) = m, entonces
N(AA*) = {0}; por lo tanto, AA* es invertible, luego al multiplicar por la

inversa en ambos lados de la ecuacion 3.8 tenemos:

Y = A*[AAT .
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Consideremos la definicion de Penrose y analicemos el siguiente ejemplo
Ejemplo 3.3. Calcular la inversa de Penrose de la matriz:

0 1 2

A= € Moys(C).
—i 3 =2

Segun la definicién de Penrose la matriz inversa Y es del tipo:

Z1 k2
Y: Z3 24 €M3><2(C).

25 26

Es evidente que las filas de A son linealmente independientes, es decir, A es de

rango completo por filas, ademas se tiene que m =2 y n = 3, por lo que m < n

Luego, de la Observacion 3.2 se tiene que la pseudoinversa de A se obtiene como

Y = A*[AAY]!
0 1 - -1
5! 3— 41
1 3
3+ 41 14
—2¢ —2
0 t [ 14 1 4
== __+ 72
- 45 15 T 15
A Y 1
_9i _9 |5 T 15t 9

4 _ ;1 i

B s 9
Y=|1_;4 4 4,4

s ;s 1Tl

2 2 | :2

5 Yy a5t lis

Podemos verificar que se cumplen las condiciones de Penrose:
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1. AYA=A_:
~ 4 _ ;L i
. AT 9 .
AVA — 0 1 2 %_i% %4-@’% 0 1 2
| —i 3 =2 21 22 —7 3 =2
15 '9 BTl
1 0 0O 1 2
01 - 3 =2
2. YAY =Y :
[+ i i 4 1 i
VAT 9 i . VAT 9
yay = |1oga o IO a s
9 !5 15 Tl i3 9 9 !5 15 Tl
2 .4 2 2| L 2 .4 2, .2
|5 Y a5 Tl Bty Tas Tl
4 1 i
__Z_ —_ -
415 f ) 9 ) 10 y
fry = — _+/l:_ —
92 li 152 452 _0 ]
|15 % “a i
3. (AY) = AY
-1 [
[ B 1 9
S P R EE
R S I B Y
15’9 AREaT;
= = (AY)"
0 1
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4. (YA " =YA
4 _ ;1 i
5 15 9 .
0 1 2
YA=|1_;4 4 444
9 5 15 ' '35
2 4 2 2 —t 3 -2
| 5% “@ il
1 4, 4. 2 2
9 51T 5 15
—la_a, au 2 | — (YA
5 15t 5 15 (YA4)
2 2 2% 44
5T T 15

El hecho mas importante de estas tres definiciones, funcional (pseudoinversa),
inversa de Moore e inversa de Penrose es que son equivalentes, es decir, las matrices
[Tﬂ o’ X, Y son iguales. Esto permite definir y denotar como A a la tnica
matriz’que satisface dichas definiciones, llamada la inversa de Moore-Penrose de

la matriz A ([40]). El Teorema 3.1 lo garantiza.

Teorema 3.1. Sea A € M,«n(C). Las definiciones funcional (pseudoinversa), de

Moore y de Penrose de la inversa generalizada de A son equivalentes.
A continuacion estudiamos la forma en como se aplica la inversa generalizada

al problema inverso de estimacién de PSD.

3.1.3. Inversa generalizada aplicada al problema inverso
de PSD

Consideremos el problema inverso de estimaciéon de PSD dado por:
T=Af. (3.9)

Sin importar el estimador que se elija, siempre se tiene que la transformacién
lineal mas general que va, en este caso, de los datos 7 al conjunto de pardmetros

estimados f puede escribirse en su forma matricial como ([33]):
f=Alr (3.10)

donde AT es la inversa generalizada o inversa de Moore-Penrose de la matriz A.

Dado que la matriz A generalmente no es cuadrada, entonces su inversa no existe,
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por lo que los productos AAT y ATA no necesariamente son iguales a la matriz
identidad. Observemos que es posible definir los datos ajustados 7, considerando

como entrada, los parametros estimados de f , es decir:
7= Af. (3.11)

Luego, al reemplazar el valor de f de la ecuacién (3.10) en la ecuacién (3.11),

tendremos lo siguiente:
7= AA'T, (3.12)

El producto D = AAT se define como la matriz de resolucién de datos cuya traza,
resulta un indicador del nimero de incégnitas que pueden ser resueltas ([33]). Una
forma de ver la importancia de la matriz de resoluciéon de datos es analizando los
errores de ajuste en los datos 7, denotados por e, denominados residuos, los cuales
son definidos como ([33]):

— (r — AAT7)" (7 — AATT)
[(1—AA) 7]"[(1 - AAT) 7]
=[(I-D)7"'[(I - D)7]

Observemos que la norma de los residuos se anulan cuando D = [ y se incrementan
a medida que D se desvia de la matriz identidad I. Por otro lado, la relacion entre

el conjunto de parametros verdaderos f y el estimado f puede obtenerse como:

~

f=Ar
= AT(Af)
= ATAf

En este caso, se define la matriz G = A’ A, como la matriz de resolucién del modelo
([33]). Cuando los pardametros del modelo son resueltos perfectamente, se cumple
que la matriz G = I. En muchos casos los problemas inversos no se pueden resolver
usando unicamente la inversa generalizada, por lo que es necesario regularizar
el problema inverso, en la siguiente seccién se dan los principales conceptos y

resultados sobre el método de regularizacion de Tikhonov.
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3.2. Regularizacién de Tikhonov

En esta seccion se describe la técnica de regularizacion de Tikhonov; para
ello, iniciamos motivando con el problema de minimos cuadrados, el cual es un
problema basico cuando se busca resolver problemas de la forma Ax = b, como lo
es el problema de esta tesis. Posteriormente, presentamos el método de ecuaciones
normales y concluimos con el método de regularizaciéon de Tikhonov usando la

Descomposicién en Valores Singulares (DVS) de la matriz del sistema.

3.2.1. Minimos cuadrados

En la ciencia y en sus aplicaciones se presentan muchos problemas que se pue-
den reducir a la soluciéon de un problema de minimos cuadrados. Actualmente la
solucion de problemas de minimos cuadrados son importantes en la teoria y la
solucion de problemas inversos y problemas mal planteados, es decir, el enfoque
de minimos cuadrados tiene una relacién directa con la solucion de sistemas de
ecuaciones sobredeterminados o subdeterminados, por lo que no busca resolver
exactamente las ecuaciones del sistema sino minimizar la suma de los cuadrados
de los residuos. Por ejemplo, el problema de ajuste de curvas a cierto conjunto de
datos se puede reducir a la solucién de un problema de minimos cuadrados. Con-
sideremos el conjunto de m datos dados (z1, b1), (z2,b2), ..., (Zm, bm), €l problema
consiste en modelar una funcién f(z), de tal forma que b; =~ f(z;), por medio de
una combinacién de n funciones base ¢1(z), p2(x), ..., ¢,(x). Para el caso lineal
se tiene que la funcién que mejor se ajusta a los datos es una combinacién lineal

de la forma:
f(z) = w11 (z) + uado(z) + .. . + updn (). (3.13)

Entonces, de manera aproximada los datos deben cumplir que:
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La ecuacién (3.14) representa un sistema de m ecuaciones y n incognitas, el cual

puede ser escrito en su forma matricial como:

o1(w1)  Pa(w1) .. Pulz1) | (W by

P1(z2)  @a(x2) .. Pulz2) Y2 | _ b.2 _ (3.15)

O1(zm) do(xm) . Op(xm) Up b,

La matriz A = [¢;(z;)], con A € M,,«n(R), es denominada matriz de regresion.
Las funciones base ¢;(x) pueden elegirse de diferentes maneras, por lo general,
suelen usarse funciones racionales, ¢;(z) = 2771 /(g + 1z + ... + 12" 1) con
Qg, - - -, Ap—1 parametros dados; polinomios, ¢;(z) = 2/~!; funciones exponencia-
les, ¢j(x) = exp~~®, donde los A;j son denominados parametros de decaimiento.
El ajuste de curvas normalmente resulta en un problema sobredeterminado, es
decir, se cumple que m > n y, por lo tanto, el problema tendra soluciéon solo si
b se encuentra en el espacio imagen de la matriz A. Normalmente se tiene que
b & Im(A), por lo que no es posible encontrar una solucién directa u del siste-
ma (3.15). Entonces, el ajuste de curvas se convierte en un problema de minimos
cuadrados que consiste en encontrar el vector de coeficientes u que minimice la
diferencia Ax — b, para todo x € R". Si consideramos la norma euclidiana en R™,

entonces el problema consiste en resolver:

||[Au — b||3 = m]%nHAx—ng. (3.16)
TER™
Esto equivale a encontrar el vector de coeficientes u = (uq, ug, . . ., u,)" que mini-
miza la suma de cuadrados:
min Y (w1 (z;) + uad(x;) + ... + updn(w;) — b;)>. (3.17)

u€R”™ Py
Una vez encontrado el vector u, se sustituye en la ecuacién (3.13) para obtener la
funcién f(x) que mejor ajusta los datos dados. En general, el ajuste de curvas es
usado para encontrar una funcién que responda a una muestra de datos obtenidos
por alguna medicion. En particular, nos da una idea de la soluciéon de un problema
sobredeterminado que se puede resolver desde el enfoque de minimos cuadrados.

Esto nos dice que la estimacién de parametros por medio de una regresion lineal
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nos conduce a un problema de minimos cuadrados.

Definicién 3.5. Dada la matriz A € M,xn(R) con m > n y el vector b € R™,
el problema lineal de minimos cuadrados consiste en hallar un vector xt € R™ tal
que:
|Az" —b||; = min || Az — 0|3 (3.18)
zeR?
La siguiente definicién nos dice cuando un vector es solucién de minimos cua-

drados.
Definicién 3.6. Sean A € M,,«,(R) y b € R™. Un vector u € R, se dice que es

una solucion de minimos cuadrados del sistema de ecuaciones Ax = b, si:
2 2
[Au—bll; < [[Az = b]l3, VzeRY

es decir,

, 2 2
min [[Az b, = |[Au —blf; .

Existen diferentes métodos para resolver el problema de minimizacién plan-
teado por la ecuacion (3.18), uno de ellos es el método de ecuaciones normales, el
cual esta basado en el concepto de proyeccion ortogonal y que tiene relacion con

conceptos vistos anteriormente, como la inversa de Moore-Penrose.

3.2.2. Meétodo de ecuaciones normales

En esta seccién se analizara la parte geométrica y algebraica del problema
de minimos cuadrados y se estudiara el método de las ecuaciones normales para
resolverlo. Debido a que el problema inverso de estimacién de PSD es un problema
mal condicionado podemos usar el método de ecuaciones normales para resolverlo,
ademas, este método es una introducciéon a la regularizacion de Tikhonov.

Sean la matriz A € M,,x,(R) con m > n, los vectores z € R* y b € R™, y
consideremos la norma euclidiana en R™ denotada por ||-||,, la cual usaremos en
toda esta seccién. Para analizar el argumento geométrico del problema de minimos
cuadrados, examinamos la ecuacién matricial Ax = b. Para esto, supongamos que
el vector b & Im(A), entonces buscamos el vector s € Im(A) més cercano a b, es

decir, la distancia entre b y Im(A) sea minima, que equivale a que s satisfaga:

Is = bll, = min it =l
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Geométricamente, se tiene que el vector s es una proyecciéon de b sobre I'm(A)
tal que el vector diferencia s — b sea ortogonal al espacio imagen Im(A), como se
muestra en la Figura 3.1. El vector s es llamado proyeccién ortogonal de b sobre

Im(A), y debido a que s € I'm(A), entonces existe un vector u € R™ tal que:
Au = s.

Asi, el problema lineal de minimos cuadrados consiste en hallar un vector u € R™

que cumpla lo siguiente:
| Au — b||5 = mﬁ’{n | Az — b]J5. (3.19)
xeR"™
Para hallar el vector u, se resuelven las ecuaciones normales dadas por:

Al Ay = A'b. (3.20)

Figura 3.1: Proyeccién ortogonal de b sobre Im(A).

Consideremos la matriz A'A € M,,«,(R) y supongamos que la matriz A es de
rango completo por columnas. Probemos que la matriz A*A es invertible.

Sea x € N iy, entonces se cumple que:

AtAz =0,
2t At Ax = 200.

Recordemos que para cualesquiera dos matrices L, K € M,,«,(R) se cumple que

L'K' = (KL)", y si identificamos el vector € R" como una matriz de n x 1,
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tendremos que:

o' At Az = 210,
(Az)' (Az) =0

Ademas, sabemos que para todo y € R™ se cumple que:

vy = (v y);
asi, tendremos que:
(Az) (Az) = (Az, Az) = || Aa]? = 0.

Luego, se debe cumplir que Az = 0, es decir, x € N4. Asi, por la arbitrariedad de
x, tendremos que Nytq C Ny. Debido a que la matriz A es de rango completo por
columnas se tiene que Ny = {0} y ran(A) = n. De aqui, se tiene que x € Nyiy C
N4 = {0}, es decir, la tnica solucién de la ecuaciéon A*Az = 0, es el vector x = 0.
Luego, la matriz A*A también es de rango completo por columnas, esto significa
que las columnas de A'A son linealmente independientes y que ran(A'A) = n.
Entonces, la forma escalonada por renglones de la matriz A*A tienen n pivotes,
es decir la forma escalonada por renglones de A'A es la matriz identidad I,,. Por
lo tanto, la matriz A'A es invertible. As{, al multiplicar la matriz (A*A)~! por la

ecuacion (3.20) tendremos que:

(A'A) " A Ay = (A'A) L Alb,
u=(A'A)" A,

Al definir la matriz A" como:
At = (AtA) ™ A", (3.21)
podemos reescribir la tinica solucién de las ecuaciones normales como:
u = A'b. (3.22)

El vector u € R" es llamado solucién de minimos cuadrados de la ecuacién Az = b.
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De esta forma, segin ([31]) es posible definir la funcién lineal:

PCAZCAT—>CA (323)
u — Au, '

que transforma el vector solucién u en el vector proyeccién s, mientras que la

funcién inversa transforma el vector proyeccion s en el vector u se define como:

PCAT . CA — CAT (324>
y — Aly.

El método de las ecuaciones normales nos da una solucién al sistema lineal mal
condicionado Az = b usando la inversa de la matriz cuadrada A'A. Este método
es muy parecido al de la inversa generalizada, usado para resolver la ecuacién
(3.9). El estudio de estos métodos de solucion se usan en la mayoria de los casos

para problemas mal condicionados o mal planteados.

3.2.3. Problemas de minimos cuadrados con rango defi-

ciente

El método de solucion de ecuaciones normales para el problema de minimos
cuadrados supone que la matriz A es de rango completo, es decir, sus renglones
o sus columnas son linealmente independientes. En este caso, supongamos que el
rango de la matriz A de m xn es deficiente, entonces la matriz A*A no es invertible,
por lo que procedemos de manera diferente. Cambiamos la base de Cy (0 R4) por
una base que tiene vectores ortonormales. Una forma es usar la Descomposicién
en Valores Singulares (DVS) de una matriz dada por la Definicién 1.23.

Sea el problema de minimos cuadrados dado por la ecuacion:

:?elliR{Irlb | Az —b||3. (3.25)
Si consideramos la DVS de la matriz A, entonces el problema de minimos cuadra-
dos se puede reescribir como:

min || Az — b||; = min |USVie — bHi .
zeR™ TER™
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Debido a que la matriz U es ortogonal, y por el Teorema 1.3 se cumple que:

min [|[USVz —b||; = min |U (SVz - UD) |

TER™ z€R™

= min HEVtac — Uth;.

rER™?

Definimos,
c=Ub e y=V',

con ¢ € R™ y y € R". Dado que la matriz V! es ortogonal, V' es su matriz inversa,
entonces:
min HEVtx — Uth; = min ||ZVtVy — Uthi
zERN yERn
— min Sy — el

yeR”

Los elementos de la matriz 3 son todos cero fuera de su diagonal principal, y sobre
esta diagonal solamente los valores singulares o4, ..., 0, son distintos de cero. Asi,
se tiene que:

2

;

. 2 7 2

min [y —clf; = min Z; joiy; — cil
-

T

(Er)
i=1

— 2 2 2 2

_;161[1[{711(|01y1—01| + . Aoy — e 10— g [P 4 40— o)

T m
. vial+ 3 el
min (;Iazyﬁ al*+ ) el >

i=r+1

De la ultima igualdad se puede observar que la suma puede ser minima cuando

|y — ci]2 = 0, por lo que todo vector y con componentes:

G i=1,....r
arbitrario, i=r+1,....n

minimizan el tamano del residuo ¥y — c¢. Por lo tanto, el conjunto de vectores
Vy = x, donde y; esta dado por la ecuacion (3.26) nos da una familia de soluciones

de minimos cuadrados. De la familia de soluciones, seleccionamos el vector de
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menor norma euclidiana y lo definimos como:
= Vy.

El vector z! se llama solucién de minimos cuadrados de norma minima. Puesto

que V es una matriz ortogonal, y por el Teorema 1.3 se cumple que:

=Ml = 1Vylly = llyll, -

Como queremos minimizar H:}:T”Q y las componentes del vector y estan dadas por

(3.26) , entonces basta tomar:

Yitr = =UYn = 0
Asi, tendremos que:
T =Vy
U1 hn
o Ur Yr
Ur41 0
Un d nxn _0_ nx1

T
= E UViYi-
i=1

Por lo tanto, la solucion de minimos cuadrados de norma minima para matrices

con rango deficiente es: )
ot = ﬁvl (3.27)
i=1 '
De forma general, la solucién de minimos cuadrados de norma minima = para
la ecuacién Ax = b se obtiene calculando una DVS de la matriz A = UXV?, y
formando el producto ¢ = U'b, para asf obtener z' = (c;/oy)vy + ... + (¢,./0,)v,.
En la siguiente seccién veremos la definicién de un problema mal condicionado

y teoremas que nos ayudaran para su solucion. Se estudiran conceptos de error,
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como error relativo. También se analizaran los casos cuando la matriz A y el
vector b tienen errores o perturbaciones y para esto se recordaran conceptos como

el numero de condicién de una matriz.

3.2.4. Meétodos de Regularizacion

Como en las secciones anteriores, nos interesa resolver un problema lineal mal
planteado que al discretizarlo da lugar a un sistema de ecuaciones lineales de la
forma Az = b, donde la matriz A es mal condicionada. La idea de la regulariza-
cién es reemplazar el problema mal planteado por otro bien planteado de modo
que la solucion del nuevo problema sea una buena aproximacién de la solucion
buscada ([31]). El matemadtico ruso Andréi Tikhonov fue el primero en sugerir un
nuevo enfoque para resolver problemas mal planteados. Esta formulacion modifi-
ca el problema mal planteado en otro bien planteado. Asi, Tikhonov establecio y
justifico el método méas popular para resolver problemas mal planteados, llamado

método de regularizacion.

Como lo asegura [20], el método de regularizacién consiste en elegir una colec-
cién de problemas bien planteados, esta coleccion de problemas puede ser finita o
infinita y depende del llamado parametro de regularizacion que es elegido a prio-
ri, es decir, antes de calcular la soluciéon que regulariza el problema. Para cada
valor del pardmetro, se tiene un problema distinto, y su solucion se llama solucion
regularizada. En general, dicho parametro depende de los limites de la solucién
exacta; los cuales no se conocen, por lo que a veces es necesario usar estrategias
para elegir el parametro de regularizacién adecuado, como lo son el Principio de
Discrepancia de Morozov y el Método de la L-Curva. Una vez elegido el valor del
parametro de regularizacion, la solucion regularizada se toma como aproximacién
de la solucién del problema mal planteado, como se asegura en [31]. En resumen,
el método de regularizacion consiste en calcular las soluciones regularizadoras en
funcién del parametro de regularizaciéon y elegir correctamente el pardametro de

regularizacion.

Regularizacion mediante DVS truncada

El primer método que se usa para regularizar problemas discretos mal plan-
teados es la DVS. Dicho método estd basado en los valores singulares de la matriz,
definidos en 1.22. Sea la matriz A € M,,«,(K) con m > n y ran(A) = r, conside-
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remos su descomposicién en valores singulares, la cual se puede escribir como:

(o1 ... 0 0]
: .0 t
A:|:U1 cee Up Upgpl ... Um [U1 v Up Upyg1l ... Uni|
0 o 0
0 0 0 0
U z %
De aqui, se tiene que:
g1 ... 0
_ . t t
AZ[ul ur} R [vl vr} +[ur+1 un} 0] |:UT+1 .. Up
0 oy
g1 ... 0
. . t
Z[ul ur} R [vl vr} .
0 ... o
Por la Definicion 1.24 sabemos que las columnas de U, que son uq,us, ..., u, se

denominan vectores singulares izquierdos de A, mientras que las columnas de V/,
que son vy, ..., v, son llamados vectores singulares derechos de A. Las matrices U
y V no estan determinadas en forma tnica por A, en cambio X si, porque contiene
los valores singulares o4, ...,0, de A.

Al realizar el producto de las matrices, se obtiene lo siguiente:

vy

N
I

. t t
o1y ... arur] | = orwmv] + ..+ o,

<

Por lo tanto, la matriz A se puede escribir como:
A= o). (3.28)
i=1

El Lema 1.2 garantiza la escritura de la matriz A como la suma de matrices u;v!
de rango uno. En algunas ocasiones los valores singulares mas pequenos de A son

los responsables de que la matriz resulte mal condicionada, por lo que primero
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intentamos removerlos. Al remover los valores singulares mas pequenos, truncamos
la suma (3.28). Para esto, dado un valor k € {1,2,...,7}, removemos los r — k
valores singulares mas pequenos de la matriz A y obtenemos una nueva matriz

dada por:
k
A= o). (3.29)
=1

Si sustituimos la matriz A por la matriz Ay en el problema de minimos cuadrados

dado por la ecuacion (3.25), obtenemos la siguiente coleccién de problemas:
mﬁ'{nHAk:c—bH;, k=1,2,...,r (3.30)
reR?

Para cada problema de la coleccion se tiene una solucién de norma minima. Dicha
solucién se obtiene de la misma manera que la solucién (3.27). En este caso, se
tiene que ¢; = ulb, con i = 1,... k. Luego, se tiene que la solucién para cada

problema de la familia (3.30) estd dada por:
T = g —ibvi k=1,2,...,r. (3.31)
. ) ) ) )

Este método se conoce como DVS truncada, y a la matriz A, se le conoce como
TDVS de A con nivel de truncamiento k ([31]). La idea de la regularizacién por
DVS truncada es quedarse con los coeficientes u'h asociados a los valores singula-
res mas grandes. El valor de k es el llamado parametro de regularizacion, el cual
representa la cantidad de valores singulares mas grandes que contribuyen con la
matriz Ay, y la solucién regularizada es zy, ([31]).

En la practica, muchos problemas discretizados de la forma Ax = b se ven afec-
tados por errores en las observaciones b, los cuales repercuten en la solucién del

problema. Por lo que en ocasiones el vector de observaciones se define como:
b= beracto + €,

donde bezqcto €8 desconocido, y representa los datos exactos del problema, € es un

vector aleatorio no observable y representa el error en los datos ([31]). Al sustituir
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este nuevo vector en la solucién regularizada xj, obtenemos lo siguiente:

k

utb
T — E V;
O',

=1

ezacto + 6)
— E BANA AT

t

u‘bexacto u;€
= E 2—1}1“" L Vil -
- ag; g;
=1

)

Por lo tanto, la solucién regularizada de norma minima se puede expresar como:
kot
U‘beccacto u;€
k= E z—vi—l—g v, k=1,2,...,r (3.32)
- g;

De acuerdo con [31], el primer término representa la solucién de norma minima

del problema libre de errores:
Ve A b 2
min H kL — emacto“2>
zeR?

mientras que el segundo término representa la propagacion del error en la solucién

del problema perturbado:

Hel]g% HA]C(% (bezacto + E)H; :

El objetivo principal de la DVS truncada, es elegir correctamente el nivel de trun-

camiento k que permita atenuar la influencia del error en la solucién regularizada.

Una forma de responder la pregunta, ;jcudl es el nivel de truncamiento éptimo
que disminuye la influencia del error en la solucién regularizada?, es mediante la

regularizacion de Tikhonov que se estudiara a continuacion.

Regularizaciéon de Tikhonov

Un método clasico para regularizar sistemas lineales finitos sobredeterminados,
es decir, problemas discretos mal planteados de la forma Ax = y, es penalizar la
norma de la solucién en el problema de minimos cuadrados (3.18), este método
se conoce como regularizacién de Tikhonov ([20, 31]). Dado que las soluciones de

minimos cuadrados del problema discreto mal planteado dependen de coeficientes
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que tienden al infinito cuando los valores singulares tienden a cero, se incluye
una penalizacién a la norma de la solucién y se incorpora al problema de minimos
cuadrados, es decir, se penaliza ||z||,, esto para intentar suprimir el efecto de estos
cambios. Asi, de acuerdo con [31], la regularizaciéon de Tikhonov consiste en hallar

un x que resuelva el problema:

min {|| Az —y|l5 + o |l[|5} . (3.33)

zeR™

dado un factor a > 0, el cual es llamado factor de Tikhonov, y actia como pardme-
tro de regularizacién. La solucién regularizada del problema (3.33) es denotada
por x,. El pardmetro de regularizacion a controla el balance entre el tamano del
residuo r, = Az, —y y el tamano de la solucién regularizada z,. Esto es, si el valor
de a es muy grande, entonces el tamano de la solucién regularizada disminuye, y
si el valor de a es muy pequeno, entonces el tamano de la solucién regularizada

aumenta, es decir:

|zally = 0 cuando a — oo,

|zally; = 00 cuando o — 0.

Por otro lado, mientras mas pequeno sea el tamano de «, la solucién regularizada
se acerca mas a la solucién de norma minima zf, y si el tamafio de o es muy
grande, entonces la solucion regularizada se aleja de la solucién de norma minima,

esto es:

Hxa—xT||2—>0 cuando o — 0,

Hxa—xT”Q—M}o cuando o — .

En general, un método de regularizacion consiste en hallar un & que logre minimi-
zar la norma ||z — y||,. En otras palabras, dado el operador K : X — Y lineal y
acotado se busca un & con ||K& — yl|, < |Kx — y||, paratodoz € X y y € Y, tal
que sea solucién de la ecuacién normal K*Kz = K*y, donde K* : Y — X denota
el operador adjunto de K.

Consideremos lo siguiente:

Kz —yl, = |Ke + K& — K& —yl|,

(3.34)
= (K& —y) + (Kz — KZ)||,.



CAPITULO 3. SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO DE PSD. 106
Por el teorema del binomio se cumple que para todo x € X ey € Y

2 2 2
[z =ylly = llzll; + [lyll; = 2Re((z,9)),

2
[l = (2, ),

y usando la propiedad 3 de la Definicién 1.16 es posible reescribir la igualdad
(3.34) como:

|Ko =yl = (K2 - y) + (Ka — K&)]

= (Kt —y+Kx— K&, Ki —y+ Kz — Kz)
K& —y K& —y+ Ko — Ki) + (Ke — K&, Ki —y + Kz — K#)
Ki—y Ki —y) + (Ki —y, Kz — K&) + (Ko — K2, K& — y)
+(Kz — K&, Kr — KT)
— K2 — yl3 + 2Re ((Ki — y, Kz — ) + | K (« — )2

=
=

De aqui, se tiene que:
1Kz =yl = K2 = yll; = 2Re (K& — y, K(x — &))) + || K (z = )||5-
Luego, por la Definicién 1.29 se obtiene lo siguiente:
1Kz =yl = K2 = yll; = 2Re((K* (K& — ),z — 2)) + | K(z = &)];. (3.35)

Supongamos que & minimiza la ecuaciones normales, entonces se cumple que

K*(Kz —y) =0, por lo que de la ecuacién (3.35) tendremos que:

1Kz —yll; = [1K2 = yll5 = 2Re((0,2 — 2)) + | K (x — 2)|5 (3.36)
= ||K(z — )5 > 0.
Por lo tanto, se obtiene que:

|Kz —yll3 > ||Ki—ylla, Va,i€ X;

esto significa que Z minimiza la norma ||[Kx — y||3. Por otro lado, si suponemos
que & minimiza la norma ||Kz — y||3, entonces al sustituir cualquier x € X se

debe cumplir que ||[Kx — y||3 > ||K& — yl[3.
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En particular, al sustituir x = & + a2 en la ecuacién (3.35) se obtiene que:
2Re((K*(K& —y), & +az — ) + | K(Z + az — &)]2 > 0,

para cualquier « > 0y 2z = ¢z — 2z € X. Luego, por propiedades del producto

interior en X se tiene que:
20Re((K*(Ki —y),2)) + o | Kz||; > 0. (3.37)

Observemos que al dividir la ecuacién (3.37) por o > 0 y por aw — 0 se obtiene la
ecuacion (3.35), la cual solo se cumple si: Re((K*(K& —y),z)) >0, Vze X, es
decir, si se cumple que K*(K7 —y) = 0. Asi, & es solucién a la ecuacién normal.

Los céalculos anteriores justifican el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea X e Y espacios de Hilbert, K : X — Y un operador lineal y
acotado e y € Y. Entonces existe un 2 € X con |[Kz —y|, < ||Kx — y||, para

todo x € X siy solo si 2 es solucion de la ecuacién normal K* Kz = K*y.

Nota 3.2. Todos estos resultados se pueden generalizar para cualquier norma.
Para el problema inverso de estimacion de tamanos de particula se considera la

norma Euclidiana.

Una consecuencia del Lema (3.1) es que podemos penalizar ||z||, remplazando
la ecuacién de primer tipo K* K2 = K™y, por una ecuacién de segundo tipo dada
por o’ + K*Ki = K*y, de acuerdo al lenguaje de la teorfa de ecuaciones integra-
les ([20]). Este punto de vista nos conduce al siguiente problema de minimizacion.
Dado un operador lineal, acotado K : X — Y y el vector de datos y € Y, se

quiere determinar z, € X que minimiza el funcional de Tikhonov definido como:
Jo(2) = |Az —y|s+a? |25, VzeX, a>0. (3.38)

Entonces, el problema de hallar un = que resuelva la ecuacion (3.33) se convierte en
determinar x, € X que minimiza el funcional de Tikhonov dado por la ecuacién
(3.38). Para esto, es necesario probar primero la existencia de un minimo de
Jo. Consideremos una sucesién minimizante de vectores {x,} C X, dada por la

Definicién 1.28. En este caso, dicha sucesion de vectores cumple lo siguiente:

lim J,(z,) = I := inf J,(z). (3.39)

n— 00 rzeX
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Probemos que la sucesién {z,} es una sucesién de Cauchy.

Sean n, m € 7Z, se tiene lo siguiente:

2 2 2 2
Jo(1y) + Ja(xm) = HK"En - y||2 + o’ HanQ + “me - yHQ +o? meHQ

(3.40)
= [|[Kz, — y||§ + | Kz — y||§ +a? H"Ean +a? meHg :
Por otro lado, por el teorema del binomio se tiene que:
2 2 2
Iz +ylly = 1zl + llyllz + 2Re ((z,9)),
2 2 2
Iz =ylly = llzlly + lylly — 2Re ((z,3)) -
Luego, una consecuencia del teorema del binomio es:
2 2 2 2
2+ ylly + Iz = ylly = 2=l + 2 lyll; - (3.41)
Asi, aplicando la igualdad (3.41) obtenemos:
o’ 2 2 o 2 2
T o=l o +anl) = 5 Claall + 20l

2 2
= o’ [|lzally + o [lzmll;

Luego, al sustituir la ecuacién (3.42) en la ecuacién (3.40) tendremos que:

2
«
Jal@n) + Ja(wm) = |Kwn =yl + | Kom = 93 + 5 (20 = 2l + |20 + 2ml3)

a? a?

2 2 2 2
= |’K$n_?/||2+||K$m_yH2+7”$n_$mH2+ 9 "$n+$m"2
2 2
2 2, @ 2 | 2 2
= HKxn_y||2+||K$m_y“2+?||$n_$m”2+ 4 ||xn+me2

Luego, se obtiene que:

2
Ty + T

2
«o
Jo(rn) + Jo(2m) = [[Kzn — 3/”3 + ([ K2 — y”% + o |2n — meg +20°

(3.43)
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Por otra parte, se tiene que:

() o

2

2
Kz, — Kz, —
‘ v, Yy

2
nt T 11
o (52 -
2

2

De aqui, obtenemos:

()

Ademas, por la ecuacién (3.41) se obtiene que:

L [(Kzn —y) + (Kam —y)ll;- (3.44)

(K2 =) + (K2 = )5 + [ (Kan —y) = (Ko — )3

(3.45)
= 2|| Kz — yll5 + 2 | Kz — yll5

Luego, al sustituir la ecuacién (3.44) en la ecuacién (3.45) obtenemos:

()

Por lo que,
Ty + T 1
o1 (B3 ) |+ 1~ Kl = 8 = ol + [~ o1,
(3.46)

Al sustituir la ecuacién (3.46) en la ecuacion (3.43) obtenemos lo siguiente:

2
+ (K2 = y) = (Kaw = y)ll; = 2| Kz, — yll5
2

+ 2| Kz —yll5-

2

2

2 2

Tn+ T 1 o
Talan) + ) = 2|1 (55 | 4 LU = )l + Gl —
2
1902 Tp + Tm 2
2

(3.47)
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Dado que:

Tp + Ty Tp + Ty
2J, ([ tim ) — ok (e lom)
(=) =2l (=52) -

entonces podemos reescribir la ecuacién (3.47) como:

2 2

2 2

a2

mn+xm 1 2
DI ) g LI — o)l +

2

Jo(xn) + Jo(zm) = 2J, < 5

Puesto que:

lim  J, (%—l-—l'rn) =1,

n,m—00
entonces se cumple:

2

T, +T 1 5 Q@ 9
B ) 4 I = )+ G o

2

Jo() + Jo(2) = 2J, < 5

2
o
> 21+ - [
Ademas, se tiene que J,(x,) + Jo(zm) — 21, cuando n, m — oco. Por lo tanto,
0> ||z, —zn| > 0.

Esto significa que la sucesion de vectores {x,} es una sucesion de Cauchy. Luego,
por el Teorema 1.13 la sucesién {z,} es convergente. Sea =, = lim z,, conz, € X.
Dado que el funcional de Tikhonov es continuo, entonces por ﬁ: f’oroposicién 1.4 se
tiene que J,(x,) — Jo(z4); asi, por la ecuacién (3.39) obtenemos que J,(z,) = I.
Esto prueba la existencia de un minimo de .J,. Si consideramos a z, como un

minimo de J,, entonces se debe cumplir que:
Jo(zs) < Jo(z), Vre X. (3.48)

Ademas,

Ja(x) - Ja(xa) = (HK:L’ - ?/Hg - HK% - y”;) + o’ (Hng - ||$a||3) )
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y por la ecuacién (3.35) se tiene que:

Ja(®) = Ja(@a) = 2Re((K* (Ko —y), 2 —wa)) +||K (2 —2a)|[5+0® (|25 — zall3) -

(3.49)
Por el teorema del binomio, se tiene que:
2 2
[zll; = |za + 2 — zally
2 2
= [[zally + [l = 2ally + 2Re ((xa, © — 2a)) ;
entonces,
2 2 2
lzlly = lzally = lz = zall; + 2Re ((za, v — 7a)) - (3.50)

Al sustituir la ecuacion (3.50) en la ecuacién (3.49) se obtiene:

Jo(7) = Ja(Ta) = 2Re((K*(KTo — y), — 7a)) + || K (z — xa)”g +a’ |z — xa”%
+20%Re ({T, T — T4)) .

Factorizando términos obtenemos que:

Jo() — Jo(zs) = 2Re ((K*(Kxa — ),z — 24) + o {Tq, 1 — xa>) + || K (x — xa)||§

+a? [z — 245 -
Por tltimo, aplicando las propiedades 3 y 4 de la Definiciéon 1.16 se tiene que:

Jo(@) = Ja(wa) = 2Re ((K*(Kza — y) + 0*2a, 7 — 20)) + | K (2 — a) |3+ & — a3,
(3.51)
para todo x € X. Al sustituir la ecuacién (3.51) en la desigualdad (3.48) se

obtiene lo siguiente:
0 < 2Re ((K*(Kzo — y) + 0’20, — 24)) +|| K (2 — zo)a+a? ||z — za 5. (3.52)

En particular, la desigualdad (3.52) se cumple para © = 2, + az, con a > 0y
z=x—1x, € X. Asi,

0 < 2Re ((K*(Kza — y) + o’zq, a2)) + | K (az)|5 + o? ||laz|?
= 2aRe ((K*(Kzo — y) + 0’24, 2)) + o K 2|5+ a*|2]]5.

Al dividir la desigualdad anterior por a > 0 y a — 0, se puede observar que esta
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solo se cumple si Re ((K*(Kz, — y) + a*4,2)) > 0 para todo z € X; esto es,
K*(Kz, —y) + o’z = 0.
Por lo tanto, z, es solucién a la ecuacién normal:
(@] + K*K)z, = K*y.

Probemos que dicha solucién es tnica. Para esto, supongamos que x, también es

solucion de la ecuacion normal, por lo que se debe cumplir que:
olry+ K Kxy = K*y.
Entonces, se tiene que:
olry + K*Kz, = o’z + K*Kay,

lo cual solo se cumple si:

To = Ty.

Por lo tanto, x,, es la iinica solucién de la ecuacién normal. Por otro lado, probemos
que el operador A, = o*] + K*K : X — X es biyectivo. Es facil ver que A, es
sobreyectivo, demostremos que A, es inyectivo para todo o > 0.

Sea © € Ny, entonces se tiene que A,x = 0. Luego, multiplicando por z y

aplicando la propiedad 3 de la Definiciéon 1.16 se tiene lo siguiente:

(Agz,2) = (o*r + K* Kz, x)
= (a*z,2) + (K*Kx, 1)
= oz, 2) + (K, Kx)
— o [l + 1Kl

=0

Asi, se debe cumplir que x = 0. Por lo tanto, por la arbitrariedad de x se cumple
que Ny, = {0}. De aqui, por el Teorema 1.19 se tiene que A, es un operador
inyectivo. Por lo tanto, A, es biyectivo, es decir, es invertible.

Los célculos anteriores demuestran el siguiente teorema.
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Teorema 3.2. Sea K : X — Y un operador lineal y acotado sobre espacios de
Hilbert y o > 0. Entonces el funcional de Tikhonov J, tiene un unico minimo

ro € X. Este minimo x, es la Uunica solucion de la ecuacion normal:

’r, + K*Kx, = K*y. (3.53)

En particular, si la matriz A de m x n es la representaciéon matricial del ope-
rador lineal y acotado K : K® — K™ sobre las bases candnicas de K y K™, tal
que K(z) = Az, entonces tendriamos que las ecuaciones normales regularizadas

se pueden reescribir como:
’r, + AlAz, = Ay, cona >0, (3.54)

donde A* = A’ si A € M,,xn(R).
Si consideramos la DVS de la matriz A € M,,«,(R) dada por:

o1 ... 0
t
A:[Ul Umi| |:’U1 ’Uni| )
0 On
0 0 0
Umxm men Vnyn

tendremos, por la propiedad 2 del Teorema 1.1 que:

= (UEVt)t
( ) (3.55)
( ) EtUt
= VXU,
Luego, se tiene que:
APA = (VEUY) (USVY). (3.56)

Dado que las matrices U y V son ortogonales se cumple que:

UU =1, y VV' =1,
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asi, tendremos que:
A'A = VIRV

Luego, se tiene lo siguiente:
oI, + A'A = 2VVE L VISV = V(2] + SV (3.57)

Observemos que 'Y es una matriz de n x n, dada por:

o2 ... 0
vy =
0 o2
0O 0 0
Asi, se tiene que:
ot +o? .. 0
a’l, + 2y = ‘ ' ' :dz‘ag(a2+0%,...,a2—l—ai).
0 oa® 40?2
0 0 0

Al sustituir esta dltima igualdad en la ecuacién (3.57) se obtiene:
o’l, + A'A =V diag (& + 07,...,a> +02) V.
Observemos que:

(a2[n+AtA)V:Vdmg (042+U%,~-7042+‘772L) Vv
=V diag (a” +01,...,0° +07).

Esto nos quiere decir que la matriz diagonal contiene los valores propios de la
matriz oI, + A A y los vectores singulares por la derecha de A son sus respectivos
vectores propios. Como a > 0, entonces los valores propios de oI, + A'A son
positivos, es decir, la matriz %1, + A’ A es definida positiva. Dado que toda matriz

definida positiva es invertible, entonces se tiene que oI, + A*A es invertible. Dicha
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matriz se define como:

(0L, + A'A) ™" = V diag ( Lo ) Ve, (3.58)

a?+0?" a2+ 02
De la ecuacién (3.54) se obtiene que:
Ta = (0L, + A'A) T Aly. (3.59)

Al sustituir las ecuaciones (3.58) y (3.55) en la ecuacién (3.59) se tiene que la

solucién regularizada x,, esta dada por:

1
o =V diag | ———, ..., VIVEtUy.
g(oﬂ—l—a? a2+aﬁ> 4
Dado que:
oty
ViV =1, y YUYy = : ;
opuly
entonces se cumple:
outy
( > di 1 1
Ty = . ia e
v Un g a? + o} a?+ o2
onpuly

Por lo tanto, la solucién de la ecuaciones normales regularizadas (3.54) es:

n
To = ; [#ﬁaguﬁy] U;; (3.60)
donde los vectores u; y v; son sistemas de vectores ortonormales dados por el
Teorema 1.17. La solucién regularizada (3.60) minimiza el funcional de Tikhonov,
por lo que es posible aplicar dicha solucién regularizada para resolver el problema
inverso discreto mal condicionado de la PSD. En el siguiente capitulo, se resuelve
una aplicacién sintética del problema inverso de PSD para particulas de latex

NBR, con un conjunto finito de longitudes de onda y de didmetros de particulas.



Capitulo 4
Aplicacién del problema inverso

La distribucién de tamafos de particulas (PSD) de un latex industrial es una
caracteristica morfologica importante que determina la procesabilidad y propie-
dades finales del material cuando estos son usados en adhesivos, revestimientos
o pintura ([24]). La microscopia electrénica de barrido (SEM) y la microscopia
electrénica de transmisién (TEM) son actualmente las técnicas mds confiables
para estimar y observar una PSD; sin embargo, ambos métodos son experimental-
mente costosos, dificiles y lentos ([24]). Pocos han intentado determinar la PSD
por turbidimetria, esto se debe a las dificultades numéricas involucradas con el
tratamiento de los datos y a la falta de informacién precisa sobre las propieda-
des é6pticas requeridas. Sin embargo, en esta aplicacion resolveremos el problema
inverso de estimacién de PSD por turbidimetria UV-Vis cerca de la regiéon de
Rayleigh, basados en la teorfa segiin [24], para ldtex industriales blandos' (NBR?)
con tamanos de particulas en el rango de 80 a 85 nm. En este capitulo se presenta
un ejemplo sintético que se resuelve mediante la inversa generalizada y el método
de regularizacion de Tikhonov; el ejemplo sintético corresponde al caso de polime-
ros blandos y en el que se usan los coeficientes de Mie. Para poder simular las
mediciones de turbidez es necesario considerar un modelo matemaéatico que rela-

cione el espectro de turbidez (o extincién de luz) 7 con el tamano de la particula;

Los materiales poliméricos (los pldsticos) se pueden agrupar, de acuerdo a su estructura
mecanica, en dos tipos: rigidos y blandos. Los blandos tienen canales internos y huecos que
atrapan fisicamente las moléculas de agua, es decir, los polimeros blandos son como esponjas
donde parte de agua se adhiere a su superficie y parte queda atrapada en los huecos.

2Su abreviatura internacional es NBR (Nitrile Butadiene Rubber) y es un caucho que se
utiliza para la fabricacién de productos de caucho industriales y automotrices, por ejemplo, el
latex sintético. Algunas de sus aplicaciones se dan en las juntas de estanqueidad de aceites y
gasolinas en tuberias, racores, pletinas, tanques y depdsitos.
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ademas, para resolver el problema inverso de estimar la distribucion de tamanos
de particula, necesitamos datos reales; sin embargo, debido a que no contamos

con ellos vamos a construir un ejemplo sintético.

4.1. Solucién del problema directo

Como se ha mencionado anteriormente, para resolver el problema inverso, ne-
cesitamos resolver el problema directo, debido a que no contamos con datos reales.
Es decir, vamos a suponer conocida la matriz A, los valores de f(D;) y calculare-
mos los valores de 7()\;). Una vez resuelto el problema directo, vamos a resolver
el problema inverso de hallar a f(D;), a partir del conocimiento de la matriz A,
y los datos 7(\;). La solucién del problema inverso debe ser muy parecida a la
forma de f(D;).

Para resolver el problema directo, vamos a suponer conocida la funcién conti-

nua f(D) que, de acuerdo con [24], estd dada por:

D)= N {—[zn<D>—m<Dg>1 }; 1)

_ p
Do/ 27 202

con N, = 1.2 x 10'? part./em?; D, = 80nm; y ¢ = 0.1. La distribucién con-
tinua de la ecuacién (4.1) se puede cambiar por la funcién discreta equivalente
f(D;), tomando en cuenta los didmetros D; y las longitudes de onda ;. Para
este ejemplo, se consideran cuatro diferentes diametros promedios de particulas
de latex industriales blandos (NBR) inmersas en agua y tres diferentes longitudes

de onda, dados por:

Dy =80.4nm,

Dy = 82.8 nm,

D3 = 83.6 nm,

Dy, =84.5nm,
y

A1 = 300 nm,

Ay = 450 nm,

A3 = 600 nm.
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Asi, el problema inverso que resolveremos es discreto, y esta dado por:

log1o(e)7Y —
T()\Z) = % Z f(Dj)Qe.’Et(:CZ]7 ml)D?) (42)
j=1
donde,
xi; = mD; (nmi)\l)) , m; = :p(ai?), Z =1cm,
y

2 8 4 m? —1\?
Qeat (i, mi) = Z%Bal ~ 3% (m? + 2> '

Asumiremos que las funciones de indices de refraccién del medio n,,(A;) y de las

particulas n,()\;), se definen como ([24]):

3046
6284
n,(A;) = 1.494 + 32 (4.4)
Usando una notacién vectorial es posible reescribir la ecuacién (4.2) como:
T = Af, (4.5)

donde A € M3,4(R), 7 € R3, y f € R%. Asi, el problema directo consiste en hallar
el vector de espectro de turbidez 7 a partir del conocimiento de la matriz A y el
vector f. Para esto es necesario hallar los coeficientes de la matriz A, los cuales
estan dados por ([24]):

Qij = MQezt(ﬂj,mi)Dﬂz, (4.6)
con(i=1,....m)y (J=1...,n).

Para ser congruentes con los articulos [24, 21] de donde se obtiene toda la in-
formacion de este ejemplo, consideramos que las unidades de medida para las
longitudes de onda A; y los didmetros D, estan dados en nanémetros; y el camino
éptico £ y la densidad numérica N, estan dados en centimetros. Esto se hace por
conveniencia, pues queremos hallar una aproximacion a la inversa generalizada de

Penrose; ademas, todos los calculos se realizan con ayuda del sistema de cémputo
numérico MATLAB.
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Comenzamos por calcular los valores de f(D;) :

gy = 12X M0 part e [ n(D,) — tn(SO)" |
j D;(01)v2r g 0.02 :
f(Dy) =5.9470 x 10" #pagt |
cm
f(Ds) = 5.4496 x 10 #pcw;t ’
cm
t
f(Ds) = 5.1977 x 10'° #]?LZ’
cm
t
f(Dy) = 4.8776 x 10" #pag
cm

Ahora, hallemos los coeficientes de la matriz A. Para esto, primero calculamos los
indices de refraccién de las particulas, n,(A;), los indices de refracciéon del medio

N (i), v los indices de refraccién relativos m;, considerando las longitudes de

onda A; :

np(\1) = 1.494 + éi—ij} — 1.5638,

np(\2) = 1.494 + (i’é—i; — 1.5250,

ny(A3) = 1.494 + £3—§; = 1.5115;

non () = 1.324 + (33(())—?)()32 13578,

no(Na) = 1324 + % — 1.3390,

(M) = 1.324 + % — 1.3325;
e
o L0
my = o8] LOLL g e

" nn(\y) 1332

Con los datos anteriores es posible calcular los pardmetros de tamano x;; :

N (A1)

1

Tr11 = 7TD1 ( ) = 11432,
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219 = 1Dy <%ﬁl)> — 11774,
213 = 704 ("’”(fl) — 1.1887,
T4 = wDy (nm)fl)q)) = 1.2015,
2oy = 7D ("mA(jQ)) — 0.7516,
299 = 7Dy ("”&?2)) — 0.7740,
293 = Dy <"’”A(52)> = 0.7815,
oy = 7D, (”’”A(j?)) — 0.7899,
w31 = 7Ds (”mg?’)) = 0.5609,
30 = 1Dy ("m;:?’)) = 0.5777,
a3 = 7Dy (”m;j?’)) — 0.5833,
231 = 7D, <"’“A(:3>) = 0.5805.
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Al sustituir los valores encontrados z;; y m; en la funcién de extincidén Qepe (5, m;)

se obtiene:

8 2_1\°
Qeaxt(211,m1) = S (m;—) = 0.0439,

3 mi + 2
Qeat(12,M1) = gaffz (Z? 1 ;)2 = (0.0493,
Qent (213,m1) = gx;lg (nmg :r ;)2 —0.0513,
Qeat(T14,m1) = gfﬂ (:? :L ;)2 — 0.0535,
Qeat (w21, m2) = gxgl (Zg 1 ;)2 = 0.0069,
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8 , [m2—1\"
Qemt(‘r22a m2> = gxgg m2 ) = 00078,
2
8 21\’
Qeat (723, m2) = —$§3 T = (0.0081,

3

8
Qezt($24, mz) = gmgz;

8
Qext(x?)% m3> = §£C§2

(i)
(hi2)

Qualrs, ) = 5ty (24 1)2 _ 0.0020,
(h2)
(i)

Qewt (233, Mm3) = gxés

( Y ) D 5

Por dltimo, usando la ecuacién (4.6) hallamos los coeficientes a;; de la matriz A

COomao:
ay = Mth(ml,ml)D% = 96.7045,
ay = M@m(m,ml)pg = 115.3699,
a3 = MQm(mg,ml)Dg = 122.2216,
14 = MQM(%M,WQDE = 130.3319,
Q91 = MQext(iﬂm,mﬁD% = 15.2341,
e MQM(@Q,W)@ — 18.1745,
o3 = M%(@g, my) D3 = 19.2538,
a9q = MQW@;% my) D3 = 20.5315,
as] = MQezt(xm, ms)D? = 4.4296,
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l A4

a3y = %Qext(iﬁszams)l)g = 5.28406,
l &

az3 = MQSH(Q?S& mg)Dg = 55984,
l &

a3q4 = MQGM(Z}M, mg)Di = 59699

Luego, es posible escribir la matriz A como:

96.7045 115.3699 122.2216 130.3319
A= 115.2341 18.1745 19.2538 20.5315 (4.7)
4.4206 52846  5.5984  5.9699

Con los datos encontrados hasta ahora se puede resolver el problema directo de
estimacion de distribucion de tamanos de particula. Por lo tanto, la solucién al
problema directo de estimacién de distribucion de tamanos de particulas esta dada

por:

T=Af

5.9470 x 1010 ]
5.4496 % 1010,

5.1977 x 10,

4.8776 x 10

96.7045 115.3699 122.2216 130.3319
= 115.2341 18.1745 19.2538 20.5315
4.4296  5.2846 5.5984 5.9699

2.4748 x 10"
= 10.3899 x 10'3
0.1134 x 10%

Se puede observar que la solucién al problema directo se realiza de forma muy
sencilla y a partir de esta es posible hacerse una idea de la solucién del problema
inverso. En la siguiente seccion se resuelve el problema inverso de estimacién de
distribucion de tamanos de particula usando dos métodos importantes, la inversa

generalizada y el método de regularizaciéon de Tikhonov.
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4.2. Solucién del problema inverso

Ahora, vamos a resolver el problema inverso de hallar f(D;) a partir del co-
nocimiento del espectro de turbidez 7 y la matriz A. Supondremos que 7 € R3 y
la matriz A € M3.4(R) son datos conocidos, ademds, como en la practica siempre
existen errores en las mediciones de turbidez, consideramos un error relativo e,

por lo que el problema (4.2) se puede escribir como:
T=Af+e (4.8)

Consideramos dos métodos de solucién para hallar el vector f € R*, el primero la

inversa generalizada de Moore-Penrose y el segundo la regularizacién de Tikhonov.

4.2.1. Solucién obtenida por la inversa generalizada

Segun la Definiciéon 3.4 y la Observacion 3.2 es posible hallar la matriz pseu-
doinversa de Penrose de la matriz A por medio de la ecuaciéon (3.7). En este
caso, m = 3 y n = 4, es decir, m < n; ademads, es facil ver que los renglones

r1,79, 73 € R* dados por:

r = (96.7045,115.3699, 122.2216, 130.3319) ,
ry = (15.2341,18.1745, 19.2538, 20.5315) |
rs = (4.4296,5.2846, 5.5984, 5.9699) ,

son linealmente independientes ya que no existe algtin par de nimeros a y 3 tales
que:

T = Qry + 67”3.

Por lo tanto, la matriz A es de rango completo por renglones, i.e., dim Ry = 3; y

por el Teorema 1.5 se cumple que:
dim Ry = ran(A) = 3.

Puesto que A € M3,4(R), entonces A* = A'. Luego, de la Observacién 3.2 inciso

(3), se tiene que la matriz pseudoinversa de Penrose de la matriz A se obtiene por:

1

Y = AT [AAT] "



| 96.7045
115.3699
122.2216
130.3319

Al =
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Haciendo los cédlculos para la matriz A se tiene lo siguiente:

15.2341 4.4296_
18.1745 5.2846
19.2538 5.5984
20.5315 5.9699

124

asi,

5.4586 0.8599 0.2500
0.8599 0.1355 0.0394| x 10,
0.2500 0.0394 0.0115

AA" =

Luego, se tiene que la matriz inversa de AA® estid dada por:

0.0078 —0.0524 0.0108
[AAT] ™ = | —0.0524 0.4473 —0.3952| x 10°.
0.0108 —0.3952 1.1238

Por lo tanto, la matriz pseudoinversa de Penrose de la matriz A es:

—0.1210

—0.0925  0.6226
| -0.0514 —0.4166 2.5555

Y = A'[AAT T = x 10%,
0.2348 14884 —0.0064
~0.1060 1.3026 —2.1663

Podemos verificar que se cumplen aproximadamente las condiciones de Penrose:

1. AYA=A:
96.7066 115.3725 122.2243 130.3348
AY A= |15.2344 18.1749 19.2542 20.5320 | ~ A.
4.4297  5.2847 5.5985 5.9700
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2. YAY =Y

—0.0925 0.6226 —0.1209
—0.0514 —0.4166 2.5555 4
YAY = x 10" =Y.
0.2348 —1.4884 —0.0065

—-0.1060 1.3026 —2.1663

3. AY = (AY)':

1.0000 0.0004 0.0001
AY = [0.0000 1.0000 0.0001| = Iz3x3 = (AY)".
0.0000 0.0000 1.0000

4. YA=(YA)Y:

0.2817  0.2676 —0.0638 0.3559
0.2676  0.9003  0.0238 —0.1326
VA= ~ (Y A).
—0.0638 0.0238  0.9943  0.0316

0.3560 —0.1326 0.0316  0.8236

Con esto, hemos encontrado la inversa generalizada de la matriz A, solo nos falta
calcular el valor del vector de espectro de turbidez 7 para hallar una posible

solucion al problema inverso de estimacion de PSD.

Nota 4.1. Para hacer més evidentes los resultados de los siguientes célculos se

hacen usando el formato longEng de MatLab.
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Calculamos el vector de espectro de turbidez 7(\;) dado por la ecuacién (2.35)

para cada longitud de onda A; :

logio(e)mL
(A1) = Oglo )m Zf ) Qent (1, m;) D? = 24.7479046889131 x 10'2,
l0g10 )L ) "
7(A2) = Z F(D;)Qeut(25,m;) D? = 3.89858946984298 x 10'2,
log1o )L 12
T(Ag) = ———— Z F(D;)Qeut(wsj,m;) D? = 1.13358678358970 x 10

De esta manera tenemos que el problema inverso de estimacién de distribucién de
tamanos de particulas esta dado por:

T(Ai) = Af +e

fi
24.7479046889131 x 102 96.7045 115.3699 122.2216 130.3319 ;

2
3.89858946984298 x 1012 | = [15.2341 18.1745 19.2538  20.5315 ; + €.

3
1.13358678358970 x 1012 4.4296  5.2846 5.5984  5.9699 ;

4

(4.9)

Debido a que en la practica generalmente existen errores en las mediciones, es
necesario determinar el efecto de los errores en las mediciones, para esto, cambia-
mos el vector 7();) sumédndole un valor pequefio € = 1 x 1074, el cual representa el
error en las mediciones (solo para hacer los célculos de los errores més evidentes

consideramos el vector 7 en centimetros):

T(N) =7(N\) + €
0.247479046889131

= [0.0389858946984298 | + €
0.0113358678358970

0.247579046889131
= 10.0390858946984298
0.0114358678358970
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Luego, el error absoluto en las mediciones es:
e=|T(N) = T(N)]l, =1 x 1074

Supongamos que conocemos a 7 y a la matriz A, entonces hallemos una solucién
al problema de la ecuacién (4.9). La primera idea que nos surge para resolver el
problema es hallar la matriz inversa de la matriz A, lo cual resulta complicado
usando la teoria de matrices inversas, pues solo consideran el caso de matrices
cuadradas. Para esto es necesario generalizar la teoria, y usar la matriz inversa
generalizada de Moore-Penrose. De esta manera, la primera posibilidad que se
plantea para la solucién de un problema inverso es construir un operador lineal
que mande los datos 7 a los parametros estimados f . El operador lineal mas general
es la matriz inversa generalizada, en este caso, el operador lineal estd dado por
la matriz de Penrose Y. Asi, una posible solucion al problema inverso, segin la
ecuacion (3.10) es:

f=Yr (4.10)
La solucién dada por la ecuacién (4.10) es posible si consideramos que la matriz
A es bien condicionada, de lo contrario, la estimacion f sera muy diferente al
vector de pardmetros verdaderos f. Expongamos el por qué la matriz A es mal
condicionada, primero consideremos el vector de mediciones libre de errores 7 y

calculamos el valor estimado del vector de PSD f :

0.000182477455386
. 0.000084237889068
f=Yr= . (4.11)
0.001238859978678

0.000527147719822

Ahora calculamos la estimacién del vector de parametros f considerando el vector

con ruido en las mediciones 7 :

| 0.409293417919107 ]
2.087583172718300
—1.258845877485565
—0.969210418586275

\>>
!
N
i

(4.12)
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Es posible observar la diferencia entre los vectores de parametros de PSD f y f,

sin embargo calculamos los errores en los datos y en los pardmetros como:

I

|7 —#]l,=1x10""

= 2.655791418318820

Se observa que el error en los datos es més pequeno que el error en la solucion,
es decir, pequenos cambios en el vector de mediciones 7 provoca errores grandes
en la solucién estimada f , esto quiere decir que el problema inverso es mal con-
dicionado. Esto se debe a que no se cumple la condicion de estabilidad, pues la
solucién no depende continuamente de los datos.

Consideremos la matriz A € Mj3,4(R) como la representacién matricial del opera-
dor lineal K : R* — R3 y la matriz transpuesta A* € My,3(R) como la representa-
cién matricial del operador lineal adjunto K* : R® — R*, sobre las bases canénicas
de R? y R*. Sabemos que una manifestaciéon de inestabilidad en el sistema (4.9)
puede observarse a través del calculo del nimero de condicién de la matriz del
sistema dado por la ecuacién (1.3). Para hallar ¢(A), es necesario calcular los va-
lores singulares oy, (k = 1,2,3,4) de la matriz A. Para esto, primero encontremos

los valores propios de la matriz A*A dada por:

9603.45947922000
11457.0693091600
12137.4917044200
12942.9044167400

ATA =

Para hallar los valores propios de la matriz A’A € My,4(R) usamos la funcién

eig(A'A) en MatLab, la cual nos devuelve el vector 3 € R* que contiene dichos

valores propios:

11457.0693091600
13668.4532734200
14480.2072625800
15441.0765501000

0

56.0556695120656 x 103
3.66837970994902 x 10~
763.171579628470 x 10~'2

12137.4917044200
14480.2072625800
15340.1704035600
16358.1046319000

12942.9044167400
15441.0765501000
16358.1046319000
17443.5863558700

(4.13)



CAPITULO 4. APLICACION DEL PROBLEMA INVERSO 129

Usando la funcién dvs(A) de MatLab obtenemos el vector o € R* que contiene

los valores singulares de la matriz A € Mj3,4(R) ordenados de forma decreciente:

236.760785418670

60.5937041072596 x 10~°
o= . (4.14)
27.6654149258401 x 107°

0

Si consideramos los valores singulares no nulos, se tiene que:

mdx o] = 236.760785418670,

min o] = 27.6654149258401 x 107,
Por lo tanto, el nimero de condiciéon de la matriz A es:

méx [o| 9236.760785418670

_ — 8.55800504544962 x 10°. (4.15
min x|~ 27.6654149258401 x 100 < 10° (4.15)

c(A) =

Dado que el nimero de condicién de la matriz A es muy grande, entonces se tiene
que el problema inverso de PSD es mal condicionado. Por lo que no basta con
calcular la inversa generalizada de A; por esta razon es necesario regularizar el
problema, es decir, en lugar de resolver el problema mal condicionado se resolvera
un nuevo problema bien condicionado de modo que la solucién del nuevo problema

sea una buena aproximacion de la solucién buscada.

4.2.2. Solucion obtenida por la regularizacién de Tikhonov

En este caso, vamos a aplicar el método de regularizaciéon de Tikhonov, para
esto es necesario elegir una coleccion de problemas bien planteados que dependen
del parametro de regularizaciéon. Para cada valor del parametro, se obtiene un
problema distinto, y en consecuencia una solucién regularizada. En este caso, las
soluciones de los problemas bien planteados estan dadas en términos del parametro
de regularizacion, pues el problema de hallar el parametro de regularizacién que
mejor ajuste la solucion regularizada a la solucién del problema mal condicionado
queda abierto, porque escapa a los alcances de esta tesis.

Supongamos que los datos dados por el vector de espectro de turbidez 7 € R? y
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la matriz A son conocidos, y se quiere hallar f, € R* que minimice el funcional
de Tikhonov dado por:

Jo(f) = IAf =75+ 2| fl5, YfeRLTER® y a>0, (4.16)

donde « es el factor de Tikhonov que actia como parametro de regularizacion.
En este caso, la solucion regularizada del problema de PSD es denotada por f,.
Sabemos que el pardametro de regularizacién « > 0, controla el tamano de la

solucién regularizada, es decir, se cumple que:

| fall, = 0 cuando o — oo,

| fall, = 00 cuando a — 0.

Dado que estamos considerando una aplicacién sintética la solucion exacta deno-

tada por f(D) € R es conocida y estd dada por:

[5.0470 x 10|
5.4496 x 10
5.1977 x 10'°
4.8776 x 1010

con esto, se tiene que f(D) es la solucion exacta la cual se quiere aproximar por
la solucién regularizada f,, ademas, se cumple que mientras mas pequeno sea el
tamano del pardmetro de regularizacion «, la solucion regularizada f, se acerca

mds a la solucién exacta f(D), es decir:
| fo — f(D)]l, = 0 cuando o — 0.

De manera general, sabemos que la solucién regularizada f, se puede obtener

resolviendo la ecuacion (3.54), en este caso se tiene que:

1

fo=(a®T+ A"A) " A'r. (4.17)
Dado que no conocemos el parametro de regularizacién «, el problema de hallar la
matriz inversa (2] + A'A) ™" resulta diffcil. Para esto, consideramos la Descom-
posicién en Valores Singulares de la matriz A € M3,4(R). Luego, por el Teorema

1.15 existe una DVS para la matriz A y por la Definicién 1.23 se tiene que la DVS
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esta dada por:

A=UxV
en su forma matricial se tiene que:
oo 0 0 0
AZ[ul Us u;;} 0 o9 0 0] vy vo v3 ws t
0 0 o3 O
Usxs Saxa Vixa

Usando la funcién [U, S, V] = svd(A) de MatLab se obtiene:

_—986.808413787363 160.039077808380  24.4263802621486
U = | —155.454187674477 —894.590195019417 —418.977778061784 | x 1072,
| —45.2012169408779  —417.247979682783  907.667876173713

[236.760785418670 0 0 0
S = 0 60.5937041072596 x 10~6 0 0f,
0 0 27.6654149258401 x 1076 0

—413.908249327785 —315.888061077944 —103.176149702318 —847.495944615330
—493.798668119822  —425.291165729621  689.642639382938 315.726669225716

V= x 1072,

—523.124812832098  831.207539555861 172.510449331794  —75.3299492646644
—557.838029091672 —168.630315798345 —695.692357977922  419.991301033710

Sabemos que la solucién regularizada usando la DVS de la matriz A estd dada
por la ecuacién (3.60). En este caso, se cumple que r = ran(A) < n, por lo que la
suma de la solucion regularizada va desde ¢ = 1,...,7. Asi, es posible escribir la
solucién regularizada para el problema inverso de la estimacién de PSD usando la
DVS de la matriz A, como:

r o; .

o= w,T| v;. 4.18

f=3 7] (4.18)

Dado que la matriz A € M3,4(R) es la representacién matricial del operador lineal
compacto K : R* — R3, A’ € M,,5 es la representacién matricial del operador
adjunto K* : R® — R y 01 > 0y > 03 > 0, dados por el vector (4.14) son los

valores singulares de la matriz A, entonces segun el Teorema 1.17 existen conjuntos
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ortonormales {u;} C R3y {v;} C R* los cuales estan dados por las columnas de la
matriz U y la matriz V, respectivamente. Dichos sistemas ortonormales cumplen

con las siguientes propiedades:
AUZ' = O;Uj;, (419)

Atui = 0,0V, (420)

coni € I ={1,2,3} C N. Sabemos que por la DVS de A que hay més vectores por
la derecha v; que vectores por la izquierda wu;, y nos interesa saber que vectores
por la derecha nos sirven para hallar la solucién regularizada f,, por lo que los

vectores v; que nos sirven deben cumplir que:

. A’Ui

oF

u; i=1,2,3.

En este caso, se tiene lo siguiente:

—986.808413787363 x 1073
AU1
up = —— = | ~155.454187674477 x 10731,
1
—45.2012169408779 x 1073
160.039078121888 x 1073
A'U2
Ug = o —894.590195019003 x 1073 ,
2
—417.247979673665 x 1073
24.4263804366343 x 1073
AU3
Uz = on —418.977778115748 x 1073 ;
3
907.667876181879 x 1073
ademads, se tiene que:
18.5739193958117 x 1071° 0
Avy = | —2.44859727286224 x 10717 | ~ |0

1.13275114008876 x 10~1° 0



CAPITULO 4. APLICACION DEL PROBLEMA INVERSO 133

Esto muestra que el sistema ortonormal (v;) esta formado por las tres primeras
columnas de la matriz V' de la DVS de A. Luego, es posible calcular solucién

regularizada f, como:

3
fo = E 9i ulr| v
o — ; 7
a4t

i=1

o1 " 02 t g3 t
= ﬁulT v + ﬁUQT Vo + ﬁuiﬂ' V3.
a*® + o7 a*® + 05 a“c + o3
Para calcular la solucion regularizada f,, solo basta elegir correctamente el parame-

tro de regularizacién o factor de Tikhonov o > 0. Si le damos valores a o de tal

forma que cada vez sea més pequeno obtenemos lo siguiente:

m Paraa=1: _ -
4.38421797581138 x 10

5.23043693814276 x 1010
5.54106671580672 x 1010
5.90875761045696 x 1010
» Paraa=0.5: _ -
4.38427660522684 x 1010
5.23050687725977 x 1010
5.54114092962522 x 1010
5.90883665273824 x 1010
= Para a = 0.3: _ -
4.38428905001994 x 100
5.23052170833471 x 1010
5.54115692854422 x 10™
5.90885348533342 x 1010

Con esto hemos encontrado la soluciéon aproximada al problema inverso de esti-
macién de PSD usando la técnica 6ptica de turbidimetria. Existen métodos para
obtener el parametro de regularizacion « de tal forma que sea 6ptimo, es decir,
que la solucion regularizada f, sea una buena aproximacién a la solucién exacta
f(D). El estudio de estos métodos escapa a los alcances de esta tesis, por lo que

se deja como un problema abierto.



Conclusiones

En esta tesis se propone una metodologia para resolver el problema inverso de
estimacion de PSD mediante la técnica 6ptica de Turbidimetria. Para esto, se
resolvié un problema inverso mal condicionado descrito por una ecuaciéon integral
de Fredholm, la cual relaciona las mediciones de espectro de turbidez con la funcién
de distribucion de tamanos de particulas a partir de la teoria de Mie. Se estudié
tedricamente un experimento de turbidimetria y con ello los conceptos fisicos mas
importantes relacionados con la teoria de Rayleigh-Mie como la dispersion de luz,
el indice de refraccién de una particula y del medio en la que estd inmersa, la

absorciéon y extincién de luz y los coeficientes de Mie.

Dado que resolver la ecuacién integral de Fredholm que modela el problema
inverso resulta complicado, en su lugar se resolvio el problema inverso discreto
que resulta en un sistema de ecuaciones lineales mal condicionado, el cual surge
tomando en cuenta un conjunto finito de didmetros promedios de particulas y de
longitudes de onda. Para la solucién del problema inverso discreto se estudiaron
diferentes métodos, entre ellos la inversa generalizada implementada por la inversa
de Moore-Penrose y la regularizacion de Tikhonov implementada mediante la

descomposicion en valores singulares de la matriz del sistema.

Para comprender mejor el problema inverso de estimacién de PSD, se realizo
una aplicacién sintética considerando diametros promedios de particulas de NBR
entre 80 y 85 nandémetros y longitudes de onda entre 300 y 600 nanémetros. Pri-
mero se resuelve el problema directo para el cual se supone conocida la funcién de
distribuciéon de tamanos de particulas de tipo logaritmica normal; y se realizan los
calculos para hallar los coeficientes de la matriz del sistema. La solucion del pro-
blema directo arroja como resultado una aproximacién muy cercana al espectro
de turbidez original. Después se resuelve el problema inverso usando la inversa ge-
neralizada de Penrose, la cual no es suficiente para hallar la solucién aproximada,

pues el problema es mal condicionado. Por esto el problema inverso fue regula-

134



CONCLUSIONES 135

rizado usando el método de regularizacion de Tikhonov. La solucién encontrada
depende del parametro de regularizacién de Tikhonov, por lo que fue necesario
darle valores a dicho parametro para hallar la aproximacién mas cercana a la so-
lucién original del problema. En este trabajo solo se consideran los valores 1, 0.5
y 0.3, con los cuales se obtuvieron soluciones muy cercanas a la original, lo que
comprueba que la distribucion de tamanos de particulas es del tipo logaritmica
normal. El problema de hallar un pardmetro de regularizaciéon que mejor aproxi-
me la solucién aproximada a la original escapa de los alcances de esta tesis, por
lo que queda como un problema abierto, al igual que el problema de considerar
conjuntos de diametros y longitudes de onda mas grandes de tal forma que la
matriz del sistema sea de mayores dimensiones. Una de las limitaciones que se
encontraron al escribir esta tesis fue el de hallar datos reales que encajaran con
el modelo estudiado, ya que no se contaba con un espectrofotémetro para realizar
las mediciones,y asi poder validar los cdlculos matematicos obtenidos.

El objetivo de esta tesis es brindar la teoria necesaria para comprender el proble-
ma inverso discreto de estimacién de PSD basado en mediciones de turbidimetria,
y aplicar dichos conocimientos adquiridos en un problema sintético; este trabajo
aporta la implementacién de la regularizacién de Tikhonov para solucion del pro-
blema inverso de estimacion de PSD, ya que en la literatura dicho problema es

abordado por medio de minimos cuadrados y redes neuronales.



Apéndice A
Conceptos fisicos basicos

En este apéndice hablaremos principalmente sobre los conceptos basicos de la
luz que nos permitiran comprender mejor su naturaleza.
La luz es esencial para casi todo en la vida en la tierra. La luz es el principal
medio por el cual es posible transmitir y recibir informaciéon hacia y desde objetos
situados en el entorno inmediato y en todo el universo. Muchos de los fenémenos de
la vida diaria dependen de las propiedades de la luz. El color azul del cielo diurno
es resultado del fenémeno éptico de la dispersion de la luz por las moléculas del
aire, como los son los colores rojo y anaranjado de los amaneceres y atardeceres.
Nuestra imagen se puede observar en un espejo debido al fendmeno de la reflexién
de la luz. Al usar anteojos o lentes de contacto es necesario que ocurra el fenémeno
de la refracciéon de la luz para una visién clara. Los colores del arcoiris resultan
de la dispersion de la luz conforme pasa a traves de las gotas de lluvia que flotan

en el cielo después de una tormenta.

Este apéndice es un resumen del capitulo 35 “Naturaleza de la luz y leyes de

éptica geométrica”del libro [37].

Naturaleza de la luz

En el siglo XX, la luz era considerada un flujo de particulas que eran emi-
tidas por un objeto observado. Isaac Newton, principal arquitecto del modelo de
las particulas de la luz, afirmaba que estas eran emitidas por una fuente luminosa
y que estimulaban el sentido de la vista al entrar en los ojos del observador. Con
esta idea pudo explicar la reflexién y la refraccion. En 1678, el fisico y astronomo

holandés Christian Huygens demostré que una teoria de ondas de luz podria tam-
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bién explicar la reflexion y la refraccion. En 1801, Thomas Young dio la primera
demostracion clara de la naturaleza ondulatoria de la luz. Demostrd que, bajo
condiciones apropiadas, los rayos de luz se interfieren unos con otros. Tal com-
portamiento no podia ser explicado en aquel tiempo por una teoria de particulas
porque no habia forma imaginable en que dos o mas particulas pudieran unirse
y cancelarse entre si. En 1873, James Maxwell afirmé que la luz era una forma
de onda electromagnética de alta frecuencia. A pesar de estudiar la luz como una
onda, dicho modelo ondulatorio de la luz, no puede explicar ciertos experimentos.
El mas notable de estos es el efecto fotoeléctrico, descubierto por Hertz: cuando
incide luz sobre una superficie metalica, a veces se expulsan electrones de la su-
perficie. Una de las dificultades més importantes que surgieron, fue que algunos
experimentos demostraron que la energia cinética de un electrén expulsado es in-
dependiente de la intensidad de la luz. Este hallazgo contradijo el modelo de onda,
que sostenia que un haz luminoso méas intenso adiciona mas energia al electrén.
Einstein propuso una explicacién del efecto fotoeléctrico en 1905 aplicando un
modelo de acuerdo con el concepto de cuantizacién desarrollado por Max Planck
en 1900. El modelo de cuantizacién supone que la energia de una onda luminosa
esta presente en particulas llamadas fotones; por tanto, se dice que la energia esta
cuantizada. Segun la teoria de Einstein, la energia de un fotén es proporcional a

la frecuencia de la onda electromagnética:
E=hf (A.1)

donde la constante de proporcionalidad h = 6.63 x 1073*.J - s es la constante de
Planck. En vista de estos desarrollos, debe considerarse que la luz tiene doble
naturaleza: en algunos casos exhibe caracteristicas de una onda y en otras de una

particula.

Aproximaciéon de un rayo en optica geométrica

El campo de la éptica geométrica abarca el estudio de la propagacion de la luz,
a partir del supuesto de que la luz se desplaza en una direccién fija y en linea recta
cuando pasa por un medio uniforme, y cambia su direccién en el momento en que
se encuentra con la superficie de un medio diferente o si las propiedades 6pticas
del medio no son uniformes ya sea en espacio o en tiempo. Para comprender la

aproximacion de un rayo primero observe que los rayos de una onda determinada
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son lineas rectas perpendiculares a los frentes de onda, como se ilustra en la Figura

A.1 para una onda plana.

Rayos

Frentes de onda

Figura A.1: C)ptica geométrica.

En la aproximacion de un rayo, una onda que se mueve en un medio se des-
plaza en linea recta en la direccién de sus rayos. Si la onda se encuentra con una
barrera en la que hay una abertura circular cuyo didmetro (d) es mucho mayor
que la longitud de onda (), como se muestra en la Figura A.2 la onda que emerge
de la abertura continiia moviéndose en linea recta. En este caso, cuando A << d,
el cuerpo arroja una sombra nitida. La aproximacién de un rayo y la suposicién
de que A << d, es muy buena para el estudio de espejos, lentes, prismas e instru-

mentos épticos asociados, por ejemplo telescopios, caAmaras y anteojos.

A <<d

Figura A.2: Trayectoria en linea recta.
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Si el diametro de la abertura es del orden de una longitud de onda, como
se muestra en la Figura A.3 las ondas se extienden desde la abertura en todas

direcciones. Este efecto se llama difraccién.

<

7

Figura A.3: Difraccién de ondas.

Por 1ltimo, si la abertura es mucho menor que la longitud de onda, la abertura
se aproxima como una fuente puntual de ondas como se muestra en la Figura A.4.
Efectos similares se observan cuando las ondas se encuentran con un objeto opaco

de dimension d.

A>>d

Figura A.4: Fuente puntual de ondas

La onda bajo reflexion

Una onda corresponde a la propagacién de una perturbacién de un lugar a otro.
Se puede afirmar que la perturbacién se propaga por el medio material, la forma

de la perturbacion es conservada y la velocidad de propagacion es constante.
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El modelo de onda progresiva describe ondas que viajan a través de un medio
uniforme sin interactuar con algo mas en el camino. Consideremos como una onda
progresiva es afectada cuando encuentra un cambio en el medio. Por ejemplo,
considere un pulso que viaja en una cuerda que esta rigidamente unida a un

soporte en un extremo, como se muestra en la Figura A.5.

- - Pulso reflejado

1=

Pulso incidente

Figura A.5: Reflexién de un pulso con extremo fijo.

Cuando el pulso alcanza el soporte, se presenta un cambio severo en el medio,
es decir, la cuerda termina. Como resultado, el pulso experimenta reflexién; esto
es, el pulso se mueve de regreso a lo largo de la cuerda en la direccién opuesta.
Note que el pulso reflejado esta invertido. Esta inversion puede ser explicada de
la siguiente manera: cuando el pulso alcanza el extremo fijo de la cuerda, esta
produce una fuerza hacia arriba sobre el soporte. Por la tercera ley de Newton!
el soporte debe ejercer sobre la cuerda una fuerza de reaccién de igual magnitud
y con direccién opuesta (hacia abajo). Esta fuerza hacia abajo hace que el pulso
se invierta en la reflexion.

Como el ejemplo anterior, donde consideramos ondas sobre una cuerda, cuando un
rayo de luz que se desplaza en un medio encuentra una frontera con otro medio,
parte de la luz incidente se refleja: para ondas sobre una cuerda unidimensional,
la onda reflejada necesariamente debe restringirse a una direccién a lo largo de
la cuerda, como en la Figura A.5; para ondas de luz que viajan en el espacio
tridimensional, no se aplican tales restricciones y las ondas de luz reflejadas pueden
estar en direcciones distintas de la direccién de las ondas incidentes.

La Figura A.6 muestra varios rayos de un haz de luz incidente en una superficie
reflectora lisa, semejante a un espejo. Los rayos reflejados son paralelos entre
si. La direccion de un rayo reflejado esta en el plano perpendicular a la superficie

reflectora que contiene al rayo incidente. La reflexion de la luz desde esta superficie

ITercera ley de Newton: cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, este ejerce sobre el
primero una fuerza igual y de sentido opuesto.
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lisa se denomina reflexiéon especular. Una superficie se comporta como superficie
lisa mientras las variaciones de superficie son mucho menores que la longitud de

onda de la luz incidente.

Figura A.6: Reflexién especular.

Si la superficie reflectora es rugosa, como muestra la Figura A.7 la superfi-
cie refleja los rayos no como un conjunto paralelo sino en varias direcciones. La

reflexién desde cualquier superficie rugosa se conoce como reflexion difusa.

I

Figura A.7: Reflexién difusa.

En lo posterior, se analizara la reflexién especular y se usard el término refle-
xion, al referirnos ha dicho tipo de reflexiéon. Considere un rayo de luz que viaja
en el aire y que incide a un angulo en una superficie plana y lisa, como se ve en
la Figura A.8.

Normal

Rayo incidente Rayo reflejado

Figura A.8: Reflexién especular.



APENDICE A. CONCEPTOS FISICOS BASICOS 142

Los rayos incidente y reflejado forman los dngulos 0;% y ], respectivamente,
donde los dngulos se observan entre la normal® y los rayos. Experimentos y teorfa

muestran que el angulo de reflexién es igual dngulo de incidencia:

La correspondencia se denomina ley de reflexién. Porque la reflexion de ondas
desde una interfaz® entre dos medios es un fenémeno comtn, se identifica un

modelo de andlisis para esta situaciéon: la onda bajo reflexion.

La onda bajo refracciéon

Ademas del fenémeno de la reflexién para las ondas sobre cuerdas, también
se encontrd que parte de la energia de la onda incidente se trasnmite en el nuevo
medio. De igual modo, cuando un rayo de luz que se mueve por un medio transpa-
rente encuentra una frontera que lleva a otro medio de igual caracteristica, como
se muestra en la Figura A.9 parte de la energia se refleja y parte penetra al segun-
do medio. De igual manera que en la reflexién, la direcciéon de la onda transmitida
muestra un comportamiento interesante debido a la naturaleza tridimensional de
las ondas de luz. El rayo que penetra al segundo medio se dobla en la frontera y

se dice que se refracta.

Rayo incidente Rayo reflejado

A :

01 18,

I
Aire : U1
Vidrio 9, E V2

Figura A.9: Refraccién.

2Notacién: El subindice 1 se utiliza para indicar los pardmetros para la luz en el medio inicial.
Cuando la luz pasa de un medio a otro, se usa el subindice 2 para los parametros asociados con
la luz en el nuevo medio.

3Es una linea con trazo perpendicular a la superficie en el punto donde el rayo incidente cae
en la superficie.

4Zona de comunicacién o accién de un sistema sobre otro.
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El rayo incidente, el rayo reflejado y el rayo refractado todos se encuentran en
el mismo plano. La relacion entre el angulo de refraccién 6, las propiedades de los

dos medios y el dngulo de incidencia se da a través de la siguiente correspondencia:

senﬁg_@' (A.3)

senf, v

donde vy es la rapidez de la luz en el primer medio y vs es la rapidez de la luz en el
segundo. La trayectoria de un rayo de luz que pasa por una superficie refractaria
es reversible. Por ejemplo, el rayo que se ilustra en la Figura A.9 pasa del punto
A al punto B. Si el rayo se originé en B, viajaria a lo largo de la recta BA hasta
llegar al punto A, y la parte reflejada apuntaria hacia abajo y a la izquierda del
vidrio. Por la ecuacién (A.3) es posible inferir que cuando la luz se mueve de un
material en el que su rapidez es alta a un material en el que su rapidez es menor,
como se observa en la Figura A.10 el angulo de refraccién 6, es menor que el

angulo de incidencia 6y, y el rayo se dobla hacia la normal.

Normal
v 0, >0
1 0, : 1 2
—
Aire '
Vidrio ' Vg < U3
05

Figura A.10: Cuando un haz de luz pasa del aire al vidrio, la luz disminuye su

velocidad al entrar a éste y su trayectoria se dobla hacia la normal.

Si la luz se mueve en el aire, su rapidez es de 3 x 10® m/s, pero esta rapidez
se reduce a casi 2 X 10® m/s si la luz entra a un bloque de vidrio. Cuando la luz
emerge de nuevo hacia el aire, su rapidez aumenta en forma instantanea a su valor
original de 3 x 108 m/s. Si el rayo se mueve de un material en el que la luz se
mueve con mas lentitud hacia un material en el que se mueve con méas rapidez,
como se muestra en la Figura A.11 el angulo 65 es mayor que 6 y el rayo se dobla

alejandose de la normal.
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Normal
L, < 6,
n \ei
Vidrio T
Aire LS Vg > 1)
02

Figura A.11: Cuando el haz de luz se mueve del vidrio al aire, la luz aumenta su

velocidad al entrar al aire y su trayectoria se dobla alejandose de la normal.

Para ver por qué la luz se comporta como lo hace, considere la Figura A.12
que representa un haz de luz entrando en un trozo de vidrio desde la izquierda.
Una vez dentro del vidrio, la luz puede encontrar un electrén ligado a un atomo,
indicado como un punto A. Suponga que la luz es absorbida por el atomo; esto
hace que el electréon oscile. El electrén oscilante en tal caso actia como una antena

y emite el haz de luz hacia un atomo en B, donde la luz es absorbida de nuevo.

Figura A.12: Luz que pasa de un atomo a otro en un medio. Los puntos son

electrones y las flechas verticales representan sus oscilaciones.

Atin cuando la luz se mueve de un d4tomo a otro a 3 x 10% m/s, la absorcién y la
radiacién que tienen lugar hacen que el promedio de la rapidez de la luz que pasa
por el material disminuya a unos 2 x 10® m/s. Una vez que la luz emerge hacia el
aire, la absorcion y la radiacion cesan y la luz viaja con una rapidez constante de
3 x 108 m/s.
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Indice de refraccion

En general, la rapidez de la luz en cualquier material es menor que en el vacio.
De hecho, la luz se desplaza a su maxima rapidez en el vacio. Es conveniente

definir el indice de refraccién® n de un medio como la siguiente relacién:

rapidez de la luz en el vacio

rapidez de la luz en un medio

g. (A.4)

Por esta definicion, queda claro que el indice de refraccién es un nimero sin
dimensiones mayor que la unidad por que v siempre es menor que c¢. Ademas, el
indice de refraccion n es igual a la unidad para el vacio.

Cuando la luz pasa de un medio a otro, su frecuencia no cambia, pero si lo hace
su longitud de onda. Para ver como ocurre esto, consideremos la Figura A.13. Las
ondas pasan junto a un observador situado en el punto A en el medio 1 con cierta
frecuencia e inciden en la frontera entre el medio 1 y el medio 2. La frecuencia a
la que pasan las ondas junto a un observador situado en el punto B en el medio 2
debe ser igual a la frecuencia a la que pasa en el punto A. Si este no fuera el caso,
la energia se acumularia o desapareceria en la frontera. Como no hay mecanismo
para que esto se presente, la frecuencia debe ser constante cuando un rayo de luz

pasa de un medio a otro.

_—
ny = o
A
A1
4
A
1 U1
2 VU
B 1
Y )‘2
_ e
N9 = v

Figura A.13: Cuando una onda se mueve del medio 1 al medio 2, cambia su
longitud de onda, pero su frecuencia permanece constante.

5El indice de refraccién n aqui no es un entero.
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Recordemos que la rapidez de una onda sinusoidal se define como:
v=A\f; (A.5)

donde, X es la longitud de onda y f la frecuencia.
Dado que la correspondencia de la ecuacién (A.5) debe ser valida en ambos medios,

y como f; = fo = f, se tiene que:
v=Mf Yy v2=Nf (A.6)

Como vy # vy, se deduce que A\; # Ay, como se muestra en la Figura A.13. Al

dividir la primera ecuacién (A.5) entre la segunda, obtenemos que:

A1 (%1

I

A2 U2
luego, al usar la ecuacién (A.4) se obtiene una correspondencia entre el indice de

refraccion y la longitud de onda:

)\1 U1 C/?’Ll o

=— = = —. (A.7)
)\2 V2 C/TLQ 1
La expresién anterior nos da:
)\1n1 = )\2712.
Si el medio 1 es el vacio, o aire, entonces n; = 1. Por esto, se deduce por la

ecuacion (A.7) que el indice de refraccién de cualquier medio se expresa como:
n=-—; (A.8)

donde A es la longitud de onda de la luz en el vacio y A, es la longitud de onda
de la luz en el medio cuyo indice de refraccion es n.

Dado que el indice de refracciéon n es un ntimero sin dimensiones mayor que la
unidad (n > 1), entonces A > \,.

Ahora podemos expresar la ecuacion (A.3) de una manera diferente. Al sustituir

el término vy /v; de la ecuacién (A.3) con ny/ng de la ecuacién (A.7), se obtiene:

sen b,
senf; nog
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Por lo tanto, esta iltima expresion se convierte en la ley de refracciéon de Snell,
dada por:

ny sen 0, = ny sen O (A.9)

Este descubrimiento experimental de esta correspondencia suele acreditarse a Wi-
llebrord Snell(1591-1627). La refraccién de las ondas en una interfaz entre dos
medios, es un fenémeno comin y se puede identificar un modelo de andlisis pa-
ra esta situacién: la onda bajo refraccion. La ecuacién (A.9) es la representacién

matemaética de este modelo para la radiacion electromagnética.

Principio de Huygens

En esta seccion se desarrollan las leyes de reflexiéon y de la refraccion mediante
el uso de un método geométrico propuesto por Huygens en 1678. El principio de
Huygens es una construccién geométrica para usar el conocimiento de un frente
de onda anterior, para determinar la posicion de un frente de onda nuevo en
algin instante. En la construccion de Huygens todos los puntos en un frente de
onda determinado se toman como fuentes puntuales para la produccién de ondas
esféricas secundarias, llamadas trenes de onda, que se propagan hacia afuera por
un medio con magnitudes de velocidad caracteristicas de ondas en ese medio.
Después de alguin intervalo de tiempo transcurrido la nueva posicion del frente de

onda es la superficie tangente a los trenes de onda.

A B
[ ]
cAt
Frente de onda o¢—=1] Nuevo frente
anterior
de onda
[ ]
A B’

Figura A.14: Construccion de Huygens para una onda plana que se propaga a la
derecha.

Consideremos una onda plana que se mueve en el espacio libre, como se muestra
en la Figura A.14. En t = 0, el frente de onda estd indicado por el plano marcado

como AA’. En una construccién de Huygens, cada punto de este frente de onda
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es considerado fuente puntual. Con estos puntos como fuentes para los trenes de
ondas, se trazan circulos, cada uno con radio ¢ At, donde c es la rapidez de la luz
en el vacio y At es cierto intervalo de tiempo durante el cual se propaga la onda.
La superficie trazada tangente a estos trenes de onda es el plano BB’, que es el

frente de onda en un tiempo posterior, y es paralelo a AA’.

Principio de Huygens aplicado a la reflexion

En esta seccién se deduce la ley de reflexion con el uso del principio de Huygens.
Para la ley de reflexion, cosideremos la Figura A.15. La recta AB representa un
frente de onda plana de la luz incidente precisamente cuando el rayo 1 incide en
la superficie. En ese instante, la onda en A envia un tren de ondas de Huygens (el
circulo en rojo con centro en A). La luz reflejada se propaga hacia D. Al mismo
tiempo, la onda en B emite un tren de ondas de Huygens (el circulo en rojo
con centro B) con la propagacién de luz hacia C. La Figura A.15 muestra estos
trenes de ondas después de un intervalo At, después del cual el rayo 2 incide en

la superficie. Como los rayos 1 y 2 se mueven a la misma rapidez, se debe obtener

AD = BC = cAt.

Figura A.15: Construccién de Huygens para demostrar la ley de reflexion.

Observe que los dos tridangulos, ABC' y ADC, son congruentes por que tienen

la misma hipotenusa AC' y porque AD = BC. Luego, tendremos que:

BC AD

=G Y = e
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donde vy =90°—6; y ~' =90°—46;. Como AD = BC, tendremos que:
cosy = cos 7.

Por lo tanto, se debe cumplir que:

/

v=7,
90° — ) = 90° — ;

asi,

0, = 0}, (A.10)

que es la ley de reflexion.

Principio de Huygens aplicado a la refraccion

Para la deduccién de la ley de refraccién de Snell, usemos el principio de
Huygens y la Figura A.16. Concentrémonos en el instante en que el rayo 1 incide
sobre la superficie y en el intervalo de tiempo consecutivo hasta que el rayo 2
hace lo mismo. Durante este intervalo de tiempo, la onda en A envia un tren de
ondas de Huygens (el circulo rojo con centro en A) y la luz refracta hacia D. En
el mismo intervalo de tiempo, la onda en B envia un tren de ondas de Huygens
(el circulo rojo con centro en B) y la luz continda su propagaciéon hacia C. Ya
que estos dos trenes de onda se desplazan en medios diferentes, los radios de los
trenes de ondas son diferentes. El radio del tren de ondas desde A es AD = vy At,
donde v, es la rapidez de la onda en el segundo medio. El radio del tren de ondas
desde B es BC' = v At, donde v; es la rapidez de la onda en el medio original. A

partir de los triangulos ABC' y ADC, se tiene que:

BC . UlAt
AC — AC

AD o UQAt
AC  ACT

sen B, = y senfy =

Si divide la primera ecuacion entre la segunda, se obtiene:

sent; v

senly vy
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Pero por la ecuacién (A.4) sabemos que v; = ¢/ny y vy = ¢/ny. Por lo tanto,

senfy c¢/ny ne
senfy c¢/ng

y asi,

ny sen 01 = ny sen O,
que es la ley de refraccion de Snell.

2

Figura A.16: Construccion de Huygens para demostrar la ley de la refraccién de
Snell.

Dispersion

Una propiedad importante del indice de refraccién n es que, para un material
determinado, el indice varia con la longitud de onda de la luz que pase por el
material. Este comportamiento se denomina dispersiéon. Como n es una funcién
que depende de la longitud de onda, la ley de la refraccion de Snell indica que
luces de diferentes longitudes de onda se refractan a diferentes angulos cuando
inciden sobre un material. El indice de refraccién generalmente disminuye con una
longitud de onda creciente. Suponga que un haz de luz blanca (combinacién de
todas las longitudes de onda visibles) incide en un prisma. Claramente, el angulo
de desviacion 6 depende de la longitud de onda. Los rayos que emergen se dispersan
en una serie de colores conocida como espectro visible. Estos colores, en orden de
longitud de onda decreciente son rojo, naranja, amarillo, verde, azul y violeta.
Newton demostré que cada color tiene un angulo particular de desviacién y que

los colores se pueden recombinar para formar la luz blanca original. La dispersién
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de luz en un espectro se comprueba con mayor claridad en la naturaleza con la
formacion de un arco arco iris, el cual es visto frecuentemente por un observador
que esta situado entre el sol y una zona con lluvia. para comprender como se

forma considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.1. (El cdlculo de los arcos iris)

Desde los tiempos del fil6sofo Aristételes, la formacion de los arcos iris han fas-
cinado e inspirado a la humanidad para realizar multiples intentos de explicacién
cientifica. Los arcos iris son fenémenos 6pticos que consisten en la aparicion de
arcos en el cielo de luz multicolor, dicho fenémeno es originado por la descompo-
sicion de la luz solar en el espectro visible, lo cual es producido por refraccion,
cuando las diferentes longitudes de onda de la luz solar atraviesan gotas de agua
esféricas contenidas en la atmésfera. Segin ideas de Newton y Descartes, las gotas

de lluvia dispersan la luz solar en una diferente gama de longitudes de onda.

al observador

Figura A.17: Formacion del arco iris primario.

En la Figura A.17 mostramos un rayo de luz solar que entra en una gota de
lluvia esférica en el punto A. La recta AB muestra la trayectoria del rayo de luz
solar que entra en la gota de lluvia. Con base en la ley de Snell la luz se refracta

hacia la recta normal AO y establece que:
sen(a) = ksen(f),

donde:

= « es el angulo de incidencia.

= [ es el angulo de refraccién.

4

lk‘%s

es el indice de refraccién para el agua.
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En el punto B parte de la luz del rayo solar pasa a través de la gota de lluvia
y se refracta hacia el aire, pero nos interesa la parte de luz que se refleja en la
recta BC'. Sabemos por las leyes de reflexion que el angulo de incidencia es igual
al angulo de reflexion. En el punto C, parte del rayo se refleja, pero nos interesa
la parte del rayo que sale de la gota de lluvia esférica. El angulo de desviacién
D(«) es la magnitud de la rotacién en el sentido de las manecillas del reloj que

describe el rayo de luz solar al entrar en la gota. Dicha desviacion se define como:
D(a) = (o= B) + (7 = 26) + (a = f).
Al simplificar se tiene que:
D(a) =7+ 2a —4p. (A.11)

Estamos interesados en el valor minimo de la desviacién D(«) y el valor del angulo
de incidencia del rayo de luz solar «, en el que se da dicho valor minimo.

De la ley de Snell se tiene que:
senfl = Esena;

luego, se cumplira que:

B = arcsen <S€”k(a)) . (A.12)

Al sustituir el valor de [ en la funcién de desviacién D(«), se obtiene:

D(a) = m+ 2 — 4 arcsen (ser;(a)) :

Recordemos que para encontrar el valor minimo de una funcién continua es nece-
sario encontrar un punto critico a partir del célculo de la derivada de D(«). Antes

de realizar el calculo de la derivada, recordemos lo siguiente:

d%a (arcsen <g>> = %.

De aqui, se tiene que la derivada de D(«) esta dada por:

d B 4 %(sen(a))
@D(a) =2 k2 — sen(a)
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Al simplificar se obtiene lo siguiente:

iD(a) _ 2 k? — sen?(a) — 4 cos(a).

do k? — sen?(«)

Ahora, es necesario encontrar los puntos criticos de la funcién D(«), es decir,

necesitamos encontrar los puntos en los que se cumple que:

d
—D(a) = 0.
7 D(a)

Notemos que /k? — sen?(«) > 0, para cualquier valor del angulo «. Por lo que,

la igualdad solo se cumplird, si y solo si,

21/ k? — sen?(a) — 4 cos(a) = 0,

= k? — sen?(a) = 2 cos(a),

= k¥ — sen®(a) = 4 cos*(a),

= k* =4 cos’(a) + sen’(a).
Luego, al sustituir la identidad pitagérica, cos*(a) = 1 — sen?(a), en la ultima
ecuacion, se sigue que:

k* =4 (1 — sen*(a)) + sen’(a)

=4 — 4 sen*(a) + sen®(a)
)

=4 — 3 sen*(a

Asi, obtenemos que:

Por lo tanto,
4 — k2
T

Dado que el indice de refraccion del agua es k =~ %, tendremos la siguiente igualdad:

sen(a) =

sen(a) = 0.86,
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la cual nos permite obtener el valor del angulo de incidencia «, dado por:

a = arcsen(0.86)

a = 59.4°.

Si sustituimos el valor del dngulo de incidencia «, en la ecuacion (A.12) se obtiene

que el dangulo de refraccion [, esta dado por:

sen(59.4°))

B = arcsen ( ?

B = 40.21°

Por 1ltimo, al sustituir el valor de o y § en la funcién de desviacion determinada

por la ecuacién (A.11) se obtiene el valor de la desviacién minima D(«) :
D(a) = 7+ 2(59.4) — 4(40.21)

. D(«) ~ 138°.

El significado del resultado anterior nos indica que la desviaciéon minima del rayo
de luz solar se da cuando el valor del angulo de incidencia es o ~ 59.4°, esto es,
que el cambio de la desviaciéon D(«) con respecto al &ngulo con el que entra el rayo
de luz en la gota de lluvia es aproximadamente cero. Esto nos indica que muchos
rayos de luz solar con un angulo de incidencia de 59.4°, resultan ser desviados en
mas o menos la misma cantidad. La concentracion de los rayos de luz solar que
provienen de las cercanias de la desviaciéon minima D(«), crea la brillantez del
arco iris primario. Una duda que surge con el estudio de la aparicién de arcos iris
en el cielo, es de donde provienen sus colores. Segun el fisico inglés Isaac Newton,
en su experimento del prisma, la luz solar comprende una gama de longitudes de
onda de color rojo, naranja, amarillo, verde, azul, indigo y violeta. En el ano 1666,
Newton us6 prismas tridngulares por los cuales hacia pasar luz blanca a través
de una de las caras del prisma, la cual se refracta® hasta descomponerse en los
colores basicos. Dichos prismas actian de este modo debido a que la luz cambia
de velocidad cuando pasa del aire al cristal del prisma. Una vez separados los
colores, Newton descubrié que el indice de refraccion es diferente para cada color,

a este efecto se le conoce como dispersion.

6Refraccién: Es el cambio de direccién de un rayo de luz u otra radiacién que se produce al
pasar oblicuamente de un medio a otro de distinta densidad.
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Punto maés alto del arco iris

Rayos solares

-
-
-
-
-
-
-

Arco iris primario

i Observador

Figura A.18: Angulo del arco iris.

En la Figura A.18 se observa el angulo de elevacion desde el observador hasta
el punto més alto del arco iris, dicho angulo es llamado dngulo del arco iris y se

define como:
m— D(a). (A.13)

Dado que el rayo de luz solar se descompone en sietes colores basicos, se tendra
que cada color formara un arco, el cual tendra un diferente angulo de refraccién
y en consecuencia, cada arco tendra un angulo de arco iris diferente. Esto tltimo
se debe a que cada color de luz que compone la gama de longitudes de onda del
rayo solar, tiene un diferente indice de refraccion, en el caso de la luz roja, la
cual refracta el primer arco del arco iris primario, tiene por indice de refraccion
k ~ 1.3318 y para la luz violeta que forma el ultimo arco, tiene por indice de
refraccion k =~ 1.3435. Al realizar los mismos caculos que en la primera parte de
este ejemplo, tendremos que el angulo de incidencia para el indice de refraccién
de la luz roja y la luz violeta varian muy poco o casi nada en comparacion con el
indice de refraccion del agua. Al hacer los calculos, se tiene que para la luz roja:

" o = arcsen ( w> = 59.48°.

» 3 =arcsen <%> = 40.30°.

= D(a) = 7 — 2(59.48) — 4(40.30) = 137.76°.
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En consecuencia, el angulo del arco iris es:
0 = 180° — 137.76° = 42.24°.

Esto nos indica que el angulo del arco iris para el arco de luz roja es alrededor de
42.3°, el cual es el angulo de elevacién desde el observador, hacia el arco de luz
roja del arco iris.

Realizamos los mismos célculos para el arco de luz violeta:

" o = arcsen ( M) = 5&.80°.

» 3 =arcsen (%) = 39.54°.

= D(a) =7 — 2(58.80) — 4(39.54) = 139.44°.

De aqui, se tiene que:
w = 180° — 139.44° = 40.56°.

Luego, tendremos que el angulo del arco iris para el arco de luz violeta es alrededor
de 40.6°, el cual es el angulo de elevacién del observador hacia al arco de luz violeta
del arco iris primario. Por lo tanto, se puede decir que el arco iris en realidad,
consta de siete arcos separados que corresponden a los siete colores basicos en los
que se dispersa la luz del rayo solar que entra en las gotas de lluvia esféricas.

Normalmente al ver un arco iris primario en el cielo se puede observar arriba de
este, otro arco iris mas tenue, dicho arco iris es llamado arco iris secundario. La
formacion del arco iris secundario se produce cuando el rayo solar entra en la gota
de lluvia esférica y se refleja dos veces antes de salir de ella. Esto es, el rayo solar
entra la gota de lluvia y se refracta en el punto A, luego se refleja en el punto B
y luego en el punto C. Por ultimo, el rayo solar se refracta en el punto D al salir

de la gota.
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Figura A.19: Formacién del arco iris secundario.

En la Figura A.19 se puede observar el movimiento de un rayo solar al entrar
en una gota de agua. Al contrario que para el arco iris primario, se tiene que D(«)
es la maginitud total de la rotacién en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj que describe el rayo al entrar a la gota. Notemos que el rayo
incidente cambia de direccién un angulo (o — ). Al entrar en el interior de la gota
el rayo solar incidente se refleja dos veces en la superficie de la gota, cambiando
de direccién en cada reflexiéon (m — 23). Al salir de la gota el rayo solar cambia
de direccién un angulo o — 3. Este trayecto de cuatro etapas es descrito por la

siguiente ecuacion:

D(a) = (a = f) + (7 = 28) + (1 — 26) + (a — f)
=2(a — B) +2(m - 28)
= 20— 28 + 21 — 4.

Por lo tanto, el dangulo de desviacién D(«), se define como:
D(a) =2a — 65 + 2. (A.14)

Al sustituir el valor de §, dado por la ecuacién (A.12) en la ecuacién anterior

tendremos lo siguiente:

D(a) = 2a + 2w — 6 arcsen (5672(&)> :

Al realizar la derivada de D(«) con respecto al angulo de incidencia «, tendremos
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que:

d d sen(a)
L D)= = (20 +2r —
o (o) o ( a+2m 6arcsen( ’ ))

6 cos(a)

= 2 _— .
VK% — sen?(a)
Al simplificar se obtiene:
iD(a) _ 2 k? — sen?(a) — 6 cos(a)'
da k? — sen?(«)

Notemos que para cualquier valor del angulo de incidencia «, siempre se tiene que

k? — sen?(a) > 0. Por lo que, la igualdad:

d

— D(a) =
—~D(a) =0,

se cumplird, si y solo si,

2/ k? — sen?(a)) — 6 cos(a) = 0,

= \/k? — sen?(a) = 3 cos(a),
= k* — sen®*(a) = 9 cos*(a),

= k? =9 cos®(a) + sen*(«
Usando la identidad trigonométrica:
sen?(a) = 1 — cos*(a),
y sustituyendo en la tltima ecuacién obtenemos:

k* =9 cos®*(a) + 1 — cos*(a),
= k? = 8 cos*(a) + 1,

2
-1
i = cos*(a).

Por lo tanto, la desviacién minima o el valor minimo de D(«), sucede cuando se

cumple que:

k2 —1
cos(a) = T
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Al sustituir el indice de refraccién para el agua k ~ %, podemos obtener el valor

del angulo de incidencia cuando ocurre la desviacién minima, como:

4)2 _
cos(a) = % = 0.31,

= a = arccos(0.31),
coa=T1.83°

Por otro lado, si sustituimos el valor de « en la ecuacién (A.12) obtendremos el

valor minimo del angulo de refraccién (3, el cual se obtiene como:

B = arcsen (

o B =45.59°.

sen(71.83°)
1.33 ’

Sustituyendo el valor de a y 3 en el angulo de desviacién D(«), tendremos lo

siguiente:

D(a) = 2(71.83°) — 6(45.59°) + 2,
. D) = 230.12°.

Recordemos que el déngulo de desviacién D(«) es la magnitud total de la rotacién
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, el cual describe
el rayo al entrar en la gota de agua. Por lo que podemos decir que el dangulo de
desviacién minima es:

360° — 230.12° = 129.88°,

asi tendremos que la desviacién minima es alrededor de 130°. Por lo tanto, al
sustituir el valor del dngulo de desviacién minima en la ecuacion (A.14) tendremos

que el angulo del arco iris secundario es:
¢ ~ 50°.

En la Figura A.20 se observa el angulo del arco iris primario 6 y el angulo del arco

iris secundario (.
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Figura A.20: Angulo del arco iris primario y secundario.

En la Figura A.19 se observa el trayecto del rayo al entrar en el interior de la
gota después de una reflexion y la trayectoria del rayo después de dos reflexiones.
El arco iris secundario es formado por la reflexién doble del rayo solar al entrar
en la gota, esto provoca que los colores del arco iris secundario sean mas tenues y
estén en el orden inverso a los colores del arco iris primario. Es decir, en el arco
de luz color violeta se encuentra el punto mas alto del arco iris.

En general, el rayo solar incidente en el interior de la gota se puede reflejar n—veces
en la superficie de la gota, cambiando de direccién en cada reflexién (m — 23).
Ademas, siempre se cumplird que el angulo incidente cambia de direcciéon un
angulo o — 3, el cual es igual al cambio de direccién que tiene el rayo cuando sale

de la gota. Asi, podemos escribir el dngulo de desviacién D(«) como:
D(a) =2a —n(m —26) + (a — B).
Por lo tanto, el dngulo de desviaciéon D(«) tiene como expresion general:
D(a) = nm+2a —2(n+1)p; (A.15)
donde n es el nimero de veces que el rayo solar se refleja en el interior de la gota.

Reflexion interna total

Un efecto interesante denominado reflexion interna total se presenta al dirigir
luz desde un medio con indice de refraccion determinado hacia otro que tenga un

indice de refraccién menor. Considere la Figura A.21 en la cual un rayo de luz se
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desplaza en el medio 1 y se encuentra la frontera entre el medio 1 y el medio 2,
donde n; es mayor que ny. Los niveles 1 al 5 indican varias posibles direcciones del
rayo, consistente con el modelo de una onda bajo refraccién. Los rayos refractados

estan doblados alejandose de la normal porque n; es mayor que ns.

Normal
ny > Ny
1 1
1022 o
N9 D 4
1 01_: 77777
5

Figura A.21: Los rayos se desplazan de un medio de indice de refracciéon n; hacia
un medio de indice de refraccién ny, donde ny < ny. Cuando el angulo de incidencia
aumenta 0y, el angulo de refraccién fy aumenta hasta que 0 es de 90° (rayo 4).
La linea discontinua indica que no hay energia que se propague en esta direccién.
Para angulos de incidencia incluso mayores, se presenta reflexion interna total
(rayo 5).

En algtin angulo particular de incidencia ., denominado angulo critico, el rayo
de luz refractado se mueve paralelo a la frontera, de modo que 0y = 90°, como
se observa en la Figura A.22. Para angulos de incidencia mayores a 6., el rayo se
refleja por completo en la frontera, como lo muestra la Figura A.21. Usemos la
ley de refraccion de Snell para hallar el valor del angulo critico.

Cuando 0; = 6., 0, = 90° y la ecuacién (A.9) da:

ny sen 0. = ny sen (90°) = ngy

sen ., = e (parany > na) (A.16)
n

Esta ecuacion solo se usa cuando nq es mayor que nq. Es decir, la reflexién interna
total se presenta solo cuando la luz se dirige de un medio de indice de refraccién
conocido hacia un medio de indice de refraccién menor. Si n; < ng, la ecuacién
(A.16) daria sen 6. > 1; el cual es un resultado sin sentido porque el seno de un

angulo nunca puede ser mayor a la unidad.
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Normal

Figura A.22: El dangulo de incidencia que produce un dngulo de refraccion igual a
90° es el angulo critico 6., con este angulo de incidencia se refleja toda la energia

de la luz incidente.

El dngulo critico para la reflexién interna total es pequeno cuando n; es con-
siderablemente mayor a ns. Por ejemplo, el angulo critico para un diamante en el
aire es de 24°. Cualquier rayo dentro del diamante que se aproxime a la superficie
a un angulo mayor de 24° se refleja por completo de regreso hacia el interior del
cristal. Esta propiedad, combinada con un correcto tallado de caras, hace que el
diamante brille. Los dngulos de las caras se cortan de modo que la luz sea atrapada
dentro del cristal por medio de multiples reflexiones internas. Estas dan a la luz
una trayectoria larga en el medio, y se presenta una dispersién de colores conside-
rable. En el momento en el que la luz sale por la superficie superior del cristal, los
rayos asociados con diferentes colores yan han sido ampliamente separados unos

de otros.
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