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Introduccion

Los modelos clasicos presa-depredador aparecieron por primera vez en los trabajos
de Malthus (1798), Verhulst (1845), Lotka (1930) y Volterra (1931) para describir la di-
namica de una y dos especies. Se ha hecho mucho trabajo para tratar de extender los
modelos propuestos por estos autores; dentro de aquellos, un papel fundamental lo ocupa
el trabajo de Kolmogorov (Kolmogorov, 1936), que describe la dinamica que resulta de la
interaccion presa-depredador, de forma maés realista. Una de las principales aportaciones
de Kolmogorov al estudiar tal sistema de EDO’s, es que introdujo los métodos cualitativos
de los sistemas dindmicos en el analisis de modelos con relevancia, en lo que actualmen-
te se llama ecologia matematica [23]. Los modelos de tipo Kolmogorov, se adectian al
estudio de la dindmica de poblaciones de especies en un entorno y se denominan '"mas
realistas". En esta tesis, presentamos dos modelos modificados; el primer modelo es de
tipo Kolmogorov que incluye 3 pardmetros: los dos primeros denominados capacidad de
carga, denotados por K; y Ko, y el tercero llamado parametro de bifurcacion, denotado
por . El segundo modelo es de tipo cuasi-Kolmogorov y este incluye 2 parametros: el
primero denominado capacidad de carga, denotado por K y el segundo llamado parametro
de bifurcacion, denotado por pu.

En los modelos propuestos, la novedad es que se incluye un parametro de bifurcacion
1 definido en la ecuacion de depredadores. Es importante aclarar que no se ha localizado
un modelo de tipo Kolmogorov que incluya el uso de un parametro de bifurcacion, para
resolver la dinamica de dos especies, por lo que al considerar la inclusion de este parame-
tro en alguna de las ecuaciones, resulta algo novedoso de realizar. En 2021, se publicé un
trabajo de modelos tipo Kolmogorov, en el cual se estudia la interaccion de dos especies,
pero no incluye un paradmetro de bifurcacion, por lo que el planteamiento de los modelos
en este trabajo de tesis sigue siendo novedoso.

El presente trabajo de tesis esta dividido de la siguiente manera:
En el primer capitulo se incluye teoria basica de las ecuaciones diferenciales ordina-

rias abarcando desde sistemas dinamicos, teoria de estabilidad, Teorema de Hartman-
Grobman, Criterio de Dulac hasta teoria de bifurcaciones.
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En el segundo capitulo se abordan modelos mateméticos en ecologia: comenzando des-
de el modelo logistico, modelo Lotka-Volterra, modelo de Georgii Frantsevich hasta llegar
a los modelos de tipo Kolmogorov, los cuales se abordaran en este trabajo de tesis. Ade-
méas, se mencionan las suposiciones que se consideran en los modelos tipo Kolmogorov,
para después mencionar los modelos que se analizaran en la presente tesis y la region de
interés biologica.

En el tercer capitulo, se presenta un modelo tipo Kolmogorov, se prueba que tiene
un conjunto invariante y se determinan las condiciones de existencia y estabilidad de los
puntos criticos, el calculo del niimero reproductivo basico, el cual denota la densidad de
la poblacion de presas y el andlisis del modelo aplicando el Criterio de Dulac. Ademas,
se presenta el anélisis de los parametros K, Ky y pu, para obtener intervalos en los que
podamos cuantificar el namero de puntos criticos del modelo, es decir, cuando nacen o
destruyen puntos criticos.

En el cuarto capitulo, se presenta un modelo tipo cuasi-Kolmogorov, se prueba que
tiene un conjunto invariante, se calculan los puntos criticos y se analiza su estabilidad.
También se presenta el calculo del namero reproductivo bésico y el anélisis del modelo
aplicando el Criterio de Dulac. Dado que en el modelo cuasi-Kolmogorov se tienen 2 pa-
rametros: Ky p, se presenta un anéalisis de estos, para obtener intervalos que nos ayuden
a identificar cuando nacen o se destruyen puntos criticos.

Finalmente, en el quinto capitulo se presentan dos tablas que sintetizan los resultados
obtenidos en forma de teoremas, los cuales sirven para mostrar graficamente los escenarios
en cada modelo, realizados con el software Wolfram Mathematica 11.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo, presentamos los conceptos basicos que utilizamos a lo largo del desarrollo
de la tesis. Los conceptos y resultados importantes presentados en este capitulo fueron
obtenidos de [20].

1.1. Sistemas no lineales en el plano

Consideremos un sistema auténomo no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias

T = f(x), (1.1.1)
donde f: EF — R", y E es un subconjunto abierto de R".

En esta seccion se mostrara que bajo ciertas condiciones sobre la funcion f, el sistema no
lineal tiene solucion tnica por cada punto x¢ € E definido en un intervalo maximo
de existencia («,5) C R. En general, no es posible resolver el sistema no lineal ([L.1.1);
sin embargo, en esta seccion se determinara una gran cantidad de informacion cualitativa
sobre el comportamiento local de la solucion.

Para la mejor comprension de los siguientes resultados importantes, es necesario definir
alguna terminologia y notacion relativa a la derivada D f de una funciéon f :R" — R".

Teorema 1.1.1. Si f : R" — R" es diferenciable en xq, entonces las derivadas parciales

gg;, 1, j =1,...,n, existen en xy y para todo xr € R",
Df(xg)x = E ——(xg)x;
f( 0) = aa:,J( 0) J

Asi, si f es una funcion diferenciable, la derivada D f viene dada por la matriz jacobiana
de tamano n X n.



1.1. Sistemas no lineales en el plano

df; -
Df—[dxj}, ,7=1,...n.

La siguiente definicién nos habla de la solucion del sistema ( para todo tiempo t en
un intervalo 1.

Definicion 1.1.2. Supongamos que f € CY(E) donde E es un subconjunto abierto de
R™. Se dice que x(t) es una solucion del sistema en un intervalo I si x(t) es
diferenciable en I y si para todo t € I, se tiene que x(t) € E y

Un resultado importante en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, es el teorema
de existencia y unicidad, el cual asegura la existencia y unicidad de un problema de valor
inicial en un intervalo determinado.

Teorema 1.1.3 (El Teorema Fundamental de Existencia-Unicidad para sistemas
no lineales). Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene xo y suponga que f €
CY(E). Entonces existe un a > 0 tal que el problema de valor inicial

& = f(x)
z(0) =z
tiene una unica solucion x(t) en el intervalo [—a, a).

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [20].

Ahora, enunciaremos resultados que nos relacionan la dependencia de las condiciones ini-
ciales y la dependencia de pardmetros.

Dado que es importante saber como se comporta la solucion z(t) del PVI cuando se cambia
X por un xg+ J, con d = 0, o cada vez que se cambie algin parametro que aparezca en
el modelo ([1.1.1), se enuncian los siguientes teoremas

Teorema 1.1.4 (Dependencia de la condicién inicial). Sea E un subconjunto abierto
de R™ que contiene a xo. Si [ € CY(FE), entonces existe un a > 0 y § > 0 tal que para
todo y € Bs(xy), el problema de valor inicial

&= f(z),

[IZ’(to) = Xy,

tiene una unica solucion u(t,y) con p € CHG), donde G = [—a,a] x Bs(xo) C R™.
Ademds, para cada y € Bs(xg), u(t,y) es dos veces continuamente diferenciable para todo
t € [—a,al.
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Dado que el Problema de Valor Inicial (PVI) puede ir acompanado de uno o mas para-
metros, es importante conocer si la solucién sigue siendo tinica al variar uno o alguno de
estos parametros.

El siguiente resultado se sigue inmediatamente del teorema ([l.1.4)

Teorema 1.1.5 (Dependencia sobre los parametros). Sea E un subconjunto abierto
de R™™ que contiene el punto (xg, po) donde o € R™ y g € R™. Suponga que f € CH(E),
entonces existen a > 0 y 6 > 0 tal que para todo y € Bs(xo) y 1 € Bs(io), el problema de
valor inicial

&= f(x),
z(0) = v,
tiene una tunica solucion, u(t,y,u) con u € CYG) donde G = [—a,a] x Bs(zo) X Bs(po).

Los teoremas anteriores se presentan sin demostracion, pero se puede consultar en [20].

1.1.1. Linealizacion

Para comenzar el andlisis del sistema no lineal ([l.1.1), es necesario determinar los puntos
de equilibrio de ([1.1.1) y describir su comportamiento local de dichos puntos de equilibrio.

Se sabe que el comportamiento local del sistema no lineal ([l.1.1) cerca de un punto de
equilibrio hiperbolico x( esta determinado cualitativamente por el comportamiento del
sistema lineal

i = Az, (1.1.2)

con la matriz A = D f(xq), cerca del origen. La funcion lineal Az = D f(zq)z se llama la
parte lineal de f en z.

El sistema lineal ([1.1.2) con la matriz A = D f(x) es llamada linealizacion de ([l.1.1) en
Zo-

Para el andlisis de estabilidad local del sistema ([1.1.2) se calcula la linealizacion, por lo
que se recurre al calculo de la matriz Jacobiana.

Definiciéon 1.1.6. FEl sistema se puede aproximar en una vecindad del punto cri-
tico xy con el sistema lineal , donde

Ox1 170 Oz, 170
A= s |

Ofn ... Ofn ‘

Ox1 1%0 Oxn 170

a esta matriz se le llama matriz jacobiana en o y se denota por D f(x).
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1.1. Sistemas no lineales en el plano

Las siguientes definiciones nos ayudaran en el estudio cualitativo de sistemas de ecuaciones
diferenciales.

Definiciéon 1.1.7. Un punto xzo € R™ se llama punto de equilibrio o punto critico

de si f(xo) = 0.

Definicién 1.1.8. Un punto de equilibrio xqy se llama punto de equilibrio hiperbdlico de
1.1.1)), si todos los valores propios de la matriz D f(xq) tienen parte real distinta de cero.

Definiciéon 1.1.9. El retrato fase o diagrama fase de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales dado por con x € R", es el lugar geométrico que relaciona el conjunto
de todas las soluciones de en el espacio R™.

Las siguientes definiciones son de gran utilidad para la clasificacion de un punto de equi-
librio y su estabilidad.

Definicién 1.1.10 (Clasificacién Local).
Un punto de equilibrio xq¢ es llamado:

1. Sumidero, si todos los eigenvalores de la matriz D f(xq) tienen parte real negativa.
2. Fuente, si todos los eigenvalores de la matriz D f(xq) tienen parte real positiva.

3. Silla, si o es un punto de equilibrio hiperbdlico y D f(x) tiene al menos un eigen-
valor con parte real positiva y al menos uno con parte real negativa.

Es posible realizar un anélisis semejante, para un sistema de n-ésimo orden, con una
matriz de coeficientes A € M(R)™™™ cuyas soluciones sean curvas en un espacio fase n-
dimensional, pero resulta ser mas complicado [5].

Los valores o signos de los puntos de equilibrio también determinan la estabilidad local del
sistema, dentro de esa teoria encontramos resultados que nos llevan a enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 1.1.11. Dado un punto de equilibrio hiperbolico xo y los valores propios X\; de
la matriz D f(xo).

» Un punto de equilibrio hiperbdlico o es asintéticamente estable si y solo si Re()\;) <
0 para i =1,...,n, es decir; si y solo si xy es un sumidero.

s Un punto de equilibrio hiperbdlico xy es inestable si y solo si es un punto fuente o
un punto silla.

En el cuadro ([1.1.1)), se presenta informacion acerca del tipo de punto critico y su estabi-
lidad de tipo local, dependiendo de los valores de estos.
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Eigenvalor Tipo de punto critico Estabilidad Local
AL > A >0 Nodo impropio Inestable
AL <A <0 Nodo impropio Asintoticamente Estable
Ay <0< N Silla Inestable
Al=X >0 Nodo propio o impropio Inestable
Al =X <0 Nodo propio o impropio | Asintéticamente Estable
M= =axip
a>0 Punto espiral Inestable
a<0 Asintoticamente estable
AL =0, Ay = —ip Centro Estable

Cuadro 1.1.1: Propiedades de estabilidad de los sistemas lineales.

Un resultado muy importante en la teoria cualitativa local de ecuaciones diferenciales or-
dinarias es el Teorema de Hartman-Grobman. El teorema muestra que cerca de un punto
de equilibrio hiperbdlico z, el sistema no lineal ( tiene la misma estructura cuali-
tativa que el sistema lineal ([1.1.2).

A continuacion se presentan algunas definiciones importantes que son de gran ayuda para
la demostraciéon del Teorema de Hartman-Grobman.

Definiciéon 1.1.12. Sea X un espacio métrico y A, B subconjuntos de X, un homeo-
morfismo de A sobre B es una funcion h : A — B continua e inyectiva, tal que h™"' es
continua.

Definiciéon 1.1.13. Dos sistemas autonomos de ecuaciones diferenciales como
Y son topologicamente equivalentes en una vecindad del origen si existe un
homeomorfismo H que mapea un conjunto abierto U que contiene al origen en un conjunto
V' que contiene al origen y H mapea las trayectorias de en las trayectorias de
1.1.2). St el homeomorfismo preserva parametrizaciones, entonces los sistemas Y
1.1.2) son topologicamente conjugados.

El siguiente teorema nos dice que la dindmica de cualquier campo de vectores no-lineal es
equivalente a la dindmica de su linealizacion localmente cerca de un equilibrio hiperbdlico.

Teorema 1.1.14 (Teorema de Hartman-Grobman). Sean E un subconjunto abierto
de R™ que contiene el origen, f € CY(E) y ¢; el flujo del sistema no lineal. Suponga que
f(0) =0 y que la matriz A = D f(0) no tiene valores propios con parte real cero. Si existe
un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto
abierto V' que contiene el origen de tal manera que para cada xo € U, existe un intervalo
abierto Iy C R que contiene al cero tal que

H o ¢y(xo) = e H(z),
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para todo xo € U yt € Iy, es decir U y V' son topoldgicamente conjugados, entonces un
punto de equilibrio hiperbolico del sistema mo lineal es o bien asintoticamente estable o
inestable.

La demostracion se basa en construir una funcién que nos permita definir un homeomor-
fismo apropiado entre los flujos de los dos sistemas (el original y su linealizacion), para
asi finalmente probar que estos son equivalentes. Para mayores detalles ver [2] [9].

El siguiente teorema muestra que bajo la hipotesis més fuerte que f € C?*(E), en una
vecindad del origen, encontramos que los nodos y focos de un sistema lineal persisten bajo
la adicién de términos no lineales. Es decir, el siguiente teorema nos muestra otra manera
de establecer la conexion del sistema lineal con el no lineal.

Teorema 1.1.15. Sean E un subconjunto abierto de R? que contiene el origen y f €
C?(E). Suponga que el origen es un punto critico hiperbélico del sistema no lineal. En-
tonces el origen es un nodo estable (o inestable) para el sistema no lineal si y solo si es
un nodo estable (o0 inestable) para el sistema lineal con A = D f(0). Y el origen es un foco
estable (o inestable) para el sistema no lineal si y solo si es un foco estable (o inestable)
para el sistema lineal con A = D f(0) ([20]).

El siguiente teorema muestra que bajo la hipotesis que f € C'(E), encontramos que los
centros de un sistema lineal persisten bajo la adicién de términos no lineales.

Teorema 1.1.16. Sean E un subconjunto abierto de R? que contiene el origen y f €
CH(E) con f(0) = 0. Supongamos que el origen es un centro para el sistema lineal con
A = Df(0). Entonces el origen es un centro, un centro-foco o un foco para el sistema no

lineal ([20]).

1.1.2. Estabilidad global de sistemas no lineales

Una de las herramientas mas ttiles para analizar sistemas no lineales de ecuaciones dife-
renciales son las ceroclinas.

Definiciéon 1.1.17. Para un sistema de la forma
T = F(z,y),
= G(,y),

Las x-ceroclinas, son el conjunto de puntos donde © = 0, mientras que las y-ceroclinas,
son el conjunto de puntos donde y = 0.
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La interpretacion geométrica de las ceroclinas en el plano fase es la siguiente:

Las z-ceroclinas dividen R? en regiones donde el campo vectorial apunta hacia la izquierda
o hacia la derecha; de manera similar, las y-ceroclinas separan a R? en regiones donde el
campo vectorial apunta hacia arriba o hacia abajo. Las intersecciones de las x, y-ceroclinas
producen los puntos de equilibrio.

En cualquiera de las regiones entre las ceroclinas, las lineas del campo vectorial no son
ni verticales ni horizontales, por lo que deben apuntar en una de las cuatro direcciones:
noreste, noroeste, sureste o suroeste.

En muchos problemas el interés se centra en las propiedades globales de las trayectorias
de este sistema. Las propiedades globales de las trayectorias describen su comportamiento
sobre grandes regiones del plano de fases.

El problema central de la teoria global es determinar si el sistema tiene o no trayectorias
cerradas.

A continuacion se presentan algunos resultados importantes que establecen condiciones
bajo las cuales el sistema ({1.1.1) con f = (fi1, fo)T v = (x,y)T no tiene ciclos limite.

Definicién 1.1.18. Un ciclo u orbita periodica de es una curva solucion cerrada
de que no es un punto de equilibrio.

Definicion 1.1.19. Una solucion (z(t), y(t)) en forma paramétrica del sistema
se llama periodica si ninguna de esas dos funciones es constante, estdn ambas definidas
para todo t y existe un numero T > 0 tal que

z(t+T) = a(t),

y(t+T) = y(1),
para todo t ([3]).

Notemos que cada solucion periodica del sistema define una trayectoria cerrada que se
recorre una vez por completo cuando ¢ crece desde t; hasta ty + T, sea cual sea t.

Por otro lado, si C' = (z(t), y(t)) es una trayectoria cerrada del sistema, entonces z(t), y(t)
definen una solucién periddica. Las soluciones periddicas tienen una funciéon importante
en problemas fisicos porque representan fenémenos que ocurren de manera repetida.

Uno de los resultados importantes y de gran utilidad para descartar 6rbitas periddicas en
el plano fase del sistema es el siguiente:

Teorema 1.1.20 (Criterio de Dulac). Sea f = (fi, f2) € CY(D) donde D es una
region abierta y simplemente conera en R%. Si existe una funcion escalar g € C1(D) tal

que N7 - (gf) no es idénticamente cero y no cambia de signo en D, entonces no
tiene una orbita cerrada que se encuentre completamente contenida en D ([20)]).

7



1.1. Sistemas no lineales en el plano

Demostracion. Supongamos que C' = (z(t),y(t)) es una trayectoria cerrada correspon-
diente a una solucion periddica de periodo T'. Consideremos:

dr = fi(z(1),y(t))dt,
dy = fo(x(t), y(t))dt,

luego, multiplicando por ¢ e integrando sobre la curva C', obtenemos:

T
[ atidy = gtude = [ losife = afesilat =0, (1.13)
c 0
por otro lado, utilizando el Teorema de Green tenemos que
/ gfidy — gfadx = // [ gf1 %52)] dxdy # 0. (1.1.4)

De (1.1.3) y (1.1.4) tenemos una contradiccion, por lo tanto no puede existir una oérbita
cerrada totalmente contenida en D.

[ |
Para ilustrar el uso de este teorema, presentamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.1.21. Consideremos el siguiente sistema; definido para (z,y) € D, donde
D= {(z,y) eR*: 2 >0,y > 0}.

i = ya?®— 22
= ax + 4y.

Verifiguemos que el sistema anterior no tiene trayectorias cerradas, para esto utilizaremos
el criterio de Dulac. Sea

1
g(z,y) = = 2 # 0.

Definamos

f(z,y) = (y2* — 22°, ax + 4y),

v-an=v-(s-22+3).

luego

2

0 0 (a 4y

_8x< -2+ 8y< +x2)’
4

De la ecuacion anterior, se tiene que <7 -(gf) > 0, y por lo tanto por el criterio de Dulac,
el sistema no presenta trayectorias cerradas dentro de D.

8
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1.2. Teoria de bifurcaciones

El nombre de bifurcacion fue introducido por primera vez por Henri Poincaré en 1885 en
[21].

La teoria de bifurcaciones contribuye al estudio de los cambios en la estructura cualitativa
o topolodgica del comportamiento de un conjunto de ecuaciones donde intervienen uno o
mas parametros y tiene importantes aplicaciones en el campo de la ingenieria y la fisica.

Los siguientes resultados basicos y algunos ejemplos se obtuvieron de [4], [16] y [22].

Definicién 1.2.1. La teoria de la bifurcacion describe la forma en que las caracteristicas
topologicas de un flujo cambian a medida que se varia uno o mds parametros. En parti-
cular, los puntos de equilibrio se pueden crear o destruir, o su estabilidad puede cambiar.
Estos cambios cualitativos en la dindmica se denominan bifurcactones y los valores de
los pardmetros en los que se producen se denominan puntos de bifurcacion.

A continuaciéon, mencionaremos como se clasifican las bifurcaciones de puntos criticos. Si
se desea profundizar mas en el tema de bifurcaciones se puede consultar [B] 25].

Para los ejemplos de cada tipo de bifurcacion en un sistema de ecuaciones, que se presentan
a continuacion, se considera que el parametro u, solo afecta a una de las ecuaciones.

Definiciéon 1.2.2. La bifurcacion silla-nodo se puede considerar como el tipo de bi-
furcacion mds simple, en el cual hay un proceso de creacion y destruccion de puntos de
equilibrio.

Si el espacio de fase es unidimensional, uno de los puntos de equilibrio es inestable (silla),

mientras que el otro es estable (nodo), y la forma normal es:
dx
— = + 22
a !

donde p es el pardmetro de bifurcacion.
El cual es un sistema dinamico simple equivalente a todos los sistemas que muestran esta
bifurcacion ([|22]).

Ejemplo 1.2.3. Un ejemplo de una bifurcacion silla-nodo en dos dimensiones se produce
en el sistema dindmico con las ecuaciones diferenciales:

dz 9

R — — T ,

a ~

dy
@

Notemos que:



1.2. Teoria de bifurcaciones

1. Cuando p > 0, hay dos puntos de equilibrio: (—/i,0) punto silla y (\/it,0) nodo
(sea un atractor o un repulsor).

Figura 1.1: Bifurcacion silla-nodo, se tienen 2 puntos de equilibrio.

2. Cuando p =0, hay un punto silla-nodo, que es el origen.

a3k

Figura 1.2: Bifurcacion silla-nodo, en el origen.

3. Cuando p < 0, no hay puntos de equilibrio.

10



1. Conceptos basicos

=1

-3 -2 -1 a 1 2 3

Figura 1.3: Bifurcacion silla-nodo, no se tienen puntos de equilibrio.

En este ejemplo podemos ver que si partimos de un sistema en el que no hay puntos
equilibrio, a medida que variamos el parametro pasamos de no tener ningin punto de
equilibrio a la aparicion de dos, uno estable y otro inestable, o viceversa pasamos de tener
dos puntos de equilibrio a la desaparicion de los mismos.

Es decir, este ejemplo muestra que la cantidad de los puntos de equilibrio del sistema y
su estabilidad, dependen fuertemente del parametro u y sobre todo si p € [—a, ], @ >0
y cercano a cero.

Definicién 1.2.4. El tipo de bifurcacion transcritica solo se da cuando el sistema
tiene un punto critico, el cual debe existir para todos los valores del pardmetro y nunca
desaparece. En este tipo de bifurcacion no se crean ni destruyen puntos de equilibrio, en
cambio a medida que el pardmetro varia, dos puntos de equilibrio colisionan e intercambian
su estabilidad; esto es, el punto de equilibrio estable se convierte en inestable y el inestable
se convierte en estable ([3]).

La forma normal es:

d
d—z;:ua::l::ﬁ.

Tomando en consideracion la definicién anterior se construye el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.5.

@ = ux—12°
dt - M 9
y _
a 7

11



1.2. Teoria de bifurcaciones

Notemos que:

1. Cuando p < 0, hay dos puntos de equilibrio: un punto silla (—u,0) y un nodo (0,0).

-2 —I2 —I'I u} 1 2I 3I
Figura 1.4: Bifurcacion Transcritica u < 0, se tienen 2 puntos de equilibrio, uno inestable
y el otro estable.

2. Cuando i = 0, los puntos criticos colisionan y solo se tiene un punto de equilibrio,
que es el origen.

a3k

-2 -2 =1 Jul 1 2 o)

Figura 1.5: Bifurcacion Transcritica ¢ = 0, en el origen.

12



1. Conceptos basicos

3. Cuando p > 0, hay dos puntos de equilibrio: un punto silla (0,0) y un nodo (u,0).

¥

N s S S BN B R | T T T T T T T T T T T

=2k

Figura 1.6: Bifurcacion Transcritica p > 0, se tienen 2 puntos de equilibrio, uno inestable
y el otro estable.

En este ejemplo, se produce un intercambio de estabilidades entre los dos puntos criticos,
ademas en este tipo de bifurcacion los puntos de equilibrio no desaparecen sino cambian
su estabilidad.

Definicién 1.2.6. Una bifurcacion tridente es un tipo de bifurcacion de una ecuacion
diferencial de un sistema dindmico, que se produce en sistemas con simetria con respecto
al origen; en este tipo de bifurcacion, un unico punto de equilibrio se bifurca en tres, dos
con la misma estabilidad que el original y uno con estabilidad opuesta ([5]).

Las bifurcaciones tipo tridente pueden ser supercriticas o subcriticas. Una referencia para
estudiar este tipo de bifurcacion es [22].
Si el espacio de fase es unidimensional, la forma normal es:

d
d—fzuazix?’.

Como ya se menciono, las bifurcaciones tridente pueden ser supercriticas o subcriticas.

La forma normal de la bifurcacion tridente supercritica viene dada por

dm_ 3
dt—/m: z°.

Notar que es invariante bajo el cambio x — —z, lo que expresa matematicamente la si-
metria respecto del eje x mencionada previamente.

13



1.2. Teoria de bifurcaciones

Tomando en consideracion la definiciéon anterior se construye el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.7.

dv 3
dt HE =T
dy L
dt - y?

Tenemos que:

1. St <0, entonces el unico punto critico es el origen.

L e e e e e e e e e IESLLLAL N NN N S B B B B

A

NRERRRE

Figura 1.7: Bifurcacion Tridente p < 0, en el que se tiene un tinico punto critico estable.

2. Para =0, el 1inico punto critico es el origen.

14
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=1

-3 -2 -1 a 1 2 3

Figura 1.8: Bifurcacion Tridente p = 0, en el que se tiene un tinico punto critico estable.

8. Cuando p > 0, hay 3 puntos de equilibrio: (—/11,0), (0,0) y (\/1,0).

=L

=1

= 2 o z s
Figura 1.9: Bifurcacion Tridente 1 > 0, en el que aparecen dos puntos criticos estables y
uno inestable.

Observemos que en este ejemplo, el inico punto de equilibrio, que es el origen, es estable,
y conforme g cruza el origen para volverse positivo, el inico punto de equilibrio se bifurca
en dos puntos de equilibrio estables y uno inestable.

15



1.2. Teoria de bifurcaciones

Por su parte, la forma normal de la bifurcacion tridente subcritica viene dada por:

dr ot g
a " '
Ejemplo 1.2.8.
dx e
— = pur+zx
i M )
dy
dt - y?

Tenemos que:

1. Cuando p < 0, hay 3 puntos de equilibrio: (—/1,0), (0,0) y (\/11,0).

2k

S 2 s
Figura 1.10: Bifurcacion Tridente Subcritica p < 0, en el que se tiene dos puntos criticos
inestables y uno estable.

2. Cuando p > 0, el 1inico punto critico es el origen.

16
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Figura 1.11: Bifurcacion Tridente Subcritica g > 0, cuyo tinico punto critico es inestable.

En este ejemplo, si partimos de un sistema en el que se tienen 3 puntos de equilibrio, de
los cuales dos son inestables y uno estable, podemos ver que, conforme p cruza el origen
para volverse positivo, los puntos criticos inestables desaparecen y el punto que era estable
ahora se vuelve inestable.

Definiciéon 1.2.9. Una bifurcacion de Hopf se refiere a la desaparicion o aparicion
local de un equilibrio de una solucion periodica de ecuaciones diferenciales ordinarias que
describen un sistema dindmico con el cual ese equilibrio cambia su estabilidad cuando,
y solo cuando, el pardmetro cambia de valor por la derecha o la izquierda, o matemdti-
camente, a través de un par de valores propios puramente imaginarios que cruzan el eje
imaginario en el plano complejo hacia la parte derecha (la parte real).

La forma normal para la bifurcacion de Hopf es:

dx

= (p+ i)+ ala?

donde x, a son complejos con i siendo el parametro de bifurcacion. Si se escribe con
a = L +ib, entonces L es el primer coeficiente de Lyapunov. St L es negativo, entonces
hay un ciclo limite estable y la bifurcacion se le llama supercritico. Si L es positivo, en-
tonces hay un ciclo limite inestable y la bifurcacion se le llama subcritico.

Tomando en consideracion la definicion anterior se construye el siguiente ejemplo:

17



1.2. Teoria de bifurcaciones

Ejemplo 1.2.10.

d
d—f = prt+y—x(@® +y°),
dy
P —z + py — y(2* +y°),

donde p es el parametro.

Notemos que este tipo de bifurcacion no nos es itil en el presente trabajo de tesis, ya que
el parametro p aparece en ambas ecuaciones. Mientras que en los modelos a presentar este
pardametro solo se encuentra en una de las ecuaciones.

Definiciéon 1.2.11. Una bifurcacion homoclinica es un tipo de bifurcacion en la que
un ciclo limite choca con un punto silla. Las bifurcaciones homoclinicas pueden ocurrir de
forma supercritica o subcritica.

Ejemplo 1.2.12. Un ejemplo de una bifurcacion homoclinica en dos dimensiones se pro-
duce en el sistema dindmico con las ecuaciones diferenciales:

dr

dt - y’

d

d_ZZ = uy+z—a2*+ay.

-2 -1 Jul 1 2

Figura 1.12: Bifurcacion Homoclinica.

En la Figura [I.12] se observa que un ciclo limite estable pasa cerca de un punto silla, el
cual se encuentra en el origen.

18



1. Conceptos basicos

Definicién 1.2.13. Una bifurcacion heteroclinica es un tipo de bifurcacion en la que
un ciclo limite choca con dos o mds puntos silla; implican un ciclo heteroclinico. Las
bifurcaciones heteroclinicas son de dos tipos: bifurcaciones de resonancia y bifurcaciones
transversales. Ambos tipos de bifurcacion resultardn en el cambio de estabilidad del ciclo
heteroclinico. En una bifurcacion de resonancia, la estabilidad del ciclo cambia cuando se
satisface una condicion algebraica de los valores propios de los equilibrios en el ciclo. Esto
suele ir acompanado del nacimiento o muerte de una orbita periddica. Una bifurcacion
transversal de un ciclo heteroclinico se produce cuando la parte real de un valor propio
transversal de uno de los equilibrios del ciclo pasa por cero. Esto también provocard un
cambio en la estabilidad del ciclo heteroclinico.

Definicién 1.2.14. Una bifurcacion de periodo infinito es un tipo de bifurcacion en
la que un nodo estable y un punto silla ocurren simultdineamente en un ciclo limite. A
medida que el limite de un pardmetro se acerca a un cierto valor critico, la velocidad de la
oscilacion disminuye y el periodo se acerca al infinito. La bifurcacion de periodo infinito
ocurre en este valor critico.

Tomando en consideraciéon la definicién anterior se construye el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.2.15.

0y (n-Y),

Y= a-yre(u-Y),

conr = (2% + y?)2.

=L

-2 -1 ul 1 2

Figura 1.13: Bifurcacion de periodo infinito.
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1.2. Teoria de bifurcaciones

Este tipo de bifurcacion no nos es tutil en este trabajo de tesis, dado que el pardmetro p
aparece en ambas ecuaciones y en los modelos que se estudiardn este parametro solo se
encuentra en una de las ecuaciones.

Los conceptos y teoremas mostrados en este capitulo son suficientes para abordar el pre-
sente trabajo y sus demostraciones pueden consultarse en las referencias dadas.

Es importante mencionar que al comparar nuestros modelos con alguna de las formas nor-
males de los tipos de bifurcacion presentados anteriormente, no hay manera de reescribir
nuestros modelos para poder obtener estas formas, por lo que no es posible emplear estos
conceptos. Por esta razon se plantea el uso de bifurcaciones a través del parametro pu, pero
en el sentido de que vamos a determinar, cuando se crean o destruyen puntos criticos.
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Capitulo 2

Sistemas tipo Kolmogorov

2.1. Modelos matematicos en ecologia

Las ecuaciones diferenciales ordinarias juegan un papel importante en el estudio de la
dindmica, que se da como resultado de la interaccién de n especies.

Los modelos clasicos en ecologia son: presa-depredador, competencia interespecifica (Lot-
ka/Volterra) y el crecimiento logistico de las poblaciones de seres vivos en un medio con
recursos limitados (Verhulst). Existen otros modelos que fueron desarrollados en corres-
pondencia con la interpretacion de las relaciones en el ecosistema. A continuacion se
presentan algunos de estos modelos y como ha sido la evoluciéon de cada uno de ellos.

2.1.1. Crecimiento logistico

El modelo logistico fue desarrollado por el mateméatico Pierre Verhulst (1838) y sugiere
que la poblacién no crece ilimitadamente, sino que sigue un crecimiento hasta alcanzar
una capacidad maxima K simulando una curva logistica segin variaciones de tiempo t.
La dindmica de la poblaciéon se describe mediante la ecuaciéon diferencial:

x
&=rz (1—?>, (2.1.1)
donde r y K son constantes positivas. En este modelo, la tasa de natalidad per capita
es r (1 — %), es decir, que es dependiente de x. La constante K es la capacidad de carga
del medio ambiente, que normalmente se determina por los recursos disponibles para la

supervivencia de la especie, y su solucion esta dada por:

ro K

Jf(t) = > )
xo + (K — xg)e

donde r es la tasa de crecimiento poblacional y zo = x(0) es la poblacion inicial. Notemos
que si la poblacion inicial es menor que K, la curva es logistica; si es mayor que K, la
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2.1. Modelos matematicos en ecologia

poblacion decrece, y si coincide con el valor de K, la poblacién no cambia.

El modelo logistico combina dos procesos ecologicos: la reproducciéon y la competencia;
ambos procesos dependen del niimero de poblacion (o densidad). El problema con el
modelo logistico es que el parametro r controla no solo la tasa de crecimiento de la
poblacion, sino también la tasa de disminucion de la poblacion (cuando z > K). Aqui
el sentido biologico no es claro, ya que no es logico que los organismos con una tasa de
reproduccion baja deban morir al mismo ritmo lento. Por lo tanto, si la reproduccion es
lenta y la mortalidad es réapida, entonces el modelo logistico no funcionara.

2.1.2. Modelo Lotka-Volterra

El estudio de ecologia de poblaciones ha tenido un fuerte desarrollo, que se inici6 con
el Lotka-Volterra. En 1925 Volterra utiliz6 un modelo para explicar un descubrimiento
en ecologia marina, basé su argumento en un par de ecuaciones diferenciales ordinarias:
"si z(t) y y(t) son las densidades de presas y depredadores, respectivamente, entonces la

tasa de aumento — de la presa deberia ser una funcién decreciente de y, ser positiva para
x

y = 0, y la tasa de aumento = deberia ser una funcién creciente de x, y negativa para

x = 0". Si suponemos que estas funciones son lineales, el modelo Lotka-Volterra se puede
escribir como:
T = ax — bxy,

2.1.2
y = cry — dx, ( )

donde a, b, c y d son constantes positivas.

El modelo se conoce como el modelo de Lotka-Volterra, ya que las mismas ecuacio-
nes también se derivaron por Lotka |[I0] I5] a partir de una reaccién quimica hipotética,
la cual dijo que podria presentar un comportamiento periddico en las concentraciones
quimicas.

El modelo de Lotka-Volterra no es muy realista, ya que no se considera ninguna compe-
tencia intraespecifica entre presas o depredadores. Como resultado, la poblacion de presas
puede crecer infinitamente sin limites de recursos, y, los depredadores no tienen saturacion:
su tasa de consumo es ilimitada (en la realidad esto no sucede ya que llega un momento
en el que los recursos de un habitat se empiezan a agotar, por ejemplo puede suceder
que no se tengan nacimientos de nuevas presas y dado que los depredadores consumen a
las que quedan, llega un momento en el que estas se extinguen). La tasa de consumo de
presas es proporcional a la densidad de presas, es decir, el niimero de presas consumidas
por los depredadores es proporcional al tamano de la poblacién de presas. Por lo tanto,
no sorprende que el comportamiento del modelo no sea natural y no muestre estabilidad
asintotica. Sin embargo, existen numerosas modificaciones de este modelo para responder
a otras circunstancias muy especificas.
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2. Sistemas tipo Kolmogorov

Este modelo tiene algunos problemas, el mas importante de ellos es que las soluciones del
modelo no persisten al hacerse pequenas modificaciones en las ecuaciones del modelo, por
ejemplo si se asume un crecimiento logistico en las presas, ahora ya no se tienen centros,
con esto se tiene que un cambio relativamente menor en las ecuaciones del modelo tiene
una gran influencia en sus soluciones.

2.1.3. Modelo de Georgii Frantsevich Gause

En 1934 Georgii Frantsevich Gause propuso otro sistema de ecuaciones mucho mas gene-
rales, que toma la siguiente forma:

&= zg(z) — yp(z),

y = —dy + yq(), (2.1.3)

Donde d > 0 es la tasa de mortalidad del depredador y en la ausencia de presas x; las
funciones g(z),p(z), q(z) € C*(R?) satisfacen las siguientes restricciones:

» Existe K > 0 (capacidad de carga de la presa), tal que g(z) > 051 0 < z < K,
g(K) =10,y g(x) < 0siz > K. Por lo tanto, g(x) es la tasa de crecimiento per
capita de la presa si no hay depredador.

» p(z) es la respuesta funcional del depredador, que describe el nimero de presas
muertas por un depredador, p(0) =0y p(x) > 0 para x positivo.

» ¢(x) da la eficacia del consumo de presas por los depredadores, ¢(0) =0, g(z) > 0,
g(z) >0sixz>0.

2.1.4. Modelo tipo Kolmogorov

Una de las consecuencias poco realistas en los modelos de Lotka-Volterra (, es que
el crecimiento de la presa no estd acotado en ausencia de depredadores. Es por esto
que las tasas de crecimiento deberian depender tanto de las densidades de las presas y
depredadores como en la ecuacién:

y=yG(z,y),
donde F y G € C'(R?) dependen del tipo de interaccion y la especie, mas tarde este
dominio se restringe a € (que méas adelante se define) para su interpretacion biologica. El
modelo anterior se dice que es del tipo Kolmogorov (1936) en donde su principal caracte-
ristica es que los ejes son invariantes [| [8, 111 [17].

1Un conjunto M se dice que es un conjunto invariante respecto a & = f(x), si ocurre que, una solucién
x(t), que pertenece a M en un instante ¢, siempre permanece en el conjunto M.
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2.1. Modelos matematicos en ecologia

Los modelos de tipo Kolmogorov son los modelos més generales para situaciones en las
que la tasa de crecimiento per capita de cada especie depende tnicamente del tamano de
la poblacion de ambas especies ([6]).

En los modelos de tipo Kolmogorov, se consideran las siguientes suposiciones:

1. Los depredadores afectan adversamente a las presas, es decir, la tasa de crecimiento
neto de la poblacién de presas disminuye cuando ellas han sido aprovechadas por
mas depredadores:

Fy(z,y) <0

2. La disponibilidad de méas presas (ntimero de individuos) aumenta el crecimiento de
la tasa de depredadores (adquieren experiencia):

Gz(z,y) >0
y Gy(z,y) <O0.
3. Para algan K > 0 (capacidad de carga de presas),
F(K,0) =0,
y F(z,y) <0si, x > K.

4. Hay un nivel umbral de presas J que es minimamente requerida para sostener la
poblacion de depredadores, es decir:

G(J,0) = 0.

Si se cumplen las 4 suposiciones anteriores, se tiene la formulacién de un modelo tipo Kol-
mogorov, y podemos saber qué le sucede a la solucion, lo cual se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema 2.1.1. Dado el modelo . Si se cumplen las siguientes suposiciones:

1. Fy(z,y) <0, Gy(z,y) >0, Gy(z,y) <O.

2. Para algin K > 0 (capacidad de carga de presas), F(K,0) =0 y F(x,y) < 0 si
x > K; para algin J > 0 (poblacion de presas minima para sostener la poblacion

de depredadores) G(J,0) = 0.

entonces cada solucion de un modelo Kolmogorov con z(0) > 0, y(0) > 0 permanece
acotado para 0 <t < o0.

24



2. Sistemas tipo Kolmogorov

La demostracion del teorema anterior se puede consultar en |6].

Ademaés del modelo presentado en esta subseccion, existen otros, que se pueden consultar
en [0, [14]. En la siguiente seccion se ampliara la informacion planteada acerca de los mo-
delos tipo kolmogorov, ademéas se mencionan algunas mejoras y los modelos a desarrollar
en este trabajo de tesis.

Existen muy pocos trabajos en los que se analizan bifurcaciones del sistema de ecuaciones
de tipo Kolmogorov, provocadas por parametros de bifurcacion en alguna de las ecuaciones
que conforman el sistema. En este trabajo de tesis, se incluye el uso de un parametro de
bifurcacion, para dos sistemas de ecuaciones tipo Kolmogorov y se analiza su influencia
en el comportamiento de ambos sistemas.
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2.2. Modelos tipo Kolmogorov modificados

Estamos interesados en modelar el tipo de interaccion presa-depredador no clasico que
comprenda dos especies: presas z(t) y, depredadores y(t), se tomaran en cuenta aspectos
de ecologia de poblaciones que tengan interpretacion biologica y matematicamente nos
enfocamos en el primer cuadrante para la representacion de las curvas soluciéon. Asi, la
region de interés bioldgica {2 se define como sigue:

Q={(z,y) €eR?:2 >0,y >0} (2.2.1)

Los modelos presa-depredador gobiernan muchos fenémenos en la dinamica de la pobla-
cion, inmunologia, medicina, etc. bajo la siguiente hipotesis: "suponemos que hay dos
especies: una especie A (depredador) se alimenta de otra especie B (presa), que a su vez
se alimenta de otras especies 15, [12).

De las hipotesis que gobiernan a los modelos de tipo Kolmogorov, mencionadas anterior-
mente, se construye el siguiente modelo presa-depredador que se analizara en este proyecto
de tesis, el cual se describe por un sistema de ecuaciones diferenciales, con la novedad de
la inclusion de un parametro en alguna de las ecuaciones. El sistema es el siguiente:

x'zx(—y—i—l—Kil),
i=y[(-h- )+,

con p > 0 pardmetro de bifurcacion, K representa la capacidad de carga de la poblacion
de presas y K, representa la capacidad de carga de la poblacion de depredadores. En
este modelo la primera ecuacion nos da la dindamica de las presas, donde el término zy
representa una competencia interespecifica, por otro lado, la segunda ecuacion nos da la
dindmica de los depredadores, donde el término y? representa una competencia intraes-
pecifica (consigo misma) en los depredadores, xy representa la interaccion entre presas
y depredadores y el término 1 representa el umbral minimo de presas para sostener la

poblacion de depredadores. Este modelo es de tipo Kolmogorov, ya que toma la forma de

2.1.4), donde F' = —y+1—Kil, G=-— (% + K%) +x, y ademaés satisface las 4 suposiciones

de Ta pag. 24] como se puede observar a continuacion:

1. Fy(z,y) <O0; pues, Fy(x,y) = —1 <0, para todo (z,y) € .

2. Gy(z,y) > 0y Gy(z,y) < 0; dado que, Gy(z,y) =1 > 0y Gy(z,y) = —KLQ, para
todo (z,y) € Q.

26



2. Sistemas tipo Kolmogorov

3. F(K,0) =0y F(z,y) <0, sz > K; pues F(K,,0) = (1 _ §—> — 0 = 0, donde
K=K,

Ademas, observemos que si x > K7, entonces F(x,y) = (1 — K%) —y < 0, para
todo (z,y) € Q.

1 G(J,0) = 0; G(J,0) = = (L4 %) + J =0, de donde, J = L.

Por otro lado, en este trabajo de tesis también estudiaremos un modelo que hemos deno-
minado cuasi-Kolmogorov, ya que satisface todas las condiciones excepto una.

El modelo es el siguiente:

donde z, y representan la cantidad de individuos de la poblacion de presas y depredadores,
respectivamente, © > 0 es el parametro de bifurcacion y K representa la capacidad de
carga de los depredadores. La primera ecuacion nos da la dindmica de las presas, donde
el término x? representa una competencia intraespecifica(consigo misma) en las presas,
xy representa la interaccion entre presas y depredadores, y el término 2® atn sin inter-
pretacion ecoldgica. La segunda ecuacion nos da la dinamica del depredador, donde el
término Kxy representa una competencia interespecifica (con la otra especie). Notemos

que, este modelo toma la forma de (2.1.4), donde F = z(1—2)—y, G =K (3: — i) pero

no satisface una de las 4 suposiciones mencionadas anteriormente;

F(K,0) = 0;no se satisface pues F(K,0) = K(1-K)—-0=K(1 - K) #0.

por lo tanto, este modelo es llamado cuasi-Kolmogorov.

La presencia del pardmetro p nos permitird estudiar la cantidad de puntos criticos que
nacen o se destruyen, su estabilidad e interpretacion biologica, en ambos modelos.

En los proximos dos capitulos se determinara bajo qué condiciones sobre los pardmetros
en los modelos, se obtiene que las curvas solucién que inician en 2 estan contenidas en
2, de modo que €2 con esta propiedad se denomina conjunto invariante, geométricamente
nos apoyaremos del campo vectorial obtenido con el software Wolfram Mathematica 11,
para visualizar estas trayectorias.
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Capitulo 3

Modelo tipo Kolmogorov con parametro de bifurcacion

En el presente capitulo realizaremos un anélisis local del modelo tipo Kolmogorov pro-
puesto en el capitulo anterior, para esto primero analizaremos los puntos de equilibrio y su
estabilidad; en donde emplearemos algunas definiciones mostradas en el capitulo 1, luego,
calcularemos el nimero reproductivo basico de este modelo y trabajaremos las bifurca-
ciones pero desde el punto de vista de nacimiento y destruccion de puntos de equilibrio,
como resultado se formulan un conjunto de teoremas originales, sujetos a restricciones
sobre los parametros. En el capitulo 5, se proponen escenarios sintéticos, que satisfacen a
los teoremas y que denominamos simulaciones.

Ahora nos enfocaremos en estudiar ampliamente el modelo tipo Kolmogorov planteado
en el capitulo anterior.

x'zx(—y%—l—%),
(3.0.1)

o[- () ).

donde z, y representan la cantidad de individuos en la poblacion de presas y depredadores,
respectivamente, > 0 es un parametro y K, Ko > 0 representan la capacidad de carga.
Obsérvese que este modelo es no lineal y el parametro de bifurcacion p se encuentra
en la ecuacion de depredadores, es importante considerar que dicho modelo es de tipo
Kolmogorov. Posteriormente, se analizara el modelo (B.0.1) utilizando la definicion
para determinar los cambios cualitativos y cuantitativos del retrato fase y ademas su
interpretacion biologica.
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3.1. Ceroclinas del modelo sobre el conjunto {2

3.1. Ceroclinas del modelo sobre el conjunto ()

Estudiaremos el comportamiento del modelo (B.0.1) en el conjunto © dado en (2.2.1), y
asi determinar bajo qué condiciones tiene un comportamiento invariante, es decir, que
cualquier solucién que inicia dentro del conjunto 2 permanece en él al transcurrir el tiem-

po.

Al analizar el modelo ([3.0.1)), tenemos que las z-ceroclinas se obtienen cuando x—xy—f(—zl =
0, es decir, cuando r = 0y y = 1 — Kll, con K; > 0. Mientras que las y-ceroclinas se
obtienen cuando xy — % — Iy<_22 = 0, es decir, cuando y = 0y z = % + K%; las cuales
son dibujadas en el plano fase que se muestra en la Figura las z-ceroclinas se trazan
en azul, y las y-ceroclinas en rojo. La region 2 es dividida por estas curvas en cuatro
regiones, en las cuales se senala, con flechas, el flujo de las ecuaciones del modelo (B.0.1).
Observemos que la direccion de estas flechas indican que en el primer cuadrante, todas
las soluciones no se escapan de esta region; es decir, al tomar una condicion inicial en 2,

al transcurrir el tiempo, la soluciéon permanece en 2. Es decir, () es invariante.

Figura 3.1: Campo direccional del modelo ( en la region ), para K, > K.
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

Para la clasificacion de los puntos criticos del modelo no lineal, se aplican los teoremas
[1.1.15]y [I.1.16|mostrados en la pag. p| los retratos fase mostrados corresponden al modelo
lineal y no lineal. Para el modelo lineal se realiz6 una traslacion de cada punto critico al
origen.

3.2.1. Analisis del modelo tipo Kolmogorov

Ahora calculemos los puntos de equilibrio del modelo (B.0.1), igualando a cero las respec-
tivas ecuaciones.

So, se obtiene considerando, x =0y y = 0.

S1, se obtiene al considerar y = 0, de donde
x
11—
! < Kl) ’

.I':Kl.

pero x # 0, por lo tanto:

= Sy, se obtiene considerando x = 0, luego

dado que y # 0, obtenemos:
Ko
y=——".
1

= 53, se obtiene al considerar y =1 — 7. luego

1 1
R TR T

al despejar x, obtenemos:

KKy +p)

(K K+ 1)
luego, sustituyendo en y,

 Ky(Kyp—1)

(K Ky 1)

De los célculos presentados, obtenemos que los puntos de equilibrio para el modelo (B.0.1]

son: Sy = (0,0), S1 = (K1,0), Sp = ( ,—%> y S3 = <K1(K2+“) KQ(K”‘_I)).

w1 K2+1) 7 p(K1Ka+1)
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3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

Observacion 3.2.1. Para el modelo (3.0.1)), notemos que al considerar el punto S; =
(K1,0) y xyg una condicidn inicial sobre el eje x, tenemos que, si 0 < xo < K; entonces
>0y sixg> Ky entonces & < 0 (ver Figura .

En la Figura |3.2| senalamos con flechas como es el flujo del campo vectorial y xy denota
la condicién inicial sobre el eje z, por ejemplo en la Figura podemos observar que
cuando 0 < xy < K4, las flechas apuntan hacia la derecha, lo cual representa un aumento
de presas, mientras que en la Figura B.2b]cuando zy > K, las flechas apuntan hacia la
izquierda, por lo que se tiene una disminuciéon de presas.

¥ ¥
'y .
Xo 5 5y Xg
-— e . e 3 e 50X “ ———t—— X
Ky K,
v L
(a)0<x0<K1. (b) xo > Ki.

Figura 3.2: Comportamiento de presas al variar la condicion inicial zy sobre el eje o para
el modelo (3.0.1).

Andlisis de estabilidad local de los puntos criticos para el modelo .

Ahora, analicemos la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio del modelo (B.0.1]
empleando el Cuadro y la definicion [1.1.10] La matriz Jacobiana (segtn la definicion

1.1.6) para el modelo(B.0.1) es:

1y
v (iR

La evaluacion del punto Sy (en ausencia de ambas especies) en la matriz Jacobiana
para el modelo (3.0.1) es:

J(0,0) = {(1) 01},
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

cuyos valores propios son: \y = 1y \y = —%. Asi, por la definiciéon [1.1.10|y el Cuadro
1.1.1] el punto Sy es llamado hiperbdlico y se clasifica como un punto silla inestable.

Notemos que para cualquier eleccion de Ky, Ky y u, Sy sigue siendo un punto silla. Por
ejemplo, si tomamos K; = 3, Ky = 4y pu = 2, obtenemos que \;y = 1y Ay = —% (ver

Figura .

L L L L L L L L L L
-0.4 oo 0sa 1.0 1.8 20 -0.4 oo 04 1.0 1.4 2.0

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 3.3: Retrato fase del punto Sy (ausencia de ambas especies), para p = 2, K; = 3
y Kg =4,

En la Figura al tomar una condicion inicial cercana al punto de equilibrio, se observa
que, para el escenario de la Figura 3.3a]y B.3b]cuando la poblaciéon de depredadores dismi-
nuye, la poblacion de presas aumenta, posteriormente la poblaciéon de presas disminuye.
Es importante notar en ambos casos que si la condicion inicial se encuentra fuera del
conjunto invariante, entonces la solucién ya no tiene sentido biolégico. Mas adelante se
hace un analisis de este parametro de bifurcaciéon con una interpretacion.

La evaluacion del punto S; (en ausencia de depredadores) en la matriz Jacobiana

para el modelo ([3.0.1) es:
-1 —-K

0 (Kl—ﬁ>

cuyos valores propios son: A\ = —1y Ay = K; — l%

J(Klao) =
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3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

Dado que K; > 0, para clasificar el punto S, es necesario conocer el signo de \q, de aqui
que, tenemos los siguientes casos:

s Si Ky > l%, entonces Ay > 0.

En este caso, por la definicion [1.1.10]y el Cuadro S se clasifica como un punto
silla e inestable.

s Si K= l%, entonces Ay = 0.

De aqui que, el punto S; es no hiperbélico.

m Si K< %, entonces Ay < 0.

Asi, por la definicion [[.1.10]y empleando el Cuadro [[.I.1]el punto S; es un sumidero
(nodo impropio) asintoticamente estable.

Notemos que, si elegimos K1 =2y yu = }1, entonces se tiene la tercera restriccion de la

raiz \o, es decir K7 < /% y K5 arbitrario. Por lo tanto, para estos valores .S; se clasifica
como un punto sumidero (ver Figura B.4).

-0.5 0.0 05 1.0 15 20 0.0 0.8 1.0 14 20 248

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 3.4: Retrato fase del punto S; (ausencia de depredadores), para K1 =2, K =6y

p=1

En la Figura al tomar una condicion inicial, observamos que para el escenario de la
Figura [3.4a| cuando la poblacion de depredadores disminuye, la poblacién de presas tam-
bién disminuye, en esta figura se puede observar que el punto S; se traslada al origen. En
el escenario de la Figura [3.4b] observamos que la poblacion de depredadores comienza a
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

disminuir mientras que la poblaciéon de presas aumenta.

Dado que el punto Sy ¢ €2, no es necesario evaluar este punto en la matriz Jacobiana y
tampoco conocer su estabilidad.

La evaluacion del punto S; (en presencia de ambas especies) en la matriz Jacobiana
para el modelo (3.0.1) es:

—Ky—p - Kl(K2+[L)
(mmﬁw)mmquz p(KiKy+1) (K Ko+ 1)
(K Ky + 1) u(K Ky + 1) KK 1) Kl

cuyos valores propios son:

—[(p+ K3) + (K — )] £ VA
2(1 + K, Ka)pu ’

A2 = (3.2.1)
donde
A=+ K) + (Kip = 1] = 4[(Kip = 1)(Ky + p) (1 + K K)). (3.2.2)

1. Asumiendo que K; # K, (Capacidades de carga distintas).

Haciendo a = p+ Ky y b= Ky — 1 en (3.2.2), obtenemos que

A= (G — b)2 — 4CLbK1KQ.

Para conocer la clasificacion del punto critico S3, necesitamos conocer el valor o
signo de los valores propios, para esto analizaremos el discriminante denotado por
A. A continuacion se proponen los siguientes casos para este analisis:

(a) Raices repetidas, significa que A = 0, es decir,
a=b=0,
lo cual no puede ocurrir, pues los parametros son positivos.
(b) Raices distintas,

» Si0<a<ooyb=0, entonces

Kip—1=0,
de donde
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3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

1

K
Sustituyendo el valor de u en (3.2.1)), obtenemos,
)\1 = 0, )\2 - —1

Por lo tanto, S3 es un punto no hiperboélico.

Si0<a<1lyb>1,entonces A < 0. De aqui que,
—(a+ b) £ V/Ai
2u(l + K1 Ks) -
Asi, por la definicion [1.1.10] S5 se clasifica como punto espiral.

1,2 =

Sia+b=0,a > 0y considerando que los parametros que intervienen tienen
sentido biologico, tenemos:

(1 + Ky) + (Kiu—1) = 0, (3.2.3)

o bien
/L(l + K1> =1- Kg.

De aqui que
1K
1+ Ky

como K, Ky son positivos, el término 1 — Ky > 0, es decir, 0 < Ky < 1.

© (3.2.4)

Sustituyendo (3.2.3) en (3.2.2):

B =—4(Kip— 1) (K2 + p)(1 + K1 K3),
al sustituir (3.2.4) en 5,
4(1+ K, K,)?
(1+ Ky)?
de modo que no es posible que A < 0. Por lo tanto,
+vV1+ K K,
1-Ky,

En este caso, por la definicion [1.1.10]y empleando el Cuadro S3 es un
punto silla inestable.

B = > 0,

A =
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

(¢) Raices complejas puras,
Sea A el discriminante, reescribiendo los valores propios, tenemos

_ —(a+b) VA
12~ 2/.1,(1—|-K1K2) ’

Notemos que, si Re(A;2) =0 con a > 0, entonces a + b = 0.
O bien

p+ Ky = —(Kip—1),

luego, A se convierte en

A = 4(/1/ + K2)2(]_ + KlKQ) > 0,

es decir, A\ 2 ¢ C.
Por lo tanto, este caso no se tiene.

En particular, si K7 = % y i = 2 entonces estamos en el primer caso de las raices
distintas, pues p = Kil, y K, arbitrario. Asi, S3 es un punto no hiperbélico (ver

Figura [3.5).

=05 oo 0.5 1.0 -0.5 o0 05 1.0

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 3.5: Retrato fase del punto S3 (presencia de ambas especies), para K; = %, Ky, =6
y p=2.

En la Figura [3.5|al tomar una condicion inicial, observamos que, para el escenario
de la Figura la poblacion de depredadores se mantiene constante, mientras que
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3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

la poblacion de presas disminuye, en esta figura se puede observar que el punto S3
se traslada al origen. En el escenario de la Figura B.5bJobservamos que la poblacion
de depredadores se mantiene constante y la poblacion de presas aumenta.

. Analizando el caso en que K; = K, (Capacidades de carga iguales).

Al sustituir K7 = K3 en (3.2.2), y asumiendo a = p + K1, b = Ky — 1, obtenemos
que
A = (a —b)* — 4abK?.

Para conocer la clasificacion del punto critico S3, necesitamos conocer el valor o
signo de los valores propios, para esto analizaremos el discriminante denotado por
A. A continuacion se proponen los siguientes casos para este analisis:

(a) Raices repetidas, para que ello ocurra es necesario A = 0, es decir,
a=0b=0,

lo cual no puede ocurrir, pues los parametros son positivos.

(b) Raices distintas,

» Si0<a<ooyb=0, es decir,
Klu—lzo,

entonces 1

Luego, sustituyendo la expresion anterior en (B.2.1) y considerando K; =
K5, tenemos

I

)\1 - O, )\2 = —1.
Por lo tanto, el punto S3 se clasifica como no hiperboélico.

= Sib>1, entonces A < 0. Luego,

(1 + K1) + (Kip— 1) £ VA
2u(1+ K7) '

A2 = —

Asi, por la definicion [I.1.10] S5 se clasifica como punto espiral.
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

= Sia+b=0,a >0y considerando que los parametros que intervienen tienen
sentido bioldgico, tenemos:

o bien

De aqui que
1-K;

1+ K
como K es positivo, el término 1 — K; > 0, es decir, 0 < K; < 1.

Sustituyendo (3.2.5) en (3.2.2) y considerando K; = Ks:

B = —A(Kip— (K + p) (1 + K7),
al sustituir (3.2.6)) en S,

[ (3.2.6)

. 4(1+ K7)?
(14 K1)?

de modo que no es posible que A < 0. Por lo tanto,

Ny — i\/1+K12.
' 1—-K;
Es decir, por la definicion [1.1.10] y empleando el Cuadro S3 es un
punto silla inestable.

>0,

(c) Raices complejas puras,

Sea A el discriminante, reescribiendo los valores propios, tenemos
—(a+b) VA
2u(l+ K7)

Notemos que, si Re(A12) =0 con a > 0, entonces a + b = 0.

O bien

Ao =

p+ K =—(Kip—1),

lo que significa,

A=4(p+ K)*(1+ K7) >0,

luego, A2 ¢ C.
Por lo tanto, este caso no se tiene.
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3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

En particular, si elegimos K1 = Ko =4y pu = % entonces estamos en el segundo

caso de las raices distintas, pues b > 1. Asi, S5 es un punto espiral (ver Figura .

=05 0.0 05 1.0 1.5 20 -0.45 0.0 0.5 1.0 15 20 25

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 3.6: Retrato fase del punto S; (ausencia de presas), para K1 = Ky =4y p= %

En la FiguraB.6)podemos observar que al tomar una condicion inicial, para el escena-
rio de la Figura 3.6a]la poblacion de presas disminuye, mientras que la poblacion de
depredadores aumenta, en esta figura se puede observar que el punto S3 se traslada
al origen. En el escenario de la Figura B.6b|observamos que cuando la poblacion de
depredadores disminuye, la poblacién de presas aumenta, posteriormente disminuye.

. Analizando el caso en que K; = Ky = p (Capacidades de carga y parametro iguales).

Sustituyendo K7 = Ky = pen (3.2.1)),

M2=_“%”+Uﬂ—1Hivﬂhﬁ+uﬂ—DP—MWW—UQMQ+MW

21+ p2)p (ézn

y asumiendo a = 2 y b = p? — 1, obtenemos que

A = (a — b)* — daby?.

Para conocer la clasificacion del punto critico S3, necesitamos conocer el valor o
signo de los valores propios, para esto analizaremos el discriminante denotado por
A. A continuacion se proponen los siguientes casos para este analisis:
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

(a) Raices repetidas, para que ello ocurra es necesario A = 0, es decir,
a=b=0,

lo cual no puede ocurrir, pues los pardmetros son positivos.

(b) Raices distintas,

» Si0<a<ooyb=0, es decir,
p—1=0,
resolviendo la ecuacién, se obtiene
p=1

se descarta u = —1, ya que p > 0.
Luego, al sustituir el valor de p en (3.2.7) tenemos,

A =0, Ag=—-1

De donde, S3 es un punto no hiperbolico.

= Sib>1, entonces A < 0. Luego,

e+ -1 E VAL

Ny —
v 2u(1 + p2?)
Por lo tanto, utilizando la definicion [I.1.10] tenemos que S3 es un punto

espiral.

s Sia+b=0,a >0y considerando que los parametros que intervienen tienen
sentido biol6gico, tenemos:

(2u) + (u* — 1) = 0. (3.2.8)

Resolviendo la ecuacion, nos quedamos con p > 0, es decir

p=—1+v2, (3.2.9)
y descartamos p < 0, por la interpretaciéon biologica.
Sustituyendo (8.2.8) en (B.2.2) y considerando K; = K, = p:

B=—4(p* = 1)(2u) (1 + ),
al sustituir (3.2.9) en S, observamos que
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3.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

B =320 — 224v2 > 0.

Por lo tanto,

/=2 — (1 +42)

A pu—
e p(l+ p2)

Asi, por la definicion [1.1.10] y empleando el Cuadro S3 se clasifica
como un punto silla inestable.

(c) Raices complejas puras,

Sea A el discriminante, reescribiendo los valores propios, tenemos

N —(a+0b) £ VA
Y (14 p?)

Y

Notemos que, si Re(A;2) =0 con a > 0, entonces a + b = 0.
O bien

lo que significa,

A =42u)*(1+ ) > 0,

luego, A2 ¢ C.

Por lo tanto, este caso no se tiene.

3
29
distintas, pues p > /2, por lo tanto, S; es un punto espiral.

En particular, si ;4 = 5, entonces nos encontramos en el segundo caso de las raices
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

-0.4 oo 0sa 1.0 1.8 20 -0.4 oo 04 1.0 1.4 2.0

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 3.7: Retrato fase del punto S3 (presencia de ambas especies), para K1 = Ky = u =
3

9-

En la Figura [3.7| podemos observar que al tomar una condicién inicial, para el es-
cenario de la Figura la poblacién de depredadores aumenta, mientras que la
poblacion de presas disminuye, ademas en esta figura se puede observar que el punto
Sy se traslada al origen. En el escenario de la Figura B.7b]observamos que cuando
la poblacion de depredadores disminuye, la poblacion de presas aumenta, posterior-
mente disminuye.

Resumiendo, se han demostrado los siguientes casos del teorema;

Teorema 3.2.2. Dado el modelo tipo Kolmogorov con parametro p y capacidades de carga
Kl; K2

:i:zx(—y+1—Kil),
i=y[-(i+ )+l

restringido al conjunto € (con interpretacion bioldgica), los puntos de equilibrio se clasi-
fican en:

» So=(0,0), es un punto de equilibrio inestable, para todo Ky,K5 y > 0.

» S; = (K1,0), es un punto de equilibrio:
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3.3. Numero reproductivo basico

o Inestable si K > i y para todo Ko > 0.
e No hiperbolico si Ky = % y para todo Ko > 0.

o Asintdticamente estable si K, < % y para todo Ko > 0.

. S5 = (Kl(K2+M) Ka(Kip—1)

(R Fa 1) u(K1K2+1))’ es un punto de equilibrio:

e No hiperbolico si 0 < a < oo yb=0, para todo Ky, Ko y pt > 0.
e Asintdticamente estable,

0 5i0<a<1lyb>1para Ky # K.
o Sib>1para K1 =Ky #po Ky =Ky =p.

e Inestable sia+b=0 y a >0, para todo Ky, Ko y > 0.

donde a =+ Ko y b= Ky — 1.

3.3. Numero reproductivo basico

Dado que necesitamos analizar la evolucion de las especies, recurrimos al niimero repro-
ductivo basico, este nos permite saber que tan rapido o lento es el crecimiento de cada
una de las poblaciones.

Usualmente, se denota por R; a este parametro y es de suma importancia en ecologia de
poblaciones, ya que a través de él se puede conocer la dindmica de las poblaciones.

Cdlculo del nimero reproductivo para el modelo (m)

Necesitamos el nimero reproductivo de ambas especies a los cuales denotaremos como:
R, (ntimero reproductivo para la poblacion de presas) y R, (ntmero reproductivo para la
poblacion de depredadores). Para calcularlos utilizaremos el método denominado matriz
de la siguiente generacion descrito en [6].

Sea x = (x1,...,x,)T; con cada x; > 0, el nimero de individuos en cada compartimento y
dado que solo tenemos dos especies (presas y depredadores), se considerara n = 2.

Notemos que, para calcular R,, es importante determinar los puntos de equilibrio que se
encuentren libre de depredadores.
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

A continuacién mencionaremos como estan definidas las matrices que generan el nimero
reproductivo basico para la poblacién de presas R,.

Sea Z#;(z) la tasa de aparicion de nuevas presas en el compartimento i, sea ¥ *;(z) la
tasa de transferencia de los individuos dentro del compartimento ¢, por otros medios y
¥ ~i(z) la tasa de transferencia de los individuos fuera del compartimento i. El modelo

compartimental se puede escribir en la forma:
El modelo compartimental se puede escribir en la forma:

X; = filx) = Fi — Yi(x),
donde ¥, =¥~ — ¥+,

Considerando el modelo (3.0.1):
x‘=x<—y+1—%>,

y siguiendo la metodologia mencionada anteriormente obtenemos:

7 — Y= po K ,
0 TY — T+ 5=
2
0 g_|_y_
Y+ = e B
v vy + 4
Luego
14 1
F:aﬁl :Klyvzﬁ = —,
W s, Wls, M
Para el modelo (3.0.1), R, toma la forma:
K
Rx = Tl = KLLL
w



3.3. Numero reproductivo basico

Otra forma de determinar el valor de R, para el modelo (3.0.1) es por medio de los valores
propios que determinan la estabilidad del punto de equilibrio libre de depredadores, los
cuales fueron obtenidos para el punto de equilibrio S; y son:

1
)\1:—1, )\QZKl——.
1%

Sabemos que A\; < 0, mientras que si K; < %, o bien, Kju < 1, tenemos que, Ay < 0,
entonces S; es localmente asintéticamente estable; pero si K; > %, o bien, Kipu > 1,
tenemos que, A\, > 0, entonces S; es un punto de equilibrio inestable. Como podemos
notar si realizamos el cociente entre el término de la izquierda sobre el término de la
derecha en las desigualdades, podemos definir la estabilidad de S; comparandolo como la
unidad; a este cociente que definimos se le llama R, y tiene la siguiente forma:

R, = K. (3.3.1)

Aplicando el método de la matriz de la siguiente generacion para calcular R,, donde R,
es el Ry de la poblacién de depredadores, tenemos que

7. K 1
Fo 97 :O,V:% =214
ox S

de donde

0
Ity = e = 0
72361
y, por lo tanto, no se puede interpretar biologicamente R,. Ademas, dado que el punto

critico libre de presas, dado por Sy ¢ €, no tiene sentido determinar R,,.

Teorema 3.3.1. Dado el modelo tipo Kolmogorov restringido al conjunto €2, con pard-
metros Ky, Ks, p y nimero reproductivo R, = Kiu, que satisface que R, <1 (R, > 1)
entonces Sy es asintdticamente estable (inestable).

Teorema 3.3.2. Dado el modelo tipo Kolmogorov restringido al conjunto €2, con pard-
metros Ky, Ky, u y nimero reproductivo R, = Kypu > 1 (R, < 1), que satisface que
0<pu+K,<1yR,—1>1(R,—1%# 1) entonces S3 es asintdticamente estable
(inestable).

Para la demostracion de los teoremas anteriores, se recurre al niimero reproductivo dado

en (13.3.1), el cual se sustituye en el teorema (B.2.2) para conocer la estabilidad de los
puntos S7 y Ss.
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

3.4. Analisis del comportamiento ciclico del modelo

Notemos que construir funciones de Dulac es de gran importancia, ya que su existencia
excluye la existencia de ciclos limites, los cuales pueden ser asociados a escenarios que
pueden ser benéficos o perjudiciales para las poblaciones [I8].

En esta seccion construiremos la funcion de Dulac para el modelo (B.0.1) con el objetivo
de corroborar si presentan o no orbitas periodicas cerradas (ciclos limite), dados los re-
sultados de las secciones previas.

Andlisis del modelo ([3.0.1)).

El siguiente teorema nos muestra un método de construccion de una funciéon de Dulac
para el modelo tipo Kolmogorov.

Teorema 3.4.1. El modelo tipo Kolmogorov admite una funcion de Dulac, para todo
x,y > 0.

Demostracion. Definamos,

—div(f1, f2) = — {'E (% (—y+ L= %)) * (—y+ b %H




3.4. Analisis del comportamiento ciclico del modelo

utilizando c(x,y) se construye la siguiente ecuacion diferencial parcial

96 aqs

f1 +f2 = ¢(c(x,y) — div(fi, f2)),

cuya solucién es una funciéon de Dulac.
Sea ¢ = h(z), donde z = z(x,y), se tiene que

5+ R | G = W) i )
luego
8 _ cloy) —div(fi )
h f1 +f2—
Ilnh B _fly;;/f%l?

0z fiy+ for’

Olnh 1

oz 2z
Por lo tanto,

1
h = —, si 0,0
(@,1) = .51 ,0) 7 0.0),
es una funcion de Dulac para el modelo (3.0.1).

A continuacién se enuncia el siguiente Lema, en el cual se demuestra que utilizando la
funcion h(z,y) obtenida en el Teorema y utilizando el criterio de Dulac, el modelo

(3.0.1) no presenta trayectorias cerradas.
Lema 3.4.2. El modelo no presenta trayectorias cerradas en int($2).

Demostracion. Veamos que el modelo (B.0.1) no tiene una trayectoria cerrada en el inte-
rior de €2, para esto, emplearemos la fun(non h(z,y) obtenida previamente. Al aplicar el
criterio de Dulac:

Definamos

2
_ _r Yy _ v
f(x,y)—( ry + o K2+$y>

Luego

1 1 1 Y
(hfy=v-[-14-——, — -2 +1),
v (f)=v ( y Ky pr K )
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

—i _1+1_L _|_2 —L—L—l—l
Oz y Ky dy pr  Kox ’

De la ecuacion anterior, se tiene que 57 - (hf) < 0, V(z,y) € Q y ademés, int(£2) es un
subconjunto simplemente conexo de R?, es decir, se cumplen las hipotesis del criterio de

Dulac (Teorema [1.1.20)). Por lo tanto, el modelo (B.0.1) no tiene trayectorias cerradas en
el interior de 2, es decir, no tiene un ciclo limite.

3.5. Bifurcaciones: Analisis de los parametros y esce-
narios de simulaciéon

En esta seccion vamos a trabajar las bifurcaciones, no desde el punto de vista clasico

diciendo que nuestro modelo pertenece a alguna de ellas, si no, que el pardmetro p influ-

ye: primero en la determinacién del nacimiento y destrucciéon de puntos de equilibrio, y
después en el comportamiento de la estabilidad.

3.5.1. Nacimiento y destruccién de puntos de equilibrio

Tomando en consideracion el modelo (B.0.1), el parametro p juega un rol importante en
la determinacion de la cantidad de puntos de equilibrio. Recordemos que todo sistema de
ecuaciones diferenciales posee un niimero ya sea finito o infinito de puntos de equilibrio,
en este caso tenemos un numero finito de puntos y nos interesa cuantificarlos en funcién
del parametro p.

Andlisis del pardmetro p para el modelo ((3.0.1)).

La caracterizacion del parametro p sin interpretacion biolégica para el modelo (3.0.1)
se enuncia como sigue:

Teorema 3.5.1. Dado el modelo , K1, Ky, 1 pardmetros y Q el conjunto invariante
dado en , se obtienen las siguientes restricciones sobre el parametro pi:

(a) Siu> K% entonces los puntos criticos: Sy, S1 y Sz € €.

(b) Si p = K% entonces el modelo tiene 2 puntos criticos: Sy y S1 € €, ya que S3 se
degenera en Si.
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3.5. Bifurcaciones: Analisis de los parametros y escenarios de simulacién

(c)

St < K% entonces los puntos criticos Sy, S1 € Q y Sz ¢ Q.

Demostracion. Sea Q = {(z,y) € R? : & > 0,y > 0} el conjunto invariante del modelo
(3.0.1).

(a)

Supongamos que p > K% De aqui que,

Kl/L > 1.

Notemos que, si se cumple la desigualdad anterior, entonces Kiu — 1 es positivo. Y
dado que todos los parametros son positivos, se tiene que S3 € €). Por lo tanto, Sp,

S1y S3 € (ver Figura [3.8a)).

Supongamos que j = K% Al sustituir este valor en S3, tenemos

K, <K2 n %) K, (KlKLl _ 1)
SS == )

KLI (K1Ky + 1)’ KLI(K}K2 +1)

simplificando,

Sg - (Kl,O) - Sl
es decir, S3 se degenera en S; (ver Figura [3.8b).
Supongamos que p < K% De donde,

Klﬂ < 1.

Si la desigualdad anterior se cumple, entonces K;u—1 es negativo, de aqui que Sz ¢ .

Por lo tanto, Sy, S; € Qy S3 ¢ Q (ver Figura [3.8¢).
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3. Modelo tipo Kolmogorov con pardmetro de bifurcacion

y Y y
s r Y
53
5 5
. a .
I Ky < » X
«0 o> X )
5 k&
— s X 5 5 *5
s 5 :
29 SZI
A4 v
1 _ 1 1
(@) p> 7 (b) p= % (€) p< g7

Figura 3.8: Puntos de equilibrio al variar el pardmetro p para el modelo (3.0.1).

Dado el calculo de R, (ntmero reproductivo) en la seccion B3.3|para el modelo (B.0.1) se
X
puede reescribir con interpretacion bioldgica el teorema anterior para ciertos casos:

Teorema 3.5.2. Dado el modelo , K1, Ks, p parametros, R, = Kiu y € el con-
Junto invariante dado en (m, se obtienen las siguientes restricciones sobre R,:

(a) Si R, = Kiu € (0,1) entonces la poblacion de presas disminuye.
(b) Si R, = Ky =1 entonces el crecimiento de las presas es lineal.

(¢) Si R, = Ky > 1 entonces la poblacion de presas aumenta (aun sin determinar el
tipo).

Demostracion. Aplica la demostracion anterior. |
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Capitulo 4

Modelo cuasi-Kolmogorov con parametro de bifurcaciéon

En este capitulo realizaremos un anélisis local del modelo cuasi-Kolmogorov propuesto en
la seccién para esto primero analizaremos los puntos de equilibrio y su estabilidad; en
donde emplearemos algunas definiciones mostradas en el capitulo 1, luego, calcularemos
el nimero reproductivo basico de este modelo, ademas se muestra que el modelo presenta
trayectorias cerradas y trabajaremos las bifurcaciones pero desde el punto de vista de
nacimiento y destruccion de puntos de equilibrio, como resultado se formula un conjunto
de teoremas originales sujetos a restricciones sobre los pardametros. En el capitulo 5, se
proponen escenarios sintéticos, que satisfacen a los teoremas y que denominamos simula-
ciones.

Ahora nos enfocaremos en estudiar el modelo planteado en el capitulo 2.

& =zfz(l—2) -y,
(4.0.1)
y=K (zr - ﬁ) v,

donde z, y representan la cantidad de individuos en la poblacion de presas y depredadores,
respectivamente, © > 0 es un parametro y K > 0 representa la capacidad de carga de los
depredadores. Notemos que el modelo (#.0.1) es no lineal y el parametro de bifurcacion
i se encuentra en la ecuacion de depredadores, es importante considerar que el modelo
es un modelo cuasi-Kolmogorov. Posteriormente, se analizara el modelo (#.0.1]
utilizando la definicion para determinar los cambios cualitativos y cuantitativos
del retrato fase y ademaés su interpretacion biologica.
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4.1. Ceroclinas del modelo sobre el conjunto (2

4.1. Ceroclinas del modelo sobre el conjunto ¢

Estudiaremos el comportamiento del modelo( en el conjunto €2 dado en ([2.2.1)), y asi
determinar bajo qué condiciones tiene un comportamiento invariante, es decir, que cual-
quier solucién que inicia dentro del conjunto €2 permanece en él al transcurrir el tiempo.

Para el modelo tenemos que las z-ceroclinas se obtienen cuando 22 — 23 — xy = 0,
es decir, cuando x = 0 y y = x — 2%. Por otra parte, las y-ceroclinas se obtienen cuando
Kxy — %y = 0, es decir, cuando y =0y x = %, con p # 0; las cuales son dibujadas en
el plano fase que se muestra en la Figura donde las x-ceroclinas se trazan en azul, y
las y-ceroclinas en verde; estas curvas dividen a la regiéon €2 en cuatro regiones y en cada
una senalamos, con flechas a los vectores tangentes a las curvas solucion en el plano fase;
yva que esto nos indica como es el comportamiento o flujo de las ecuaciones del modelo
. Observemos que la direccion de los vectores tangentes indican que en el primer
cuadrante, todas las soluciones no se escapan de la regiéon, pues estan acotadas por los
ejes coordenados; de aqui que, dada una condicion inicial en €2, al transcurrir el tiempo
la solucion permanece acotada en €. Es decir {2 es invariante.

Figura 4.1: Campo direccional del modelo ( en la region €.
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

4.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

Para la clasificacion de los puntos criticos del modelo no lineal, se aplican los teoremas
[1.1.15]y [1.1.16|mostrados en la pag. bl los retratos fase mostrados corresponden al modelo
lineal y no lineal. Para el modelo lineal se realiz6 una traslacion de cada punto critico al
origen.

4.2.1. Analisis del modelo cuasi-Kolmogorov

Primero calculemos los puntos de equilibrio del modelo (4.0.1), igualando a cero las res-
pectivas ecuaciones.

= Fjy, se obtiene al considerar x = 0. Luego

pero K # 0, por lo tanto:

= [/;, se tiene considerando y = 0, de donde
z[z(l —z)] =0,

pero = # 0, por lo tanto:
z=1.

= [, se obtiene al considerar x = % De aqui que

-3

por lo tanto, al despejar obtenemos que:

A partir de los calculos anteriores, obtenemos que los puntos de equilibrio para el modelo
4.0.1) son: By = (0,0), By = (1,0) y By = ( pel

1 p=l
wop? )

Observacion 4.2.1. Considerando el punto Ey = (1,0) y x¢ una condicion inicial sobre
el eje x. Para el modelo , tenemos que st 0 < xo < 1 entonces & > 0 y si xg > 1

entonces © < 0 (ver Figura .
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4.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

En la Figura senalamos con flechas como es el flujo del campo vectorial y xy denota
la condicidén inicial sobre el eje z, por ejemplo en la Figura podemos observar que
cuando 0 < zy < 1, las flechas apuntan hacia la derecha, es decir, se tiene un aumento
de presas, mientras que en la Figura cuando xy > 1, las flechas apuntan hacia la
izquierda, por lo que se tiene una disminucion de presas.

-
»
-

v L J

(a) 0 <zp < 1. (b) zp > 1.

Figura 4.2: Comportamiento de presas al variar la condiciéon inicial z( sobre el eje x para
el modelo (4.0.1)).

Andlisis de estabilidad local de los puntos criticos para el modelo .

Ahora, analicemos la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio del modelo (¢.0.1]
empleando la informacion del Cuadro y la definicion ([L.1.10). La matriz Jacobiana
(segtn la definicion [1.1.6) para el modelo (4.0.1) es:

) = [ B (o-1) ]

La evaluacion del punto Ey (en ausencia de ambas especies) en la matriz Jacobiana
para el modelo (4.0.1) es:

s00 =] g S |

o
cuyos valores propios son: \y =0y Ay = —%, por lo que Ej es un punto no hiperboélico.
Dado que K > 0, en particular elegimos K = 3 y u = 2, obtenemos que Ay = —% y

A1 = 0, por lo tanto, Ey es un punto no hiperbdlico (ver Figura .
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

20

o

-0.4 oo 0sa 1.0 1.8 20 -0.4 oo 04 1.0 1.4 2.0

(a) Modelo linealizado. (b) Modelo no lineal.

Figura 4.3: Retrato fase del punto Ey (ausencia de ambas especies), para yp =2, K = 3.

En la Figura al tomar una condicién inicial cercana al punto de equilibrio, se observa
que, para el escenario de la Figura [f.3a]y [£.3b]donde la capacidad de carga K es positiva
la poblacion de las presas se mantiene constante, pero la poblacién de los depredadores
comienza a disminuir. Notemos que en la Figura [f.3a]el punto Ej se traslada al origen. Es
importante notar en estos casos que si la condicion inicial se encuentra fuera del conjunto
invariante, entonces la soluciéon ya no tiene sentido biologico. Més adelante se hace un
analisis de este pardmetro de bifurcacién con una interpretacion.

La evaluacion del punto E; (en ausencia de depredadores) en la matriz Jacobiana

para el modelo (4.0.1) es:

—1 —1
J“”Z[ 0 K<1—i>]’

cuyos valores propios son: A\ = —1y Ay = K (1 — i)

Dado que K > 0, tenemos que si 1 € (0,1) entonces Ay es negativo, y en este caso
por la definicion [[.1.10] el punto E; se clasifica como un punto sumidero. Si u > 1 en-
tonces Ay es positivo y por la definicion [1.1.10} el punto FE; es llamado hiperbolico y se
clasifica como un punto silla.

En particular, si elegimos K = 3 y p = 2, nos encontramos en el caso en que Ay > 0, asi,
E; se clasifica como un punto silla (ver Figura [£.4).
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4.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

20

/d
A
//

1.5

.
)

1.0

i

05

oo

=05 0.0 0.5 1.0 1.5 20 -0.5 oo 0.5 1.0 15 20

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 4.4: Retrato fase del punto E; (ausencia de depredadores), para K =3y pu = 2.

En la Figura [£.4] al tomar una condicién inicial, se observa que para el escenario de la
Figura la poblaciéon de depredadores aumenta mientras que la poblaciéon de presas
disminuye, en esta figura es importante notar que el punto critico F; se traslada al origen.
Para el escenario de la Figura [f.4b|se tiene que cuando la poblacién de presas comienza a
disminuir, la poblacién de depredadores también disminuye, posteriormente, la poblaciéon
de presas aumenta.

La evaluacion del punto Es (con presencia de ambas espectes) en la matriz Jacobiana

para el modelo (4.0.1) es:

—2+p _ 1
1 -1 w2 12
J <_7 K ) ) = ;

cuyos valores propios son:

~(5) = () o ()

Buscamos ver bajo qué condiciones tenemos raices repetidas, distintas o complejas, para
esto al analizar el discriminante, encontramos que:

Aig = (4.2.1)

2
» Raices repetidas, significa que A = (t—;‘) — 4K (“M—Ql) =0,
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

2—,u2 pw—1
( 2 ) :4K( I )

desarrollando e igualando a cero,

es decir,

(4K — )p* + (4 —4K)u — 4 = 0.
Resolviendo, obtenemos

—2(1 - K)+2/K(K +2)

W(K) = I , (4.2.2)

con K variable (parametro no fijo) y K # 1, al sustituir (4.2.2) en (4.2.1), se tiene A\; = Xy,

es decir, Mo (K) = — (22;(—%)?) |

242 — 2
En particular, si K = 2, u(K) = —\/g Yy A=A = —#. Este punto matema-

ticamente existe y por la definicion [I.1.10[se clasifica como punto sumidero (ver Figura
4.5).

20

05

oo

-0.5 on 0.5 1.0 1.5 2.0 -0.5 o.n 05 1.0 14 2.0

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.
Figura 4.5: Retrato fase del punto Es (presencia de ambas especies), para j; = 2*3‘/5 y

K =2.

En la Figura al tomar una condicion inicial, observamos que para el escenario de
la Figura y la poblacion de depredadores disminuye al igual que la poblacion
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4.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

de presas, posteriormente se recupera la poblacién de presas. Es importante notar que

el retrato fase de la Figura pertenece al sistema lineal por lo que se realizdé una
traslacion del punto F, al origen.

2
= Raices distintas, significa que A = (2*—2“) —4K (“ﬂ—}l) >0,

> 4K :
( p? I

(4K —1)p* + (4 —4K)u—4 < 0. (4.2.3)

o bien,

simplificando

Notemos que, en particular (4.2.3) se cumple si elegimos K = 1 (parametro fijo). De aqui
que:

<4
H 3’

por lo tanto, € (0, 3), donde y > 0y no depende del parametro K.

: : _ 1 _5 4 _ —2149V6 £os
Si elegimos K = 7y pu= 2, con p < 3, entonces Ao = —5==. Notemos que matemati-

camente este punto existe y por la definicion este punto es llamado hiperbolico y
se clasifica como punto silla.

-0.5 0.0 05 1.0 15 20 =05 oo 05 1.0 1.5 20

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 4.6: Retrato fase del punto E, (presencia de ambas especies) para p = % y K =
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

Notemos que en el escenario de la Figura [l.6a]el punto F, se traslada al origen. Y en el
escenario de la Figura podemos observar que el punto critico abandona el conjunto
invariante.

2
= Raices complejas conjugadas, significa que A = (27_2&) —4K (’%1) < 0,

2 - 1u\? —1
(") < (")
0 0

es decir,

al simplificar, tenemos

(4K — 1)+ (4 — 4K)pu — 4 > 0. (4.2.4)
En particular (4.2.4) se satisface si K = ;i (parametro fijo). Asi, obtenemos:
- 4
H 3’

por lo tanto, u € (%, o0), donde g > 0y no depende del parametro K.

Al elegir K = }1 y u o= 1—70, con [, > %, tenemos Ao = —% + %{4@' (ver Figura .

En este caso el punto existe mateméaticamente y por la definicion es llamado
asintoticamente estable y se clasifica como punto espiral.

v
20k ——
= i e
18p =
—_— T
10k T
e e
=
0.5:
oo I X X
-04aF
—Dl.ﬁ 0.0 U.I5 1 TD 1 75 2?0 —EII.5 oo D.I5 1 TD 1 j5 270
(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.
. ) : : _1 _ 10
Figura 4.7: Retrato fase del punto E; (presencia de ambas especies), para K = 7y = +.

Observemos que en la Figura [f.7a]el punto E, se traslada al origen, por otro lado, al tomar
una condicion inicial, en el escenario de la Figura [1.7b] observamos que la poblacion de
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4.2. Puntos criticos y analisis de estabilidad local

presas disminuye al igual que la poblacién de depredadores, posteriormente, se recupera
la poblacién de presas.

En particular, al elegir K = }1 y U= %, con [ > %, tenemos Ao = % + ‘1—2;6@' (ver Figura

, y por la definicion [1.1.10} el punto E5 es llamado inestable y se clasifica como punto
espiral.

-0.5 0.0 05 1.0 15 20 =05 oo 05 1.0 1.5 20

(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.
Figura 4.8: Retrato fase del punto E, (presencia de ambas especies), para K = i v u= %

Para los escenarios de la Figura [£.8a]y al tomar una condicion inicial podemos ob-
servar que la poblacién de depredadores disminuye al igual que la poblaciéon de presas,
posteriormente, se recupera la poblacion de presas. Ademas, en el retrato fase de la figura
se observa que el punto Fy se traslada al origen.

Por otra parte, para K arbitrario y g = 2 en (4.2.1) obtenemos que A; 2 son complejos
puros. En particular, si elegimos K = 5y u = 2 se tienen raices complejas puras (ver

Figura .
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

—l:ll.5 an l:ljﬁ ‘1:0 ‘1:5
(a) Modelo lineal. (b) Modelo no lineal.

Figura 4.9: Retrato fase del punto E, (presencia de ambas especies), para K =5y p = 2.

En la Figura[4.9] al tomar una condicion inicial, podemos observar, que en el escenario de
la Figura y se tiene centros, de aqui que, tenemos la existencia de ciclos limite.
Notemos que en la Figura [.9a]el punto E, se traslada al origen.

Resumiendo, se han demostrado los siguientes casos del teorema.

Teorema 4.2.2. Dado el modelo tipo cuasi-Kolmogorov con pardmetro u y capacidad de
carga K,

yzK(x—ﬁ>y,

restringido al conjunto ) (con interpretacion bioldgica), para cada punto de equilibrio se
obtiene:

» Ey=(0,0), es un punto de equilibrio no hiperbdlico, para todo valor de K y p.

» F1 = (1,0), es un punto de equilibrio asintdticamente estable para p € (0,1) e
inestable para p > 1.

. By = (i’ /‘M;zl), es un punto de equilibrio:

o Inestable si K = y p € (0,3) U (2,00).
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4.3. Nimero reproductivo basico

o Asintdticamente estable si K = % (RS [%, 2).

o [istable si = 2.

Observacion 4.2.3. La eleccion del pardmetro K = }1 se realizo con el objetivo de sim-

plificar la expresion (4.2.3) y (4.2.4), obtenidas en el andlisis realizado con anterioridad,
pero es importante considerar que al tomar otro valor de este pardmetro, la estabilidad del

punto Ey puede cambiar.

4.3. Numero reproductivo basico

Para analizar la evolucion de las especies, recurrimos al ntimero reproductivo bésico, el
cual nos permite saber que tan rapido o lento es el crecimiento de cada una de las pobla-
ciones.

Usualmente, se denota por R, a este parametro y es de suma importancia en ecologia de
poblaciones, ya que a través de él se puede conocer la dinamica de las poblaciones.

Cdlculo del numero reproductivo para el modelom).

Utilizando el método de la matriz de la siguiente generacion, calcularemos el ntimero re-
productivo de cada una de las especies denotado como: R, y R,.

Notemos que para calcular R, es importante determinar los puntos de equilibrio que se
encuentren libre de depredadores. A continuacién mencionaremos como estan definidas
las matrices que generan el nimero reproductivo basico para la poblacion de presas R,.

Sean .Z;(x) la tasa de aparicion de nuevos depredadores en el compartimiento i, ¥ *;(z)
la tasa de transferencia de los individuos dentro del compartimento ¢, por otros medios y
¥ ~i(x) la tasa de transferencia de los individuos fuera del compartimento ¢. El modelo
compartimental se puede escribir en la forma:

Xi = filz) = Fi — Vi(w),
donde ¥, =¥~ — ¥ .

La dinamica en %, ¥y la designacion de compartimentos en los que se tiene ausencia o
presencia de depredadores puede no ser tnico. Las definiciones de .% y ¥ utilizadas aqui
difieren ligeramente de las de [van den Driessche y Watmough (2002)].

Considerando el modelo (4.0.1):
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

T =z[z(l —x)—yl,

. 1 ’

y=K <w M) Y,
y siguiendo la metodologia de [6], obtenemos el nimero reproductivo para la especie de
las presas R,:

Kzy %y
F = , V= ,
0 3+ zy — 22
de donde
0 Ty
. LY =
x? 3+ zy
Luego, tenemos que
0F oY, K
F=221 =K v=2"1 ==,
AW |g, W |g, M

Asi, para el modelo (4.0.1), R, toma la forma

R, =

=I5 =

Otra forma de determinar el valor de R, es por medio de los valores propios que determinan
la estabilidad del punto de equilibrio libre de depredadores, los cuales fueron obtenidos
para el punto de equilibrio F; y son:

1
)\1:—1, )\QZK(l——>
%

Sabemos que A\; < 0, mientras que si K < %, o bien, p < 1, tenemos que, Ay < 0,
entonces F; es localmente asintéticamente estable; pero si K > %, o bien, ;1 > 1, tenemos
que, Ay > 0, entonces F; es un punto de equilibrio inestable. Como podemos notar si
realizamos el cociente entre el término de la izquierda sobre el término de la derecha en
las desigualdades, podemos definir la estabilidad de FE; comparédndolo como la unidad; a
este cociente que definimos se le llama R, y tiene la siguiente forma:

R, = p. (4.3.1)

Aplicando el método de la matriz de la siguiente generacion para calcular R,, donde R,
es el Ry de la poblaciéon de depredadores, tenemos que
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4.4. Analisis del comportamiento ciclico del modelo

0F, o W,

de donde,

y, por lo tanto, no se puede interpretar biolégicamente R,. Esto también se obtiene al
considerar que el punto (0,y) no es un punto de equilibrio del modelo (4.0.1).

Teorema 4.3.1. Dado el sistema tipo cuasi-Kolmogorov restringido al conjunto §2, con
parametros K, p y nimero reproductivo R, = p, si satisface que R, < 1 (R, > 1) entonces
E; es asintdticamente estable (inestable).

Para la demostracion de este teorema, se recurre al nimero reproductivo dado en ({£.3.1}),
el cual se sustituye en el teorema [1.2.2] para conocer la estabilidad del punto Fj.

4.4. Analisis del comportamiento ciclico del modelo

Dado que construir funciones de Dulac es de gran importancia, ya que su existencia ex-
cluye la existencia de ciclos limites [I8], en esta seccion construiremos la funcion de Dulac
para el modelo (4.0.1), con el objetivo de corroborar si presentan o no orbitas periodicas
cerradas.

Andlisis del modelo :

En el siguiente teorema se muestra un método de construccion de una funcion de Dulac,
para el modelo tipo cuasi-Kolmogorov.

Teorema 4.4.1. El modelo tipo cuasi-Kolmogorov admite una funcion de Dulac, para
todo x,y > 0.

Demostracion. Definamos,
S = alz(l—z) —y],

=K (90 - ﬁ) Y.
Calculando el negativo de la divergencia, se tiene
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

~divtfin ) = = [ (a0 =) + 60— 2) - )

1 1
La funcion ¢(x), se define como:

c(z) =x(—x+1—2x),

utilizando ¢(x) se construye la siguiente ecuacion diferencial parcial

ﬁ%+ﬁ% ole(x) — div(fu, f2)),

cuya soluciéon es una funcion de Dulac.
Sea ¢ = ¢(z), donde z = z(z,y), se tiene que

[flg + form } @ = g(c(x) — div(fy, f2)),
luego

2o clw) — div(fi, f2)

g f1 +f2
alng B _fly;;.fQI
0z fiy + fox’

ding 1

0z  z

Por lo tanto,
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4.4. Analisis del comportamiento ciclico del modelo

o(z,y) = % con () # (0,0)

es una funcion de Dulac para el modelo (4.0.1).

Verifiquemos que el modelo (4.0.1) tiene una trayectoria cerrada en €, para lo cual, utiliza-
remos la funciéon obtenida en el Teorema, Asi, aplicando el Criterio de Dulac tenemos:

Definamos "
flz,y) = (962—333—90%}@1/— Ey)-
Luego
x a2 K
Y Y nx
_2 z_x_z_l _|_2 K_£
oz \y y y p )’
_1_2:17
Yy Yy

De la ecuacion anterior, se tiene que 5/ - (¢f) presenta cambios de signo en  (conjunto
invariante), por lo que no se satisface una de las hipotesis del criterio de Dulac (teorema
1.1.20)) y, por lo tanto, no se puede concluir si el modelo presenta o no trayectorias cerradas.

Observacion 4.4.2. Del estudio de las raices realizado con anterioridad, el modelo li-
nealizado tiene una trayectoria cerrada (centro), y dado que se cumplen las hipdtesis del
Teorema se tiene que el modelo no lineal también debe de tener una trayectoria
cerrada (deformada,).

Observacion 4.4.3. El modelo presenta trayectorias cerradas en la region 2

(conjunto invariante) dada en .

4.4.1. Calculo de los ciclos limite (trayectorias cerradas del mo-
delo [4.0.1))

Dado que no se pudo emplear el criterio de Dulac (teorema [1.1.20), para el modelo ({£.0.1},
se analizan dos técnicas que faciliten la construccion de las funciones que describen la tra-
yectoria de la solucion.

Conversion a coordenadas polares.
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

Siguiendo la metodologia presentada en [I] 20] y considerando que 7? = 22 + ¢?, 0 =
tan™ (£), tenemos:

_rEtyy (4.4.1)
r Y
[ _23“3 (4.4.2)
T

Sustituyendo las ecuaciones diferenciales del modelo (4.0.1) en ({.4.1) y (4.4.2)

r(x? — 2% —azy) +y <Ky1' — %y)
T = ,
.

x (Kyw - %y) —y(z? — 2% — zy)
r2

Simplificando las expresiones por medio de x = rcosf , y = rsenfl, obtenemos que el

modelo (4.0.1) en coordenadas polares esta dado por:

9‘:

9

7 = Kr?sen®0cost + r?cos30 — r3cos*t — r?cos*0sent — %rsenw,
(4.4.3)
0 = Krcos*fsent) — %cos@sen@ — rcos?*@senf — r’cos®0send — rsen’6cosb.

Notemos que al aplicar esta técnica no es sencillo determinar los ciclos limite, ya que
en el sistema ( las ecuaciones diferenciales dependen de las variables r, 6 y de los
parametros K y u, ademés de que no se observa alguna expresion de la forma 22 +y? que
nos ayude a simplificar las ecuaciones.

Trayectoria de la solucion de la ecuacion diferencial.

Otra de las técnicas para determinar las trayectorias cerradas |7] es resolver

@_ ny—%y

S AT (4.4.4)
de x?—a23—uxy

O bien

K
<ny — ;y) dr — (2* — 2* — 2y)dy = 0, (4.4.5)
de donde
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4.5. Bifurcaciones: Analisis del parametro

M(z,y) = Kyx — %, N(z,y) = —(2* — 2° — 2y). (4.4.6)

Dado que

K K
M (tz,ty) = Kt?yr — —ty =t [Ktyx — —y]
7 7

N(tw,ty) = *2° — t*2° + oy = *[ta® — 2° + 2],
no satisfacen las siguientes condiciones

M(tz,ty) =t"M(z,y), N(tx,ty) =1t"N(z,y).

Por lo tanto, (4.4.5) no es homogénea. De manera similar tenemos que no se cumple

OM  ON
dy  Ox’
De (4.4.6)) tenemos
M K N
8—:KI——, a—:3x2—2x+y,
dy L Ox

y, por lo tanto, (4.4.5) no es exacta.

Es importante mencionar, que siguiendo las técnicas convencionales no es sencillo deter-
minar los ciclos limite para el modelo (4.0.1).

Observaciéon 4.4.4. En general no es posible resolver , pero el retrato fase nos da
una perspectiva de como es la trayectoria de la curva solucion.

Dado que no se puede aplicar ninguna de las técnicas, en la siguiente seccion se presentaran
simulaciones para corroborar la forma del ciclo limite.

4.5. Bifurcaciones: Analisis del parametro

En esta seccion vamos a trabajar las bifurcaciones, no desde el punto de vista clasico
diciendo que nuestro modelo pertenece a alguna de ellas, si no, que el pardmetro y influ-
ye: primero en la determinacion del nacimiento y destruccion de puntos de equilibrio, y
después en el comportamiento de la estabilidad.
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4. Modelo cuasi-Kolmogorov con pardmetro de bifurcaciéon

4.5.1. Nacimiento y destruccién de puntos de equilibrio

Tomando en consideracion el modelo (4.0.1), el parametro p juega un rol importante en
la determinacion de la cantidad de puntos de equilibrio. Recordemos que todo sistema de
ecuaciones diferenciales posee un nimero ya sea finito o infinito de puntos de equilibrio,
en este caso tenemos un numero finito de puntos y nos interesa cuantificarlos en funcién
del parametro p.

Andlisis del pardmetro n para el modelo (|4.0.1)).

La caracterizacion del parametro p sin tnterpretacion bioldgica se enuncia como sigue:

Teorema 4.5.1. Dado el modelo , K, p pardmetros y € el conjunto invariante
dado en , se obtienen las siguientes restricciones sobre el pardmetro ju:

(a) Sip € (0,1) entonces los puntos criticos: Ey, By € Q y Ey & Q.
(b) Si =1 entonces el modelo solo tiene 2 puntos criticos, pues FEy se degenera en Ej.
(c) Si > 1 entonces los puntos criticos: Ey, Ey y Ey € €.

Demostracion. Sea Q = {(z,y) € R* : & > 0,y > 0} el conjunto invariante del modelo
@0.1).

(a) Supongamos que p € (0,1). Pongamos p = 3, luego, al sustituir el valor de  en Es,

tenemos que
1 2-—1
E2 = (I) 2—2> ;
2 (3)

de donde Ey = (2, —2). Es decir, By ¢ Q (ver Figura4d.10a)). Es trivial que Ey, E; € €.

DN

(b) Supongamos que p = 1, asi

Ey, = E, =(1,0),
es decir, Fy se degenera en F; (ver Figura [4.10b)).

(c) Supongamos que p > 1. Pongamos p = 2, asi, al sustituir el valor de p en Es

obtenemos:
1 2-—-1
By= (=~
2 (27 22 >7
_ (11 .
de donde E, = (5, Z)' Y, por lo tanto, Ey, E1y Ey €  (ver Figura |4.10c).

71



4.5. Bifurcaciones

: Analisis del parametro

y

Iy
E,

4+« »
I 1
-2

Y

(a) = 3

B

£

E

Ey

(c) p=2.

Figura 4.10: Puntos de equilibrio al variar el parametro p para el modelo (4.0.1).

Dado el célculo de R, (nimero reproductivo) en la seccion B.3] para el modelo ([£.0.1) se
puede reescribir con interpretacion bioldgica el teorema anterior para ciertos casos:

Teorema 4.5.2. Dado el modelo , K, p parametros, R, = p y ) el conjunto
invariante dado en , se obtienen las siguientes restricciones sobre R,:

(a) Si R, =p € (0,1) entonces la poblacion de presas disminuye.

(b) Si R, = =1 entonces el crecimiento de las presas es lineal.

(c) Si R, = p > 1 entonces la poblacion de presas aumenta (aun sin determinar el tipo).

Demostracion. Aplica la demostracion anterior.
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Capitulo 5

Simulaciéon de escenarios sintéticos de los modelos

En los modelos ([3.0.1) y (£.0.1) planteados en el capitulo B|y ffjrespectivamente, se puede
observar que se incluyen los parametros: K, K, Ky y p, los 3 primeros representan la
capacidad de carga y el ultimo, el parametro p. Para el modelo (, el nimero repro-
ductivo es Kipu y su interpretacion corresponde al aumento de la densidad de la poblacion
de presas, mientras que para el modelo (4.0.1) inicialmente u carece de interpretacion
biolégica, pero una vez que se conoce el numero reproductivo béasico para este modelo,
se le puede dar una interpretacion, en este caso la interpretacion corresponde al aumento
de la densidad de la poblacion de presas. Es importante notar que estos parametros son
responsables del comportamiento biologico de los modelos en la region de estudio €2 (con-
junto invariante), dada en (2.2.1).

Dado que no se dispuso de datos reales para contrastar con la realidad, se proponen es-
cenarios sintéticos.

5.1. Escenarios sintéticos para el modelo (3.0.1)

En la realidad, un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias es mas complejo y depen-
de de mas parametros, pero para propoésitos practicos en esta tesis se consideran solo 3
parametros. En esta seccion se presentan simulaciones del modelo (B.0.1) que bajo ciertas
condiciones sobre los parametros y que satisfacen los teoremas: B.2.2] B.3.1] B.3.2| B.5.1]

y lema |3.4.2
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5.1. Escenarios sintéticos para el modelo (B.O.llb

- Pardmetro |y | g 1 | R, | S, | Estabilidad | Tipo
Figura |5.1a 3 15 % ‘% Sh AE Sumidero
Figura [5.1b 3 5 12| 6 |Ss AE Espiral
Figura |5.2a % 2 g % Sh I Silla
Figura |5.2b % 2 g % Ss AE Espiral
Figura [5.3a) 2 12 (3] 6 |5 [ Silla
Figura [5.3b 2 | 2 6|12 5 AE Espiral

Cuadro 5.1.1: Seleccion de parametros.

Considerando los cambios en los parametros K, Ky y p, para el modelo (3.0.1), cuyos
puntos de equilibrio son Sy, S1, So y S3, obtenemos:

Sea el conjunto de parametros: K1 = 3, Ko =5

, b= % y i = 2, se obtienen 2 retratos
fase, con punto critico asintéticamente estable (A.E).

Jul 1 2 3 4 ] u] 1 2 3

a) El punto critico (3,0) es un punto sumidero (b) El punto critico (2, 23) es un punto espiral
2732
con ji = % con i = 2.

Figura 5.1: Retratos fase al variar el parametro p para el modelo (i

En el escenario de la Figura si el valor de Kiju =R, = % < 1 el punto S5 se clasifica
como un punto sumidero, mientras que en el escenario de la Figura p.laJobservamos que
cuando Ky = R, = 6 > 1 el punto S3 se encuentra en la region ) y en este caso es un
punto espiral. En la Figura [.1b|podemos ver que al tomar condiciones iniciales la pobla-
cion de presas aumenta, esto sucede, ya que al tener R, > 1, la densidad de la poblaciéon
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5. Simulacién de escenarios sintéticos de los modelos

de presas aumenta, es decir, el tamano de la poblacion de presas aumenta como se espera.

Sea el conjunto de parametros: K, = %, Ky =2, u= g y U= g, se obtienen dos retratos
fase, con punto critico inestable (I) y asintoticamente estable (A.E), respectivamente.

Q
_2: \\ \\ \ \ \\\\
o 1 2 3 a s 2
(a) El punto critico (3, 0) es un punto silla con con  (b) El punto critico (53,3L) es un punto espiral

_ 7 _ 5
n=z. con p = 3.

Figura 5.2: Retratos fase al modificar el punto critico para el modelo (

En el escenario de la Figura p.2a]y B.2b| podemos ver que los puntos criticos Sp, S1 y Ss,
se encuentran en la region 2. En la Figura [5.2a|se tiene que S; es un punto silla inestable
y en la Figura S3 es un punto espiral asintoticamente estable. Ademaés, al tomar
una condicion inicial, en el escenario de la Figura 5.2a]se puede observar que cuando la
poblacion de presas disminuye, la poblacion de presas aumenta. Y para el escenario de la
Figura [5.2b| podemos observar que ocurre lo mismo.
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5.2. Escenarios sintéticos para el modelo (|Z.0.1|D

Sea el conjunto de parametros: K1 = Ky = 2, u = 3 y = 6, se obtienen dos retratos fase
con punto critico inestable (I) y asintoticamente estable (A.E), respectivamente.

0 1 2 3 4
(a) El punto critico (2,0) es un punto silla con (b) El punto critico (%, 15) es un punto espiral

n=3. con i = 6.

Figura 5.3: Retratos fase al modificar el punto critico para el modelo (B.0.1).

En el escenario de la Figura p.3a]y B.3b]se puede observar que cuando K= R, =6 > 1
y Kip= R, =12 > 1 la poblacion de depredadores disminuye mientras que la poblacion
de presas aumenta, posteriormente la poblaciéon de depredadores aumenta.

5.2. Escenarios sintéticos para el modelo (4.0.1)

En esta seccion se presentan simulaciones del modelo ( que bajo ciertas condiciones
sobre los parametros satisfacen los teoremas: [£.2.2] {.3.T] {£.5.1]y {.5.2]
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5. Simulacién de escenarios sintéticos de los modelos

. Pardmetro | | | p | B | Estabilidad | Tipo
Escenario

Figura [5.4a) ;11 % % Ey AE Sumidero
Figura [5.4b HERERE I Silla
Figura |5.5a 1 %3 %ﬁ Es AE Sumidero
Figura [5.5b 1 % % Es AE Sumidero
Figura [5.6a] 2 % % Ey AE Sumidero
Figura [5.6b 2] 2 2 | Ey E Centro
Figura|.7a 31 3 3 | By AE Espiral
Figura [5.7b 31 5 5 | By AE Espiral

Cuadro 5.2.1: Seleccion de parametros.

Al considerar cada uno de los cambios en los parametros K y u, para el modelo (4.0.1)),
cuyos puntos de equilibrio son Ey, F; y Es, obtenemos:

Sea el conjunto de parametros: K =
punto critico asintéticamente estable

, = % y = %, se obtienen dos retratos fase con
A.E) e inestable (I), respectivamente.

1.0F
05

oo

=-1.0F

=05 ] 05 1.0 145 2.0 0.5 0.0 05 1.0 1.5 2.0

(a) El punto critico Ey es un punto sumidero con  (b) El punto critico £y es un punto silla con p = 3.

Figura 5.4: Retratos fase al variar el parametro p para el modelo 1)

En el escenario de la Figura podemos ver que cuando pu = R, = % < 1, el tercer punto
que se genera no se localiza en la region €2 y ademaés el punto Ej se clasifica como sumide-
ro, mientras que en el escenario de la Figura p.4Db]si el valor de p aumenta, por ejemplo,
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5.2. Escenarios sintéticos para el modelo (|Z.0.1|D

cuando y = R, = % > 1 el tercer punto ya se encuentra en €2y ahora el punto F; se cla-
sifica como un punto silla. Ademas, podemos observar que al tomar una condicién inicial
en (), en el escenario de la Figura tenemos que cuando la poblacion de depredadores
empieza a disminuir, la poblaciéon de presas también disminuye. Esto sucede ya que al
tener R, < 1, la densidad de la poblacion de presas disminuye, es decir, el tamano de
la poblacion de presas decrece como se espera, esto en funcion de la capacidad de carga K.
Sea el conjunto de parametros: K =1, u = %g yu= %, se obtienen dos retratos fase con
punto critico asintoticamente estable (A.E).

-0.5 0.0 1.0 1.5 20 -0.45 0.0 045 1.0 1.8 20

0.5
- I, 3 3 .
(a) Bl punto critico (xf, 2\/54 3) es un punto(b) El punto critico (5, _4_1) es un punto sumidero
2
con ji = %.
sumidero con p = H=3

)
w%
w

Figura 5.5: Retratos fase al variar el pardmetro p para el modelo 1}

En el escenario de la Figura [5.5a| podemos ver que cuando pu = R, = %g > 1, el tercer

punto que se genera se localiza en la region 2 y ademas se clasifica como sumidero,
mientras que en el escenario de la Figura si el valor de p disminuye, por ejemplo,
cuando u = R, = % < 1 el tercer punto ya no se encuentra en {2 y se sigue clasificando
como un punto sumidero. Ademas, podemos notar que en el escenario de la Figura
al tomar una condicién inicial en €2, tenemos que cuando la poblacién de depredadores
empieza a disminuir, la poblacién de presas aumenta. Esto sucede ya que al tener R, > 1,
la densidad de la poblacién de presas aumenta, es decir, el tamano de la poblacion de
presas crece como se espera, esto en funcion de la capacidad de carga K. En el escenario
de la Figura [5.5b| es importante notar que si la condicion inicial se encuentra fuera del
conjunto invariante, entonces la solucion ya no tiene sentido biologico.
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5. Simulacién de escenarios sintéticos de los modelos

= % y i = 2, obtenemos dos retratos fase con

Sea el conjunto de parametros: K = 2, i
(A.E) y estable (E), respectivamente.

punto critico asintéticamente estable

-0.4 oo 04 1.0 1.8 20
(a) El punto critico E; es un punto sumidero con

p=3.

-0.5 o.n 05 1.0 14 20

(b) El punto critico (3, 1) es un centro con p = 2.

Figura 5.6: Retratos fase al variar el parametro p para el modelo 1i
En la Figura los valores que se utilizaron para el parametro y = R, son: pu = % y
i = 2. Observemos que cuando u = R, = % < 1 el tercer punto que se genera no se
encuentra en la region ) y en este caso el punto F; es un sumidero, mientras que si el
valor de p aumenta, por ejemplo, cuando = R, = 2 > 1 el tercer punto ya se encuentra
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5.2. Escenarios sintéticos para el modelo (|Z.0.1|D

en () y este punto se clasifica como un centro. En la Figura 5.6alel valor de la capacidad
de carga K es mayor que en los casos anteriores y al tomar una condicién inicial podemos
observar que cuando los depredadores disminuyen las presas aumentan. En la Figura
al tomar una condicién inicial podemos observar que se tiene la existencia de ciclos limite.

Sea el conjunto de pardmetros: K = 3, up = 3 y u = 5, se obtuvieron dos retratos fase con
punto critico asintoticamente estable (A.E).

-0.5 0.0 05 1.0 15 20 =05 oo 05 1.0 1.5 20

12 1 4
(a) El punto critico <§, 5) es un punto espiral con(b) El punto critico <5’ 2—5> es un punto espiral
n=3. con [t = d.

Figura 5.7: Retratos fase al variar el pardmetro p para el modelo 1}

En el escenario de la Figura p.7a]y b.7b|podemos observar que como p = R, > 1 en ambos
escenarios, los 3 puntos criticos se encuentran en la region €, y el tipo de estabilidad es el
mismo. Ademas, al tomar condiciones iniciales en {2, para ambos escenarios se tiene que
cuando la poblacion de depredadores disminuye, también lo hace la poblaciéon de presas
para posteriormente aumentar.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis realizamos el analisis de dos modelos; el primero denominado mas
realista de tipo Kolmogorov donde K, K5 y p son los pardmetros y el segundo llamado
cuasi-Kolmogorov, donde K y p son los parametros. A continuaciéon se presentan los re-
sultados importantes obtenidos para cada uno de estos modelos.

= Para el modelo tipo Kolmogorov se obtuvo:

1. Recordemos que en los modelos de tipo Kolmogorov los parametros son fijos,
sin embargo, en este trabajo se propone que p sea un pardmetro no fijo, es decir
p € R\{0}. El planteamiento de este modelo nos condujo a la determinacion
del conjunto de puntos criticos explicitamente identificados sobre el conjunto
invariante, su clasificacion y tipo de estabilidad. Es importante notar que los
resultados obtenidos en el anéalisis del modelo al utilizar el concepto de matriz
Jacobiana son de tipo local, sin embargo, estos resultados se pueden extender
utilizando los teoremas [[.1.15]y [[.1.16| para el sistema no lineal y de este mo-
do se puede conocer su estabilidad, es decir, el comportamiento topolégico del
sistema lineal se puede extender al no lineal utilizando estos teoremas.

2. Se estudio el concepto de nimero reproductivo bésico y las formas de calcu-
larlo. Se presenté como herramienta principal para el célculo del Ry el método
denominado matriz de la siguiente generacion. Inicialmente, el pardmetro p ca-
rece de interpretacion biologica, y el pardmetro K representa la capacidad de
carga de las presas, sin embargo, al realizar el estudio del ntimero reproductivo
bésico, utilizando el método de la matriz de siguiente generacién, se obtuvo
que el nimero reproductivo es pfy, el cual denota la densidad de la poblacién
de presas para este modelo.

3. En el estudio analitico de las raices se obtuvo que el modelo no posee trayec-
torias cerradas, ademas, segin los escenarios planteados podemos ver que los
retratos fase incluyen espirales, puntos silla y sumideros.
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Conclusiones

4. Se obtuvieron dos teoremas importantes, que clasifican el nacimiento o des-
truccion de puntos de equilibrio para restricciones sobre los pardmetros K
capacidad de carga y u, primero, sin interpretacion biologica: Teorema
y después dandole una interpretacion biologica en sentido de la densidad de
poblacion de presas: Teorema

= Dentro de los resultados importantes, para el modelo cuasi-Kolmogorov tenemos:

1. Para este modelo, se propone que p sea un parametro no fijo, es decir p €
R\{0}. El planteamiento de este modelo nos condujo a la determinacion del
conjunto de puntos criticos explicitamente identificados sobre el conjunto in-
variante, su clasificacién y tipo de estabilidad. Notemos que, los resultados
obtenidos en el andlisis del modelo al utilizar el concepto de matriz Jacobiana
son de tipo local, sin embargo, estos resultados se pueden extender utilizando
los teoremas [1.1.15]y [[.1.16] para el sistema no lineal y de este modo se puede
conocer su estabilidad.

2. Se estudio6 el concepto de niimero reproductivo basico y las formas de calcular-
lo, presentando como herramienta principal el método denominado matriz de
la siguiente generacion. Inicialmente, el parametro p carece de interpretacion
biolbgica, sin embargo, al realizar el estudio del nimero reproductivo bésico,
utilizando el método de la matriz de siguiente generacion, se consigue que al
parametro p se le pueda dar una interpretacion biologica, el cual denota la
densidad de la poblacién de presas.

3. En el estudio analitico de las raices se obtuvo que el sistema posee trayectorias
cerradas y dada la complejidad de los sistemas, no se consigui6 la construccion
del ciclo limite. Ademas, segin los escenarios planteados podemos ver que los
retratos fase incluyen trayectorias cerradas, espirales, puntos silla y sumideros.

4. Se obtuvieron dos teoremas importantes, que clasifican el nacimiento o des-
truccion de puntos de equilibrio para restricciones sobre los parametros K
capacidad de carga y u, primero, sin interpretacion biolégica: Teorema B.5.1
y después dandole una interpretacion biologica en sentido de la densidad de
poblacion de presas: Teorema [3.5.2

Es importante mencionar que en ambos sistemas, el conjunto de escenarios sintéticos es
la reafirmacion de los resultados tedricos obtenidos y con los cuales geométricamente se
puede mostrar el comportamiento senalado de acuerdo a las condiciones dadas.
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Un posible trabajo a futuro es la inclusion de mas parametros, u otras ecuaciones, por
ejemplo se podria tener un modelo que tenga dos tipos de presas y un depredador u otro
escenario en el que se tenga un tipo de presa y dos tipos de depredadores. Ademas de
otros tipos de competencia: intraespecifica(consigo misma) e interespecifica(con la otra
especie).
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Apéndice A:
Retratos fase obtenidos en Mathematica

En esta seccion se mostraran las instrucciones y sintaxis de los comandos, utilizando el
programa Mathematica para la realizacion de las figuras mostradas en este trabajo.

El comando StramDensityPlot traza las lineas de flujo para un campo vectorial con fondo
basado en la magnitud de dicho campo.

S = StreamDensityPlot[{x"2 - x"3 - xy, 2 xy - (2 y)/0.5}, {x, -0.5, 2},
{y, -0.5, 2}, Axes -> True, Axeslabel -> {x, y},
AxesStyle -> Directive[Black, 12]]

ListPlot grafica el punto (1,0) y PlotStyle pinta el punto del color que se le indique.
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Apéndice A: Retratos fase obtenidos en Mathematica

puntos = {{1, 0}}; M = ListPlot[puntos, PlotStyle -> {Red}]

05l

1.4 20

=} &

0a 1.

=10

El comando Show une las dos graficas anteriores en una sola.

Show[S, M]

El comando Manipulate muestra un conjunto de escenarios del campo vectorial, segin
cambios de dos parametros en el sistema de ecuaciones diferenciales.

Manipulate[ StreamDensityPlot[ {x°2 - x"3 - x y, k x y - (k y)/m}, {x, -4, 4},
{y, -4, 4}, Axes -> True, AxesLabel -> {x, y}, AxesStyle -> Directive[Black, 12]1],
{m, 0.1, 3}, {k, 0.1, 6}]
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Resolucion numérica del PVI del sistema de ecuaciones diferenciales, designando valores
a K y al parametro p.

Vector de datos Kj;.

K_1= Tablel[i, {i, 0.1, 0.5, 0.1}];

solus = Table[NDSolve[{x’[t] == x[t]~2 - x[t]~3 - x[t] yl[t],
y’[t] == -K_1[[i]1] ((-1 + 2 Sqrt[1.251)/2) y[t] + K_1[[il] x[t] y[t]l, x[0] == 2,
y[0] == 0.5}, {x, y}, {t, 20}] , {i, 1, Length[K_11}]

Evaluacion de la solucion para un intervalo de tiempo y representacion de la curva soluciéon
ParametricPlot [Evaluate [{x[t], y[tl} /. solusl, {t, 0, 20}]
Retrato fase en una porcion del plano, designando valores a K y al parametro pu.

StreamDensityPlot[{x"2 - x"3 - x y, 0.5 xy - (1 (-1 + 2 Sqrt[1.25]))/2 y},
{x, 0, 2}, {y, 0, 2}]

Union de las graficas

Show [%, %kl
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Apéndice A: Retratos fase obtenidos en Mathematica

2.0

0.5

0.0
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