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Introduccion

Cuando se tiene un registro de situaciones inusuales, estas se representan bajo
el concepto de valores atipicos, esto motivéd el desarrollo de la teoria de valores
extremos, sustentada matematicamente por de Haan y Ferreira (2006) y estadis-
ticamente por Coles et al. (2001) en la actualidad. Las bases de esta teoria fueron
sentadas por Fisher, Tippet y Gnedenko al enunciar y demostrar el primer teore-
ma de la teoria de valores extremos. Un ejemplo donde se aplica esta teoria, es en
problemas de precipitacion (Moreno y Sanchez, 2016), es comun que los minimos
y maximos de estas se eliminan de primera instancia y no se preocupa por la
informacion que puedan proporcionar acerca de inundaciones o sequias, por ello
surge la necesidad de estudiar y analizar este tipo de datos en teoria de valores
extremos, la cual durante las dltimas décadas, se ha visto desarrollada tanto a

nivel teérico como practico.

Otro ejemplo es el de proteccion contra el mar por diques (de Haan y Fe-
rreira, 2006) es de gran interés su estudio, debido a que, los diques tienen que
soportar mareas de tormenta que eleva el nivel del agua de mar a lo largo de la
costa. En general la teoria de valores extremos se ocupa de modelar fenémenos en
hidrologia, contaminacion, corrosion, medio ambiente, meteorologia, seguros, apli-
caciones financieras, geologia, oceanografia, ingenieria edlica, entre otras (Coles et
al., 2001).

La funcionalidad de estos modelos de valores extremos es la adaptacion rela-
tivamente simple a fenémenos poco usuales, como lo es cuantificar el riesgo en
econometria financiera (Olmo, 2005), ademés otras ventajas es incluir la facilidad
con la que se puede incorporar toda la informacién relevante en una inferencia y

la facilidad para cuantificar incertidumbres en la estimacion (Coles et al., 2001).

La teoria de valores extremos se originé principalmente de las necesidades de

los astronomos al utilizar o rechazar observaciones periféricas (Kotz y Nadarajah,
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2000). Por lo general, los valores extremos son menos estudiados que los promedios.
En algunas aplicaciones, como en los ejemplos anteriores, es necesario extrapolar
los datos de los niveles observados a niveles no observados, para dar prediccio-
nes del fenobmeno, esta teoria proporciona modelos que permiten tal extrapolaciéon
(Coles et al., 2001). La teorfa de valores extremos proporciona una base tedrica
solida y un marco para la extrapolacion, fundamentada en teoria asintética, ya
que en muchas aplicaciones es necesario que se haga de esa manera, para poder
obtener resultados que sirvan para predecir fenémenos que pueden causar datnios

irreversibles.

Después de analizar el comportamiento de fenémenos atipicos con la teoria de
valores extremos para la modelacion de lo inusual en lugar de lo habitual, se bus-
ca considerar otras componentes, con ello surgen interrogantes como por ejemplo,
.qué pasaria si ahora se considera la ubicacion espacial de un fenémeno? Es decir,
;donde se recolectan, (ubicacion espacial) los datos del fenémeno? Dado que en
muchas aplicaciones los datos se obtienen en diferentes estaciones meteorologicas
ubicadas espacialmente, es necesario considerar la componente espacial en la teo-

ria de valores extremos.

Actualmente, los avances en la teoria de valores extremos se centran en el
desarrollo de modelos y métodos para valores extremos de fenémenos espaciales
y otras estructuras mas complejas, para ello surge la teoria de valores extremos

max-estables, la cual se encarga del estudio de fenémenos espaciales.

La teoria funcional de valores extremos, es decir, los extremos de los procesos
estocasticos, fue especialmente activa con la caracterizacion asintotica y espectral
de procesos max-estables y la construccion de modelos paramétricos max-estables
(Ribatet, 2013). La teoria y la préactica estadistica de la teoria de valores extre-
mos univariados esta bien desarrollada, sin embargo, se carece de analisis en el
modelado de extremos espaciales, esto es problemético, ya que muchos procesos

ambientales tienen un dominio espacial.

Los procesos méax-estables son una extension natural de la teoria de valores
extremos al caso dimensional infinito, es decir, los extremos de los procesos es-
tocasticos, y por lo tanto juegan un papel esencial en el modelado estadistico de

extremos espaciales (Dombry et al., 2013). Estos procesos fueron caracterizados
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completamente por de Haan (1984). Una descripcion més precisa de los procesos
méx-estables se puede obtener a partir de su representacion espectral, esta se de-
termina a partir de dos posibles enfoques. Una primera caracterizacion es dada
por de Haan (1984), proporciona dicha representacion considerando funciones de
tipo deterministico. Una segunda caracterizacion de los procesos max-estables es
proporcionada por Schlather (2002) donde considera funciones aleatorias en lugar

de funciones deterministicas.

Basado en estos enfoques, se han considerado algunos modelos para procesos
méx-estables. Un primer modelo fue desarrollado por Smith (1990) para la mo-
delacion de lluvias a través de procesos max-estables continuos en el tiempo, este
modelo se basa en procesos de Gauss y se fundamenta con la teoria de valores ex-
tremos, se deduce a partir de la caracterizacion espectral propuesta por de Haan
(1984), conocido como modelo de Smith, también recibe el nombre de proceso de
valores extremos gaussianos o modelo perfil de la tormenta. La matriz de varian-
zas y covarianzas para el proceso gaussiano se desconoce y por tanto el objetivo
es estimarla. Este modelo se desarrolla de forma bidimensional, debido a que
tinicamente se puede obtener de forma explicita la funcion de distribucién acumu-
lada bivariada, es aplicado en general para modelar lluvias del tipo de conveccion
(Moreno y Ortega, 2013). En este proceso, que Smith interpret6 en términos de
precipitaciones, depende del tamano y el tipo de tormenta (Villanueva e Ibanes,
2016).

La propuesta de Schlather (2002) es una extension del modelo de Smith (1990),
sustituyendo la funciéon deterministica por una forma aleatoria, dicho modelo se
desarrolla utilizando réplicas independientes de un proceso estandar gaussiano
con funcién de correlacion, partiendo de distribuciones acumuladas finitas dimen-
sionales de un proceso max-estable, que son expresadas de forma bidimensional.
Algunas de las posibles funciones de correlacion utilizadas, extraidas de Gaetan y
Guyon (2010) son: exponencial, exponencial generalizada, exponencial potencia,
esférica, gaussiana, Matérn o bien funcion de Bessel modificada, Whittle-Matérn y
Cauchy, la eleccion de la funcién de correlacion depende del fenémeno de estudio,
el objetivo de este modelo es estimar los parametros que intervienen en la funcién
de correlacion. En general este modelo es aplicado para lluvias ciclonicas, dado

que la forma de la tormenta es aleatoria y su estructura esta dada por la funcién
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de correlacion. En el caso de una tormenta fija, esta mantiene la misma estructura

de dependencia y solamente varia la magnitud (Moreno y Ortega, 2013).

El modelo de Brown-Resnick (Brown y Resnick, 1977) desarrollado por Ka-
bluchko et al. (2009), analizado y generalizado desde el punto de vista de los
procesos max-estables, surge de elegir la caracterizacion de Schlather (2002). Nue-
vamente para este modelo se encuentra presente el proceso de tipo gaussiano con
incrementos estacionarios, distribuciones finitas dimensionales, que son expresa-
das en dimension dos debido a que tnicamente se puede obtener de forma explicita
la funcién de distribucion acumulada bivariada. Ademas dado que es una genera-
lizacion del modelo de Schlather (2002) con la eleccion correcta de la funcion es
posible derivar de este, el modelo de Smith (1990).

El modelo t-extremal fue desarrollado por Opitz (2013) y también analizado
por Ribatet y Sedki (2013), es una generalizacion del proceso Brown-Resnick de-
sarrollado por Kabluchko et al. (2009), al igual que en los modelos anteriores, este
depende del proceso gaussiano propuesto por Schlather (2002), este modelo conci-
be una construccion espectral que generaliza el proceso gaussiano, ademas de ser
analizado de forma bivariada dado que tnicamente se conoce de forma explicita

la funcion de distribucién acumulada bivariada.

Como planteamiento del problema se tienen algunas de las interrogantes que
se han presentado al exponer los modelos anteriores, las cuales son: ;Segun estos
modelos que se proponen acerca de procesos max-estables, cual se adapta mejor
a un determinado problema? Habiendo estudiado un fenémeno determinado con
estos modelos, jcual es el que mejor se ajusta? Si todos los modelos se ajustan
a un fendémeno, ;estos pueden dar predicciones de la misma exactitud? No sola-
mente eso, grandes empresas ignoran el porqué de muchos fenémenos ambientales
que danan la poblaciéon y medio ambiente. Esta preocupacion provoca el estudio
del comportamiento de dichos fenémenos por medio de los modelos a describir,
para esto es necesario conocer la funcionalidad y el proceso que debe hacer cada
modelo para poder llegar a resultados que brinden informacién de ayuda, es decir,
la simulacion es esencial para que en un futuro los modelos se apliquen a proble-
mas reales y se tenga un panorama mas amplio acerca de la interpretacion de los

resultados obtenidos por los modelos aplicados al fenémeno.
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Como en gran parte de areas en matematicas, la teoria desarrollada se encuen-
tra en textos escritos en inglés y de manera dispersa, es por esto que, en esta tesis,
se recopila, analiza y redacta de manera mas clara, completa y precisa, la informa-
cion acerca de estos modelos a estudiar, para que en un futuro sirva de referencia
para el desarrollo de més teoria acerca de estos modelos y sus aplicaciones. No
obstante, esta tesis sirva como guia bésica para la comprensiéon de dichos modelos

y su utilidad.

El objetivo de esta tesis es realizar una revisiéon de los principales enfoques
existentes en la teoria de valores extremos espaciales, prestando especial atencion

a los modelos méx-estables para realizar simulaciones de estos modelos.

La tesis consta de cinco capitulos, al inicio de cada uno de ellos se da el objetivo

de dicho capitulo.






Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es proporcionar conceptos béasicos y resultados de
la teoria de probabilidad y estadistica que seran esenciales al desarrollo de esta
tesis. Los conceptos y teoremas son una recopilacion de “Probabilistic methods
in combinatorial analysis” de Sachkov (1997), “Probabilidad y estadistica, aplica-
ciones y métodos” de George (1988), “Introduccion a la probabilidad” de Rincon
(2014), “Estadistica basica para estudiantes de Ciencias” de Gorgas et al. (2011) y
“An introduction to statistical modeling of extreme values” de Coles et al. (2001).
Los conceptos y teoremas mencionados en las siguientes secciones son de natu-
raleza auxiliar y se incluyen como referencia, por esta razoén, la mayoria de las

declaraciones se dan sin pruebas.

1.1. Conceptos basicos

En las ciencias, es frecuente el uso de “variables”. El diccionario de la Real
Academia Espanola (RAE) define una variable como, “magnitud que puede tener
un valor cualquiera de los comprendidos en un conjunto”. En estadistica, se estu-
dian las variables aleatorias, cuyo valor depende del azar, a estas el diccionario
de la RAE las define como, “variable que tiene asociada una determinada ley o
distribuciéon de probabilidad, en la que a cada uno de los valores que puede to-
mar le corresponde una frecuencia relativa o de probabilidad especifica”. Por otro
lado el diccionario de la RAE define variable estadistica, o variable estocastica,
como, “funcién real definida sobre una poblacion finita o una muestra, que toma
los valores de cada una de las modalidades de un atributo, y a las que asocia una

distribucién de frecuencias”. Las variables aleatorias suelen corresponder a dos ca-

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

tegorias, a saber, discretas y continuas. En esta seccion se inicia con el aprendizaje

de estas variables aleatorias, y el resto de ella se desarrolla utilizando las mismas.

1.1.1. Espacio de probabilidad

Para el estudio de variables aleatorias, primero que nada se requiere saber que

sucede con un fenémeno o experimento en la naturaleza de tipo aleatorio.

Definiciéon 1.1. Un experimento aleatorio es aquel que cuando se repite bajo
las mismas condiciones, el resultado que se observa no siempre es el mismo y

tampoco es predecible.

Dado este tipo de experimentos, no se sabe cual sera el resultado, asi que por
lo menos conviene agrupar en un conjunto a todos los resultados posibles. Parte
de las definiciones en probabilidad se fundamenta en teoria de conjuntos y es
de ahi de donde se partira. La coleccion de todos los posibles resultados de un

experimento aleatorio es til en la definicion de probabilidad.

Definicion 1.2. Un espacio muestral es un conjunto arbitrario no vacio ) que

representa todos los posibles resultados de un experimento aleatorio.

Nota 1.1. Los elementos de ) se les llama eventos elementales, simples o

resultados.

El conjunto de todos los posibles resultados €2 puede ser finito, infinito nume-
rable o infinito no numerable, a continuacién se presentan algunos ejemplos que

ilustran estas afirmaciones.
Ejemplo 1.1.

Espacio muestral finito. El nimero de reservaciones sin cancelar en un res-
taurante constituye un espacio muestral finito, dado que el nimero de reser-
vaciones no canceladas puede ser cualquier entero positivo no mayor que la

capactdad que tenga dicho lugar.

Espacio muestral infinito numerable. El nimero de llegadas al recibir un ser-
vicio constituye un espacio muestral infinito numerable, dado que es posible
colocar los resultados en una correspondencia uno a uno con los enteros

POSItIV0S.
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Espacio muestral infinito no numerable. La duracion de una componente cons-
tituye un espacto muestral infinito no numerable, dado que puede ser cual-

quier numero real positivo.

En este momento, es conveniente dar las formas en que se puede clasificar el

espacio muestral € en las siguientes definiciones.

Definicion 1.3. Se dice que un espacio muestral §) es discreto si este es finito

o infinito numerable y w; son eventos elementales tal que

Q= {w17w27"'7wn}7

Q= {wy,ws, ..., wy,...},

esto es, si () puede ponerse en una correspondencia uno a uno con el conjunto de

los enteros positivos.

Definiciéon 1.4. Se dice que un espacio muestral ) es continuo si sus resultados

consisten de un intervalo de numeros reales.

Con respecto a 2, se puede estar particularmente interesado por un subcon-

junto de este.

Definiciéon 1.5. Un evento de 2 es un grupo de resultados contenidos en este,
es decir, cualquier subconjunto E C §2, cuyos miembros tienen una caracteristica

en comun.

Por caracteristica comtn debe entenderse que tnicamente un grupo de resul-
tados en particular satisface la caracteristica y los restantes, contenidos en (2,
no. Para poder complementar el conocimiento acerca de eventos en un espacio

muestral se da la siguiente nota.
Nota 1.2.

= Se dice que un evento Fy es un caso particular de un evento Fy si se produce

la inclusion B, C Bs.

s El espacio muestral §2, es evento en si mismo y puede entenderse como un

evento seguro.
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s FEl evento que no contiene a ningun evento simple del espacio muestral recibe

el nombre de evento nulo o vacio y se representa ().

En muchos casos, no basta conocer los eventos simplemente, es decir, uno
busca més acerca de ellos como por ejemplo: una medida que indique la certeza
o incertidumbre que suceda en un cierto evento. Esto lleva a introducir un nuevo
concepto que involucre un evento elemental del espacio muestral €2 con un niimero
real que mide la posibilidad de que suceda este, cuando el experimento se lleve a
cabo. La probabilidad de un evento es un ntimero real que mide la posibilidad de
ocurrencia ya sea colectiva o no, de los resultados del evento cuando se lleve a efecto

el experimento. Esto se manifiesta en la definicién axiomética de la probabilidad.

Definicion 1.6. Sea 2 cualquier espacio muestral y E cualquier evento de este. Se
llama funcion de probabilidad sobre el espacio muestral Q o P(E) si satisface

los siguientes axiomas:
1. P(E) >0.
2. P(Q) =1.

3. Si, para los eventos Ey,Es, ..., E,,..., con E; N E; =0 para cada i # j,

entonces

P(EyUEy,U---UE,U...)=P(E))+P(Ey))+---+P(E,) +....

Estos axiomas constituyen la base sobre la que se puede construir toda la teoria
del célculo de probabilidades. En seguida se enuncia algunas de las propiedades

consecuencia de los axiomas en la definicion (1.6).
Propiedades 1.1.

1. P(0) =0.

2. Para cualquier evento E C Q, se tiene que 0 < P(E) < 1.

3. Para cualesquiera dos eventos E1, Fy C (), se tiene que

P(E1 U Ey) = P(Ey) + P(Ey) — P(E, N E).

4. Para cualesquiera dos eventos Fy, Ey C 2, si Fy C Fs, entonces
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. P(El) S P<E2):

= P(Ey — Ey) = P(Ey) — P(Ey).

Nota 1.3. Como consecuencia de las propiedades (1.1) inciso 2, se tiene la de-
finicion de probabilidad del complemento. Para E C ) cualquier evento se

tiene que la probabilidad del complemento de E, denotado por E estd dada por,
P(E)=1-P(E).

A partir de este momento y en lo siguiente se hara uso de la notaciéon que se

muestra a continuaciéon

\JE =EiUEU---UE,,

i=1

ﬂ&:am@mmmm.

i=1
Con esto se tiene la siguiente desigualdad, conocida como desigualdad de Boole,

para cada numero finito de eventos Fi, Es, ..., E,, se cumple que

P (O E) < iP(EZ-).

Nota 1.4. Si By, Es, ..., E, son eventos disjuntos a pares, es decir, E; N\ E; =)

para cada © # j, se tiene que

}«Oﬂ>:i?@)

Para lo que sigue seré conveniente recordar la definicion de o-algebra.

Definicion 1.7. Sea 2 un espacio muestral y F una familia de subconjuntos de

Q. Se dice que F es una o-algebra si satisface las siguientes condiciones:
1. Qe F.

2. Si E € F entonces E € F.
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3. Si{E,} es una sucesion de elementos de F entonces
Ueer y (EeF
i=1 i=1

A partir de ahora no se le llamara evento a cualquier subconjunto del espacio
muestral sino tinicamente a aquellos elementos que pertenezcan a una o-algebra
asociada al espacio muestral.

De esta forma en la o-algebra, F agrupa a todos los subconjuntos de €2 para
los que se esta interesado en calcular su probabilidad y tal colecciéon constituye el
dominio sobre el cual se define una medida de probabilidad.

Asi, a cada experimento aleatorio particular se le puede asociar una pareja

(Q, F) compuesta por el espacio muestral y una o-algebra de eventos.

Nota 1.5. Si F es una o-dlgebra de Q entonces el par ordenado (2, F) es lla-
mado espacio medible. Los elementos de la o-dlgebra F se les llama eventos

correspondientes al espacio medible (2, F).

Una o-algebra de gran estudio y que serda de ayuda para dar algunas defini-
ciones en lo que sigue, es la o-dlgebra de Borel. Se tomara como espacio muestral
el conjunto de ntimeros reales R y se considerara la coleccion de intervalos de la

forma (—oo, z| para cualquier numero real x, es decir,

C ={(—o0,z] : z € R}.

La o-algebra de Borel de R se puede construir a partir de esta coleccion conside-

rando la o-algebra mas pequena de subconjuntos de R que contiene a la coleccion

C.

Definicion 1.8. La o-algebra de Borel de R se denota por B(R) y se define
como la minima o-dlgebra de subconjuntos de R que contiene a todos los intervalos

de la forma (—oo, x] esto se escribe de la forma

B(R) = o{(—o00,z] : x € R}.

A los elementos de B(R) se les llama conjuntos de Borel, conjuntos Borel

medibles o simplemente Borelianos de R.

El simbolo ¢ en la expresion anterior significa que se esta tomando la minima o-

algebra generada por la coleccion {(—oo, z| : © € R}, y el adjetivo minimo significa
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que si F es una o-algebra que contiene a la coleccion C, entonces B(R) C F, es
decir, B(R) es la mas pequena.

A continuacion se reescribe la definicion (1.6) axiomatica de la probabilidad,
ahora en términos de o-algebra considerando un espacio medible, definiendo asi

un espacio de probabilidad.

Definicion 1.9. Sean (92, F) espacio medible y P : F — [0,1] una funcion nu-
mérica, llamada medida de probabilidad definida sobre F, tal que satisface los

azxiomas de la definicion (1.6):
1. P(E) >0 para cada E € F.
2. P(Q) =1.

3. Si, para los eventos Ey,Es, ... E,, ..., con E;NE; =0 para cada i # j,

P (D E) = iP(Ei).

La terna ordenada (2, F, P) se llama espacio de probabilidad.

entonces

1.1.2. Probabilidad de eventos

Para continuar con el estudio de la probabilidad de eventos en un espacio
muestral se examinaran los conceptos de probabilidad condicional, mutuamente
independientes, probabilidad total y se desarrolla la ley de multiplicaciéon de pro-
babilidad.

En muchos casos interesa conocer la probabilidad de un evento E; en el caso de
que haya ocurrido otro suceso Fs. A esta probabilidad de que se cumpla E; bajo
la condiciéon de que se cumpla FEs se le llama probabilidad de E; condicionada
a Fs, y se denota por P(E; | E). La definicion matematica de la probabilidad

condicionada se presenta a continuacion.

Definicion 1.10. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y Fy,Ey € F. Si
P(Ey) > 0 entonces el numero P(Ey | Ey), definido por la formula

P(E. N E)
P(E;)

se llama probabilidad condicional del evento E;y bajo la condicion Ej.

P(E, | By) =
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La definicion (1.10) de probabilidad condicional permite calcular la probabi-
lidad de la interseccion de dos eventos. En este caso, la probabilidad de que Ej
ocurra no esté afectada por la ocurrencia o no ocurrencia de Fy y se dice que los
dos sucesos son independientes. En general, se tiene la siguiente definiciéon para

un numero finitos de eventos que se dan de manera independiente.

Definicion 1.11. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y E, Es, ..., E, € F
se dice que son mutuamente independientes si, para todas las combinaciones

de los subindices 1 < i1 < ... <1 <n, k=2,3,...,n, se tiene

P (ﬁﬂ) = ﬁP(Ez)

Nota 1.6. Se dice que una coleccion infinita de eventos es independiente si cual-

quier subcoleccion finita de ella lo es.

Luego de poder deducir si una sucesiéon de eventos son independientes surgen
diversas incertidumbres, entre ellas, saber si es posible calcular la probabilidad
de un evento, por medio de probabilidades de alguna sucesiéon de eventos que
formen un conjunto completo; esto es referido a que los eventos E1, Es, ..., E,,...
constituyen un conjunto completo de eventos si FyUFE,U---UE,U--- = (), siendo
cada F; disjuntos a pares, sobre el espacio en el cual esté contenido este evento.
Es decir, si {F;} forman un conjunto completo de eventos de 2 la probabilidad
de que ocurra E C (2 es la suma de las probabilidades de los eventos F; por
las probabilidades de E condicionadas a cada F;. Formalmente se describe en el

siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sean (Q, F, P) un espacio de probabilidad y {E;} C F. Si, para
los eventos Ey, Es,...,Ey,, ..., con E;NE; = 0 para cada i # j, P(E;) > 0y
E C | E;, entonces se tiene la formula de probabilidad total

P(E) = ZP(E»P(E | Ey).

Existe un aspecto adicional que debe mencionarse antes de comenzar con el
estudio de las variables aleatorias. Dados los eventos E; y Es, es posible calcular
P(E; N Ey) si se parte del supuesto de que estos son independientes. Por ende el

resultado es simplemente el producto de las probabilidades de cada evento. Para el
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caso de dependencia, se tiene la ley de multiplicacién de probabilidad como

consecuencia de la definicion (1.10) de probabilidad condicional.

P(E1 N Ey) = P(E; | Ey)P(E,).

1.1.3. Variables aleatorias y sus distribuciones

Hasta ahora se han examinado conceptos basicos de probabilidad con respecto
a eventos que se encuentran en un espacio muestral. Los experimentos se conciben
de manera que los resultados del espacio muestral son cualitativos o cuantitativos.
En cualquier experimento, hay numerosas caracteristicas que se pueden observar
o medir, pero en la mayor parte de los casos un experimentador se centra en algin
aspecto especifico o aspecto de una muestra. En general, cada resultado de un
experimento se puede asociar con un nimero si se especifica una regla asociada.
Esta regla de asociacion se llama variable aleatoria, una variable porque toma
diferentes valores numéricos, y aleatoria porque el valor observado depende de
que resultado experimental resulte. El concepto de variable aleatoria proporciona

un medio para relacionar cualquier resultado con una medida cuantitativa.

Definicion 1.12. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una variable alea-

toria £ : ) — R es una funcion numérica tal que

Esto es, un mapeo de () en el conjunto de los nimeros reales R tal que para cada
z € R el conjunto {w € Q : {(w) < x} pertenece a la o-dlgebra F. O bien, en
términos de la o-dlgebra de Borel, para cualquier conjunto de Borel B € B(R), el

subconjunto de €2 dado por,
{¢ e B} i ={weQ:{w) e B}
estd en la o-dlgebra F.
Nota 1.7. Una variable aleatoria puede tomar dos tipos de valores:

1. Se dice que una variable aleatoria & es discreta si el conjunto de sus valores

que puede tomar es finito o infinito numerable.
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2. Se dice que una variable aleatoria & es continua si sus valores consisten en
uno o mds intervalos de la recta real. Es decir, toma todos los valores dentro

de un intervalo (a,b) C R.

Cabe aclarar que a partir de este momento se centrara el estudio en variables
aleatorias continuas unicamente, debido al objetivo de esta tesis.

Para describir completamente una variable aleatoria hay que indicar las pro-
babilidades que tome en algin intervalo.

A partir de este momento se empezaré a utilizar el concepto de integral de una

funcion.

Definicién 1.13. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y una variable aleato-
ria continua & : 2 — R. Se dice que la funcion integrable y no negativa f : R — R
es la funcion de densidad de probabilidad de &, si para cada intervalo [a,b]

de R se cumple la igualdad,

Pla<é<b) = / f(x)d.

La probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un valor especifico

€S cero.

Nota 1.8. De la definicion (1.13) la funcion de densidad de probabilidad cumple

las siguientes dos propiedades:

1. f(x) >0 para toda x € R.

2. [ flz)de =1.

Otra funcién que puede asociarse a una variable aleatoria es la funciéon de

distribucién acumulada.

Definiciéon 1.14. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y una variable alea-
toria £ : 0 — R. La funcién de distribucién acumulada, o simplemente, la

distribuciéon de la variable £ se define y denota como
Fe(x) := P{¢{ < x}, para toda x € R.

Esto no es méas que, la funcion de densidad de probabilidad evaluada en todos

aquellos valores menores o iguales a x. Por simplicidad F¢ se denotara sélo como
F.
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Ahora, interesa conocer como se calcula dicha funcién de distribuciéon acumu-

lada, lo cual se hace de la siguiente manera.

Nota 1.9. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, una variable aleatoria con-
tinua &, x € R y [ la funcion de densidad de probabilidad de &, la funcion de

distribucion acumulada se calcula como sigue

Flr) = /_ OO F(u)du.

Una vez visto como se define la funcién de probabilidad y la funcion de dis-
tribucion, para el caso de variables aleatorias continuas se desprenden algunas

propiedades.
Propiedades 1.2. Si £ es una variable aleatoria continua:

» La probabilidad de que la variable aleatoria & esté en un cierto intervalo

(xi, ;) se podra expresar como:

Plo, <& <} = /% fx)dx = F(x;) — F(x;).

s Si I es la funcion de distribucion acumulada, entonces la funcion de densi-

dad de probabilidad f se obtiene como,

_ dF(z)

fla) =

A continuacion se muestra algunas propiedades generales validas para toda

funcién de distribucién.

Propiedades 1.3. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, z,2' € R y F(x)
funcion de distribucion acumulada. Asi, F' satisface las siguientes propiedades:

1. lim F(z) =1

T—00

2. lim F(z)=0

T—r—00

3. Six <, entonces F(x) < F(x'). En este caso se dice que F' es no decre-

ciente.
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El comportamiento de una variable aleatoria queda, en general, descrito por
su distribuciéon de probabilidad, o funcién de densidad de probabilidad f(x). La
cual se desarrolla con base en ciertas hipotesis que se suponen validas para los
fendmenos aleatorios. Es por ello que a continuacién se muestra una de las dis-
tribuciones de mayor uso de todas las distribuciones continuas de probabilidad

denominada distribucién normal o gaussiana:

Definicion 1.15. Se dice que una variable aleatoria & se distribuye normalmente
con pardmetros (u, o), y se denota por & ~ N(u,0), si su funcion de distribucion

acumulada @, ,(z) estd dada por

1 v u— p)?
¢, () = 27m/ exp{—%}du

conog >0. S pu=0yoc=1 sedice que £ tiene una distribucion normal estdindar.

Otra de las distribuciones continuas que seré de gran interés y apoyo para lo

que sigue es la distribucion exponencial.

Definicion 1.16. Se dice que una variable aleatoria & tiene distribucién ex-
ponencial con pardmetro X > 0, y se denota por & ~ exp(\), si su funcion de

distribucion acumulada F(z) estd dada por

F(z) = / e Mdu, para cada x> 0.

—00

1.1.4. Esperanza

Con lo anterior no termina el estudio de medidas para las variables aleatorias,
existe medidas caracteristicas para la distribucion de una variable aleatoria, divi-

diéndose estas en medidas de centralizacion y medidas de dispersion.

Para poder continuar con el estudio de este tipo de medidas, primero se re-
cordara la definicién de la integral de Stieltjes para una funcion de distribuciéon
acumulada F'(z) y una funcion f(z) continua en un intervalo [a, b] de R. Se divide
el intervalo [a,b] en n subintervalos [z;, z;11] de modo que a = 2o < 11 < 23 <

... < x, = by calcular una suma

S = Z f(@)[F (i) = F(ia)]
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donde Z; es cualquier nimero del intervalo [z;, z;41]. Si la suma S tiende a un

limite finito como

max |z — ;| — 0, n — 0o,
1<i<n

y este limite no depende de la sucesion particular de particiones y en la eleccion

de los puntos z;, entonces se llama la integral de Stieltjes de f(x) con respecto a

la funcion de distribucion F'(x) y se denota por

/a ’ F(x)dF(2).

En lo que sigue asumimos que la integral de Stieltjes de una funciéon f(x) con
respecto a una funcion F(z) existe si y solo si la correspondiente integral de la

funcion | f(x)| existe. Por definicion,

b

/_OO f(x)dF(z) = lm [ f(z)dF(z).

En este sentido, la principal medida de centralizaciéon de la distribucion de una
variable aleatoria es la media o bien esperanza matematica representada por
E(-) la cual representa el promedio. Es decir, el valor promedio de una variable

aleatoria después de un niimero grande de experimentos, es su valor esperado.

Definicion 1.17. Sea & una variable aleatoria definida en un espacio de proba-
bilidad (2, F, P). La esperanza mateméatica (o valor medio o, simplemente,

media) de la variable aleatoria continua & es el nimero,

B~ [ adF(s)

oo

donde, F(x) es la funcion de distribucion acumulada de €.

Nota 1.10. S & es una variable aleatoria continua con funcion de densidad de
probabilidad f(x), la integral en la definicion (1.17) de esperanza se reduce a

calcular la integral usual de Riemann,

B~ [ afwis

o0

A continuacién se presenta una lista de propiedades que cumple la esperanza.
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Propiedades 1.4. Sean &,& y & variables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad (2, F, P).

1. E(c) = ¢, para cada constante c.

2. E(c€) = cE(€), para cada constante c.

3. Si & >0, entonces, E(§) > 0.

4. E(& + &) = E(&) + E(&), st la esperanza matemdtica de E(&;) y E(&2)

existen.

5. 81 & y & son variables aleatorias independientes entonces,
E(§1&2) = E(&)E(E).

Observe que la segunda y cuarta propiedad establecen que la esperanza mate-
mética es lineal, es decir, separa sumas y separa multiplicaciones por constantes.
Asi como también en la quinta propiedad se observa una aplicacion del concepto

de independencia en el calculo de la esperanza.

Nota 1.11. El reciproco de la quinta propiedad de la lista de propiedades (1.4) no
es vdlido en general, es decir, la condicion F(&&,) = E(&§)E(E) no es suficiente

para concluir que & y & sean independientes.

1.1.5. Varianza

La esperanza matematica por si sola no proporciona una completa descripcion
de la distribucion de la variable aleatoria. Ademés de conocer en qué valor se
centra esa distribucion es importante determinar la dispersion o variaciéon de los
valores de la variable aleatoria en torno a la esperanza. Para ello se define la

varianza, denotada por o2 o Var(-).

Definiciéon 1.18. La varianza de una variable aleatoria & se define por la for-

mula,

Var(§) == E[¢ — E(¢)]*.

Al igual que la esperanza, la varianza también cuenta con propiedades basicas

las cuales se enumeran a continuacioén.
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Propiedades 1.5. Sean &, &1 y & variables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad (2, F, P).

1. Var(§) > 0.

2. Var(c) =0, para cada constante c.

3. Var(c€) = c*Var(§), para cada constante c.
4. Var(€ 4 ¢) = Var(§), para cada constante c.
5. Var(€) = (&) — B(e).

6. Si & y & son variables aleatorias independientes entonces,

Var(& + 52) = Var(fl) + Var(fg).

Nota 1.12. En general, Var(&; + &) # Var(&;) + Var(&,).

De las propiedades bésicas (1.5) se obtiene en particular que la varianza es
siempre una cantidad no negativa y que no cumple la propiedad de linealidad,
pues en general no separa sumas y cuando aparecen constantes como producto,

las constantes se extraen de la varianza elevandolas al cuadrado.

El siguiente resultado haciendo uso de la varianza, proporciona una cota su-
perior para la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor que diste

de su media en mas de un factor de su desviacién estandar.

Propiedades 1.6. Sea & una variable aleatoria no negativa y sea € un nimero
arbitrario positivo. Se tiene la siguiente desigualdad,
E
Ple> e < 29,

€

Esta tltima desigualdad implica, que para cada variable aleatoria &, la des-

igualdad de Chebyshev se define como sigue,

Var(§)

€2

P{I¢ - E)| = €} <

Observe que el parametro € que aparece en la desigualdad de Chebyshev debe

ser en realidad estrictamente mayor a la varianza de la variable aleatoria £ pues
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de lo contrario, si 0 < € < Var(§) , entonces Var(¢)/e? > 1 y tal cantidad no
proporciona ninguna informaciéon 1til como cota superior para una probabilidad.
También observar que la desigualdad de Chebyshev es 6ptima en el sentido de que

sin hipotesis adicionales puede alcanzarse la cota superior.

1.1.6. Variables aleatorias multidimensionales y sus distri-

buciones

Hasta ahora, el interés se ha centrado en una sola variable aleatoria de tipo
continuo. Existen problemas en los que deben estudiarse simultaneamente dos o
més variables aleatorias. A fin de resolver este tipo de problemas es fundamental
el estudio de variables aleatorias multidimensionales o también llamadas vectores
aleatorios de los tipos discreto y continuo.

Un vector aleatorio es discreto, si todas las variables aleatorias que lo confor-
man son discretas. Un vector aleatorio es continuo, si todas las variables aleatorias
que lo conforman son continuas. Para el objetivo de esta tesis, se considerara tni-

camente vectores aleatorios continuos.

Definicion 1.19. Sean &1,&s, ..., &, variables aleatorias definidas en un espacio
de probabilidad comin (2, F, P). El vector (&1,&s,...,&,) se dice que es una va-

riable aleatoria n-dimensional o bien un vector aleatorio.

Definiciéon 1.20. Sea (&1,&s, ..., &) un vector aleatorio definido en el espacio de
probabilidad (2, F, P). La funcién de distribucién acumulada n-dimensional

esta dada por,

Fél,...,fn($17 e ,xn) = P{fl S L1y ... 7€n S .l’n},
para x; € R, 1 =1,2,... n.

Definiciéon 1.21. Sea (&1,&s, ..., &) un vector aleatorio n-dimensional continuo.
Se dice que la funcion integrable y no negativa fe, ¢ (x1,...,2,) : R* — [0, 00),
es la funcion de densidad conjunta de la variable aleatoria n-dimensional
(&1,&,...,&) o simplemente funcion de densidad de (&1,&,...,&,) si para

todo (x1,...,2,) en R™ se cumple la igualdad,

1 Tn
Feen(@,. .. x,) = / .. / feren(@1, .. mp)dy . dy,.
—o0 —o0
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La integral multiple anterior representa el volumen bajo la superficie dada
por la funcion fe, ¢, (21,...,2,) sobre la regién que se encuentra a la izquierda
y abajo del punto (z1,...,2,). Toda funcién de densidad fe, ¢ (z1,...,2,) de

estas caracteristicas satisface las siguientes dos propiedades.

Propiedades 1.7.

]' f§17"'7£n (xl’ R 7‘%”) Z O'

/ / feren(@1, . wp)dy .. dxy, = 1.

Reciprocamente, se dice que una funcion fe, ¢ (21,...,2,) : R® = [0,00) es
funcion de densidad conjunta de la variable aleatoria n-dimensional (&1, . .., &,)

si cumple con las dos condiciones en propiedades (1.7).

Nota 1.13. Las funciones de densidad de probabilidad de cada una de las &; indivi-
duales, denominadas funciones de densidad marginal, se obtienen integrando

las otras componentes. Por ejemplo,

fgl(xl):/ / fzy,u, .o up)du,y, . . . dus,

es la funcion de densidad de probabilidad marginal de la componente & . Similar-

mente,

(oo} oo
f£1,£2('r17x2) I/ / f(56’171327u37---7Un)dun-~-du3>
—00 —00

es la funcion de densidad marginal conjunta de (&1,&2).

Definicion 1.22. Sea (&1,&s, ..., &) un vector aleatorio definido en el espacio de
probabilidad (Q, F, P), con funcion de distribucion conjunta Fe, ¢ (T1,...,2,).
Supongase que las respectivas funciones de distribucion marginales estdn dadas por
Fe (21),..., F, (z,). Se dice que las variables aleatorias &1, &, . . ., &, son mutua-

mente independientes si,

Feen (@1, xn) = Fe (1) -+ - Fe, (x0),

para cada vector (xy,...,x,) € R".

Alternativamente, puede definirse la independencia en términos de la funcién

de densidad como sigue.
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Nota 1.14. Sea (&1,&, ..., &,) un vector aleatorio continuo definido en el espacio
de probabilidad (2, F, P) y las variables aleatorias &1, &, . . ., &, mutuamente inde-
pendientes, entonces las funciones de densidad de las variables estdn relacionadas

por la formula,

f§17~~7§n(x17 s 71:”) - fEl(xl) T fEn(xn)7

para cada vector (xy,...,x,) € R™.

Adicionalmente se tiene la siguiente extension del concepto de independencia

de variables aleatorias.

Nota 1.15. Se dice que las variables aleatorias de una sucesion infinita {&} son
independientes si la igualdad anterior de la definicion 1.22 se cumple para cual-
quier n. Es decir, que un conjunto infinito de variables aleatorias es independiente

st cualquier subconjunto finito de €l lo es.

De manera més general, la influencia de una variable aleatoria en la estructura

de probabilidad de otra se caracteriza por la funcién de densidad condicional.

Definiciéon 1.23. Sea (&1, &) una variable aleatoria bidimensional con funcion de

densidad conjunta fe ¢,(-,-) y funciones de densidad de probabilidad marginales
fe. (1) v fe,(+). Entonces,

1. La densidad condicional de &, dada & = 3, st fe,(z2) > 0, se denota
como fe e, (- | -) y estd dada por,

fevea(@1 | € = 22) = %

2. La densidad condicional de &, dada & = x1, si fe,(x1) > 0, se denota
como fe,e, (- | ) y estd dada por,

f§2|§1 (xZ | &1 = 1’1) = ffl’;z (f;;)xQ)

1.1.7. Esperanza condicional

Asi como fue de interés calcular probabilidades condicionales. A menudo in-
teresa calcular esperanzas cuando hay alguna informaciéon parcial disponible, por

lo que la esperanza deseada es la esperanza condicional.
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Definicion 1.24. Sea (£1,&) una variable aleatoria bidimensional continua con
funcion de densidad condicional de & dado & = x1 definida como fe,e, (- | & =
r1), y funcion de densidad de probabilidad de &, fe,(-). Para todo zy tal que

fe (x1) > 0 se define la esperanza condicional de & dado & = x; por

o0

E(& | & =) = / Tafele, (2 | §1 = 21)dws.

—0o0

1.1.8. Covarianza

La varianza de una variable aleatoria es una medida de su variabilidad, y la
covarianza de dos variables aleatorias es una medida de su variabilidad conjunta, o
su grado de asociacion. Después de definir la covarianza, se desarrollaran algunas
de sus propiedades y discutira una medida de asociacion llamada correlacion, que

se define en términos de covarianza.

Definicion 1.25. Sean & y & wvariables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad comin (S, F,P). La covarianza de & y &, que se denota como

Cov (&1, &) 0 0¢ ¢, estd dada por,

Cov(&1, &) = BE{[& — E(&)][& — E(&)]}

Nota 1.16. La covarianza de & y &, con funcion de densidad conjunta fe, ¢, (1, 22)

estd dada por,

Cov(&1,&2) = /_OO /_00 (21 — E(&1)][r2 — E(&2)] fe, 6, (21, 22)d1ds.

La covarianza pocas veces se calcula a partir de la definicion (1.25). En vez de

ello, se aplica la formula de calculo siguiente.

Teorema 1.2. La formula para el cdlculo de covarianza es,

Cov(&, &) = E(&1&) — E(&)E(&).

1.1.9. Correlaciéon

La covarianza entre dos variables aleatorias digase & y & sblo brinda una

indicacion de la relacion de esas variables. No se pretende que describa el tipo
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o intensidad de tal relacién. Es frecuente que interese conocer si dos variables
aleatorias guardan relacion lineal o no lo hacen. La covarianza a menudo se re-
escala para obtener un medida en un intervalo fijo. Esto conduce al coeficiente de

correlacion.

Definicion 1.26. Sean & y & wvariables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad comin (Q, F, P). La correlacion de & y &, que se denota como

ey, = Corr(&1, &) estd dada por,

Cov(&y,&2) '
\/Var(él)\/ar(fg)

El coeficiente de correlacion tiene una interpretacion similar a la covarianza.

Corr(fl, 52) =

Nota 1.17. El coeficiente de correlacion Corr(&1,&s) de dos variables aleatorias

& y & cualesquiera es tal que —1 < Corr(&,&) < 1.

Nota 1.18. En general para un vector aleatorio § = (&1,...,&,), es posible reco-
pilar en un conjunto toda la informacion sobre varianzas y covarianzas entre cada
par de variables, este conjunto serd una matriz, a la cual se le [lama matriz de

varianzas y covarianzas, definida como,

011 O1,n
Oij
0ji

Onp1 On,n

donde 0;; = Var(&;) y o, j = Cov(&;, ;) para it # j coni,j=1,...,n.

1.1.10. Distribuciéon normal multivariada

Como en el caso univariante, hay familias estdndar de distribuciones de pro-
babilidad para vectores aleatorios. En particular, el andlogo multivariante de la

distribucién normal es la distribucion normal multivariada

Definiciéon 1.27. Sea € = (&1, &, ..., &) un vector aleatorio continuo definido en
el espacio de probabilidad (2, F, P). Con vector de medias . = (1, ..., fin) y ma-
triz de varianzas y covarianzas 3. La distribucion de la variable aleatoria continua
n-dimensional £ se dice ser normal multivariada, denotada & ~ DNM,,(p, %),

si esta tiene funcion de densidad conjunta de la forma,
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fola) = ()22 exp {50 - 'S e - )},

donde x € R" y det(X) es el determinante de la matriz X.

1.1.11. Teoremas limite

Se daran dos de los teoremas limite esenciales en probabilidad: la ley de los
grandes nameros y el teorema central del limite.
Para lo que sigue, sera ttil definir la convergencia de una variable aleatoria,

pero antes de ello se daré la definicién de convergencia de una sucesion.

Definicion 1.28. Una sucesion {xy} de nimeros reales es convergente a un nime-
ro x si para cada € > 0 existe un nimero natural N a partir del cual los elementos

de la sucesion se encuentran cercanos al nimero x, es decir, para n > N,

|z, — x| <e.

La variedad de formas en las que puede definirse la convergencia de variables
aleatorias estara dada por las formas en las que se decida medir la cercania de la

sucesion con el limite a través de la medida de probabilidad.

El primer tipo de convergencia que se definird de las variables aleatorias es
cuando una sucesiéon numérica es convergente para cada elemento del espacio

muestral fijo.

Definicion 1.29. Sea {&;} una sucesion de variables aleatorias definidas en un es-

pacio de probabilidad comin (2, F, P). Para cadaw € Q) fijo, la sucesion & (w), &a(w), . ..

es una sucesion de numeros reales. En este caso la variable aleatoria limite se de-
fine de forma puntual £(w) := lim &, (w). A este tipo de convergencia se le llama
n—oo

convergencia puntual y se escribe,

&n — &,

para cada w € §Q.

Un tipo de convergencia un tanto menos estricto que el anterior ocurre cuando
se permite que la convergencia puntual se observe sobre un conjunto de probabi-

lidad uno.
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Definicién 1.30 (Convergencia casi segura). Sea {&} una sucesion de variables
aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P). Se dice que la sucesion
{&} converge casi seguramente, o casi dondequiera, a la variable aleatoria &

si para casi toda w, &,(w) converge a £(w), en simbolos,

PlweQ: &(w) = &) =1,

y se escribe,

En = €.

De este modo se permite que exista un subconjunto de €2 en donde no se verifi-
que la convergencia, pero tal subconjunto debe tener medida de probabilidad cero.
Es claro que si una sucesion de variables aleatorias es convergente puntualmente,
entonces es también convergente en el sentido casi seguro. El reciproco es falso.

Otra forma atin menos restrictiva que la convergencia casi segura es la siguiente.

Definiciéon 1.31. Sea {&:} una sucesion de variables aleatorias definidas en un
espacio de probabilidad comin (Q, F, P). Se dice que la sucesion {&.} converge

en probabilidad a la variable aleatoria & si para cualquier € > 0,

PlweQ: [6(w) —Ew)| >€) =0,

cuando n tiende a infinito. En este caso se escribe,

& 2 €.

Finalmente el ultimo tipo de convergencia que se mencionara hace uso de las
funciones de distribucion de las variables aleatorias.

A menudo es dificil realizar calculos exactos con las distribuciones de proba-
bilidad, esto podria ser porque la distribuciéon es desconocida. Es por esto que
puede ser posible aproximarse a la verdadera distribuciéon por una distribucion
mas simple. Esto requiere una definiciéon de convergencia de variables aleatorias,

es la convergencia en distribucion que se define como sigue.

Definicion 1.32. Sea {{} una sucesion de variables aleatorias definidas en un
espacio de probabilidad (2, F, P), con funciones de distribucion F,, Fe,, ... res-

pectivamente. Se dice que la sucesion {{} converge en distribucion, o que
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converge débilmente, a la variable aleatoria & si para todo punto x en donde

Fe(z) la funcion de distribucion de & es continua se cumple que cuando n — oo,

Fe, (x) = Fe(x).

Es decir, para aquellos valores reales x que cumplan la condicion mencionada,

debe verificarse que,

lim P{¢, <z} = P{{ < x}.

En tal caso se escribe,

=3

Existen otros tipos de convergencia para variables aleatorias pero los que se
han mencionado son suficientes para poder enunciar algunos teoremas limite im-
portantes en probabilidad.

El teorema conocido como la ley de los grandes ntimeros es un resultado
que puede observarse en la naturaleza. Constituye uno de los resultados de la
teoria de la probabilidad y tiene mucha relevancia en las aplicaciones tanto teéricas
como practicas. Este teorema establece que bajo ciertas condiciones, el promedio
aritmético de variables aleatorias converge a una constante cuando el nimero de

sumandos crece a infinito.

Teorema 1.3. Sea {&,} una sucesion de variables aleatorias mutuamente inde-
pendientes y con la misma distribucion, definidas en un espacio de probabilidad

comin (Q, F, P), con media finita u. Entonces, cuando n — oo,

1 n
gizlﬁiﬁﬂ‘

La convergencia se verifica en el sentido casi sequro (ley fuerte) y también en
probabilidad (ley débil).

La ley de limite mas famosa en estadistica es el teorema de limite central,
tiene diversas aplicaciones para simplificar el calculo de ciertas probabilidades y

aproximar algunas distribuciones, declarado aqui en su forma més simple.

Teorema 1.4. Sea {&} una sucesion de variables aleatorias mutuamente indepen-

dientes y con la misma distribucion de la poblacion (idénticamente distribuidas)
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definidas en un espacio de probabilidad comin (Q,F,P), con media p finita y

varianza o? positiva. Entonces,

(644 E) — g

Zy =
2

Y

no
tiende en distribucion a la funcion de distribucion normal estdndar cuando n

tiende a infinito.

Observacion 1.1. Obsérvese que dividiendo el numerador y denominador por n,
y definiendo € = (& + -+ +&,)/n, la variable Z, puede escribirse de la siguiente
forma,

7, = £0 (1.1)

Voln

Es interesante observar también que la ley de los grandes ntimeros asegura que

el numerador de la ecuacion (1.1) converge a cero conforme n tiende a infinito,
sin embargo el denominador de esta expresiéon también converge a cero y estos
limites ocurren de tal manera que este cociente no es constante sino una variable

aleatoria con distribucién normal estandar.

1.2. Procesos estocasticos

Hasta ahora, se ha abordado el estudio de los conceptos bésicos de teoria de la
probabilidad, asi como de las variables aleatorias enfocado al caso continuo a través
de un planteamiento incremental de una a n variables. Lo que sigue es considerar
los procesos estocésticos, estos serdn una familia de variables aleatorias definidas
en un espacio de probabilidad y, por lo tanto, sera de gran interés definir una ley de
probabilidad en el conjunto de trayectorias del proceso. Mas especificamente, los
procesos estocésticos generalizan la nociéon de vectores (finitos dimensionales) de
variables aleatorias al caso de cualquier familia de variables aleatorias indexadas
en un conjunto general. Tipicamente, este ultimo conjunto representa el “tiempo”
y es un intervalo de R (en el caso continuo) o N (en el caso discreto). Asi como en
la seccion anterior se enfoco el estudio en variables aleatorias continuas del mismo

modo para esta seccion el tiempo que se estudiara sera el caso continuo.

Definiciéon 1.33. Sean (2, F, P) espacio de probabilidad, T un conjunto de in-
dices llamado espacio parametral y S C R con (S, B(R)) un espacio medible. Un
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proceso estocastico en (2, F, P) es una familia (X;)ier de variables aleatorias
Xe: (2, F) = (S,B(R)) parat e T.

El espacio (2, F, P) se denomina espacio de probabilidad subyacente del
proceso (X;)ier, mientras que (S, B(R)) es el espacio de estado o el espacio

de fase.
Nota 1.19.

w Al fijar t € T, la variable aleatoria X; es el estado del proceso en el

tiempo t.

= Un proceso estocdstico, también llamado proceso aleatorio, puede con-
siderarse como una funcion de dos variables, para todo w € €2, el mapeo
X(hw):teT = Xi(w) € S se llama la trayectoria o trayectoria del
proceso correspondiente a w, es decir, a la pareja (t,w) se le asocia el valor

0 estado X (t,w), lo cual también puede escribirse como X;(w).

» Cualquier trayectoria X (-,w) del proceso pertenece al espacio ST de funcio-

nes definidas en T' y con valores en S.

Nota 1.20. Si A es un conjunto de estados, el evento {w € Q : X, (w) € A},
corresponde a la situacion en donde al tiempo n el proceso toma algin valor dentro
del conjunto A. En particular, {w € Q : X,,(w) = z} es el evento en donde al
tiempo n el proceso se encuentra en el estado x. Considerando distintos tiempos,

se estard interesado en eventos de la forma {w € Q : X, (w) = x1, X, (W) =
Tay ..oy X (W) = a1}

A partir de este momento el espacio parametral se considera como el conjunto
continuo T' = [0, 00). Se dice entonces que el proceso es a tiempo continuo, y se
denota por {X; : t > 0}.

Los diferentes tipos de procesos estocésticos se obtienen al considerar las dis-
tintas posibilidades para el espacio parametral, el espacio de estados, las caracte-
risticas de las trayectorias, y principalmente las relaciones de dependencia entre
las variables aleatorias que conforman el proceso. A continuacion se daran algunos
de los procesos estocasticos que se pueden estudiar. Estos son procesos que cum-

plen una cierta propiedad particular, no necesariamente excluyentes unas de otras.
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1.2.1. Procesos con incrementos independientes

Definicion 1.34. Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; :
t > 0} tiene incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 < t; <
ly < -+ < 1y, las variables Xy, Xo, — Xoyy oo, Xo, — Xo,

Esto quiere decir que los desplazamientos que tiene el proceso en estos intervalos

, son independientes.

disjuntos de tiempo son independientes unos de otros.

1.2.2. Procesos estacionarios

Definiciéon 1.35. Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; : t >
0} es estacionario en el sentido estricto si para cualesquiera tiempos ti, ..., t,, la
distribucion del vector (Xy,, ..., Xy,) es la misma que la del vector ( Xy, 4n, - -+, Xt 1)
para cualquier valor de h > 0. En particular, la distribucion de X; es la misma

que la de Xy, para cualquier h > 0.

1.2.3. Procesos con incrementos estacionarios

Definiciéon 1.36. Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; : t >
0} tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s < t, y para
cualquier h > 0, las variables Xy p, — Xsin y Xy — X tienen la misma distribucion
de probabilidad. Es decir, el incremento que tiene el proceso entre los tiempos s y
t solo depende de estos tiempos a través de la diferencia t — s, y no de los valores

especificos de s y t.

1.2.4. Cadena de Markov a tiempo continuo

Para definir una cadena de Markov en donde el tiempo es continuo y las

variables toman valores enteros, primero se definird un proceso de saltos.

Definiciéon 1.37. Consideremos un proceso a tiempo continuo {X; : t > 0} que
macia en un estado i1 al tiempo cero. El proceso permanece en ese estado un
tiempo aleatorio T;, después salta a un nuevo estado iy distinto del iy anterior. El
sistema permanece ahora en el estado io un tiempo aleatorio Ty, al cabo del cual
brinca a otro estado 13 distinto del inmediato anterior, y asi sucesivamente. Los
tiempos aleatorios T' son los tiempos en los que el proceso permanece constante en

alguno de sus estados, y se llaman tiempos de estancia. Los momentos en donde el
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proceso tiene saltos son los tiempos W, =T, +---+T; , paran > 1. El proceso

n’

de saltos se define de la siguiente manera,

(

11 Si0§t<W1,
19 SiW1§t<W2,
’L.3 SiWQSt<W3,

Xy

L .

Sin perdida de generalidad suponer que el espacio de estados es el conjunto,

S=1{0,1,...}

y que el tiempo de estancia asociado el estado ¢ es la variable aleatoria T;, la
cual se supone positiva con funcién de distribucion Fj(t). Se denotara por p;; a la
probabilidad de que la cadena pase del estado i al estado j al efectuar un salto.
Adicionalmente p; = 0, y con ello se imposibilita que la cadena salte al mismo

estado de partida. Las probabilidades de saltos deben satisfacer las siguientes

condiciones:
J
Ademas, se supone que los tiempos de estancia T;,,T;,, . .. son independientes

entre si, y también son independientes de la eleccion del estado j al cual la cadena
salta después de estar en cualquier otro estado 7. Mas aiin, suponerse que cada
variable T; es finita con probabilidad uno, o bien, es infinita con probabilidad uno.
En el primer caso se dice que el estado 7 es no absorbente, y en el segundo caso que
es absorbente. El hecho de que T; = oo se interpreta en el sentido de que el proceso
deja de saltar y permanece en el estado ¢ el resto del tiempo, es decir, el estado i es
absorbente. s6lo hay dos tipos de estados: absorbentes o no absorbentes. En otras
palabras, con probabilidad uno el tiempo de estancia es finito o con probabilidad

uno es infinito.

Teorema 1.5. Un proceso de las caracteristicas arriba especificadas satisface la
propiedad de Markov si, y solo si, los tiempos de estancia en los estados no ab-

sorbentes tienen distribucion exponencial.



34 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Suponga que el tiempo de estancia en un estado no absorbente 7 tiene distri-

bucién exp(A;), con A; > 0, es decir,

Fi(t)=1—e ' parat > 0.

Observe que puede considerarse que \; = 0 en el caso cuando T; = oco.

Suponga que las probabilidades de transicion son estacionarias en el tiempo,
esto significa que para cada s > 0y t > 0, la probabilidad P(X,1s = j | Xs = 1)
es idéntica a P(X; = j | Xo = 1), es decir, no hay dependencia del valor de s. Esta
probabilidad se escribe de manera breve mediante la expresion p;;(t), para iy j

enteros no negativos. Es decir,

Definicion 1.38. A un proceso de saltos con las caracteristicas y postulados arriba

senalados se le llama cadena de Markov a tiempo continuo.

1.2.5. Proceso de Poisson
Proceso de Poisson homogéneo

Existen varias maneras de formular la definicién de proceso de Poisson homo-
géneo, todas ellas equivalentes entre si. Aqui se enuncia una de estas definiciones.
Como consecuencia directa de la cadena de Markov a tiempo continuo, se tiene la

definicion mas usual y funcional de proceso de Poisson homogéneo.

Definicién 1.39. Una sucesion de variables aleatorias {N(t) : t > 0} definidas
en un espacio de probabilidad (2, F, P) se llama proceso de Poisson (homo-

géneo) con intensidad X\ > 0 si satisface las siguientes propiedades:
i) P(N(0)=0) =1, esto es, N(0) es siempre 0.

it) Para cualesquiera s > 0,1t > 0, tales que 0 < s < t, N(t)— N(s) tiene distri-
bucion de Poisson de parametro \(t — s). Alternativamente la distribucion
de N(t+s) — N(t) es igual a la de N(s).

iii) Para cualesquiera tq,...,t, > 0, tales que 0 < t; < -+ < t,, n > 1, es
decir, para todo conjunto finito de tiempos, las variables aleatorias N(t,) —
N(tp-1),...,N(t2) — N(t1), N(t1), son variables aleatorias independientes.
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La definicién previa establece que el proceso tiene las propiedades de que co-
mienza en cero (i), tiene incrementos estacionarios (i7) y sus incrementos son

independientes (i77).

Observese que para cada t, s > 0, la variable aleatoria X; tiene distribucion de
Poisson de parametro At. Por el inciso (i) se tiene que X;— X tiene distribucion de
Poisson con parametro A(t—0) y por el inciso (7) se tiene que X; tiene distribucion
de Poisson con parametro At. Ahora, si 0 < s < t se tiene que por el inciso (i7)
que X; — X, tiene distribucion de Poisson con parametro A(t — s). Con esto se
observa que la distribuciéon del incremento X; — X y la de la variable aleatoria

Xi_s es la misma. Ademés esto dice que P((X; — X5) > 0) = 1, pues

P(X,— X,)>0) =) P((X,— X,)=k) =1,

esto es, la distribucion solo depende de la longitud del intervalo ¢ — s. Esta propie-
dad se conoce como propiedad de incrementos estacionarios. Notese ademas que

esta propiedad garantiza que el proceso es no decreciente.
Propiedades 1.8.

s La probabilidad de que ocurra un evento en un intervalo de tiempo pequerno

es proporcional al tamano del intervalo,

lim w -\
h—0 h

= La probabilidad de ocurrencia de dos o mds eventos en un intervalo muy
pequeno es Ccero,
P(N(h) > 2)

=y =0

Proposicion 1.1. Supongamos que N(t) es el nimero de llegadas en el intervalo
de tiempo [0,t], que forma un proceso de Poisson de intensidad \. Entonces, la

distribucion de cada N(t) es de Poisson con intensidad At.

Proceso de Poisson no homogéneo

Definicion 1.40. Una sucesion de variables aleatorias {N(t) : t > 0} definidas
en un espacio de probabilidad (Q, F, P) se llama proceso de Poisson (no ho-

mogéneo) con intensidad \(t) > 0, t > 0 si satisface las siguientes propiedades:
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i) P(N(0)=0) =1, esto es, N(0) es siempre 0.

it) Para cualesquiera ty,...,t, > 0, tales que 0 < t; < --- < t,, n > 1, es
decir, para todo conjunto finito de tiempos, las variables aleatorias N(t,) —
N(tn-1),...,N(t2) — N(t1), N(t1), son variables aleatorias independientes.

La definicion previa garantiza que el proceso comienza en cero (i) y sus incre-

mentos son independientes (47).

Propiedades 1.9.

s lim P(Ezactamente un e;;ento entret yt+ h) — lim P([N(t—l—h)h—N(t)]:l) _ )\(t)
h—0 h—0
; P(D 1 ’ P([N —N(t)]>2
x lim (Dos o mds even}fos entret yt+h) _ l{m ([N(t+h)—N(1)]>2) —0.
h—0 h—0

Definicion 1.41. El valor medio del proceso de Poisson no homogéneo se define

como,

En particular, si A(t) = X, constante, entonces m(t) = At.

Propiedades 1.10. Para cadat >0y s > 0 se tiene que N(t+s) — N(t) es una

variable aleatoria de Poisson con media

m(t+ ) — m(t) = /t \x)de.

Corolario 1.1. Si A\(t) = X (es constante), N(t + s) — N(t) es una variable

aleatoria de Poisson con media A\t.

1.2.6. Procesos gaussianos

Este tipo de procesos se le pondra mayor atencion debido a que serd de gran

utilidad para el desarrollo de los siguientes capitulos.

Definicién 1.42. Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; :
t > 0} es un proceso gaussiano si para cualesquiera coleccion finita de tiempos
ti, ... tn, el vector (Xy, ..., Xy,) tiene distribucion normal multivariada o gaus-
stana multivariada. Equivalentemente el proceso es gaussiano si cada combinacion
lineal oy Xy, +- - -+ ap, Xy, para a; € R coni=1,...,n, tiene distribucion normal

univariada.
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Cada proceso gaussiano se describe de manera tnica por sus dos parametros,

las funciones de media y covarianza, dadas respectivamente por,

wu(t) = E(X;), cont >0,

y
[(s,t) = Cov(Xs, Xy) = E[(Xs) — E(X)) (X — E(X}))] con s,t > 0.
La funcién de covarianza es definida positiva en el sentido de que por cada
n = 1,2, ..., nameros reales aq,...,a, y elementos tq,...,t, >0,
Z Z aiozjf(ti, t]) Z 0.
i=1 j=1

Nota 1.21. Dada una funcion de media arbitraria u(t) y una funcion de covarian-

za T'(s, 1), positiva definida, entonces, existe un correspondiente proceso gaussiano.

Nota 1.22. El movimiento browniano es el proceso gaussiano unico que tiene tra-
yectorias continuas, funcion de media ju(t) = 0 y covarianza T'(s,t) = o> min{s, t},

para s,t > 0.

Los procesos gaussianos también surgen como limites de sumas normaliza-
das de funciones aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Sean
&1(t),&(t), ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
pu(t) = E&(t)) y I(s,t) = Cov(&(s),&(t)) funciones de media y covarianza respec-

tivamente. Motivado por el teorema del limite central, se define

i (&) — p(t)
Vi .

El teorema del limite central establece que la distribucion de X converge a la

Xn(t) =

distribuciéon normal para cada punto de tiempo fijo t. Una extension multivariante
del teorema de limite central afirma que para cualquier conjunto finito de puntos

de tiempo (ty,...,t,), el vector aleatorio

(Xn(t), . Xn(tn)),
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tiene, en el limite para N grande, una distribucién normal multivariada. No es
dificil creer, entonces, que en circunstancias ordinarias, los procesos estocésticos
{Xn(t) : t > 0} convergerian, en un sentido apropiado, a un proceso gaussiano
{X(t) : t > 0} cuya media es cero y cuya funcién de covarianza es I'(s,t). A esto

se le llama el principio de limite central para funciones aleatorias.



Capitulo 2

Teoria de valores extremos

El objetivo de este capitulo es proporcionar conceptos y resultados de la teoria
de valores extremos, la cual se ocupa del comportamiento estocastico del mini-
mo o méaximo de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
y de sus propiedades. Por lo general, estos son menos estudiados que los prome-
dios. En algunas aplicaciones, como en hidrologia, contaminacion, corrosion, medio
ambiente, meteorologia, seguros, aplicaciones financieras, geologia, oceanografia,
ingenieria edlica, entre otras, es necesario extrapolar los datos de los niveles ob-
servados a niveles no observados, para dar predicciones del fenémeno. Esta teoria
proporciona modelos que permiten tal extrapolacion. La teoria de valores extremos
proporciona una base tedrica solida y un marco para la extrapolacion, fundamen-
tada en teoria asintotica, ya que en muchas aplicaciones es necesario que se haga
de esa manera, para poder obtener resultados que sirvan para predecir fenémenos

que puedan causar danos irreversibles.

La teoria a desarrollar en este capitulo es extraida de “An introduction to sta-
tistical modeling of extreme values” de Coles et al. (2001), “Extreme value theory:
an introduction” de de Haan y Ferreira (2006), “Analisis de Valores Extremos”
de Villanueva e Ibanes (2016), “Precipitaciones Maximas en el Estado de Gua-
najuato, México” de Moreno y Ortega (2013), “Analisis de maximos para datos
espaciales de lluvias” de Gonzalez y Sanchez (2011) y “Extreme value and related

models with applications in engineering and science” de Castillo et al. (2005).

39
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2.1. Teoria de valores extremos clasica

La teoria de valores extremos surge como el desarrollo de un modelo en el cual
a partir de una muestra de variables aleatorias es posible derivar nuevas en base
a los maximos o minimos de estas.

Como resultado central en la teorfa de valores extremos se encuentra la de-
mostracion de Fréchet, quien identificé una distribucion limite posible para valores
maximos y luego Fisher y Tippet, demostraron que solo es posible tres familias
paramétricas de distribuciones limites para maximos y sus equivalentes para mi-

nimos.

2.1.1. Formulacion del modelo

El modelo para el que se desarrolla la teoria de valores extremos se centra en

describir el comportamiento estadistico de

M, = max{Xy,..., X,},

donde X7, ..., X, es una sucesion de variables aleatorias independientes que tienen
una distribuciéon comun F'y M, representa el maximo del proceso de n unidades
de tiempo de observacion.

La distribucién de M, puede derivarse de manera exacta para todos los va-
lores de n a partir de la distribucion de las n variables, teniendo en cuenta las

propiedades de independencia:

P{M,<:z}=P{X1<z...,X,<z}
= P{Xy <z} P{X, < 2}
= {F(z)}"
= F"(2).

Sin embargo, esto no es inmediatamente 1util en la practica, ya que la fun-
cion de distribucion F' es desconocida. Esto lleva a buscar familias de modelos
(distribuciones) que sirvan de aproximacion para F™. Antes de proseguir véase el

comportamiento de £ cuando n — oo.

Observacion 2.1. Definase z, = sup{z : F'(z) < 1}, de modo que z, es el punto
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final superior de F'. Cuando n — oo,

Mn i) 24

Es decir, M, converge en probabilidad a la constante z, .

Ademds se tiene, siempre que n — 00, dos casos:

» Para cualquier z < zy, F™"(z) — 0.

» Para cualquier z > z,, F™(z) — 1.

En este caso se tiene que F™ siempre converge a una distribucion degenerada.

Ejemplo 2.1. Considere la distribucion acumulada exponencial (1 — exp{—%},
x > 0) con pardmetro 8 = 9. La Figura (2.1) muestra el comportamiento de
F™ para diferentes valores de n. Note que cuando n — oo esta converge a una

distribucion degenerada.
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Figura 2.1: Simulacion de la distribucién acumulada exponencial degenerada.
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Esta dificultad se evita permitiendo una normalizaciéon lineal de la variable

M, el cual es uno de los intereses principales de la teoria de valores extremos.

Nota 2.1. Suponga que existe una secuencia de constantes {a, > 0} y {b,}, tal

que la normalizacion para M, estd dada por,

M, — b,

Qn

M =
Elecciones apropiadas de {a,} y {b,} estabilizan la ubicacion y la escala de
M a medida que aumenta n, evitando las dificultades que surgen con la variable
M,,.
Asi, la distribucién de M, cuando n — oo, siempre converge a una distribucién
no degenerada, es decir,
lim F"(a,z +b,) = G(z).
n—oo
Por lo tanto, se busca distribuciones limite para M con elecciones apropiadas
de {a,} vy {b,} en lugar de M,,, el cual es otro de los problemas que se encuentran
en la teoria de valores extremos determinar las posibles distribuciones limite. Una
respuesta a este problema se presenta en el siguiente resultado, conocido como el

teorema de valores extremos o de Fisher-Tippet (1928).

2.1.2. Teorema de valores extremos

Las tnicas posibles distribuciones limite para M, se muestran en el teorema

de valores extremos.

Teorema 2.1. Dada una sucesion de variables aleatorias X1, ..., X, independien-
tes que tienen una distribucion comin F y M, = max{Xy,...,X,}. Si ezisten

sucesiones de constantes {a, > 0} y {b,} tales que

M, — b,
r {a— < Z} = F"(anz + b,) — G(2), cuando n — oo,

donde G es una distribucion no degenerada, entonces G' pertenece a alguna de las

siguientes tres familias de distribuciones de valores extremos:

I: Gumbel G(z) =exp {—exp[— (£2)]}, —00 < 2 < o0;
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I1: Fréchet
0 si z <b,

ITI1I: Weibull
oo e EE e
1 siz>b.

Para los pardmetros a > 0, b y, en el caso de las familias Il y III, o > 0.

Cada distribucién tiene un parametro de ubicacion y escala, b y a respectiva-
mente; adicionalmente, los tipos Fréchet y Weibull tienen un parametro de forma
a.

El teorema (2.1) de valores extremos implica que cuando M,, se puede estabili-
zar con sucesiones adecuadas {a,} y {b,}, la variable normalizada correspondiente
M tiene una distribucion limite que debe ser uno de los tres tipos de distribucion
de valores extremos.

Ademas, notar que este teorema no garantiza la existencia de las constantes
de normalizacion {a,} y {b,}, puesto que, en general dichas constantes podrian

no existir.

Nota 2.2. La caracteristica notable de este resultado es que los tres tipos de distri-
buctones de valores extremos son los unicos limites posibles para las distribuciones

M, independientemente de la distribucion F' para la poblacion.

2.1.3. Distribucién generalizada de valores extremos

Los tres tipos de limite que surgen en el teorema 2.1 tienen distintas formas
que corresponde a las diferentes formas para la funciéon de distribucién F' de las
variables X;. Esto puede hacerse preciso considerando el comportamiento de la

distribucién limite G' en 2z, su punto final superior.

Nota 2.3. Para la distribucion de Weibull, z, es finita, mientras que para las
distribuciones Fréchet y Gumbel, z, = oco. Sin embargo, la densidad de G de-
cae exponencialmente para la distribucion de Gumbel y polinomialmente para la

distribucion de Fréchet.

Para un mejor anélisis de la distribucion limite de M se requiere de una

reformulaciéon de los modelos en el teorema 2.1. Las familias Gumbel, Fréchet y
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Weibull se pueden combinar en una sola familia de modelos evidenciado en el

siguiente resultado.

Teorema 2.2. La familia de distribuciones de valor extremo generalizada
(DVE o DGVE) o distribuciéon de Jenkinson-Von Misses se define como:

G@):em){—{1+g(2;“)]é}, (2.1)

definida en el conjunto {z : 1+ &(z — p)/o > 0}, donde los pardmetros de lo-

calizacion, escala y forma, satisfacen, respectivamente —oo < p < oo, 0 > 0 y
—00 < € < 00.

La especificacion de ¢ determinaré el comportamiento de la cola de la distri-
bucion, de forma que segtn el valor que tome este parametro se tendra una de las

distribuciones del teorema 2.1 de valores extremos.

Nota 2.4. Las clases de tipo II y tipo III de distribucion de valores extremos
corresponden respectivamente a los casos € > 0 y & < 0 en esta parametrizacion.
El subconjunto de la familia DGVE con & = 0 se interpreta como el limite de la
ecuacion (2.1) cuando & — 0, lo que lleva a la familia Gumbel con la funcion de

distribucion

T | R

Con esto en mente, se tiene que el teorema 2.1 de valores extremos se replantea

de la siguiente manera.

Teorema 2.3. Si existen sucesiones de constantes {a, > 0} y {b,} tal que
an

M, — b,
P {— < z} — G(2) cuando n — co.

Para una distribucion G no degenerada, entonces G pertenece a la familia de
distribuciones DGVE,

G@):em){—{l+§<zgu)}é}.

definida en el conjunto {z : 1+ &(z — p)/o > 0}, donde los pardmetros de lo-

calizacion, escala y forma, satisfacen, respectivamente —oo < p < oo, 0 > 0 y
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—00 < € < 0.

Interpretando el limite en el teorema 2.3 como una aproximacion para valores
grandes de n sugiere el uso de la familia DGVE para modelar la distribucion
de maximos de sucesiones largas. La dificultad aparente de que las constantes
de normalizacion seran desconocidas, en la practica es posible resolverlo de la

siguiente forma.

Nota 2.5. Suponer que existen sucesiones de constantes {a, > 0} y {b,} tal que

P {Mn—_bn < z} — G(z) cuando n — oo. (2.2)

Qn

Para una distribucion G no degenerada. De otra manera,

p{M < z} ~ G(2)

a

para n lo suficientemente grande. Equivalentemente,

P{Mngz}%G{Z_b"}

Qn

=G(2),

donde G* es otro miembro de la familia DGVE.

En otras palabras, si el teorema 2.3 permite la aproximacion de la distribu-
cion M por un miembro de la familia DGVE para n grande, la distribucion
M, también se puede aproximar por un miembro diferente de la misma familia,
simplemente estimando los paramétros de ubicacion y de escala.

El concepto de max-estabilidad, que se introduce a continuacion, esta estre-

chamente relacionado con el teorema 2.3.

Definicion 2.1. Se dice que una distribucion G es max-estable, si para cada

n=2,3,..., hay constantes o, > 0 y [, tales que:
G"(anz + B) = G(2).

Dado que G™ es la funcion de distribucion de M,, = max{Xy,..., X, }, donde

las X; son variables independientes cada una con funcién de distribucion G, la
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méx-estabilidad es una propiedad que satisfacen las distribuciones para las cuales
la operaciéon de tomar maximos muestrales conduce a una distribucion idéntica,
con distintos parametros de escala y ubicacion. La conexion con las leyes de limite

de valor extremo se realiza mediante el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Una distribucion es mdx-estable si y solo si es una distribucion de

valores extremos generalizada.

2.1.4. Demostracion del teorema de valores extremos

Hasta este momento se han dado propiedades y observaciones sobre el teorema
(2.1) de valores extremos, con lo enunciado hasta ahora se daré una demostracion
a este teorema.

El teorema (2.4) se usa directamente en la prueba del teorema de valores

extremos, y aqui a continuacioén la prueba.

Demostracién. (del teorema de valores extremos (2.1)) La idea es considerar
M., la variable aleatoria maxima en una sucesion de n x k variables para algin
valor grande de n. Esto puede considerarse como el méaximo de una tnica sucesion
de n X k , o como el maximo de k£ maximos.

Cada uno de los cuales es el méximo de n observaciones. Mas precisamente, su-
ponga que la distribucion limite de (M,, —b,)/a, es G. Entonces; para n suficien-

temente grande, por el teorema (2.3),
P{(M, —b,)/a, < z} = G(2).
Por lo tanto, para cualquier numero entero k, dado que nk es grande,
P{(Mpt — bui) [ anr < 2} = G(2). (2.3)

Pero dado que M, es el maximo de k variables que tienen la misma distribu-

cion que M,

P{(Mnk - bn)/an < Z} = [P{(Mn - bn)/an < z}]k (24>

Por lo tanto, por (2.3) y (2.4) respectivamente,

P{M,, <2} ~G (Z - b”k)

Qnk
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P{M,, < 2} ~ G* (ﬂ) .

Qn

Por la unicidad del limite, G y G* son idénticos aparte de los coeficientes de
ubicacion y de escala, esto es, G(z) = G*(agz + B;). De ello se deduce que G es

méx-estable y, por lo tanto, un miembro de la familia DGVE por teorema 2.4. [

2.1.5. Ejemplos

Dada una funcién de distribucion F', como establecer si realmente se puede
lograr la convergencia de la distribucién M normalizada. Ademés de ello se tiene
preguntas adicionales:

. Qué opciones de sucesiones de normalizacién a, y b, son necesarias? y ;qué
miembro de la familia DGVE se obtiene como limite?

La consideraciéon principal es la inferencia estadistica de los datos reales para los
que se desconoce la distribucion subyacente F', se dard s6lo unos pocos ejemplos
que ilustran céomo la eleccion cuidadosa de las sucesiones de normalizacion conduce

a una familia DGVE, como lo implica el teorema 2.3.

Ejemplo 2.2. 57 X1, X5, ... es una sucesion de variables aleatorias independien-
tes con distribucion exponencial estindar Exp(1), F(z) = 1—exp{—x} para xz > 0.

En este caso, dejando a, =1 y b, = log(n),

P{(M,, —b,)/a, < z} = F"(z + log(n))
= {1 — exp[—(z + log(n))]}"
={1—-n""exp[—2]}"
— exp{— exp[—2]},
como n — 00, para z € R fija. Por lo tanto, con la eleccion de a,, y b,, la distri-

bucion limite de M, cuando n — oo es la distribucion Gumbel, correspondiente a

¢ =0 en la familia DGVE.

Ejemplo 2.3. 5i X1, X, ..., es una sucesion de variables aleatorias independien-

tes con distribucion Fréchet estindar, F(x) = exp(—1) para x > 0. Dejar a, = n
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P{(M, —b,)/a, < z} = F"(nz) )
L2l
(5

cuando n — 00, para cada z > 0 fijo. Por lo tanto, el limite en este caso es
un resultado exacto para todo n, porque la distribucion estindar de Fréchet es la
estabilidad mdzrima de F: £ =1 en la familia DGVE.

Ejemplo 2.4. 57 X1, X5, ..., son variables aleatorias independientes con distri-
bucion uniforme U(0,1), F(z) =z para 0 <z < 1. Para z < 0 fijo, supongamos

n>—zyseaa, = % y b, = 1. Entonces,

P{(M, —b,)/a, <z} =F"(n"'z+1)

- (3

— exp(z2),

como n — o0. Por lo tanto la distribucion limite es de tipo Weibull, con & = —1
en la familia DGVE.

Hay cierta libertad en la eleccion de {a, } y {b,} en tales ejemplos. Sin embargo,
las diferentes opciones que conducen a un limite no degenerado siempre producen
una distribuciéon limite en la familia DGVE con el mismo valor de &, aunque

posiblemente con otros valores de los parametros de ubicacion y de escala.

2.1.6. Modelos de maximos por bloques

La familia de distribuciones DGVE sera tutil para modelar la distribucion de
los maximos por bloques. El procedimiento consiste en agrupar los datos (una
serie de observaciones independientes X7, Xs,...) en bloques de sucesiones de
observaciones de longitud n, para un gran valor de n, generando una serie de blo-
ques maximos, M, 1, ..., M, ,, digamos a la que se puede adaptar la distribucién

DGVE.

El principal problema que presenta este método reside en la eleccion del tamano
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de los bloques, para la cual habra que encontrar un equilibrio entre el sesgo y la
varianza.

La eleccion de bloques muy pequenios conducira a una pobre aproximacion del
modelo, con lo que se aumentaré el sesgo al estimar y extrapolar. Por el contrario,
la eleccion de bloques demasiado grandes aumentara la varianza de las estima-
ciones. Por cuestiones practicas, en sucesiones de datos temporales mensuales, a
menudo, los bloques se eligen para que correspondan a un periodo de tiempo de
un ano, en cuyo caso n es el nimero de observaciones en un ano, de esta manera

los maximos se distribuyen de manera similar en cada uno de los bloques.

2.1.7. Cuantiles extremos

Se denomina niveles de retorno a los cuantiles de la distribucién de valores
extremos generalizada; se denotan como 2, y se obtendran como la inversa de la
funcion de distribucion DGVE.

Teorema 2.5. La estimacion de los cuantiles extremos de la distribucion mdxi-

ma en un periodo de tiempo esta dada por

p— g1 —{-log(l —p)}~°] para & #0,
p— olog{—log(1—p)} para § = 0,
donde G(z,) =1 —p.

Nota 2.6. El termino, z, es el nivel de retorno asociado con el periodo de retorno
%, ya que con un grado razonable de precision, se espera que el nivel z, se exceda
en promedio una vez cada % anos. Mds precisamente, z, se excede por el mdximo

anual en cualquier ano particular con probabilidad p.

Dado que los cuantiles permiten que los modelos de probabilidad se expresen
en la escala de datos, la relacion de modelo DGVE a sus parametros es mas facil

de interpretar en términos de las expresiones cuantiles (2.5). En particular, definir

y, = —log(1l —p), asi que

p— [l —y,*] para&#0,

p— ology, para £ = 0.

Zp:
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Nota 2.7. Se deduce que, si z, se representa grdficamente frente a y, en una
escala logaritmica o equivalente, si y, se representa grdaficamente frente a logy,,
la representacion grifica es lineal en el caso & = 0. Si & < 0 la representacion
grifica es convexa con un limite asintotico como p — 0 en "E—U; st € > 0 la grifica
es concava y no tiene limite finito. FEste grdafico es conocido como un grafico de

nivel de retorno.

Debido a la simplicidad de la interpretaciéon y a que la eleccién de la escala
comprime la cola de la distribucién de modo que se resalta el efecto de la extrapo-
lacion, los graficos de nivel de retorno son précticamente convenientes tanto para

la presentaciéon como para la validacion del modelo.

2.2. Teoria de valores extremos multivariante

Anteriormente, se ha hecho el estudio de modelos para valores extremos de un
s6lo proceso. Ahora conviene poner atenciéon al estudio de valores extremos multi-
variados. Al estudiar los extremos de dos o méas procesos, cada proceso individual
puede modelarse utilizando técnicas univariantes, pero existen argumentos sélidos

para estudiar también las interrelaciones de valor extremo.

Primero, puede ser que alguna combinacion de los procesos sea de mayor interés
que los procesos individuales en si mismos; segundo, en un modelo multivariante,
existe la posibilidad de que los datos de cada variable informen inferencias en cada

uno de los otros.

Asi como en el caso univariado, los valores extremos mutivariados también
dependen de la justificacion asintotica. Ademas, el uso de modelos en teoria de
valores extremos multivariados conduce a problemas que se han discutido ante-
riormente en el contexto univariado, como lo son los modelos de exceso de umbral

méximo y de bloque para valores extremos.

Para dar un gran paso al caso n-dimensional, primeramente se dara una espe-
cial atencion al caso bidimensional o bivariado. Esto permite resaltar los conceptos
y problemas principales sin poderse enredar en la complejidad de la notacién que

requeriria un tratamiento multivariado completo.
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2.2.1. Caso bidimensional

Suponga que (X71,Y)),(X2,Ys),... es una sucesion de vectores que son ver-
siones independientes de un vector aleatorio que tiene la funcién de distribucion
F(z,y).

Como en el caso univariante, la teoria clasica para caracterizar el comporta-
miento extremo de los extremos multivariados se basa en el comportamiento limite

de los maximos de bloques. Esto requiere una nueva definicion.

Definicion 2.2. Si se define
M, = Erlléx {X:} Y My, = Erlléx {Y;},

entonces

Mn = (Mx,na My,n); (26>
es el vector de las componentes maximas.

El siguiente teorema propone una caracterizacion asintotica de la distribucion
de valores extremos, a partir de la funciéon de distribuciéon conjunta limite de
M} = (M, ,/n,M,,/n), cuando n — oo, proporcionando un analogo bivariado

del teorema 2.1 de valores extremos.

Teorema 2.6. Sea M = (M, , My ), con (X;,Y;), i = 1,...,n vectores inde-

z,n’

pendientes con distribucion marginal Fréchet. Entonces, si para n — oo

* * d
PAM;,, <x, M, <y} — G(z,y), (2.7)
donde G es una funcion de distribucion no degenerada, se tiene que G es de la
forma,
G(z,y) =exp{-V(z,y)}, z>0, y>0, (2.8)
donde,
! w 1—w
V(z,y) = 2/ mMAax (—, —) dH (w), (2.9)
0 z Y

y H es una funcion de distribucion en [0,1], que satisface la condicion

/01 wdH(w) = 1/2.
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La familia de distribuciones que surgen como limites en (2.7) se denomina
clase de distribuciones bivariadas de valores extremos.
A diferencia del caso univariante, esta distribuciéon engloba a infinitas familias

de distribuciones. En seguida se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 2.5. Si se distribuye la masa de la fucion H en los puntos w = 0 y
w =1, se obtiene,

Vizg,y)=a"+y ",

y la correspondiente distribuciones bivariadas de valores extremos generalizada

serd,

G(z,y) =exp{—(z"+y™ "}, x>0,y>0.

Esta funcion se puede factorizar en funcion de x yy , por lo que ambas varia-

bles son independientes.

Ejemplo 2.6. Si se concentra toda la masa de la funcion H en w = 0.5, se

obtiene,

G(z,y) = exp{—méx(z~ ",y ")}, z>0,y>0,

la cual es la funcion de distribucion de variables que son marginalmente estandar

de Frechet, pero que son perfectamente dependientes: X =Y con probabilidad 1.

La clase completa de funciones de distribuciéon de valores extremos bivariante
se puede obtener mediante una generalizaciéon de las distribuciones marginales.

Especificamente, tomando

_ 1/6x _ 1/¢,
e ()] e

se obtiene

G(l'a y) = eXp{—V(i‘, ﬂ)},

donde la funcion V satisface la ecuacion (2.9) para cualquier H.

Las distribuciones marginales seran distribuciones generalizadas de valores ex-
tremos (DGVE) con parametros (fi,, 04,&:) ¥ (iy, 0y, &) respectivamente.

La funcién V serd homogénea de orden -1, en el sentido de que para cual-

quier constante a > 0 se tiene
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Usando la propiedad de que V' es homogénea de orden -1, en la ecuacion (2.7)
se obtiene que
G"(x,y) = G(n~"z,n"1y), (2.10)

paran=2,3,....

Nota 2.8. Si (X,Y) tiene la funcion de distribucion G, entonces M, también

tiene la funcion de distribucion G, aparte de un reescalado por n=1.

Por lo tanto, G posee una version multivariada de la propiedad max-estable
presentada en la definicion (2.1). Un argumento similar al de la definicion (2.1)
implica que las distribuciones limite en la ecuacion (2.7) deben tener esta propie-
dad de méx-estabilidad y, como en el caso univariante aqui, este argumento forma
la base de una prueba del teorema (2.6). Es decir, de la ecuacion (2.10), distribu-
ciones del tipo ecuacion (2.8) tienen la propiedad de méx-estabilidad, y se puede
demostrar que son las tnicas distribuciones que tienen esta propiedad, sujetas a la
especificacion marginal. Aunque el teorema (2.6) proporciona una caracterizacion
completa de las distribuciones de limites bivariados, la clase de limites posibles es

amplia, estando limitada solo por la ecuacion (2.9).

2.2.2. Caso multidimensional

En la subseccion anterior, se dio el estudio de valores extremos bivariado. Aho-
ra, se introduce la generalizacion al caso multivariado. Afortunadamente, la teoria
del valor extremo también esté bien desarrollada para el caso multivariante y es
posible usar este conocimiento para resolver muchos problemas practicos. Des-
afortunadamente, los resultados tinicos para el caso univariante de tener una sola
familia como el tinico limite posible se descarta, dado que en el caso multivariante,

se tiene un conjunto mucho mas amplio de posibilidades.
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Formulacién del modelo

Considérese {X,,},>1 una sucesion de variables aleatorias k-dimensionales y
se denotard como x al vector (xq,...,7;) € R*. La j-ésima componente de X;,
ie{l,...,n} se denota por X, ;, j € {1,...,k}. Se usara a partir de ahora y en

lo sucesivo letras en negrita para denotar vectores de datos multivariados.

Definicion 2.3. Supongase que se tiene un conjunto de n wvectores aleatorios,
Xi,..., X, independientes e idénticamente distribuidos, de modo que el vector
de valores maximos o maximo multivariado se define como el vector M,
tal que cada una de sus componentes son los mdrimos de las componentes de los

vectores Xy, ..., X, es decir,
M, = max X;q,..., max X, | .
1<i<n " 1<i<n 7

Tomando, M, ; = rgéx X, se tiene que,
T 1<i<n T

M, = (Mp1,..., Mpy).

Observacion 2.2. Sea M, los vectores de mdximos, es decir, los vectores cuyos
componentes son los mdximos de las componentes. La distribucion de M,, puede
derivarse de manera exacta para todos los valores de n a partir de la distribucion

de las n variables aleatorias, teniendo en cuenta las propiedades de independencia:

PIM, <x}'=P{méx X;;1 <z1,.... max X; <=z
{M,, < x} {19'51 vl =1 ’195); ik < T

=P{Xi1<zy,.... Xp1<xp,..., Xig <@p,..., Xpp < Tp}
=P{X11<zy,.... Xip <@, Xp1 <@p,..., X < Tp}
=F(zy,...,¢5) - F(zy, ..., 28)

={F(zy,...,z)}"

= F"(x1,..., k).

Definicion 2.4. Sean x € R¥ y X, ..., X,, vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos con distribucion multivariada comin F(x). Sea M, el
vector de mdzimos de los X;. Se dice que G es una distribuciéon de valores
extremos multivariada si existen sucesiones de vectores de constantes {a, =

(@nay--sng)tns1, {bn = (bna, -, bng) bn>1 con an; > 0, b,; € R, para cada
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ie{l,...,n}, tal que

Mn _bn Mn _bn
pYM it < gy B < e by) < GO (21)

ap 1 Qp,

y ademds, G es no degenerada en el sentido de que todas sus marginales univa-

riadas son no degeneradas.

Nota 2.9. Si dos funciones multivariadas F, G satisfacen (2.11) de la definicion
2.4 de distribucion de valores extremos multivariados, para ciertos valores de a,

y b, se dice que F estd en el dominio de atraccion de G.

Para derivar la distribucion limite de una cierta distribucién multivariada sera
de gran utilidad definir el concepto de funciéon de dependencia de n variables

aleatorias.

Definicion 2.5. Sea F(x) la distribucion de un vector X k-variado con distri-

buciones marginales univariadas Fy(z;), i € {1,...,n}. Se define la funciéon de
dependencia asociada a F(x), denotada por Dp(yi,...,yx), como
Dp(Fi(z1), ..., Fe(zy)) = F(a1, ..., 20) = F(x). (2.12)

Nota 2.10. Si las marginales unitarias F;(x;) son estrictamente crecientes, la

ecuacion (2.12) de la funcion de dependencia en la definicion 2.5 serd,

Dr(y,- . ye) = F(Fy (y1), - By () = F(x).
Teorema 2.7. Sean Xy, ..., X, vectores aleatorios k-dimensionales con funcion
de distribucion comin F, erxisten sucesiones de vectores de constantes {a, =
(@nas- s np) st {bn = (b, bnk) fn>1 con an; > 0, by € R, para cada
ie{l,...,n}, tales que
M, —-b
P{u < x} N G(x),
an
con G no degenerada, siy solo si cada marginal pertenece al dominio de atraccion

de alguna Gj(x), con j € {1,....k} y

lim Dpgn <yi/n,...,y;/"> = Da(y1,- -, Yr)-

n—oo
Teorema 2.8. Una funcion de disribucion d-dimensional G, es una distribucion

limite mazimal (distribucion limite de valores extremos) si y solo s,
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1. Sus distribuciones marginales univariadas pertenecen al dominio de atrac-
cion de H;(x).

2. Su funcion de dependencia Dg(yi, .. .,ya) satisface la ecuacion funcional

m 1/m 1/m
DG (91/ 7"'ayk/ ) :DG(ylv"-)yk>7
para todo m > 1.

Para obtener la estructura general de distribuciones limite para extremos mul-
tivariados y otros resultados, se derivaré el proceso de Poisson no homogéneo
asociado con los puntos de extremos multivariados. Para ello, primeramente se-
ra de gran utilidad la definicion de la representacion espectral via procesos
puntuales de Poisson para caracterizar las familias de distribuciones limites de

extremos multivariados.

Teorema 2.9. Sea {X, },>1 una sucesion de vectores aleatorios independientes
e idénticamente distribuidos k-dimensionales, con entradas no negativas y fun-
cion de distribucion comun F', donde F' pertenece al dominio de atraccion de
una distribucion multivariada G. Supongamos que las distribuciones margina-
les de F' son idénticamente Fréchet univariadas y considere el proceso puntual
P, = {% : 1 = 1,...,n}, entonces P, converge en distribucion a un proceso
Poisson no homogéneo P en RX — {0} cuando n — oo, con medida de intensidad

A(dr x dw) = mﬁdS(W), (2.13)
donde r; y W, ; son las coordenadas pseudo-polar y angular, respectivamente, es

decir

Ti:_ZXi,ja 'U}i’j:%, izl,...,n, jzl,...,k, (214)
" j=1 2j=1Xi,j

y S es una medida de probabilidad en el simplex unitario,

k
Sk:{(wl,...,wk):z:wjzl,wjzo, j:lj,”’]{;}’

j=1

que satisface la condicion,
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T =

/ w;dS(w)=—, j=1,...,k. (2.15)
Sk

Nota 2.11. En el teorema 2.9, se puede utilizar la medida de intensidad

d
A (dr x dw) = m—ZdS*(W)
r

donde ahora, w = (wy,...,wWk_1) ¥y

k—1
Sk = {(wl,...,wkl):zwj < 1,w; 20,j:1,...,k—1}
j=1
y S* satisface la condicion,

/ wde*(w):l,jzl,...,k—l.
Sy k

El teorema (2.9) es relevante en la practica dado que afirma que para cualquier
sucesion de vectores aleatorios {X,, },>1 existe una medida positiva y finita S(w)
que satisface la condicion de la integral (2.15) del teorema (2.9) de representa-
cion espectral via procesos puntuales Poisson y es tal que el proceso Poisson no
homogéneo asociado tiene como intensidad la ecuacion (2.13). Por tanto, dada
S(w) es posible calcular las probabilidades de ocurrencia del proceso Poisson en
cualquier region dada A. Una de estas aplicaciones consiste en el siguiente coro-
lario, que muestra la caracterizacion de todas las posibles distribuciones limite

multivariadas.

Corolario 2.1. Cualquier distribucion limite de vectores de mdxrimo normaliza-

dos, con marginales Fréchet unitarias, tiene la forma

H(x) = expl—v(x)]

donde,

_ o (Wi
v(x) = k/sk max (%) dS(w),

para algin S(w) medida de probabilidad en el simplex unitario

k
Sk:{(w17...,wd):ij:17wj20,j:]_’.“7k;}

J=1
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que satisface la condicion

1
/ wde(W) = E7'] = 1,...,]€.
Sk

Tomando en cuenta lo expuesto en los dos resultados anteriores se puede apre-
ciar la importancia de contar con datos cuyas distribuciones marginales sean Fré-
chet unitarias. En la préactica esto no ocurre, por lo que resulta necesario realizar
una transformacion a los datos de modo que estos tengan las marginales deseadas.
Es posible hacer dicha transformacion sin perder generalidad debido a la relacion

entre las tres distribuciones de valores extremos mencionada con anterioridad.

Observacion 2.3. 5i X es una variable aleatoria que tiene DGVE con pardmetros
a,b y «, la variable aleatoria Y = —(log(F(X))™1) tiene una distribucion Fréchet
unitaria, es decir, si X tiene DGVE con parametros a,b y o, entonces la variable

aleatoria Y dada por

1L (5] paraa £0,

exp (57)

para a = 0.

sigue una distribucion Fréchet unitaria.






Capitulo 3
Procesos max-estables

Los procesos méx-estables son una extension natural de la teoria de valores extre-
mos multivariante al caso dimensional infinito, es decir, los extremos de los proce-
sos estocésticos, y por lo tanto juegan un papel esencial en el modelado estadistico
de extremos espaciales. Estos procesos fueron caracterizados completamente por
de Haan (1984). Una descripcion més precisa de los procesos méax-estables se pue-
de obtener a partir de su representacion espectral, esta se determina a partir de
dos posibles enfoques. Una primera caracterizacion es dada por de Haan (1984),
proporciona dicha representacion considerando funciones de tipo deterministico.
Una segunda caracterizacion de los procesos méax-estables es proporcionada por
Schlather (2002) donde considera funciones aleatorias en lugar de funciones de-

terministicas.

Este capitulo tiene como objetivo, proporcionar una extension de la propiedad
de méx-estabilidad de procesos, dando lugar a los llamados procesos max-estables.
Los procesos max-estables constituyen la base para el desarrollo de modelos que

se presentaran en el siguiente capitulo.

Este capitulo esté basado en “An introduction to statistical modeling of extre-
me values” de (Coles et al. (2001)), “Extreme value theory: an introduction” de
de Haan y Ferreira (2006), “Analisis de Valores Extremos” de Villanueva e Ibafies
(2016), “Precipitaciones Maximas en el Estado de Guanajuato, México” de Mo-
reno y Ortega (2013) y “Analisis de méaximos para datos espaciales de lluvias” de
Gonzalez y Sanchez (2011).

61
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3.1. Conceptos iniciales

Para el caso de extremos espaciales son fundamentales los procesos méx-
estables, analogos infinito-dimensionales a los vectores aleatorios max-estables,
definidos en el capitulo anterior. La principal diferencia con los extremos multiva-
riados es que los extremos ahora se definen continuamente en un dominio espacial
x C R4, d > 1. Aunque es posible relajar estos supuestos, asumiendo que x es un
subconjunto compacto de R? y que todos los procesos estocésticos a considerar

son continuos.

Definicion 3.1. Sea {Z;(x) : x € x,i > 1} una sucesion de réplicas independien-

tes de un proceso estocdstico {Z(x) : x € x}. Si existen sucesiones de funciones

{an(z) >0: 2 € x,n>1} y{by(z):x € x,n > 1} tales que para todo n > 1,
max Z;(z) — by(z)

1=1,....n

@) CxEY i{Z(x):xex},

entonces, el proceso estocdstico {Z(x) : x € x} es un proceso max-estable.

Debido a lo supuesto previamente, la igualdad anterior se entiende en sentido

de todas las distribuciones dimensionales finitas.

Teorema 3.1. Sea {X;(x) : x € x,i > 1} una sucesion de réplicas independientes
de un proceso estocdstico {X(x) : x € x}. Si existen sucesiones de funciones
continuas {c,(z) > 0:x € x,n > 1} y{d.(z) : x € x,n > 1} tales que,

méx X;(x) — d,(z)

i=1,...n

X € —{Z(zx):xz €
e X {Z(z) X}
cuando n — 00, entonces, siempre que no sea degenerado, el proceso estocdstico

{Z(x) : x € x} es un proceso max-estable.

Tener en cuenta que la convergencia previa se refiere a la convergencia débil

en el espacio de funciones continuas en Y.

Observacion 3.1. Para ser coherente con la teoria de valores extremos univaria-
dos, el teorema (3.1) implica que la distribucion marginal de {Z(zx) : x € x} debe

ser una distribucion de valores extremos generalizada.

La motivacion estadistica para usar procesos max-estable para modelar extre-

mos espaciales es la siguiente.
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Basado en n réplicas independientes, se asume que el proceso limite {Z(x) :
x € x} es probable que sea un buen candidato para modelar el proceso maximo

parcial,

{méx Xi(x):z € X} :

i=1,...,n

siempre que n sea lo suficientemente grande. La logica mas alla de esto es exac-
tamente la misma que para el analisis univariado de valores extremos donde uno
prefiere trabajar directamente con la distribucion asintética de los méximos de
bloques, es decir, la distribuciéon generalizada de valores extremos en lugar de es-
timar la distribucion de {X (z) : z € x} y elevarlo a la potencia n para estimar la

distribuciéon de los maximos parciales.

Hasta ahora, ni la definicion (3.1) ni el teorema (3.1) dan una descripcion
precisa de los procesos max-estables, y seria bueno tener una mejor imagen de
ellos en los casos univariados y multivariantes.

Esta descripcion se conoce como la representacion espectral de procesos méx-
estables. Como es sabido que las distribuciones marginales de {Z(z) : = € x} tiene
que ser una distribucién de valores extremos generalizados es mas conveniente
establecer las marginales en una distribucién dada.

Una opcién ampliamente utilizada es tratar con marginales de Fréchet unita-
rias, es decir, P{Z(z) < z} = exp{—1/z}, para todo x € y y z > 0, y con estas
marginales especificas {Z(x) : x € x} se dice que es un proceso max-estable
simple. En este caso se puede observar que las constantes de normalizacién son
an(zr) = ny by(x) = 0. Por tanto {Z(x) : * € x} es un proceso méx-estable
simple si las marginales son Fréchet unitarias y ilnéxn{Xi(:c) /n} A (x). Con

=1l,...,

ello se deriva el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea X (x) un proceso aleatorio con marginales Fréchet unitarias

en un espacio de indices x, y sea

Zi(w) = mix {Xi(x)/n}.
Si,

ZMx) = Z(z),
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cuando n — 00, donde Z(x) es un proceso bien definido, entonces Z(x) es un

proceso mdz-estable.

La relevancia de los procesos méax-estables en la modelizacion de extremos

espaciales estara basada en argumentos asintoticos.

3.2. Caracterizaciéon espectral

Los procesos max-estables simples presentan una sencilla representacion, a
través de lo que se llama la representacion espectral del proceso. Se exponen dos

posibles enfoques.

3.2.1. Construcciéon de L. de Haan (1984) de procesos max-

estables

Desde un punto de vista inferencial, es probable que el proceso se observe en un
numero finito de ubicaciones, debido a que el ajuste de procesos max-estables es
similar al ajuste de distribuciones multivariadas de valores extremos. Sin embar-
go, dado que se trabaja con procesos espaciales, la mayoria de las veces se desea
poder obtener predicciones en ubicaciones no observadas que difieren significati-
vamente del analisis de extremos multivariados. Para permitir tales predicciones,
es necesario poder tener una extension del teorema 2.9 (Representacion espectral
via procesos puntuales Poisson) del capitulo previo, que sea vélida sobre todo el
conjunto y. Esta extension se conoce como la representacion espectral de procesos
méax-estables (de Haan, 1984; Penrose, 1992).

Teorema 3.3. Cualquier proceso mdzx-estable simple no degenerado {Z(x) : x €
X} definido en un conjunto compacto x C RY, d > 1, con patrones de muestreo

continuos satisface,

Z(x) < r?gélx Gifi(x), T € X, (3.1)

donde, {(¢;, fi(z)) : @ > 1} son las coordenadas de un proceso de Poisson en
(0,00) X C con medida de intensidad (~*dCv(df) para alguna medida local finita v

definida en el espacio de las funciones continuas no negativas C en x, tal que

/f(:v)v(df) =1, T € X.
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La caracterizacion espectral 3.1 no es tnica en el sentido de que diferentes
medidas v pueden conducir al mismo proceso méx-estable {Z(z) : x € x}. Ade-
mas la restriccion de la funciéon no negativa sélo es necesaria por conveniencia
y, dado que la caracterizaciéon espectral consiste en tomar el maximo sobre un
ntmero infinito de tales funciones, se pueden considerar funciones reales siempre

que v{f(z) > 0} > 0 para todo z € x.

Por tltimo, un caso de especial atenciéon de la caracterizacion espectral 3.1 es
cuando v es una medida de probabilidad, ya que en este caso la representacion

espectral puede escribirse como,

Z(x) £ mix(Yi(x),  wex
donde {¢; : i > 1} son los puntos de un proceso de Poisson en (0, o), Y7, Y3, ... una

sucesion de réplicas independientes de un proceso estocastico no negativo {Y (z) :
x € x} con patrones de muestreo continuos y de tal manera que E(Y (z)) = 1

para todo = € .

3.2.2. Construccion de Schlather (2002) de procesos max-

estables

Una segunda caracterizacion de los procesos méx-estables es propocionada
por Martin Schlather en 2002, donde considera funciones aleatorias en lugar de

funciones deterministicas.

Teorema 3.4. Sea {(; : i > 1} un proceso puntual de Poisson en (0,00) con
medida de intensidad (~2d( y un proceso estocdstico no negativo {Y (x) : x € x},
independiente del anterior, con trayectorias continuas, tal que E(Y (z)) = 1, para

todo x € x. El proceso,

Z(z) < méx (;Y;(x). T E X, (3.2)
donde, Y1,Ys,... son réplicas independientes de {Y (x) : © € x}, es un proceso

mdz-estable.
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3.3. Distribuciones finito dimensionales de los pro-

cesos max-estables

Las funciones de distribuciéon acumulada finito dimensionales de un proce-
so max-estable se obtiene a través de su representacion espectral. Se determi-
na la funcién de distribucién acumulada k-dimensional F'. Mas precisamente de

la representacion espectral de de Haan (3.1) se deriva la distribucion finito di-

mensional de {Z(x) : ¥ € Y}, para cualquier x = (21,...,2) € X", k > 1,y
z=(z1,...,2) € (0,00)*, se tiene,
F(21, 2, o0y ) = [max{z/zl ()} < 2,5 = 1,2,. k] (3.3)

P{z/;_y( 5 Z>1,j—1,2,...,/{3:|

_ . )
exp{ /]Rd/ w>mmj; dipdP (y1>~..y)}

= exp {— méx ZdPY (y,, .. 'yk)}
Rd

J Zj

-enf el

=exp{—Vi(z1, ..., 2k) } -

Donde la funcion,

Vi(21, . 2) = B [ méx —)] , (3.4)

j=1,.k Zz

llamada funcién exponente, caracteriza completamente la distribucién conjunta

de Z(-). Note que de la ecuacion (3.4), poniendo k-veces z se tiene que,

Velz,...,2) = 2, e(x):E{,maxky@j)}. (3.5)

En la ecuacion anterior 6(x) se llama coeficiente extremo (k-dimensional) y
es una medida resumida de dependencia a través del elemento del vector aleatorio
Z(x). Debido a la propiedad de independencia entre los componentes radial y an-
gular de los extremos multivariados, el coeficiente extremal es independiente del

radio, es decir, el nivel z aparece en Vi(z, ..., z) y se enfoca solo en la dependencia.
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En un contexto espacial, es mas conveniente restringir nuestra atencion al caso
bivariado y definir lo que se conoce como funcién de coeficiente extremo, es
decir,

0:h— Emax{Y(z),Y(z+h)}. (3.6)

La funcién de coeficiente extremo toma valores en [1, 2] donde el limite inferior
corresponde a la dependencia perfecta y el superior a la independencia.

De hecho, para estos dos casos limites se tiene respectivamente,

P{Z(x+h)< 2| Z(x) < 2z} = P{Z(x + h) < 2}"" (3.7)
1, perfectamente dependiente,
P{Z(x+ h) <z}, independiente.
(3.8)

Debe notarse que la funcion exponente (3.4) puede ser dificil de evaluar explicita-
mente cuando k > 2 y esta es la razon por la cual la distribucion dimensional finita
de los procesos max-estables se restringié primero al caso bivariado solamente.
En otras palabras, cuando la dimension k es lo suficientemente grande, la
densidad conjunta se torna intratable, al menos numéricamente, por la cantidad

de términos que ella presenta.






Capitulo 4
Modelos max-estables

Hasta ahora, se tienen definidos los procesos max-estables, la forma general de las
distribuciones dimensionales finitas y los resultados recientes sobre estos, asi co-
mo la representacion espectral simple y la posibilidad de derivar las distribuciones
dimensionales finitas a partir de ella. En este capitulo se presentan los modelos
méax-estables y se hard en un orden historico: Smith, Schlather, Brown-Resnick
y t-extremal propuestos respectivamente por Smith (1990), Schlather (2002), Ka-
bluchko et al. (2009) y Opitz (2013).

Ademas este capitulo esta basado en “An introduction to statistical modeling
of extreme values” de Coles et al. (2001), “Extreme value theory: an introduction”
de de Haan y Ferreira (2006), “Analisis de Valores Extremos” de Villanueva e
Ibafies (2016), “Precipitaciones Méaximas en el Estado de Guanajuato, México” de
Moreno y Ortega (2013), “Anélisis de maximos para datos espaciales de lluvias”
de Gonzalez y Sanchez (2011), “A user’s guide to the SpatialExtremes package”
de Ribatet (2009) y “Matemaéticas y sus aplicaciones 15”7 de Romero y Carrasco
(2020).

4.1. Modelo de Smith

Un primer modelo fue desarrollado por Smith (1990) para la modelacion de
lluvias a través de procesos max-estables continuos en el tiempo, este modelo se
basa en procesos gaussianos y se fundamenta con la teoria de valores extremos, se
deduce a partir de la caracterizaciéon de L. de Haan (1984), conocido como modelo
de Smith, también recibe el nombre de proceso de valores extremos gaussianos o

modelo perfil de la tormenta. La matriz de varianzas y covarianzas para el pro-

69
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ceso gaussiano se desconoce y por tanto el objetivo es estimarla. Este modelo se
desarrolla de forma bidimensional, debido a que tnicamente se conoce de forma
explicita la funcion de distribucién acumulada bivariada, es aplicado en general
para modelar lluvias de conveccion, esta se producen cuando el aire asciende por
diferencias de temperatura a causa de un calentamiento local, se generan tanto
por la subida de aire calido como de aire hiimedo. En este proceso, que Smith in-

terpreto6 en términos de precipitaciones, depende del tamano y el tipo de tormenta.

L. de Haan fue el primero en proponer una caracterizaciéon de procesos max-
estables, la cual se vio en la seccién anterior. Luego, Smith usa esta caracterizacion
para proporcionar un modelo paramétrico para extremos espaciales. La construc-

cion es la siguiente.

Teorema 4.1. Sea {(&,y;),i > 1} que denota los puntos de un proceso de Pois-
son en (0,+00) x R con medida de intensidad £~2d¢v(dy), donde v(dy) es una
medida positiva en R®. Entonces, una caracterizacion de un proceso mdzx-estable

con marginales Fréchet unitarias es,

Z(x) = max {& f(yi,x)}, = €RY, (4.1)
donde, {f(y,x),z,y € R} es una funcién no negativa tal que

flx,y)v(dy) =1, VazeR% (4.2)

R4

Demostracion. Para ver que la ecuacion (4.1) define un proceso estacionario
maéax-estable con marginales Fréchet unitarias, se tiene que verificar que las mar-
ginales son de hecho Fréchet unitarias y que Z(z) satisface la propiedad de un

proceso max-estable.

Para encontrar su distribucion, considerar el conjunto definido por,

E={(y) eR* xR": {f(y,x) > 2},

para una ubicacion fija x € R? y z > 0. Entonces,
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P[Z(x) < z] = P[No existan puntos en E]

B eXp{ /]Rd / /$(y,2) i dw}
—eo{= [ it pwian)}
()

y las marginales son Fréchet unitarias.
La propiedad méx-estable de Z(-) se debe a que la superposicion de n procesos
de Poisson idénticos e independientes es un proceso de Poisson con su intensidad

multiplicada por n. Mas precisamente,

{20 ool Zi0) f ~ 0200, 2]}, HEN
Il

El proceso definido por la ecuacion (4.1) a menudo se conoce como el proceso
de lluvia y tormenta. Pensar en y; como realizaciones de los centros de tormen-
tas de lluvias en R? y v(dy) como la distribucién espacial de estos centros de
tormenta sobre R?, generalmente d = 2. Cada &; representa la intensidad de la
i-ésima tormenta y por lo tanto & f(y;, ) representa la cantidad de lluvia para
este evento especifico en la ubicacion . En otras palabras, f(y;,-) determina como
se concentré la i-ésima tormenta en y; en el espacio.

El teorema (4.1) es basicamente general y Smith consider6 un ajuste particular

que se deduce a partir de la caracterizacion de L. de Haan.

Teorema 4.2. Sean v(dy) la medida de Lebesgue y

f(S,t) = fO(t - S)?

donde fo(t —s) es la funcion de densidad de una distribucion normal multivariada

con media cero y matriz de varianzas y covarianzas X, es decir,

f(s,t) = (2m)" Y2 det(2) "2 exp {—é(s —t)'u (s — t)} :

De esta manera, para dos elementos del proceso mdz-estable en cuestion la
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distribuciéon conjunta via el modelo de Smith queda determinada en forma

bidimensional por la ecuacion,

1 a 1 29 1 a 1 21
PZ < Z < = ——d |-+ -log—= ]| ——®| =+ —log— 4.3
[Z(x1) < 21, Z(12) < 2] eXP{ P <2+a 0g21> P <2+a ngz)}7 (4.3)

donde, ®(-) denota la funcion de distribucion acumulada de una normal estindar

en R y para las ubicaciones x1 y o, a* = (x; — 12)'E 7 (21 — 29).

Demostraciéon. (de ecuacion 4.3).

Primeramente note que:

—+00

—log P[Z(z1) < 21, Z(22) < 22 / / . . §7%deds
=

+o0o

[y

{ ds
MY Fotary FoGonng)
m ( ! 1)’ fol( 2 2)}

aX{%@—xﬂ(%@—xﬁ}ds

_5_

I
e

R4

Y

21 zZ9

Il
—
B\

R4
fo(S - xl)
R4 21
fO(S - $2)
Rd 22

_ [ fols)

1000 sols—zotay)
0ls Q\s—ToTx]
Rd 21 <Z1> 2 )

fo(s)

1 — _
(fo(zlx1)>f0(sz2$2)>

+

]-<f0(SZI»”01) < fo(SZ;Zz))

_|_

1 (fole=rrtea)  foto))
Z1 - 22

_ g1, ) }
0(X)  fo(X—zo+w)
21 |: ( FTa P )

1
+ —FE ]_<f0(X—acl+:c2)<f0(X))

21 - ?2

donde 14 es la funciéon indicadora del conjunto A.

Sea X una variable aleatoria, con densidad normal multivariada f;, media 0 y
matriz de covarianza Y. Para obtener la forma cerrada de la distribucién bivariada,
queda calcular las probabilidades del evento {fo(X)/21 > fo(X — z2 + 21)/22}.
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Note que:

fo(X) S Jo(X — 29 + 1)

21 Z9
(2m) Y2 det(X) 2 exp { -1 (X — 0)'S"H(X - 0)}
—
?1
- (2m) 42 det(S) 2 exp {—2(X —za + 21 — 0)'SH(X — 29+ 3, — 0)}
z2

1 1

<> exp {—gXtZ‘lX} > 2 exp {—§(X — o+ 1) TTHX —p + Il)}
zZ9

1 1
— X'y (_§X) > log <ﬂ> - E(X — Ty +2) "X — 1wy + 1)

Z2
y esto ocurre si y soélo si,

1
X' (21 — ) > log (?) - §(x1 — 29)' Yy — @3).
2

Luego, como X tiene densidad fy, X'S7!(z; — z5) es normal con media 0 y

varianza a® = (z1 — 22)'Y 7 (21 — 22). Se obtiene

L[y (A0, 20 m iYLy og (2) 4
21 21 29 21 a 2
29 2 a

Finalmente, aplicando lo anterior para los indices 1 y 2 intercambiados.

Ly (A=) A0V L (s log ()

+
1 21 Z9 Z9 a

Con todo esto se tiene el resultado.

]

Siguiendo los conceptos vertidos por Smith en 1990, este es un proceso homo-
geneo en el espacio, es decir, no importa en el modelo la ubicacién de los puntos,
en este caso las estaciones, sino la distancia entre ellos. Se trabaja en un espacio

de dimension d = 2. El proceso Z(t) viene a representar en este caso un méaxi-



74 CAPITULO 4. MODELOS MAX-ESTABLES

mo sobre un conjunto de tormentas independientes con la misma forma pero de

intensidad variable.

4.2. Modelo de Schlather

La propuesta de Schlather (2002) es una extension del modelo de Smith (1990),
sustituyendo la funciéon deterministica por una forma aleatoria, dicho modelo se
desarrolla utilizando réplicas independientes de un proceso estandar gaussiano con
correlacion dada, partiendo de distribuciones acumuladas finito dimensionales de
un proceso max-estable, que son expresadas de forma bidimensional. Algunas de
las posibles funciones de correlacion utilizadas, son: exponencial, exponencial ge-
neralizada, exponencial potencia, esférica, gaussiana, Matérn o bien funciéon de
Bessel modificada, Whittle-Matérn y Cauchy. La eleccion de la funcién de corre-
lacion depende del fenémeno de estudio, el objetivo de este modelo es estimar los
parametros que intervienen en la funciéon de covarianza.

En general este modelo es aplicado para lluvias ciclonicas, se producen precisa-
mente, cuando se crea una especie de remolino debido a diferencias de presiones
y no debido a diferencias de temperaturas, cuya caracteristica principal es que
ocurren en puntos aislados dispersos en la region de estudio (tal dispersion pue-
de variar considerablemente), dado que la forma de la tormenta es aleatoria y
su estructura esta dada por la funcién de correlacion. En el caso de una tormen-

ta fija, esta mantiene la misma estructura de dependencia y sélo varia la magnitud.

La propuesta de Schlather es a través de su construccion de procesos max-
estables, esto es considerar la caracterizacion de L. de Haan sustituyendo la funciéon
deterministica f(-) por una forma aleatoria Y'(-).

El siguiente teorema trata funciones aleatorias arbitrarias Y () cuya parte po-

sitiva max{0, Y (-)}, es integrable.

Teorema 4.3. Sea Y una funcion aleatoria medible definida en R y

. ( /R mix{0, Y(x)}dx) € (0,50).

Sean {&,U;} puntos de un proceso de Poisson en (0,00) x R? con medida de
intensidad dA\(y, &) = (u'dy) x (£72d€) y Y;(+) son copias independientes e idén-
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ticamente distribuidas de Y (+); luego

Z(x) = sup{&;Yi(z — Ui)} = sup & max{0, Yi(z — Ui)},

i>1 i>1

es un proceso aleatorio max-estable estacionario con distribuciones marginales

Fréchet unitarias.

Se introduce una clase de procesos max-estables basada en procesos estocésti-

cos estacionarios con medida finita.

Denote por o el origen del sistema de coordenadas. El siguente teorema da

lugar al modelo denominado modelo de Schlather.

Teorema 4.4. Sea Y () un proceso estacionario en R? con p = E[max{0,Y (0)}] €
(0,00) y sean {&;,i > 1} puntos de un proceso de Poisson definido en (0,00) con

medida de intensidad dA(&) = p=*E72dE. Luego,

2(30) = mie{6 Y00} = mix & mie{0. Y, (9}, (4.4)

es un proceso mdx-estable estacionario con distribuciones marginales de Fréchet
unitarias, donde las {Y;(-)}i>1 son copias independientes e idénticamente distri-
buidas de Y ().

Demostracién. Como antes, la propiedad max-estable de Z(-) proviene de la
superposicion de n procesos de Poisson idénticos e independientes. Mas precisa-

mente,

{m%lxzi(xl), ...,m%lxzim)} ~n{Z(x1), o Z(a)}y, keN

Las marginales unitarias de Fréchet se mantienen con el mismo argumento que

para el modelo de Smith. De hecho, se considera el siguiente conjunto.

E={(y(x) € RT x R?: £méx(0,y(x)) > z}.

para una ubicacion fija x € R? y z > 0. Entonces,
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P[Z(x) < z] = P(No existan puntos en E)

= exp { / / u1§2dsu(dy(x))}
R4 J z/ méax(0,y(x))

= oo [ =m0 stobie )

pero como E{Y(x)} = E{0,Y(x)} = u,

PIZ(x) < 4] = exp(—>"") = exp (—1) ,

de modo que las marginales son Fréchet unitarias. O]

Al igual que con el modelo de Smith, el proceso definido en la ecuacion (4.4)
tiene una interpretacion practica. Pensar en &;Y;(-) como los eventos individuales
en el espacio de lluvia diaria, estos tienen todos la misma estructura de depen-
dencia y difieren s6lo en la magnitud &;. Este modelo difiere ligeramente del de
Smith ya que ahora no se tiene una forma determinista, como una densidad nor-
mal multivariada para las tormentas, sino una forma aleatoria impulsada por el
proceso Y (+).

Las caracterizaciones de Schlather y Smith tienen fuertes conexiones. Para ver
esto, se considera el caso en el que Y;(z) = fo(xr — X;) donde f es una funcion
de densidad de probabilidad y {X;} es un proceso de Poisson homogéneo en R

Con esta configuracion particular, el modelo (4.4) es idéntico para modelar (4.1).

La ecuacion (4.4) es muy general y se necesitan suposiciones adicionales para

obtener modelos practicos.

Teorema 4.5. Sea {Y;(-)}i>1 copias de un proceso gaussiano estindar estaciona-
rio Y (+) con funcion de correlacion p(h), escalado de modo que E[max{0, Y;(x)}] =
1 y IT un proceso de Poisson en (0,00), con medida de intensidad dA(§) =
V21E72dE. Con estos nuevos supuestos aplicados al teorema (4.4), se tiene la si-

guiente expresion para la distribucién conjunta bivariada del proceso Z(x) =
méix & mase{0, Yi(x)}
12

PZ(x1) < 21, Z(3) < 2] = exp {—; (1 + 1) (1 + \/1 —2(p(h) + 1)(2122)2” . (4.5)

zZ1 22 z1 + 22
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donde h = ||x1—x2]|, es decir, h € R es la distancia euclidiana entre la ubicacion

1 y la ubicacion 2.

Demostracion. (de la ecuacion 4.5).

Del teorema (4.4) se tiene que el proceso gaussiano extremo se define como
2(x) = mix {6V, ()},

donde los Y; son copias independientes identicamente distribuidas del proceso
gaussiano estacionario Y, con funcion de correlacion p y Il un proceso de Poisson
n (0,00), con medida de intensidad dA(£) = 2 2d€. Asi, escribiendo py, en
lugar de p(h) para abreviar, se obtiene

—log P[Z(x1) < 21, Z(13) < 23] = \/27r/ £72dedp
m‘“{ xax{o DT Ao, &2(L2)}}

dP
Z1 Z2
mm{ max{0,61(w1)} > max{0,2(x2) } }

\/E/Rdmax{o,fl(m,w}dp

21 22

_ﬁﬁ/

v272uvp +u2
eXp{_ 2(1-3) }
= \/27r/ / max{ } dvdu.
2’1 Z9

1/2
2 (1 - p3)"

Para simplificar, defina

v? — 2uvpy, + u?
2(1—pjp)

flu,v) = y V(z1,20) = —log P[Z(x1) < 21, Z(x2) < 23]

ademaés, note que

\ 2T 1 1
=) g F

donde
k= \/2r(1- pd), (4.6)

resultando

Ve, 2) / / maX{O v —}exp{ F(u,v)}dvdu,
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Aqui se tienen tres casos al tomar el maximo, cuando es i) 0, ii) =y iii) o

i) De esta forma, cuando el méaximo es 0, V'(z1, z9) resulta,

_ 1/00 /Ooﬁexp{_f(u,v)}dvdwl/oo /wﬁexp{—f(u,v)}dvdu

k:zl/ / vexp{— fuv}dvdqukZQ/ / wexp{— f(u, v)}dvdu.

defina o
L = / / vexp{—f(u,v)}dvdu
o Jo

I = /00 /Oouexp{—f(u,v)}dvdu,
o Jo

Observe que el resultado de I; debe ser el mismo que el de I11, por lo que

se puede escribir lo siguiente,

L +1, = /oo /oo(v + u) exp{—f(u,v) }dvdu
o Jo
—2I = /OO /Oo(v + u) exp{—f (u, v) }dvdu
o Jo
Por lo tanto, I; = %/OO /Oo(v + u) exp{—f(u, v) }dvdu
o Jo

Asi,

1 oo o0

A= % (zil + Z%) %/0 /0 (v + u) exp{—f(u,v) }dvdu
1
k

(L1, an

ii) Si el maximo es 2, se debe cumplir que ;}—1 > %, alternativamente v > uz—;,
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por lo que V(z1, 22) es,

- l/OO /mﬂeXP{—f(u,v)}dvdu
k21/ / vexp{—f(u,v)}dvdu
k’zl/ / { >uZl eXP{ f(u,v)}dvdu,

donde 14 es la funcion indicadora del conjunto A. Si se define

I, = /OOO /000 1{U>u%} exp{—f(u,v) }dvdu

entonces,

1
B=—I 4.8
kZl 2 ( )

iii) Analogamente a ii), si el maximo es -, entonces u > v,y V(z1, 22) resulta,

I'CZQ/ / { v 22 eXP{ f(u,v) }dvdu

1y 4.9
i (4.9)

Una vez analizados los caso previos obteniendo las ecuaciones (4.7), (4.8) y

(4.9), V(z1, z2) queda determinado como sigue.

1/1 1 1 1
V(Zl, Zg) = — (— -+ ) Il + —[2 + —]3 (410)

k Z1 Z9 k’Zl l{?ZQ
Se procede a resolver cada una de las integrales anteriores. Para I; se usa la

transformacion

u=r+y

v=x—1y
El jacobiano es 2, u 4+ v = 2z y sustituyendo en f(u,v),

202°(1 — pn) + y*(L + pn)]

2(1—p3}) = ki 4 kay

flz,y) =
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Siendo

_ L+pn
L—p; 1—pp’

De esta forma

1 oo o
I, = 3 / / 2z exp (—k1$2 — k:ggf) 2dxdy
0 Jyl

- /OOO </|OO 2z exp (—ky2?) daz) exp (—kay?))dy,

Yl

pero

/ 21 exp (—k1x2) dr = i exp (—k1y2) .
i ki

Asi

1 o0 o0

= exp(—kiy?) exp(—koy®)dy = —
1Jo

1
1 W/,

exp{—(k1 + kQ)yQ}dy.

Recuerde que [ exp(—r?)dr = \/T; con esto en mente,

V1-0p

a VT

(1 + o) /20— 73)
2

(L4 pn)k

= (4.11)

L = (1 +ph)

donde k esta dado en (4.6). Para resolver Iy e I3 se define,

9 = [ [ L v ()

con esto se observa que

L=g(zz") e Iy=g(z'),

esto sugiere que solo basta calcular g(z).
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Observe que

4(2) :/OOO /u:ovexp{—f(u,v)}dvdu
_ /0 - / :o(v — upn) exp{—f (u, v) }dvdu
. /O h /0 " exp{—f(u, v) bvdu
+ o /O N /0 " wexp{—f(u, v)}dvdu.

También defina,

b2 = [ 0= un) exp—flu o) }ods

y observe que

/Ooo /Ouz wexp{—f(u, v)}dvdu = g(z")

/00 /Oouexp{—f(u,v)}dvdu =1,
o Jo

asi,

9(2) = h(z) — prg(z~") + puls.

Sustituyendo g(z7!) en g(z) y simplificando se obtiene,

h(z) — prh(z7") + pu(1 — pn) 4
1—pj '

9(2) = (4.12)

Ahora se resuelve h(z) por sustitucion simple, para ello sea t = f(u,v), enton-

ces

dt — 2v—2up, v —upy

dv 20 —p})  1—p}’

de aqui se obtiene que,

(1 — p3)dt = (v — upy)do.
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Note que si v = uz entonces t = au?, con

Z2—2th—|—1
2(1 - pp)

Con todo esto en mente procedemos a resolver,

a =

v = [ umesp{= s o))ded

— /Ooo /u:(l — p3) exp{—t}dvdu
— (1= ) /OOO exp{—au®}du

=(1— Pi)%’ sustituyendo a
(1 — pi)v/27 (1 — pj)
24/2%2 —2zpp, + 1
1—p2)k
_ (1 —p3) (4.13)

222 — 2zpp + 1

Si se sustituye 27! en (4.13) el radical del denominador se puede escribir como

1
V22 =2zpp+1=—22—2zp, + 1.
z

Sustituyendo (4.13) y (4.11) en (4.12), se obtiene

_ k _ zpnk prk
2y/22 = 2zpp+1  2+/22 —2zpp + 1 2

9(2)

k 1 Zpn
= — — +ph
2\ /22 —2zpp+ 1 /22 —2zp,+ 1

Siz = z1/2,

1
V22 —=2zph+1= Z—\/(zl + 29)% — 22129(1 + pn).

2

Asi,
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29 (2’1) - 29 21220n i
— — | = — h
k 22 \/(21 + 2’2)2 — 221Z2(1 + ph) ZQ\/(ZI + 22)2 — 22122(1 + ph)

Z9 — X2
_ ( 2 19h) + o,
V(21 + 22)2 — 2z122(1 + pa)

Similarmente, si z = 29/2; se tiene,

g (Q) _ k (21 — 220n) +on
21 2 | /(214 22)% — 2z120(1 + pp)

Simplificando,
1 1 1 21 1 22
el =g Z a2
kz 2+ kzo 3 kzlg <z2) k gg (zl)
1k - ]
__+ K (22 — z19n) +onl +
k212 | /(22 + 21)? — 2212(1 + pa)
1 k [ 7=z ]
iR ( 1 2Ph) + o
kzo 2 _\/(z2+z1)2 —2z129(1 + pp) |

RS
_2 Z1 Z9

Finalmente sustituyendo en (4.10),

(21 + 22)?

22129(1 +
\/1_M+ph

1 1 1 1
V(z1,2) = <— + —> I + k_,2‘1[2 + /{:_22]3

(1 — ph)k' 1 1 1 2212’2(1 + ph)
RS o e e It A S (74
2 + 2 Z1 + z9 (2’1 + 22)2 * Ph

(5+2)
(=)

(Zl + 2’2)2

[ e
1+\/1_ 2122(1 + pp)

(21 + 22)?

por lo tanto,
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F(Zl,ZQ) = P{Z((Lj) S Zl,Z((L’2> S 22}

1/1 1 22125(1 + pr)
P { k (21 + 22) * \/ (Zl + 22)2

}72’1,22 > 0.

O

1/1 1\ 2212(1 4 p(h)
= =+ =) {1+ 41—
exp { 2 + + \/ 1+ )

El proceso max-estable Z(-) dado en (4.4) se conoce como proceso de extre-
mos gaussiano. Por lo general, p(h), se elige entre una de las familias paramé-

tricas vélidas, como

Whittle-Matérn p(h) = 2. (ﬂ) K, (i) . >0, v>0.
Cauchy p(h) = [1 + (%)1 _V, >0, v>0.
Cauchy generalizada p(h) = [1 + <%>y2} e , co >0, v,ve > 0.
Exponencial potencia p(h) = exp [— (%)V} , >0, 0<v<2
Bessel p(h) = (32)"T(v+1)J, (%) , >0, v>%2

Donde ¢y es un parametro de rango y v, v; y v son parametros de suavidad
de la funcién de correlacion. I' es la funciéon gamma, J, y K, son las funciones
Bessel y Bessel modificada del tercer tipo con orden v y dimensiéon del espacio d.

De acuerdo con los procesos gaussianos, a estas funciones de correlacion se les
puede agregar un parametro de umbral o y otro llamado efecto nugget denotado
por n, el cual hace referencia a una pequena pero importante desviacion del pa-
rametro de umbral con respecto a la unidad, en el caso en que la cantidad A de
las funciones de covarianza anteriores es cero. Por tal razon se tiene la relacion
0 = 1 — n. Las funciones de covarianza agregando los parametros de umbral y

efecto nugget estan dadas por la ecuacion,

o+n parah =0,
p(h) =
op(h) para h > 0.
De este modo, el ajuste del modelo de Schlather en la practica se reduce a la
estimacion de los parametros de rango, suavidad y umbral correspondientes a la

funcion de covarianza utilizada (equivalentemente se pueden estimar los parame-
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tros de rango, suavidad y efecto nugget).

Comunmente, el modelo de Schalather se utiliza para el estudio de lluvias lla-
madas lluvias ciclénicas, cuya caracteristica principal es que ocurren en puntos
aislados dispersos en la region de estudio (tal dispersion puede variar considera-

blemente).

Las funciones de correlacién introducidas anteriormente son todas isotropicas,
pero el modelo (4.4) no requiere esta suposicion. A partir de una funcion de
correlacion valida p siempre es posible obtener una funciéon de correlacion eliptica

pe utilizando la siguiente transformacion:

(A7) = p (M) , (4.14)

donde Ax es el vector de distancia entre dos estaciones, A es cualquier matriz
semidefinida positiva que puede involucrar pardmetros adicionales. El coeficiente
de correlacion p(h) puede tomar cualquier valor en [—1,1]. La dependencia com-
pleta se alcanza cuando p(h) = 1, mientras que la independencia ocurre cuando
p(h) = —1. Sin embargo la mayoria de las familias de correlacién paramétrica no

permite valores negativos, por lo que nunca se alcanza la independencia.

4.3. Modelo de Brown-Resnick

El modelo de Brown-Resnick, proceso introducido por Brown y Resnick (1977),
pero desarrollado por Kabluchko et al. (2009), analizado y generalizado desde el
punto de vista de los procesos méax-estables, surge de elegir la caracterizacion de
Schlather (2002). Nuevamente para este modelo se encuentra presente el proceso
de tipo gaussiano con incrementos estacionarios, distribuciones finito dimensiona-
les, que son expresadas en dimensiéon dos debido a que s6lo se conoce de forma
explicita la funcion de distribucion acumulada bivariada. Ademéas dado que es
una generalizacion del modelo de Schlather (2002) con la eleccion correcta de la

funcion es posible derivar de este, el modelo de Smith (1990).

Surge de elegir la ecuaciéon (3.2) denominada caracterizacion de Schlather
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(2002) considerando el proceso introducido por Brown y Resnick (1977),

Vi) = exp { ) - T2} (115)

donde € es un proceso gaussiano continuo con incrementos estacionarios y varianza
o?(x) = Var(e(z)). La funcién de distribucién conjunta bivariada esta dada
por:

1 1 1 1
P(Z(21) < 21, Z(x2) < 22) =exp{ ——® (2 4+ ~log 2 ) — —@® 5+ ~log - ) ¢,
2 a 21 29 2 a 29

donde, ¢ denota la funcién de distribucion acumulada de una normal estandar en
R y siendo ahora a? = Var(Y (z; — z2)) = 0(x1 — x2). En este caso si bien Y no
es un proceso estacionario el proceso max-estable asociado si lo es. Si se cumple

que a® = o2(h) o< h?, h > 0, el proceso coincide con el proceso de Smith.

4.4. Modelo t-extremal

El modelo t-extremal fue desarrollado por Opitz (2013) y también analizado
por Ribatet y Sedki (2013), es una generalizacion del proceso Brown-Resnick de-
sarrollado por Kabluchko et al. (2009), al igual que en los modelos anteriores, este
depende del proceso gaussiano propuesto por Schlather (2002), este modelo con-
cibe una construccion espectral que generaliza la del proceso gaussiano, ademéas
de ser analizado de forma bivariada dado que solo se conoce de forma explicita la

funcion de distribucién acumulada bivariada.

Surge de elegir,

v+1

-1
Yi(z) = /m2~ =221 ( ) max{0, ¢;(z)}?, v > 1, (4.16)
donde € es un proceso estandar gaussiano con funciéon de correlacion p(-), ' es
la funcién gamma y dA(t) = vt~ **Ydt medida de intensidad para el proceso de
Poisson en (0,00) . En este caso la funcién de distribucion bivariante obtenida a
partir de (3.3)
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F(z1,29,...2k) = exp{=V (21, ..., zk) } ,

siendo V' (21,...,2x) = FE (méxj @) es,
J

P(Z(x1) < 21, Z(22) < 29) =

1 plry —x2) 1 (2 v 1 plry —x2) 1 [z 1/v
eXP{ P v+1 b +b <21> T vl |~ b +b P ;

donde T, denota la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria

estdndar t-student con v > 0 grados de libertad.






Capitulo 5

Simulacion de los modelos

max-estables

En este capitulo, se presenta la simulacion de los modelos max-estables discutidos
en el capitulo anterior, para ilustrar su comportamiento. Se divide en dos tipos
de simulaciones las cuales se daran y explicaran conforme se desglosa el capitulo.

Las simulaciones espaciales permiten la recuperacion de informacion en cual-
quier localizacion, en otras palabras, a través de la simulacion espacial del pro-
ceso puede recontruir la informacién en cualquier sitio. Se llaman simulaciones
condicionadas aquellas que se ajustan a los datos observados; en otro caso, se

denominaran no condicionadas o incondicionadas.

Para estas simulaciones se emplearé el Software R con el paquete SpatialEEx-
tremes, este paquete proporciona herramientas para el modelado estadistico de
extremos espaciales mediante procesos max-estable, copulas o modelos jerarquicos
bayesianos. Mas precisamente, este paquete permite simulaciones (condicionales)
de varios modelos paramétricos méx-estable, anélisis de la dependencia espacial
extrema, el ajuste de tales procesos usando probabilidades compuestas o minimos
cuadrados (s6lo procesos méax-estable simples), verificacion y seleccion de modelos

y prediccion.

Este capitulo esta basado en “Analisis de Valores Extremos” de Villanueva e
Ibanes (2016), “Precipitaciones Maximas en el Estado de Guanajuato, México”
de Moreno y Ortega (2013) , “Analisis de maximos para datos espaciales de llu-

vias” de Gonzalez y Sanchez (2011), “Spatial extremes: Max-stable processes at

89
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work” de Ribatet (2013), “Spatial Modeling of Extreme Concentrations of Car-
bon Monoxide Pollution in Urban Regions” de Jiménez Hernandez et al. (2017),
“Simulation of Max-Stable Processes” de Oesting et al. (2016), “A User’s Guide
to the SpatialExtremes Package” de Ribatet (2009) y “Modelling spatial extremes
using max-stable processes” de Ribatet (2017).

5.1. Simulacién incondicional

Simulaciones incondicionales son aquellas en las que se toman muestras de una

distribucién dada sin méas restricciones.

La definiciéon de un proceso méx-estable surge de la convergencia del maximo
de un numero infinito de réplicas normalizado de un proceso aleatorio, es decir,
los procesos méax-estables se han definido basandose en infinitas réplicas de un
proceso estocéstico; sin embargo, en la préactica solo se podra obtener un ntimero
finito de realizaciones de un proceso, esto es, para fines de simulacién, el namero
de repeticiones es necesariamente finito. A pesar de esto existen resultados teori-
cos mediante los que sera posible obtener simulaciones exactas o aproximadas de

algunos modelos méax-estables.

No obstante, Schlather (2002) muestra que es posible obtener simulaciones

exactas en una region de muestreo finita.

Teorema 5.1. SeaY una funcion aleatoria medible tal que E [ [, max{0,Y (z)}dz] =
1, sea IT un proceso de Poisson de RYx (0, +00) con medida de intensidad dA(y,€) =
E23dydE y Z(x) = Igélx & méax{0,Y;(x)}. Suponga que Y estd uniformemente aco-
tado por C' € (0,400) y tiene soporte en la bola b(o,r) para algin r € (0,+00).
Sea B un conjunto compacto, Y; son réplicas independientes e identicamente dis-
tribuidas de Y, U; son variables independientes e identicamente distribuidas uni-
formemente en B, = |J,c5b(x,7), & son variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas exponencial estandar y 11, Y;, &, U; mutuamente inde-

pendientes. Luego, en B,

Yi(w — U
Z.(z) = |B,| sup 2Z V)

—— r € B, 1=1,2,... (5.1)
v Zk:1£k
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es igual a los procesos aleatorios mdx-estables Z en distribucion, y

Yi(e - U,
M:i:l,...,m, m es tal que
Zk:lfk

Z*(J;)=|B,.|sup{ M}

Zk 1§k 1<za%m Z o1 fk
(5.2)

cast Sequro.

Demostracién. Recordar que un proceso de Poisson en R? con intensidad 1
puede presentarse como una suma de variables aleatorias exponencial estandar
independientes e identicamente distribuidas es decir IT = {>"" & :n=1,2,...}.
La aplicacion del mapeo & — |B,|¢7! a los puntos de IT cede a un nuevo proceso
en R* con medida de intensidad | B,|£~2d€. Como las U; son distribuciones unifor-

mes, independientes e identicamente distribuidas en B,, se tiene que el conjunto

(o 2 ) 2, ), 5

es un proceso de Poisson en B, x (0,+00) con medida de intensidad dA(y,§) =

aleatorio,

£ 2dyd€ v el proceso Z, es igual a Z en distribucion.

Para mostrar la segunda afirmacién, primero note que m es necesariamente
finito como la sucesion y ;" | & no es decreciente y Y esta acotada uniformemente

por C' de modo que

lim ¢ = 0.

m—-+00 Zk 1 fk

Por tanto existe m finito tal que

P{miyw_w%> ¢ }:1

1<i<m Zk e ZZ";I &
P { ma + 0}

AX .
. i
t<ism 37 1 & Zk; 1 &k
Si no se cumplen las condiciones del teorema (5.1), es decir, para funciones

Yi(x — Uy) Y(x U;)

]

aleatorias Y cuyo soporte no esté incluido en una bola b(0,7) o que no esté uni-

formemente acotada por la constante C', se deben usar aproximaciones para r y
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C. Aunque las simulaciones no seran exactas, parece que las aproximaciones para

r y C' conducen a simulaciones precisas.

5.1.1. Aplicacién con R al modelo de Smith

Recuerde que el modelo de Smith esta definido por

Z(z) = mAx fyis o)}, flyi,©) = folr —ui) (5.4)

donde fj es la funciéon de densidad normal multivariante con media cero, matriz
de covarianza 3y {(&;, y;) }s>1 son los puntos de un proceso de Poisson con medida
de intensidad dA(y, &) = £2dEdy.

El uso del teorema (5.1) para generar realizaciones a partir del modelo de Smith
no esta tedricamente justificado ya que el soporte de la distribuciéon normal mul-
tivariada no esté incluido en la bola finita b(o,r), r < 4+00. Sin embargo, si r es
lo suficientemente grande, la densidad normal multivariante debe estar cerca de o

y es poco probable que los puntos z € R?\ b(o,r) contribuyan a Z(z).

La sugerencia de Schlather (2002) es usar r tal que ¢(r) = 0.001 es decir
r ~ 3.46, donde ¢ denota la densidad normal estdndar. Teniendo en cuenta que
la varianza en la matriz de covarianza X puede ser grande, una opcién razonable

es dejar

r = 3.46/max{o; : i =1,...,d} (5.5)

donde o;; son los elemento diagonales de la matriz de covarianza .
Se va a emplear el Software R con el paquete SpatialExtremes. La funcion
rmazstab permite la simulacion del modelo de Smith. Ver codigo en apéndice A.1.
Las figuras 5.1 y 5.2, a) - f) muestran las simulaciones para el modelo de Smith
con diferentes valores del pardmetro varianza var para el caso univariado y los

parametros de covarianza o1, 012 ¥ 09 para el caso bivariado.
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Figura 5.1: Realizaciones del modelo de Smith con marginales Fréchet unitarias
en R, para diferentes valores del parametro var. (a) var = 0.1; (b) var = 1; (c)
var = 4; (d) var = 50; (e) var = 100; (f) var = 1000.
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Figura 5.2: Realizaciones del modelo de Smith con marginales Fréchet unitarias
en R?, para diferentes valores de los parametros de la matriz de covarianza. (a)
011 = 9/8, 0192 = 0, 099 = 9/8, (b) 011 = 9/8, 012 = 3/4, 099 = 9/8, (C) 011 = 2,
012 = 3/4, 099 — 9/8, (d) 011 = 1, 012 = 3/4, 099 — 9/8, (e) 011 = 9/8, 012 = 1/2,
099 = 3/4, (f) 011 = 9/8, 019 = 1/2, 099 = 9/8
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5.1.2. Aplicacién con R al modelo Schlather

Recuerde que el modelo de Schlather esta definido por

Z(x) = I{lzalez max{0, Y;(x)}, (5.6)

donde Y;(+) son procesos gaussianos estandar estacionarios independientes e iden-
ticamente distribuidos con funcién de correlacion p(h), escalados de modo que
E[max0,Y;(z)] = 1y {&}i>1 son los puntos de un proceso de Poisson en (0, c0)
con medida de intensidad dA (&) = £72d€.

Nuevamente, las condiciones requeridas por el teorema (5.1) no se satisfacen ya que
los procesos gaussianos no estdn uniformemente acotados. Sin embargo, Schlather
(2002) afirma que al elegir una constante C' tal que P[méx{0,Y;(z)} > C] sea
pequeno, el procedimiento de simulacion sigue siendo preciso y recomienda el uso
de C'= 3.

Como en el modelo anterior se va a emplear el Software R con el paquete Spa-
tialErtremes. El paquete permite la simulacion de procesos méax-estables mediente
el uso de la funcion rmazstab, que se utilizard para la simulacion del modelo de
Schlather para algunas funciones de correlacion. Ver codigo en apéndice A.2.

Las figuras 5.3 y 5.4, a) - b) muestran las simulaciones para el modelo de

Schlather con diferentes valores de los parametros rango (cy) y suavizado (v).
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Figura 5.3: Realizaciones del modelo de Schlather con marginales Fréchet unitarias

en R? usando la funcién de correlacion exponencial potencia p(h) = exp [— (%) ] ,

para diferentes valores de los pardmetros. (a) co =2, v =05y (b) co =4, v = 1.9.

(a) (b)
Figura 5.4: Realizaciones del modelo de Schlather con marginales Fréchet unitarias
en R? usando la funcién de correlacion Whittle-Matérn p(h) = %1(;; (%) K, (%),

para diferentes valores de los pardametros. (a) co =2, v =05y (b) co =4, v = 1.9.
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5.1.3. Aplicacién con R al modelo Brown-Resnick

Recuerde que el modelo Brown-Resnick surge de elegir la caracterizacion de la
ecuacion (3.2) de Schlather (2002),

Vi) = exp {eta) - T2 5.7)

donde € es un proceso gaussiano continuo con incrementos estacionarios y varianza
o?(x).

De la misma manera que en los modelos previos, las condiciones requeridas
por el teorema (5.1) no se satisfacen ya que los procesos gaussianos no estan
uniformemente acotados. Sin embargo, al elegir una constante C' < oo tal que
PlY;(z) < C] = 1 para todo z € Y, el procedimiento de simulaciéon sigue siendo
preciso. Puede ser que la suposicion P[Y;(z) < C] =1, z € x, no se cumpla. En
tales situaciones, se puede definir un limite pseudo uniforme, esto es, elejir C' < oo

tal que P[Y;(xz) < C] = ¢, para algun € > 0 suficientemente pequeno.

Como en los modelos anteriores se va a usar el Software R con el paquete Spa-
tialExtremes. El paquete permite la simulacion de procesos max-estables mediente
el uso de la funcion rmazstab, que se utilizard para la simulacion del modelo de
Brown-Resnick. Ver c6digo en apéndice A.3.

La figura 5.5, a) - d) muestran las simulaciones para el modelo Brown-Resnick

con diferentes valores de los parametros rango (cz) y suavizado (v).
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Figura 5.5: Realizaciones del modelo de Brown-Resnick con marginales Fréchet
unitarias en R?, para diferentes valores de los parametros. (a) ¢, = 100000, v = 1.9;
(b) c2 = 0.00001, v = 1.5; (¢) co = 1, v =15y (d) c2 = 0.001, v = 0.000005.
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5.1.4. Aplicacién con R al modelo t-extremal

Recuerde que el modelo t-extremal surge de elegir,

1 —1
Yi(z) = /m2~ (7221 (”; ) max{0, ¢;(2)}°, v > 1, (5.8)

donde € es un proceso estandar gaussiano con funcion de correlacion p(-), T' es

v+ dt medida de intensidad para el proceso de

la funcién gamma y dA(t) = vt~
Poisson en (0, 00).

Como en todos los modelos anteriores, las condiciones requeridas por el teore-
ma (5.1) no se satisfacen ya que los procesos gaussianos no estan uniformemente

acotados. Sin embargo, el procedimiento de simulacion sigue siendo preciso.

De la misma manera que en los modelos anteriores se va a utilizar el Software
R con el paquete SpatialExtremes. El paquete permite la simulacién de procesos
méx-estables mediente el uso de la funcion rmaxstab, que se utilizard para la
simulacién del modelo t-extremal para algunas funciones de correlacion. Ver codigo
en apéndice A.4.

Las figuras 5.6 y 5.7, a) - b) muestran las simulaciones para el modelo t-

extremal con diferentes valores de los parametros rango (c2) y suavizado (v).
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Figura 5.6: Realizaciones del modelo t-extremal con marginales Fréchet unitarias

en R? usando la funcién de correlacién exponencial potencia p(h) = exp [— (%) ] ,

para diferentes valores de los pardmetros. (a) co =2, v =05y (b) co =4, v = 1.9.
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Figura 5.7: Realizaciones del modelo t-extremal con marginales Fréchet unitarias
21—1/

en R? usando la funcion de correlacion Whittle-Matérn p(h) = © ( h )V K, ( h > ,

co ()

T
para diferentes valores de los parametros. (a) ¢ =2, v =0.5y (b) co =4, v = 1.9.
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5.2. Simulaciéon condicional

Realizar simulaciones condicionales equivale a obtener realizaciones indepen-
dientes de una distribucién dada con la caracteristica adicional de que cada rea-
lizacion debe satisfacer alguna restriccion.

Aunque son posibles otras restricciones, se restringira la atencion a las més
naturales, es decir, se realizardn simulaciones apartir de un proceso méx-estable

simple sujeto a
Z(xy) =21y, Z(Tk) = 2k,  T1,..., Tk €X, 21,...,2k € (0,00), k>1.

Este tipo de restriccion es vital ya que permite caracterizar el comportamiento
del proceso {Z(z) : x € x} en algunas ubicaciones nuevas s € y dado que se ha

observado algunos valores conocidos en las ubicaciones x = (z1, ..., xx).

5.2.1. Aplicacién con R al modelo Schlather

Recuerde que el modelo de Schlather esta definido por

Z(x) = r?galez max{0, Y;(x)}, (5.9)

donde Y'(+) son procesos gaussianos estandar estacionarios independientes e iden-
ticamente distribuidos con funciéon de correlacion p(h), escalados de modo que
E[méx0,Y;(z)] = 1y {&}i>1 son los puntos de un proceso de Poisson en R} con
medida de intensidad dA(§) = £2d¢.

Como en el modelo anterior se va a emplear el Software R con el paquete Spa-
tial Extremes. El paquete permite la simulacion de procesos max-estables mediente
el uso de la funcién rmaxstab, que se utilizara para la simulacién del modelo de
Schlather. Ver codigo en apéndice B.1.

Las figuras 5.8 y 5.9, a) - b) muestran las simulaciones para el modelo de

Schlather con diferentes valores de los parametros rango (c2) y suavizado (v).
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Figura 5.8: Simulaciones condicionales del modelo de Schlather con marginales

Fréchet unitarias en R? usando la funcién de correlacién exponencial potencia

p(h) = exp [— (%) ], para diferentes valores de los parametros. (a) co = 2,

v=05y (b)ca=4,v=109.

30
|

25

20
|

15

10

Figura 5.9: Simulaciones condicionales del modelo de Schlather con marginales
Fréchet unitarias en R? usando la funcién de correlacion Whittle-Matérn p(h) =

2;(;; (%) K, <%>, para diferentes valores de los parametros. (a) co =2, v = 0.5

y (b)) ca=4,v=109.
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5.2.2. Aplicacién con R al modelo Brown-Resnick

Recuerde que el modelo Brown-Resnick surge de elegir en la caracterizacion

(3.2) de Schlather (2002),

Vi) = exp {eta) - T2 (5.10)

donde € es un proceso gaussiano con incrementos estacionarios y o%(z) = Ve(z)].
Como en los modelos anteriores se va a usar el Software R con el paquete Spa-
tialExtremes. El paquete permite la simulacion de procesos max-estables mediente
el uso de la funcion rmazstab, que se utilizard para la simulacion del modelo de
Brown-Resnick. Ver codigo en apéndice B.2.
La figura 5.10, a) - d) muestran las simulaciones para el modelo Brown-Resnick

con diferentes valores de los parametros rango (cz) y suavizado (v).
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Figura 5.10: Simulaciones condicionales del modelo de Brown-Resnick con margi-
nales Fréchet unitarias en R?, para diferentes valores de los pardmetros. (a) ¢, = 3,
v=19(b)cao=1,v=01;(c)ca=1,v=1;y (d) ca =0.1, v = 0.05.
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5.2.3. Aplicacién con R al modelo t-extremal

Recuerde que el modelo t-extremal surge de elegir,

v+1

—1
Yi(z) = /m2- =221 ( ) max{0, € (z)}", v>1, (5.11)
donde € es un proceso estandar gaussiano con funcion de correlacion p y I' es la
funciéon gamma.

De la misma manera que en los modelos anteriores se va a utilizar el Software
R con el paquete SpatialExtremes. El paquete permite la simulacion de procesos
méx-estables mediente el uso de la funcidon rmaxstab, que se utilizard para la
simulacion del modelo t-extremal. Ver codigo en apéndice B.3.

Las figuras 5.11 y 5.12, a) - b) muestran las simulaciones para el modelo t-

extremal con diferentes valores de los parametros rango (c2) y suavizado (v).
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Figura 5.11: Simulaciones condicionales del modelo t-extremal con marginales
Fréchet unitarias en R? usando la funcién de correlacién exponencial potencia

p(h) = exp [— (%) ], para diferentes valores de los parametros. (a) co = 2,

v=05y (b)ca=4,v=109.

(a) (b)

Figura 5.12: Simulaciones condicionales del modelo t-extremal con marginales
Fréchet unitarias en R? usando la funcién de correlacion Whittle-Matérn p(h) =

2;(;; (%) K, (%), para diferentes valores de los parametros. (a) co =2, v = 0.5

y (b)) ca=4,v=109.



Conclusiones

El principal objetivo de este trabajo ha sido realizar una revision y presen-
tacion de la teoria de los principales enfoques en el analisis de valores extremos,
centrandose principalmente en los procesos max-estables y su uso para modelar
extremos espaciales empleando el paquete SpatialExtremes. Se enfoca en mo-
delar méximos puntuales en los casos univariados y multivariados, para después
simular los casos bivariados tinicamente. En la tltima década han surgido muchos
avances en la teoria de valores extremos, fundamentalmente en el campo de la
geoestadistica a través del uso de extremos espaciales, siendo los procesos max-

estables una solucion elegante para modelizar estos valores.

Debido al tipo de funcién que presentan algunos modelos no fue del todo po-
sible poder generar las simulaciones. De tal modo que se presenta tnicamente
aquellas que si fueron simuladas con sus debidos pardmetros. Como ejemplo a

este problema es la simulacién condicional del modelo de Smith.

Al realizar la simulacién del modelo de Smith, en las graficas se observa un
patréon de huellas ovaladas que varian infimamente en forma y color de acuerdo a
la variaciéon nimerica de la paleta de colores. Esto quiere decir que el fenémeno

como tal al variar los parametros este mantiene un cierto patron.

El modelo de Smith presenta dificultades con la cercania a cero de los valores
propios de la matriz de varianzas y covarianzas, lo que tiene por consecuencia

problemas de invertibilidad de la matriz.

Para el modelo de Schlather, en estas simulaciones no fue posible observar un
patron en el comportamiento de los datos del fenémeno como ocurriera en el caso

de los procesos simulados bajo el modelo de Smith. Pero si es posible notar que al
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variar el parametro rango afecta de manera minima en los resultados, en cambio
al variar el parametro suavidad afecta considerablemente en los resultados. Las
simulaciones arrojan resultados casi idénticos, por lo que no se tiene la seguridad
para afirmar que la variacion en la eleccion de la funcién de correlacion modifica

de manera significativa los resultados obtenidos.

En general, es bastante dificil decidir qué representacion espectral elegir para
la simulacion de un proceso de Brown-Resnick. Esta eleccion depende tanto del

semivariograma correspondiente como del dominio de simulacion.

El modelo t-extremal presenta una alta flexibilidad, lo que lo hace muy til en
la modelacion. Tanto en la modelaciéon global como local, variando los grados de
libertad de un periodo al otro, es el modelo que mejor se ajusta en la mayor parte

de los casos.

Las respuetas a las preguntas que se formulan como parte del planteamiento
del problema abordado en esta tesis, si bien cada uno de los modelos anélizados
dan predicciones significativas y de mucha utilidad, el modelo t-extremal ademas
de mostrar una alta flexibilidad, muestra que puede dar predicciones de mayor
exactitud en comparacion a los deméas modelos, debido a que es una generaliza-
cion de ellos. El problema que podria presentar es la alta demanda de procesos

que necesita para realizar grandes simulaciones.

Con este trabajo se proporciona una base tedrica solida para aquellos intere-
sados en modelar extremos espaciales. Finalmente, el modelado de extremos es-
paciales utilizando argumentos de valores extremos es un area de investigacion
extremadamente activa y se espera que se logren avances en los proximos anos.
Sin embargo, hasta ahora, la implementacion de software de esta metodologia es

bastante limitada, pero puede haber grandes avances en un futuro cercano.



Apéndice A

Codigos de simulaciones

incondicionales

A.1. Modelo de Smith

A.1.1. Modelo de Smith unidimensional

Se considera una sucesion coord entre -50, 50 con 200 elementos. Con la funciéon
rmaxstab se genera la realizacion de un proceso méax-estable con los parametros,
n = 1 namero de observaciones, coord un vector de coordenadas de cada ubica-
cion, cov.mod ="“gauss” el cual corresponde al modelo de Smith. Se especifica el

parametro var. Finalmente con plot se obtienen los gréficos.

library(SpatialExtremes)

n.site <- 200

coord <- seq(-50, 50, length = n.site)
set.seed(7)

all.data <-rmaxstab(l, coord, "gauss",
var=1000)

plot(coord, log(all.data), type = "1",
xlab = "X", ylab = "log(Y)")

+ vV + VvV VvV Vv Vv VvV

A.1.2. Modelo de Smith bidimensional

Se consideran dos sucesiones z y y entre 0 y 10 con 100 elementos. En seguida

cbind(z,y) toma las sucesiones de datos generadas con anterioridad y los combina

109



110  APENDICE A. CODIGOS DE SIMULACIONES INCONDICIONALES

por columnas. Con la funciéon rmazstab se genera la realizaciéon de un proceso
méx-estable con los parametros, n = 1 niimero de observaciones, coord un vector
de coordenadas de cada ubicacion, cov.mod ="“gauss” el cual corresponde al mo-
delo de Smith. Debido a que coord es univariado, se especifican los parametros de
la matriz de covarianza, covll, covl2 y cov22. Como las coordenadas representan
puntos de la cuadricula, grid = TRUE. Finalmente con filled.contour() se obtie-
nen los graficos de contorno con las areas entre las curvas de nivel rellenadas en
color solido (Cleveland llama a esto un grafico de nivel). A la derecha del gréfico
se muestra una clave que muestra como se asignan los colores a los valores de las

realizaciones.

library(SpatzialExtremes)

x <- y <- seq(0, 10, length = 100)
coord <- cbind(x, y)

set.seed(8)

Sm1 <- rmaxstab(1, coord, "gauss", covll = 9/8,
covl2 =0, cov22 = 9/8, grid = TRUE)

set.seed(8)

Sm2 <- rmaxstab(1, coord, "gauss", covll = 9/8,

covl2 =3/4, cov22 = 9/8, grid = TRUE)
set.seed(8)

Sm3 <- rmaxstab(1, coord, "gauss", covll = 2,
covl2 =3/4, cov22 = 9/8, grid = TRUE)
set.seed(8)

Sm4 <- rmaxstab(1, coord, "gauss", covll = 1,
covl2 = 3/4, cov22 = 9/8, grid = TRUE)
set.seed(8)

Sm5 <- rmaxstab(1, coord, "gauss", covll = 9/8,
covl2 =1/2, cov22 = 3/4, grid = TRUE)
set.seed(8)

Sm6 <- rmaxstab(1l, coord, "gauss", covll = 9/8,

covi2 =1/2, cov22 = 9/8, grid = TRUE)
filled.contour(x, y, log(Sml), color.palette

terrain.colors)

filled.contour(x, y, log(Sm2), color.palette

+ VvV + Vv + VvV V 4+ V V 4+ V V + V V 4+ V V 4+ V V V V V

terrain.colors)
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filled.contour(x, y, log(Sm3), color.palette =
terrain.colors)
filled.contour(x, y, log(Sm4), color.palette =
terrain.colors)
filled.contour(x, y, log(Sm5), color.palette =
terrain.colors)

filled.contour(x, y, log(Sm6), color.palette =

+ VvV + Vv + Vv + VvV

terrain.colors)

A.2. Modelo de Schlather

A.2.1. Modelo de Schlather bidimensional

Se consideran dos sucesiones x y y entre 0 y 10 con 100 elementos. En seguida
cbind(z,y) toma las sucesiones de datos generadas con anterioridad y los combina
por columnas. Con la funcién rmaxstab se genera la realizacion de un proceso
max-estable con los parametros, n = 1 ntimero de observaciones, coord un vec-
tor de coordenadas de cada ubicacion, cov.mod el cual corresponde a la funcion
de correlaciéon a utilizar del modelo de Schlather. Debido a que las funciones de
correlacion son todas validas, el efecto nugget = 0, se especifican los pardme-
tros range y smooth. Como las coordenadas representan puntos de la cuadricula,
grid = TRUE. Finalmente con filled.contour() se obtienen los gréficos de con-
torno con las areas entre las curvas de nivel rellenadas en color solido (Cleveland
llama a esto un grafico de nivel). A la derecha del gréafico se muestra una clave

que muestra como se asignan los colores a los valores de las realizaciones.

library(SpatialExtremes)

x <- y <- seq(0, 10, length = 100)

coord <- cbind(x, y)

#Realizaciones con la funcién exponencial
set.seed(5)

ShE1 <- rmaxstab(1l, coord, cov.mod = "powexp",
nugget = 0, range = 2, smooth = 0.5, grid = TRUE)
set.seed(5)

ShE2 <- rmaxstab(1l, coord, cov.mod = "powexp",

+ VvV VvV 4+ V VvV VvV VvV Vv VvV

nugget = 0, range = 4, smooth = 1.9, grid = TRUE)
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+ VvV + Vv + V V 4+ V V V + V + V

filled.contour(x, y, log(ShE1l),color.palette

terrain.colors)

filled.contour(x, y, log(ShE2),color.palette
terrain.colors)

#Realizaciones con la funcién Whittle-Matérn
set.seed(5)

ShWM1 <- rmaxstab(l, coord, cov.mod = "whitmat",
nugget = 0, range = 2, smooth = 0.5, grid = TRUE)
set.seed(5)

ShWM2 <- rmaxstab(1l, coord, cov.mod = "whitmat",

nugget = 0, range = 4, smooth = 1.9, grid = TRUE)

filled.contour(x, y, log(ShWM1),color.palette

terrain.colors)

filled.contour(x, y, log(ShWM2),color.palette

terrain.colors)

A.3. Modelo de Brown-Resnick

A.3.1.

Modelo de Brown-Resnick bidimensional

Se considera una sucesiéon x entre 0 y 10 con 100 elementos. Con la funcién

rmaxstab se genera la realizaciéon de un proceso méx-estable con los parametros,

n = 1 ntimero de observaciones, x un vector de coordenadas de cada ubicacién,

cov.mod ="

los pardme

vV v + VvV VvV 4+ V VvV Vv V

‘brown” el cual corresponde al modelo de Brown-Resnick. Se especifican

tros range y smooth. Finalmente con plot se obtienen los graficos.

library(SpatialExtremes)

x <-seq(0, 10, length = 100)

set.seed(7)

BR1 <- rmaxstab(l, x, cov.mod = "brown",
range = 100000, smooth = 1.9)
set.seed(7)

BR2 <- rmaxstab(l, x, cov.mod = "brown",
range = 0.00001, smooth = 1.5)
set.seed(7)

BR3 <- rmaxstab(1l, x, cov.mod = "brown",
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+ range =1, smooth =1 )

> set.seed(7)

> BR4 <- rmaxstab(l, x, cov.mod = "brown",
+ range =0.001, smooth =0.000005)

> plot(x, log(BR1), type = "1")

> plot(x, log(BR2), type = "1")

> plot(x, log(BR3), type = "1")

> plot(x, log(BR4), type = "1")

A.4. Modelo t-extremal

A.4.1. Modelo t-extremal bidimensional

Se considera una sucesion z entre 0 y 10 con 100 elementos. Con la funcion
rmaxstab se genera la realizacion de un proceso méax-estable con los parametros,
n = 1 nimero de observaciones, coord un vector de coordenadas de cada ubicacion,
cov.mod el cual corresponde a la funcion de correlacion a utilizar del modelo de
t-extremal. Debido a que las funciones de correlacion son todas validas, el efecto
nugget = 0, se especifican los parametros range, smooth y DoF. Finalmente con

plot se obtienen los graficos.

library(SpatialExtremes)

x <-seq(0, 10, length = 100)

set.seed(6)

TEE1 <- rmaxstab(1, x,"tpowexp", DoF = 4,
2, smooth = 0.5)

nugget = 0, range
set.seed(6)

TEE2 <- rmaxstab(1, x,"tpowexp", DoF = 4,
nugget = 0, range = 4, smooth = 1.9)

plot(x, log(TEE1), type = "1")

plot(x, log(TEE2), type = "1")

set.seed(6)

TEWM1 <- rmaxstab(1l, x, "twhitmat", DoF = 4,
nugget = 0, range = 2, smooth = 0.5)
set.seed(6)

TEWM2 <- rmaxstab(1l, x, "twhitmat", DoF = 4,

vV VvV + VvV V VvV VvV 4+ V V 4+ V V V V
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+ nugget = 0, range = 4, smooth = 1.9)
> plot(x, log(TEWM1), type = "1")
> plot(x, log(TEWM2), type = "1")



Apéndice B

Codigos de simulaciones

condicionales

B.1. Modelo de Schlather

B.1.1. Modelo de Schlather bidimensional

Se consideran dos sucesiones coord y cond.coord entre -5, 5 y -4, 4 con 200 y
5 elementos respectivamente. En seguida c(cond.coord, coord) toma las sucesiones
de datos generadas con anterioridad y los combina por columnas. Con la funcién
rmazxstab se genera la realizacion de un proceso max-estable con los parametros,
n = 1 namero de observaciones, all.coord un vector de coordenadas de cada
ubicacién, cov.mod el cual corresponde a la funcién de correlacion a utilizar del
modelo de Schlather. Debido a que las funciones de correlacion son todas validas,
el efecto nugget = 0, se especifican los pardmetros range y smooth. Como las
coordenadas representan puntos de la cuadricula, grid = T RUE. En seguida con
la funcién condrmazxstab se genera una simulacién condicional de procesos max-
estables con los pardmetros, n.sim = 50 el ntiimero de simulaciones condicionales
que se generaran, coord un vector o matriz que proporciona las coordenadas de
cada ubicacion, cond.coord un vector o matriz que proporciona las coordenadas de
cada ubicacién condicional, cond.data un vector que da los valores condicionales en
las ubicaciones de condicionamiento correspondientes, cov.mod el cual corresponde
a la funcion de correlacion a utilizar del modelo de Schlather. Debido a que las
funciones de correlacion son todas validas, el efecto nugget = 0, se especifican los

parametros range y smooth.
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Finalmente con matplot() se grafica las simulaciones condicionales, con lines()
se grafica las realizaciones del proceso méax-estable, con points() se grafican puntos

sobre el proceso méax-estable.

> library(SpatialExtremes)

> n.sim <- 50

> n.cond <- 5

> range <- 4

\

smooth <- 1.9

n.site <- 200
coord <- seq(-5, 5, length = n.site)

cond.coord <- seq(-4, 4, length = n.cond)

vV VvV Vv Vv

all.coord <- c(cond.coord, coord)

#Exponencial potencia

set.seed(7)

all.cond.data <- rmaxstab(l, all.coord, "powexp",
nugget = 0, range = range, smooth = smooth)

cond.data <- all.cond.datal[l:n.cond]

vV + VvV Vv V

> ans <- condrmaxstab(n.sim, coord, cond.coord, cond.

+ data, range = range, smooth = smooth, cov.mod = "powexp")
> idx <- order(all.coord)

> matplot(coord, t(log(ans$sim)), type = "1", col = "grey",
+ 1ty = 1, xlab = expression(x), ylab = expression(Z(x)))

> lines(all.coord[idx], log(all.cond.data) [idx])

> points(cond.coord, log(cond.data), pch = 15, col = 2)

\%

#Whittle-Matérn
> set.seed(7)

> all.cond.data <- rmaxstab(1, all.coord, "whitmat",
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+ nugget = 0, range = range, smooth = smooth)

> cond.data <- all.cond.datal[l:n.cond]

> ans <- condrmaxstab(n.sim, coord, cond.coord, cond.data,
+range = range, smooth = smooth, cov.mod = "whitmat")

> idx <- order(all.coord)

> matplot(coord, t(log(ans$sim)), type = "1", col = "grey",
+ 1ty = 1, xlab = expression(x), ylab = expression(Z(x)))
> lines(all.coord[idx], log(all.cond.data) [idx])

> points(cond.coord, log(cond.data), pch = 15, col = 2)

B.2. Modelo de Brown-Resnick

B.2.1. Modelo de Brown-Resnick bidimensional

Se consideran dos sucesiones coord y cond.coord entre -5, 5y -4, 4 con 200
y b elementos respectivamente. Con la funciéon rmazstab se genera la realizacion
de un proceso méx-estable con los parametros, n = 1 nimero de observaciones,
coord un vector de coordenadas de cada ubicacion, cov.mod el cual corresponde
al modelo de Brown-Resnick. Se especifican los parametros range y smooth. En
seguida con la funcion condrmazstab se genera una simulacién condicional de
procesos méax-estables con los parametros, n.sim = 50 el niimero de simulaciones
condicionales que se generaran, coord un vector o matriz que proporciona las
coordenadas de cada ubicaciéon, cond.coord un vector o matriz que proporciona
las coordenadas de cada ubicaciéon condicional, cond.data un vector que da los
valores condicionales en las ubicaciones de condicionamiento correspondientes, se
especifican los parametros range y smooth.

Finalmente con matplot() se grafica las simulaciones condicionales, con lines()
se grafica las realizaciones del proceso max-estable, con points() se grafican puntos

sobre el proceso méx-estable.

> library(SpatialExtremes)

> n.sim <- 50

> n.cond <- 5
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> range <- 0.1
> smooth <- 0.05

> n.site <- 200

> coord <- runif(n.site,-5, 5)

\

cond.coord <- seq(-4, 4, length = n.cond)

set.seed(7)
all.cond.data <- rmaxstab(1l, coord, "brown",

smooth)

nugget = 0, range = range, smooth

cond.data <- all.cond.datal[l:n.cond]

vV + Vv Vv

\

ans <- condrmaxstab(n.sim, coord, cond.coord,

+

cond.data, range = range, smooth = smooth)

idx <- order(all.coord)

matplot (coord, t(log(ans$sim)), type = "1",
col = "grey", lty = 1, xlab = expression(x),
ylab = expression(Z(x)))

lines(all.coord[idx], log(all.cond.data) [idx])

vV vV VvV Vv Vv V

points(cond.coord, log(cond.data), pch = 15, col = 2)

B.3. Modelo t-extremal

B.3.1. Modelo t-extremal bidimensional

Se consideran dos sucesiones coord y cond.coord entre -5, 5y -4, 4 con 200 y
5 elementos respectivamente. En seguida c(cond.coord, coord) toma las sucesiones
de datos generadas con anterioridad y los combina por columnas. Con la funcién
rmaxstab se genera la realizaciéon de un proceso méx-estable con los parametros,
n = 1 namero de observaciones, all.coord un vector de coordenadas de cada
ubicacién, cov.mod el cual corresponde a la funciéon de correlacion a utilizar del

modelo t-extremal. Debido a que las funciones de correlaciéon son todas validas,
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el efecto nugget = 0, se especifican los pardmetros range y smooth. Como las
coordenadas representan puntos de la cuadricula, grid = TRUE. En seguida con
la funcién condrmazxstab se genera una simulacién condicional de procesos max-
estables con los pardmetros, n.stm = 50 el nimero de simulaciones condicionales
que se generaran, coord un vector o matriz que proporciona las coordenadas de
cada ubicacion, cond.coord un vector o matriz que proporciona las coordenadas de
cada ubicacién condicional, cond.data un vector que da los valores condicionales en
las ubicaciones de condicionamiento correspondientes, cov.mod el cual corresponde
a la funcion de correlacion a utilizar del modelo de t-extremal. Debido a que las
funciones de correlacion son todas validas, el efecto nugget = 0, se especifican los
parametros range y smooth.

Finalmente con matplot() se grafica las simulaciones condicionales, con lines()
se grafica las realizaciones del proceso méax-estable, con points() se grafican puntos

sobre el proceso méx-estable.

> library(SpatialExtremes)

> n.sim <- 50

> n.cond <- 5

> range <- 4

\%

smooth <- 1.9

n.site <- 200
coord <- seq(-5, 5, length = n.site)

cond.coord <- seq(-4, 4, length = n.cond)

vV VvV Vv Vv

all.coord <- c(cond.coord, coord)

#Exponencial potencia

set.seed(7)

all.cond.data <- rmaxstab(l, all.coord, "tpowexp",
DoF = 4, nugget = 0, range = range, smooth = smooth)
cond.data <- all.cond.data[l:n.cond]

vV + Vv Vv V

\%

ans <- condrmaxstab(n.sim, coord, cond.coord, cond.data,

+ range = range, smooth = smooth, cov.mod = "whitmat")
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APENDICE B. CODIGOS DE SIMULACIONES CONDICIONALES

vV + VvV Vv V vV VvV + Vv VvV

vV Vv + VvV Vv Vv V

idx <- order(all.coord)

matplot (coord, t(log(ans$sim)), type = "1", col = "grey",
1ty = 1, xlab = expression(x), ylab = expression(Z(x)))
lines(all.coord[idx], log(all.cond.data) [idx])
points(cond.coord, log(cond.data), pch = 15, col = 2)

#Whittle-Matérn

set.seed(7)

all.cond.data <- rmaxstab(1, all.coord, "twhitmat",
DoF = 4, nugget = 0, range = range, smooth = smooth)

cond.data <- all.cond.datal[l:n.cond]

ans <- condrmaxstab(n.sim, coord, cond.coord, cond.data,
range = range, smooth = smooth, cov.mod = "whitmat")

idx <- order(all.coord)

matplot (coord, t(log(ans$sim)), type = "1", col = "grey",
1ty = 1, xlab = expression(x), ylab = expression(Z(x)))
lines(all.coord[idx], log(all.cond.data) [idx])
points(cond.coord, log(cond.data), pch = 15, col = 2)
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