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Introducciéon

Algunos monstruos y su dimensioén

“Las nubes no son esferas, las montanas no son conos, las costas no son circulos, y las
cortezas de los drboles no son lisas, ni los reldmpagos viajan en una linea recta.”

(Mandelbrot, de su libro “The Fractal Geometry of Nature”, [20])

La frase anterior es quizés la més conocida por la comunidad cientifica dedicada al estudio
de la geometria fractal, la cual es el area encargada del anélisis y desarrollo de unas es-
tructuras matemaéticas consideradas en un principio como monstruos mateméaticos debido
a que no encajaban en la teorfa desarrollada por Euclides. De hecho, se puede rastrear
el origen de la geometria fractal a partir del ano 1885, cuando Weierstrass construye una
funcién continua en todo punto de su dominio y no derivable en ninguno de ellos.

La etapa de desarrollo de la geometria fractal dur6 aproximadamente hasta el ano
1925, siendo sus principales desarrolladores Cantor, Peano, Lebesgue, Hausdorff, Besico-
vitch, Bolzano, Koch, Osgood, Sierpisnky y Urysohn. Durante esta etapa, los matematicos
observaban que era imposible establecer el concepto de irregularidad y de fragmentacion
de estas figuras, siendo Cantor el primero en iniciar con un anélisis riguroso (en su carta
a Dedekind), seguido de Peano.

Estos monstruos matemaéticos son actualmente conocidos con el nombre de fractales
debido a su naturaleza fragmentada y fueron bautizados por el matematico polaco-francés-
norteamericano Benoit Mandelbrot en 1982 (]20]). Desde el descubrimiento de la funcion
de Weierstrass, se ha observado la gran posibilidad de recrear la naturaleza a partir de
estas estructuras, esto generé un gran interés en descubrir la riqueza de informacion con
la que cuentan estas formas, una de ellas es su grado de irregularidad o de fragmentacion.
Desde entonces, se han realizado diversos intentos de medir la irregularidad, siendo la
medida méas aceptada, y descubierta de forma puramente intuitiva, la dimensién en la que
se encuentra inmerso el objeto.
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Existen diversas ideas de dimension, una de ellas es la dimensién topologica segin
Brouwer, Lebesgue, Menger y Uryson (quienes fueron sus principales desarrolladores), otra
de ellas es la dada por Hausdorff y desarrollada por Besicovitch, la cual estd basada en
conceptos topologicos y de teoria de la medida y que generaliza la longitud, area, volumen
y la dimensiéon de un espacio topologico. La principal diferencia entre ellas es que, en un
espacio de dimension finita, la dimension topoldgica es un valor entero mientras que la
de Hausdorff ya no tiene por qué serlo. Por lo anterior, Mandelbrot define a los fractales
como los conjuntos con dimension de Hausdorff estrictamente mayor que la dimension
topologica, esto es, la dimension fraccionaria es una de las caracteristicas intrinsecas que
debe poseer una figura para ser considerada fractal; sin embargo, ain se presentaba el
problema de como calcularla.

Es hasta el ano 1981 cuando J. E. Hutchinson (|I1]) plantea una teoria con rigurosa
formalidad basada en otra propiedad observable de los fractales: la autosimilitud, esto es,
la observacion de la misma estructura a diferentes escalas, en su trabajo establece una
dimension llamada de autosimilitud, definida a través de bolas abiertas (véase la Seccion
2.2)), no obstante, su definicién no proporciona por si misma una forma practica para cal-
cularla. Por otro lado, en anos recientes se cre6 un algoritmo para calcular la dimension:
el método de conteo de cajas, el cual resulta muy préctico y facilita la estimacion de la
dimension, el inico inconveniente de este es la falta de rigor matematico en su construc-
cion, a pesar de ello, es uno de los métodos mas utilizados. Para darle el rigor matematico
a este método, se demuestra que la dimension fractal, de Hausdorff y de conteo de cajas
en realidad son equivalentes y lo establece el teorema de Moran (P. A. P. Moran en [24])
que se encuentra en la Seccidon de esta tesis, con lo que se logra unir dos herramientas
poderosas para nuestro analisis.

El método de conteo de cajas se caracteriza por cubrir al fractal con formas medibles,
que en dimension dos son cuadros y cubos en dimension tres (de ahi su caracteristico
nombre), que luego se hacen cada vez mas «pequenos» de tal forma que la suma de sus
medidas se aproxime a la medida del objeto de estudio; la forma en la que se construye
la dimension de Hausdorff muestra que esta estrategia aproxima muy bien a la dimension
fraccionaria de la figura cuando este limite existe.

A inicios del ano 2010, el célculo de la dimension fractal mediante el cubrimiento por
cajas se realizaba a mano, un ejemplo se puede observar en [20], sin embargo, actualmente
existen algunos tipos de Software de uso libre, tal como el Fractal Research on Geoscien-
ce (FROG) desarrollado por el Dr. Jean-Francois Parrot en el Laboratorio de Anélisis
GeoEspacial, del Instituto de Geografia de la Universidad Nacional Auténoma de México
UNAM; también se cuentan con programas comerciales, uno muy util es BENOIT de
TruSoft.
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Estado del arte en identificacidon biométrica

Las aplicaciones de la dimension fractal han sido diversas, podemos mencionar en
neurologia, biologia, medicina, arqueologia y exploraciéon petrolera; el objetivo principal
de la tesis es mostrar la forma en la que se aplica en reconocimiento biométrico del iris
del ojo. Los métodos utilizados en la identificacion de personas a través de esta técnica
toman ciertas caracteristicas de este y las comparan con bases de datos preestablecidas.
Estos algoritmos logran una alta precision en la busqueda, pero uno de los problemas
més comunes es que son adecuados para su uso solo en pequenas instancias ([I3]) el cual
denominaremos como el problema de escalabilidad.

Una solucién parcial al problema de escalabilidad es la introducciéon de una clasificacion
en la primera etapa de deteccion, por ejemplo, si el iris del ojo es de cierto color, es
conveniente compararlo con valores de ojos con esta misma caracteristica, en lugar de
realizar el cotejo contra toda la base de datos; sin embargo, a lo mas se pueden introducir
tres tipos de color: claro, promedio y oscuro ([13]), por lo que la base solo se logra dividir
en ese mismo numero de partes, lo que genera que los métodos de reconocimiento atun
presenten una deficiencia en el rastreo si la instancia cuenta con una cantidad mayor a
3000 imégenes. La dimension fractal es una herramienta de apoyo para efectuar un primer
filtrado en la busqueda, debido a que permite descomponer un catalogo relativamente
grande en conjuntos de ilustraciones con dimensiéon dentro de un intervalo de longitud
pequena, por lo que la base se puede seccionar en tantas proporciones como se requiera.

Planteamiento del problema y objetivo general

El objetivo general se dividiré en las siguientes dos partes, a manera de ser especificos,
al mismo tiempo se plantearé el problema:

OBJETIVO 1 El problema que se desea resolver en esta tesis es demostrar de forma
detallada que la dimension de Hausdorff, de conteo de cajas y fractal son equivalen-
tes, asi se le proporcionaré el rigor matemaéatico que requiere el método de conteo de
cajas y, al mismo tiempo, se brindard un proceso para calcular la dimensién fractal.

OBJETIVO 2 Un segundo objetivo de esta tesis es brindar al lector una visiéon de
las aplicaciones de esta teoria. Para lograrlo, se mostrard que la dimension fractal
puede ser 1til en una primera etapa en los métodos de identificacion biométrica,
esto a través de la insercion del filtrado que proporciona aunado con la clasificaciéon
por color, asi, se exhibiré la manera en que esta coadyuva para adecuar los sistemas
usuales de reconocimiento a bases de datos grandes, manteniendo la precision en la
deteccion de personas.
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Estructura de la tesis
Este trabajo de tesis se encuentra estructurado en tres capitulos:

1. Preliminares. Con el objetivo de elaborar esta tesis lo més auto contenida posible, se
presentan los conceptos utilizados en el desarrollo de la investigacion, en especifico,
las definiciones de topologia, medida, métrica, medida exterior métrica y el espacio
topologico, de medida y métrico.

2. Fractales y dimension fractal. En esta seccion se introducen las distintas dimen-
siones de nuestro interés: topologica; fractal, junto con el anéalisis de la caracteriza-
cion de estas formas; de Hausdorff y la construccion de la dimension de conteo de
cajas y algunas de sus propiedades. Se finaliza este capitulo mostrando el teorema
de Moran.

3. Identificaciéon biométrica del iris del ojo. En este capitulo, se discuten los siste-
mas de identificaciéon basados en el iris del ojo, se muestra una propuesta de clasi-
ficacion de las imagenes a través de un método hibrido que involucra la dimension
fractal y el color del ojo y, finalmente, se analiza esta categorizaciéon como primer
paso en los métodos usuales de reconocimiento biométrico.

Justificacién e hipotesis

La justificacion de esta investigacion es que el desarrollo de esta tesis proporcionara los
fundamentos teoéricos para comprender los conceptos de las dimensiones de Hausdorff, de
conteo de cajas y fractal, asimismo, exhibird una demostracion detallada de la equivalencia
entre ellos, logrando el objetivo general del trabajo, ademas, se discutira la implementacion
de la dimensién fractal en los métodos usuales de identificacion biométrica de personas,
a través del iris del ojo con el objetivo de mostrar la utilidad de la teoria recopilada en
esta investigacion.

Por lo tanto, tomamos como hipotesis que la dimension fractal cuenta con el rigor
matemético requerido que le proporcionaré la dimensiéon de Hausdorff, ademas, el método
de conteo de cajas serda un proceso con el que se podra calcular la dimension fractal de
una figura arbitraria. Por otro lado, la aplicacion mencionada mostrara la utilidad de
los conceptos abstractos plasmados en este trabajo, especificamente, como la dimension
fractal puede mejorar la precision de los sistemas de reconocimiento biométrico en bases
de datos relativamente grandes.




Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir los fundamentos basicos que son utilizados en
el desarrollo de la tesis, en particular, los relacionados con teoria de la medida y espacios
métricos.

1.1. Medida exterior

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto. Denotamos por 2% a la coleccién de subconjuntos
X.

Definicién 1.1.2. Sea X un conjunto. Una medida exterior en X es una funcion p* :
2% — [0, 00] que cumple con las siguientes condiciones:

L. p*(0) =0.

2. Si A, B€2X y AC B entonces u*(A) < u*(B).

3. Si {B,}nen es una sucesion en 2% entonces

/L* (UTLENBH) S Z M*(Bn)'

neN

Proposicion 1.1.3. Sean X un conjunto; G una familia de subconjuntos de X para el
cual ) € Gy cada E C X tiene una cubierta {G,, },en de elementosen G, y A : G — [0, o0
una funcién tal que A\() = 0. Si p* : 2% — [0, o0] se define como

w'(E) = inf {Z A G,) - {Gp}nen es una G — cubierta de E} :

neN



2 Medida exterior

entonces p* es una medida exterior y se llama medida exterior generada por .
Demostracion. La demostracion se dividira en tres pasos:

1. Mostremos que p*() = 0. Consideremos la sucesion {G/ },en, con G, = () para
cualquier n € N. Se tiene que {G),}nen € G y {G) }nen es una cubierta de (). Luego,

p(0) = inf {Z MGr) : {Gp}nen es una G — cubierta de @} < Z MG =0,

neN neN

con lo que se concluye lo deseado.

2. Demostremos que si A, B € 2% y A C B entonces u*(A) < p*(B).

Sea {G!, }nen una cubierta para B, luego B C U, enG!,. Asi A C U,enG, por tanto
{G’, }nen es una cubierta para A. Se sigue que

p*(A) = inf {Z AMG,) : {Gp}nen es una G — cubierta de A} < Z MGL).

neN neN

Dada la arbitrariedad de {G/, },en resulta que

p(A) < inf {Z AMG,) 1 {Gp }nen es una G — cubierta de B} = u*(B),

neN

con lo cual se demuestra la desigualdad.

3. Sean { B, }nen C 2% y € > 0. Para cadan € N, tomemos una sucesion { A, bmen € G
tal que

. €
meN

Luego { A, : n,m € N} es una coleccion numerable de conjuntos de G, cuya uniéon
contiene a U,enB,, por tanto,

P B) < 30N M) <3 1 (Ba) + e

n=1 meN

Con lo que se concluye que p*(UpenBy) < > 07 1*(B).
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1.2. Espacios métricos

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto. Una funcién d : X x X — R es una métrica o
distancia sobre X si cumple con las siguientes condiciones:

Ejemplo 1.2.2. El conjunto R” con la funcién

d((@1, - wn)s (Y1, Yn)) =

es un espacio métrico ([I, Teorema 3.3, pag. 59]) . La funciéon d se le conoce como
métrica usual de R™.

Definicién 1.2.3. Un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy en X
converge en X.

Ejemplo 1.2.4. 1. Sea R* el conjunto de los reales extendidos, es decir, R* = R U
{—00,0}. A este espacio le dotamos de una métrica d,, : R* x R* — R dada por la
siguiente relacion

du(x,y) = d(u(z), u(y)),
donde d es la distancia usual de R y u : R* — [—1, 1] esta definida por

X 3 .

T six € R;

u(z) = 1, si x = oo;
-1, siz=—o0.

De esta forma, u es una isometria, de modo que (R* d,) es un espacio métrico
compacto y, por tanto, completo (véase [33]). Ademés ulg : R — (—1,1) es un
homeomorfismo (con la métrica usual d). Esto hace que una sucesion de elementos
de R converge con la métrica d, a un ntmero real si y solo si converge a ese mismo
namero con la distancia usual d. También una sucesion (z,) en R* tiende a +00 con
la métrica d, si y solo si lo hace en el sentido usual.




4 Espacios métricos

2. De igual forma que el inciso anterior, véase [33], N* := N U {co} es un espacio
métrico con la métrica ds : N* x N* — [0, 00) dada por

ds(m,n) = d(s(m), s(n)),

donde s : N* — R esta definida por

Definicion 1.2.5. Sea (X, d) un espacio topologico y A C X. Diremos que x es un punto
de acumulacion de A si para cualquier subconjunto abierto U de X que contenga al punto
x, se tiene que

(UN\A{z}) N A#0.
El conjunto de todos los puntos de acumulaciéon de A se llama conjunto derivado de A, y
se representa por A’.

Teorema 1.2.6. Sean M, My y M espacios métricos con M completo; A C My, B C Mo,
xg € A\ A yo€ B\ By f:Ax B — M una funcion. Si las siguientes condiciones se
cumplen:

1. lim, ., f(z,y) existe para cada y € B,

2. lim,_,,, f(x,y) existe uniformemente en € A,

entonces los tres limites

lim lim f(z,y), lim lim f(z,y), lim  f(z,y)

T—T0 Y—Yo Y—Yo TT0 (z,y)—(zo,y0)
existen y son iguales (véase [30]).

Definiciéon 1.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcion f : X — X es una con-
traccion, si existe 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(z), f(y)) < cd(z,y)

para cualesquiera x,y € X. La constante ¢ se llama constante de contracciéon. En el caso
en que

d(f(x), f(y)) = cd(x,y)

se dice que f es una similaridad en X y en esta situacion la constante ¢ se llama factor
de contraccion.

Proposicion 1.2.8. Si X = R"y f: X — X es una similaridad con factor de contraccion
¢, entonces para cada x € X y r > 0, f(B(z,r)) = B(f(x),cr).
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Demostracion. ([29)]). [ |

En el siguiente teorema f™ denota a la composicion de f consigo misma n veces.

Teorema 1.2.9. (|25]) [Principio de contraccién de Banach| Sea X un espacio mé-
trico completo. Si f : X — X es una contraccion, entonces f tiene un tnico punto fijo p,
y para cualquier x € X, la sucesion (f"(x)) converge a p. Méas atn,

cn

1—-c

d(f"(x),p) < d(z, f(x)).

Definicién 1.2.10. Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y A, B C X. La distancia
entre los conjuntos Ay B se define como

d(A,B) = inf{d(y,2) :y € A, z € B}
y la distancia entre el punto x y el conjunto A como
d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}.

Definicion 1.2.11. Sea (X, d) un espacio métrico, diremos que una medida exterior p*
definida en X es medida exterior métrica, si dados A, B C X tales que d(A, B) > 0, se
tiene que

p (AU B) = p*(A) + p*(B).

Definicion 1.2.12. Sea (X, d) un espacio métrico, £ C X y € > 0. Se define la nube de
E con radio € como:

(B)={x€ X :d(z,F) < €}.

Observe que (E). es un conjunto abierto que contiene a F (véase [2]) , pues

(E>e = U Be<y>'

yek

Definicion 1.2.13. Sea (X, d) un espacio métrico y S la coleccién de subconjuntos com-
pactos y no vacios de X. La funcion H : § x § — R" U {0} definida como

H(E,F)=mf{e>0: EC(F). y FC(E)J},

para cada E, F' € §, es una métrica sobre S§. Esta métrica cominmente se conoce como
métrica de Hausdorff.

Proposicion 1.2.14. Si {A;}7,, {B;}*; C S entonces

ie{l,...,m}
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Demostracion. Sea v > 0 luego para cada ¢ = 1,...,m, existe ¢ > 0 tal que ¢ <
H(A; B)) +7v y
A C (Bi)eiv B; C (Ai)fi'

Sea € = méx{¢; : ¢ =1,...,m}. Mostremos que
U;ilAi - (U?;lBi)e'

Sea x € Uj»; A; luego existe j € {1,...,m} tal que v € A; de modo que x € (B;),, y, por
tanto, x € (B;).. Asi d(x, B;) < e. Ahora, observe que

{d(z,y) :y € Bj} € {d(z,y) : y € UL, Bi,
por tanto,
d(z, U, B;) = inf{d(z,y) : y € UL, B;} < inf{d(z,y) : y € B;} = d(x, B;).
En consecuencia, d(z, U, B;) < €, es decir, x € (U%; B;).. De igual forma se muestra que
UL Bi € (UL, 4). -

Por lo tanto, H (U™, A;,U™ B;) < e. Note que € = ¢, para algun s € {1,....m}, asi
e < H(As, Bs) + v < méxeqn,..my H(A;, B;) + de modo que

ie{l,...,m}

siendo «y arbitrario tenemos la desigualdad deseada. |

Definicién 1.2.15. Sea X un conjunto y F' C 2. Se dice que F tiene la propiedad de la
interseccion finita si la interseccion de cualquier subfamilia finita de F' es no vacia.

Definicién 1.2.16. Sea (X,d) un espacio métrico. Si cada F' C 2% tiene la propiedad
de la interseccion finita, entonces decimos que (X, d) tiene la propiedad de interseccion
finita.

Proposicion 1.2.17. Sea (X, d) un espacio métrico que tiene la propiedad de interseccion
finita. Si {A,},en es una sucesion en S tal que A, .1 C A, para toda n € N, entonces
A, — ey Ay con la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Puesto que X tiene la propiedad de interseccion finita, se sigue que (), Ay
# (), por tanto, (o, Ax € S. Sea € > 0. Mostremos que existe ng € N tal que

k=1 €
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para toda n > ng. Supongamos lo contrario, es decir, para cada n € N, existe m > n tal
que Ap, Z (Mo Ar),- Esto implica la existencia de una sucesion estrictamente creciente
de naturales n; < ny < --- tales que

e ()

para toda s € N. Tomemos z,,, € A,, \ (Ns; Ax), para toda s € N. Dado que {4, }nen es
una sucesion decreciente, se tiene que {z,, }sen €s una sucesion en A,,,. Por la compacidad
de A,, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe x € A, tal que z,, — x.
Dado que X \ (N2, Ax), es cerrado y (x,,) estd en X \ (2, Ax), se tiene que z €
X\ (Np2; Ak),- Supongamos que existe k&* € N tal que @ € Ay, luego existe 7 > 0 tal que
B(z,7) N Ag« = (). Puesto que x,,, — x, tenemos que existe sy € N tal que z,,, € B(z,r)
para toda s > so. Tomemos s’ € N tal que s’ > sgy ny > k* luego z,,, € B(x,7) C X\ Ag-
Y T, € A,, € Ap- lo cual es una contradiccion. Asi para toda k € N, x € Ay, luego
T € ﬂ,zozl Ay, esto es una contradiccion. Por lo tanto existe ng € N tal que

)

k=1

€

para toda n > ng. Por otro lado, claramente

ﬂ Ak g (An)ea
k=1

para toda n € N. Asi para cada n > ng, h (A,, e, Ax) < €. [ |

La siguiente proposicion fue demostrada por F. Hausdorff en [8], aqui la exhibimos sin
demostraciéon debido a su complejidad.

Proposicion 1.2.18. El espacio (S, h) es completo.

Definicién 1.2.19. Sean A CR, 2 € A’y f: A — R una funcién. El limite superior e
inferior de f se define como

limsupf(x) = inf sup  f(x)
T—To >0 z€AN(z0, zo+7)
y
liminf f(z) = sup inf f(z).
T—T0 >0 TEAN(T0, To+7)

Proposicién 1.2.20. ([T, Teorema 8.3, pag. 225|) Sean ACR, v € A’y f: A— R una
funcion. Luego

lim f(z) =L < liminff(z) =limsupf(z) = L.

T—T0 T—T0 T—x0
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Capitulo 2

Fractales y dimension fractal

La primera definicién concreta de fractal dada por Mandelbrot es la siguiente:

Un fractal es un conjunto cuya dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch es mayor que su
dimensién topologica.

(Tomado de Montesdeoca, [23])

Posteriormente, Hutchinson en [IT] le brinda formalidad al anterior concepto e introduce
de forma matematica una propiedad adicional observable en los fractales: la autosimilitud
y, a través de ella, define una dimension equivalente a la fractal. (Vea la Definicion [2.2.1)).

Por otro lado, el método de conteo de cajas es una forma para calcular la dimension
fractal que, a pesar de que es un proceso muy intuitivo, posee bases solidas matemaéticas y
lo demuestra el teorema de Moran. En este capitulo, mostraremos la construcciéon de cada
una de estas dimensiones y se finaliza con la formulacion y demostracion de la equivalencia
entre ellas, con lo que se proporciona un algoritmo para encontrar la dimension fractal
con el rigor matematico de la dimensién de Hausdorff.

2.1. Dimension topologica

La dimension topologica se conoce también como la dimensiéon de cubiertas debido a
que se define a través de ellas. Iniciaremos definiendo dichos recubrimientos para poste-
riormente proporcionar su definicion.

Definicion 2.1.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico, K un subconjunto de X y G C 2%.
Una familia U = {U,, : a € I} es una cubierta de K, si K C Uye;U,. Cuando para cada

9
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ael, U, €7, sedice que U es una G—cubierta de K. En el caso particular en que G = 7
se dice que U es una cubierta abierta de K.

Se dice que una cubierta V de K es mds fina que la cubierta U si todo elemento de V
estd contenido en algin elemento de U. Si la familia U es finita se define el orden de U
como el maximo numero de conjuntos de U que tienen una intersecciéon no vacia, es decir,
el orden de U estd dado por

méx{cad(J):NT #0y T CU}.

Definicion 2.1.2. Sea (X, 7) un espacio topologico. La dimension topoldgica de un sub-
conjunto K de X es el minimo valor n, con n € N, para el que toda cubierta abierta de K
admite una cubierta abierta més fina de orden no superior a n + 1. Si no existe un valor
minimo de n, entonces se dice que el conjunto es de dimension infinita.

2.2. Dimension fractal

Mandelbrot en [19] introduce la palabra fractal, a partir del adjetivo latino fractus,
que significa ‘interrumpido’ o ‘irregular’, y la utiliza para referirse a las figuras que tienen
una forma irregular cuya estructura se repite a diferentes escalas, pero principalmente
a objetos con dimensién no entera, esto es, puede ser una fraccién simple como % 0 g,
e incluso un namero irracional, por ejemplo 7, e 0 /2. Asi, se puede decir que algunas
curvas tienen dimension entre 1y 2, o que, para ciertas superficies su dimension esta entre
2 y 3, y finalmente definir “polvo” con dimensién entre 0 y 1. Cuando una dimensién no

es entera se le llama dimension fraccionaria.

Para dar contexto al surgimiento del concepto de fractal, considérese como punto de
partida la geometria euclidiana, cuyos elementos basicos son puntos, lineas, curvas, etcé-
tera, estos entes resultan ser adecuados para modelar algunos de los fen6menos naturales
y cuantificarlos midiendo longitudes, areas o voliimenes. La geometria euclidiana descri-
be las formas presentes en la vida cotidiana del ser humano y las que han sido creadas
por él. Ahora que, si los objetos presentan formas tan complejas e irregulares, la métri-
ca euclidiana no es suficiente para medir su grado de complejidad (o de fragmentacion);
por ejemplo, en 1961 Lewis F. Richardson ([28]) realizé6 un tratado sobre el calculo de
la extension de lineas fronterizas y observd que esta aumenta en funcién de la precision
con la que se mide, esto es, las longitudes dependen de la escala de observacion, lo que
ocasiona que el largo de una frontera no se pueda establecer o tienda a infinito y crea
«monstruos» que no son coherentes con la geometria de Euclides, muestra de ello son las
curvas cerradas de longitud infinita. Posteriormente, Mandelbrot en [19], basado en los
trabajos de Richardson, propone un método para calcular la irregularidad de un objeto
evaluando cuan rapido crece la distancia, la superficie o el volumen, si se cuantifica en
escalas cada vez mas pequenas, lo que da origen a la geometria fractal.




Fractales y dimensién fractal 11

Existen principalmente dos clases de fractales, los creados por alguna férmula recur-
siva, llamados matemdticos, y los naturales. Una peculiaridad de los primeros es la auto-
similitud sin limite, es decir, que a cualquier «nivel» se observa la misma estructura, por
lo tanto, tienen una cantidad infinita de detalles. Por otro lado, los niveles de observacion
de los disenados por la naturaleza es un ntimero finito y la semejanza en diferentes escalas
no es totalmente exacta. Especificamente, se cuenta con las tres clasificaciones siguientes:

Auto-similitud exacta. Este es el tipo més restrictivo de auto-similitud debido a que exi-
ge que el fractal sea idéntico a diferentes escalas. A menudo se encuentra en fractales
matematicos definidos por sistemas iterados de funciones (Vea la Definicion [2.5.4)).

Cuasi auto-similitud. Exige que el fractal sea aproximadamente idéntico a diferentes esca-
las. Las estructuras de este tipo contienen copias menores y distorsionadas de si mismos.
En este sentido, D. Sullivan defini6é de forma matematica a un conjunto cuasi auto-similar
a partir del concepto de cuasi-isometria. Los fractales definidos por relaciones de recu-
rrencia son normalmente de esta categoria (véase [26]).

Auto-similitud estadistica. Es el tipo mas débil de auto-similitud, se exige que el fractal
tenga medidas numéricas o estadisticas que se preserven con el cambio de escala. Los
fractales aleatorios son ejemplos de estas estructuras (véase [19]).

El polvo de Cantor (Figura muestra auto-similitud exacta, la Curva de Koch
(Figura tiene cuasi auto-similitud y ejemplos de auto-similitud estadistica es la que se
observa en los contornos de las nubes, costas, las ramificaciones de los arboles, entre otros.

De la propiedad de auto-similitud se desprende la imposibilidad de medir el contorno de

Figura 2.1: Polvo de Cantor

un fractal matematico, es decir, su perimetro es infinito y su éarea es finita (|23]), esto es
una muestra méas de que la geometria euclidiana no puede describir a este tipo de formas.

Por todo lo anterior, un fractal se caracteriza mediante las siguientes propiedades:

1. Tiene una estructura compleja a cualquier escala de observacion.
2. Es auto-similar independientemente de la escala.

3. Tiene dimensién no entera.
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Figura 2.2: Curva de Von Koch

4. Tiene perimetro de longitud infinita pero un area finita. En una dimensiéon mayor,
area infinita con volumen finito, etc.

Los fractales se construyen a través de procesos recursivos, por ejemplo, Mandelbrot
en [2I] muestra un algoritmo para construir arboles, este método consiste en colocar dos
lineas rectas unidas por un extremo e ir agregando nuevas en cada uno de los extremos res-
tantes (Figura ; obsérvese la semejanza del arbol obtenido por una serie de iteraciones
con el real en la Figura Actualmente estos algoritmos son recreados por programas
computacionales.

leratmon 0 feration | leratwn 2 lertion ¥ lieratson 4 Iiesation §

Figura 2.3: Construccion de un arbol fractal

Figura 2.4: Arbol real
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Se puede verificar que los puntos tienen dimension topologica 0; las lineas, 1; las
superficies, 2 y los volumenes, 3. Sin embargo, en geometria fractal, las formas son tan
complejas que casi «cubren» el espacio en el que se encuentran, por ejemplo, es posible que
una linea sea practicamente una superficie (ver Figura ; por esta razoén, se considera
a la irregularidad como un incremento fraccionario de la dimensiéon topologica. En este
contexto, es viable que una curva posea un area en un rango dimensional entre 1 y 2,
asi mismo, una superficie tenga volumen entre 2 y 3, a este valor se le conoce como la
dimension fractal y, formalmente, se define con base en la propiedad de auto-similitud de
la siguiente manera:

Definicion 2.2.1. Sea (X, 7) un espacio topologico y K C X. Consideremos N (K, ¢)
como el nimero minimo de bolas abiertas de radio € necesarias para cubrir el conjunto
K. La dimension fractal (o de similitud), dimg,,, se define como

loge N(K
dimyg;,, (K) = lim e\ (1 .€)
e—0 log <

. log N(¥¢)
=llm-——"2
e—0 log e

siempre que el limite exista.

La idea intuitiva que sustenta la anterior definiciéon de dimensién fractal en forma de
limite se aborda a detalle en la Seccion 2.4l

Figura 2.5: Distintas iteraciones de la curva de Hilbert, considerada una curva
que tiene é&rea. Imagen adaptada de FEncanto fractal: curvas que recubren el plano.
https://matemelga.wordpress.com /2018 /07 /25 /curvas-fractales-que-rellenan-el-plano/

Hemos observado de manera intuitiva que la dimensiéon fractal es mayor o igual que
la dimension topologica, en el caso de que sea estrictamente mas grande es muy probable
que el conjunto K forme un fractal dentro del espacio topologico X.
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2.3. Dimension de Hausdorft

Uno de los objetivos de la geometria fractal es medir la irregularidad de formas com-
plejas, por lo que se requiere introducir un mecanismo especial que logre hacerlo, en este
caso, la medida exterior de Hausdorff cumple con los requisitos y, aiin mas, extrae la
informacién necesaria para posteriormente calcular la dimension fractal. En esta seccion
se muestra su construccion, se prueba que es una métrica y, en la parte final, se introduce
la dimensién generada por ella.

Una manera de medir un conjunto en un espacio normado es mediante el didmetro, el
cual brinda una forma de comparar el «tamano» de dos conjuntos. En lo que sigue de esta
tesis a menos que se indique lo contrario el espacio con el que se trabajara serd X = R".

Definicion 2.3.1. Sean X = R” con la métrica habitual d y U C X no vacio. El didmetro
de U se denota por |U| y se define como

|U| = sup{d(z,y) : v,y € U}.
Cuando U = () ponemos |U| = 0.

Mediante el diametro se puede controlar la magnitud de los elementos de una cubierta,
la siguiente definicion nos muestra una manera de hacerlo.

Definicién 2.3.2. Sean 0 > 0y £ C R".
1. Se define la familia Gy en la siguiente forma

Gs = {G CR": |G| <},

2. Para cada s € (0,00) se define A3 : G5 — [0, 00| como

s _ [ 1GP sG>0
Aé(G)_{ 0, si|G|=0.

Definase también \) : Gs — [0, 00) como

1 1 G :
we-{y 167y

3. Una coleccion {U; }ien de subconjuntos de R™ es un d-recubrimiento de E, si {U, }ien
es una cubierta de F y U; € G5 para todo ¢ € N.

Consideremos un d-recubrimiento numerable de un subconjunto £ de R” y sumemos
los diametros de cada elemento elevados a una potencia positiva s; luego hallemos el limite
cuando 9 tiende a cero, esto nos dara una medida aproximada del conjunto E dependiente
de s. En las siguientes dos definiciones se mostraréd con més detalle su construccion.
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Definicién 2.3.3. Sean s € [0,00) y § > 0. Se define H;(E) : 28" — [0, 0] como

Hj3(FE) = inf {Z A5(Uy) : {U, }nen es un 6 — recubrimiento de E} ,

neN
con E € 2R",

Proposicion 2.3.4. Para cualesquiera s € [0,00) y 6 > 0, Hj es una medida exterior.

Demostracion. Sea 6 > 0. Es claro que ) € G5 y que para cada subconjunto E de R",
existe una cubierta {U;};en de E tal que U; € G5 para toda ¢ € N. Ademés, para un
s € [0, 00) fijo, A3(0) = 0. Luego por la Proposicion se tiene que

Hj;(E) = inf {Z As(Uy) - {Un}nen s una Gs — cubierta de E}

neN

es una medida exterior. |

Definiciéon 2.3.5. Sean £ C R" y s un ntmero no negativo, la medida exterior s-
dimensional de Hausdorff de E se define como

H*(E) = lim H:(E).

6—0

En el Teorema se muestra que en efecto H® es una medida exterior. La siguiente
proposicion muestra que el limite anterior existe en [0, oo] y da una forma alternativa para
calcular la medida exterior s-dimensional de Hausdorff en términos de un supremo.

Proposicion 2.3.6. Sean £ C R" y s € [0,00). Luego

H*(F) =lim Hj(F) = sup H§(F).

IN

Demostracion. Para §,0" > 0 tales que §' < 6, se tiene que Gy C Gs, por lo que H§(E)
H}/(E). Esto muestra que Hj(FE) es decreciente con repecto a d. Luego lims_,o Hj(E
existe en [0, 00] y es igual a supy.o Hi(E).

.\/

Teorema 2.3.7. La funcion H* : 28" — [0, 00] es una medida exterior métrica con la
distancia euclidiana.

Demostracion. Por la Proposicién[2.3.4] Hj es una medida exterior para toda § > 0. Esto
hace que H® sea una medida exterior, en efecto,

(1) H*(0) = lims_,o H; (0) = 0.
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(2) Si Ey, Ey son subconjuntos de R™ con E; C Ey entonces H*(Ey) = im0 H(E;) <
1im§_>0 Hg(EQ) = HS(EQ)

(3) Sea {E,}nen una sucesion de subconjuntos de R"™. Para demostrar la desigualdad
deseada de este inciso usaremos el Teorema . Sean M; = [0,00), My = N*, M = R*,
A=(0,00),B=N,0)=0,n9g =00y f: AxB — M definida por f(,n) = >, _, Hi(Ex).
Observe que

6—>d0

lim f(d,n —%%;Hé(Ek thH5 Ey) = ZH Ex)

para cada n € B. Por otra parte, { H§(E,,) }nen s una sucesion en [0, oo] tal que H(E,) <
H*(E,) para toda n € N,y Y _H*(E,) converge en R*. Luego por el criterio de
Weierstrass, Y, .y H;3(E,) converge uniformemente en § € (0,00), es decir,

lim f(0,n) = lim g Hi(Ey) = g Hj(FE
n—ng n—00
k=1 neN

existe uniformente en § € (0, 00). Por lo tanto, por el Teorema m,
lim lim f(0,n) = lim lim f(J,n).

d—dg n—no n—ng d—dg

Lo cual implica que

lim l{m ZHJ (E),) = lim hmZHg(Ek).
=1

d—0n—oo n—o0 6—0
Asi
H* (UneriBn) = lim H3(UpenBy) < lim y  H3(E
neN
o 1t s
fug lin, ) 43 ()

= lim lim Y ~ H;(Ey)

n—oo 6—0 —
= lim Y H*(E) =Y H'(E
n—oo
k=1 neN

Mostremos ahora que H® es una medida exterior métrica. Sean A, B C R" con
d(A,B) > 0y 0 tal que 0 < § < d(A,B). Sea ¢ > 0, luego existe {C,},en un J-
recubrimiento de AU B tal que

A(Ch) < H(AUB) +
Z )+
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Consideremos los conjuntos

I={neN:C,NA#0}, J={neN:C,nNB# 0}

Luego INJ =0, A C U,e;C,, y B C U,esC,, en efecto, si existe m € I N J entonces
ChnNA#0Dy C,NB+#0porlo que existen x € Ay y € B tales que z,y € C,,. Esto
implica que

§ <d(A,B) < |z —yll <|Cn| <6,

lo cual es una contradiccion.
El hecho de que los conjuntos I y J sean ajenos permite tener la siguiente igualdad
2 N(Gn) = 2 N(Co) + D X(C
n=1 nel neJ
Por lo tanto,
H3(A)+ Hy(B) <Y X(C) + > X(C, Z)\S ) < HY(AUB) +
nel neJ

Siendo € arbitrario tenemos que

Hi(A) + H(B) < Hi(AU B).

Por otra parte, dado que Hj es una medida exterior, se tiene que Hi(AU B) < H§(A) +
H;(B). De aqui que Hi(AUB) = H{(A)+ HZ(B). Por lo tanto, en el limite cuando § — 0,
H*(AUB) = H*(A) + H*(B). [ |

Proposicion 2.3.8. (Propiedades de la medida exterior s-dimensional de Haus-
dorff H?®) Sea E C R", luego

1) Si £ = {x1,...,21} es un conjunto finito con k € N elementos, entonces H°(F) = k
y H1(E) = 0 para cada ¢ > 0.
11) Si F es infinito, entonces H(F) = oo.
Demostracion. 1) Sea § > 0. Tomemos {U, }neny un d—recubrimiento de E, luego para

cada i =1,...,k, existe n; € N tal que z; € U,,. Asi, U,, # () para toda i =1,... k, de
modo que A}(U,,,) =1 para todo i = 1,..., k. Por lo tanto,

k
k=Y XU,) <) MU,
=1

neN

Siendo {U, }nen arbitrario, obtenemos que k < HY(E).
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Ahora, sea
€5 = min{d,d(x;,x;) 14, € {1,--- ,k} y j #i}.
Pongamos V,, = B, (z) paratodan =1,....k, y V,, = 0 para cada n > k. Luego {V, }nen
es un 0— recubrimiento de E'y

k [e'S)
H)E) <> MV + > M(Va) =k
n=1 n=k+1
Ademas, para g > 0,
oo k k k
HI(E) <Y N(Va) =Y N(Bg(@) =D 1By (@) < Y es” = kes.
n=1 n=1 n=1 n=1

Ast, H(E) = k y H}(E) < kes? para todo ¢ > 0. Aplicando limite cuando § — 0
obtenemos que H(E) =k y HY(E) = 0 para toda q > 0.

IT) Sean F; C E, C ... subconjuntos de E, donde cada Fj tiene k elementos. Por (I) y
por la monotonia de la medida exterior H°, se tiene que

k=H(E,) < H'(E),
para toda k € N. Por lo tanto, H°(E) = occ. [

Obsérvese que la medida exterior s-dimensional de Hausdorff se encuentra definida en
términos de la potencia s. Al considerar distintos valores de s positivos, se genera una
familia de medidas exteriores. El Teorema [2.3.12) muestra el rango de cada una de ellas
para un conjunto fijo. Mas atun, establece la existencia de un valor de s que separa a las
medidas finitas de las infinitas.

Lema 2.3.9. Sea E C R™. Si existe s € [0,00) tal que H*(E) < oo entonces para cada
q>s, HI(E) =0.

Demostracion. Sea s € [0,00) tal que H*(E) < oo.

Caso 1: s = 0. En esta situacion tenemos que H°(FE) < oo. Luego, por el inciso (II) de
la Proposicion m, E es finito y, por el inciso (I) de la misma proposicion, H4(E) = 0
para toda g > 0.

Caso 2: s > 0. Seae > 0, dado que H§(E) < Hi(FE)+e, existe {V}, }nen un d—recubrimiento
de E tal que » A5(Va) < H§(E) + €. Tomemos g > s. Observe que

SNV =D NV + D NV =D |V

neN Vi |£0 Vi |=0 Vi |£0

= ) Val Vil (2.3.1)

[Va|#0
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Ahora, dado que ¢ — s > 0, se tiene que |V,,|7° < §77° para todo n € N. Por tanto,

D TVAPIVA <67 Y T VAP =670 Y A (Va) < 09 (H(E) + )
[Vi|#0 [Vi|#0 [Vi|#0
< 595 (HA(E) + ). (2.3.2)

En consecuencia por (2.3.1) y (2.3.2)),

HI(E) <) M(V,) < 8 °(HY(E) +¢),

neN

es decir,
HI(E) <07 *(H*(E) +¢).
Aplicando limite a ambos lados de la desigualdad anterior, cuando 4 — 0, obtenemos que

HY(E) = 0. u

Teorema 2.3.10. Sea £ C R". Si existe s > 0 tal que 0 < H*(F) < oo entonces la
medida exterior s-dimensional de Hausdorff induce una bifurcacion, esto es,

oo, siqe|0,s);
0, siqé€ (s,00).

HY(E) = {

En esta situacion,

s=1inf{g>0: H(FE) =0} =sup{qg > 0: HY(E) = oo}.

Demostracion. Sea s > 0 tal que 0 < H*(E) < co. Tomemos ¢ € (0,s) y sea {U, }neny un
d—recubrimiento de E. En forma similar a (2.3.1)), se tiene que

N = D U0 (2.3.3)

neN |Un|#£0

Como g — s < 0, obtenemos que |U, |7 > §97° = 53% para todo n € N. Asi

L1 .
D UL 2 = D Ul (2.3.4)

|Un|#0 |Un|#0

En consecuencia por (2.3.3) y (2.3.4)),

1 1
Z)\g(Un) Z 557(] Z |Un|8 Z 5S,qH§(E)

neN |Un|#£0

Dada la arbitrariedad de {U, },en, se tiene que

1
5a

H3(E) < H§(E).
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Finalmente, puesto que lims_,0 H(E) = H*(E) # 0 y lims_9 5%‘1 = 00, Vemos que
HY(E) =lim H}(F) = .
6—0
Consideremos ahora el caso en ¢ = 0. Si E es un conjunto finito, entonces por el inciso
(I) de la Proposicion [2.3.8] se tiene que para cada r > 0, H"(E) = 0. Esto implica que

H*(FE) =0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, F es un conjunto infinito. Asi por
el inciso (II) de la Proposicion 2.3.§ HY(E) = .

Por otro lado, por el Lema m, para cada ¢ > s, H1(F) = 0. En consecuencia,

g _J oo, sige 0, s);
HY(E) { 0, sigqé€ (s,00).
Lo cual implica que

s=inf{q>0: HI(FE)=0} =sup{qg >0: HI(E) = oo}.

Corolario 2.3.11. Sea E CR". Si s :=inf{q > 0: HY(E) = 0} existe y s > 0 entonces
para cada ¢ € [0,s), HI(E) = oc.

Demostracion. Supongamos que
s=1inf{r>0: H(F) =0} (2.3.5)

existe y que s > 0. Tomemos g € (0, s), luego 0 < ¢ < inf{r > 0: H"(E) = 0}. Por tanto,
HY(FE)>0.Si HI(E) < oo, entonces por el Teorema [2.3.10),

g=mf{r>0: H(F)=0}.

Luego por (2.3.5)), s = g, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, HY(E) = oc.

Supongamos ahora que ¢ = 0. Si E es un conjunto finito, entonces por el inciso (I) de
la Proposicion 2.3.8] H"(E) = 0 para toda r > 0, lo cual implica que inf{r > 0: H"(E) =
0} = 0. Luego por , s = 0, lo cual es una contradicciéon. Por tanto, F es un conjunto
infinito, de modo que HY(E) = H(E) = . [

Teorema 2.3.12. (Bifurcacion de la medida s-dimensional de Hausdorff). Para
cada £ C R™ existe un unico sg € [0, 00] que satisface inicamente una de las siguientes
condiciones:

1. sg = oo y para cada 0 < ¢ < sg, HY(E) = oc.
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2.0<sg< o0y

q _J oo, sige 0,sE);
HY(E) { 0, siqé€ (sg,00).

En esta situacion,

sp=1inf{g>0: H(E)=0} =sup{q > 0: HY(F) = oo}.
3. sg =0y para cada g > sg, HI(E) = 0.

Demostracion. Sea EE C R™. La demostraciéon se dividiré en dos casos.

Caso 1: Para cada ¢ € [0,00), HY(E) = oo. En este caso, tomamos sp = 0o y obtenemos
que para cada 0 < g < sg, H1(F) = co. Por lo tanto, sp satisface (1).

Caso 2: Existe ¢* € [0,00) tal que H? (E) < oo. Por el Lema [2.3.9] se tiene que para cada
r>q*, H"(E) = 0. Lo cual implica que inf{r > 0: H"(F) = 0} existe. Pongamos

sp=1inf{r >0: H(E) = 0}.

Sea q¢ > sg luego ¢ no es cota inferior de {r > 0 : H"(E) = 0}, por tanto, existe ¢ > 0
tal que sp <t < qy H'(E)=0. Asi por el Lema m, HY(FE) = 0. Siendo ¢ arbitrario,
obtenemos que

Vq>sp, HIE)=0. (2.3.6)

Si sg = 0 entonces (3) se cumple.

Si sg > 0 entonces por el Corolario [2.3.11} para cada q € [0,sg), HY(E) = oco. Esto
junto con (2.3.6) implican que sg = sup{r > 0: H"(E) = oo}. En consecuencia se cumple
(2). [ |

La siguiente definiciéon establece la dimensiéon de Hausdorff de un subconjunto E de
R™.

Definicién 2.3.13. Sea E un subconjunto de R"™. La dimension de Hausdorff de FE,
denotada como dimg(F), se define como

Observacion 2.3.14. De la demostracion del Teorema [2.3.12] se observa lo siguiente:
(I) Si dimg(E) < oo entonces
dimgy(E) =if{r >0: H"(E) =0}

y para cada s > dimy(F), H*(E) = 0.
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(IT) Si dimg(E) > 0 entonces
dimy (E) =sup{r > 0: H"(E) = oo}
y para cada 0 < s < dimy(F), H*(E) = oco.

(III) Si existe 0 < s < oo tal que 0 < H*(F) < oo entonces dimgy (EF) = s.

2.4. Dimension de conteo de cajas

Una definicién més general que la dimensién de auto-similitud la proporciona la de
conteo de cajas o de Minkowski-Bouligard, esta es equivalente a la dimension fractal de
un conjunto en R".

El método de conteo de cajas para obtener la dimension fractal de una figura consiste
en generalizar el proceso con el que se encuentra la longitud, el area y el volumen. A
continuacion, se mostrara la idea detras de su construccion. Consideremos una recta de
magnitud 1 y la dividimos en N partes cada una con una longitud ¢ igual a % (véase la
Figura . De esta forma se tiene que

3]
=1
=2

—
=4

(1) (2) (3)

Figura 2.6: Distintas divisiones de la recta unitaria. (1) N =2, 6 = 3; (2) N =3, 6 = £; (3)
N=4,6=1

Ahora, consideremos un cuadrado de area 1 y dividamoslo en N cuadrados, donde
cada uno de sus lados mide ¢ unidades (Figura , con lo que se obtiene

N-6=1.

Nuevamente, repetimos el mismo procedimiento para un cubo de volumen 1, como se
muestra en la Figura y se obtiene que

N-&=1.

Observemos que el exponente del valor § coincide con la dimensién del espacio en el
que se encuentra cada figura. Si se generaliza el proceso para cualquier dimension d del
objeto se obtiene la relacion

N -6t =1. (2.4.1)
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(1) (2) (3)

Figura 2.7: Distintas divisiones del cuadrado unitario. (1) N =4, § =
N =16,6=1.

(1) (2)
Figura 2.8: Distintas divisiones del cubo unitario. (1) N =8, § = 3; (2) N =27, § = 1.
Consideremos a d como una variable dependiente de d, por lo que la denotaremos por
ds v al despejarla de la igualdad (2.4.1)) se obtiene la férmula:

g — log(N;)

6 — N
log(5)

donde Nj es el nimero de «cajasy correspondientes al valor 4. Algunos ejemplos del célculo

de ds a partir de la formula (2.4.2) se pueden observar en la Figura 2.9 En la parte (1)
se muestra una recta en la que

(2.4.2)

4 — log(3) _ 1
s log(3)
en (2) aparece un cuadrado con
g, =080 _ o
5 log(3)

y en (3) se tiene un segmento de la curva de Koch con

_ log(4)

d
5 log(3)

= 1.2619.

Para calcular la dimension por el método de cajas de un conjunto acotado E C R",
se encierra este por una caja, donde cada uno de sus lados tenga una longitud fija L.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que L = 1. Luego esta caja se divide en
subcajas, donde los lados de cada subcaja tengan una longitud d, y se cuentan las subcajas
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(1) @ @)

Figura 2.9: Calculo del valor de ds para distintas figuras. (1) Recta con d 1= 1. (2) Cuadrado
con d% = 2. (3) Segmento de la curva de Koch con d% = 1.26.

que cubren a FE. El menor ntmero de subcajas que cubren a E se denota por Ns. A
continuacion, se realiza el cociente de logaritmos

de— log(Ns)
6 — 1N -
log(5)

Este procedimiento se repite considerando subdivisiones mas pequenas, es decir, para
valores de ¢ progresivamente mas pequenos. En consecuencia, la dimensién se obtiene en
el limite lims_,q ds (siempre que exista), es decir,

log(N,
dim, — lim 28%)
5-0 log(3)

, (2.4.3)

Al valor dimp se le conoce como la dimension de conteo de cajas

El método de conteo de cajas es un proceso infinito, realizarlo a mano carece de sentido,
sin embargo, es posible llevarlo a cabo solo para un nimero finito de fases y luego efectuar
un ajuste lineal por el método de minimos cuadrados. Por ejemplo, para la curva de Koch,
la Figura m (a) muestra que la curva esté cubierta por N5 = 12 cajas, donde 6 = 0.25.
La figura (b) muestra que la curva esta cubierta por N5 = 29 cajas para § = 0.125. Estos
datos junto con los de las figuras (d) y (e) son puestos en el Cuadro [2.4.1] el cual muestra
los resultados obtenidos de realizar manualmente el conteo de cajas y los calculos de los
cocientes de los logaritmos.

Fila 0 N5 ; log(5) log(Ns) log(N;)/log(s)
T 05 4 2 1 2 2

2 025 12 4 2 358196 179248
3 0125 29 8 3 485798  1.61933
1 00626 87 16 4 644204  1.61074

Cuadro 2.4.1: Datos obtenidos por medio de recubrimientos realizados a mano.

Los datos & = log(Ns) v y = log(%), para cada valor que toman Ns y § en estas
cuatro filas, son graficados en la Figura [2.11] como una serie de puntos que, al ajustarlos
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Figura 2.10: Distintos recubrimientos de la curva de Koch donde § — 0. Se omiten figuras entre
e y f. Imagen obtenida de https://bit.ly/2SJ4GiQ.

mediante el procedimiento de minimos cuadrados, se obtiene una linea recta cuya ecuacion
estd dada por y = 1.4602z + 0.5716. Observe que esta recta tiene la propiedad de que su
pendiente es una aproximacion de la dimension de conteo de cajas, pues,

log(, 146023 + 0.5716
dim — tim 280V g i = 1.4602.
-0 log(3) &—00 z

Por lo tanto, podemos concluir que la dimensién de conteo de cajas de la curva de
Koch es el valor fraccionario dimpg =~ 1.4602.

La descripcion que hemos dado del método de cajas tiene deficiencias tedricas, por
ejemplo, 6 no puede ser un nimero arbitrario pequeno, pues este debe cumplir que én =1

para algin n € N. En realidad en (2.4.3) se tendria el limite 1im,, lff;(]\%")) para una
sucesién de numeros positivos (d,,) tal que 9, — 0. Por lo que cabe la duda si para
otra sucesion de nimeros positivos (d7) con 05 — 0 el limite lim,, % existe y es
igual que el anterior. En adelante, se presentaran algunas propiedades adicionales con la
finalidad de demostrar que este proceso cuenta con el rigor matematico requerido.

Definiciéon 2.4.1. Sean E CR" y § > 0.
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logN(§)

B
Tlog(1/5)

Figura 2.11: Grafico de relacion entre log(1/9) contra log(N).

1. Para cada recubrimiento U de E se define

n(U) = card{U e U : U # 0}).

2. Se define
Ns(FE) = min{n(U) : U es un § — recubrimiento de E'}.

Proposicion 2.4.2. Sean E, FE,,FE>, FF C R” y 6 > 0. Las siguientes propiedades se
cumplen:

1. 1 < Ns(E) para toda § > 0.

[N}

. Si 6y < 6 entonces Ny, (E) < Ny, (E).

w

. Si By C Es entonces Ns(Ep) < Ns(Es).

Demostracion. Solo probaremos el inciso 3, pues los otros incisos son directos de la defec-
cion de Ns(E) . Sean U y V d—recubrimientos de E'y F. Luego YUY es un §—recubrimiento
de EUF y n(UUYV) < n(U)+n(V). Por lo tanto, Ns(EUF) < n(UUV) < n(U)+n(V). Asi
Ns(EUF)—n(U) <n(V). Dada la arbitrariedad de V, tenemos que Ns(EUF) —n(U) <
Ns(F). Luego Ns(EU F) — Ns(F) < n(U). Ahora, de la arbitrariedad de U, tenemos que
Ns(EUF) — Ns(F) < Ns(E), es decir, Ns(E'U F) < Ns(E) + Ns(F). [
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Definicién 2.4.3. Sean £ C R" acotado y no vacio. Se define la dimension inferior y
superior del conteo de cajas como

log(Ns(E loo(Ns(E
dimz(F) = liminf log(Ns(E)) = lim inf Log(Ns(4 65 _))7
5—0—  — log(5) 5—0— log(g)
T log(Ns(E loe(Ns(E
dlmB(E> = Hmsup M — h’msup g( 55 ))
5ot —log(d) 50+ log(5)
Si la dimensién inferior y superior coinciden, entonces por la Proposicion [1.2.20], 5h'm+
—0
% existe y la dimension de conteo de cajas se define como
5
log(Ns(E
) i LA "
5—0+ log(g)

El siguiente teorema propone una manera en la que se puede elegir el valor de ¢ de tal
forma que las dimensiones fractal y de cajas de un conjunto, en un espacio métrico, sean
iguales.

Teorema 2.4.4. Sean E un subconjunto de R", C'> 0y 0 < r < min{g, 1}. Definase
B, = Cr", para cada n € N. Si

log(Ng, (E
o eV (B))
existe, entonces dimpg(F) existe y dimg(E) = T.

Demostracion. Observemos primero que 0 < ---34 < 3 < o < 1 = Cr < 1y que
Bn — 0. Definamos la funcion f : (0,Cr) — N como

f(8) =k, sio € [Bk, Pr_1), para k € N\ {1}.

Note que
lim f(0) = oo. (2.4.5)

§—0

1 1 1
| iea § € (0,Cr), luego By < 0 < Byi)—1 ¥, por tanto, 1 < FroT <3< S
onde

1 1 1
0<lo < log(=) < log(——
g(ﬁm_l) g(5) < g(ﬁm))
1 1 1

< < )
log(7=) ~ log(})  log(52=)
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Sabemos que

1< Nﬁf(g)ﬂ(E) < Né(E) < Nﬂf((s)(E)'
Luego

]‘Og(N/Bf(é)—l (E))

< log(Na(E)) < IOg(Nﬁf(é)(E)) (2.4.6)
og(2)  © log(l) log(z 1)
Por otra parte,
log(Ny, (B))
1
i (085 () _ 7 loa(z) L Lo (2.4.7)
oo log(g) log(5,) _log(z) 1
m —— lim —————
n—oo log(5-) n—oo log(5-)

donde el valor del limite del denominador se debe a lo siguiente

| 1 | iz | rl-z /
B\ Ot AN A
lim —————+% = lim ————< = lim ;
T 1 N ) 2500 o r—*
t\or t\c &

También

1/ ]'Og(Nﬁnfl(E>>
1m 1

L log(Ng, ,(B) o= log(5)
11m =

T T
- Ot — = =T.  (248)
n—oo  log(z-) log(5-) log(5-) 1
" lim — P lim — P
n—00 log(ﬁnil) n—00 10g(6n71>

El limite del denominador en (2.4.8)) es 1 debido a lo siguiente

log (- log [ og ()]
, ©8 Cre , o8 C , & C
lim ——— = lim ———% = lim ;
T—00 1 T—00 rt=2% T—00 Tlfz
log (C'rfﬂ—l) log ( c ) {10g ( )}
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Sea € > 0. Por (2.4.7) y (2.4.8)), existe N € N tal que para todo n > N,

o8N (E) | _
log(ﬂnl_l) b
y
log(Ng, ., (E)) T| < e.

log(5-)
Luego para cadan > N,
log(Ng,_,(E))  log(Ng,(E))

—e+T <
log(5-) log(5.—)

<e+T (2.4.9)

Por ([2.4.5)), existe 0 < §* < Cr tal que para cada 0 < 6 < 0%, N < f(9).
Sea 0 < § < 6*. Luego f(6) > N. Asi por (2.4.9) y (2.4.6),
log(N/Bf(é)—l(E)) < 108;(N5(E)) < log(N/D’f(a)(E))

log(z,-)  —  log(z)  log(z )

—e+T < <e+T

Por lo tanto,

Corolario 2.4.5. Sean E un subconjunto de R", C >0y 0 < v < ml’n{%, 1}. Definase
B, = C~", para cada n € N. Si

log(Ns, (E)) _ 7
log (%ﬂ) B
para cada n € N, y lim,, .., T;,, = s, entonces
dimp(E) < s.
Demostracion. Primero observemos que
dimp(E) = limsup logl(N(;EE)) = inf sup log(N(;EE))
5o+ 1og(3) >0 5o, n) log(3)
Por tenemos que
log(Ng, 5 (E))
log(Ns(E)) < log (N5, (E)) _ log(ﬁfl(a)) < sy
log(3) ~ log(z,—) log(5,.—)  ~ log(g,5—)
log(5.) log(5. )
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para cada ¢ € (0,Cr). Ahora como

, T, s
hﬁm Tog( T ) = 1 =5
n—00 og

lim ——Pn=1’

1

e og()

tenemos que para € > 0 dado, existe N € N tal que para cada n > N,

T,
Tog( L )Se+s.
0g

lim ——fn=1’

5% Tog(L)

Por (2.4.5)), existe 0 < n* < Cr tal que para cada 0 < § < n*, N < f(J).
Sea 0 < § < n*. Luego f(d) > N y, por tanto,
log(Ns(E)) < Ts;00)

< <e+s.
log(D)  log(5.1—)

— A

log(5,;)
Asi,

log(N,
wp BB
5€(0,n*) log(g)
En consecuencia,
MB(E):inf sup M M<e+s
>0 5e(0, n) 10%(%) se(07) log(%) B

Siendo € > 0 arbitrario tenemos que dimp(F) < s.

En ocasiones, los fractales son sujetos a transformaciones previas al célculo de su
dimension fractal; por ejemplo, el software BENOIT requiere de modificar las imagenes
en blanco y negro, el programa FROG necesita convertir en un conjunto de pixeles cada
figura antes de aplicar cualquier método. Sin embargo, las modificaciones, en general, no
conservan la dimension de la figura original, en otras palabras, esta puede alterarse bajo
los tratamientos; el siguiente objetivo particular de esta tesis es establecer las condiciones

sobre los cambios de tal forma que la preserven.

Definicion 2.4.6. Sean X = R" con la métrica habitual d , F C R", f : E — R una

funcion.

= Se dice que f es lipschitziana si existe ¢ > 0 tal que

para cualesquiera =,y € F.
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= Se dice que f es una transformacion bilipschitz si existen 0 < ky < ky < oo tales
que

k- d(z,y) < d(f(x), f(y) < ke -d(z,y), (2.4.10)
para cualesquiera z,y € E.

Dado F C R”, se dice que una funciéon f : E — R™ cumple la condicion de Hélder de
exponente « si existen constantes reales ¢, > 0, tales que

d(f(f]f), f(y)) <c- d(ZE, y)oz’
para cada x,y € E. El nimero c se llama constante de Holder.

Proposicion 2.4.7. Sean s € [0,00) y E C R". Si f: E — R™ cumple la condicion de
Holder de exponente a entonces

S

Ha(f(E)) < caH*(E),
donde ¢ > 0 es la constante de Holder.
Demostracion. Sea {U, },en un d-recubrimiento de E. Por la condicion de Holder tenemos

que
If(ENU,)| <c-|[ENU,|* <c-|U,|* < c-0%.

Por otro parte, sabemos que
ECUrX U, <= ECUX (ENU,) = f(E) CUX f(ENU,).

De lo anterior tenemos que {f(E NU,)}nen €s un ¢ - 6%-recubrimiento de f(F). Luego,
elevando a 2 y sumando se tiene que

DFENU) ey U
n=1 n=1

Se sigue que

H5.(f(B) < ST IFENUE < 3|0
n=1 n=1

Dada la arbitrariedad del d-recubrimiento {U, }.en, se tiene que

Hi.(f(E)) < ci Hy(E).

En el limite cuando ¢ tiende a 0 resulta que

s

HE(f(B)) < ¢t H(E).




32 Dimensién de conteo de cajas

Proposiciéon 2.4.8. Si £F C R*y f : EF — R™ cumple la condicion de Hélder con
exponente «, entonces

dimy (f(E)) < édimH(E).

Demostracion. En efecto, la Proposicion [2.4.7] garantiza que

s

Ha(f(E)) < ca H*(E), para cada s > 0.

Si dimpg(E) = oo entonces claramente se cumple la desigualdad deseada. Supongamos
ahora que dimy(E) < co. Si tomamos un valor s > dimy(E), entonces por la observacion

[2.3.14] se tiene que
HE(f(E)) < ¢ H(E) 0.

De aqui que H=(f(E)) = 0, por lo tanto,

dimp (f(B)) < 2, (2.4.11)
«
para cada s > dimp (F). Veamos que dimg (f(E)) < 1 dimp(E). Supongamos lo contra-
rio, que +dimy(E) < dimy(f(E)). Luego dimH(f(E));EdimH(E) > 0. Por tanto, se tiene
que
di E)) — Ldi E
L dimp(B) < + dimpy () + 2l (B)) — 5 dims(E)
e} o 2
_dimy(f(E)) + £ dimy(E)
N 2
_ %dlmH(f(E)) + %dlmH(E>
a{ Y
es decir,
1
dimy (E) < % dimpr(f(E)) + 5 dimp (E). (2.4.12)
También se observa que
dimy(F _
E0E) < i (1)

dimy(E) - dimg (f(E))
2a 2
dimg (f(£)) | dimg(E) .
5 + o < dimg(f(F))
2 dimpy (f(E)) + & dimp (B)

(%

< dimy (f(E)). (2.4.13)

Tomemos s = § dimy (f(E))+ 3 dimy(E). Por (2.4.12)), se tiene que s > dimy (E), asf
por ZALT]

% dlmH(f(E>> + % dlmH(E) '

dimn(/(E)) < -

Qlw
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Pero por (2.4.13)), resulta que
dimp (f(E)) < dimg (f(E)),

lo cual es una contradiccion. [ |

Corolario 2.4.9. Sea ¥ C R". Luego las siguientes proposiciones se cumplen:

1) Si f: E — R™ es lipschitziana, entonces dimy (f(E)) < dimg(E).

11) Si f: E — R™ es una transformacion bilipschitz, entonces dimy(f(£)) = dimy(F).

Demostracion. 1) Basta con tomar a = 1 en la Proposicion [2.4.8]

11) La desigualdad dimgy(f(E)) < dimy(F) se obtiene por el apartado I). Mostremos
ahora que dimg(f(F)) > dimy(F).Notese que f es inyectiva luego existe f~! :
f(E) — E. De la primera desigualdad en (2.4.10)), tenemos que

kad(f 7 (f (@), f 7 (F () = kad(z,y) < d(f (), f(y).

es decir,
1

d(f = (f(), 7 (f (W) < 7, A=), fw).

Por lo tanto, f~! es lipschitziana. Asi utilizando I),

dimp (/7 (f(E))) < dimy(f(E)).

Se concluye que dimy(E) < dimg(f(E)). Y con esto se obtiene que dimy(f(E)) =

La siguiente proposiciéon muestra algunas propiedades de la dimensiéon de conteo de
cajas, en particular, en el punto IV) se encuentran las condiciones bajo las cuales una
transformacion la preserva.

Proposicion 2.4.10. Sean F, Eq, 5 C R™. La dimension de conteo de cajas, si existe,
tiene las siguientes propiedades:

1) Si Ey C E, entonces dimp(F) < dimp(E»).
11) La dimension dimp(F) es finitamente estable, es decir,

diIIlB(El U Eg) = méx{dimB(El), dlmB(Eg)}
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1) Si f: E — R™ es lipschitziana, entonces dimg(f(£)) < dimp(E).
V) Si f: E — R™ es una transformacion bilipschitz, entonces dimp(f(£)) = dimp(FE).

V) Si E es la cerradura de E, entonces dimp(E) = dimp(F).

Demostracion. 1) Por la Proposicion [2.4.2) Ns(E;) < Ns(FE2) y puesto que la funcion
logaritmo es monoétona creciente, se sigue que

log(N5(£1)) _ log(Ns(£2))
log(5) — log(;)

(2.4.14)

para ¢ suficientemente pequeno. Por tanto, en el limite cuando 0 — 0, se obtiene la
monotonia de la dimension de conteo de cajas.

11) Sabemos que tanto E; como FE, estan contenidos en la unién de ambos. De aqui,
basta con aplicar la monotonia de la dimensién de conteo de cajas (inciso I) para
obtener

méx{dimB(El), dlmB(EQ)} S dlmB(E1 U Eg)
Por otro lado, por la Proposicion 2.4.2] tenemos que
N5(E1 U EQ) S Ng(El) + N§(E2) S 2H1éX{N§<E1), Ng(Eg)}

Al aplicar logaritmos a ambos lados en la desigualdad anterior se obtiene que

log(Ns(Ey U Ey)) < log(2) = log(méax Ns(E,), Ns(E»))
log ()  ~ log(5) log (5) '

Debido a que el logaritmo de un méaximo es igual al maximo de los logaritmos, en el
limite, cuando 6 — 0, de la desigualdad anterior; se obtiene que dimg(E; U Ey) <
méx{dimB(El), dlmB(Bg)}

111) Seald = {U;}ien un 0—recubrimiento de F tal que n(U) = Ns(FE). Por tanto, f(E) C
Unenf(U;). Como f es lipschitziana, |f(U;)] < ¢d para toda i € N. Asi f(U) :=
{f(U;) }ien €s un cd—recubrimiento de E. Por otro lado, observe que n(f(U)) = n(U).
Luego,

De modo que
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Por lo tanto,

1v) Una desigualdad la garantiza el apartado precedente. La otra se deriva de un razo-
namiento analogo al del apartado IT) del Corolario m

V) Dado un conjunto F, es claro que, por la monotonia de la dimension de conteo de

cajas, dimp(F) < dimp(F). Sea U = {U;};eny un d—recubrimiento de E tal que

n(U) = Ns(E). Si Ns(E) = oo entonces claramente se tiene que Ns(E) < Ns(E).

Supongamos ahora que N3(E) < co. Pongamos U = {U; : i € N} luego n(U) = n(U)
y dado que F C U;enU; se sigue que

BcJu.=T.
1€EN

€N

La igualdad anterior se debe a que n(U) < oo, es decir, se estd uniendo una cantidad
finita de conjuntos no vacios. Por otro lado,

Ul = U] <6

para toda i € N. Asi U es un §—recubrimiento de E, de modo que, N5(E) < n(U) =
n(U) = Ns(F). En consecuencia,

dimp(E) = (lsim

log(N6(E)) _ 102Nl E))
Mg (3) S log (})

Proposicién 2.4.11. Para cualquier subconjunto £ de R™,
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Demostracion. Observemos primero que para cada 6 > 0 con Ngs(FE) < oo se tiene que
H;(F) < 6°Ns(E) (2.4.15)

para toda s > 0. En efecto, sea U = {U; : i € N} un d—recubrimiento de F tal que
n(U) = Ns(E) y sean iy, s, -+ ,inq) € N tales que U;, # () para toda k = 1,--- , n(U).
Luego

n(U) n(U)
H3(E) < ST = 3 U, < 36° = 8 Ny(E)
i€EN k=1 k=1

Por lo tanto, H§(E) < §*Ns(E).

Es claro que si dimpg(F) = oo entonces la conclusion del teorema se cumple. Suponga-
mos ahora que dimpg(E) < oo. Mostremos que para cada s > dimg(F), H*(E) = 0. Sea
s > dimp(FE), luego s—dimp(FE) > 0y, por tanto, existe e > 0 tal que 0 < € < s—dimp(F),
asi s — (e + dimpg(E)) > 0. Por otro lado, note que

dimg(F) =sup Inf ——2~
s (B) =50 R 108 (3)

Luego para cada n € N,

log(Ns(£))

< dimg(E) +e.
se(0,k) log (%)

Asi, para cada n € N, existe ¢, € (0, %) tal que

log(Ns, (E))

log <$>

Por lo tanto,

log(Ns, (E)) < (dimp(E) + ¢€) log <5i)
— log (5;(M(E)+e)) 7 '
para toda n € N; de modo que
N (E) < 5;(@(13)%)7
para toda n € N. De (2.4.15)) se tiene que

H; (E) < 83 N5, (E) < 656, Smelfrre) _ g (@ua®o
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para toda n € N. En el limite cuando 6,, — 0, se tiene que H*(E) = 0. Por lo tanto, para
cada s > dimg(F), H*(FE) = 0.

Si dimg(E) < dimy(E) entonces existe s € R tal que dimp(FE) < s < dimpy(F). Por
lo tanto, H*(E) = 0, pero por la observacion [2.3.14] (II), H*(E) = oo, asi tenemos una
contradiccion. En consecuencia,

Al calcular la dimension de Hausdorff, se asignan diferentes tamanos |U,|* a los con-
juntos que cubren, mientras que en la de conteo de cajas se utiliza la misma longitud delta
para realizar los cubrimientos. Es decir, el segundo método es més eficiente debido a que
un conjunto lo podemos recubrir por grupos del mismo tamano; en cambio, en el primero
también se hacen recubrimientos pequenos, pero, quizés, de distintas magnitudes.

Para establecer el siguiente resultado se debe tener en cuenta los siguientes conceptos.
Sea p una medida exterior sobre R". El soporte de p se define como

spt(p) = NF,

donde la intersecciéon es sobre todos los conjuntos F' C R", tales que F' es cerrado y
u(R™\ F') = 0. Una distribucion de masa es una medida exterior p sobre R" tal que 0 <
u(R™) < ooy spt(p) C E para algin subconjunto acotado E de R™. Usualmente se dice
que 4 es una distribucion de masa sobre E. En esta situacion se tiene que 0 < pu(FE) < oo,
pues si u(E) = 0 entonces p(F) = 0, donde F' = spt(p). Asi p(R™) = p((R*\ F)U F) <
p(R™\ F) 4+ u(F) =0, lo cual es una contradiccion.

Teorema 2.4.12. Sea p una distribucion de masa sobre E C R™. Si para algin s € [0, 00)
existen nimeros ¢ > 0y € > 0 tales que

pU) < dUP

para todo conjunto U con |U| < ¢, entonces

s < dimgy(F) < dimp(F) < dimg(FE).

Demostracion. Dada una distribucion de masa p, al ser una medida, se tiene que

)<c- Z|U|

u(E) < p(U

||Mg
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para todo {U,},en un d-recubrimiento de E. En particular, se cumple para el infimo, es
decir, 0 < @ < Hj(E). Asi, en el limite cuando § — 0,
E
0< "B papy

Cc

Observe que si s > dimy(E) entonces por la observacion 2.3.14] H*(E) = 0, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, s < dimy(F). Ahora, por la Proposicion [2.4.11] s <

2.5. Teorema de Moran

Hasta el momento se han mostrado tres tipos de dimension: fractal, de conteo de
cajas y de Hausdorff. También, se ha establecido que la primera y la segunda coinciden
(Teorema , solo resta demostrar la analogia entre estas y la tercera y, con ello, se
tendra un método para hallar la dimension fractal con la potencia teoérica de la dimension
de Hausdorff.El teorema de Moran brinda las condiciones para garantizar la equivalencia
y, por tal razon, esta seccion estéd dedicada a exhibir este resultado.

Lema 2.5.1. Sean «, 5 > 0. Sir > 0y {V;}ien es una familia de abiertos ajenos de R™ de
modo que cada V; contiene una bola de radio ar y esta contenida en otra bola de radio
pr, entonces toda bola B de radio r intersecta a lo mas a 2"(1+428)"a ™" clausuras V; de
V.

Demostracion. Pongamos B = B(x,r). En el caso en que B no interseca a ningtn conjunto
V, el resultado es evidente. Supongamos que existe algin j € N para el cual B ﬂvj # ().
Mostremos que V; C Blx, (1 + 28)r]. Puesto que BNV, # 0, existe z € BN V. Por otra
parte, por hipotesis, existe w € R" tal que V; C B(w, fr). Luego, si v € Vj entonces

dv,z) < d(v,w) +d(z,w) +d(z,z) < pr+ pr+r,

es decir, v € Bz, (1 + 28)r]. Por tanto, la inclusién V; C Blx, (1 + 28)r] se cumple.
Ahora bien, supongamos que existen iy, s, -+ ,i, € N tales que BNV, # 0 para toda
k=1,---,p. Luego por lo anterior

Vi, € Bla, (1+28)r]

paratodak =1,--- ,p. Por hipotesis, los conjuntos {V;, }%_, son ajenos y cada V;, contiene
una bola By, de radio ar. Considerando los volimenes V(By) de By y V(B|xz, (1 +28)r])
de B[z, (1 + 28)r], obtenemos que

plar)" <> V(By) < V(Bla, (1+28)r]) < 2*(1+28)"".
k=1
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Por tanto, p < 2"(1 + 28)"a™™. [ |

Recordemos que una caracteristica de los fractales es que poseen autosimilitud, J. E.
Hutchinson en [I1] present6 esta propiedad con una teoria formal y fundamentada y los
llamoé conjuntos autosimilares; a continuaciéon se presentaran algunos de los conceptos y
resultados establecidos por él.

Definicién 2.5.2. Autosimilitud. Un conjunto 7" es auto-similar, si es un subconjunto
compacto no vacio de un espacio métrico completo X tal que T = U, f;(T), donde
fi, ..., fm son similaridades en X.

La Definicion anterior sugiere que cada vez que se acerque el conjunto 7', por
medio de una similaridad, se observa una copia idéntica a T', parte esencial en el compor-
tamiento de los fractales.

El siguiente teorema es un resultado conocido. Una demostraciéon puede consultarse
en [9].

Teorema 2.5.3. Teorema de encaje de Cantor. Si {Q; };cn es una coleccion numerable
de conjuntos no vacios de R™ tales que

1) Qiv1 C Q; para cadai € N,

11) cada uno de los conjuntos @); es cerrado y @1 esta acotado;

entonces la interseccion N;en@; es cerrada y no vacia.

Definicion 2.5.4. Una familia finita de contracciones { f1,..., f}, donde f; : R* — R"
m > 2, se llama un sistema iterado de funciones (SIF).

Definicion 2.5.5. Sea {fi,..., fm} un sistema iterado de funciones. Un subconjunto
compacto no vacio K de R™ es un atractor para {fi,..., fi}, si

K = ().

Teorema 2.5.6. Si {f1,..., fin} es un sistema iterado de funciones entonces existe un
tnico atractor K C R™ para {fi,..., fim}. Méas ain, si se define la transformacion S :
S — S por medio de

S(B) = f(B)
entonces o
K =()S"£E)
k=0

para todo £ € S con f;(F) C E para todoi=1,...,m.
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Demostracion. Por la Proposicion [1.2.18] & es completo con la métrica de Hausdorft h.
Sean ¢y, ..., ¢y, € (0,1) constantes de contraccion de fi, ..., f,,. Para obtener la conclusion
de este teorema usaremos el principio de Banach, Teorema [1.2.9, Mostremos que S es
contractiva. Sean A, B € S. Luego por la Proposicion [1.2.14]

h(S(A),S _h<UfZ U ; )) < méx h(f,( ), f(B)). (2.5.1)

eq{1,...,
=1 el

Tomemos j € {1,...,m} tal que méxjeqi,. my h(fi(A), fi(B)) = h(f;j(A), f;(B)). Sea € >
0. Puesto que h(A4, B) < h(A, B) + € se tiene que existe 7 > 0 tal que v < h(A,B) + €y

AC(B), vy BC(A), 252)
Observe que
50 F(B)) < dU(a), f(0) < ctat) < (i ) dla.)
para cualesquiera a € A y b € B. Por tanto,
df0) 580 = (i ) d(a. )
para cualquier a € A. Por se tiene que
A(fy(a), f1(B)) < ( i ) )

para cualquier a € A. Esto implica que

Fi(A) € (f5(B))y maxie

,,,,, m} Ci
De igual forma se muestra que
fj(B) g <f‘](A))'YméX7,€{1 ,,,,, m} Ci
Asi
h(fi(A), f:(B)) < i
(fi(A), f;(B)) <« ef??.‘f{m}c
luego

h(f;(A), [;(B)) < (MA, B) +¢) méx ¢

ie{l,...,m}

Siendo € > 0 arbitrario obtenemos que

h(fi(A), ;(B)) < (A, B) méx ¢;.
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Finalmente, por ([2.5.1]),
h(S(A),S(B)) < h(A,B) max ¢,

ie{l,....m}

lo cual implica que S es una contraccion. Luego por el Teorema S tiene un tnico
punto fijo Ky
SME) = K (2.5.3)

para cualquier £ € §. Dado que K € S, se tiene que K es un subconjunto compacto no
vacio de R™, méas aun, como S(K) = K, se observa que

K =J ().

Por lo tanto, K es el tnico atractor para {fi,..., f}-

Sea £ C R” tal que f;(E) C E para toda i = 1,...,m. Luego S(E) C E de modo
que S?(E) C S(E) C FE y asf sucesivamente S"(E) C S"!(E) para toda n € N. Por
la Proposicion [1.2.17, tomando A, = S""1(E) para toda n € N, obtenemos que A, —
Mz, Ak, es decir, S*(E) — Np—y S*(E). En consecuencia por (2.5.3),

K:ﬁﬁ@)
u

Definicion 2.5.7. Condicién del conjunto abierto de Moran. Un conjunto finito
de funciones fi, ..., f,, : R™ — R" satisfacen la condicion del conjunto abierto de Moran,
si existe U C R™ abierto no vacio y acotado tal que

Ufi(U) cU

y para cualesquiera i # j, f;(U) N f;(U) = 0.

Definicion 2.5.8. Dada una funcion f : R™ — R", decimos que f es una similaridad, si
existe 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(x), fy)) = ¢-d(z,y), para todo z,y en R".

Al valor ¢ se le conoce como factor de contraccion de f.

Una interpretacion de la Definicion [2.5.8 anterior, en nuestro contexto, es que al aplicar
la funcién f al conjunto de puntos en R™, todos son afectados de la misma forma, esto es,
la distancia entre ellos es proporcional a la original. Un acercamiento (o alejamiento) del
fractal cumple con estas condiciones.

El siguiente teorema es el principal resultado de esta investigacion, establece la equi-
valencia entre las dimensiones fractal, de Hausdorff y de conteo de cajas.
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Teorema 2.5.9. De Moran. Sean fi, ..., f,, : R" — R" similaridades (con factores de
contraccion cy, ..., ¢, ) tales que satisfacen la condicion del conjunto abierto de Moran. Si
K C R"™ es un atractor para {f1,..., fn} entonces

dimyg (K) = dimg(K) = s,

donde s es tal que > ¢/ = 1. Ademas, 0 < H*(K) < oo.

™ ¢f. Esta funcion es

Demostracion. Consideremos h : R — R definida por h(s) = > " ¢;.
estrictamente decreciente, pues para cada i = 1,...,m, 0 < ¢; < 1, méas ain, como

h(0) = m y lims_,o h(s) = 0, se sigue que existe un tnico 0 < s < oo tal que

Por el Teorema existe un unico K C R™ que es atractor para {fi,..., fm}. Es
decir, K es un subconjunto compacto no vacio de R" tal que

K = f(K). (2.5.4)
i=1
Dado que fi,..., f. satisfacen la condiciéon del conjunto abierto de Moran, existe

V' C R™ abierto, no vacio y acotado tal que

Usrvycv (2.5.5)
i=1
y para cualesquiera i # 7,
LV f(V) = 0. (2.5.6)
Por la continuidad de cada f; y por la inclusion ([2.5.5)),
(V) S fi(V)CV, (2.5.7)

para todai=1,...,m.

Pongamos J = {1,...,m}Ny para todo k € N, Jj, = {1,...,m}*. Para cualesquiera
keN, (iy,..,i) € Jy y Be{K,V,V} definamos

B’L'l’n-,ik = f’il O...0 f'Lk (B)
Claramente cualesquiera Kj;, _;,, Vi . i son subconjuntos compactos no vacios y,

por la Proposicion cada V;, _; es un conjunto abierto no vacio. Consideremos el
operador S : § — S definido en el Teorema [2.5.6] es decir, el operador dado por

S(B) = J f(B).
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Por (2.5.7) y el Teorema obtenemos que
K =(8*V).
k=0
Luego K C S°(V) =V, de modo que

Kiyoin S Vi (2.5.8)

para cualesquiera k € N e (i1, ..., i) € Ji. Por otro lado, por la igualdad (2.5.4), f;, (K),
-+, fi.(K) C K, para cualesquiera k € N e (iy,...,ix) € Jg. Por lo tanto,

VkeN, V(i,...,ix) € Ji, K, . CK. (2.5.9)

Ademas,
V(iy,do,...) € J, VEEN, K4y

Por el Teorema [2.5.3] para cada (iq,iz,...) € J,

() Koo # 0.

DO K;

k 158250y 0k Tk 41 *

keN
Consideremos
Cmax = Max{¢; i =1,...,m} (2.5.10)
luego 0 < cmax < 1 por lo que limy_, o cf;ﬂax = 0. Asi
V(ir,ig,...) € J, | Ky il =(ciy - i | K| < ¥ K| =0 (2.5.11)
—00

= 0 independientemente de la sucesion de puntos (i1,4s...). Es-

es decir, lim |K;, ;|
k—o0 T

to hace que la interseccion (), oy Kiy is,....i, sté formada por un tinico punto. Para cada
(11,12,...) € J, sea x;, 4, .. € R" tal que

{xil,i%"'} = ﬂ Kil,iz,u.,ik' (2512)
keN

A continuaciéon mostremos que

VkeN, K= |J K. . (2.5.13)

(i1,50i% ) €,

Por la inclusiéon , K, .. C K, para cualquier (iy,...,i) € Ji, lo cual implica que
U i1 in)E K, . ;. € K. Para la inclusién contraria, sea z € K, luego por la igualdad
, existe iy € {1,---,m} tal que x € f; (K), asi x = f; (z;,) para algin z;, € K.
Nuevamente por la igualdad (2.5.4), existe iy € {1,...,m} tal que x;, € f;,(K). Asf
x;, = fi,(x;,) para algin z;, € K. Continuando con este proceso obtenemos iy, is, . .., i €
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{1,...,m}ypuntos z;,, ..., x;, € K tales quez;, = f;,  (2;,,,) paratodak =1,... k—1.
Esto implica que

T = fh(xil)
= fu(flz(mlz))
= fl1(f22(f13<xls)))

Por lo tanto, K C U(Z.1 .

Ahora construiremos una medida exterior sobre J. Para cualquier £ € N y cada
(i1,...,1) € Jx, pongamos

Tt = iy g, oo iy tgt, ... ) 1 € {1,...,m} para toda [ >k + 1}.

Definamos
g:{Q}U{I“ """ ik 2]€€N,(i1,...,ik) S Jk}
y A: G — [0, 00] por medio de la regla
LB
AE) = {O’ siE=0;

(Cil e Cik)57 Si E — ]’Z1 ..... ik.

Por la Proposicion [1.1.3] la funcion p* : 27 — [0, 0o] definida por

w (W) = inf {Z AMG,) 1 {Gp }nen es una G — cubierta de W}

neN

es una medida exterior sobre J. Méas aun, dado que

m

(Cil e Cip)s = Z(Cil . CipCj)s, (2514)

i=1

es decir, \(I"r) = 3700 A(I"%7) para cualquier p € N e (iy,...,4,) € Jp, se tiene
que

para cualesquiera k € N e (iy,... i) € J.

La medida exterior p* nos permite construir una medida exterior sobre R". Veamos
como hacer esto. Para cada A C R"™ se define

WA = {(il,?:g, .. ) & J . xil,iz

gooe




Fractales y dimensién fractal 45

Luego la funcion p : 28" — [0, oo] definida por

p(A) = " (Wa)
es una medida exterior. En efecto:

1) p(0) = 1= (W) = p*(0) = 0.

2) Sean A, B C R™ tales que A C B. Si (4,142, --) € W4 entonces z;, 4,... € A C B por lo
que T, 4,... € B, asi (iy,42,---) € Wg. Luego W4 C Wpg. Por lo tanto, u(A) = p*(Wa) <
1 (Wg) = pu(B).

3) Sea {A,,} una sucesion de subconjuntos de R". Si (i1, 42, - - ) € W4, entonces z;, 4, ... €
UA, por lo que z;, ;,.. € A, para algin n € N, asi (iy,49,---) € Wy,. Luego Wiy, C
UWy,,. En consecuencia, p(UA,) = p*(Wya, ) < p (UWa,) <> p*(Wa,) =D u(Ay).

Mostremos que p es una distribucion de masa sobre K. Si Wgn\ g # () entonces existe
(il,ig, .. ) € J tal que Ty, 4,,.. € Rn\K Por 2512, iy ia,... € Ki1,i2 i, para toda k € N.
Luego por , T iy,... € K, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Wgn\ g = (. Asi
p(R™\ K) = p*(Wgm\ k) = p*(0) = 0. Esto implica que spt(u) C K, es decir, el soporte
de p esté contenido en un conjunto acotado. Por otro lado, es claro que J = UL, I 7. luego
p(RY) = i (J) = it (U ) < S0 (1) = ST A1) = Sy 65 = 1< oo, Ms
atn, 0 < ¢f = A([;) = p*(I;) < p*(J) = p(R™). Por tanto tenemos que 0 < u(R") < oo.

-----

Ahora consideremos B una bola arbitraria de radio r < 1. Para cada v = (i,42,...) €
J, sea
ky =min{k € N: ¢;,¢cjp...c;, <7} (2.5.15)
Definamos
Qr ={(i1,...,ik,) : v=_>i1,19,...,) € J} (2.5.16)

er = {(ih s 7ik) S Q"' - B mvil"“’ik # Q)}

Luego la familia
VT - {‘/741:% : (ila 72k> S Qr}

tiene elementos ajenos entre si y
Wr = {Vzl ..... i - (ila 7Zk) € Qr}

es una cubierta de K. En efecto, sean (i1, ..., i), (j1, ..., =) € Qy tales que V;, 5 OV i,
# (). Sin pérdida de generalidad supongamos que k < k*. Tomemos y € V;, ;N Vit g
luego existen z,z € V tales que (f;, o---o fi,)() =y = (fj, o--- o fj,.)(2), esto implica
que fi, ((fi .- i) (@) =y = [ ((fr -+ f3,.)(2)), de modo que y € [, (V) N f;, (V).
Luego por (2.5.6)), i1 = j1, asi fi,((fio -+ fi)(@)) = fir (fjs -+ fip.)(2))- Por lo tanto, por
la inyectividad de f;,, se obtiene que (f,--- fi,)(x) = (fj, - fj..)(2). Repetimos este
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proceso para obtener i = jo, ..., iy = ji. Esto implica que ¢;,¢j,...cj, = ¢ Ciy...Ci), < T,
por tanto, k* < k. Asi k = k*, de modo que V;, ;= Vj, .. Por tanto, los elementos
de la familia V, son ajenos entre si. Ahora mostremos que W, es una cubierta de K. Sea
le{l,...,m} tal que

€| = Cmax-
Tomemos
vi=(1,..) € J (2.5.17)
Por ,
K= |J K,

(81 ,sih e )€ TR

Sea x € K, por la igualdad anterior, existe (i1,...,%,.) € Jp,. tal que z € K,

kg

Pongamos z = (i1, ..., k,.,(,...) luego z € J. Dado que CirCig---Ciy, < CovoC ST se

ky* — veces

tiene que k, < ky«, ast K;,, ., . €Ki, ¥, por tanto, v € K;, ;. Luego por 1'
T E Vih---,ikz- Note que (i1, ...,1,) € Q,, en consecuencia W, es una cubierta de K.

Observe que la familia Q, es finita, pues si (i1, ..., i) € Q, entonces k < ky-, donde v*
es como en ([2.5.17)), ya que de lo contrario, ky« < ky por tanto ¢;, ¢iy...c;, = < - <7y
* N——

kV

ky* — veces

asi k < ky+ lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,

kV*
Q, [ JL,....m}e.
q=1

Esto hace que Q, sea finito, y asi también Q,.;. Mostremos ahora que existe u > 0 que no
depende de r tal que Card(Q,1) < u.

Tomemos o > 0 y 5 > 0 tales que V' contiene una bola de radio a y esta contenido
en una bola de radio . Sea (iy, ...,ix) € Q,, por la Proposicién |1.2.8 se tiene que V;, _;
contiene una bola de radio ¢;,...c;,a. Ahora puesto que

k

Ci1 Ciy-Ciy_, > T,
vemos que
(Ciys Cig-e-Cify_, )Cifp > TCify > TCrmins (2.5.18)
donde
Cmin = min{c; i =1,...,m}. (2.5.19)

Por lo tanto, V;, _;, contiene una bola de radio r7acmin. Usando nuevamente la Proposicion
1.2.8 vemos que V;, ;, estd contenido en una bola de radio ¢;,...c;, 3, pero por (2.5.15)),
Ciy---Cip, <1, asiV; ., estd contenido en una bola de radio Sr. En consecuencia,

VT = {‘/Zl,lk : (ily 7Zk) € Qr}

yik
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es una familia de abiertos de R"™ ajenos entre si de modo que cada V;, _; contiene una
bola de radio racmin ¥ estéd contenido en una bola de radio fBr. Luego por el Lema [2.5.1],
B corta a lo méas u = 2"(1 + 28)"(acmin) " clausuras de elementos de V,. Dado que
Vit ooiin, = Vih.--,ikv para cada (iy, ..., i, ) € Q,, se sigue que la familia Q,; tiene a lo méas
u elementos.

A continuacién verificaremos que se cumplen las hipétesis del Teorema [2.4.12] Para
esto mostremos que para toda bola B de radio 0 < r < 1, u(B) < r*u. Sea B una bola de
radio 0 < r < 1. Si BNK = () entonces dado que spt(p) C K se tiene que pu(B) = 0 < rfu.
Supongamos ahora que K N B # (). Observe que

pu(B)

p((B\ K)U (BN K))
(B\ K) 4+ p(BNK)
(R"\ K) + u(BN K)
+u(BNK) = p"(Wpnk).

IA A

0
L
0

Sea z = (j1,J2,...) € Wknp luego zj, ;,.. € K N B. Por otra parte, por (2.5.12)),
Tjyja,... € Mien K1 o> de modo que, x; 5, . € Kj j , pero por (2.5.8), Kj . C
Vit AT 2y 4, € le,...,akz N B. Luego VJ1,~~,sz N B # (), de modo que (j1,...,Jjk,) €
Q,1. Note que z = (j1, jo, ... ) € [/t En consecuencia,

Wknp € U Ttk

(11,0y98) €Qr1

Lo cual implica que

M*(WBQK) S [1;* U Iilv-';ik; S /,L*(I“”Zk)
(ily'”Jk)EQTl (ilr"'zik)egrl
- Z )\(Ilh,lk) - Z CZS1 te ’Clk S Z rs S TS'LM
(31,y0) EQr1 (4150105 ) EQr1 (i1,0nyi ) EQr1

donde la penultima desigualdad se debe a (2.5.15)). Asi
u(B) < réu (2.5.20)

para toda bola B de radio r < 1. Aqui el niimero u es independiente de la bola B. Tomemos
un subconjunto arbitrario U de R” tal que |U| < 1. Es claro que U esta contenido en una

bola By de radio r = |U]|, por tanto por (2.5.20)),
w(U) < u(Bu) < U,
es decir, u(U) < |U|*u para todo conjunto U con |U| < 1. Luego por el Teorema [2.4.12]

H¥(K) > 0 (2.5.21)
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s < dimy(K) < dimp(K) < dimp(E). (2.5.22)

De acuerdo a la desigualdad (2.5.22) solo necesitamos mostrar que dimp(E) < s para
obtener que dimpy(K) = dimp(K) = s. Para esto usaremos el Corolario 2.4.5] Pongamos
C' = |V| y tomemos 0 < v < min{,1}. Para cada n € N definamos 3, = C".

Fijemos n € N y pongamos r = <™. Para este niimero r, consideremos para cada

v € J, k, como en (2.5.15)), y O, como en (2.5.16)). Luego
WT = {Vzl ..... i - (i17 7Zk) € Qr}

es un 7C'— recubrimiento de K, pues |V, | = ¢i...ci,|[V| < r|[V| = rC para cada

.....

(i1, ...,7%) € Q,. En consecuencia, tenemos que

Nyo(K) < n(W,) = Card(Q,). (2.5.23)

Dado que el conjunto Q, es finito, se tiene por (2.5.14)), que

. Z (Cil...Cik)szl.

Asi, por (2.5.18]),

—s
min-’

lo cual implica que Card(Q,) < r~*c

Por lo tanto, hemos mostrado que para cada n € N, Ny (K) < v ™c_% . En conse-

min*
cuencia,

log (N, (K)) _ log(y™™ Cinin)
log(3-) = —log(y"|V])

Observe que

o108V i) _ o 108(7 ™) + 1og(Cin)
n—oo —log(y|V[)  n=eo —[log(y™) + log(|V])]
—nslog(y) — s10g(Cmin)
noo —[nlog(y) + log(|V])]
1 1 min
o 1y 108(7) + 1og(Cmin)
oo nlog(y) + log(|V])

= S.
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Por lo tanto, por el Corolario [2.4.5],

MB(K) S S.

Finalmente, mostraremos que la medida de Hausdorff de K es finita. Sea § > 0, por
el limite [2.5.11}, existe k* € N tal que ¢ |K| < d. Luego

v <i17 7:27 e 7Zk*) € Jk‘*a |Ki1,...,ik*

Por tanto, por (2.5.13)),

K| < M|K| < 6.

:<Ci1 T Cik*)

{Kilmn,ik* . (il, .. ,ik*) - Jk*}
es un d—recubrimiento de K, con lo que

S

Hg(K) < Z |Ki1,---7ik*

(il,...,ik*)EJk*

Por otro lado, cada composicion f; o---o f; . es una similaridad y tiene por factor de
contraccion al producto ¢;, - - - ¢;,.. Asi

Z [ Koy | = Z (cf, - ka) KJ?
(il,...,ik*)EJk* (il,...,ik*)EJk*
(x a) 2 a)m
i1€{1,....,m} igx€{1,....,m}
= |K|S7

m S __

ya que » ", ¢f = 1. Por lo tanto,

Hy(K)< Y Kool =K
(815 ipox ) ES %
y, en el limite cuando 6 — 0, se concluye que H*(K) < |K|* < oo. [ |

El teorema de Moran le da la formalidad requerida al método de conteo de cajas, ya
que establece que este es equivalente a la dimension de Hausdorff. Al mismo tiempo, se
demuestra que el proceso conduce a la obtencién de la dimension fractal.
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Capitulo 3

Dimension fractal en identificacion biométrica del iris
del ojo

En este capitulo, se mostrara una aplicaciéon de la dimension fractal en métodos de
identificacion de personas a través del iris del ojo. Como se mencioné en la introduccion,
uno de los objetivos es mostrar una clasificacion mediante la dimensién en una primera
etapa en el proceso de reconocimiento, lo que permitira a los procedimientos usuales
ajustarse para bases de datos relativamente grandes y garantizar su escalabilidad. En
un primer paso, a manera de contexto, se introducirdn los diversos tipos de deteccion
biométrica, luego, se mostraran en especifico los algoritmos basados en la medicion del
disco del ojo, para finalmente, establecer una jerarquia generada por la combinacién entre
la dimension fractal y el color del ojo.

3.1. Identificaciéon biométrica

El término biométrico se deriva de dos palabras griegas antiguas: Bios que significa
vida y Metron, medida. Este concepto se refiere a los métodos de identificacion humana
basados en uno o mas caracteres fisiologicos o conductuales de un individuo. La biometria
es la ciencia del reconocimiento de individuos a través de caracteristicas innatas tales como
huella dactilar, palma, rostro, firma, escritura a mano, iris, escaneo de retina, voz, entre
otras. Los sistemas biométricos y los procesos de autenticacion utilizan aspectos naturales
en lugar de artificiales, por ejemplo, contrasenas, lo que genera una mayor seguridad.
Estos rasgos pueden ser divididos en tres grupos:

Caracteristicas fisicas. Algunas de las caracteristicas fisiologicas del cuerpo humano
pueden usarse para identificar a alguien, como la huella dactilar o la geometria de la
mano. La medicion de érganos es uno de los métodos mas antiguos de identificacion

o1
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humana que se ha diversificado con el desarrollo de la tecnologia. Los métodos de
identificacién a través de la cara, del iris o las venas de la retina son otras formas
en este caso.

Caracteristicas de comportamiento. Las técnicas conductuales miden la ejecucion
de un trabajo especial realizado por humanos como firmar o decir una frase. Los
métodos de este grupo son la identificacion a través de la firma, el ritmo de escritura,
la voz, entre otros.

Caracteristicas quimicas. Estas técnicas miden una caracteristica quimica del usuario.
Algunos de estos métodos son la identificacion mediante ADN, aztucar en la sangre,
olor corporal, entre otros.

En el Cuadro se realiza una comparacion de todas las tecnologias biométricas
basado en los criterios de simplicidad del mecanismo, precision, integridad y costo ([12]);
de ahi se observa que las funciones del iris y huellas dactilares resultan ser las apropiadas.
Ademas, el ojo tiene muchas propiedades, por ejemplo, es el tinico 6rgano del cuerpo que
es visible desde el exterior y que se encuentra protegido en un ambiente agradable; mas
aun, este se forma en los primeros meses de la concepcién y permanece inalterable hasta
el final de la existencia, también, su estructura esté llena de informacién fisiométrica, lo
que significa que existen mas de doscientos rasgos analizables dentro de él y que no se
pueden duplicar como las impresiones dactilares. La captura de la imagen del iris se lleva
a cabo sin contacto humano, lo cual es una ventaja en esta época en la que es vital evitar
tocar superficies expuestas.

Caracteristicas biométricas Simplicidad del mecanismo Precision Integridad Costo

Huella dactilar 7 7 4 3
Firma 3 4 5 4
Geometria facial 9 4 7 5
Iris del ojo 8 9 8 8
Retina del ojo 6 8 ) 7
Geometria de la mano 6 5 6 5
Geometria del dedo 7 3 7 4
Venas de las manos 6 6 6 5
Anatomia del oido 5 4 7 5
Voz 4 2 3 2
ADN 1 7 9 9

Olor N. A. 2 7 N. A.
Golpe de tecla 4 1 2 1
Contrasena y Comparacion 5 2 8 1

Cuadro 3.1.1: Comparaciéon de los métodos de identificaciéon humana.
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3.2. Sistemas de identificaciéon basados en el iris

En 1993, John Daugman presento el primer sistema de identificacion del iris a través
de la transformada de ondas de Gabor, su idea se bas6 en transformar la imagen en un
conjunto de 256 Bytes que se denomina Cddigo de Iris; luego, compar6 la discrepancia
de los codigos, mediante la distancia de Hamming, y observé la similitud entre dos ima-
genes (5], [6]). En 1996, Wildes sugiri6 el proceso de reconocimiento automatico, el cual
resulto ser un procedimiento de alta complejidad computacional (|31],[32]). Wageeh fue
otro investigador en este contexto, el algoritmo que defini6é utiliza la transformacion de
ondiculas en diferentes niveles ([3]). Zhu, Tan y Sanchez también presentaron otras téc-
nicas ([I7],[18] y [22] ). La mayoria de los procesos de anos anteriores se basaban en el
analisis multiescala, esto es, métodos que consideren diversas caracteristicas para realizar
la buiisqueda de los datos correspondiente al usuario.

En los ultimos anos se han presentado nuevas técnicas basadas en la geometria fractal,
segun las propiedades fractales del iris y otras caracteristicas ([14], [I5]); estas son muy
estables en bases de datos pequenas, por lo que la mayoria estéan restringidas a la biisqueda
en conjuntos de a lo mas 1,000 imagenes. Los sistemas de las empresas desarrolladas de
todo el mundo presentan esta restriccion. Los centros internacionales, como aeropuertos de
algunos paises, han comenzado a utilizar operaciones autométicas de identificacion por iris,
sin embargo, también tienen muchas limitaciones. En la mayor parte de los mecanismos
automaéticos de reconocimiento, normalmente, después de extraer las métricas, se inician
los procesos de comparacion directamente, lo que ocasiona algunas restricciones en la
localizacion. Por lo tanto, la combinacion de parametros puede mejorar los resultados y
aumentar el nimero de elementos en la base (a la que llamaremos instancia).

3.3. Clasificaciéon hibrida de las imagenes del iris

La clasificacion hibrida de las imégenes del iris se realiza mediante la combinacion
de dos variables, en este caso, consideraremos la dimension fractal y el color; ambos
parametros tienen la complejidad adecuada que aumenta la efectividad del algoritmo en
la bisqueda. El primer paso del proceso es calcular la dimension, el segundo es extraer la
tonalidad del ojo.

3.3.1. Extraccion del Iris

El primer paso en la clasificacion es extraer el iris y transformar la figura en una
imagen tnica y estandar. La extraccion se realiza determinando el centro, estimando el
radio interior y exterior y recortando hasta obtener solo el disco; posteriormente, mediante
una transformacion de rotacién geométrica, se mapea su forma circular en una rectangular,
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A A

Figura 3.1: Arriba: Imégenes originales. Abajo: espectro extraido del iris. Imagen obtenida
de [13].

en [I3] se propone aplicar la funcion f : R? — R? donde el dominio esta en coordenadas
polares y su codominio en rectangulares, dada por

fr,0) = (x,y), (3.3.1)

x = rcos?(0) + rfsen(0), 3.
y = rfsen(d) — rcos() sen(); (3.3.3)

sin embargo, no se demuestra que esta transformacién cumple con la condicion IV de
la Proposicion [2.4.10, para garantizar que se preserve la dimension fractal original. El
resultado es el espectro con toda su informacion (véase la Figura ); por supuesto, este
proceso no tiene ningin efecto secundario negativo en el estudio basado en el color que
tendra lugar en la préoxima fase. Como se observa en la parte inferior de la Figura [3.1],
el producto final de esta extraccién son rectangulos iguales que son muy adecuados para
realizar el analisis deseado.

Luego, se calcula la dimension fractal del espectro extraido aplicando el método de
conteo de cajas, andlogo al realizado en la Seccién [2.4] para la curva de Koch, en sintesis,
se debe calcular el siguiente limite:

. . log(Ns(E))
dimp(F) = zlslg(l)w

en este caso, £ C R? es el conjunto de pixeles de la imagen.

Este proceso se repite con cada una de las imagenes en la instancia y se crea un conjunto
con todas las dimensiones obtenidas. En el articulo [I3], se considera la base de fotografias
Phoeniz ([7]), la cual cuenta con 384 capturas de ojos tanto derechos como izquierdos,
y se muestra que el rango en el que caen las dimensiones fractales es [1.30, 1.90]. Luego,
se propone dividir tal intervalo en cuatro grupos, por lo que se obtienen los siguientes
subintervalos:
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Grupo A=[1.30,1.45],
Grupo B=|1.45,1.60],
Grupo C=[1.60,1.75],
Grupo D=[1.75,1.90].

Sin embargo, el problema de la escalabilidad de los métodos atin no se resuelve, debido a
que los intervalos son arbitrarios y pueden contener cantidades no uniformes de elementos,
por ejemplo, en el Cuadro se muestra la cantidad de imagenes con dimension fractal
dentro de cada categoria, obsérvese que si se multiplica por 10 y suponiendo que se sigue la
misma tendencia, entonces en el intervalo C' la busqueda presentaran algunos problemas.
En esta tesis no se abordara la forma de determinar la division adecuada del rango de
dimensiones ya que se encuentra fuera de los objetivos, no obstante, se plantea como un
trabajo futuro y extension de esta.

Intervalo No. de iméagenes

A 72
B 84
C 156
D 72
Total 384

Cuadro 3.3.1: Frecuencia de imégenes por intervalo.

3.3.2. Extraccion de color del iris

Ahora, se analizard una forma de combinar los intervalos propuestos en la seccion
anterior con el color del ojo. La estructura del iris posee propiedades tinicas y un patron
complejo, la tonalidad es uno de ellos, esta se basa en el conteo de pigmentos y criptas de
melanina y tiene un amplio rango el cual varia de marron oscuro a azul claro (JI0]) y para
catalogarlo podemos utilizar algunos términos, por ejemplo, café, ojo de miel, verde, gris,
azul o una combinacion de estos, pero derivado de la falta de una delimitacion explicita
entre estos colores, en [I3] se propone clasificarlos en tres clases: claro, oscuro y medio.
Luego, se calcula el promedio del valor de color en la escala RGB, en otras palabras, se
estima la media de rojo, verde y azul en la imagen; ademas, debido a muchos factores
como la ambigiliedad de la luz, este dato es aproximado e influye el criterio del personal
que se encuentre realizando el anéalisis. Al final, en [I3] proponen los siguientes parametros
para cada clasificacion:

1. Iris claro: El valor de R debe ser mayor que 105; el de G, mas de 90 y el de B,
sobrepasar a 40.
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2. Iris oscuro: El valor de R debe ser menor que 110; el de G, menos que 70 y el de
B, a lo mas 50.

3. Iris medio: El iris que no pertenece a las dos clases anteriores.

El Cuadro muestra los resultados de la clasificacion de todas las imagenes de la
base de datos.

Clase de color No. de imégenes

Claro 132
Medio 144
Oscuro 108
Total 384

Cuadro 3.3.2: Frecuencia de imégenes por color.

Con lo anterior se puede proponer una clasificaciéon hibrida considerando la dimen-
sion fractal y luego la clase de color de cada imagen antes de aplicar algin método de
identificacion biométrica. Con tal propuesta se lograra aumentar la precision de los mé-
todos de reconocimiento utilizando el iris del ojo a bases de datos relativamente mayores
a 1,000 imagenes, logrando el objetivo general de esta tesis y verificando la veracidad de
la hipotesis planteada.




Conclusiones

Esta tesis se baso en dos temas principales: la equivalencia entre la dimension fractal,
de Hausdorff y conteo de cajas y la exhibicion de una aplicacién en el reconocimiento
biométrico de personas a través del iris del ojo. El Capitulo [1] estd dedicado a introducir
algunos conceptos y propiedades que son utilizados en el desarrollo del trabajo, principal-
mente, la nocion de medida exterior (Seccion ; espacios métricos y algunas propiedades
(Seccion y el limite superior e inferior de una funcién (Definicion [1.2.19).

En el Capitulo [2| se mostraron los diferentes conceptos de dimensién de interés en
nuestro estudio: topologica, fractal, de Hausdorff y de conteo de cajas; luego, mediante
el teorema de Moran, se establecié que los tltimos tres tipos son en realidad equivalentes
y que extienden al primero, con este resultado se le brind6 al método de conteo de cajas
una base teorica solida fundamentada principalmente en la dimension de Hausdorff, la
cual hace uso de resultados en topologia y teoria de la medida. Logrando la parte OG1
del objetivo general de esta tesis.

Parte fundamental de esta investigacion es que se presenté una de las propiedades
intrinsecas principales de los fractales en un lenguaje matematico: la autosimilitud (De-
finicion . Este concepto se define a través de funciones contractivas sobre espacios
métricos, lo que permite aterrizar tal propiedad y analizarla con herramientas desarrolla-
das en topologia, teoria de la medida y analisis matemaético.

Por otro lado, como consecuencia de la propiedad de autosimilitud, al aplicar una
transformacion a un fractal «aparenta» preservar su forma original, por ejemplo, al acer-
carla y alejarla, sin embargo, en ocasiones la dimension fractal se ve alterada por ciertos
mapeos. En la Proposicion se mostraron las condiciones sobre las funciones para
que preserven las dimensiones, en particular, si es bilipschitz, la dimensién no se altera.

En el Capitulo 3] se introdujo la teoria alrededor de la identificaciéon biométrica. Se
mostraron algunas de las caracteristicas que consideran los métodos usuales, tales como
las fisicas, de comportamiento y las quimicas y se exhibieron los principales sistemas de
reconocimiento.
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En la Seccion se mostré la forma de procesar una imagen del iris del ojo, la
manera de extraerlo y la funciéon con la que se transforma en una imagen rectangular.
En segundo paso, se exhibié el método de cajas para calcular la dimension fractal de la
figura procesada, se mostro el rango en el que se encuentran los valores de las dimensiones
de las imagenes de la instancia Phoenix, este intervalo es el propuesto por Jampour en
el articulo [13], ahi mismo, se propone dividirlos en cuatro subintervalos. Finalmente, se
catalogaron las figuras de los iris por color en tres categorias: claro, medio y oscuro, de
tal modo se podré dividir la base de datos en doce partes iguales antes de aplicar algin
sistema de identificacion, con lo que se incrementa la efectividad del reconocimiento. Como
consecuencia, la parte OG2 del objetivo general es alcanzada.

Trabajo futuro

Durante el analisis de la aplicaciéon exhibida en este trabajo surgieron algunas interro-
gantes, las cuales son listadas a continuaciéon y se plantean como trabajo futuro.

= En el proceso de extraccién del iris se elimina la parte que no aporta informacion
y se conserva solo el disco entre la pupila y la esclerética, para luego transformarla
a coordenadas rectangulares mediante la funcion -, sin embargo, a este
mapeo no se le realiza un analisis para verificar que preserve la dimension fractal de
la imagen original, es decir, comprobar la condicion IV de la Proposicion en
el caso que no lo cumpla, se sugiere plantear una nueva transformacion.

= La propuesta de clasificaciéon atn presenta algunos inconvenientes de escalabilidad,
una de ellas es que, a pesar de que se divide la base de datos en doce partes, puede
darse el caso en que una parte absorba la mayor cantidad de imégenes, excediendo del
valor 1,000, con lo que nuevamente los métodos presentarian deficiencias. Una forma
de resolver este problema es dividir el intervalo de dimension fractal en categorias no
uniformes, sino que dependan del comportamiento de tales dimensiones, combinados
con sistemas de inteligencia artificial, lo cual actualmente se encuentra en desarrollo
como trabajo de tesis de maestria del sustentante, esta tesis es el pilar de esa nueva
investigacion.
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