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Introduccion

La transmision confiable de informacién a través de canales ruidosos, en el sentido en el
que lo que se recibe no siempre es lo que se envio (vease [20]), es uno de los requerimientos
béasicos de los sistemas de comunicacién e informacion digital. Un sistema de comunicaciéon
cuenta con la siguiente estructura basica:

—  Transmisor Canal Receptor

Dentro del Transmisor del sistema de comunicacion se llevan a cabo las siguientes tareas
(vease [1]):

= Codificacion de la fuente.
= Codificacion del canal.
= Modulacion.
Mientras que el Receptor realiza las tareas que se enlistan a continuacion (vease [I]):
= Demodulacion.
= Decodificacion del canal.
= Decodificacion de la fuente.

El modulador genera la senal que se utiliza para transmitir la secuencia de simbolos b a
través del canal. La senal se perturba debido al ruido del canal, por lo que esta senal con
ruido es demodulada por el demodulador en el Receptor del sistema de comunicacién, lo
que lleva a la secuencia de simbolos recibidos r. La secuencia de simbolos recibidos r suele
diferir de la secuencia de simbolos transmitida b, razéon por la cual se utiliza un coédigo
de canal de modo que el receptor pueda detectar o incluso corregir errores. Para ello,
el codificador del canal introduce redundancia en la secuencia de informacion u, dicha
redundancia puede ser aprovechada por el decodificador del canal para la deteccién o
correcion de errores estimando la secuencia u de simbolos transmitidos (vease [I]). En
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la Teoria de codigos se estudian estos procesos de codificacion y decodificacion que se
presentan en los sistemas de comunicacion.

Nuestra investigacion se centra en el estudio de la primera parte de la estructura de un
sistema de comunicacion: la transmision, en el que la codificacion juega el papel principal.

Los sistemas de comunicacién modernos dependen en gran medida de potentes meto-
dologias de codificaciéon de canales, pero para su aplicaciéon practica estos esquemas de
codificacién no necesitan solamente tener buenas caracteristicas de codificaciéon con res-
pecto a la capacidad de detectar o corregir errores que se introducen en el canal, sino que
también se deben poder implementar de forma eficiente. Algunas de las aplicaciones prac-
ticas de los codigos de canal se encuentran en las comunicaciones espaciales y por satélite,
transmision de datos, transmision de audio y video digital y comunicaciones moéviles, asi
como sistemas de almacenamiento como memorias de computadora o discos compactos
(vease [8]).

Los codigos lineales son un tipo de cédigos con ciertas caracteristicas que hacen que su
codificacion se pueda llevar a cabo de forma eficiente, sin embargo en general el problema
de decodificacion de codigos lineales es dificil de resolver. Los cddigos ciclicos son un tipo de
codigos lineales con propiedades algebraicas que hacen posible la existencia de algoritmos
de decodificacion algebraicas més eficientes (veése [1]). Es importante mencionar que los
procesos de codificacion y decodificacion se pueden llevar a cabo utilizando conceptos de
Algebra Moderna, particularmente de la teoria de campos finitos y de espacios vectoriales
sobre dichos campos. Una de las caracteristicas algebraicas mas importantes de los codigos
ciclicos es que estos se pueden describir mejor utilizando un anillo cociente de un anillo
de polinomios sobre un campo finito.

Algunas de las propiedades de los cddigos que hacen posible determinar como se puede
llevar a cabo de forma més eficiente el proceso de decodificacion son ciertos pardmetros que
tienen asociados, entre los que destacan la distancia minima de Hamming y la dimension
del codigo.

Los codigos BCH, los cuales son una familia de los cdédigos ciclicos, fueron descubiertos
de forma independiente alrededor de 1960 por Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (vease [14]
16]). Dichos codigos pertenecen al tipo de codigos correctores de errores, estos cuentan con
un algoritmo de decodificacion eficiente que depende de lo que se conoce como distancia
de diseno, la cual estéd determinada por las raices de un polinomio. Este método depende
ademas de lo conocido como clases laterales ciclotomicas. La teoria sobre codigos BCH
es bien conocida cuando la longitud del codigo estd dada por n = ¢' — 1, donde ¢ es
una potencia de algtin nimero primo. Cuando los c6digos tienen esta caracteristica se les
denomina primitivos. Mientras que cuando su longitud esta dada por n = ¢™ + 1 se les
denomina antiprimitivos (vease [0]).

Los codigos BCH se han estudiado y utilizado ampliamente en la practica, como en la
comunicacion, el almacenamiento de datos y la seguridad de la informacion (vease [19]),
sin embargo, se sabe poco acerca de los pardmetros de dichos codigos. En general es muy
dificil determinar la dimension y la distancia minima de los c6digos BCH. Para un campo
finito dado, la dimensién y la distancia minima de los coédigos BCH se conocen solo para
algunas longitudes de c6digo especiales y distancias de diseno. Sélo se han desarrollado
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algunos limites inferiores en la dimension y la distancia minima (vease [20), 14} 18] [7, 12, 9]).
Han tomado gran importancia los cédigos BCH antiprimitivos, los cuales se pueden utilizar
contra ataques de canal lateral y ataques no invasivos con fallos (vease [I5]). Cunsheng
Ding senald que es muy significativo encontrar el segundo y tercer lideres de clase lateral
més grandes, modulo n, pues esto seria util para deducir los parametros de los codigos
BCH (vease [19]).

En este trabajo de investigacion se estudiaran algunos cédigos BCH antiprimitivos
cuando ¢ = 2 y m tiene algunas formas particulares, tomando como base el trabajo rea-
lizado por Yang Liu et. al en [19]. Para dicha investigacion es indispensable conocer los
lideres de clases laterales, asi como los cinco lideres de clase lateral méas grande, con el fin
de determinar los parametros de dichos codigos, por lo que el trabajo se ha estructurado
de la siguiente forma:

En el Capitulo 1 se presentan conceptos bésicos de Algebra Moderna, mediante los
cuales se construyen anillos cociente a partir de un anillo de polinomios sobre campos
finitos. También se introducen las definiciones de raiz n-ésima primitiva de la unidad,
polinomio minimo y elementos conjugados sobre un campo que toman gran importancia
en la construcciéon de codigos ciclicos.

El Capitulo 2 es una introduccion a la Teoria de Codigos, en dicho capitulo se pre-
sentan definiciones como las de Codigo lineal y Codigo ciclico, ademés se explica como se
construyen codigos ciclicos a partir de un ideal con la definicién de determinadas funciones.

A lo largo del Capitulo 3 fundamentamos la construcciéon de los codigos BCH, asi co-
mo sus parametros y algunas propiedades, justificamos ademas la relacion de la distancia
minima de Hamming de estos codigos con la criptografia.

El Capitulo 4 esté basado en el articulo [19], en dicho capitulo se presentan los codigos
BCH de longitud n = 2™ + 1 para m = 2t + 1 para los cuales se determinan los cinco
lideres de clases lateral mas grande para después obtener los pardmetros de dichos codigos.

Finalmente se presenta una seccion sobre las Conclusiones obtenidas en este trabajo
de tesis.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares de campos finitos

A lo largo de este capitulo, se presentan los conceptos bésicos sobre Algebra Moderna,
que se utilizaran en el desarrollo de la tesis.

1.1. Grupos y subgrupos

El primer concepto que presentamos es el de Grupo, pues a partir de dicho concepto
se derivan el resto.

Definicién 1.1.1. Un grupo es un conjunto no vacio GG con una operacion binaria, llamada
producto y denotada por (x), que satisface:

(1) Para todo a,b € G, axb e G.

(2) El producto es asociativo.

(3) Existe un elemento e € G tal que para todo a € G, exa = a* e = a.

(4) Para cada a € GG existe un unico elemento b € G que satisface a xb=b*a = e.

El elemento e en (3) es tnico y se le llama: neutro aditivo del grupo G. Ademas, el
elemento b en (4) se denota con a™! y se le llama: el inverso multiplicativo de a.

Ejemplo 1.1.2. Si G =Z con a * b = a + b, entonces G' es un grupo.

Definicién 1.1.3. Se dice que el grupo G es abeliano o conmutativo si para cualesquiera
a,b € G, se cumple a xb=0bxa.

Definicién 1.1.4. Sea G un grupoy H C G con H # (). Se dice que H es un subgrupo
de G si H es un grupo con el producto de G.

1



1.2. Anillos e ideales

Definicién 1.1.5. Sea GG un grupo y sea a € G.
H={da":nelZ}

es un subgrupo de G y es el menor subgrupo de G' que contiene a a. H se denota por (a)
y se le llama subgrupo de G generado por a.

Definiciéon 1.1.6. Sea G' un grupo. Se dice que G es ciclico si existe g € G tal que

G =(9).

1.2. Anillos e ideales

Definicion 1.2.1. Un anillo es un conjunto no vacio R con dos operaciones: + (suma) y
- (producto) tal que:

1. R es un grupo abeliano con la operacion +.
2. Con la operaciéon producto se satisface:

a) Paratodoz,y € R,x-y€ R
b) Para todo z,y,z€ R, x-(y-2) = (z-y) - 2.
¢) Paratodo z,y,z€ R,z (y+z2)=x-y+zx-z2y(y+z2)-c=y-x+z-x.

Ejemplo 1.2.2. El conjunto R = Z es un anillo con la suma y producto usuales de los
nameros enteros.

Al trabajar sobre campos finitos, presentamos las siguientes definiciones que nos llevan
a la definiciéon de campo.

Definicion 1.2.3. Sea R un anillo.
1. Se dice que R es conmutativo si r1 - ro = ro - 1 para cualesquiera 1,7y € R.
2. u € R con u # 0, se llama divisor del cero si existe v € R con v # 0 tal que u-v = 0.

3. Para R conmutativo, R es un dominio entero si y sblo si R carece de divisores del
cero.

Dadas las definiciones anteriores, presentamos la definicién de campo.

Definiciéon 1.2.4. Sea R dominio entero. R se llama campo si y solo si R — {0} es un
grupo con la operacion producto de R.

Definicién 1.2.5. Sea R un anillo, I C R con I # (). Se dice que I es un ideal de R si:

1. I es un grupo con la operacién suma de R.




1. Conceptos preliminares de campos finitos

2. ri,ir € I parai € I, r € R arbitrarios.
Definicion 1.2.6. Si R es un anillo conmutativo unitario y a € R, el ideal {ra : r € R}
de todos los multiplos de a es el ideal principal generado por a y se denota por (a). Un

ideal N de R es un ideal principal si N = (a) para alguna a € R.

Definicién 1.2.7. Sea N un ideal de un anillo R y sea a € R. La clase a + N es el
conjunto {a +n:n € N}.

Las operaciones de clases que se definen son: Para a,b € R
l. Suma: (a+R)+ (b+R)=a+b+ R
2. Multilicacién: (a + R)(b+ R) =ab+ R
Definicion 1.2.8. Si N es un ideal en un anillo R, el anillo de las clases laterales r + N

bajo las operaciones inducidas, es el anillo cociente y se denota por R/N. Las clases r+ N
son las clases residuales moédulo V.

1.3. Anillo de polinomios

Es bien sabido que en la definicién de polinomio habitual, lo mas importante son los
coeficientes del mismo y el orden en el que se encuentran, por esta razoén se presenta la
siguiente definicién de polinomio.
Definicion 1.3.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad, un polinomio con coeficientes
en R es una funcion f : NUO — R para la cual existe N € N con f(n) = 0 para toda
n > N. Si f(n) # 0 para algan n € N, al maximo valor que satisface dicha propiedad se
le llama el grado de f y se denota por grad(f).

Sobre polinomios se presentan las siguientes definiciones:

Definicién 1.3.2. Si f y g son polinomios. Se denota y se define:

1. La suma de f con g mediante:
(f +9)(n) = f(n) +g(n)

2. El producto de f con g mediante:

(f9)(n) =Y _ f(k)g(n — k)

k=0

o0

3



1.3. Anillo de polinomios

Se satisface que f + g v fg son polinomios, 0 representa la funciéon constante 0 y la
funcion 1 definida como 1(0) = 1y 1(n) = 0 para todo n > 0, asi el conjunto de polinomios
con coeficientes en R es un anillo conmutativo con identidad.

Consideremos la funcién x : N — R definida por

(n) = 1 sin=1
=20 sin#£1
Se verifica, aplicando la definicién de producto, que

kN )1 sin=k
x(n)—{o sin#k’

por lo que todo polinomio distinto de cero se puede escribir en la forma:

Observemos que la sumatoria en realidad es finita, pues por definicién existe N € N con
f(n) =0 para toda n > N. Asi,

f k),

0

N

f =

k=

o de forma explicita
f=ap+ax+ax®+...+anz.

Notacién 1.3.3. A cada polinomio f se le denotarda como f(x) y con R[z]| se denota al
conjunto de todos los polinomios con coeficientes en el anillo R.

Se presenta una propiedad importante cuando R es un campo.

Teorema 1.3.4. (|10, Teorema 31.5]) Si F es un campo, entonces todo ideal en F[z] es
principal.

Teorema 1.3.5. Si F es un campo e I el ideal principal generado por p(x) = ag + a1x +
asx® + ... + a,z" con a, # 0, entonces para cada 7(x) + [ € F[z]/I, existe un tnico
polinomio q(z) = by + byx + bez® + ... + b, 12" ! tal que r(x) + I = q(z) + 1.

Definiciéon 1.3.6. Un polinomio no constante p(x) sobre Flx] es irreducible sobre F si
p(z) no puede expresarse como producto g(x)s(z) de dos polinomios ¢(x) y s(z) en F|x],
ambos de grado menor que el grado de p(z).

Teorema 1.3.7. Si p(z) es un polinomio irreducible en F[z] con F campo, entonces
Flz]/{p(z)) es campo.

Definicion 1.3.8. Sea F un campo, a € F y p(z) € F[z]. Se dice que « es una raiz de
p(x) siy solo si p(a) = 0.
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1.4. Campos finitos

Como los codigos con los que vamos a trabajar se desarrollan sobre campos finitos, en
esta seccion introduciremos cuestiones importantes sobre ellos.

Los campos finitos son aquellos campos con un nimero finito de elementos, es decir,
si F es un campo, entonces |F| = g¢.

Definicion 1.4.1. Se define la caracteristica de un campo F, como el ntimero entero
positivo mas pequeno p tal que p-1 = 0. Asi, se dice que el campo [ tiene caracteristica
p. Si dicho niimero no existe, se dice que el campo tiene caracteristica 0. La operaciéon p-1
representa p sumandos, es decir,

prl=1+1+--41.
—_——

p—veces

Definicion 1.4.2. Un subcampo es un subconjunto K de un campo F que es campo bajo
las operaciones inducidas en [F.

Definicién 1.4.3. Un campo F es un campo de extension de un campo K, si K es subcam-
po de F. En este caso, ' es un espacio vectorial sobre K con las operaciones adecuadas,
ademaés la extension es finita si la dimension de F sobre K es finita.

Teorema 1.4.4. Sea F un campo finito.

1. La caracteristica de F es un niimero primo p.
2. FF contiene al subcampo [, donde IF,, son los enteros modulo p.

3. T tiene p™ elementos, donde el nimero primo p es la caracteristica de 'y m es la
dimension de F sobre IF),.

Definicion 1.4.5. Sean n y p coprimos. Se define ord,(p) como el entero positivo mas
pequeno, a, tal que p® =1 mdbd n.

Observacion 1.4.6. El Teorema de Euler nos asegura que, si n y p son coprimos, entonces
p¥™ =1 mdd n, donde ¢(n) es la funciéon de Euler que nos indica el nimero de enteros
entre 1 y n que son primos relativos con n.

El Teorema del Buen Orden nos garantiza que existe ord,(p).

Ejemplo 1.4.7. Consideremos n = 5 y observemos que para p = 2

2=0-54+41 =1 méd5H
21=0-54+2 =2 méd5H
22=0-54+44 =4 méd>5H
22=1-54+3 =3 méd 5
24=3.54+41 =1 méd5H

de modo que ord;(2) = 4. De manera similar, se obtiene que ords(3) =4 y ords(4) = 2.
Como 2, 3,4 € F5 el orden de cada uno con respecto a n coincide con el orden de cada
uno de los numeros en los enteros modulo 5.




1.4. Campos finitos

Teorema 1.4.8. Si p es un ntimero primo y m es un nimero natural, entonces existe un
campo finito F con p™ elementos.

Teorema 1.4.9. Si el campo finito F tiene p elementos, entonces todo a € F satisface
a" = a.

Definicion 1.4.10. El campo de descomposicion sobre F de un polinomio f(x) € F[z] es
la menor extension de F que contiene a F y a todos los ceros de f(z).

Teorema 1.4.11. Todo polinomio f(x) € F[z| con F campo, tiene un campo de descom-
posicion sobre F.

Teorema 1.4.12. Sean n y p coprimos, donde p es un numero primo. El campo de
descomposicion de ™ — 1 sobre I, es F,+ donde t = ord,(p).

Definiciéon 1.4.13. Un elemento a de un campo es una raiz n-ésima de la unidad si
" = 1. Es una raiz primitiva n-ésima de la unidad si o™ =1y o™ # 1 para 0 < m < n.

Notemos que en el Teorema [1.4.12) podemos concluir que F,: donde ¢ = ord,,(p), con-
tiene una raiz primitiva n-ésima de la unidad.

Sin =2 o0mn=3, diremos que « es una raiz cuadrada y raiz ctubica, respectivamente.
Para valores mayores de n, diremos que « es una raiz de orden n.

Si tenemos un campo finito F, por el Teorema [1.4.4] F tiene p" elementos donde p
es un nimero primo, tenemos asi p" — 1 elementos distintos de cero. Del Teorema [1.4.9)
todo elemento o € F cumple o?” = a, de donde o?"~! = 1 si a # 0, es decir, todos los
elementos distintos de cero de un campo finito F con p™ elementos son raices de la unidad
de orden (p" —1).

Teorema 1.4.14. |20, Teorema 3.3.1] Tenemos lo siguiente:
1. El grupo F} de los elementos distintos de cero del campo F,, donde ¢ = p™ con p

naimero primo, es ciclico de orden g — 1 bajo la multiplicacion de F,.

2. Si v es un generador de dicho grupo ciclico, entonces

Fq = {07]- = 70777727' . 7,}/(]—2}
y ' =1siysolosi(q—1).

Observemos que del teorema anterior, el campo [, contiene una raiz primitiva de la
g—1

unidad de orden n si y solo si n|(¢ — 1), en dicho caso 7 » es una raiz primitiva de la
unidad de orden n.

Teorema 1.4.15. Sea K una extension finita de IF. Si a € K, entonces existe un polinomio
no cero f(x) € Flz| tal que f(«a) = 0.

Definicion 1.4.16. Sea K/F una extension finita y a € K. El polinomio minimo de « es
el polinomio moénico M, (x) en F|x] de grado mas pequeno que tiene a a como raiz.

Definicion 1.4.17. Sea K/F una extension finita y «, o’ € K. Dos elementos, a y o/ los
cuales tiene el mismo polinomio minimo sobre F se llama conjugados sobre F.




Capitulo 2

Introduccién a la Teoria de Coédigos

Un sistema de comunicacion cuenta con la siguiente estructura bésica:

Codificacién

de la fuente

Codificacién +)l—|
del Canal Modulacién

Decodificaciéon
de la fuente

donde u es la secuencia de informacién que se codifica en la secuencia de simbolos b, la
cual se transmite a través de un canal. La secuencia de simbolos recibidos r suele diferir de
la secuencia de simbolos transmitida b, razéon por la cual se utiliza un cédigo de canal de
modo que el receptor pueda detectar o incluso corregir errores. Para ello, el codificador del
canal introduce redundancia en la secuencia de informacion u, dicha redundancia puede
ser aprovechada por el decodificador del canal para la detecciéon o correcién de errores
estimando la secuencia u, es decir, r recibidos se decodifica en la secuencia de simbolos
de informacién u la cual es una estimacion de los simbolos de informacién transmitidos
originalmente (vease [I]). En la Teorfa de codigos se estudian estos procesos de codificacion

Decodificacién
del Canal

<~ Demodulacion]|

Figura 2.1

y decodificacién que se presentan en los sistemas de comunicacion.
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2.1. Cédigos lineales

2.1. (Cobdigos lineales

Definicion 2.1.1. Un alfabeto es un conjunto finito A = {ay,--- ,a,}, cuyos elementos
son llamados simbolos y el numero de elementos de A es la raiz de A.

Con base en la definicion anterior, se presenta la siguiente definicion:

Definicion 2.1.2. Una palabra de longitud n sobre A es una sucesion de n elementos de

A.

Notacion 2.1.3. En general escribiremos las palabrasde longitud n sobre A de la siguiente
forma:
U= Uy Uy * Uy, u; €A

Notacion 2.1.4. Se denotard por A" a todas las palabras de longitud n y por A* al
conjunto que contiene a todas las palabras, es decir, A* = (J, .y A"

Definicién 2.1.5. Si A = {ay,--- ,a,} es un alfabeto, un cddigo g-ario sobre A es un
subconjunto C de A*. Los elementos de C son llamadas palabras de cédigo. El niimero
M = |C|, el cardinal de C, es el tamano del codigo.

A lo largo de este trabajo, el alfabeto con el que trabajaremos sera A = F,, donde
q = p™ con p un numero primo.

Consideremos ahora una secuencia de informacién ugujusus ... donde cada u; es un
simbolo de informacién. Esta secuencia se agrupara en bloques con k elementos cada uno,
como se muestra a continuacion

UoUy - - - Ug—1 UpUky1 - - - U1 - - -
N TV & TV d

bloque bloque

En lo que llamaremos cddigos de bloque (n,k) g-arios, las palabras de informacion
estaran dadas por cada uno de los bloques que mencionamos anteriormente, es decir, las
palabras de informacion seran

UoUT «+ - Uk—1
UpUp41 - - - U2k—1
Uk U2k+1 - - - UZk—1

cada una de longitud k con u; € {0,1,...,q — 1} las cuales se codifican por separado en
las correspondientes palabras de codigo

boby ... b1
bnbn—H cee b2n—1
b2nb2n+1 s b3n71




2. Introduccién a la Teoria de Codigos

de longitud n con b; € {0,1,...,q — 1}. Representaremos como u = (ug, Uy, ...,Ux_1) y
b = (b, b1,...,b,_1) a las palabras de informacion y de codigo, respectivamente.
Observemos que el numero de posibles palabras de codigo esta dado por

M = ¢~

La longitud n de una palabra de cédigo es mayor que la longitud k& de una palabra de
informacion.

Definicién 2.1.6. La tasa a la cual se transmite la informaciéon a través del canal se
reduce por la llamada tasa de codigo:

_log,(M) k

R .
n n

Definicion 2.1.7. El peso, wt(b), de la palabra b = (bg, by, ...,b,_1) se define como el
nimero de componentes b; no cero.

wt(b) = |{i:b; #0,0 <i<n}.
Definicion 2.1.8. El peso minimo de un cédigo de bloque C se define como

min wt(b).
Vb£0

Una definicion importante es la distancia minima de Hamming.

Definicion 2.1.9. La Distancia de Hamming, dist(b,b’) entre dos palabras de codigo by
b’, ambas de longitud n, proporciona el niimero de componentes diferentes de by b’.

dist(b,b') = |{i : b; # b;,0 < i < n}|

Definicién 2.1.10. Para un cédigo C con M palabras de codigo, la distancia minima de
Hamming estd dada por
d = min dist(b,b").
Vb
La distancia minima de Hamming de un c6digo esta completamente relacionada con las
capacidades de deteccion y correccion de errores del codigo. Respecto a esto, se presentan
los siguientes resultados

Teorema 2.1.11 ([I7] Teorema 2.5.6 ). Sea C un codigo con distancia minima de Ham-
ming d. El codigo C detecta exactamente d — 1 errores.

Demostracion. Sea b € C una palabra de codigo transmitida, cuya palabra recibida sea r.
Se sabe que r puede diferir de b. Si dist(b,r) < d, entonces r & C, esto quiere decir que el
codigo C puede detectar d — 1 errores. |




2.1. Cédigos lineales

Bolas de correcion

KKK KKK

b’

d

Figura 2.2: Bola de correcion

Para el analisis de la capacidad de correcion de errores de un cédigo C con distancia
de Hamming dist y distancia minima de Hamming d, se define la bola de correccion para
cada palabra de cédigo b como:

H,(b) = {b € C: dist(b,V)) <r}

Segin el radio de las bolas de correccion, ademas de la palabra de coédigo b, todas
las palabras que difieren en 1,2,...,r componentes de b, son elementos de la bola de
correccion correspondiente. Podemos decodificar de forma tinica todos los elementos de
una bola de correcciéon en la palabra de codigo correspondiente b, siempre que las bolas
de correcciéon no se intersecten. La condicion se satisface si r < %l.

Teorema 2.1.12 ([I7], Teorema 2.5.10 ). Sea C un codigo con distancia minima de
Hamming d. El nimero méaximo de errores corregibles por el codigo C es

5

Demostracion. Suponga que b es una secuencia de informaciéon que se transmite a través
del canal, recibiendo una secuencia de informacién r que difiere de b. Suponga que no se
producen mas de [ % | errores.

Consideremos el conjunto de 2% esferas de radio L%j con centro en las palabras de
codigo en C. Dada la definicion de d, las esferas no se intersectan. Por tanto, r» pertenece
solo a una esfera, aquella que tiene como centro a b. Asi, el decodificador busca la esfera
a la que pertenece r, y muestra el centro de la esfera como el vector decodificado. Se
observa que, cuando el nimero de errores es a lo méas L%j, el procedimiento proporciona
la respuesta correcta. Ademés, el nimero méximo de errores que el cdédigo puede corregir
es | %1 ]. Sean a,b € C tal que dist(a, b) = d. Sea también un vector u tal que dist(a,u) =
1+ S y dist(b,u) =d — 1 — |%2]. Se cumple que

dist(bu) —d—1 — L%j _ Ld—l—%j _ L%J g1+L%J — dist(a, ).

10



2. Introduccién a la Teoria de Codigos

Entonces si se transmite a y se recibe u, es decir, ocurren 1+ L%J errores, el decodificador
no puede concluir que la palabra transmitida era a, ya que la palabra de cédigo b es al
menos tan cercana a % como a. [ |

Definicién 2.1.13. Se define C(n, k,d) como el conjunto de codigos de bloque (n, k)
C = {by,by,...,by} donde M = ¢*, con palabras de codigo de longitud n y distancia
minima de Hamming d.

Una definicion indispensable en Teoria de codigos es la de codigos lineales, la cual se
presenta a continuacion.

Definiciéon 2.1.14. Un cédigo de bloque C € C(n, k,d) sobre el campo finito F,, donde
g = p™ con p un namero primo, es llamado lineal si C es un subespacio de dimension k
del espacio vectorial Fy.

La propiedad de linealidad de un codigo de bloque lineal en C(n, k, d) se puede utilizar
para codificar de forma eficiente una palabra de informacion dada u=(ug, u1, . . ., ux_1). To-
memos una base {go, 91, ..., gk—1} del subespacio C, donde cada ¢; = (g0, i1, - Gin—1)
es un vector n-dimensional, con 0 < ¢ < k — 1. La correspondiente palabra de codigo
b= (bo,b1,...,b,_1) se puede escribir como

b= upgo +urgr + -+ + Up—19k—1
donde u; € IF,.

Ejemplo 2.1.15. Consideremos al campo Fy y n = 4. Con dichos datos, se tiene el
espacio vectorial F3 = {agajasas : a; € Fy,i = 0,1,2,3.}. Consideremos ademés el codigo
C generado por {1010,0101}.

Observemos que C es un codigo (4, 2) binario, més atn

C = {0000, 1010,0101, 1111}.

Utilizando este co6digo, dada una secuencia de informacién, esta se puede codificar de
acuerdo con el esquema mostrado en la Figura[2.1] Por ejemplo, la secuencia de informa-
cion 1100100110 se agrupa en bloques con 2 elementos cada uno, es decir

11
00
10
01
10

Cada palabra de informacion se codifica por separado, por lo que

11 — 1-1010+1-0101 = 1111
00 — 0-1010+0-0101 = 0000
10 — 1-1010+0-0101 = 1010
01 — 0-1010+1-0101 = 0101
10 — 1-1010+40-0101 = 1010

11



2.1. Cédigos lineales

es decir, las correspondientes palabras de codigo son

1111
0000
1010
0101
1010

cada una de longitud 4. Con esto, se obtiene la secuencia final ya codificada 11110000101001011010.
Por otro lado,
dist(0000,1010) = 2
dist(0000,0101) = 2
dist(0000,1111) =4
dist(1010,0101) = 4
dist(1010,1111) = 2
dist(0101,1111) = 2.

Esto muestra que la distancia minima de Hamming del codigo C es d = 2.

Definicion 2.1.16. Sea C un codigo lineal de longitud n sobre F,, su coédigo dual eucli-
deano se define por

Ct={z e€F,: (z,y) =xy" =0 para todo y € C}
donde y* denota el vector transpuesto de y = (y1, ¥, - -, Yn)-

La dimension k& de un codigo lineal juega un papel importante en la deteccion y
correcion de errores a través de la tasa de codigo, por lo que presentamos el siguiente
resultado:

Teorema 2.1.17. Teorema de Shannon. Dado un cédigo con tasa de codigo R menor a
la capacidad C' del canal de comunicacién, entonces existe un bloque de cédigo de longitud
n con tasa de codigo R que se puede transmitir por el canal con una probabilidad de error
arbitrariamente pequena.

La capacidad del canal es un nimero que se obtiene de acuerdo a las caracteristicas
de dicho canal, para mayor informacion se puede consultar [I].

La tasa de codigo es la relacion entre la cantidad de datos de informacion y datos totales
transmitidos en las palabras de c6digo. Una alta tasa de codigo significa que el contenido
de informacién es alto y la carga de codificacion es baja. Sin embargo, cuantos menos
bits se utilicen para codificar redundancia, menos proteccion de error se proporciona. Se
debe hacer una compensacion entre la disponibilidad de ancho de banda del canal de
transmision y la cantidad de proteccion de error requerida para la comunicacion.

Definicion 2.1.18. Un codigo lineal C es un codigo lineal con dual complementario
(LCD) si C(C*+ = {0}, o de forma equivalente F} = C @ C*.

Definicion 2.1.19. Un codigo lineal C se llama reversible si (co, ¢y, -+ ,¢p—1) € C implica
que (Cnfla Cp—2,""" JCO) € C

12



2. Introduccién a la Teoria de Codigos

2.2. (Cobdigos ciclicos

En general es dificil decodificar un codigo de bloque lineal arbitrario, aunque hacen
posible implementar una codificacion eficaz, razén por la cual trabajaremos con una clase
importante de los codigos lineales, pues permiten definir un algoritmo de decodificaciéon
algebraica més eficiente.

Definicién 2.2.1. Un cddigo ciclico es un codigo de bloque lineal C en C(n, k, d) con la
propiedad adicional que para cada palabra de codigo

b - (bo, bl, e ,bn,Q, bnfl)
todas las palabras desplazadas ciclicamente

(bn—17 bOa ey bn—3a bn—2)
(bn727 bn737 ey bn747 bn73)
<b27 b37 ERCI) b07 bl)

(b17 b27 RIS bn—17 bO)

son palabras de codigo que pertenecen a C.

Ejemplo 2.2.2. Considerando el codigo del Ejemplo [2.1.15 Se tienen las palabras de
codigo

1111

0000

1010

0101

1010

Notemos que al desplazar ciclicamente a 1111 y 0000, obtenemos la misma palabra de
codigo y asi, pertenecen a C.

Los desplazamientos ciclicos de 1010 son 0101 y la misma palabra de c6digo 1010, am-
bas pertenecientes a C. De manera similar, los desplazamientos ciclicos de 0101 pertenecen
a C, concluyendo asi que dicho codigo lineal es ademés un coédigo ciclico.

2.2.1. Construccion de cédigos ciclicos a partir de un ideal

Los codigos ciclicos tienen una estrecha relacion con los ideales de un anillo construido
a partir de polinomios. Para establecer esta ralacion se definen las siguientes funciones

90 : FZL - Fq['r]v

dada por,
@(boy . buo1) =bo + b1z + -+ byox™ 2 + by

13



2.2. Cédigos ciclicos

Y,
m:Fylx] = Fylz]/(z" — 1)

dada por,
m(f(x)) = [f(2)];

donde [f(x)] representa la clase de equivalencia de f(x).
Teorema 2.2.3. La funcion
o Fy = F,[z]/(2" — 1)

es una transformacion lineal. Si C es un codigo ciclico, entonces (7 o )(C) es un ideal.
Mas atn, mo |, : C — (7m0 ¢)(C) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

El teorema anterior nos da la opcién de trabajar indistintamente con elementos en C
o con la correspondiente clase de equivalencia de ¢(x).

Teorema 2.2.4. Sea [ un ideal no cero de F,[z]/(z™ — 1). El conjunto
{(ag, ... an—1) €F} :[ag+ a1z + -+ ap12" '] € I}
es un codigo ciclico.

Teorema 2.2.5. Sea I un ideal no cero de F,[z]/(z" — 1). Existe un tnico polinomio
monico g(x) € Fy[z] de grado r tal que,

LT = (gl /e — 1)
2. g(x) divide a 2™ — 1.

Ademas, si C es el codigo ciclico lineal correspondiente a I, entonces la dimension de C es
n—r.

Definicion 2.2.6. Sea C = (g(x)) un codigo ciclico, donde g(x) es monico y tiene el grado
méas pequeno entre todos los generadores de C. Al polinomio g(x) se le llama polinomio
generador del codigo ciclico C.

Teorema 2.2.7. [20), Teorema 4.2.1] Sea C un codigo ciclico no cero sobre F,[z]/(z" —1).
Existe un polinomio g(x) € C tal que

1. g(z) es el tnico polinomio moénico de grado minimo en C.
2. C = (g(x)).

3. g(x) (™ —1).

14



2. Introduccién a la Teoria de Codigos

Ejemplo 2.2.8. Considerando nuevamente el cédigo del Ejemplo [2.1.15] Se tienen que
= {1111,0000, 1010, 0101}

Aplicando la funcién ¢ : F3 — F,[x] presentada anteriormente, a cada palabra de codigo
del codigo C, se obtiene

(1111)—1—|—x—|—m + 23 = (z+ 1)1+ 2?),
(0000) =

(1010)—1+x

©(0101) = z + 23 = 2(1 + 2?).

¥
'
¥

Apliquemos ahora la funcion 7 : F,[z] — Fa[z]/(z* — 1) a la imagen de cada palabra de
c6digo bajo la funcién ¢ mostradas arriba, obteniendo

T(l+z+22+23)=[1+z+ 2%+ 2% =[x+ 1][1 + 27
W() 0

m(1+2?) = [1+ 2]

(x+a:) [z + 2*] = [z][1 + 27]

Del Teorema[2.2.3], y puesto que el codigo C dado es un codigo ciclico, se concluye que
(mo@)(C) = {[z* + 1]) es un ideal.

Por otro lado, el Teorema nos garantiza que existe el polinomio generador g(z)
del codigo ciclico C, en este caso g(z) = 1 + 2.

15
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16



Capitulo 3

Codigos BCH

Los codigos BCH son una clase importante de codigos ciclicos. Estos codigos hacen
posible derivar un algoritmo de decodificacion algebraico eficiente.

3.1. Ceros de un coédigo ciclico

Se sabe que un codigo ciclico C en C(n, k,d) sobre el campo finito F, queda definido
por el polinomio generador g(x), segtn el Teorema [2.2.7], dicho polinomio es tnico y es
divisor del polinomio ™ — 1, por lo que

g(x)h(z) =2" —1

Nos interesa encontrar los factores del polinomio 2™ —1 sobre F,. El estudio de los codigos
ciclicos se ha centrado en el caso en el que el polinomio no tiene factores repetidos, por esta
razon se supondra que el polinomio ™ — 1 tiene sélo ceros simples, lo que es equivalente
a la condicion (Mc Eliece, 1987)

med(g,n) =1

es decir, la cardinalidad del campo finito F, y la longitud de la palabra de cédigo son
primos relativos.

El Teorema [I.4.12] nos garantiza que existe una raiz primitiva de la unidad de orden
n, a en un campo de descomposicion adecuado F, donde [ es el nimero méas pequeno tal
que ¢ =1 médn, a® =1y a" # 1 parar < n. En el campo de extension se cumple que
nlg' — 1. Los n ceros del polinomio 2™ — 1 estan dados por 1, a, o, ..., a"1, por lo que
se puede factorizar como

" —1=(x—-1)(z—a)z—a®) - (z—a" " (3.1.1)

Del Teorema [2.2.7] el polinomio generador g(z) divide al polinomio " — 1, asi g(z) se
puede definir con un conjunto de ceros o', a®, ..., a’»*, por lo que

o) = (2 = )& — )+ (¢ - o), 312)

17



3.1. Ceros de un cédigo ciclico

Los coeficientes de este deben ser elementos de F, por lo que no todas las opciones de o/’
son posibles.
A continuacion se presentan condiciones para que g(z) € F,[x]:

Definicién 3.1.1. La clase lateral q-ciclotomica de @ es el conjunto de exponentes i, ¢,
iq?, ...de la rafz primitiva de la unidad de orden n, o € . Se denota y define como

Cy={ig méd (¢ —1):0<j<1—-1}.
Definicion 3.1.2. Al elemento mas pequeno de C; se le llama lider de clase lateral.

Observacion 3.1.3. En adelante, cuando se dice que ¢ es lider de clase lateral , significa
que i es lider de su clase lateral C;.

Teorema 3.1.4. Sea n un entero positivo tal que es primo relativo con ¢. Sea t = ord,(q).
Sea « una raiz primitiva de la unidad de orden n en F:.

1. Para cada entero s, con 0 < s < n, el polinomio minimo de o* sobre I, es

M (z) = [J (@ = o),

1€Cs
donde Cj es la clase lateral g-ciclotémica de s modulo n.

2. Los conjugados de o son los elementos o' con i € C.

Ahora, como g(x) € F,[x], entonces los coeficientes polinomiales deben ser elementos
de [, y dada su representacién en , no todas las opciones de o son posibles. El
Teorema nos garantiza que las conjugadas de o' son o/, o7, ..., ademas, estas
son también ceros del polinomio generador g(x). El producto de todos los factores lineales
respectivos genera al polinomio minimo

mi(z) = (z — a')(z — ™) (z — ') .. (3.1.3)
con coeficientes en .

Ejemplo 3.1.5. Consideremos el campo finito Fy, con n = 7. Queremos factorizar el
polinomio 27 — 1 = 27 + 1 sobre Fs.

Primero buscamos el entero mas pequeno [, tal que 7| (21 — 1), el cual es [ = 3. Se
satisface que F9s contiene una raiz primitiva de la unidad de orden 7, «, ademés es el
campo de extension mas pequeno de Fy que contiene todas las raices de 7 — 1 = 27 + 1.
Como 2"+ 1 = (x + 1)(2® + 2 + 1)(2® + 2* + 1), podemos suponer que & + a + 1 = 0.
Los polinomios minimos satisfacen de modo que el primer polinomio minimo es:

mo(z) =z +1
Para el segundo polinomio minimo, se satisface

mi(z) = (v —a)lx—a?)(r—a?)
= * —2%a(®+a+1)+z(0®+a’+a) +1

18
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Puesto que a es una raiz primitiva de la unidad de orden 7, satisface que o’ =1, o
bien, a” — 1 = 0. Se cumple que

o —1l=(a—1(@+a’+a*+a’+a*+a+1)
y puesto que a # 1, se sigue que a® +a® + a* + a® + a? + a + 1 = 0. De aqui
aS+a’+a® = at+at+a+1
ald®+a+1)+1
= 1.
Asi, el segundo polinomio minimo toma la forma
my(z) =2 + 2+ 1.

Consideremos ahora a® para derivar el tercer polinomio minimo. Sustituyendo en|3.1.3|
ma(z) = (z—a’)(z—a’)(z —a’?)

= (v —a*)(z —a%)(z — )

= 2+l @@+l + D) ol +a+1)r+1

= "+ +1
Por lo tanto,

" — 1 = mo(x)my(x)my(x).
Por otro lado, las clases laterales ciclotémicas estan dadas por:
C;={i2 méd7:0<j<2}.
Asi,
Co ={0}.

Ci={2 méd7:0<j<2}={1 méd 7,2 méd 7,4 méd 7} = {1,2,4}.
C3=1{3-27 méd7:0<;j<2}={3 méd 7,6 méd 7,12 méd 7} = {3,6,5}.
Como cada polinomio minimo es tnico, entonces el polinomio generador se puede

construir utilizando los polinomios minimos correspondientes, es decir
9(37) = mcm(mil (ZE), My, ([L’), s >min—k($)>

Definicion 3.1.6. Sea C un codigo ciclico. Al conjunto 7' = |J, C;, la union de las clases
laterales g-ciclotomicas, se le llama conjunto de definicion de C.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos de nuevo al polinomio 27 — 1 € Fy[x]. Los codigos ciclicos
que se pueden obtener a partir de dicho polinomio se enlistan a continuacion.

En el ejemplo encontramos los polinomios minimos de 7 — 1. Con ayuda de
dichos polinomios generamos los cédigos ciclicos.
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3.2. Limite BCH y definicion de cédigos BCH

Lglx)y=x+1,C = (x+ 1) y To = {0}.
SL’):$3+I+1,63:<I3+$+1>,YT3:{172,4}
p)=a+2*+1,Ci= @ +2*+1) y Ty = {3,5,6}.

(
(
(
4. g(x) = (x+ 1) (@3 +x+1) = '+ 23+ 2°+1,C5 = (e + 23+ 2%+ 1) y T = {0,1,2,4}.
(
S

7. g(x) = (z+1) (P +24+1) (23422 +1) = 27+1,Cs = (" +1) y Ty = {0,1,2,3,4,5,6}.
Es importante senalar que en este caso, Cg es el ideal cero en el anillo cociente
Folz]\(z" — 1).

Consideramos también el polinomio g(z) = 1, por lo que C; = (1) = Fyz]\(z" — 1)
y Ty = 0, dicho codigo se puede analizar sin usar esta teoria pues la obtencion de los
polinomios minimos se realiza tomando en cuenta que g(x) # 1.

Todos los codigos ciclicos anteriores tienen longitud n = 7.

Es importante senalar que las caracteristicas del codigo ciclico C(n, k,d) y de su res-
pectivo polinomio generador g(x) quedan completamente determinadas por la clase lateral
ciclotémica y los polinomios minimos, respectivamente.

Teorema 3.1.8. |20, Teorema 4.4.2| Sea « una raiz primitiva de unidad de orden n en
algin campo de extension de F,. Sea C un codigo ciclico de longitud n sobre F, con
conjunto de definicion 7"y polinomio generador g(x). Se cumple lo siguiente:

1. T es la union de clases laterales ciclotomicas modulo n.

2. g(z) = [lier(z — o).

3. ¢(z) € Fylz]/{(z™ — 1) esta en C si y solo si c(a') = 0 para toda i € T
4. La dimension de C es n — |T|.

Ejemplo 3.1.9. Aplicando el inciso 4 del Teorema anterior a los codigos ciclicos obtenidos
en el Ejemplo [3.1.7] se obtienen los resultados mostrados en la Tabla [3.1.1

3.2. Limite BCH y definicién de cédigos BCH

Bose, Ray-Chaudhai y Hocquenghem derivaron una cota inferior para la distancia mi-
nima de Hamming de un cédigo ciclico C(ay, ag, . . ., ay, k) basado en los ceros oy, g, . .., Qg
del polinomio generador g(z). Dicha cota inferior se presenta en el siguiente resultado:
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3. Codigos BCH

’Ci \Dimensic’)n de C; ‘
Ch | 7T—|Th|=7-0=7
Co | T—|Th|=7T—1=6
C3 | T—|T5|=7—-3=4
Cy | T—1|Ty|=7-3=4
Cs | T—|T5|=7—4=3
Ce | 7T—|Ts|=7—4=3
C; | 7T—|T7|=7T—-6=1
Cs | T—|T5|=7—-7=0

Tabla 3.1.1

Teorema 3.2.1. Sea C(aq, s, ...,q,—k) un codigo ciclico de longitud n sobre F, con
distancia minima de Hamming d. Sea € F oran() una raiz de la unidad de orden n. Si
el codigo ciclico incorpora § — 1 ceros sucesivos a®, a1, a®*2, ..., a2 del polinomio
generador g(z), entonces d > 0.

Demostracion. Sea s(x) un polinomio de codigo de C. Como g(x)|s(x), por lo supuesto,
s(a?) = s(a’*1) = s(a?*?) = ... s(ab™72) = 0. Por lo visto en la Seccion [2.2.1} s(z) =
S0+ 81T 4 -+ Sp_0x™ 2 + 5,_12" L. Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

S0 +81Oéb +52ab2 + +5n72@b(n—2) _i_SnilOéb(n—l) —0
So +31ab+1 +32a(b+1)2 4+ +5n72&(b+1)(n—2) —l—sn,la(b“)(”_l) —0
So +31ab+2 +32a(b+2)2 + +Sn72a(b+2)(n—2) _i_Snila(bJrg)(n_l) —0
so salti? peqtti22 L 4o ORI 4o (-2 (-l

cuya representacion matricial es la siguiente

1 o o2 . b)) 50 0
1 abtl ab+1)2 coe 0FD(n—1) S1 0
1 abt? o (0+2)2 coe 02 (n—1) So = 0
i .ab+5—2 ;)[(b+§—2)2 .a(b+6—2)(n—1) Sn;l O

Consideremos el determinante de la matriz (§ —1) x (6 — 1) la cual consiste de las primeras
d — 1 columnas. Se obtiene [13]:

1 ab ab? e L) 1 1 1 e 1

1 ab+l Q(b+1)2 oo D (n-2) 1 ot a2 N

1 b2 a(0+2)2 cee o 0+2)(n—-2) _ 11 o? ol A () QP6-1(6-2)/2
i &b+5—2 &(b+5—2)2 . &(b+6—2)(n—2) 1 '04‘5‘2 '05(5—2)2 . ._ &(5—2)(5—2)
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3.2. Limite BCH y definicion de cédigos BCH

El resultado del determinante de la matriz que se obtuvo del lado derecho de la igualdad co-
rresponde a la matriz de Vandermonde, el cual es distinto de cero. Ademas, a?®=D0-2)/2 £
0, con esto, la matriz (6 — 1) x (§ — 1) la cual consiste de las primeras § — 1 columnas
tiene determinante distinto de cero, es decir, es una matriz no singular. Puesto que s(x)
tiene al menos d componentes distintos de cero, entonces d > 4. |

Observacion 3.2.2. Los Teoremas [2.1.11]y [2.1.12) nos garantizan que la capacidad de un
codigo C de detectar y corregir errores depende de la distancia minima de Hamming del
codigo, presentado el Teorema anterior se concluye que si el valor de § es grande, entonces
el codigo ciclico C tiene una capacidad de detectar y corregir un mayor nimero de errores.

Ejemplo 3.2.3. Apliquemos el resultado anterior a los cédigos ciclicos obtenidos en el
Ejemplo El conjunto de definicion de cada cédigo ciclico nos indica si tiene raices
consecutivas.

(Ci[b]d] di |
Gy

Ca

C3|1|3|ds>3
Ca|5(3|ds>3
C5|0(3|ds >3
Cé|5|3|ds >3
Cr|1|7|dr>7
Cs |0|8]|dg>8

Observemos que para la distancia minima de Hamming de cualquier cédigo ciclico de
longitud 7 debe ser menor o igual a 7, de modo que d; = 7 y para dg no es posible.

Definicion 3.2.4. Al parametro § establecido en el limite BCH se le llama distancia de
diseno del codigo ciclico.

Finalmente se definen los codigos BCH.

Definicion 3.2.5. Al codigo ciclico sobre el campo finito [F; definido con una distancia
minima de Hamming d con d > §, preescribiendo § — 1 potencias sucesivas o?, a®!, a2,
.., a’™72 de una raiz apropiada, a, de la unidad de orden n como ceros del polinomio

generador g(z), se le denomina cddigo BCH y se denota por C(a’, ab*t, a2, ... ab+0=2),

Ejemplo 3.2.6. Dada la definicion de codigos BCH y obtenidos los valores de ¢ en el
Ejemplo [3.2.3] se obtienen los siguientes codigos BCH.
Con = 3:

1. C(a,a?).

2. C(a’,ab).

3. C(1, ).

3

Con § = 7, se obtiene C(a, a?, a3, o, a®, af).
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3. Codigos BCH

3.3. Propiedades sobre codigos BCH

Podemos dar una definiciéon de los codigos BCH basada en el conjunto de definicién,
la cual se enuncia a continuacion.

Teorema 3.3.1. Sea ¢ un entero con 2 < § < n. Un codigo BCH, C € C(n,q,d,b) sobre
F,, de longitud n y distancia de disefio J. C tiene conjunto de definicién

T=C,UCy1U---UChis_9 (3.3.1)
donde C; es la clase lateral ciclotémica que contiene <.

Sib=1,C esun codigo BCH de sentido estrecho, y de sentido no estrecho en cualquier
otro caso. Ademés, si n = ¢™ — 1, C se llama primitivo, y se llama no primitivo en caso
contrario, pero si n = ¢ + 1, entonces C se llama antiprimitivo.

Observacion 3.3.2. Como se muestra en [4] y [12], todos los codigos BCH antiprimitivos
son codigos lineales con codigo dual complementario, es decir, son cédigos LC'D.

Teorema 3.3.3. [20), Teorema 4.1.4] El tamano de cada clase lateral g-ciclotémica es un
divisor de ord,(q).

Los siguientes resultados muestran cotas inferiores en la dimension de los codigos BCH.
Proposicion 3.3.4. Sea k la dimension de C € C(n, g, d,b). Entonces

1. k>n—ord,(q)(0—1)

2. Sig=2,b=1y J es impar, entonces k > n — ord,(q)(0 — 1)/2.

Demostracion. Como el conjunto de definiciéon de un cédigo BCH con distancia de disenio
0 es la unién de a lo méas 0 — 1 clases laterales ciclotomicas, cada una, por el Teorema
3.3.3 tiene tamano a lo més ord,(q). Por lo tanto, la dimensién del codigo satisface
kE<n-—ord,(q)0—1).

Ahora, suponga b =0y g = 2. Si § = 2w + 1, entonces

T201UCQU"‘UCQw:C1U03U"'U02w,1
pues Cy; = C;. Observemos que 7" es la union de a lo mas w = (§ — 1)/2 clases laterales
2-ciclotomicas de tamano a lo mas ord,(q), asi k < n — ord,(q)(6 —1)/2. [ |

Para enunciar otra proposiciéon importante, consideremos primero los siguientes lemas:

Lema 3.3.5. [I8], Lema 8| Sea n un entero positivo y ¢ la potencia de un nimero primo
tal que med(n,q) = 1, ¢"/2 <n < ¢™ — 1y m = ord,(q). La clase lateral ciclotomica
C, = {z¢’ mdéd n|0 < j < m} tiene cardinalidad m para toda x en el rango 1 < z <
ng! ™ /(g™ —1).
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3.3. Propiedades sobre codigos BCH

Lema 3.3.6. [I8, Lema 9] Sea n > 1 un entero positivo y ¢ la potencia de un nimero
primo tal que med(n,q) = 1, ¢/ <n < ¢™ — 1y m = ord,(q). Si z, y son dos enteros
distintos en el rango 1 < z,y < min{|ng/™? /(g™ — 1) — 1],n — 1} tal que z,y # 0
mod ¢, entonces las clases laterales ¢g-arias de z y y modd n, son distintas.

Proposicién 3.3.7. Sea mcd(q,n) =1, ¢/ <n <q¢™ —1ym=ord,(q). Si2 <6 <
min{nq™/?1 /(g™ — 1),n}, entonces la dimension k de C € C(n,q,6,1) es k =n —m[(J —

/1 =1/q)].

Demostracion. Sea T = C7 U Cy U --- U Cs_1 el conjunto de definicién del codigo BCH
C(n,q,0,1), el cual es una uniéon de a lo méas 0 — 1 clases laterales ciclotémicas. Cuando
1 <z < 6—1 es un miltiplo de g, se satisface que C, /, = C,, por lo que el ntimero de clases
laterales se reduce en | (6 —1)/q]. Por el Lema[3.3.6] si ,y #0 méd ¢ y = # y, entonces
C, y C, son disjuntas. Luego, T" es la unién de (6 —1) — [ (6 —1)/q| = [(6 —1)(1 —1/q)]
clases laterales ciclotomicas distintas. Por el Lema [3.3.5] todas las clases laterales tienen
cardinalidad m. Asi, el grado del polinomio generador es m[(d—1)/(1—1/q)], obteniendo

que k=n—m[(d—1)/(1—-1/q)]. |
Lema 3.3.8. [4, Lema 15| Sea [ > 2. Cada entero positivo a < ¢l=9/2 41y a # 0
mod ¢ es un lider de clase lateral y |C,| = 2. Todos los enteros positivos restantes en

este rango no son lideres de clase lateral. En particular, estos C, son pares disjuntos para
todos esos a's.

Teorema 3.3.9. [4, Teorema 16] Sea n = ¢' + 1y m = 2I. El codigo C € C(q, n, d,0) tiene
distancia minima d > 2(6 — 1).

Algunos resultados conocidos en la dimension de codigos BCH, pertenecientes a C(q™ 4+
1,q,0,1) y C(¢™ + 1,q,0 4+ 1,0) se presentan en los siguientes dos lemas.

Lema 3.3.10. Para cualquier entero § con 3 < § < ¢l=1/2) 1 3 ¢l codigo reversible
C € C(q,n,6,0) tiene parametros [¢' + 1,¢' —21(6 —2 — [ (0 — 2)/q]),d > 2(6 — 1)].

Demostracion. Notemos que 0 < § — 2 < ¢l=1/2 4 1. Por el Lema [3.3.8 cada entero
aconl <a<d—2yaz#0 modq es un lider de clase lateral y todos los enteros
restantes en este rango no son lideres de clase lateral. El nimero total de enteros a tal que
1<a<d—2ya=0 mébd qesigual a |(6—2)/q|. De este modo, hay § —2— | (6 —2)/q|
clases laterales, y segiin el Lema |3.3.8 cada una de cardinalidad 2[, obteniendo asi que la
dimensién esta dada por ¢' — 21(6 — 2 — | (6 — 2)/q]). Del Teorema [3.3.9] se obtiene que
d>2(6—-1). [

Lema 3.3.11. Sea m > 3 un entero y h = | -1 |. Se tienen los siguientes resultados para

2
2§5§qh+1.

1. Si m > 4 es un namero entero par, entonces C € C(n,q,d,1) tiene parametros
[q"+1,¢d"+1-2m <(5 —1- L%J) ,d>0d]yC €C(n,q d+1,0) tiene pardametros

[g" +1,4™ = 2m (6— L§J> ,d > 26].
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3. Codigos BCH

2. Si m > 3 es un entero impar, para 2 < § < ¢"*1, C € C(n,q,0d,1) tiene dimension

qg"+1—2m 6—1—[%0 sid <t —gq;
qm+1_2m qh+1_q_L5%1J> Siqh+1_q<5<qh+1;

En lo siguiente, tomamos n = 2™+1 con m > 10. Se consideraran solo cédigos BCH de
longitud n con conjuntos de definicion Ty = C;UC,U---UCs_1 y T(; = CoUCyU---UCs5_4
para ¢ impar, los cuales se denotan por C(n,2,6,1) y C(n,2,0 + 1,0) respectivamente.
Luego, C(n,2,0,1) = [n,k,d] = [n,n — |T5|,d > 0] y C(n,2,d + 1,0) = [n, ko,dy] =
[nn —1—|Ty|,do > 26].

3.3.1. Minima distancia de Hamming de c6digos BCH y su rela-
cién con la criptografia

Los codigos LC'D toman un papel muy importante en la implementacion de proteccion
en la seguridad de la informacion procesada por dispositivos sensibles, de forma particular,
contra los llamados ataques de canal lateral (SC'A, por sus siglas en inglés) y ataques
no invasivos de fallas. La implementacion de algoritmos criptogréaficos son propensos a
ataques no invasivos de fallos y a ataques de canal lateral, los cuales tienen como objetivo
extraer la clave.

Los ataques no invasivos observan alguna fuga (como las emanaciones electromagné-
ticas) o perturban los datos internos (por ejemplo, con impulsos electromagnéticos), sin
danar el sistema. Constituyen una preocupacion especial en la medida en que no dejan
evidencia de que han sido perpetrados. Estos ataques pueden clasificarse en dos categorias:

= Ataques de canal lateral (SC'A) : Consisten en registrar pasivamente alguna fuga,
que es la fuente de informacién para recuperar la clave.

» Los ataques de inyeccion de fallos (F'1A): Consisten en perturbar activamente el
calculo para obtener diferencias aprovechables en la salida.

Hacer que un codigo C sea LC'D de la mayor distancia minima posible mejora simul-
taneamente la resistencia contra SCA y FIA.

Por otro lado, los caballos de Troya de hardware (HT H) constituyen una amenaza
especial. Los HT'H son puertas agregadas por un adversario (por ejemplo, una fundicion
de silicio) en el diseno en el momento de la fabricacion. Esas puertas permiten entregar
una carga util maliciosa en una condiciéon de activacion disenada. La activacion resulta
de un disparo, decidido en funcién del valor de algunos bits del circuito. Para evitar de
manera preventiva la insercion de la logica de activacion HT' H y para detectar de manera
proactiva el efecto de la carga util HT H, la distancia minima d de los codigos LC'D debe
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3.3. Propiedades sobre codigos BCH

establecerse lo mas grande posible.

Como se observa en los casos mencionados anteriormente, el mejoramiento de la pro-
teccion depende en gran medida del tamano de la distancia minima de Hamming, todo
esto para codigos LC'D, pero por la Observacion [3.3.2], todos los codigos BCH son LCD,
y dado el Limite BCH, la distancia de diseno del codigo juega un papel fundamental (
vease [3] ).
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Capitulo 4

Codigos BCH de longitud n =2"+ 1 para m =2t + 1

En este capitulo, consideramos n = 2" 41 con m = 2t+1 > 11, es decir, parat > 5. Se
obtendran todos los lideres de clase lateral para 1 < i < 27247, después se determinaran
los cinco lideres de clase lateral mas grandes. Estos lideres son muy importantes porque
permiten hallar la dimensién y establecer una cota inferior de la distancia minima de
Hamming de los codigos BCH de longitud n = 2™ + 1 para m = 2t + 1.

Notacion 4.0.1. Sean a, b, ¢ enteros no negativos, con a < b, denotamos [a,b] = {a,a + 1, ...

v [a,b]+c=[a+c,b+ .

Observacion 4.0.2. Suponga que C; es la clase lateral 2-ciclotémica que contiene ¢. De
acuerdo con la definicién de Cj, como sus elementos son de la forma i - 2%, definamos

Di={yirlyix=1-2"k=0,1,....m—1;y;x € Zy}.

Veamos que C; = D;U{n —y:y € D;}.

Sea y € C;. Dada la forma de n = 2™ + 1, se cumple que 2™ = —1, luego 2°™ = 1.
Ademés, ord,(2)|2m, por lo que las opciones para ord,(2) son ntumeros entre 1 y m, y
2m, de donde se concluye que ord,(2) = 2m, de esta forma

Ci={i- 2|0 <k <2m—1} mdédn.

Por lo que y = ;- 2" méd n para algin 0 < k£ <2m —1. Si 0 < k < m — 1, entonces
y € D;, pero sim < k < 2m — 1, notemos que

y=2r=2"""02" 41— 1)i= 2" =n—yipm € Ly,

donde y; k—m € Dy, asiy € {n —y : y € D;}.
Sea ahora y; ; € D;, luego y; . = 2%i para algin 0 < k < m — 1, es claro que y;; € C;.
Tomemos t € {n —y :y € D;}, luego t =n — y,;, con y,; . € D;. Se satisface que

n— o = 25 = 2527 — 27 — 1)i = 24,

por lo que n — y; . € C;. Se concluye asi que, C; = D;U{n —y :y € D;}.
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Notacién 4.0.3. Mostrado lo anterior, la clase lateral g-ciclotéomica C;, se puede denotar
como
Ci = {Yig;n — yir]0 <k <m — 1},

Definicion 4.0.4. 7 es un lider de la clase lateral C; siy s6losiy; . —1 > 0y n—y;z—¢ >0
para 0 < k <m — 1.

Observemos que cuando 7 es par, entonces 5 € Cj, por lo que 7 no es un lider de clase
lateral. Para encontrar los lideres de clase lateral en Ts y T se necesita considerar solo i
impar.

Ejemplo 4.0.5. Consideremos n = 23 +1 = 9. En este caso, m = 3.

C, = {y1,o, Y1,15 Y1,2, Y1,3, Y1,4, y175}
= {1,2,4,8,7,5}
= O
= (O

Notemos que
» Como y;0=2° mdd 9, entonces y; o = 1.
Y1 =2 méd 9. Ast, vy = 2.
" 410 =22 méd 9, por lo que y; 2 = 4.
= 13 =2% méd 9, entonces y; 3 = 8.
» g4 =2" m6d 9, y14=7.

" y15=2"° m6d 9, asi y15 =5

C3 = {y3,07 Ys3.1,Y3,2,Y3,3, Y34, y375}

= {3,6}
» Como yz0=3- 29 méd 9, entonces Ys0 =3y 9 —yso=6.

Y31 =3-2" méd 9. Asi, y3, =6y 9—1y3;1 =3.

Yso =3-2%2 méd 9, por lo que Y30 =3y 9 —y32 = 6.

Observando los elementos de estas clases laterales, notamos que 1 y 3 son lideres de la
clase lateral C y Cj, respectivamente, pero 5 y 7 no son lideres de su clase lateral, pues
estas coinciden con C y el lider en C} es 1.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

El siguiente teorema nos muestra algunos valores de ¢ para los cuales este es lider de
clase lateral y también algunos valores para los cuales no lo es, esto es importante porque
conocerlos es la base para determinar la dimensiéon y una cota inferior para la distancia
minima de Hamming de los coédigos BCH de longitud n = 2™ + 1 para m = 2t 4 1.

Para la demostracion de los incisos dos y tres de dicho teorema, se representara i
de la forma i = 2" + 1 + 2] donde [ € [1,27! — 2] y como i = 2/ + 28 + 1 + 21
con [ € [1,207! — 5], respectivamente, para después determinar y; y como lo indica la
Definicion [4.0.4) verificar que y;, —i > 0y n — yip — i > 0 para 0 < k < m — 1. Para
algunos valores de k es complicado determinar y; ; por lo que para cada k se dividiré el
intervalo en el que toma valores [ en 25~ intervalos disjuntos, los cuales se denotan como
I, donde A € [1, 2k_t_1] y recibe el nombre de etiqueta de identidad del subintervalo I .

Por tltimo, para el inciso cuatro del Teorema se demostrara que para cada valor de
i, existe un entero impar y € [1,i — 1] que satisface que y € C;, es decir, se muestra que
existe un elemento en C; menor a i, por lo que 7 no es lider de clase lateral.

Teorema 4.0.6. Sea ¢ impar.
1. Sil1l<i<2%! —3 entonces i es un lider de clase lateral.
2. Si 2! 43 < i <2 £ 28 — 3 entonces i es un lider de clase lateral.
3. G2t 428 43 <4 <22 9 entonces 7 es un lider de clase lateral.

4, Sig =2ttt 1 20FL 41 20l 4 9t 1 2L 4 90 4 1 02072 — ¢ < ¢ < 2172 4 7 entonces
7 no es un lider de clase lateral.

Demostracion. 1. El Lema 15 en [4] justifica este inciso.

2. Como i es impar, lo podemos denotar como i = 241 +1 + 2/, donde | € [ =
[1,271 — 2]. Para verificar que 7 es lider de clase lateral es necesario probar que
Yixk—1>0yn—y—1>0parak € [0,m —1=2t]. Se determinara primero y; .

» Cuando k = 0,1,2,--- ,t — 1, de 27! +3 <4 < 211 4+ 2! — 3, tenemos que
i < 2Fi < n. De donde Yik = 2Fi > i y asf, Yik — ¢ > 0. Ademas

n—yYr—1 > n— 2% —
> np—2"1
— 22t+1 + 1— <2t—1 + 1)2
Z 22t+1 4 1— (2t—1 4 1)(2t+1 4 2t o 3)
— 22t+l + 1 _ (22t + 221571 o 3 X 2t71 + 2t+l + 2t _ 3)

227122 —1-2) — 207122 - 3) — 2" +- 4
2=t o=l 9t L 4 > 0.
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» Cuando k =t,t + 1, tenemos vy, 5, = 2% — 2*7tn. Se sigue que

Yik — i = 2k<2t+1 4 1 4 2l) 2k—t(22t+1 + 1) o 2t+1 —1-9]

gk g gt
> (281 9) + ok _ ot+1 _ | _ ok—t
= (3-27f) .2k —ott1 _3

> (3-271).2t -2 3

= 21 —4>0,

n—yip—i = 92+l | 1 _ ok 4 2k:—t(22t+1 1) - ot+l _ 1 _ 9]

okt | 92+l _ ot+1 _ ok _ (2k+1 +2)i

okt | 92+l _ ot+l _ ok _ (2k+1 + 2)(2&1 —2)
ok _ (2k+1 _okt2 4 ot _ 4)

92+l _ ot _ot+l 4 (28— 27t - 3)2k

92+l _ ot _ot+l 4 4 (28— 27t — 3)2t+1

= 3(2'+2) > 0.

v

—_ 2k:—t _|_ 22t+1 _ 2t+1 _

v

» Cuando k =t +2,t+3,---,2t — 1, es complicado determinar y; . Para esto,
para cada k, se dividira el intervalo I = [1,2!71 — 2] de [ en 2*~1=% intervalos
disjuntos, como sigue:

Il,k - [17 2%k — 1}7
Lo = [(A = 1)227% \2%7F 1] para A € [2,2F "1 — 1],
Loe = [(A = 1)227F 2071 9] para A = 2",
Fijando k, a A se le llama etiqueta de identidad del subintervalo Iy, = [y p, Ixc)-

Asi, para A € [1,271 si 4 = 271 + 1 + 2] con | € I,4, se deriva que
Yir = 2% — (287'+ A —1)n. Verifiquemos ahora que y; y —i > 0y n—y;  —i > 0.

a) Veamos que y;r — @ > 0. Para cada A, se tiene que

yir—i = M — (2" P4 X—1Dn—i
(2F — 1)@ 120 — (2T A= 1)(2¥ 4 1)
(2F — D) (1 +20) — 25 — 2K — (A — 1) (22 1)

Cuando A=1,1>1y k >t + 2, se tiene

yir —i = (28 —1)(1 4 20) — 2" — 2k
> (28 —1)(1+2) — 20t — 2kt
— (3 t>2k o 2t+1 o 3
> (3 t>2t+2 o 2t+1 . 3

5.272 _ 7> 0.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

Para A € [2,2" 1) 1 € I, = [y = (A — 1)2%7% [, ] tenemos

yir—i o= (2°= 11420 =27 =2 - (A= 4 1)
> (2" —1)(1+20,) -2 =2 - (A= 1)(2¥ T 4+ 1)
= (2F —1)(1+2(\ —1)2%7F) — 2ttt okt () — 1) (2% 4 1)
— Q2H1-k | ok _ ot+l _ ok—t _ (22t7k+1 +1)A
> QHl=k | ok _ ottl gkt _(92t—k+1 4 1) ok—t-1
— 22t+1—k + 2k(1 o 2—t o 2—t—1) . 2t+1 . 2t
> Q2+1-(t+2) 2t+2<1 _ 9t _ 2471) _ot+l _ ot

2t 2=l _ 6> 0.

b) Veamos ahora que n — y;, — @ > 0. Observemos que para A general,

n—yir—i = n—254+ 2" L X-1)n—i
— 22t+1 4 1 — (2k 4 1)(2t+1 4 1 4 2[) + (2k7t i )\ o 1)(22t+1 4 1)
= (M N7 1) — (2 + D)2 + 14 20).

Sil1< A28t 1 yle Ly =l e = X227 entonces

n—yir—i = "N 1) - 2F+ 1) 41+ 20)
> (2R N 1) — (2F D)2 14 210,)
2k—t + )\)(22154—1 + 1) (2k + 1)(2t+1 W 2()\2215 k— 1))
— okt _ottl L ok L 1 (2215—1—1 k _ 1)\
> 2 2t+1 4 2k 41— (22t+1 k )<2k7t71 . 1)
— Q2+l- k+2k(1+2—t+2 t— 1)_2t+1_2t
> 92t+1—(t+2) + 2t+2(1 +9t 4 2—1;—1) _ot+tl ot

3271 +2) > 0.

SiA=2""1seal € L= [l =(A—1)2%% [, , =271 — 2], entonces

tenemos
n—yir—i = "N H1) - 28+ D)2 41+ 20)
> (2PN 1) — (2F F )27 1+ 2,)
= 2N 1) - (2P DT 1202 - 2)
— 2k(3 4 27t + 27t71> _ 2t+1 _ 2t +3
> 22327t oty ot ot 13

9(2' +1) > 0.
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» Cuando k = 2t, para i =2""' + 1+ 2l conl € I = [1,2""1 — 2], tenemos

yir = 28— (28T +Dn
= 222" 1420 - 2"+ D)(2* +1)
= 22 -2 .

Observemos que

yip—i = 2220 — ] — (2" 114 2I)
22t_2t_2t+1_1_3l
22t_2t_2t+1_1_3_(2t—1_2)
22t_2t_2t+1_1_3‘2t—1+6
_ 22t_2t_2t+1_(2+1).2t71+5
_ 22t_2t_2t+1_2t_2t—1+5

= 2% -2t 45>,

v

n—yip—i = 2241 —2% ot -2 19
92t 4 ot _ot+l _
22t+2t_2t+1_(2t—1_2)

= 22" 22> 0.

v

3. Parai € [2!T! + 2! 4 3,212 — 9] impar, tomamos 1 = 2! + 2! + 1+ 2/ con [ € J =
[1,2/1 —5]. De forma similar al inciso anterior, se determinara y; , y se probara que
Yixk—1>0yn—y,—1i>0paratodo k € [0,m—1=2t].

» Cuando k=0,1,2,--- ,t—1, se tiene que i < 2% < n, por lo que y; ; = 2%i > i
o bien, y; — ¢ > 0. Ademas

n—yir—1i 22+ 41— (2F + 1)
22t+1 11— (2k T 1)(2t+2 o 9)

22t+1 41— (275—1 + 1)(2t+2 . 9)

— 22t+1 + 1 o 22t+1 + 9 . 2t—1 + 2t+2 4 9

2t=1 410 > 0.

(AVARYS

» Cuando k = t, tenemos que y;, = 2¥i — n, entonces
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

Yip—i = 2Mi—n—i
= (2F—DEtt 42t 1420 2% -1

> (28— 1) 42t 14 2) — 2% 1
— (2t_1)<2t+1+2t+3)_22t+1_1
— 22t+1_|_22t+3.2t_2t+1_2t_3_22t+1_1
= 2% —4>0.
n—yYr—1 = n—2%+n—i
= 2n— (2" +1)i
= 2n— (2" 4+ 1)i
> 2n— (2" +1)(2"% - 9)

2(22t+1 + 1) o (2t + 1)(2t+2 . 9)
2202 4 9 _92F2 1 9.9t _9t2 1 9
= 5-204+11>0.

» Cuando k =t + 1, tenemos y; ;, = 2% — 3n. Se sigue que

yix—i = (2 —1)i—3n
> (2" —1)(2%2 —9) —3n
— (2t+1 _ 1)(2t+2 o 9) - 3 X (22t+1 4 1)
22t+2 + 22t+1 + 3 . 2t+1 _ 2t+1 _ 2t _ 3 _ 3 X 22t+1 _ 3
= 3(2'-2)>0,
n—yr—1t = 4n— (2 1)
Z 4n . (2t+1 + 1)(2t+2 o 9)
— 4(22t+1 T 1) . (2t+1 4 1)(2t+2 . 9)
— 22t+3 4 4 — 22t+3 + 9 . 2t+1 _ 2t+2 4 9
7.2 413 > 0.
» Paracada k =t+2,t43,--- ,2t—3, para determinar y; , dividimos el intervalo

J = [1,2!71 — 5] de valores de [ en 28717 subintervalos como sigue:

e =[1, 227K 1) para A =1,
Iak = [(A = 1)2%7F \2%F — 1] para A € [2,2"71 — 1],
Jak = [(A = 1)2%7% 2071 — 5] para A = 287171,
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De forma similar al inciso anterior, para k dado, se define A € [1,2¥"71] la cual
se llama etiqueta de identidad del subintervalo Jy; = [Ixp, (re]. Fijando A, si
i=2"1 420+ 14 2] con | € Jyu, se sigue que

Yip = 28 — (2P 2R N —

1)n.

a) Primero veamos que y;; — ¢ > 0. Observemos que

Yik — 1

Cuando A = 1, notemos que [ € Jy; = [1,2%7F —

que

yir—i = (2F-1)(1+20) -2 —2f —

(2’“ —1)i— 22— n
(2"

(2’“—1 1420) 4+ (28 —1)(2" + 2% —

(
(
)(22t+1 )
(

2t+1 + 2t + 1 + 2[) (2k—t + 2k—t—1 + A — 1)(22t+1 + 1)

(2k—t + 2k—t—1)(22t+1 + 1)

( 1 1 + 2[) 2k‘+t+1 + 2k’+t _ 2t+1 _ 2t - 2k’+t+1 _ 2k—t _ 2k‘+t

1)
)
-1
)

_2k t— (A o 1)(22t+1 + 1)

(2F —1)(1 +21) — 2 — 2F — 2k~

> (2F —1)(1+2) -2 —2f —
— 3_2k_3_2t+1_2t_2k—
— 2k(3 - 27t o 272571) o 2t+1 o
> 2t+2(3 _ 2—t _ 2—t—1> _ 2t+1 _

= 3.2f2_9ottl 9ol _ 9>,

t 2k7t71 o ()\ o 1)(22t+1 + 1).

1]y k>t +2, se tiene

2k7t o 2]@77571
2k’—t _ 2k‘—t—1

t 2k—t—1

2t -3
2 -3

Para A € [2,2""7! cuando [ € Jyy = [lap = (A — 1)2%7% 1, ], se tiene el
siguiente proceso

Yik — 1

v

v

v

1+20) — 20 —of 9k~
14 2ly,) — 20 — 28 — 2k~

(2" —1)
(2" = 1)
(28 —1)

1

(/\ (22t+1 + 1)

( t 2k—t—1 o ()\ o 1)(2215-1-1 + 1)

( t 2k7t71 o ()\ . 1)(22t+1 + 1)
( ( )22t k:-l—l) 2t+1 .
)

2t . 2k’—t o 2k‘—t—1

2k + ()\ . 1)22t+1 — 1= ()\ o 1)22t7k+1 o 2t+1 . 275 . 2k7t o Zkftfl

_(22t+1 + 1)>\+ 22t+1 + 1

22t+1—k + 2k . 2t+1 . 2t o 2k—t o 2k—t—1 o (22t—k+1 + 1))\
22t+1*k + 2k o 2t+1 . 2t o 2/€7t o 2k7t71 o (22t*k+1 4 1) X 2k7t71
22t+1—k + 2k‘ _ 2t+1 _ 2t _ Qk‘—t _ 2k—t—1 _ 2t _ 2k:—t—1

Q2+1-k 4 2k(1 . 21—t> _ ot+2
Q21 (t42) | 2t+2(1 _ 214) _ gt+2
ot=1 | 9t+21 _ 93 _ ot+2

271 8> 0.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

b) Mostremos ahora que n — y; ; — @ > 0. Observemos que

n—yir—i = n— 2"+ )i+ @42 N~ 1)n

(2 22 M — (25 + 1)i
(28t 4 2Rt A (22FD 1) — (28 + 1) (25 4+ 2P 4+ 1+ 21).

Tomando \ € [1, 28771 — 2642721 "desde que | € Jyj = [Ixp, e = A22F —
1], se deduce que

n— Yk =1

v

vV

v

2P (@22 4 1) - (2P )R 20+ 1+ 20)

(Qkft + 2k7t71 + )\)(22t+1 + 1) _ (Qk T 1)(2t+1 + 2t 14+ 2l)\,e>
<2k—t + 2k—t—1 + )\)(2215—{-1 + 1) o (2k: + 1)(2t+1 + ot T 2()\22t—k o 1)
ottk+1 | ok—t | ot+k 4 ok—t=1 4 \o2t+1 | \ _ gt+k+l _ ot+k _ ok
A2+ ok+1 _ o+l _ ot _ \92t—k+l1 +1

ok—t + ok—t=1 _ ot+l _ ot +929 41— (22t+1—k . 1))\

ok—t + gk—t—=1 _ ot+l _ ot 490 41— (22t+1—k _ 1)(2k7t71 _ 2k+2—2t>
ok—t 4 gk—t—1 _ ot+1 _ ot 4 9j 4 1 _ ot 1 93 4 gk—t—1 _ gk+2-2t

2k(1 + 9l—t _ 22—2t) _ gt+2 +9

227&72(1 +ool-t _ 22721‘/) _9ott2 4 g

920=2 4 ot=1 _ 9t4+2 4 g = (),

» Cuando k = 2t, y teniendo i = 271 + 2! + 1+ 2l con [ € J = [1,2!"1 — 5], se

obtiene

Yir = 2Mi—(2FT 42 4+ Dn
= 2 42t 120 — (282 (22 1)
— 23t+1 4 231‘, 4 22t + 22t+1l - (23t+1 4 2t + 23t 4 21‘/71 + 22t+1l 4 l)
22t o 2t o 2t—1 - l

por lo tanto, para [ € J = [1,2!7! — 5] se puede derivar que

Yik — 1

n—"Yir—1

v

22t ot _ot=1 _ 14
22t_2t_2t—1_l_2t+1_2t_1_2l
— 92 _ot+2 _ot-1 _ 1 _ g

> 9% _gtt2 _ot=1 1 _ 3(2t—1 —5)

— 92 _ot+2 _gt=1 _ 1 _3.9t-1 4 15
_ 22t_2t+2_2t+1+14>0_

QAL L] (22—t —oth _y — (2 42f 414 20)
22t o 2t+1 + Qtfl o l

22t _ 2t+1 + 2t—1 _ (2t—1 _ 5)

22 — 21 15> 0.
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4. Observemos que para i = 271 — 1,

;. g3t

Ahora, para i = 2/ + 1,

Considerando i = 2t+1 4+ 2t —

;. 92tt2

(2t+1 1)23t+1
(2t+1 )Zt . 22t+1
(22t+1 ) 22t+1
(22t+1 4 1-1— 2t> . (22t+1 4 1 —
(n—1-2)(n—1)
n*—2n—2n+2"+1
nin—2-242"+1
2" +1 méd n.
. 2t — (2t+1 + 1)2t
— 22t+1 + 2t
= 2% 4142—1
= n+2"-1

2t — 1 méd n.

1

Y

2t+1 4 2t
2t+1 + 2t

( 1>22t+2
(
(22t+2 + 22t+1
(
(
(3n

1)2t+1 . 92t+1
2t+1)22t+1
3. 22”1 +3-3—
2t+1)(n _ 1)

— 2% 21 43
2“rl +3 mdd n.

3n —

Con i = 211 + 2! + 1, se tiene que

7 - 2t+1

_ <2t+1 + 2t + 1)2t+1
— 22t+2 + 22t+1 + 2t+1
— 3_22t+1+3+2t+1_3

3n 42t -3
— 2t+1

—3 mod n.

2t+1)<22t+1 + 1 o

1)
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

Por tltimo, para 2172 — 7 < ¢ < 2172 + 7, consideramos j = 1,3,5,7 en

<2t+2 _j)23t 2t+2 )2t 1 22t+1

22t+1 2t 1)22t+1

22t+1 2t 1)22t—|—1

QL 4 | 1 joimly(2+ 41 )
n—1-;520"Y(n-1)
n—2—j32"n 520041

= 5.2+ 1 méd n;

(
(
(
(
(
(

(2t+2 +j)2t_1 — 22t+1 +] . 2t—1
22t+1+1+j'2t71_1
n+j-200—1

= 5.2 -1 méd n.

En las congruencias presentadas anteriormente se puede observar que para cada
i presentada en el inciso 4, existe un entero impar y € [1,7 — 1] que satisface que
y € Cj, es decir, 7 no es lider de la clase lateral. Por lo tanto, la prueba esta completa.

|

Uno de los objetivos principales de esta investigacion es encontrar los cinco lideres
de clase lateral mas grandes, pero la primera pregunta a responder es: ;Quiénes son los
candidatos a ser los cincos lideres de clase lateral mas grandes? En el siguiente Teorema
se presentan 0; con ¢ = 1,2, 3,4, 5, los cuales son valores que dependen de n, el Teorema
nos garantiza que cada uno de ellos son lideres de clase lateral.

Para la demostracion del Teorema, se verifica primero que cada d; es impar. Para ver
que 07 es lider de clase lateral se observaran los elementos de Cs, donde efectivamente ¢,
serd el elemento més pequeno. Con J; para i = 2,3,4,5 se obtiene primero ys, , para los
distintos valores de k y se aplica la Definicion [4.0.4] pues se mostrara que ys, —; > 0y
n — Ys,x — 0; > 0 para garantizar que son lideres de clases lateral.

Teorema 4.0.7. Los nimeros 0; = %, 0y = 52, 3 03 =105—2,6, =6y—8, d5 = J, — 10 son
lideres de clase lateral y §; > &9 > (53 > 04 > 05.

Demostracion. Notemos que

n 22t+1 + 1
51 = — e B —
3 3

= 222444241,
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n—3 22t+1_2

5y = -
2 6 6
oo
N 3
= M2 ¥ 441,
Asi,
(53 — 52—2
— 2275—2_}_2275—4_}__”_}_4_'_1_2
— 22t72+22t74+'_.+2+17
54 = 52_8
— 22t72+22t74+____'_4+1_8
L i NSy
s = 8, —10
— 2215—2_’_2215—4_’_.”_’_4_'_1_10
22t72+22t74+.-__6_'_1'

Se observa que 01, 92, d3, 04 ¥ d5 son nimeros impares.

Calculemos ahora Cj, . Es claro que 0; € Cs,, también n—46; =n—¢ = %" =20, € Cy,.

De hecho Cs, = {01,201}, lo que implica que |Cs,| =2y §; es un lider de clase lateral.
Veamos que 07 es un lider de clase lateral. Se probara que ys, xp—d2 > 0y n—ys, x—02 >
0 en los siguientes tres casos.

1. Sik=0,1,2, es claro que ys, = 29, > 83, de modo que ys, . — d2 > 0. Ademas
n—y527k—(52 = n—2k(52—52
== n—3—2k52—52+3
= (6-2F-1)0,+3
= (5-2M0,+3>0

2. Sik=3,5---,2t — 1, tenemos que

2
y(sz,k:g_Qk_lzFn—l—Qk_l—f—l:Q(SQ—zk_l—l—l.

Asi,
Yoo,k — 52 = 2(52 — 2k_1 + 1-— 52
= 0, —2F 141
52 o 2(2t—1)—1 + 1
5y — 2272 41> 0,

Vv
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

n—Ys, b — 02 = n—20,+21—1-4,
= n—35+2"1 -1
= n—3-35+2"1—1+3
= 60y — 30+ 21 +2
30, + 21 42> 0.

3. Sik=4,6,---,2t, entonces

2 4
Yosk = o — 2 = T g ok p 9 — 45, — ol 4o,
b 3 6
De donde
Ysso — 02 = 46y — 2871 42— 4,
= 35, —2F 142
> 30, — 271 4+2>0,
y

n— Ys,h — 0y = n—A46 + 281 -2 4,
= n—50 421 -2
= n—-3-56+21-2+3
= 60— 50+ 2" 1+ 1
= S+2M141>0.

Con los casos anteriores se demuestra que d, es un lider de clase lateral.

El siguiente paso es demostrar que d3 es un lider de clase lateral. Para esto se presentan
los siguientes casos:

1. Si k=0,1,2, entonces ys, . = 283 > d3, por lo que ys, x — 03 > 0. Ademas

N — Yss o — 03 =N — (2’“—1— 1)d3

n— Yo —03 = N — (2k+ 1)d3

~3
- n—(2k+1)(”6 —9)
—3
> n— (2412 9
n—3
= n—5—"410
n G +
n+ 15
- 10.
e
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2. Sik=23,5---,2t — 3, entonces se obtiene que
Ysg o = 209 — 28TL 21
A partir de donde,

Ysg o — 03 = 209 — okl _oh=l 41 (02 — 2)
62 o 2k+1 . 2/?71 4 3
52 - 2(2t—3)+1 _ 2(2t—3)—1 4 3

5y — 2272 9274 4 35 ),

AVAR

n—ysk—03 = n— (20— 2" =214 1) — (6, —2)
= n—35,+281 4214
= n—3-36 42 4211y
= 35+ 2" ol 4> 0.

3. Sik=4,6,---,2t — 2, se deduce que
Ysg o = 40y — 28T —2F=1 4 9
Luego,

Ysso — 03 = 40y — 28T =281 42— (6, - 2)
352 o 2k+1 . 2k—1 + 4

352 . 2(2t72)+1 - 2(2t72)71 + 4
30, — 2271 2273 4 4 > (.

v

4. Si k=2t — 1, entonces
Yssp = N+ 209 — 22072 — 220 4 1.
Asi,

Yssp — 03 = m4 205 — 2272 =2 41— (6, — 2)
— n+52_22t72_22t+3
_ 22t+1+1+52_22t—2_22t+3
8y 4+ 2% — 2272 4 4 > (.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

n—Ys,p—03 = n—(n+20—2"2-2%41)— (6, —2)
— 22t—2+22t+1_352

— 22t2+22t+1—3(ng3)

2t+1 _ 2
— 227&72 4 22t 4 1 — 5
— 22t—2+22t+1_22t+1

= 2272 19>,

5. Si k = 2t, entonces
Ysy o = 409 — 2271 4 3.

Luego,
Ysso — 03 = 40, — 2271 43— (05— 2)
= 30, — 2" 45
= Q%SHT_2 — 22t_1 + 5
_ 22t _ 22t—1 + 4
= 227144 >0,

n—Yssp — 03 = n—(452—22t_1+3)—(52—2)
= n—>55+22"1 -1
= n—3—-"50,+2% 142
= 60y — 5y + 2471 42
6y +2271 2> 0.

Con los casos anteriores se mostré que d3 es un lider de clase lateral.
Mostremos ahora que y5, 5 — 04 > 0y n — ys, x — 04 > 0.

1. Si k=0,1,2, entonces ys, r = 2k5, > 84, de modo que Ysy ke — 04 > 0. Ademas

n—ys,k— 01 = n—2"8—8)— (6 —8)
= n—(2"+1)(0, - 8)
= n—-3—(2"4+1)5 +2"3 +8+3
= 66y — (2" 4+ 1)6, + 2" + 11
= (62" —1)0, + 2" + 11 > 0.
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2. Sik=3,5---,2t — 5, tenemos que
Ysgp = 209 — 2FT3 k=1 41
A partir de donde

Ysp — 0a = 205 —2F3 2k 41— (6, —8)
52 o 2k+3 . 2k—1 + 9
52 . 2(2t75)+3 o 2(2t75)71 T 9

= 5y, =272 _ 9% 6495,

v

n—"Ys,k—0s = n— (20— ok+3 _ gk—1 4 1) — (52 — 8)
n — 30y + 283 4 2k 17

n—3— 30,4 283 4 2k L 10

= 60y — 305 + 23 4+ 251 110

= 30, + 28 281 110 > 0.

3. Sik=4,6,---,2t — 4, se tiene que
Ys, o = 40y — 28T3 k=1 4 o
De modo que

Ysik — 01 = 40y — 283 — 28149 (5, —8)
30, — 283 —9k=1 1 10

Z 352 _ 2(2t—4)+3 _ 2(2t—4)—1 _|_ 10

= 36, — 271 —2%7% 110

— 22t+1 B 2 _ 22t—1 - 22t—5 + 10
2

— 22t - 22t—1 o 22t—5 + 9
= 22712771 9>0.

n—Ysk— 01 = n— (45 — 283 —2F1 4 2) (5, —8)
= n—55, +283 421 46
= n—3-—50,+2F3 ok 1 19
60y — 5oy + 283 4 2k=1 1 9
= S+ 2" 429> 0.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

4. Si k = 2t — 3, entonces

Ys, o = DOy — 2274 4 3,

por lo que

Yssk — 014 = 5y — 2271 43— (5, —8)
= 46, — 224 411
= 40y — 227 (2% 4 1) + 2% + 12
46y — 2271 — 36, + 22 + 12

02

ademas

= Ysy,k -0y =

5. Si k = 2t — 2, obtenemos que

— 2% 4 9% 4 12 50,

n— 58 + 2% —3 — (5, - 8)
n— 68y 4+ 2% 4+ 5
n—(n—3)+2*"*4+5
224 1 8> .

y54,k = 452 — 22t_3 + 3,

asi

Ysy e — 04

N — Ysgk — 04

6. Si k = 2t — 1 obtenemos que

465 — 273 13 — (6, — 8)
30y — 2%73 411
22t+1 -9
3 .
6
22t 1223411
220 2273 110 > 0,

. 22t—3 + 11

n — 46y + 2277 — 3 — (5, — 8)
n— 50, + 2% 45
n—3— 55 +2%°% 48

60y — 50y + 2273 + 8

5y + 2273 48> 0.

Ys, e = 205 — 2272 4 3,
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de modo que

y547k — 54 = 2(52 — 22t_2 + 3 — (52 — 8)
= 5, — 2277 111 >0,

ademaés

n—Ys,k— 04 = n— 26, 4+2%72 — 3 — (6, — 8)
n— 36 +2%2 45
n—3—30,+2%% 438

= 6y — 30 + 227248

= 36, +2%248>0.

7. Si k = 2t se puede derivar que
y54,k = 452 — 227&71 + 6,
por lo que

Yssk — 04 = 46y — 2271 46— (6, — 8)
36, — 2271 4+ 14

22t _ 1 _ 22t—1 + 14

= 2% _ 2271 4113>0,

n—Ys,k— 04 = n — (405 — 2271 +6) — (9, — 8)
= n—58+22"1 42
= n—3—"50,+2% 145
= 60y, — 50y +2271 45
= 5 +22145>0.

Con los casos anteriores se demuestra que d4 es un lider de clase lateral.
Resta probar que ys, , — 05 > 0y n — ys, » — 05 > 0. Se presentan los siguientes casos:
1. Si k=0,1,2, entonces ys, , = 2805 > d5. De modo que ys.  — 05 > 0. Ademas,

n—ysk—05 = n—2"(0—10) — (6 — 10)
= n—(2"+1)5,+2F-10+ 10
= n—3-(2"+1)0+2F-10+13
= 66, — (2" 4+ 1), +2"- 10+ 13
(6 — 28 —1)dy + 2813 4 281 113 > 0.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

2. Sik=3,5---,2t — 5, entonces

Yos k — 55

n— Yss.k — 05

Ysok = 252 . 2k+3 . 2k+1 o 2k—1 + 1’

v

20y — 283 _oF L _ok=l L 1 (55 — 10)
62 o 2k+3 o 2k+1 o 2k71 + 11
52 _ 2(2t—5)+3 _ 2(2t—5)+1 _ 2(2t—5)—1 + 11

52 o 22t—2 o 22t—4 o 22t—6 + 11 > 07

n — (2065 — 283 — kL _ok=1l 4 1) (5, — 10)
n — 38, + ok+3 + gk+1 + ok—1 +9

n— 3 — 30, + 283 f okt 4 ok=1 4 19

305 — 30, + 283 L okl L okl 4 19

30 + 283 p okt L okl 1 79 5 0.

3. Sik=4,6,---,2t — 4, entonces deducimos

de donde

Yos k — 55

n— Yssk — 05

Yso ko = 452 o 2k+3 - 2k+1 - 2](:71 T 2’

v

46y — 28+ _oFFL _9k=1 1 9 _ (5, — 10)
30, — ok+3 _ ok+1 _ gk=1 4 19

30, — 9(2t—4)+3 _ 9(2t—4)+1 _ 9(2t—4)-1 +192
30, — 92t=1 _ 92t=3 _ 92t=5 | 19

92t _ 1 _ 92—l _ 92=3 _ 92t=5 4 19

92=1 _ 92t=3 _ 92t=5 | 11,

n — (465 — 283 — Tl _ok=1 4L 9y (5, — 10)
n — 508, + ok+3 | o+l | ok—1 4 g

(n —3) — 50y 4 2FF3 - 2k L okl 4 11

60y — 5y + 283 4 oL L ok=1 4

8y 4 283 pok+l 4 ok=1 4 11 > (.

4. Si k = 2t — 3, entonces se obtiene que

Yoy = B0y — 2272921 13,
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luego

Ys.k — 05 = DOy — 2272 2% 1 3 (§, — 10)
= 4§, — 2472 %1413
— 45, — (22t _ 1) 492 _92=2 _ 92—4 4 19
= 46y — 30y 4 2% — 22172 _ 9%~ 1 19
= 4 2% 9272 _ 9214 1950,

5. Si k = 2t — 2, se obtiene que
Yoy = A0y — 21— 9% g
asi

Yssp — 05 = 46y —2%71 — 2273 43 — (5, — 10)
= 36, — 2271 _2%73 4 13
— 22t —1= 22t71 o 22t73 + 13
22t—1 _ 22t—3 + 192 > O,

n—Ysx—05 = n— (40y —2%71 = 2273 4 3) — (5, — 10)
= n =50y + 2% 4223 17
= (n—3) =55y + 2271 2273 110
= 60y — 50y + 2271 12273 110
= 5, +2271 4223 110 > 0.

6. Si k =2t — 1, tenemos que
Yss p = DOy — 2272 15,
por lo que

Yosh — 05 = B0y — 272 45 — (3, — 10)
= 45, — 272415
= 40, — (2% — 1)+ 2% —2%2 1 14
= 45, — 35, + 2% — 2272 1 14
= 5, +2% 2272 114> 0,

n—1YyYsx—05 = n— (50 —2%24+5)— (6 — 10)
= n—65+2"?45
= n—(n—3)+2"2+5
= 2%7248>0.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

7. Si k = 2t, se deduce que
Yo = 402 — 2271 4 7,

Yss o — 05 = 40y — 2271+ 7 — (6, — 10)
= 30, — 92=1 4 17
= 22 _ 12117
= 2271 116 >0,

n—ysk—05 = n— (46 — 2% +7) — (62 — 10)
n — 56y + 2271 43

(n—3) =55 +2*""1+6

= 60y — 5y + 241 46

= 5 +22146>0.

Mostrados los casos anteriores se concluye que 05 es un lider de clase lateral.

Los siguientes resultados se utilizaran para demostrar que si ¢ es lider de clase lateral
e i ¢ {d1,09,03,04,05}, entonces i < Js.

Se introducira un algoritmo iterativo para particionar el conjunto ) = [1,2275], para
t > 5, en 2!73 subintervalos disjuntos I, I, . .., In—s tales que I® = [ U Iy --- U Iy—s.

Algoritmo Iterativo 1:

1. Sit = 5, entonces I® = [1,22975] = [1,2°] se puede particionar en los siguientes
2573 = 22 subintervalos.

I = I = [1,2'] = [1,2] = [a4, bi],
I = I = [ay + 21,2211 = [3, 8] = [as, ba],
Iy =TI =L + 2% = [ + 28 =[9,10] = [as, bs).
Iy = L2 = [agp + 22171 2227 = [ay + 23, 2°] = [11, 32] = [ay, by].
2. Si t = 6, entonces 1(® = [1,27] puede ser particionado en 23 subintervalos. Sea
I = |as, bs] para 1 < s <4 como en el inciso 1).

Para s = j + 22 < 22T con 1 < j < 2% — 1, consideremos los siguientes conjuntos:
I, =1;+2**" = [, + 2° = [a,, b,] para 5 < s < 7.

Es decir,

I5 = [1 + 25 = [33,34] = [Cl5, b5],
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Is =1 + 2° = [35, 40] = [a67 bﬁ]a
Iy =13 + 2° = [41742] = [a’77b7]‘
Ademés,
Iy = Ips = [age + 22211 223%1] = [ay + 2°,27] = [43,128].
3. Cuando t > 7. Si la particion de 1¢~Y esta dada por
10D =122 = [LUL- - Ulya

donde I; = [a;, bj].
Para u=j 4+ 2% con 1 < j < 2!=* — 1, consideramos los siguientes conjuntos:
I, =1; + 92-(t=4)+1 _ I+ 92=T _ [aj + 22t—7’ b; + 2215—7]'

Sea Ipt-s = [a2t74 + 22.(t—4)+1’ 22~(t—3)+1] — [a2t74 4 22t—77 2275—5].

Entonces, la particion de I = [1,2%75] se obtiene de forma iterativa como

9t—3

1M =1"9 ( U 1u> = (LUl Uly-a) Ulymapy - U Iy,

u=2t—"441
Observacion 4.0.8. Del Algoritmo Iterativo 1, se puede derivar lo siguiente:

1. Para 0 <r <t — 3, Iy tiene la forma

I — [1,2] = [1, 2%+, sir=0
Tl @E22 g2 2] il <r<t—3

2. Para cada s € [1,2/73 — 1], sea la expansion 2—adica de s

S = CL020 + (1121 + CL222 + -+ CLt_42t_4 = (a0a1a2 s CLt_4)2.

Se define r = ry = min{jla; = 1,0 < j <t —4}. Podemos derivar que

I, = Iy 4 41273 1 ap 0275 4o g, 22T
= ]2T + 22T+3(ar+1 + ar+222 4+ -+ at_422(t—’f—5))
- Igr —|— 22r+3)\7

donde A\ = a,41 + apy02% + -+ + a;_42°775)  Se puede observar que 0 < A <
14224 4 220775) « 920=r=4) parg 5 < 2073 — 1,

Notemos también que loi—s = Ioi—s + 2273\ con A = 0.

De 1. y 2. se deriva que para cualquier s € [1,2¢73] existe un entero 0 < \ < 22(t=r=4)

de forma que
I =1, = Iy + 2273\, donde 0 <r <t-—3.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

Lema 4.0.9. Sea 9§y = ”T_?’. Sii € [0y + 2,0, + 2274 es impar, entonces i no es un lider
de clase lateral.

Demostracion. Se consideran todos los valores de i impares. Se puede representar ¢ como
i =09+ 2l con | € I =[1,2%79),

Sea I) = Ui;g I, una particion de I® obtenida del Algoritmo Iterativo 1. Como [ € I®),
entonces existe un entero s € [1,2'73] tal que [ € I,. De la Observacion , sabemos
que I, = Iy +2%"13)\, donde 0 < r <t — 3 esta determinada por s y 0 < A < Q2(t—r—4)
Asi, 7 se denota por

i =0y 420 = 0y + 2(lg + 2% T3N), donde [, € I,-.
Eligiendo k& = 2t — 2r — 3, derivamos lo siguiente
yi,k; = 2kl — 22t—2’r‘—3(52 4 2([0 + 22T+3A))
— QB | o-2-2) 92ty
= 252 . 22t—2r—4 S 22t—2r—2l0 + 22t+1)\
— 252 . 22(75—7"—2) 4 22(t—7‘—1)l0 + 1=\ 4 A(22t+1 + 1)
= 20, — 2272 L 2=l 4 ] — X\ 4 .

De donde
Yk = 20y — 227D 4 92(mr=l 1 )\

De acuerdo a los intervalos en los que se encuentran r, [y y A, cuando k = 2t — 2r — 3, se
muestra que ”*T‘SQ <Yir < %‘SQ. Primero observemos que

TL—I-(SQ n—3+(52+3

2 2
603402+ 3
N 2
46,430, +3
N 2
46 +2—143
N 2
= 26, + 2% 11,
y
n—30d  n—3—0+3
2 N 2
60— 02+ 3
N 2
40402+ 3
= 20

= 20+ (2273 + 2270 . 428 4 2) + 2.
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La cota superior de y; , :

Yik = 2(52 o 22(t—r—2 + 22(t—r—1)l0 +1—)\

)
< 25, — 22077 4 92D 4
<28, — 22tmr=2) 4 92(tmr—1) o2l 4
— 9§, — 920-r=2) | 921 4
o " + 09
P

Analicemos ahora la cota inferior de y; :

Si i = 0, entonces [y € [1,2], obtenemos que

Yik 20, — 227r=2) L 920=r=Dp 4] )

> 252 _ 22(t—r—2) + 22(15—7‘—1)[0 =+ 1 — 22(t—4)
Z 252 . 22(t—7‘—2) + 22(t—'r—1) -1 + 1— 22(t—4)
n — 52
> .
2

Sil<r<t—3, entonces ly € [1+ (2+ 2%+ -4 2%~1) 22r+1] Agi

205 — 2277 4 920=r=Dj g )\

s > 20y — 22772 g gAmr= gy g g2(ter=d)

> 209 — 92(t=r=2) 4 92(t—r-1) [1 (24 2 4t 22r—1)] 41— 92—

= 20y — 92(t=r=2) 4 92(t=r—1) | (221‘,73 4925 4y 221&72%1) 11— 2(t—r—4)

> 209 — 92(t=(t=3)=2) 4 92(t—(t=3)-1) 4 (22t—3 925 4L 22t—2(t—3)—1) 4] — 2 (-3)-1)
205 — 2% 424 4 (2273 4225 L 1 9%) 41— 27

= 2(52—|—(22t—3+22t_5+...+25+24)_22+1_2_2
n— o

> 2.

Con lo mostrado, se verifica que ”‘T‘SQ < Yir < %‘52.

Si ”_2‘52 < Yir < "T’l, entonces n — dy < 2y, < n — 1. Se sigue que 1 —n < =2y, <
0y —m, mas atin 1 < n — 2y;; < dp. Bs decir, existe jix = n — 2y, con jix € Cy, ¥y
jz‘yk c Cz tal que 1 < ji,kz < 62.

Si ”;rl <yir < ”252, entonces n+1 < 2y, < n+9Jy, de donde 1 < 2y, —n < d9. Asi,
existe un entero jir = 2y;x —n = 2y, 1 con Jip € Cy, v Jix € C; tal que 1 < jiyp < da.

Con la discusion previa tenemos que cuando i € [0s + 2,09 + 2%~ existe un entero
Jik € [1,02) tal que j;; € C;. Es decir, existe un entero en la clase lateral ciclotomica de
i menor a i, cuando i € [dy + 2, 69 + 2%71].

Se concluye que i no es un lider de clase lateral cuando i € [0y + 2, 65 + 22874]. [
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

Lema 4.0.10. Sean §; = ¢ y 0y = "T_g dados como antes. Si un entero impar i > dy y

1 # 01, entonces ¢ no es un lider de clase lateral.

Demostracion. Es suficiente verificar que existe k € [0,m—1] tal que y;x <ion—y; <1
para i > 09 y © # 01. Se presentan los siguientes casos:

1.7 € [”T“,n— 1}. Observemos que ¢ < n —1 < n y como "T“ < 1, entonces n <
n + 1 < 2i. De donde, 7 < n < 2i. Tomando £ = 0, se tiene que y; ¢ = ¢, de modo

que n —yipo=n—1<4i.

2. 1€ [% +1, ”T_l} Notemos que 3 < 5 +1 <4, por lo que n < 3i, ademés i < ”T_l, de
donde 2i < n — 1 < n. Resumiendo, se tiene que 2¢ < n < 3i. Considerando k£ =1,
n—1y1=n—21<t.

3.1¢€ Hﬁ, 7 — 1}. Se satisface que § < [4] < i, porloquen < 4i. Ademasi < §—1 <
2,y asi 3i < n. De lo anterior, 3i <n < 4i y eligiendo k =2, y;» =4 —n <.

4. z € [[%], [§]]- Tenemos que ¥ < i < %, a partir de donde 4i < n < 5i. Tomando

k =2, se obtiene que n — y;2 =n — 41 < 1.

5.4 € [[22],[2]]. Se cumple que 32 < i < 2, por lo que 15 < n < 16i. Considerando
k = 4, se tiene que y; 4 = 16¢ — 3n < 7.

Del Lema y de los casos anteriores, se infiere que para cada i € [dy + 2,05 +
22 U125, n — 1]\ {#}, i no es un lider de clase lateral.
Notemos que

3n 3n 9
6~ 1616
_ [S(n—S)

[
|

Se deduce que si i € [0y +2,n — 1]\ {1}, entonces ¢ no es un lider de clase lateral. [ |
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Teorema 4.0.11. Sean v, como en el Teorema [£.0.7} Si i es un lider de clase lateral e
i & {01, 09,03, 04,05}, entonces i < Js.

Demostracion. Sea ¢ un lider de clase lateral distinto de 01, ds, d3, 04, 5.
Por el Lema [4.0.10] 7 no esta entre d; y d9. Solo falta probar que d5 — 4 y 9, — 6 no son
un lideres de clase lateral. Observemos que

%3/ 02375 4\ 2271 -1
235, —4) = 22735, — 4) —n
— 22t—3+22t—5+___+2+22t—4
< 0y — 4,
_92=3(5. — 22 1 _ 92305,
— 62 o 221‘,72 + 221‘,74
= 0y — 6,

de donde se concluye que ni 9, — 4 ni 3 — 6 son un lider de clase lateral. Por lo tanto, ds,
04 v 05 son el tercer, cuarto y quinto lider de clase lateral mas grande, respectivamente. l

Lema 4.0.12. Si 1 S 1 S 2t+2+7 01 € {(52,(53,(54,55} con 52 = %%753 = 52—2, (54 = (52—8
y 05 = 02 — 10, entonces |C;| = 2m.

Demostracion. La demostracion se realizara por contradiccion. Supongamos que |C;| = k
con k < 2m, entonces 2% = i, es decir i(2¥ — 1) = 0. Desde que k|2m y m es impar, se
tienequek:m,%” ok < Q?m

1. Si k = m, entonces (2 —1,n) = (2™ —1,2™+1) = 1. Supongamos que i(2¥—1) = 0.
Dado que (2™ —1,2™ + 1) = 1, entonces ¢ = 0, pero 1 < i < 272 + 7 < n, por lo
tanto i(2¥ — 1) £ 0.

2. Si k=2, entonces m =0 méd 3. Notemos que 2™ + 1 = (2% —1)2m + (25 + 1),
por lo que (2™ + 1,22Tm —-1) = (QZTm — 1,25 +1) = 2% + 1. Por otro lado, 1 < i <
22 47 < n = 2% 2% 41 asii(2F — 1) #0.

o =
23 41

3. Si k < 22, se obtiene que 1 < i(2F —1) < (22 + 7)(2% — 1) < n, por lo que

i(2F — 1) £ 0.

Con los casos mostrados anteriormente se concluye que cuando 1 <4 < 207247 §(2F—1) #
0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, para 1 < ¢ < 272 47, |Cy| = 2m.

De la prueba del Teorema cuando ¢ € {d2,d3, 04,05} se deriva que y;, > i para
1 <k<2m—1,porlo que i(2¥ — 1) # 0 y asi, |C;| = 2m. [

La investigacion realizada hasta el momento nos conduce al siguiente Teorema en el
que se obtiene la dimensiéon y una cota inferior para la distancia de los cddigos binarios

52



4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

BCH antiprimitivos C(n,2,d,1) y C(n,2,5 + 1,0) donde n = 2%+ 4 1.

La dimension de los codigos se determina haciendo uso del Lema |4.0.12[ en el que se
conoce la cardinalidad de la clase lateral ciclotomica en los que los ¢; (para i = 2,3,4,5)
son lideres de clase lateral, mientras que la cota BCH nos da una cota inferior para la
distancia del codigo.

Teorema 4.0.13. Sean 0; = %,0y = ”7_3,53 =0y — 2,04 =0y — 8y 05 = 0o — 10 como en
el Teorema 4.0.7] Sea ademés 0 impar.

1. El codigo BCH de sentido estrecho C(n, 2,0, 1) tiene pardametros

[n,n —md + 5m,d > J] si 207t 3 <5 <2 4 2f - 3;
[n,n—m(5—|—9md>5] si 20 420+ 3 <5 <202 —9;
[n,n —22m + 16m,d > 272+ 9] si 2072 -7 < § <2072 4 9;
[n,2m(i — 1)+ 3,d > ¢, sl 01 +2<0<6(i=1,2,3,4);
[n,1,n] sid;+2<6<n.

2. El codigo BCH C(n,2,d + 1,0) tiene parametros

n,2™ —mo +om,d > si +3<0< +20 =3
2m 0+5m,d>26 2l L3 <<t 42t -3
[n,2™ —md + 9m, d > 2] si 20 420 43 <6 <202 9
0,2 — 22 4 16m,d > 2(272 + 9)]  si 202 7 < <202 19,
n,2m(t— 1)+ 2,d > 20; 81 0j41+2<0<0;(2=1,2,3,4).
2m(t — 1 2,d > 20 i0 2<6<9;(1=1,2,3,4

Demostracion. 1. Sea Tj el conjunto de definicion de C(n,2,6,1) v Ts = Ueg, Ci,
donde
= {0 : i es un lider de clase lateral, C; C Tys}.

Del inciso 4 del Teorema se sigue que C(n, 2, d, 1) tiene dimension k = n—|Ts| =
n =2 s Cil.
(i): Cuando 21 +3 < ¢ < 20+ + 2 — 3, del Teorema tenemos que
= {i:iesimparyi € [1,0 — 1J\{2""! £ 1}},

donde |Ss| = 251 — 2. De acuerdo al Lema [4.0.12] todas las clases laterales
ciclotémicas en Ty tienen cardinalidad 2m, se sigue que

Eo=n—>Y |C

i€Ss
—1
= n—Qm-(L—2>
2
= n—md -+ bm.

Claramente existen 0 — 1 enteros consecutivos, de acuerdo al Limite BCH, la
distancia minima d > 4.
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(ii):

(iii):

(iv):

De forma similar a (i), cuando 24! +2¢ 43 < § < 2142 — 9, del Teorema [4.0.6]
y el Lema

Ss={i:iesimparyic[l,6—1]\{2 £1,2" +- 28 + 1}},

se tiene que |S5| = 251 — 4 y asf

ko= n—> |C

1E€Ss
60—1
= n—2m-<——4>
2
= n—md+ 9Im.

Ademés, d > 6.
Similarmente a (i), cuando 22 — 7 < § < 212 + 9, del Teorema m y el

Lema [L0.12
Ss = {i:iesimpary i€ [1,27% —9)\{2!*! £ 1,2 + 2f £ 1}},

se tiene que |Ss| = 211 — 8 y asi

ko= n—> |C

1E€Ss
= n—2m- (2" =38)

= n—2"2m + 16m.

Ademas, d > 242 + 9,

Cuando 0,41 +2 < 6 < 6, (1 = 1,2,3,4), podemos inferir del Teorema [4.0.11
que Ts = Ueg, Ci = {1,2,--- ,n — 1}\U,_, Cs,. En la prueba del Teorema
se vio que |Cs,| = 2. Por el Lema 4.0.12) cada Cy,(i = 2,3,4,5) tiene

cardinalidad 2m, de donde se sigue que

ko= n->) |C

1E€Ss
= n—[n—-1=-2m(i—1)—2]
= 2m(i—1)+3.

Por otro lado, existen d; — 1 enteros consecutivos en Ty, asi la distancia minima
satisface d > ¢;.

: Cuando 01 + 2 < § < n. Del Teorema [4.0.11| se infiere que Ty = Uz‘esé C; =

{1,2,---,n—1},demodo que k =n—[Ts|=n—(n—1) = 1.
Claramente, la distancia minima d = n.
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4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

2. De forma similar a 1., sea T el conjunto de definicion de C(n,2,0+1,0). Ts = Ui655
donde

Ss = {i : i es un lider de clase lateral, C; C Ts}.

Del inciso 4 del Teorema se sigue que C(n,2,d 4+ 1,0) tiene dimension k =
n—|T5l =n =3 s, |Cil-

(i)

(i) :

(iii) :

Cuando 27 +3 < ¢ < 201 + 28 — 3 del Teorema tenemos que
Ss={i:iesimparyi€[0,6— 1\{2"" £1}}.
Se sabe que |Cy| = 1y de acuerdo al Lema[4.0.12] el resto de las clases laterales

ciclotémicas en Ty tienen cardinalidad 2m, se sigue que

ko= n-> |C]

€S
0—1
= n—|2m- 5 -2 +1
= 2™ —md + 5m.

Claramente existen 20 — 1 enteros consecutivos, de acuerdo al Limite BCH, la
distancia minima d > 2.

De manera similar a (i)', cuando 27! + 2/ +3 < § < 272 — 9 del Teorema
y el Lema [4.0.12]
Ss={i:iesimparyic[0,6—1]\{2" £1,2" 42" +1}},

se tiene que |S;| = 251 — 4 y asi
Eo= n—> |C
i€S;
= n—[Qm-(é_Tl—él)—i—l}
= 2™ —mé+ 9Im.

Ademés, d > 26.
Similarmente a (i), cuando 272 — 7 < § < 2872 + 9 del Teorema y el
Lema

Ss = {i:iesimparyie€ [0,272 — 9\ {2t £ 1,27 + 2" +1}},

se tiene que |Ss| = 271 — 8 y asi

Eo=n—> |C

i€Ss
= n—[2m- (2" =8) +1]
= 2m _ 22y 4 16m.
Ademés, d > 2(212 + 9).

%)



(iv)’: Cuando 6;y1 +2 < 0 < 05, (1 = 1,2,3,4), podemos inferir del Teorema [4.0.11
que T5s = U;cq, Ci = {0,1,2,--- ,n — 1}\U;_, G5, En la prueba del Teorema
se vi6 que |Cs,| = 2. Por el Lema [4.0.12] cada Cjs,(i = 2,3,4,5) tiene

cardinalidad 2m, de donde se sigue que

Eo= n—> |C

i€Ss
= n—[n—-2m(—1)—2]
= om(i—1)+2.

Por otro lado, existen 26; — 1 enteros consecutivos en Ty, asi la distancia minima
satisface d > 20;.

[ |
Se presentan a continuaciéon algunos ejemplos sobre la aplicaciéon del Teorema

Ejemplo 4.0.14. Consideremos el valor de ¢t = 5. Se tiene que m = 11 y asi, n = 2 + 1.
Los valores de §; para i = 1,2,3,4 y 5, dados como en el Teorema[4.0.7], para este ejemplo
son:

61:g:683, 5y = ”g?’ — 341, 03 = 0y — 2 = 339,

6, =0,—8=2333,  85=20y—10=331.

» Sitomamos § = 71, entonces 2643 < § < 264+2°—3. El Teoremaindica que la
dimension del codigo C(2'1 +1,2,8,1) es k =21 +1—11-71+5-11 = 1323, con una
distancia minima de Hamming d > 71, mientras que el codigo C(2'* +1,2,8 + 1,0)
tiene parametros: k = 2" —11-71 +5-11 = 1322 y distancia minima de Hamming
d>2-71=142.

» Tomemos ahora § = 117. Se cumple que 26 +2° +3 < § < 27 — 9, por lo que el
Teorema |4.0.13|indica que la dimension del codigo C(2M1 +1,2,0,1) es k =21 +1 —
11-7149-11 = 1367, con distancia minima de Hamming d > 117.

Por otro lado, el codigo C(2!1+1,2,6+1,0) tiene parametros: k = 211 —11-71+9-11 =
860 y distancia minima de Hamming d > 2 - 71 = 234.

» Sid =135, entonces 2" —7 < § < 274+9. El Teorema indica que la dimension
del codigo C(2M +1,2,6,1) es k =21 +1—11-27+16- 11 = 817, con una distancia
minima de Hamming d > 27 + 9 = 137. Y el codigo C(2" + 1,2,6 + 1,0) tiene
dimensiéon k = 21 — 11 .27 + 16 - 11 = 816, con distancia minima de Hamming
d>2(2"+9) =274

= Con § = 341, se tiene que 03+ 2 < § < 9, por lo que el Teorema nos dice que
la dimension de C(2'' +1,2,6,1) es k = 2-11-(2—1) +3 = 25, con distancia minima
de Hamming d > d, = 341. Ademas, el codigo C(2'* +1,2,6 + 1,0) tiene dimension
k=2-11-(2—1)+ 2 =24y distancia minima de Hamming d > 2 - §, = 682.

26



4. Codigos BCH de longitud n =2 + 1 para m = 2t + 1

= Tomando § = 2045, se satisface que §; +2 < § < n, concluyendo asi, por el Teorema
4.0.13| se obtiene que el codigo C(2! + 1,2,4,1) tiene dimension k = 1 y distancia
minima de Hamming d = n = 2049.

El polinomio generador g(x) del codigo C tiene grado n — k = 2049 — k, ademas g(x)
divide al polinomio 2" — 1 = 22 + 1.

Por tltimo, con estas distancias de Hamming se logra detectar y corregir un nimero
importante de errores, de acuerdo con los resultados enunciados en el Capitulo 2.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo de investigacion se han presentado teoremas que permiten
obtener los lideres de algunas clases 2-ciclotémicas modulo n mas grandes, los cuales son
una herramienta fundamental para determinar la dimension de algunos cédigos BCH an-
tiprimitivos C(n, 2,4d,1) y C(n, 2,0+ 1,0) para algunos valores de 0 y m, basandonos en el
trabajo realizado por Yang Liu, et. al. en [19]. Los teoremas presentados requieren del uso
de conceptos, tales como los de campos finitos y anillos cociente, que se estudian en los
cursos de Algebra Moderna, es aqui donde se obtiene el primer éxito de esta investigacion,
presentar como se utilizan temas de un area tan abstracta en un ejemplo de una aplicacion
importante como lo es el estudio de codigos en los sistemas de comunicacion.

No es facil determinar los parametros de los coédigos BCH antiprimitivos, en la sec-
cion 3.3 se presentaron resultados que proporcionan cotas inferiores para la dimension
de dichos codigos BCH, razéon por la cual el Teorema [4.0.13] cobra tanta importancia al
presentar la dimension de dichos codigos completamente determinada.

Uno de los logros importantes de esta tesis es presentar de manera detallada los calcu-
los que demuestran para qué valores de 7 este es lider de clase lateral, utilizando diferentes
técnicas, ademas de los célculos explicitos para determinar que los ; (parai = 1,2, 3,4,5)
presentados son lideres de clase lateral y méas atn, que son los cinco lideres de clase lateral
més grandes.

Por otro lado, explicamos el significado e importancia de los teoremas que nos aportan
la informaciéon mas importante asi como el significado de los parametros de los codigos
desde el punto de vista de su aplicacion en la deteccion y correcion de errores, asi como
de la proteccion en la seguridad de la informacion procesada, aplicaciones que son funda-
mentales en los sistemas de comunicacion.

Como trabajo a futuro se espera desarrollar més y nuevas técnicas sobre codigos BCH
antiprimitivos sobre campos finitos, ademas de discutir las construcciones de codigos

LCD.
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