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Índice general

Simboloǵıa VIII
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VIII ÍNDICE GENERAL

Simboloǵıa

Notación Significado (eventualmente puede tener otro uso)

R+ {t ∈ R : t ≥ 0}

S1
{

(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2

}
= 1

Lip (X, Y ) espacio de funciones de Lipschitz

ρ cuasi-métrica y/o cuasi-semimétrica

ρ cuasi-métrica y/o cuasi-semimétrica conjugada de ρ

ρs métrica o semimétrica máx{ρ, ρ}

q norma y/o seminorma asimétrica

q norma y/o seminorma asimétrica conjugada de q

qs norma máx{q, q}

ρα para cualesquiera n,m ∈ N : ρα(n,m) =

 0, si n ≤ m;

α, si n > m.

u para cualquier x ∈ R : u(x) = máx {x, 0} .

τρ topoloǵıa generada por ρ

τq topoloǵıa generada por q

B(x, r) bola abierta con centro en x y radio r

B[x, r] bola cerrada con centro en x y radio r

SLipρ,q (X, Y ) espacio de funciones semi-Lipschitz

S0Lipρ,q (X, Y ) espacio de funciones semi-Lipschitz con X un conjunto punteado

‖·|ρ,q norma asimétrica respecto a ρ, q

‖f |ρ,q la menor constante semi-Lipschitz para f

ω el conjunto de números enteros no negativos

C el espacio de funciones de complejidad de algoritmos



Introducción

En años recientes, se ha incrementado el estudio de los espacios asimétricos

debido a las distintas aplicaciones que éstos tienen en la misma matemática, par-

ticularmente en Optimización, Teoŕıa de Aproximación [7], y en otras áreas como

Complejidad de Algoritmos [9], por mencionar algunas. Wilson en 1931 [22], es el

primero en introducir formalmente el concepto de cuasi-métrica, posteriormente,

Kelly [11], observa que dada una cuasi-métrica, siempre es posible asociarle otra

cuasi-métrica llamada su conjugada, y con ellas una semimétrica llamada la se-

mimétrica asociada a la cuasi-métrica. Por otro lado, Alegre, Ferrer y Gregori en

[2], introducen el concepto de norma asimétrica para estudiar el análisis funcio-

nal desde el punto de vista no simétrico, es decir, el análisis funcional asimétrico

y desde entonces, se han estado trasladando conceptos y resultados del área de

análisis funcional a esta clase de espacios no simétricos, ver por ejemplo: [1], [5],

[8], [9],[12], [15]. Uno de éstos conceptos es el de función Lipschitz. Primeramente,

el conjunto de funciones Lipschitz reales definidas en un intervalo real I, es de-

notado por Lip(I,R). Dada f ∈ Lip(I,R), existe una función F ∈ Lip(R,R) tal

que F (x) = f(x), para toda x ∈ I, este resultado es conocido como Teorema de

extensión para funciones Lipschitz. Este mismo resultado ha sido probado para

funciones Lipschitz definidas entre un espacio métrico arbitrario y el campo de

los números reales, quedando pendiente el teorema de extensión para funciones

Lipschitz definidas entre espacios métricos arbitrarios. En 1966, Schönbeck dió un

contraejemplo sobre ello, [19], en el cual construye espacios métricos y una función

Lipschitz entre ellos que no puede ser extendida. Posteriormente, varios autores

como Romaguera, Sánchez-Álvarez y Sanchis han trabajado en [16] y [17] con el

espacio de funciones semi-Lipschitz; una función semi-Lipschitz es la extensión

del concepto de función Lipschitz entre espacios no simétricos. Mustăţa en el 2001

obtiene teoremas de extensión para este nuevo tipo de funciones, ver [14].

Se tiene un amplio interés por estudiar algunos resultados en teoremas de exten-
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X ÍNDICE GENERAL

sión de funciones semi-Lipschitz, para ello iniciamos dando la teoŕıa de la siguiente

forma:

En el caṕıtulo 1, se proporcionan algunos conceptos del análisis funcional clásico

y en los caṕıtulos siguientes se trasladan al análisis funcional asimétrico. Se des-

cribe el espacio de funciones Lipschitz y se describe la estructura del espacio de

funciones semi-Lipschitz.

Más tarde, en el segundo caṕıtulo se estudian dos tipos de espacios asimétricos

y las funciones que los caracterizan, a saber, cuasi-métrica y norma asimétrica;

presentándose ejemplos aśı como también algunas propiedades topológicas de es-

tos espacios. Se distinguen las diferencias entre las varias funciones que se asocian

a una cuasi-métrica (norma asimétrica) como: su conjugada (norma asimétrica

conjugada) y propiedades que cumplen entre ellas.

Enseguida, el tercer caṕıtulo presenta el concepto de función semi-Lipschitz y la

estructura con que se le dota al espacio donde habitan dichas funciones, se dan

condiciones para que el espacio de funciones semi-Lipschitz llegue a tener la estruc-

tura de un espacio vectorial y cuando no. También se dan una serie de resultados

y relaciones entre los distintos espacios de funciones semi-Lipschitz posibles al

cambiar la cuasi-métrica por su conjugada, similarmente con la norma asimétrica.

Para cerrar el caṕıtulo se describe el cono normado SLipρ,q(X, Y ) del cual se es-

tudia una forma para que precisamente se le pueda dotar una norma asimétrica.

En el cuarto caṕıtulo se abordan tres puntos principalmente, primero se estudia

la extensión de funciones Lipschitz y se enlistan algunos teoremas que dan con-

diciones suficientes para garantizar la existencia de una función extensión, ver

[20]. El segundo punto es una prueba de que para espacios métricos arbitrarios

en general no toda función Lipschitz tiene una función extensión, mostrado en

un contraejemplo de Schönbeck [19]. El último punto es sobre el ya mencionado

teorema de extensión de funciones semi-Lipschitz dado por Mustăţa, se detalla

la demostración, se dan ejemplos de nuestra autoŕıa y se exhibe cuando existe

unicidad en la función extensión de acuerdo al mismo art́ıculo de Mustăţa [14].

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se propociona una aplicación de esta teoŕıa sobre el

área de Complejidad de Algoritmos, la cual consiste en la descripción y utiliza-

ción de un método para aproximar funciones de complejidad a través de funciones

semi-Lipschitz, dicha aplicación es obtenida de la tesis doctoral de Sanchéz-Álva-

rez [18].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Un concepto muy utilizado en análisis funcional clásico, que ha tenido mucha

importancia durante el siglo pasado es el de función Lipschitz. La extensión del

concepto de función Lipschitz al contexto de los espacios asimétricos se introdu-

ce en los años setenta, veáse [4], [13]. En el caṕıtulo tres de la tesis se aborda

esto. Iniciemos por recordar la definición de función de Lipschitz en los espacios

simétricos.

Definición 1.1. Sea I un intervalo en los números reales, una función f : I →
R se llama de Lipschitz (o que cumple la condición de Lipschitz) si existe una

constante M ≥ 0, tal que:

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|

para cualesquiera x, y ∈ I.

El mismo concepto se ha generalizado a espacios métricos de la siguiente ma-

nera:

Definición 1.2. Sean (X, d1), (Y, d2) espacios métricos, una función f : X → Y

se llama función de Lipschitz, si existe una constante L ≥ 0, tal que

d2(f(x), f(y)) ≤ L d1(x, y),

para cualesquiera x, y ∈ X. A L se le llama una constante de Lipschitz. Si f

es una función de Lipschitz con una constante Lipschitz L, se indica de forma

abreviada diciendo que f es L-Lipschitz.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Sea (X, d) un espacio métrico y (Y, ‖·‖) un espacio normado. El conjunto

Lip(X, Y ) = {f : X → Y | f es Lipschitz y es acotada} es un espacio vectorial

con la suma de funciones y el producto por escalar usuales (suma de imágenes

y el producto de escalar con la imagen). En efecto, sean λ ∈ R, f y g funciones

L-Lipschitz y M -Lipschitz, respectivamente. Para todo x, y ∈ X se tiene que

‖(λf + g)(x)− (λf + g)(y)‖ = ‖λf(x) + g(x)− λf(y) + g(y)‖

= ‖λ(f(x)− f(y)) + (g(x)− g(y)))‖

= |λ| ‖f(x)− f(y)‖+ ‖g(x)− g(y)‖

≤ |λ|Ld(x, y) +Md(x, y)

= (|λ|L+M)d(x, y).

Por lo tanto λf + g es (|λ|L+M)-Lipschitz. Obviamente la función de X a Y que

es idénticamente igual a 0 ∈ Y es M -Lipschitz para todo número M ≥ 0.

La fórmula

L(f) = máx

{
sup

{
‖f(x)− f(y)‖

d(x, y)
: x, y ∈ X d(x, y) > 0

}
, ‖f‖∞

}
,

define una norma sobre Lip(X, Y ), ver Weaver [21]. Note que es necesario obtener

el máximo entre sup
{
‖f(x)−f(y)‖

d(x,y)
: x, y ∈ X d(x, y) > 0

}
y ‖f‖∞, para asegurar

que la función nula sea la única que tenga norma nula. Precisamente el término

‖f‖∞, es lo que permite distinguir la función nula de cualquier función constante,

de hecho en el conjunto cociente de Lip(X, Y ) sobre el conjunto de funciones

constantes, el término sup
{
‖f(x)−f(y)‖

d(x,y)
: x, y ∈ X d(x, y) > 0

}
es una norma.

Para el estudio de “funciones de Lipschitz” en espacios asimétricos se tienen que

definir algunos espacios poco conocidos ya que suelen ser teoŕıas que no se estudian

en cursos de análisis funcional clásico, que normalmente se ven a nivel licenciatura,

sobre todo para el caso de los espacios asimétricos al que dedicamos un caṕıtulo

entero de esta tesis. La siguiente definición es una estructura algebraica útil en

nuestro marco teórico.

Definición 1.3. Un cono es una tripleta (X,+, ·) donde (X,+) es un monoide

abeliano, la función · : R+ ×X → X satisface que para cada r, s ∈ R+, x, y ∈ X

1. r · (s · x) = (rs) · x,

2. (r + s) · x = r · x+ s · x,

2



3

3. r · (x+ y) = r · x+ r · y,

4. 1 · x = x.

Aśı como un monoide puede considerarse como un “semi-grupo”, esto es, una

estructura que solo carece de inversos respecto a la operación definida para ser un

grupo, a un cono se le puede considerar como un “semi-espacio vectorial”, porque

es una estructura que carece de inversos aditivos para llegar a ser un espacio

vectorial. Sin embargo, si existe el inverso aditivo de x, entonces este se denota

de manera usual por −x. Además, el cono (X,+, ·) se denota simplemente por X

siempre y cuando no haya duda de las operaciones que están asociadas a X. Un

cono X puede ser dotado de diferentes normas, de la siguiente manera.

Definición 1.4. Sean X un cono y ‖·‖ : X → [0,∞) una función tal que para

cada x, y ∈ X, r > 0 cumple que

1. ‖rx‖ = r ‖x‖ ,

2. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ,

3. ‖x‖ = 0 implica que −x ∈ X y ‖−x‖ = 0,

‖·‖ se llama norma sobre X.

Definición 1.5. Sea X un cono. Una función ‖·‖ : X → [0,∞) es una norma

relativizada sobre X, si para toda x, y ∈ X y r > 0, se cumple que ‖rx‖ = 1
r
‖x‖

y ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Un cono X equipado con una norma ‖·‖, se denomina cono normado; si ‖·‖
es una norma relativizada, el cono se denomina normado relativizadamente, vea

[18]. Otros espacios análogos a los espacios métricos y los espacios vectoriales

normados son los espacios semi-métricos y los espacios vectoriales con una semi-

norma, respectivamente; como se observa en las siguientes definiciones:

Definición 1.6. Dado un conjunto no vaćıo X, una semi-métrica sobre X es

una función d : X × X → [0,∞), tal que para cada x, y, z ∈ X se satisfacen las

siguientes propiedades:

1. Si x = y, entonces d(x, y) = 0;

2. d(x, y) = d(y, x);

3



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Definición 1.7. Sea X un espacio vectorial real. Una función ‖·‖ : X → [0,∞),

es una semi-norma sobre X si para cada x, y ∈ X, r ∈ R se satisfacen las condi-

ciones siguientes:

1. ‖x‖ ≥ 0; x = 0 implica que ‖x‖ = 0;

2. ‖rx‖ = |r| ‖x‖;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

En la definición de semi-métrica se puede ver que la única diferencia respecto a

una métrica, es que la semi-métrica permite que existan puntos distintos separados

por una distancia nula, es decir se pierde la propiedad d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

de aqúı se obtienen los espacios semi-métricos. Por su parte, en la definición de

semi-norma note que la única diferencia que hay respecto a una norma es la

propiedad ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0, lo que ahora permite que existan más de

un vector con norma igual a cero. Ambos enfoques extienden o generalizan a los

sendos espacios métricos y normados.

4



Caṕıtulo 2

Espacios asimétricos

En general, las funciones distancia en espacios métricos y las funciones mag-

nitud en espacios vectoriales cumplen tres propiedades, una de ellas: la simetŕıa.

De forma interesante, resulta que es posible desarrollar una teoŕıa análoga al

prescindir de la propiedad de simetŕıa y de este hecho “surgen” algunos espa-

cios asimétricos, por ejemplo, los espacios cuasi-métricos “surgen” de los espacios

métricos al perder la simetŕıa, mientras que de los espacios normados “surgen”

los espacios normados asimétricamente, el continuo encomillado de la palabra,

surgen, se debe a que en realidad los espacios asimétricos generalizan a los espa-

cios métricos y precisamente este trabajo de tesis se enmarca en los dos últimos

espacios asimétricos mencionados. Hay una gran cantidad de resultados conocidos

en los espacios métricos y en los espacios normados, que se extienden o bien se

generalizan, ahora en el marco de los espacios cuasi-métricos y los espacios norma-

dos asimétricamente, Stefan Cobzaş reune una buena cantidad de estos resultados

en [6], por ejemplo, algunos resultados clásicos de análisis funcional, (operado-

res lineales y sus normas, teoremas tipo Hahn-Banach, principios fundamentales,

aproximación etc. pp. 99, 200.) y resultados topólogicos importantes (completez,

compacidad, axiomas de separación, por mencionar algunos pp. 4, 29.).

A rasgos muy generales estos espacios asimétricos mencionados son: el primero

un conjunto arbitrario X, sin una estructura dotado de una función “distancia”,

el segundo, un conjunto con una estructura algebraica de espacio vectorial con

una función “magnitud”; y en ninguno de los dos espacios (más exactamente en

ninguna de las funciones) la simetŕıa se cumple necesariamente.

Nótese que hay una estrecha relación entre el conjunto y la función pero no se

habla de unicidad sobre ella. En esta dirección, en lo que sigue se definirán los dos

5



6 CAPÍTULO 2. ESPACIOS ASIMÉTRICOS

tipos de espacios asimétricos en cuestión.

2.1. Espacios cuasi-semimétricos

La definición de un primer tipo de espacio asimétrico viene a ráız del siguiente

concepto:

Definición 2.1. Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto no vaćıo X, es una

función ρ : X × X → [0,∞), que para cualesquiera x, y, z ∈ X, satisface las

condiciones siguientes:

1. ρ(x, x) = 0,

2. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Más aún, si para toda x, y ∈ X,

3. ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0 implica x = y,

entonces ρ es llamada una cuasi-métrica.

El par (X, ρ) recibe el nombre de espacio cuasi-semimétrico, respectivamente es-

pacio cuasi-métrico. La conjugada de una cuasi-semimétrica ρ, denotada por ρ, es

también una cuasi-semimétrica, ésta se define por ρ(x, y) = ρ(y, x), x, y ∈ X. El

mapeo ρs(x, y) = máx{ρ(x, y), ρ̄(x, y)}, x, y ∈ X, es una semimétrica, la cual

resulta ser métrica si y sólo si ρ es cuasi-métrica. Con frecuencia se trabaja con

cuasi-semimétricas extendidas, entendiendo que la cuasi-semimétrica puede tomar

el valor +∞ para algunos pares (x, y) ∈ X ×X.
Las desigualdades que a continuación se muestran, claramente son válidas para

cualesquiera x, y ∈ X:

ρ(y, x) ≤ ρs(x, y) y ρ(x, y) ≤ ρs(x, y). (2.1)

Nota 2.1. Toda semimétrica y toda métrica son cuasi-semimétricas. Aśı como

toda métrica es una cuasi-métrica.

Ejemplo 2.1. Sea α > 0. Defina la función ρα : N× N→ [0,∞) dada por

ρα(n,m) =

 0, si n ≤ m;

α, si n > m.

6



2.1. ESPACIOS CUASI-SEMIMÉTRICOS 7

Se tiene que ρα es una cuasi-semimétrica. En efecto, ρα(n, n) = 0 y ρα(n,m) ≥
0 para cualesquiera números n,m ∈ N. Veamos que se cumple la desigualdad

triangular, sean n,m, r ∈ N:

Caso 1: n ≤ m, ρα(n,m) = 0 ≤


0 + α = ρα(n, r) + ρα(r,m), n ≤ m < r;

0 + 0 = ρα(n, r) + ρα(r,m), n < r < m;

α + 0 = ρα(n, r) + ρα(r,m), r < n ≤ m.

Caso 2: n > m, ρα(n,m) = α ≤


0 + α = ρα(n, r) + ρα(r,m), m < n < r;

α + α = ρα(n, r) + ρα(r,m), m < r < n;

α + 0 = ρα(n, r) + ρα(r,m), r < m < n.

En cualquiera de los dos casos, se cumple la desigualdad del triángulo.

Más aún, ρα es una cuasi-métrica. Supongamos que ρα(n,m) = ρα(m,n) = 0,

entonces n ≤ m y m ≤ n, por tanto n = m. Aśı, ρα es una cuasi-métrica.

Por otro lado, no es dif́ıcil mostrar que la cuasi-métrica conjugada asociada es tal

que

ρα(n,m) =

 0 si n ≥ m

α si n < m

Más aún,

ρsα(n,m) =

 0 si n = m

α si n 6= m

Ejemplo 2.2. Defina la función ρ : R× R→ [0,∞) por

ρ(x, y) =

y − x, si x ≤ y;

1, si x > y.

Se tiene que ρ es una cuasi-métrica. En efecto, para todo x, y ∈ R ρ(x, x) = 0 y

ρ(x, y) ≥ 0. Además para cualesquiera x, y, z ∈ R

Caso 1: x ≤ y, ρ(x, y) = y−x ≤


z − x+ y − z = ρ(x, z) + ρ(z, y), x ≤ z ≤ y;

1 + y − z = ρ(x, z) + ρ(z, y), z < x ≤ y.

z − x+ 1 = ρ(x, z) + ρ(z, y), x ≤ y < z.

7
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Caso 2: x > y, ρ(x, y) = 1 ≤



z − x+ 1 = ρ(x, z) + ρ(z, y), y < x < z;

1 + 1 = ρ(x, z) + ρ(z, y), y < z < x;

1 + x− z = ρ(x, z) + ρ(z, y), z < y < x;

1, z = x 0 z = y.

El siguiente ejemplo muestra geométricamente la ausencia de simetŕıa en una

cuasi-métrica.

Ejemplo 2.3. Sean (X, d) un espacio métrico, A ⊆ X tal que A 6= ∅ y x ∈ X. Se

sabe que la distancia de x a A está dada por

d(x,A) = ı́nf {d(x, a)| a ∈ A} .

Si se considera a la familia de subconjuntos de X, no vaćıos, cerrados (en X) y

acotados; denotada y definida por

CB(X) = {A ⊆ X| A 6= ∅, A es acotado y cerrado en X}

Con la función ρ : CB(X)× CB(X)→ [0,+∞) dada por

ρ(A,B) = sup {d(a,B)| a ∈ A}

para A,B ∈ CB(X). Se cumple que la función ρ resulta ser una cuasi-métrica

sobre CB(X), la prueba puede deducirse de los Teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 en [3], pero

por ahora puede observarse un ejemplo que evidencia este hecho, donde X = R2

con su métrica usual.

Notemos que la función ρ evaluada en A, B ∈ CB(X) tales como en la figura

2.1; representa la mayor de las distancias entre algún punto de A con el sub-

conjunto B. Se puede apreciar que los puntos del borde izquierdo de A son los

más alejados de B y en ellos se alcanza está “distancia” entre dichos conjun-

tos, es decir ρ(A,B) = sup {d(a,B)| a ∈ A} = 3. Mientras que para ρ(B,A) =

sup {d(b, A)| b ∈ B}, obsérvese que ahora la imagen está dada por la mayor de las

distancias entre algún punto de B con A, y esta se da entre las esquinas superio-

res derechas de las figuras. Aśı, por el Teorema de Ṕıtagoras ρ(B,A) = 5. Lo que

muestra la ausencia de simetŕıa en la función “distancia” ρ.

8



2.1. ESPACIOS CUASI-SEMIMÉTRICOS 9

Figura 2.1: Dos subconjuntos acotados y cerrados en R2.

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

A

B

Por otra parte, análogamente a los espacios métricos, una cuasi-semimétrica in-

duce una topoloǵıa a un espacio cuasi-semimétrico. Más aún, la cuasi-semimétrica

del espacio cuasi-semimétrico X induce una topoloǵıa a X y la cuasi-semimétrica

conjugada induce otra topoloǵıa al mismo conjunto X, a X con estas dos topo-

loǵıas se le conoce como espacio bitopólogico, pero eso es otro tema el cual no

abordaremos. Podemos iniciar con algunas definiciones afines a las conocidas en

espacios métricos.

Definición 2.2. Sean (X, ρ) un espacio cuasi-semimétrico, r > 0 un número real

y x0 un elemento de X. Se define la bola abierta Bρ(x0, r), centrada en x0 de radio

r por el conjunto

Bρ(x0, r) = {x ∈ X| ρ(x0, x) < r} .

La bola cerrada centrada en x0 de radio r se denota y define por

Bρ[x0, r] = {x ∈ X| ρ(x0, x) ≤ r}

Note que si (X, ρ) es un espacio cuasi-semimétrico, para cada x ∈ X y todo

r > 0, x ∈ Bρ(x, r), esto es Bρ(x, r) 6= ∅. Similarmente Bρ[x, r] 6= ∅.

Definición 2.3. En un espacio cuasi-semimétrico (X, ρ), un subconjunto A de X

se llama abierto respecto a ρ o ρ-abierto si para cada x ∈ A existe rx > 0 tal que

Bρ(x, rx) ⊆ A.

El subconjunto A se llama cerrado respecto a ρ o ρ-cerrado si A es complemento

de algún ρ-abierto.

Las siguientes cuatro proposiciones muestran algunas similitudes y diferencias

entre ciertas propiedades de los espacios métricos y las correspondientes en espa-

9



10 CAPÍTULO 2. ESPACIOS ASIMÉTRICOS

cios cuasi-métricos vea [10]; por ejemplo el resultado siguiente es casi idéntico a

lo que pasa en un espacio métrico:

Proposición 2.1 (ver [10]). En un espacio cuasi-semimétrico (X, ρ), toda bola

abierta Bρ(x, r) es un conjunto ρ-abierto.

Sin embargo, el siguiente resultado difiere a lo que sucede ah́ı.

Proposición 2.2 (ver [10]). En un espacio cuasi-semimétrico (X, ρ), toda bola

cerrada Bρ[x, r] es un conjunto ρ̄-cerrado.

Ejemplo 2.4. Considere a R con la cuasi-métrica ρ del Ejemplo 2.2. Sean x0 X

y r > 1. Mostremos que la bola ρ-cerrada Bρ[x0, r] = (−∞, x0 + r] es un conjunto

ρ̄-cerrado. Se tiene que la bola ρ̄-abierta Bρ̄(x0 +r, r) = (x0 +r,∞) es un conjunto

ρ̄-abierto y es el complemento de Bρ[x0, r]. Por definición Bρ[x0, r] es un conjunto

ρ̄-cerrado.

Incluso no siempre se cumple que toda bola cerrada Bρ[x, r] sea un conjunto ρ-

cerrado.

Como se hab́ıa mencionado, un espacio cuasi-semimétrico (X, ρ), puede dotarse

de dos topoloǵıas de manera natural τρ, τρ̄. Más aún, se puede otorgar una tercer

topoloǵıa τρs , estas tres topoloǵıas corresponden a las cuasi-semimétricas ρ, ρ̄ y la

semimétrica ρs, respectivamente.

Si A es un subconjunto ρ-abierto de X, entonces para cada x ∈ A, existe rx > 0,

tal que Bρ(x, rx) ⊆ A pero como ρ(x, y) ≤ ρs(x, y), se tiene que Bρs(x, rx) ⊆
Bρ(x, rx) ⊆ A. De donde obtenemos que A es también ρs-abierto, esto es, τρs es

más fina que τρ. Análogamente puede verse también que τρs es más fina que τρ̄.

Hay más de una relación sobresaliente entre estas tres topoloǵıas, por ejemplo:

Proposición 2.3 (ver [10]). Sea ρ una cuasi-semimétrica sobre el conjunto X.

Para todo x ∈ X y r > 0 se satisface la siguiente igualdad:

Bρs(x, r) = Bρ(x, r) ∩Bρ̄(x, r).

Esta igualdad dice que τρs es la topoloǵıa generada por la unión de las otras dos,

espećıficamente:

Proposición 2.4 (ver [10]). Sean (X, ρ) un espacio cuasi-semimétrico y τρ, τρ̄

y τρs las topoloǵıas inducidas por ρ, ρ̄ y ρs respectivamente. Entonces τρs es la

mı́nima topoloǵıa para X que contiene a τρ ∪ τρ̄.

10



2.2. ESPACIOS NORMADOS ASIMÉTRICAMENTE 11

Recordar que un espacio topológico (X, τ) es T1 si para cualesquiera a, b ∈ X
existen conjuntos abiertos A,B ∈ τ de tal forma que a ∈ A, b /∈ A y b ∈ B, a /∈ B.

Proposición 2.5. Si (X, ρ)es un espacio cuasi-semimétrico, entonces la topoloǵıa

τρ es T1 si y sólo si ρ(x, y) > 0 siempre que x 6= y.

Más resultados son mostrados por Kelly en 1963, [11]. Aśı como también, él in-

troduce axiomas de separación espećıficos para espacios bitopológicos.

2.2. Espacios normados asimétricamente

A continuación se tiene un segundo tipo de espacio asimétrico, este es un

conjunto que tiene una estructura algebraica de espacio vectorial, concretamente:

Definición 2.4. Sea X un espacio vectorial real. Una función q : X → [0,∞) es

una norma asimétrica sobre X, si para cualesquiera x, y ∈ X y r ≥ 0,

1. q(x) = q(−x) = 0 si y sólo si x = 0;

2. q(rx) = rq(x);

3. q(x+ y) ≤ q(x) + q(y).

El par (X, q) recibe el nombre de espacio vectorial asimétrico, espacio no simétri-

co o espacio normado asimétricamente y se usará este último más a menudo en

el escrito. Si la función q sólo satisface las condiciones (2) y (3), entonces ésta se

llama una seminorma asimétrica, y el par (X, q), espacio seminormado asimétri-

camente. También en algunas instancias, el valor +∞ podrá ser permitido para

q, en cuyo caso q es una norma (seminorma) asimétrica extendida.

De manera similar a lo que pasa en espacios cuasi-semimétricos, la conjugada de

la seminorma asimétrica q se define por:

q(x) = q(−x), x ∈ X,

y con ella también se define la función

qs(x) = máx{q(x), q(x)}, x ∈ X,

11



12 CAPÍTULO 2. ESPACIOS ASIMÉTRICOS

la cual resulta ser una seminorma llamada la seminorma asociada a q. La semi-

norma asimétrica q es una norma asimétrica si y sólo si qs es una norma sobre X.

Una seminorma asimétrica q define una cuasi-semimétrica ρq sobreX, que recibe el

nombre de cuasi-semimétrica generada por q, o asociada a q, mediante la fórmula

ρq(x, y) = q(y − x), x, y ∈ X. (2.2)

En este caso, en analoǵıa a las desigualdades (2.1), aqúı se tiene que

q(x) ≤ qs(x) y q(x) ≤ qs(x), x ∈ X. (2.3)

En la Definición 1.3 se ha visto lo que representa un cono, también se puede dotar

de una norma asimétrica, por lo que la dupla, cono, norma asimétrica define un

cono normado asimétricamente.

Definición 2.5 (ver [6]). Sea X un cono. Una función p : X −→ [0,+∞) es una

seminorma asimétrica sobre X, si para cualesquiera x, y ∈ X y r ≥ 0,

1. p(0) = 0; si x,−x ∈ X : p(x) = p(−x) = 0, entonces x = 0;

2. p(rx) = rp(x);

3. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Si además p cumple que

4. p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0, entonces p se llama norma asimétrica.

Donde 0 ∈ X representa el neutro aditivo de X.

Ejemplo 2.5. En R la norma asimétrica definida por

u(x) = máx {0, x} , x ∈ R,

tiene como cuasi-métrica asociada a

ρu(x, y) = u(x− y) = máx(0, x− y).

Para cualesquiera x, y ∈ X y para todo 0 ≤ r, u(x) = 0 si y sólo si x ≤ 0. Más

aún, u(−x) = 0 si y solo si −x ≤ 0, es decir u(−x) = 0 si y sólo si x ≥ 0.

12



2.2. ESPACIOS NORMADOS ASIMÉTRICAMENTE 13

Con todo, u(x) = u(−x) = 0 si y sólo si x = 0 . Luego, como r ≥ 0 y por

propiedades del máximo u(rx) = máx{0, rx} = rmáx{0, x} = ru(x). Para la

desigualdad triangular, del mismo modo, por propiedades del máximo u(x+ y) =

máx{0, x+ y} ≤ máx{0, x}+ máx{0, y} = u(x) +u(y). Por lo mostrado u cumple

con la definición de norma asimétrica. Si se cambia el espacio vectorial R por el

cono R+ ∪ {0}, entonces (R+ ∪ {0} , u) es un cono normado asimétricamente.

Naturalmente a cualquier espacio normado asimétricamente se le dotan tres

topoloǵıas respecto a, la norma asimétrica, su conjugada y el máximo de ellas

dos, esto se hace a través de una base para los abiertos, de bolas abiertas, como

usualmente se conocen. Enseguida se formaliza lo mencionado en la siguiente

definición, ver [6].

Definición 2.6. Sean (X, q) un espacio normado asimétricamente, r > 0 y x0 ∈
X. Se define la bola abierta Bq(x0, r), de centro en x0 y radio r por el conjunto

Bq(x0, r) = {x ∈ X| q(x− x0) < r} .

La bola cerrada de centro en x0 y radio r se denota y define por

Bq[x0, r] = {x ∈ X| q(x− x0) ≤ r} .

Un conjunto abierto, queda determinado por las bolas abiertas, que son los abiertos

básicos, formalmente:

Definición 2.7. En un espacio normado asimétricamente (X, q), un subconjunto

de X, A se llama abierto respecto a q o q-abierto si para cada x ∈ A existe rx > 0

tal que Bq(x, rx) ⊆ A.

2.2.1. Funciones crecientes

Definición 2.8. Sea (X, ρ) un espacio cuasi-métrico. Se define el orden parcial

≤ρ como sigue, x ≤ρ y si y solo si ρ(x, y) = 0.

En efecto, ≤ρ es un orden parcial. Dado que ρ(x, x) = 0 para cualquier x ∈ X,

se sigue que x ≤ρ x para todo x ∈ X. De modo que ≤ρ es una relación reflexiva.

≤ρ es antisimétrica, por definición de cuasi-métrica ρ(x, y) = 0 y ρ(y, x) = 0 im-

plica que x = y, esto es, x ≤ρ y, y ≤ρ x implica x = y.

Por la desigualdad del triángulo, si x ≤ρ y y y ≤ρ z, entonces ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) +

13



14 CAPÍTULO 2. ESPACIOS ASIMÉTRICOS

ρ(y, z) = 0, en consecuencia ρ(x, z) = 0. Por lo tanto, ≤ρ es transitivo. Con todo,

≤ρ es un orden parcial.

Observación 2.1. Note que todo espacio (X, q) normado asimétricamente se dota

del orden anterior con la cuasi-métrica asociada a la norma asimétrica q, en este

caso el orden parcial en cuestión se denota solo por ≤q.

Considerando las definiciones previas podemos definir justificadamente el siguiente

término en el ámbito de espacios asimétricos.

Definición 2.9 (Función creciente). Sea (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y (Y, q)

un espacio normado asimétricamente. Una función f : X → Y se llama (ρ, q)-

creciente si para cada x, y ∈ X con x ≤ρ y se sigue que f(x) ≤q f(y).

En otras palabras, f es (ρ, q)-creciente si

ρ(x, y) = 0 implica que q(f(x)− f(y)) = 0, x, y ∈ X,

o equivalentemente

q(f(x)− f(y)) > 0 implica que ρ(x, y) > 0, x, y ∈ X,

Si X y Y son espacios simétricos, entonces la definición de este orden parcial carece

de sentido, ya que con el todas las funciones entre X y Y son (ρ, q)-crecientes, por

lo que el verdadero sitio de interés de esta definición se encuentra en los espacios

asimétricos. Inclusive en esta clase de espacios hay casos para determinar cuando

una función es (ρ, q)-creciente. Por ejemplo:

Observación 2.2. Si (X, τρ) es T1, entonces toda función f : X → Y es (ρ, q)-

creciente. En efecto, si x ≤ρ y, entonces ρ(x, y) = 0. Dado que X es T1, se tiene

que x = y. Por lo tanto q(f(x)− f(y)) = q(0) = 0, esto es f(x) ≤q f(y).

14



Caṕıtulo 3

Espacios de funciones

semi-Lipschitz

Ahora analizamos propiedades de las funciones semi-Lipschitz, esto a través de

propiedades del espacio de estas funciones y relaciones entre los distintos espacios

posibles que resultan de, o bien, equipar al espacio cuasi-métrico con ρ, ρ̄ o ρs, o

bien, equipar al espacio normado asimétricamente con q, q̄ o qs.

3.1. El espacio de funciones semi-Lipschitz

Una de las razones por lo que es importante estudiar al espacio de funciones

semi-Lipschitz es por sus aplicaciones, como por ejemplo, en el cómputo de la

complejidad de ciertos algoritmos.

Definición 3.1 (Función semi-Lipschitz). Dado un espacio cuasi-métrico (X, ρ)

y un espacio normado asimétricamente (Y, q), una función f : X → Y es llamada

semi-Lipschitz si existe una constante M ≥ 0, tal que

q(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y),

para cualesquiera x,y ∈ X.

Observación 3.1. Si (X, ρ) es espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio normado

asimétrico, toda función f : X → Y semi-Lipschitz es (ρ, q)−creciente. En efecto,

si x ≤ρ y, entonces ρ(x, y) = 0, luego como f es semi-Lipschitz, existe M > 0 tal

que q(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y) = 0, por tanto f(x) ≤q f(y).

15



16 CAPÍTULO 3. ESPACIOS DE FUNCIONES SEMI-LIPSCHITZ

Como el conjunto de las funciones Lipschitz resulta ser un espacio vectorial

con la suma de funciones y , surge la interrogante de ¿qué ocurre con el conjunto

de funciones semi-Lipschitz respecto a la suma de funciones? Bueno, el siguiente

ejemplo muestra que eso no necesariamente ocurre. De hecho el ejemplo muestra

una función semi-Lipschitz cuyo inverso aditivo no es semi-Lipschitz.

Ejemplo 3.1. Sea X = N con la cuasi-métrica ρ1 del Ejemplo 2.1 (α = 1),

y sea Y = R con la norma asimétrica q del Ejemplo 2.5. Considere la función

f : X → Y dada por f(n) = − 1
n
. Se tiene que f es una función semi-Lipschhitz.

Para n,m ∈ N, f(n)− f(m) = − 1
n

+ 1
m

= n−m
nm

.

Caso 1: n ≤ m, n −m ≤ 0, ρ(n,m) = 0 y n−m
nm
≤ 0 luego q (f(n)− f(m)) =

0 ≤ 1 · 0 = 1 · ρ1(n,m).

Caso 2: n > m, n −m ≥ 0, ρ(n,m) = 1 y n−m
nm

> 0 luego q (f(n)− f(m)) =
n−m
nm

< 1
m
≤ 1 · 1 = 1 · ρ1(n,m).

De los casos anteriores, se concluye que f es semi-Lipschitz.

Sin embargo, −f no es una función semi-Lipschitz. En efecto, para n < m, se

tiene que ρ1(n,m) = 0, luego q ((−f)(n)− (−f)(m)) = m−n
nm

> 0.

Basándose en lo anterior, se tiene que el espacio de funciones semi-Lipschitz que

se define dentro del siguiente teorema, no siempre es un espacio vectorial, y de

acuerdo al teorema, la posible carencia de los inversos aditivos (para ser un espacio

vectorial) es la única falta posible.

Teorema 3.1. Sean (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio normado

asimétricamente. El conjunto SLipρ,q(X, Y ) = {f : X → Y |f es semi-Lipschitz}
es un cono.

Demostración. Para esto basta probar que SLipρ,q(X, Y ) es cerrado bajo combi-

naciones lineales. Sean f, g ∈SLipρ,q(X, Y ) y λ ≥ 0, para x, y ∈ X,

q(f(x)− f(y)) ≤ M1ρ(x, y)

y q(g(x)− g(y)) ≤ M2ρ(x, y),

16
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luego

q((f + λg)(x)− (f + λg)(y))

= q((f(x)− f(y)) + λ(g(x)− g(y)))

≤ q((f(x)− f(y)) + λq(g(x)− g(y))

≤ (M1 + λM2) ρ(x, y).

Por lo tanto f + λg ∈SLipρ,q(X, Y ).

El siguiente resultado, muestra una relación entre los espacios SLipρ,q(X, Y ) y

SLipρ̄,q(X, Y ).

Teorema 3.2. Sean (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio normado

asimétricamente. Se satisface que f ∈SLipρ,q(X, Y ) si y sólo si −f ∈SLipρ,q(X, Y ).

Demostración. Si f ∈SLipρ,q(X, Y ), entonces existe M > 0 tal que

q(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y)

para todos los x, y ∈ X. Cambiando x por y y viceversa, tenemos

q(f(y)− f(x)) ≤Mρ(y, x)

q((−f)(x)− (−f)(y)) ≤Mρ(x, y)

por tanto −f ∈SLipρ,q(X, Y ).

El rećıproco se obtiene de manera análoga.

En lo que se sigue se exhiben algunos casos de espacios de funciones semi-

Lipschitz que resultan ser espacios vectoriales o bien se proporcionan condiciones

sobre las cuasi-métricas para que sean espacios vectoriales.

Teorema 3.3. Si (X, ρ) es un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio nor-

mado asimétricamente, entonces H =SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q(X, Y ) es un espacio

vectorial.

Demostración. Por el Teorema 3.2 f ∈ H si y sólo si −f ∈ H. Luego sólo hay que

probar que para cualquiera f ∈ H y λ < 0, λf ∈ H , pero λf = −λ(−f) ∈
H

17



18 CAPÍTULO 3. ESPACIOS DE FUNCIONES SEMI-LIPSCHITZ

Proposición 3.1. Si (X, ρ) es un espacio cuasi-métrico y (Y, ‖·‖) un espacio

normado, entonces SLipρ,‖·‖(X, Y ) es un espacio vectorial.

Demostración. Para esto basta probar que SLipρ,‖·‖(X, Y ) es cerrado bajo combi-

naciones lineales. Sean f, g ∈SLipρ,‖·‖(X, Y ), λ ∈ R, para x, y ∈ X,

‖f(x)− f(y)‖ ≤ M1ρ(x, y)

y ‖g(x)− g(y)‖ ≤ M2ρ(x, y)

luego

‖(f + λg)(x)− (f + λg)(y)‖ = ‖f(x)− f(y) + λ (g(x)− g(y))‖

≤ ‖f(x)− f(y)‖+ |λ| ‖g(x)− g(y)‖

≤ (M1 + |λ|M2) ρ(x, y),

por tanto f + λg ∈SLipρ,‖·‖(X, Y ).

Lo que nos dice que si el codominio de las funciones es simétrico el conjunto

de funciones sem-Lipschitz es un espacio vectorial. Ahora si la simetŕıa sólo está

presente en el dominio de las funciones también se consigue la estructura de espacio

vectorial.

Proposición 3.2. Si (X, d) es un espacio métrico y (Y, q) un espacio normado

asimétricamente, entonces SLipd,q(X, Y ) es un espacio vectorial.

Demostración. Sea f ∈SLipd,q(X, Y ), para cualesquiera x, y ∈ X, se tie-

ne que q (f(x)− f(y)) ≤ M1d(x, y) cambiando x por y y viceversa, tenemos

q (f(y)− f(x)) ≤ M1d(y, x). Luego, q ((−f)(x)− (−f)(y)) ≤ M1d(x, y), por

tanto −f ∈SLipd,q(X, Y ). Tome dos funciones f, g ∈SLipd,q(X, Y ) y λ < 0, en

consecuencia

q (f(x)− f(y)) ≤M1d(x, y) y q (g(x)− g(y)) ≤M2d(x, y)
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luego

q ((f + λg)(x)− (f + λg)(y))

= q (f(x)− f(y) + (−λ) ((−g)(x)− (−g)(y)))

≤ q (f(x)− f(y)) + (−λ)q ((−g)(x)− (−g)(y))

≤ (M1 + (−λ)M2) d(x, y)

por tanto f + λg ∈SLipd,q(X, Y ).

De este modo basta con tener un dominio o un codominio simétrico para las

funciones semi-Lipschitz y aśı el espacio de funciones semi-Lipschitz sea un espacio

vectorial. Obsérvese que los espacios de funciones SLipρs,q(X, Y ), SLipρ,qs(X, Y )

y SLipρs,qs(X, Y ) son espacios vectoriales.

Teorema 3.4. Dados un espacio cuasi-métrico (X, ρ) y un espacio normado

asimétricamente (Y, q). La siguente afirmación se satisface:

H =SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρs,q(X, Y ),

es decir, H es un subespacio de SLipρs,q(X, Y ).

Demostración. Sea f ∈ H, entonces

q(f(x)− f(y)) ≤M1ρ(x, y),

y

q(f(x)− f(y)) ≤M2ρ(x, y),

luego

q(f(x)− f(y)) ≤ máx {M1,M2}máx {ρ(x, y), ρ(x, y)}

= Mρs(x, y),

por tanto f ∈SLipρs,q(X, Y ).

La igualdad no es necesariamente cierta, esto se muestra con el siguiente ejem-

plo:

19
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Ejemplo 3.2. Sea X = N con la cuasi-métrica

ρ1(n,m) =

 0 n ≤ m

1 n > m

como en el Ejemplo 2.1. Recordar que

ρ1(n,m) =

 1 n < m

0 ≥ m
,

aśı como también

ρs1(n,m) =

 0 n = m

1 n 6= m
.

Sea Y = R con la norma asimétrica q = u dada en el Ejemplo 2.5. Sea

f : N→R, dada por f(n) = − 1

n
,

ya se vio que f ∈SLipρ1,q(X, Y ), pero −f /∈SLipρ1,q(X, Y ), luego por el

Teorema 3.2

f /∈ H

sin embargo, f ∈SLipρs1,q(X, Y ), en efecto, probémoslo por casos:

Caso 1: n = m, ρs1(n,m) = 0 y

q(f(n)− f(m)) = q(0) = 0 ≤ 1 · ρs1(n,m).

Caso 2: n < m, ρs1(n,m) = 1 y

q(f(n)− f(m)) = q(− 1

n
+

1

m
) = q(

n−m
nm

) = 0 ≤ 1 · ρs1(n,m).

20
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Caso 3: n > m, ρs1(n,m) = 1 y

q(f(n)− f(m)) = q(− 1

n
+

1

m
)

= q(
n−m
nm

) =
n−m
nm

<
1

m
≤ 1 · ρs1(n,m).

Aśı, para este ejemplo se tiene que H ( SLipρs,q(X, Y ).

En los siguientes teoremas, se presentan algunos conjuntos de funciones semi-

Lipschitz que coinciden con SLipρ,qs(X, Y ) como lo es H y una intersección de

espacios de funciones semi-Lipschitz análoga a la intersección en H:

Teorema 3.5. Sea (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio normado

asimétricamente, entonces H =SLipρ,qs(X, Y ).

Demostración. Para la primera contención, si f ∈ H, entonces

q(f(x)− f(y)) ≤M1ρ(x, y), (A)

y

q(f(x)− f(y)) ≤M2ρ(x, y), (B)

de la última desigualdad (B), tenemos

q(f(x)− f(y)) ≤M2ρ(y, x), (C)

como esto es válido para todos los x, y ∈ X, podemos cambiar en la última

desigualdad x por y y viceversa, obteniendo

q̄(f(x)− f(y)) = q(f(y)− f(x))

≤ M2ρ(x, y).

De (A) y (C) tenemos que

qs(f(x)− f(y)) ≤ máx {M1,M2} ρ(x, y)

luego f ∈SLipρ,qs(X, Y ). Con todo lo mostrado H ⊂SLipρ,qs(X, Y ).

Para la contención de regreso, si f ∈SLipρ,qs(X, Y ), entonces
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qs(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y)

pero

q(f(x)− f(y)) ≤ qs(f(x)− f(y))

y q̄(f(x)− f(y)) ≤ qs(f(x)− f(y)),

luego f ∈SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q(X, Y ). Con todo lo mostrado SLipρ,qs(X, Y ) ⊂
H.

De ambas contenciones se concluye que H =SLipρ,qs(X, Y ).

Similarmente al teorema anterior, resulta interesante el hecho de cambiar los

intersectandos por los espacios análogos con la diferencia de conjugar la norma

asimétrica en vez de la cuasi-métrica y es aún más interesante que la nueva inter-

sección coincide con el mismo conjunto, SLipρ,qs(X, Y ).

Teorema 3.6. Sea (X, ρ) es un espacio cuasi-metrico y (Y, q) un espacio norma-

do asimétricamente, entonces L =SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q̄(X, Y ) =SLipρ,qs(X, Y ).

Demostración. Para probar la primera contención, sea f ∈ L, entonces

q(f(x)− f(y)) ≤ M1ρ(x, y)

y q̄(f(x)− f(y)) ≤ M2ρ(x, y),

luego

qs(f(x)− f(y)) ≤ máx {M1,M2} ρ(x, y),

por tanto L ⊆SLipρ,qs(X, Y ).

Ahora, si f ∈SLipρ,qs(X, Y ), entonces

qs(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y),

pero

q(f(x)− f(y)) ≤ qs(f(x)− f(y))

y q̄(f(x)− f(y)) ≤ qs(f(x)− f(y)),

por tanto f ∈ L. Con todo, SLipρ,qs(X, Y ) ⊆ L.
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De ambas contenciones se concluye que L =SLipρ,qs(X, Y ).

Observación 3.2. Si (X, ρ) es un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio

normado asimétricamente, entonces los siguientes conjuntos son iguales:

H =SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q(X, Y ),

L =SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q̄(X, Y ),

SLipρ,qs(X, Y ).

Note que, SLipρ,qs(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ).

Con base en las Proposiciones 3.1 y 3.2, si alguno de los espacios (X, ρ) o (Y, q)son

simétricos, entonces el espacio SLipρ,q(X, Y ) es un espacio vectorial. De modo

que, SLipρs,q(X, Y ) y SLipρ,qs(X, Y ) son espacios vectoriales pero ¿habrá alguna

relación de contención entre ellos? En camino a responder esta pregunta se tiene

el siguiente hecho.

Teorema 3.7. SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρs,q(X, Y ).

Demostración. Si f ∈SLipρ,q(X, Y ), entonces

q(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y),

para algún M > 0, pero ρ(y, x) ≤ ρs(y, x). Por tanto f ∈SLipρs,q(X, Y ). Y con

ello se obtiene la contención deseada.

Observación 3.3. SLipρ,qs(X, Y ) ⊆SLipρs,q(X, Y ). En efecto,

SLipρ,qs(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρs,q(X, Y ).

El Teorema 2.10 dado por por Sánchez-Álvarez en [17], se puede entender más

rápidamente si se ve el siguiente resultado,

Teorema 3.8. Si SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ), entonces SLipρ,q(X, Y ) =SLipρ,q(X, Y ).

Demostración. Sólo hay que probar que SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ). Tome una

función f ∈SLipρ,q(X, Y ), por el Teorema 3.2 se cumple que

−f ∈ SLipρ,q(X, Y ) ⊆ SLipρ,q(X, Y ),

luego f ∈SLipρ,q(X, Y ). Aśı, SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ).

23
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A diferencia de Sánchez-álvarez en el enunciado del siguiente teorema, ocupa-

mos el concepto de espacio vectorial en lugar del de grupo, aunque claramente

todo espacio vectorial es un grupo.

Teorema 3.9. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) SLipρ,q(X, Y ) =SLipρ,q(X, Y )

2) SLipρ,q(X, Y ) es un espacio vectorial.

3) SLipρ,q(X, Y ) es un espacio vectorial.

4) SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ).

5) SLipρ,q(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ).

Demostración. 1)→ 2) Se obtiene de inmediato por el Teorema 3.3.

2)→ 3) Supongamos que SLipρ,q(X, Y ) es un espacio vectorial, sea f ∈SLipρ,q(X, Y )

entonces −f ∈SLipρ,q(X, Y ) y como este es un espacio vectorial, f ∈SLipρ,q(X, Y ),

luego −f ∈SLipρ,q(X, Y ).

3)→ 4) Sea SLipρ,q(X, Y ) un espacio vectorial, dado cualquier f ∈SLipρ,q(X, Y )

se tiene que −f ∈SLipρ,q(X, Y ) y f ∈SLipρ̄,q(X, Y ), luego

SLipρ,q(X, Y ) ⊆ SLipρ,q(X, Y ).

4)→ 5) Si f ∈SLipρ,q(X, Y ) entonces −f ∈SLipρ,q(X, Y ), por 4) se sigue que

−f ∈SLipρ,q(X, Y ), aśı f ∈SLipρ,q(X, Y ).

5)→ 1) Se satisface por el Teorema 3.8 al cambiar ρ por su conjugada.

La utilidad de este teorema, radica en que es más fácil trabajar en espacios

vectoriales que en conos y por supuesto para comprobar una igualdad de conjuntos

por contenciones es más rápido cotejar solo una de ellas. A continuación se presenta

un hecho relacionado con el intercambio de las conjugaciones entre la norma y la

cuasi-métrica.

Proposición 3.3. SLipρ,q̄(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ).
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Demostración. Si f ∈SLipρ,q̄(X, Y ), entonces existe M > 0 tal que

q̄(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y), para cualesquiera x,y ∈ X, luego

q(f(y)− f(x)) ≤Mρ(x, y) = Mρ(y, x),

de aqúı que f ∈SLipρ,q(X, Y ). Por lo tanto SLipρ,q̄(X, Y ) ⊆SLipρ,q(X, Y ).

Obsérvese que

SLipρ̄,q(X, Y ) = SLipρ̄,¯̄q(X, Y ) ⊆ SLipρ̄,q̄(X, Y ) = SLipρ,q̄(X, Y ),

consecuentemente tenemos que SLipρ,q̄(X, Y ) =SLipρ̄,q(X, Y ).

3.2. El cono normado SLipρ,q(X, Y )

Se ha dotado de una estructura algebraica al espacio de funciones semi-Lipschitz

y a continuación a esa estructura la equipamos con una norma asimétrica. Aśı se

obtiene una forma de comparar funciones semi-Lipschitz. En el caṕıtulo de apli-

caciones son las herramientas utilizadas para aproximar funciones semi-Lipschitz.

Definimos la aplicación ‖· |ρ,q :SLipρ,q(X, Y ) −→ [0,+∞) dada por

‖f |ρ,q = sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
. (3.1)

Para un número real r > 0 se cumple que:

‖rf |ρ,q = sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q((rf)(x)− (rf)(y))

ρ(x, y)

= r sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
= r ‖f |ρ,q .
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Y para f, g ∈SLipρ,q(X, Y ), se tiene que

‖f + g|ρ,q = sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q((f + g)(x)− (f + g)(y))

ρ(x, y)

≤ sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y)) + q(g(x)− g(y))

ρ(x, y)

≤ sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
+ sup

x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(g(x)− g(y))

ρ(x, y)

= ‖f |ρ,q + ‖g |ρ,q .

Ahora, si f,−f ∈SLipρ,q(X, Y ) tales que ‖f |ρ,q = ‖−f |ρ,q = 0, entonces

sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
= sup

x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q((−f)(x)− (−f)(y))

ρ(x, y)
= 0,

luego q(f(x)− f(y)) = q(−(f(x)− f(y))) = 0, para cualesquiera x,y ∈ X, dado

que q es una norma asimétrica, esto se cumple si y sólo si f(x) − f(y) = 0. Por

tanto f es una función constante.

Ejemplo 3.3. Consideremos el espacio SLipρ,u(R,R), donde ρ y u son como en

el Ejemplo 2.5, estas tienen la forma siguiente

ρ(x, y) =

 x− y, y ≤ x;

0, y > x;
y u(x) =

 x, 0 < x;

0, x ≤ 0.

Nótese que para cualquier constante C, la función f(x) = C es semi-

Lipschitz y ‖f |ρ,u = 0.

El ejemplo anterior muestra que ‖· |ρ,q no necesariamente es una norma

asimétrica para el cono SLipρ,q(X, Y ) ya que no se cumple que ‖f |ρ,u = 0 ⇐⇒
f = 0 . Se tienen dos opciones para construir un cono normado asimétricamente.

La primera opción es tomar el cociente de SLipρ,q(X, Y ) sobre el conjunto de fun-

ciones constantes entre X y Y , de tal manera que ‖f |ρ,q = 0 si y sólo si f = 0.

Y la segunda opción es, volver un espacio punteado a X, esto es distinguir un
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punto x0 en X (x0 es la punta del conjunto). Para el segundo caso, sea x0 ∈ X
definimos

S0Lipρ,q(X, Y ) =
{
f ∈ SLipρ,q(X, Y )

∣∣f(x0) = 0
}
.

Claramente en S0Lipρ,q(X, Y ) la suma y la multiplicación por un escalar positivo

son cerradas, luego S0Lipρ,q(X, Y ) es un cono. Para este espacio, si ‖f |ρ,q =

‖−f |ρ,q = 0, entonces

sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
= sup

x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q((−f)(x)− (−f)(y))

ρ(x, y)
= 0,

luego f es una constante, pero f(x0) = 0 aśı que f = 0. Por lo tanto, la función

‖·|ρ,q es una norma asimétrica para el cono S0Lipρ,q(X, Y ). Más aún, tenemos que

Proposición 3.4. El conjunto
(
S0Lipρ,q(X, Y ), ‖·|ρ,q

)
es un cono normado asimétri-

camente.

Demostración. Sólo resta probar que ‖f |ρ,q = 0 implica que f = 0.

Supongamos que ‖f |ρ,q = 0, entonces

sup
x,y∈X
ρ(x,y)6=0

q(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
= 0

lo que implica que q(f(x)−f(y)) = 0 para todos los x,y ∈ X, tales que ρ(x, y) 6= 0.

Ahora, cambiando x por y y viceversa, tenemos

sup
x,y∈X
ρ(y,x)6=0

q(f(y)− f(x))

ρ(y, x)
=

= sup
x,y∈X
ρ(y,x)6=0

q(−f(x)− (−f)(y))

ρ(y, x)
= 0,

lo que implica que

q(f(y)− f(x)) = 0,

Aśı f es constante, pero como f(x0) = 0, entonces f = 0.
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Teorema 3.10. Sea (X, ρ) es un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio nor-

mado asimétrico, entonces se cumple:

1) SLipρ,q(X, Y ) es un cono en el espacio vectorial Lipρs,qs(X, Y ) y

‖f‖ρs,qs ≤ ‖f |ρ,q

para toda f ∈SLipρ,q(X, Y ), donde ‖f‖ρs,qs = sup
x,y∈X,x 6=y

qs(f(x)−f(y))
ρs(x,y)

.

2) Si f ∈SLipρ,q(X, Y ), entonces ‖f |ρ,q es la constante de semi-Lipschitz

más pequeña para f.

3) f ∈SLipρ,q(X, Y ) si y sólo si f es (ρ, q)− creciente y ‖f |ρ,q <∞.

Demostración. 1) La primera parte se debe al Teorema 3.1. Para la segunda parte

se procede como sigue: sea f ∈SLipρ,q(X, Y ), para algún M ≥ 0, se cumple que

q(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y) ≤Mρs(x, y),

y también se tiene que

q(f(y)− f(x)) ≤Mρ(y, x) ≤Mρs(x, y)

q̄(f(x)− f(y)) ≤Mρ(x, y) ≤Mρs(x, y),

por tanto

qs(f(y)− f(x)) ≤Mρs(x, y),

aśı f ∈ Lipρs,qs(X, Y ). Por otro lado, si f ∈SLipρ,q(X, Y ),

q(f(y)− f(x)) ≤ ‖f |ρ,q ρ(x, y),

de aqúı que

qs(f(y)− f(x)) ≤ ‖f |ρ,q ρ
s(x, y),

luego ‖f‖ρs,qs ≤ ‖f |ρ,q .

2) Para f ∈SLipρ,q(X, Y ), de la definición de ‖f |ρ,q, se tiene que q(f(y) −
f(x)) ≤ ‖f |ρ,q ρ(x, y), para todos los x, y ∈ X. Si L es otra constante de
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semi-Lipschitz para f , se tiene

q(f(y)− f(x))

ρ(x, y)
≤ L

luego ‖f |ρ,q ≤ L.

3) Es inmediata de las definiciones.

Recordar que SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q̄(X, Y ) =SLipρ,qs(X, Y ) es un espacio vec-

torial, para este caso ‖· |ρ,qs queda como:

‖f |ρ,qs = sup
x,y∈X
ρ(y,x)6=0

qs(f(x)− f(y))

ρ(x, y)
.

Es fácil ver que ‖· |ρ,qs es una norma asimétrica. Más aún, tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.11. El espacio S0Lipρ,q(X, Y ) ∩ S0Lipρ,q̄(X, Y ) = S0Lipρ,qs(X, Y )

es cerrado en SLipρ,q(X, Y )∩SLipρ,q̄(X, Y ) =SLipρ,qs(X, Y ).

Demostración. Sea {fn} ⊂ S0Lipρ,q(X, Y ) ∩ S0Lipρ,q̄(X, Y ) tal que fn → f . Para

cualquier ε > 0, existe N ∈ N tal que ‖fn − f |ρ,qs < ε, para n ≥ N . Lo previo

implica que

qs
((
fn(x)− f(x)

)
−
(
fn(y)− f(y)

))
< ερ(x, y).

Probemos que f ∈ S0Lipρ,qs(X, Y ). Para cualesquiera x, y ∈ X, se tiene lo si-

guiente

qs(f(x)− f(y)) ≤ qs(f(x)− fn(x) + fn(x) + fn(y)− f(y)− fn(y))

≤ qs((fn − f)(y)− (fn − f)(x)) + qs(fn(x)− fn(y))

≤ (ε+M)ρ(x, y).

Y dado que fn(x) → f(x), se tiene que f(x0) = 0. Luego S0Lipρ,qs(X, Y ) es

cerrado en SLipρ,qs(X, Y ).

Teorema 3.12. Sean (X, ρ) es un espacio cuasi-métrico, x0, y1 ∈ X elementos

arbitrarios fijos y A un subconjunto de X no vaćıo.
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1. Las funciones s : X → R y r : X → R dadas por s(x) = ρ(x, y1) y

r(x) = d(x,A) = ı́nf {ρ(x, a) : a ∈ A}, para cualesquiera x ∈ X, son fun-

ciones semi-Lipschitz con ‖s |ρ,u = 1 y ‖r |ρ,u = 1, donde u es la norma

asimétrica del Ejemplo 2.5 sobre R.

2. Para cada a ∈ X,

f(x) = ρ(a, x0)− ρ(a, x)

y g(x) = ρ(x, a)− ρ(x0, a),

cumplen que

f ∈ SLipρ,u(X,R) y g ∈ SLipρ,u(X,R)

con ‖f |ρ,ū ≤ 1 y ‖g |ρ,u ≤ 1.

Demostración. 1. Sea x ∈ X, por la desigualdad triangular, para cada x′ ∈ X
ρ(x, y1) ≤ ρ(x, x′) + ρ(x′, y1), de donde

u (ρ(x, y1)− ρ(x′, y1)) =

 0, si ρ(x, y1) < ρ(x′, y1),

ρ(x, y1)− ρ(x′, y1), si ρ(x, y1) ≥ ρ(x′, y1),

≤ 1ρ(x, x′).

Esto es para cada x, x′ ∈ X, u(s(x)− s(x′)) ≤ ρ(x, x′), de donde se obtiene

que s es una función semi-Lipschitz, puesto que se cumple u(s(x)− s(y1)) =

u(ρ(x, y1)) = ρ(x, y1) se tiene que ‖s |ρ,u = 1. Análogamente, dado que

la desigualdad ρ(x, a) ≤ ρ(x, x′) + ρ(x′, a) se cumple para cada a ∈ A y

x, x′ ∈ X. Al tomar el ı́nfimo respecto a a ∈ A se obtiene que d(x,A) ≤
ρ(x, x′) + d(x′, A). Se sigue que

u (d(x,A)− d(x′, A)) =

 0, si d(x,A) < d(x′, A),

d(x,A)− d(x′, A), si d(x,A) ≥ d(x′, A),

≤ 1ρ(x, x′).

Además si x′ ∈ A, entonces u(r(x) − r(x′)) = u (d(x,A)− d(x′, A)) =

ρ(x, x′). Con todo lo mostrado r es una función semi-Lipschitz y ‖r |ρ,u = 1.
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2. De la desigualdad ρ(a, x0) ≤ ρ(a, x) + ρ(x, x0) se sigue que

f(x) = ρ(a, x0)− ρ(a, x) ≤ ρ(x, x0),

aśı que

f(x)− f(y) = ρ(a, x0)− ρ(a, x)− ρ(a, x0) + ρ(a, y)

= ρ(a, y)− ρ(a, x)

≤ ρ(y, x) = ρ(x, y)

por tanto f ∈SLipρ,u(X,R) =SLipρ,u(X,R).

Análogamente se prueba para g.

Se acostumbra denotar por SLipρ(X) al espacio SLipρ,u(X) y a la norma asimétrica

‖·|ρ,u se le denota por ‖·|ρ .

Teorema 3.13. Sea (X, ρ) un espacio cuasi-métrico, si

S0Lipρ(X) = S0Lipρ(X),

entonces τρ es T1 y existen constantes positivas α, β tales que ρ(a, x0) ≤ αρ(x0, a)

y ρ(x0, a) ≤ βρ(a, x0) para cualquier a ∈ X.

Demostración. Supongamos que S0Lipρ(X) = S0Lipρ(X), sean a, b ∈ X tales

que ρ(a, b) = 0. Definamos

f(x) = ρ(x, a)− ρ(x0, a), x ∈ X,

por el Teorema 3.12 f ∈ S0Lipρ(X) = S0Lipρ(X), con una constante semi-

Lipschitz L, luego

ρ(x, a)− ρ(y, a) = f(x)− f(y)

≤ Lρ(y, x)

para todas las x, y ∈ X. Tomando x = b, y = a, se tiene:

ρ(b, a)− ρ(a, a) ≤ Lρ(a, b) = 0
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de este modo se ha probado que si ρ(a, b) = 0, entonces ρ(b, a) = 0, de aqúı que

a = b y por tanto la topoloǵıa τρ es T1 al igual que τρ.

Ahora , sea g(x) = ρ(x, x0), claramente por el Teorema 3.12 g ∈ S0Lipρ(X) =

S0Lipρ(X), luego existe β > 0 tal que

g(x)− g(y) ≤ βρ(x, y) = βρ(y, x)

tomando y = x0

g(x)− g(x0) = ρ(x, x0) ≤ βρ(x0, x)

Análogamente, haciendo g(x) = ρ(x0, x), llegamos a que

ρ(x0, x) ≤ αρ(x, x0).

Con algunas modificaciones, tenemos el rećıproco del teorema anterior.

Teorema 3.14. Sea (X, ρ) es un espacio cuasi-metrico, tal que τρ es T1 y existen

constantes positivas α, β tales que ρ(x, y) ≤ αρ(y, x) y ρ(y, x) ≤ βρ(x, y). para

cualesquiera x, y ∈ X, entonces S0Lipρ(X) = S0Lipρ(X).

Demostración. Por el Teorema 3.9, sólo hay que probar que se cumple una con-

tención (cualquiera de las dos posibles). Sea f ∈ S0Lipρ(X) y sean x, y ∈ X tales

que x 6= y, por ser T1, ρ(x, y) > 0 al igual que ρ(y, x) > 0, luego

f(x)− f(y) ≤Mρ(x, y) ≤Mαρ(y, x) = Mαρ(x, y).

Y si x = y, trivialmente se cumple que

f(x)− f(y) = 0 ≤Mαρ(x, y).

Con todo lo mostrado u(f(x) − f(y)) ≤ Mαρ̄(x, y) para cualesquiera x, y ∈ X.

Por lo tanto f ∈ S0Lipρ(X), de modo que f ∈ S0Lipρ(X) ⊆ f ∈ S0Lipρ̄(X).
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Caṕıtulo 4

Extensiones de funciones

semi-Lipschitz

Existen teoremas de extensión sobresalientes en distintas áreas de la matemáti-

ca, por ejemplo el de Hahn-Banach en análisis funcional, incluso existen teoremas

de extensión en análisis funcional asimétrico, ver [6]. En este documento estamos

enfocados en teoremas de extensión para funciones semi-Lipschitz, pero primero

se presentan algunos resultados análogos, para funciones Lipschitz. El ejemplo de

la sección 4.0.1 deja claro que este tipo de teoremas dependen profundamente del

espacio en donde está definida la función. Unos resultados son los siguientes:

Teorema 4.1 (Extensión de una función Lipschitz real.). Dado un espacio métrico

(X, d) y un subconjunto A de X. Si f : A→ R es una función Lipschitz, entonces

existe una función Lipschitz F : X → R que extiende a f y ‖F‖(d,‖·‖) = ‖f‖(d,‖·‖) .

Otro teorema de este tipo fue dado por Kirsbraun, obtenido de [20].

Teorema 4.2 (De Kirszbraun). Sean n,m ∈ N , E un espacio euclideo, A ⊂
En y f : A → Em una función Lipschitz. Entonces existe una función Lipschitz

F : En → Em que extiende a f y tiene la misma constante Lipschitz que f .

En este mismo ámbito surge la interrogativa acerca de la existencia una función

extensión.
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34 CAPÍTULO 4. EXTENSIONES DE FUNCIONES SEMI-LIPSCHITZ

4.0.1. Sobre la extensión de una función Lipschitz entre

espacios métricos.

Los teoremas de extensión son un tipo de teoremas convenientes y en distintas

áreas son buscados. Pero en esa busqueda no siempre es posible determinar si este

existe o no. Sobre el que un d́ıa fue un problema abierto, determinar si existe un

teorema de extensión de funciones Lipschitz sobre espacios métricos arbitrarios,

Schönbeck demostró que este no existe, a través un contraejemplo en 1966 [19].

Este se presenta a continuación; sobre el plano real R2. Sea H el hexágono regular

qeu circunscribe a la circunferencia unitaria S1 y que tiene un lado paralelo a el

eje x.

Figura 4.1: H y S1 en R2.

S1 H

Sean E y F iguales a R2, como espacios vectoriales con las operaciones usuales,

dotados respectivamente con las normas ‖(x, y)‖E = máx
{
|y|,

√
3

2
|x|+ 1

2
|y|
}

y

‖·‖F igual a la norma usual de R, de tal forma que {x ∈ R2 : ‖x‖E = 1} = H y

{x ∈ R2 : ‖x‖F = 1} = S1. Sean x1 = (0, 1) y x2 =
(√

3
2
, 1

2

)
. Se tiene que x1 y x2

son dos puntos contiguos de tangencia entre H y S1. Notar que ‖x1‖E = ‖x1‖F =

‖x2‖E = ‖x2‖F = 1. Defina z = x1+x2
3

=
(

1
2
√

3
, 1

2

)
.

Se satisface que, ‖x1 − x2‖F =
∥∥∥(−

√
3

2
, 1

2
)
∥∥∥
F

= 1 y ‖x1 − x2‖E = máx
{

1
2
, 1
}

= 1.

Además,

‖z‖E =

∥∥∥∥( 1

2
√

3
,
1

2

)∥∥∥∥
E

= máx

{
1

2
,
1

2

}
=

1

2
;

‖z − x1‖E =

∥∥∥∥( 1

2
√

3
,−1

2

)∥∥∥∥
E

= máx

{
1

2
,
1

2

}
=

1

2
;

‖z − x2‖E =

∥∥∥∥( 1√
3
, 0

)∥∥∥∥
E

= máx

{
0,

1

2

}
=

1

2
;
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Figura 4.2: Representación gráfica de algunos elementos significativos.

x1

x2
z

Figura 4.3: Representación gráfica de algunos elementos significativos.

x1

x2x1 − x2
z

z − x1

z − x2

Ahora, póngase D = {(0, 0), x1, x2} ⊆ E. Defina la función, T : D → F tal que

T (0, 0) = (0, 0), T (x1) = x1 y T (x2) = x2. Luego,

‖T (0, 0)− T (xi)‖F = ‖(0, 0)− xi‖F = ‖xi‖E para i = 1, 2;

‖T (x1)− T (x2)‖F = ‖x1 − x2‖F = ‖x1 − x2‖E .

Con todo, dado que para cualesquiera x, y ∈ D, ‖T (x)− T (y)‖F ≤ ‖x− y‖E, se

tiene que T es una función Lipschitz, con constante Lipschitz igual a 1.

Afirmamos que T no tiene una función extensión sobre E. En efecto, por contra-

dicción. Supóngase que T ′ es una extensión de T , luego se satisface lo siguiente:

‖T ′(z)‖F = ‖T ′(z)− T ′(0, 0)‖F ≤ ‖z‖E =
1

2
, (4.1)

‖T ′(z)− xi‖F = ‖T ′(z)− T ′(xi)‖F ≤ ‖z − xi‖E =
1

2
, i = 1, 2. (4.2)
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36 CAPÍTULO 4. EXTENSIONES DE FUNCIONES SEMI-LIPSCHITZ

Se tiene que para i = 1, 2:

|‖T ′(z)‖F − ‖xi‖F | ≤
1

2
, si y sólo si − 1

2
+ ‖xi‖F ≤ ‖T

′(z)‖F ≤ ‖xi‖F +
1

2
.

Puesto que ‖xi‖F = 1 para i = 1, 2; y por (4.1), se sigue que ‖T ′(z)‖F = 1
2
. De

donde, T ′(z) se encuentra en la circunferencia C de radio 1
2
.

Figura 4.4: La circunferencia C está representada en color azul.

x1

x2S1 H

C

A continuación, dado que

1 = ‖x1 − x2‖F = ‖x1 − T ′(z) + T ′(z)− x2‖F
≤ ‖x1 − T ′(z)‖F + ‖T ′(z)− x2‖F
=

1

2
+

1

2
= 1

De aqúı que ‖x1 − T ′(z) + T ′(z)− x2‖F = ‖x1 − T ′(z)‖F + ‖T ′(z)− x2‖F , por

tanto x1, x2 y T ′(z) son colineales. Lo que claramente resulta imposible. Por lo

tanto, T no tiene una función extensión.

4.1. Extensiones de funciones semi-Lipschitz

Preparando el terreno para la exposición del teorema de extensión para funcio-

nes semi-Lipschitz dado por Mustăţa [14], se introduce el espacio SLipρ,u(X,R),

donde u es la norma asimétrica dada en el Ejemplo 2.5, recordar que dicho espacio

se denota de forma abreviada por SLipρ(X).

Sean (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y A ⊆ X, se tiene que la dupla (A, ρ) es un

espacio cuasi-métrico con la cuasi-métrica inducida por ρ y denotada también por

ρ. Denote por SLipρ(A)=SLipρ,u(A,R) al conjunto de funciones semi-Lipschitz

36



4.1. EXTENSIONES DE FUNCIONES SEMI-LIPSCHITZ 37

definidas entre (A, ρ) y (R, u); además ‖· |ρ denota la restricción de ‖· |ρ sobre A.

Note que ‖f |ρ es la menor constante semi-Lipschitz para f ∈ SLipρ(A).

Para una función f ∈ SLipρ(A), una extensión de f es una función F ∈
SLipρ(X) si y sólo si F |A = f .

Teorema 4.3. Sea (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y A ⊆ X, un subconjunto no

vaćıo. Si f ∈ SLipρ(A), entonces existe F ∈ SLipρ(X) tal que F es una extensión

de f y conserva la menor constante semi-Lipschitz de f , es decir ‖F |ρ = ‖f |ρ.

Demostración. Sea f ∈ SLipρ(A), defina la función

F (x) = ı́nf
{
f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a)

∣∣a ∈ A} x ∈ X. (4.3)

1. Sean z ∈ A fijo. Para cada x ∈ X y para cada a ∈ A, se tiene que

f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a) = f(z) + ‖f |ρ ρ(x, a)− (f(z)− f(a))

≥ f(z) + ‖f |ρ ρ(x, a)− u(f(z)− f(a))

≥ f(z) + ‖f |ρ ρ(x, a)− ‖f |ρ ρ(z, a)

= f(z)− ‖f |ρ
(
ρ(z, a)− ρ(x, a)

)
≥ f(z)− ‖f |ρ ρ(z, x).

Lo anterior prueba que para cada x ∈ X, el conjunto
{
f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a)

∣∣a ∈ A}
está acotado inferiormente, aśı el ı́nfimo en (4.3) existe.

2. La función F es una extensión de f . Sea y ∈ A, se sigue que

F (y) ≤ f(y) + ‖f |ρ ρ(y, y) = f(y).

Para cada a ∈ A, se tiene que

u(f(y)− f(a)) ≤ ‖f |ρ ρ(y, a)

de donde se obtiene que

f(y)− f(a) ≤ ‖f |ρ ρ(y, a),
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de esta manera,

f(y) ≤ ‖f |ρ ρ(y, a) + f(a).

Por lo tanto,

f(y) ≤ ı́nf
{
f(a) + ‖f |ρ ρ(y, a)|a ∈ A

}
= F (y).

En consecuencia, F (y) = f(y) para cada y ∈ A.

3. Se cumple que ‖F |ρ = ‖f |ρ. En efecto, dado que F |A = f , por definición,

‖F |ρ ≥ ‖f |ρ.
Por otro lado, dados x, y ∈ X y ε > 0, existe a ∈ A tal que

F (y) ≤ f(a) + ‖f |ρ ρ(y, a) ≤ F (y) + ε,

de donde,

−F (y) ≤ −
(
f(a) + ‖f |ρ ρ(y, a)− ε

)
.

Además,

F (x) ≤ f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a),

de ambas desigualdades previas, se obtiene que

F (x)− F (y) ≤ f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a)−
(
f(a) + ‖f |ρ ρ(y, a)− ε

)
= ‖f |ρ

(
ρ(x, a)− ρ(y, a)

)
+ ε

≤ ‖f |ρ ρ(x, y) + ε.

Por la arbitrariedad de ε > 0 se concluye que

F (x)− F (y) ≤ ‖f |ρ ρ(x, y)

por lo que

u
(
F (x)− F (y)

)
≤ ‖f |ρ ρ(x, y)

para cualesquiera x, y ∈ X, luego ‖F |ρ ≤ ‖f |ρ. De modo que ‖F |ρ = ‖f |ρ.

4. La función F es (ρ, u) − creciente. Dado que para cada x, y ∈ X tales

que x ≤ρ y, se tiene que ρ(x, y) = 0. Por la desigualdad del triángulo,

ρ(x, a) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, a) para cualquier a ∈ A. Con esto, ρ(x, a) ≤ ρ(y, a)
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En consecuencia,

f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a) ≤ f(a) + ‖f |ρ ρ(y, a).

De la desigualdad previa, se sigue que F (x) ≤ F (y). Aśı, u(F (x)−F (y)) = 0,

por definición F (x) ≤u F (y).

De los puntos, 3 y 4 de acuerdo al tercer punto del Teorema 3.10 concluimos que

F ∈ SLipρ(X).

Similarmente, la función

G(x) = sup
{
f(b)− ‖f |ρ ρ̄(x, b)

∣∣b ∈ A}
es una extensión semi-Lipschitz de f . De hecho para cualquier a, b ∈ A y x ∈ X,

como f es semi-Lipschitz se tiene que

‖f |ρ ρ(x, a) + ‖f |ρ ρ(b, x) ≥ u(f(x)− f(a)) + u(f(b)− f(x));

≥ u(f(b)− f(a));

≥ f(b)− f(a).

Por lo tanto, al tomar el ı́nfimo respecto a a y el supremo respecto a b se sigue

que

G(x) = sup
{
f(b)− ‖f |ρ ρ̄(x, b)|b ∈ A

}
≤ ı́nf

{
f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a)|a ∈ A

}
= F (x).

Es de gran utilidad que se tenga la unicidad de una función extensión, pero aunque

no ocurre aśı siempre, las dos extensiones anteriores F y G cumplen un papel

importante para determinar si la hay.

Teorema 4.4. Dados un espacio cuasi-métrico (X, ρ), A ⊆ X un subconjunto

no vaćıo y f ∈ SLipρ(A), si H es una extensión semi-Lipschitz de la función f ,

entonces

G(x) ≤ H(x) ≤ F (x), x ∈ X.

Demostración. Sea H ∈ SLipρ(X) una extensión de f . Sea x ∈ X y y ∈ A se

tiene

u(H(x)−H(y)) ≤ ‖f |ρ ρ(x, y), aśı H(x)−H(y) ≤ ‖f |ρ ρ(x, y)
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lo que implica que

H(x) ≤ H(y) + ‖f |ρ ρ(x, y) = f(y) + ‖f |ρ ρ(x, y).

Tomando el supremo respecto a y ∈ A da como resultado que

H(x) ≤ sup
{
f(y) + ‖f |ρ ρ(x, y)|y ∈ A

}
= F (x), x ∈ X.

De manera análoga se prueba que G(x) ≤ H(x), para todo x ∈ X.

Corolario 4.1. Una función f ∈ SLipρ(A) tiene una única extensión en SLipρ(X)

si y sólo si

sup
{
f(b)− ‖f |ρ ρ̄(x, b)|b ∈ A

}
= ı́nf

{
f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a)| a ∈ A

}
,

para cada x ∈ X.

Ejemplo 4.1. Sean X = (0,+∞), A = N subconjuto de X y f : N → R dada

por f(n) = − 1
n
. Se tiene que f es semi-Lipschitz, f ∈ SLipρα,u(A,R), donde ρα

está definida en el Ejemplo 2.1, con α ≥ 1 y u es la norma asimétrica definida en

el Ejemplo 2.5. Note que ‖f |ρα = 1. Para la función F definida por (4.3) se tiene

que

F (x) = ı́nf
{
f(a) + ‖f |ρ ρ(x, a) : a ∈ A

}
,

= ı́nf

{
−1

a
+ ρ(x, a) : a ∈ A = N

}
.

Si 0 < x ≤ 1, entonces F (x) = ı́nf
{
− 1
a

: a ∈ A = N
}

= −1.

Si x ∈ A = N, entonces F (x) = ı́nf
{
− 1
a

: a ∈ A = N
}

= − 1
x
.

Si n < x < n + 1, entonces F (x) = ı́nf
{
− 1
a

+ α,− 1
n+1

: a ∈ A = N
}

= − 1
n+1

=

− 1
dxe . Aśı

F (x) =


−1, si 0 < x ≤ 1;

− 1
x
, si x ∈ A = N;

− 1
dxe , si x /∈ N.

40



4.1. EXTENSIONES DE FUNCIONES SEMI-LIPSCHITZ 41

Y de manera similar la función G definida por (4.1) es

G(x) =


−α, si 0 < x ≤ 1;

− 1
x
, si x ∈ A = N;

− 1
bxc , si x /∈ N ∪ (0, 1].

Claramente, G(x) ≤ F (x) para todo x ∈ X.
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Caṕıtulo 5

Aplicaciones

En lo que sigue nos centraremos en el espacio de funciones semi-Lipschitz

SLipρ̄α,dC(ω, C) donde ω es igual al conjunto de los números enteros no negativos,

ρ̄α es la conjugada de la cuasi-métrica definida en el Ejemplo 2.1 sobre ω y C es el

espacio cuasi-métrico de funciones de complejidad que se describe a continuación.

En 2004 M. Schellekens introdujo el espacio (cuasi-métrico) de funciones de com-

plejidad para obtener un fundamento topológico para el análisis de complejidad

de programas y algoritmos. Este espacio consiste de el par (C, dC), donde

C =

{
f : ω → (0,∞]

∣∣∣ ∞∑
n=0

2−n
1

f(n)
<∞

}
,

y dC es la cuasi-métrica sobre C dada por

dC(f, g) =
∞∑
n=0

2−n
[(

1

g(n)
− 1

f(n)

)
∨ 0

]
,

para cada f, g ∈ C y se toma la convención que 1
∞ = 0. Los elementos de C se

llaman funciones de complejidad.

En [18] Sánchez Álvarez muestra que las funciones semi-Lipschitz proveen una

herramienta eficiente para computar la complejidad de cierto tipo de algoritmos

en el siguiente sentido: Si T es la ecuación de recurrencia sobre N asociada a un

algoritmo dado (con T (n) > 0 para toda n ∈ N), y f denota la función de com-

plejidad que es solución de dicha ecuación de recurrencia, entonces la complejidad

de este algoritmo se representa via f . Más aún, f constituye una función total

definida recursivamente, esto es, al mismo tiempo, el ĺımite de la sucesión {fn}n∈N
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44 CAPÍTULO 5. APLICACIONES

de funciones parciales también definido recursivamente.

Presentamos ahora el modelo para computar la complejidad representada por

f dado el significado de los valores que toma una cierta norma relativizada y su

cuasi-métrica inducida sobre la sucesión {fn}n∈N y sus segmentos iniciales. Esto

se hace con ayuda de un espacio de funciones semi-Lipschitz apropiado, el cual

se construye aqúı; particularmente, la cuasi-métrica inducida permite medir fácil-

mente el progreso realizado en la reducción de la complejidad cuando la sucesión

{fn}n∈N sea remplazada por cualquier segmento inicial de esta.

5.1. Computando complejidad a través de fun-

ciones semi-Lipschitz y funciones parciales

El espacio de funciones semi-Lipschitz que resulta útil para los fines mencio-

nados está descrito de la siguiente forma

SLip(ρ̄α,dC) (ω, C) =

{
F ∈ Cω(ρ̄α,dC)

∣∣ sup
ρ̄α(n,m) 6=0

dC(F (n), F (m))

ρ̄α(n,m)
<∞

}

=

{
F ∈ Cω(ρ̄α,dC)

∣∣ 1
α

sup
n<m

dC(F (n), F (m)) <∞
}

Dadas dos funciones F, G en SLip(ρ̄α,dC) (ω, C) y r > 0 defina las operaciones suma

y producto, de F con G y r con F respectivamente por

(F +G)(n) = F (n) +G(n)

(r · F )(n) = r · F (n)

para cada n ∈ ω. Con la función ‖·|(ρ̄α,dC) : SLip(ρ̄α,dC) (ω, C)→ R+ tal que

‖F |(ρ̄α,dC) =
1

α
sup
n<m

dC(F (n), F (m))

para todo elemento F en SLip(ρ̄α,dC) (ω, C), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.1. El espacio
(

SLip(ρ̄α,dC) (ω, C) , ‖·|(ρ̄α,dC)

)
es un cono normado rela-

tivizadamente.
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5.2. Descripción del método de aproximación

Sea T una ecuación de recurrencia sobre N asociada a un algoritmo dado y

denote por f a la función de complejidad que es solución de dicha ecuación de

recurrencia (suponga que f(0) = ∞). Se afirma que f se constituye como una

función total definida recursivamente. De hecho, la función f puede ser apro-

ximada por una sucesión de funciones parciales {pn}n∈N, donde cada función

pn : {0, 1, . . . , n} → (0,∞] está definida como sigue

pn(k) =

 ∞, si k = 0;

T (k), si k = 1, 2, . . . , n.

Cada una de las funciones pn puede asociarse con una función de complejidad fn

definida por

fn(k) =


∞, si k = 0;

T (k), si k = 1, 2, . . . , n;

∞, si k > n.

(5.1)

De tal manera que se cumple f ≤ fn y fn+1 ≤ fn para cualquier n ∈ N.

Primeramente, a continuación se demuestra que la sucesión {fn}n∈N converge a f

respecto las cuasi-métricas dC y su conjugada, lo que concuerda con la interpreta-

ción computacional de las funciones parciales pn.

Dado que para cualquier n ∈ N se cumple que f ≤ fn, es claro que dC(f, fn) = 0,

de tal manera que d̄C(fn, f) = 0 para cualquier n ∈ N. Luego, si n → ∞, enton-

ces fn −→d̄C f . Por otro lado, puesto que fn(k) = f(k) para k = 0, 1, . . . , n y

fn(k) =∞ si k > n, se obtiene que para n ∈ ω arbitrario

dC(fn, f) =
∞∑
k=0

2−k
[(

1

f(k)
− 1

fn(k)

)
∨ 0

]
=

∞∑
k=n+1

2−k
1

f(k)

≤
∞∑

k=n+1

2−k
1

T (k)
≤

∞∑
k=n+1

2−k
1

T (1)

=
1

T (1)

(
∞∑
k=0

2−k −
n∑
k=0

2−k

)

=
1

T (1)

(
1

1− 2−1
− 1− 2−n−1

1− 2−1

)
=

2−n

T (1)
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En consecuencia si n→∞, entonces dC(fn, f)→ 0, aśı fn −→dC f .

Como segundo paso, se demuestra que la complejidad representada por la función

f puede ser obtenida calculando la norma relativizada ‖·|(ρ̄α,dC) sobre ciertas fun-

ciones semi-Lipschitz que toman valores en la sucesión {fn}n∈N, en sus segmentos

iniciales; por lo que se tiene una ventaja de calcular sumas finitas (que son co-

rrespondientes a los segmentos iniciales de elementos en {fn}n∈N) en lugar de las

series infinitas.

En efecto, sea F : ω → C dada por

F (n) =

fn, si n = 1, 2, . . . ;

f∞, si n = 0.

Donde f∞(n) = ∞ para cualquier n ∈ N. Note que en cierto sentido F pue-

de identificarse con la sucesión {fn}n∈N y por lo tanto con f . Veáse que F ∈
SLip(ρ̄α,dC)(ω, C) dado que:

1

α
sup
n<m

dC(F (n), F (m)) =
1

α
sup
n<m

dC(fn, fm)

=
1

α
sup
n<m

∞∑
k=0

2−k
[(

1

fm(k)
− 1

fn(k)

)
∨ 0

]
=

1

α
sup
n<m

m∑
k=n+1

2−k
1

fm(k)

=
1

α
ĺım
m→∞

m∑
k=1

2−k
1

fm(k)

=
1

α

∞∑
k=1

2−k
1

f(k)
<∞

De donde se observa que

‖F |(ρ̄α,dC) =
1

α

∞∑
k=1

2−k
1

f(k)
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Construya la sucesión de funciones {Fi}i∈N que van del espacio cuasi-métrico ω al

espacio de complejidad C. Para cualquier i ∈ N se define

Fi(n) =


f∞, si n = 0;

fn, si 0 < n < i;

fi si i ≤ n.

(5.2)

Obsérvese que F ≤ Fi y Fi+1 ≤ Fi para cualquier i ∈ N. Más aún, Fi ∈SLip(ρ̄α,dC)(ω, C),
dado que

1

α
sup
n<m

dC(Fi(n), Fi(m)) =



1
α

sup
i≤n<m

dC(fi, fi) (si i ≤ n);

1
α

sup
n<i≤m

dC(fn, fi) (si n < i y i ≤ m);

1
α

sup
n<m<i

dC(fn, fm) (si m < i).

Para los tres casos anteriores observe que si i ≤ n se tiene que

1

α
sup
i≤n<m

dC(fi, fi) = 0;

si n < i y i ≤ m se tiene que

1

α
sup
n<i≤m

dC(fn, fi) =
1

α
sup
n<i≤m

∞∑
k=0

2−k
[(

1

fi(k)
− 1

fn(k)

)
∨ 0

]

=
1

α
sup
n<i≤m

i∑
k=n+1

2−k
1

fi(k)

=
1

α

i∑
k=1

2−k
1

fi(k)
.
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Y si m < i, entonces

1

α
sup
n<m<i

dC(fn, fm) =
1

α
sup
n<i<m

∞∑
k=0

2−k
[(

1

fm(k)
− 1

fn(k)

)
∨ 0

]
=

1

α
sup
n<m<i

m∑
k=n+1

2−k
1

fm(k)

=
1

α

i−1∑
k=1

2−k
1

fi−1(k)
.

Puesto que fi ≤ fi−1 para cualquier i ∈ N se obtiene que

‖Fi|(ρ̄α,dC) =
1

α
sup
n<m

dC(Fi(n), Fi(m)) =
1

α

i∑
k=1

2−k
1

fi(k)
<∞ (5.3)

Con base en el resultado anterior, se concluye que ĺım
i→∞
‖Fi|(ρ̄α,dC) = ‖F |(ρ̄α,dC) .

Más concretamente,

‖F |(ρ̄α,dC) − ‖Fi|(ρ̄α,dC) =
1

α

∞∑
k=1

2−k
1

f(k)
− 1

α

i∑
k=1

2−k
1

fi(k)

=
1

α

∞∑
k=i+1

2−k
1

f(k)
+

1

α

i∑
k=1

2−k
(

1

f(k)
− 1

fi(k)

)

=
1

α

∞∑
k=i+1

2−k
1

f(k)

=
1

α
dC(fj, f)

≤ 1

α

2−i

T (1)
.

Finalmente, note que el uso de la cuasi-semimétrica inducida D también resulta

en una interpretación satisfactoria puesto que la relación

D(F, Fi) = 0 y D(Fi+1, Fi) = 0

concuerda con el hecho de que F es más eficiente que Fi y el hecho de que Fi+1

es más eficiente que Fi, dando aśı una cuantificación de la cercańıa a la función

solución por cada nuevo valor de la sucesión (Fi).

El siguiente ejemplo ilustra el método desarrollado.
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Ejemplo 5.1. Considere el algoritmo Quicksort para el caso promedio, donde se

tiene la siguiente ecuación de recurrencia, T (1) = 1 y

T (n) =
n+ 2

n+ 1
T (n− 1) +

2n

n+ 1

para n ≥ 2.

Se considera hasta n = 3, primero note que T (2) = 8
3

y T (3) = 58
12

. En seguida

defina la sucesión de funciones fn como en (5.1) (he aqúı la imagen de los primeros

3 elementos)

f1 : ω → (0,∞] f2 : ω → (0,∞] f3 : ω → (0,∞]

f1(0) =∞ f2(0) =∞ f3(0) =∞

f1(1) = 1 f2(1) = 1 f3(1) = 1

f1(n) =∞ n > 1 f2(2) = 8
3

f3(2) = 8
3

f2(n) =∞ n > 2 f3(3) = 58
12

f3(n) =∞ n > 3

Nuevamente, defina la otra sucesión de funciones (Fi), como en (5.2), para las

primeras tres funciones, de acuerdo a la ecuación (5.3) se tienen los siguientes

valores para las normas de dichos elementos:

Para n = 1:

‖F1|(ρ̄α,dC) =
1

α

1∑
k=1

1

f1(k)
=

1

α

1

2
.

Para n = 2:

‖F2|(ρ̄α,dC) =
1

α

2∑
k=1

1

f2(k)
=

1

α

(
1

2
+

3

32

)
=

1

α

19

32
.

Para n = 3:

‖F3|(ρ̄α,dC) =
1

α

3∑
k=1

1

f3(k)
=

1

α

(
1

2
+

3

32
+

12

464

)
=

1

α

575

928
.

Por lo que si se considera un error ε = 0.003, se puede obtener el número de

pasos (i) resolviendo
2−i

α
≤ 0.003
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y para α = 1 se tiene que i ≥ 9.
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Conclusiones

Se estudió un tipo de función del área de análisis funcional asimétrico, la fun-

ción semi-Lipschitz hasta el punto de detallar la prueba del Teorema de extensión

de funciones semi-Lipschitz, dado por Mustăţa en su art́ıculo: Extensions of semi-

Lipschitz functions on quasi-metric spaces, del año 2001 [14] y desarrollar una

aplicación de esta teoŕıa dada por Sánchez-Álvarez en su tesis doctoral, en el año

2009 [18].

El trabajo inició con la presentación de una serie de definiciones clave en el ámbi-

to de los espacios métricos y normados para entender las diferencias y similitu-

des de los resultados correspondientes al trasladarse al área asimétrica, luego se

adentró al lector al sitio donde inicia la teoŕıa del análisis funcional asimétrico, ah́ı

se dieron las definiciones y ejemplos de algunos espacios asimétricos que fueron

utilizados aqúı. Además se mencionaron algunos resultados topológicos de estos

espacios de manera concisa y compacta juntando todo esto en un solo documento.

En seguida se mostró el concepto de función semi-Lipschitz, se dieron y proba-

ron propiedades de diferentes espacios que generan estas funciones enfocándose

principalmente en las estructuras posibles con que se le pueden dotar. Después se

exhibió el teorema de extensión de funciones semi-Lipschitz ya mencionado y se

detalló su prueba. También se dió un contraejemplo de que en algunos casos no

siempre existe una función extensión. Finalmente, se describió una aplicación de

las funciones semi-Lispchitz para aproximar funciones de complejidad que resulta

util para determinar la eficiencia de los algoritmos y compararlos entre ellos.

Con todo, se cumplieron cabalmente los objetivos y metas planteados en el pro-

yecto de investigación. Más aún, se incluyó una aplicación de esta teoŕıa que no

estaba contemplada. La meta más reconfortante es que se obtuvo una fuente en

español acerca del tema, confiable y amigable, al alcance de estudiantes de la

licenciatura o personas con gusto por la matemática, dándoles acceso a un área

novedosa.
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