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Prefacio

Hoy en dia estamos en una era llena de desafios, el cambio climético, el crecimiento
demografico, las enfermedades que se expanden como pandemias aunado a la falta
de conciencia y la poca importancia que le damos a aportar soluciones hacen que el
futuro sea poco alentador. Sin embargo, tengo la certeza que existen personas que
seguirdn desafiando las adversidades, para asi poder prevalecer en este instante, en
este espacio, al que llamamos hogar.

Las preguntas mas recurrentes que he escuchado, por citar algunas, son: ;Para qué
estudiar matematicas?, jAcaso con lo que sabemos hoy en dia no es suficiente para
resolver los problemas reales?, ;Por qué seguir estudiando objetos y estructuras que
nada tienen que ver con el mundo en el que vivimos? Tal vez para los que estudian
matematicas el dedicar tiempo, esfuerzo, hace que tras una serie de fracasos, el probar
la veracidad de una proposicién sea reconfortante. Sin embargo, para aquellos que
requieran respuestas tangibles, la siguiente nota historica (véase [4]) sera de su agrado.

El 29 de mayo de 1945, después de la liberacion de Bélgica durante la segunda
guerra mundial, el departamento holandés de seguridad, encontré que un banquero
habia vendido a los alemanes el cuadro Mujer en Adulterio del famoso pintor holandés
Jan Veermer. El banquero realmente era el representante de un pintor no conocido
llamado H.A. Meegeren, el cual fue arrestado bajo los cargos de colaboraciéon con
el enemigo. Sin embargo, el 12 de julio de 1945 Van Meegeren sorprendi6é al mundo
anunciando que el era el autor del cuadro vendido, méas atin, el afirmaba que el
famoso cuadro Los discipulos de Emats asi como otros cuatro cuadros mas, eran obras
suyas, es decir falsificaciones de las originales. Muchas personas pensaron que mentia

para librarse del cargo de traicion, asi Meegeren inicio la falsificacion del cuadro de
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Vermeer, Jesis entre los doctores, cuando estaba apunto de terminar el cuadro su
sentencia de traicion se anuld y solo se le acusaba de colaboracion, al enterarse de
esto, Meegeren se negd a terminar el cuadro y asi no exponer su secreto para envejecer
las pinturas. En aquella época un grupo de cientificos demostré que Meegeren falsifico
algunas obras, pero no pudieron determinar si la obra Los discipulos de Emais era
falsa, de tal forma que ese cuadro fue certificado como una obra auténtica la cual
fue vendida en 170 00 dolares. Anos después en 1967, un grupo de cientificos de la
Carnegie University Mellon, mediante el estudio de la inestabilidad los dtomos de

ciertos elementos radiactivos y el anélisis de la ecuacion diferencial

dN

— = —=AN
dt

donde X es una constante positiva, la cual mide el decaimiento o decrecimiento de una
sustancia y N denota el niimero de atomos presentes en el instante de tiempo ¢. Las
personas involucradas en el estudio muestran que la obra Los discipulos de Emadis
es una falsificacion, también analizan FEl lavado de Pies, Mujer Leyendo Muisica y
Mugjer Tocando Mandolina determinando irrefutablemente que eran falsos, mientras
que Tejedora de Encaje y Mujer Sonriente no pueden ser falsificaciones.

En la actualidad, las ecuaciones diferenciales ordinarias nos ofrecen una forma
de estimar la propagacion de una pandemia, estos estudios ayudan a los paises para
poder determinar acciones a tomar para enfrentar esta dificil situacion. Por eso aliento
a todas las personas que les gusta esta bella ciencia llamada matematicas a seguir
dedicando su tiempo y esfuerzo, estoy convencido que su trabajo esta cambiando el

mundo para bien.
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Introduccion

La modelaciéon matemética mediante ecuaciones diferenciales ordinarias tiene una
larga historia y es aplicada en diversas areas de las ciencias para resolver una gran va-
riedad de problemas. En el libro de M. Braun [4], se plantea el anélisis de interesantes
problemas como son: el diagnoéstico de la diabetes, el incremento en el porcentaje de
tiburones presentes en el mar mediterraneo después de la primera guerra mundial, la
diseminacion de la gonorrea, entre otros. Podemos ver que las ecuaciones diferenciales
ordinarias son utilizadas para resolver problemas de dinamica temporal en diversas
areas, una de ellas es la ecologia, donde se estudia la dindmica poblacional. Ocupa-
remos las ecuaciones diferenciales ordinarias para proponer un modelo matematico
para analizar las interacciones entre una especie de plantas y sus polinizadores.

Siguiendo el libro [24], la polinizacion es el proceso de transferencia de polen del
estambre al estigma de la planta. La mayoria de las plantas dependen de un animal
para llevar a cabo el proceso de la polinizacion. Debido a que los polinizadores no
obtienen un beneficio directo del proceso de polinizacion, las plantas deben ofrecer
alguna recompensa como polen, néctar y aceites, para atraer a sus animales polini-
zadores y poder realizar exitosamente el proceso de polinizacién. En muchos casos el
proceso de polinizacién da como resultado una relacion de beneficio mutuo entre las
plantas y los animales que las polinizan, sin embargo, existen plantas que no ofrecen
recompensa a los polinizadores. Darwin, en su obra [7] describe algunas orquideas
que enganan a los animales que la polinizan de formas sofisticadas, esto nos indica
que existen plantas cuya relaciéon con sus polinizadores no es de tipo mutualismo si
no mas bien tienen una relaciéon de tipo parasitismo.

En 2010 Fishman [9] formula y analiza un modelo de dindmica de poblaciones de
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multiples generaciones para la interaccion mutualista entre polinizadores y plantas.
Fishman concluye que la coexistencia de las poblaciones de plantas y polinizadores
depende de la eficiencia de ambas especies en convertir las interacciones en crecimiento
de sus poblaciones. Sin embargo, existe un estado atractivo del sistema donde ambas

densidades de poblacién son cero.

En 2013 Wang [33], inspirado en el trabajo de Fishman, plantea y analiza un
modelo planta-polinizador-ladrén, donde las plantas y los polinizadores estan en una
relacion mutualista, las plantas y los ladrones estdn en una relacién parasitaria y
los polinizadores y ladrones consumen un recurso limitante comin sin competencia

interferente.

En 2016 Vazquez, en su tesis doctoral [32], plantea y analiza diversos modelos
matematicos en relacion con el proceso de polinizacion. En el capitulo 3 propone
y analiza un sistema de ecuaciones que modela la polinizacién por engano contra el
aprendizaje. En el capitulo 4, Vazquez generaliza el modelo propuesto en el capitulo 3,
considera la interaccién de dos especies: una poblacion de plantas y una poblaciéon de
insectos. La poblacion de plantas se divide en dos grupos: el primero en relaciéon mu-
tualismo con el insecto y el segundo en una interaccion tipo parasitismo. Un término
importante en su analisis es (', el cual denota el costo-beneficio de los polinizadores
que surge de la interaccion con las plantas, Vazquez demuestra que si C' < 0, se ga-
rantiza la existencia de un tinico equilibrio que es globalmente estable, en este caso la
relacion mutualismo predomina sobre la relacion parasitismo. Por otra parte, si C' > 0
se garantiza la existencia de un tnico punto de equilibrio para valores pequenos de
C, en este caso la relacion parasitismo predomina sobre la relacion mutualismo. Si
C > 0y C es suficientemente grande, el sistema empieza a oscilar al rededor del nivel
de equilibrio poniendo en peligro la sobrevivencia de las especies. También se muestra
que si C' es atin mayor aparecen soluciones periddicas.

En los tltimos anos la comunidad cientifica a puesto su atenciéon en el declive de
diversos polinizadores. En 2016 Carreck [5] analiza las causas del decaimiento de las
abejas y otros polinizadores, algunas de ellas como el uso de pesticidas en practicas

agricolas y el cambio climético son problemas que en gran medida se relacionan con la
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especie humana. En [23] presentan argumentos del por que, la polinizacion mediante
abejas robot auténomas, es una técnica econémicamente inviable en la actualidad y
que presenta riesgos ecologicos y morales sustanciales.

El objetivo del trabajo de tesis es responder algunas preguntas ecoldgicas como:
. Qué tan costoso es para las plantas producir recompensas para sus polinizadores?,
. Que tan costoso es para las plantas el engano del segundo grupo?, ;Es posible la
coexistencia de las especies bajo los supuestos de engano y aprendizaje?, entre otras
preguntas de tipo evolutivo para las plantas y sus polinizadores. Para ello se sigue la
siguiente estructura.

El capitulo 1, es dedicado completamente a hablar sobre la dinamica poblacional
desde un punto de vista ecolégico, dando ejemplos sobre las interacciones existentes
en la naturaleza, enfatizando en la polinizaciéon como un proceso mutualismo y la
polinizacién por engano.

En el capitulo 2, se presentan definiciones, teoremas y la teoria necesaria para el
analisis del modelo. Primero abordando los sistemas dindmicos mediante dindmica
lineal y después con el estudio de la dindmica no lineal.

En el capitulo 3, se dan ejemplos de modelos clasicos de dindmica de poblaciones,
se empieza con el estudio del modelo de Malthus, después con el modelo logistico y
finalmente con el modelo presa-depredador.

El capitulo 4 se inicia presentando un modelo matemético para la polinizacion, es-
tudiado en [32], inspirados en este estudio se construye, mediante hipotesis ecologicas,
un modelo completamente nuevo, se supone que la especie de plantas se divide en dos
grupos, el primer grupo mantiene una relaciéon mutualista con sus polinizadores y el
segundo grupo mantiene una relacion tipo parasitista, mediante el engano, se supone
que el primer grupo de plantas tiene costo biolégico por la produccién de polén o
nectar y que los polinizadores aprenden a identificar el engano de las plantas que no
ofrecen recompensa.

En el capitulo 5, se analiza el modelo propuesto, mediante un cambio de variable
se reduce el sistema de 3 X 3 a un sistema de 2 x 2, se prueba la existencia y unicidad de

soluciones, se analizan los puntos de equilibrio y se demuestra el resultado principal
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de la tesis: existencia y unicidad de un punto de equilibrio no trivial globalmente
asintoticamente estable.

En el capitulo 6, se utilizan las herramientas del lenguaje de programacion Python
3, para la simulacién del sistema variando pardmetros de interés ecologica y sus im-

plicaciones evolutivas.

XVI



Capitulo 1

Preliminares de dinamica de

poblaciones

Si sirves a la naturaleza, ella te servird a ti.

Confucio

En este capitulo se dara una breve introduccion a la dinamica de poblaciones,
se ejemplificara los tipos de interacciones que pueden presentarse en la natu-
raleza, enfatizando la relaciéon que existe entre las plantas y sus polinizadores.
Las imagenes mostradas en esta seccion sirven de ilustracion a los ejemplos y
fueron tomadas de librerias de licencia libre o articulos cientificos, los cuales

son correctamente referenciados.

1.1. Modelos de interaccién ecolégica

En la naturaleza, la interaccion entre dos poblaciones se presenta de diversas
formas. Soberon [26], clasifica las interacciones en tres casos: las que benefician a una
poblacion (aumento demogréfico), las que lo perjudican (decremento demogréfico) y
las que le son indiferentes (ausencia de cambio en las tasas de crecimiento). Cuando
dos especies interactiian se puede resumir sus interacciones como se muestra en la
tabla [I.1] donde el signo + representa un resultado beneficioso; el -, uno perjudicial,
y el 0, un resultado indiferente. Considerando que las parejas: (+ 0) y (0 +); (- 0)

y (0-); (+-) v (- +), se refieren al mismo tipo de relacion, tenemos las siguientes
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|+ - 0
+[++ +- +0
-l -4+ - -0
004+ 0- 00

Tabla 1.1: Interacciones entre individuos de dos especies.

clases de interacciones:
1. (- -) Competencia entre especies.
2. (+ +) Interaccién mutualismo
3. (- +) Relacion Presa-Depredador
4. (4 0) Interaccion beneficiosa para una especie e indiferente para la otra.
5. (- 0) Interaccion perjudicial para una especie e indiferente para la otra.

En las siguientes subsecciones se daran algunos ejemplos de las clases de inte-
raccion 1, 2 y 3. Las dos ultimas clases (4 0) y (- 0) incluyen algunas interacciones
fascinantes desde el punto de vista de la historia natural (por ejemplo, las foresis o
relaciones de transporte), las cuales no se abordaran por no ser de interés para esta

tesis, sin embargo, Hofmann [14] lo describe en su libro.

1.1.1. Competencia entre especies

La competencia entre especies suele dar como resultado un crecimiento en la mor-
talidad (o disminucion de la natalidad) en las poblaciones. Ademés, se manifiesta de
muchas formas. Puede ser directa o indirecta, violenta y agresiva o sutil y refina-
da. Cuando la competencia se realiza entre una misma especie, recibe el nombre de
competencia intraespecifica.

Un ejemplo de competencia intraespecifica ocurre entre las flores y sus polinizado-
res. Es frecuente que no haya suficientes polinizadores para llevar acabo este proceso,
por lo cual las plantas deben competir entre ellas, produciendo méas o mejor néctar

para atraer a sus polinizadores. En la figura [I.I(Imagen tomada de [1I] ), podemos

2



Figura 1.1: Flores compitiendo por ser polinizadas.

apreciar como las flores compiten entre ellas por ser polinizadas.

1.1.2. Mutualismo

La interaccion mutualismo, es una relacién entre dos especies donde ambas re-
sultan beneficiadas. Los beneficios que obtienen las especies en esta relacion pueden
ser: beneficios alimentarios (o troficos), transportacion de gametos (propaguelos o
individuos adultos) y proteccion.

Tomemos por ejemplo a la flora y fauna intestinales de los animales, que ayudan
a digerir compuestos que el animal en cuestiéon seria incapaz de asimilar por si solo
(por ejemplo, la celulosa de las plantas). Asi la flora y fauna intestinal se alimenta de
los compuestos que ingiere el animal y este a su vez se libra de deshechos que por si

solo no podria. En la figura (Imagen tomada de [21]), podemos ver una imagen

Figura 1.2: Lactobacillus paracasei.



del Lactobacillus paracasei, el cual esté presente en el sistema digestivo humano y es

de gran ayuda al procesar alimentos como la carne y la leche.

1.1.3. Presa-Depredador

Esta clase de interaccion es una de las mas estudiadas, por ende,e tiene una amplia
gama de divisiones. Los signos (+ -), significa que la tasa de crecimiento de una especie
aumenta, mientras que la tasa de la otra especie disminuye.

Un ejemplo, como se muestra en [30] ocurre entre los murciélagos y su presa. El
murciélago emite sonidos de muy alta frecuencia que se reflejan en obstaculos frente
a €l (por ejemplo, los insectos que constituyen su alimento), asi son detectados, las

ondas que rebotan ofrecen informaciéon de la presa al murciélago. En la figura

Figura 1.3: Diagrama de ecolocalizaciéon de murciélagos.

(Imagen tomada de [1]) se presenta un diagrama de la ecolocalizacion usada por los

murciélagos para cazar a sus presas.

1.2. La polinizacién como una interaccién tipo mu-
tualismo.

La polinizacién es un proceso fascinante para muchos investigadores, cabe aclarar
que existen diversas formas de llevar acabo este proceso, los agentes encargados de
transportar el polen de una flor a otra son tres: el viento, el agua y los animales, a este

ultimo se dominara polinizaciéon bidtica. La polinizacion bidtica, es decir la relacion
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entre las plantas y sus polinizadores llevan miles de anos evolucionando juntos y tal
vez constituyen el ejemplo mas claro de mutualismo.

En 2012 Sierra et al [25], nos hablan sobre las relaciones entre las flores y sus
visitantes. En este articulo describen a las flores melitofilicas o “amantes de abejas”.
Estas flores son diurnas, relativamente grandes, de diversos colores, con forma de
tazon y alguna plataforma acondicionada para el aterrizaje de sus polinizadores. En
general presentan grandes cantidades de polen y néctar. Las abejas (Hymenoptera),
son animales grandes y requieren de gran cantidad de energia para vivir. Su dieta es
especializada y esta dirigida al consumo de néctar y polen, el cual es utilizado en la
alimentacion de las larvas que se desarrollan en las colmenas. Las abejas detectan el
color y son capaces de percibir el azul y amarillo, que son los colores de sus flores
preferidas. Debido a que el néctar se encuentra en el fondo de la flor, las abejas han
desarrollado largas lenguas especializadas para alcanzarlo. Otro ejemplo presentado
es el de las flores canterofilicas o “amantes de los escarabajos”’, estas tienen forma
de tazén con gran contenido de polen, lo cual facilita la manipulacién de éste por
los escarabajos. Ademés, presentan olores fuertes que sirven como atrayentes. Las
flores canterofilicas deben haber aparecido tempranamente en la evoluciéon, ya que
los escarabajos constituyen uno de los grupos de insectos mas antiguos y diversos del

mundo.

Figura 1.4: Interaccion mutualismo.



En la figura (Imagen tomada de [20]) apreciamos la relacion mutualismo mas

comun existente, la polinizaciéon de las flores por medio de las abejas.

1.3. Polinizacién por engano.

Empezaremos esta seccion hablando sobre la polinizacion en las orquideas. Dar-
win [7], realiz6 experimentos en diversas especies de orquideas encontrando un hecho
curioso, en algunas especies de orquideas no habia néctar disponible para ofrecer a
sus polinizadores. Ademaés, percibe que los tejidos que conforman las cavidades de
estas plantas son muy suculentas y liberan una secrecion cuando son lacerados. Asi
los polinizadores deben entrar en estas cavidades, lacerando los tejidos para obtener
esta secrecion e impregnandose de polen al entrar o salir de los orificios. Sprengel [28],
propone que algunos tipos de orquideas no producen néctar y que los polinizadores
aprenden a reconocerlas como flores sin recompensa en pocos dias de contacto, con-
cluye que para llevar acabo el proceso de polinizacion las orquideas deben enganar a
sus polinizadores haciéndolos creer que ofrecen algtn tipo de recompensa floral (teji-
do o secrecion que pueden ser producidas en las flores para algin grupo de animales
que las utilizan en una parte de su ciclo de vida). Un ejemplo de este sofisticado
engano lo estudia Ayasse [2]. La Ophrys apifera, es una orquidea terrestre europea
que mimetizan a los individuos hembras de Himenoptero (un tipo de abejorro), los
individuos machos intentan copular con las flores, cubriéndose de polen y llevando
acabo el proceso de polinizacion.

Por otro lado, hay plantas que tienen dos clases de relaciéon tanto mutualista como
una relacién que no ofrece recompensa. La Begonia Gracilis es un claro ejemplo de
este tipo de planta. Chavez y Vazquez en [6] estudian la morfologia de esta planta. Las
flores masculinas producen polen como recompensa, sin embargo, las flores femeninas
no ofrecen recompensa a sus visitantes, esto lo definen los ecélogos como polinizacion
por engano. Los polinizadores se ven atraidos por las anteras de las flores masculinas
las cuales son mimetizadas por las flores femeninas, enganando asi a los animales

polinizadores y efectuando el proceso de polinizacion. Otro ejemplo de este tipo de



relacion se ve en [26], donde estudian a la Carica Papaya comtnmente conocida como
papaya. Las plantas masculinas de la papaya producen néctar como recompensa a sus
polinizadores pero las plantas femeninas no ofrecen recompensa alguna, por esto la
polinizacion se efecttia por engano. Las plantas femeninas emulan el olor de las plantas

masculinas enganando a sus polinizadores, llevando acabo el proceso de polinizacion.

Figura 1.5: Orquidea Ophrys apifera.

En la figura (Imagen tomada de [I5]), se aprecia el parecido de la orquidea

Ophrys apifera, el cual tiene semejanza a las hembras del abejorro Himenoptero.






Capitulo 2

Preliminares de sistemas dinamicos

Un viaje de mil millas comienza con el primer paso.

Lao-Tsé

En este capitulo se presentan los principales teoremas y definiciones que se
usaran para analizar el modelo matematico planteado, la teoria presentada
puede encontrarse en: Perko [22], Edelstein-Keshet [8], Strogatz [29], Murray
[19], Boyce D’ Primal|3] y Friedberg [27]. Aunque en esta tesis se dan los con-
ceptos basicos a emplear, se recomienda al lector tener conocimientos previos
de Algebra Lineal, Célculo Vectorial, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y

Analisis Matematico.

2.1. Definiciones y teoremas principales de sistemas
dinamicos

De manera informal, un sistema dinamico es una manera de describir la evolucion
de todos los puntos de un espacio S con respecto al tiempo, el espacio S puede ser
euclidiano o algtun otro tipo de espacio, en nuestro caso vamos a considerar a S como
el espacio euclidiano R™. Dada una posicién inicial z € R", un sistema dinamico nos
dice donde se encuentra x en una unidad de tiempo después, dos unidades después,
etc. Denotaremos estas nuevas posiciones de x como x1, zo y asi sucesivamente, en el

tiempo cero, x estd localizado en xy. En general la trayectoria del sistema dindmico



denotada por x(t) se considera discreto si los valores de ¢ son enteros y si el tiempo es
medido continuamente con ¢ € R, tenemos un sistema dinamico continuo. La respues-
ta que produce z(t) es una sucesién de puntos o una curva en R"*! que representa la
historia de "vida"de x cuando el tiempo corre de —oo a co.

Dado = € R™, el mapeo ¢; : R" — R" que toma z en z(t) se define para cada
t, es razonable esperar que ¢; tenga a ¢_, como su inversa, también que ¢, sea la
funcion identidad ¢g(x) = = y que cumpla con la caracteristica ¢(ps(z)) = dprs().
Asi empezaremos el estudio de los sistemas dinamicos, definiendo formalmente un

sistema dinamico.

Definicion 2.1. Un sistema dindmico suave en R" es una funcion continuamente

diferenciable ¢ : R x R" — R"™ donde ¢(t,x) = ¢(x) satisface:
1. ¢o: R" — R es la funcion identidad

2. (¢t © ¢s)($) = ¢t+s($)-

Ejemplo 2.1. Si A es una matriz de n x n entonces la funcion ¢.(zo) = exq define
un sistema dindmico suave en R™.

Comprobaremos los puntos de la definicion:
1. ¢o(xg) = e = I1y = 0.

2. (¢ 0 ¢s)(w0) = (Pe(ds(20)) = €At¢s($o) = eMetsgy = €A(t+8)i€0 = ¢r1s(70)-
Luego ¢ es un sistema dindmico suave.

Observemos que en el ejemplo [2.1] se relacionan los sistemas de ecuaciones dife-

renciales, en su forma matricial,

' = Ax (2.1)

con los sistemas dinamicos suaves, donde 2’ : R” — R". En general, un sistema
dindmico siempre produce un campo vectorial en R™, por lo que dado ¢; si definimos

a
dt t=0,

F(x) (2.2)
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tenemos que para x € R", F/(z) es un vector en R" tangente a la curva ¢;(x) en t = 0.
Por lo tanto, cualquier sistema dindmico suave da lugar a una ecuaciéon diferencial.

En términos de ecuaciones diferenciales, si ¢; : R — R" es un sistema dinédmico y
z € R™. Sean z(t) = ¢y(z) y F : R" — R" definida como en (2.2), podemos reescribir

a (2.2)) como:
' = F(z). (2.3)

Se deduce que x(t) 6 ¢4(x) es una curva soluciéon de (2.3), que satisface la condicion
inicial z(0) = .

Inversamente, la ecuacion diferencial ' = F'(z) genera un sistema dindmico suave
siempre que el mapeo ¢; : R® — R"™ del flujo esté bien definida y sea continuamente
diferenciable para todo tiempo t.

Estudiaremos la dindmica de poblaciones mediante ecuaciones diferenciales ordi-
narias, para esto primero daremos un breve repaso a las definiciones y resultados
principales a emplear.

Sea f:R™ — R", para z € R" utilizaremos la notaciéon vectorial

flz) = (fi(z), fo(x), ..., ful@) = (fi(xr, ..., 20), fo(@1, .oy @n)y ooy fu(T, o 2)),

para estudiar sistemas de la forma

donde f: F — R" con x € R" y £ C R" abierto.

Definicién 2.2. Supongase que f € C(E), donde E es un subconjunto abierto de R™.
Se dice que x(t) es una solucion de la ecuacion diferencial en un intervalo

I, si x(t) es diferenciable en I y si para todo t € I, se tiene que x(t) € E y

Ademds, si xg € E, se dice que z(t) es una solucion del problema de valor

inicial (PVI)

(2.4)



en un intervalo I, si se cumple que ty € I, x(tg) = xo y z(t) es una solucion de la

ecuacion diferencial .

La siguiente definicién, asegura que, en un conjunto invariante, una solucion del

sistema (22.3]) estara contenida en este tipo de conjuntos para todo tiempo t.

Definiciéon 2.3. Dados un conjunto abierto E C R", f € CY(F) y ¢ : E — E
el flujo del sistema definido para todo t € R. Un conjunto S C E es llamado
invariante con respecto al flujo ¢, si ¢(S) C S para todo t € R. S es llamado

positivamente invariante sit > 0 y negativamente invariante sit < 0.

Un primer resultado importante en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias,
es el teorema de existencia y unicidad, el cual asegura una tnica soluciéon de un

problema de valor inicial.

Definiciéon 2.4. Dado E subconjunto abierto de R™, una funcion f : E — R" se dice
que satisface la condicion de Lipschitz en E, si existe una constante positiva k tal

que para todo x,y € E se satisface que

@) =) lI<kllz=yl

La funcion [ se dice localmente Lipschitz en E, si para cada punto xg € F

tiene una vecindad O en E tal que la restriccion de f en O es Lipschitz.
Las funciones de Lipschitz nos ayudardn a demostrar los siguientes lemas.

Lema 2.1. Sea E un subconjunto abierto de R™ y f : E — R". Si f € CYE),

entonces f es localmente Lipschitz en E.

Necesitaremos también la definicién de una sucesiéon de Cauchy y mostrar que los
intervalos cerrados son normados completos para demostrar el teorema de existencia

y unicidad de soluciones.

Definicion 2.5. Dado V' un espacio lineal normado. La sucesion {ux} C V es llamada
sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que para todo k,m > N

implica que || u, — Uy, ||< €.
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El espacio es llamado completo si toda sucesiéon de Cauchy converge a un elemento

enV.

Teorema 2.1. Sea a € R". Si I = [—a,al, entonces C(I) es un espacio normado
completo.
Lema 2.2. Suponga que uj : J — R", con k = 0,1,2,..., es una sucesion de fun-

ciones continuas definidas en algin intervalo cerrado J que satisface dado € > 0, si
existe N > 0 tal que para cualesquiera p,q > N

I?é‘]X | up(t) — uqg(t) I<ce,

entonces existe una funcion continua u : J — R"™ tal que

rglé}x |ug(t) — u(t)| = 0 cuando k — oo.
€

Estos lemas son la base para demostrar el teorema de existencia y unicidad el cual

se enuncia a continuacion.

Teorema 2.2. (Ezxistencia y unicidad de soluciones)
Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene al punto xy. Si f € C*(E), entonces
existe a > 0 tal que el problema de valor inicial tiene una solucion unica x(t)

en el intervalo [—a, a).

Ahora enunciaremos resultados que nos relacionan la dependencia de las condi-

ciones iniciales y la dependencia de parametros.

Lema 2.3. Suponga que g(t) es una funcion continua de valores reales que satisface
g(t) >0y t
g(t) <c+ k/ g(s)ds
0

para toda t € [0,a] donde ¢ y k son constantes positivas, entonces se sigue que para
todo t € [0, al

g(t) < ceM.
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Teorema 2.3. (Dependencia respecto a las condiciones iniciales)
Dado E un subconjunto abierto de R™ que contiene a xy. Si f € C'(FE), entonces

existe a > 0 y 0 > 0 tal que para todo y € Bs(xy), el problema de valor inicial

r’ = f(z),
(L’(to) = Xy,
tiene una tnica solucion u(t,y) con p € CYG), donde G = |[—a,a] x Bs(zy) C

R, Ademds para cada y € Bs(xg), se tiene que pu(t,y) es dos veces continuamente

diferenciable para todo t € [—a, al.

El siguiente resultado se deduce inmediatamente del teorema |2.3|

Teorema 2.4. (Dependencia respecto a los pardmetros)

Sea E un subconjunto abierto de R™™™ que contiene al punto (xq, o) donde xg € R™
y o € R™. Suponga que f € C*(E), entonces existen a > 0 y & > 0 tal que para toda
y € Bs(xo) y 1 € Bs(po). El problema de valor inicial:

r’ = f(xvﬂ())v

z(0) =y,

tiene una tnica solucion, u(t,y, u) con u € CY(G), donde:

G = [—a,a] X Bs(xg) x Bs(u).

2.1.1. Sistemas lineales

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en su forma ma-
tricial B

= Azx.
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Donde z € R™, A es una matrizde n x n'y

day
dt
dx
,_ dz &
r = — =
dt
dx,

dt

Las soluciones de este sistema lineal estan dadas por

z(t) = eM2(0).

El método de separacion de variables puede ser usado para resolver ecuaciones

diferenciales de primer orden

En general la solucion de esta ecuacion esta dada por z(t) = ce™, donde ¢ = z(0),
el valor de la funciéon z(t) en el tiempo ¢ = 0. Para ilustrar las soluciones para un

sistema de ecuaciones diferenciales veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Considere el sistema desacoplado

/
’ (2.5)
xh = 2.
En su forma matricial el sistema estd dado por
¥ = Ax,
x -1 0 T
donde x' = , A= yx = . En este caso se puede observar
xh 0 2 T2

que A es una matriz diagonal. Luego aplicando el método de separacion de variables
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obtenemos que las soluciones estdan dadas por
—t
x1(t) = cre™",

To(t) = coe?t,

o equivalentemente

et 0
x(t) = ¢, (2.6)
0 €2t
donde ¢ = z(0).
X2
0 X1

Figura 2.1: Diagrama fase del ejemplo [2.2]

Definicion 2.6. El retrato fase o diagrama fase de un sistema de ecuaciones

diferenciales dada por con x € R", es el conjunto de todas las curvas soluciones

de en el espacio R™.

La figura ofrece una representacion geométrica del ejemplo 2.2] El sistema
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dindmico definido por (2.5)) es el mapeo ¢ : R x R” — R™ definido por ({2.6)), es decir,

el sistema dindmico esta determinado por

B et 0
o(t,c) = ) c.

¢ o o F W F L el VY % % e Y
¢ ok o E F EFE L R B Bk
A W oW o o P b oy R N Nk
P A N f f % & L T L Y
P A O T T U N

o] X1
NN N N a T T A
% N N Ny L R Y Y
A T T T T TR T A A 4
NV oV VY A A
I T S S A A A 4

Figura 2.2: Campo vectorial del ejemplo [2.2]

Si dibujamos cada vector con su punto inicial en el punto x € R?, obtendremos
una representacion geométrica del campo vectorial. Notese que para cada punto x en
1 io R? 1 luci t te al t 1 torial
el espacio as curvas soluciones son tangente a los vectores en el campo vectorial,
esto se ilustra en la figura [2.2]
La técnica algebraica de diagonalizacion puede ser usada para reducir el sistema
lineal (2.1]) a un sistema lineal desacoplado. El siguiente teorema nos permitiré resolver

sistemas lineales.
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Teorema 2.5. Si los eigenvalores A, Ag, ... , A\, de una matriz A de n X n son
reales y distintos, entonces cualquier conjunto de sus correspondientes eigenvectores

{v1,v9, - ,v,} forman una base para R™ y la matriz P = [v1, vy, -+ ,v,] es invertible

Y
P_IAP = diag[)\l, )\2, tee ,)\n]

El teorema nos dice que si una transformacion lineal, T : R" — R", esta

representada por una matriz A de n X n respecto a la base canoénica {ej, ez, -+ ,e,}
para R™, entonces con respecto a cualquier base de eigenvectores {vy, vg, -+ v, }, T es
representada por la matriz diagonal de eigenvalores diag[\i, Ao, - -+ , \,]. El siguiente

corolario nos indica como ocupar el teorema para encontrar las soluciones de un

sistema lineal.

Corolario 2.1. Bajo las hipdtesis del teorema[2.5, la solucion del sistema lineal [2.1],
estda dado por

z(t) = PD(t)Px(0), (2.7)
donde D(t) = diagleM?t, et ... et

Ejemplo 2.3. Considere el sistema

Ty = —1x1 — 319,
Ty = 2T,
o | -1 -3\
La matriz asociada a este sistema estd dada por A = , los eigenvalores
0 2
. . 1
de A son A\y = —1 y Ay = 2. Un par de respectivos eigenvectores son vy = Y
0
-1 . . 1 -1 11
Vg = , la matriz P y su inversa son P = y P71 = , ast
1 0 1 0 1
. -1 0
P AP =
0 2
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Luego el sistema desacoplado obtenido es

Y1 = —Y1,s

Yo = 2Y2.

Cuyas soluciones son yy(t) = cie™" y ya(t) = coe®. Luego por el corolario las
soluciones del sistema original estan dadas por

et 0 .
z(t)=P P,
0 62t
donde ¢ = z(0).
y2
O

¥1

Figura 2.3: Diagrama fase del sistema desacoplado del ejemplo [2.3]

En la figura se aprecia el retrato fase del sistema desacoplado y en la figura

se observa el retrato fase del original el cual puede ser obtenido mediante la

trasformacion x = Py.
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Definicion 2.7. Sea A una matriz de n X n que tiene k eigenvalores negativos,
AL, A2,y A, y no— k eigenvalores positivos, Mg, Ngt1, -+ 5 An Y S€a {v1, Vg, -+, Vg1,
Uk, U1, + ,Un} los correspondientes eigenvectores. Si los eigenvalores son distintos
entonces se denotan el subespacio estable y el subespacio inestable como E° y

E™, respectivamente y se definen por:

E® = gen{vy,va, - -+ ,vp_1},

E" = gen{vg, k41, ,Un}

Figura 2.4: Diagrama fase del sistema original del ejemplo [2.3]

La definiciéon de subespacios estables e inestables, nos dicen que el subespacio
estable apunta hacia el origen y el subespacio inestable apunta hacia el infinito. La
figura del ejemplo [2.2] sugiere que el eje x1 es el subespacio estable y el eje x5 el
subespacio inestable.

Las siguientes definiciones nos ayudaran a entender cualitativamente a los sistemas
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de ecuaciones diferenciales lineales.

Definicion 2.8. Si todos los valores propios de la matriz A del sistema tienen
parte real distinta de cero, entonces el flujo et : R™ — R" se llama flujo hiperbélico

y se dice que|2.1 es un sistema lineal hiperbolico.
Los sistemas de los ejemplos [2.2] y [2.3] son sistemas lineales hiperbolicos.

Definicion 2.9. Si todos los valores propios de la matriz A del sistema tienen

parte real negativa (positiva) entonces el origen es un sumidero (pozo) para el sistema

21

En el ejemplo y el ejemplo [2.3] el origen no es ni sumidero ni pozo. Este tipo

de puntos se llaman punto silla y se definiré en la siguiente subseccion.

2.1.2. Dinamica no lineal

Para modelar la dindmica de poblaciones ocupamos ecuaciones de la forma ,
sin embargo en este apartado se supondra que f(z) es una funcioén no lineal, por lo
que su estudio seréd de manera local.

Primero daremos algunos resultados de analisis matematico, los cuales nos ayudan
a caracterizar la matriz jacobina de tal forma que podamos estudiar el sistema no
lineal cerca de sus puntos de equilibrio.

Los resultados de este apartado se ejemplificaran en los siguientes capitulos.

Definicion 2.10. La funcion, f : R®™ — R", es diferenciable en xq, con ry € R".

Si existe una transformacion lineal, D f(xy) € L(R™), que satisface:

f(xo+h) — f(xo) — Df(zo)h —0

lim
k][0 Al

La transformacion lineal D f(xo) es llamada diferencial de [ en x.
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Teorema 2.6. 5i f : R” — R" es diferenciable en xq, entonces las derivadas parciales

gi;_, coni,j=1,...,n, todas existen en xqy y para todo v € R,
Df(xo)x = ——(xo)x;.
= 8[Ej

Si f es diferenciable, la diferencial D f esta dada por la matriz jacobiana de n x n
o= (1]

Definicion 2.11. Sean Vi y V5 dos espacios lineal normados con sus respectivas
normas || - |1 v || - |l2, decimos que f: Vi — V, es continua en xq, con xy € V4, si

para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si x € V5 y
| . — a0 ||1< § implica que || f(z) — f(z0) ||2< €.

Se dice que f es continua en E, con E C Vi si es continua en cada punto

z e F.

Definiciéon 2.12. Sea f : E — R" diferenciable en E, se dice que f € C*(E) si la
diferencial Df : E — L(R™) es continua en E.

Teorema 2.7. Supongase que E es un subconjunto abierto de R™ y que f: E — R",

se tiene que [ € CY(E) si y sdlo si las derivadas parciales gf_ 1,7 =1,...,n existen
J

y son continuas en E.

Las siguientes definiciones son de ayuda para el estudio cualitativo de los sitemas

de ecuaciones diferenciales.

Definicion 2.13. Un punto T € R"™ es un punto de equilibrio de ' = f(x) si

f(z)=0.

Definiciéon 2.14. Un punto de equilibrio T es hiperbdlico si todos los valores propios

de la matriz D f; tienen parte real distinta de cero.

Definicion 2.15. Un punto de equilibrio T de ' = f(z) se llama:
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1. Sumidero o pozo, si todos los valores propios de la matriz D f; tiene parte

real negativa.
2. Fuente, si todos los valores propios tienen parte real positiva.

3. Silla, si es un punto de equilibrio hiperbolico y D fz tiene al menos un valor

propio con parte real negativa y al menos un valor propio positivo.

El estudio de los puntos de equilibrios juega un papel central en las ecuaciones
diferenciales y sus aplicaciones. Sin embargo, un punto de equilibrio debe satisfacer

un cierto criterio de estabilidad.

Definicién 2.16. Sea T € R", un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial
, T es un equilibrio estable si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo
x € Bs(xg) yt >0 se tiene que x(t) € Bc(xg), T es un equilibrio inestable si no es

estable.

Definicion 2.17. Sea T un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial , se

dice que T es asintoticamente estable, si es estable y

Dado que deseamos conocer la estabilidad de un punto de equilibrio, debemos
entender que es lo que sucede cerca de este equilibrio, para esto observemos que si
es un punto de equilibrio del sistema y definiendo x = Z+y, entonces la variable
y = x — ¥ denota pequenas perturbaciones en el punto fijo. Luego por expansion de

Taylor junto de  obtenemos que:

y=a'=f(@+y)=f@)+Dfzy+ O v* ).

Finalmente, como Z es un punto de equilibrio deducimos que:

y' = Dfzy+O(| v* |I). (2.8)
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La ecuacion ([2.8]) describe el comportamiento de las soluciones cerca de z, por lo

que parece razonable el estudio del sistema lineal asociado

y' = Dfzy. (2.9)

Por lo tanto, la cuestion de estabilidad de z implica los siguientes pasos:
1. Determinar si la solucién y = 0 de (2.9)) es estable.

2. Mostrar que la estabilidad o inestabilidad de la soluciéon y = 0 implica estabili-

dad o inestabilidad del sistema (2.3)).

Observemos que para y(0) = yo las soluciones del sistema (2.9) esta dada por
y(t) = ePley,. (2.10)

Asi y(t) es asintoticamente estable si todos los valores propios de la matriz D fz

tienen parte real negativa. Este resultado se menciona en el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Suponga que T es un punto de equilibrio del sistema . St todos
los valores propios de D fz tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio

T del sistema no lineal es asintoticamente estable.

Enunciaremos las siguientes definiciones de analisis matematico, las cuales son de
ayuda para demostrar el teorema de Hartman-Grobman, este teorema responde la

cuestion del paso 2.

Definicion 2.18. Sea X un espacio métrico y A, B subconjuntos de X, un homeo-
morfismo, de A a B es una funcion, h : A — B, continua e inyectiva tal que h™! es

continua.
En este caso diremos que A y B son homeomorfos o topologicamente equivalentes.

Definiciéon 2.19. Dos sistemas autonomos de ecuaciones diferenciales como Y

son topolégicamente equivalentes en una vecindad del origen si existe un
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homeomorfismo H que mapea un conjunto abierto U que contiene al origen en un
conjunto V' que contiene al origen y H mapea las trayectorias de en (@)
Ademds, H debe preservar orientacion, es decir, si una trayectoria va de x1 a T
en U entonces el mapeo de la trayectoria en V debe ir de H(x1) a H(xg). Si el
homeomorfismo preserva parametrizaciones entonces los sistemas Y son

topologicamente conjugados.

El siguiente teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico z,

el sistema ([2.3)) tiene la misma estructura cualitativa que el sistema ([2.9)).

Teorema 2.9. (Teorema de Hartman-Grobman) Sea O un subconjunto abierto
de R™ que contiene el origen, sea F € C*(0) y ¢(t) el flujo del sistema no lineal .
Supongase que F(0) =0 y que la matriz A = DF(0) no tiene valores con parte real
cero. Si existe un homemorfismo H de un conjunto U que contiene al origen a un
congunto V' que contiene al origen tal que para cada xg € U existe un intervalo Iy C R

que contiene al cero tal que,
Hy(z0) = eMH (o),

para todo t € Iy, es decir, U y V' son topoldgicamente conjugados, entonces un punto

de equilibrio hiperbdlico de es o bien asintoticamente estable o inestable.

Asi al estudiar el sistema lineal cerca de un punto de equilibrio, podemos
obtener resultados para el sistema .

Una vez estudiado localmente a un punto de equilibrio, nos interesa conocer su
comportamiento de forma global, para esto existen diversos métodos de estudio, uno
de ellos es mediante funciones de Liapunov, estas funciones aseguran los comporta-

mientos globales de los puntos de equilibrio mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Sea T un punto de equilibrio del sistema yL:0O — R una
funcion diferenciable definida en el conjunto abierto O que contiene a x. Si se cumple

que:
a) L(z) =0 y L(z) > 0 para todo © # Z;
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b) L'(x) <0 para todo x € O — 7.

Entonces & es estable. Si ademds L satisface que:
c) L'(z) <0 para todo x € O — .

Entonces T es asintoticamente estable.

Otra forma de estudiar los comportamientos globales de los puntos de equilibrio es

mediante el criterio de Bendixon-Dulac. Empecemos definiendo las érbitas periddicas.

Definicion 2.20. Un ciclo u orbita periddica de es una curva solucion cerrada

de que no es un punto de equilibrio.

Ahora definiremos los conjuntos w — limite y a — limite, para posteriormente

definir los ciclos limites.

Definicion 2.21. Sea f € C'(E), donde E es un subconjunto abierto de R". Un
punto p € E es un punto w — limite de la trayectoria ¢(-,x) del sistema , St

existe una sucesion t, — oo tal que

lim ¢(t,,x) = p.

n—oo

Un punto ¢ € E es un punto a — limite de la trayectoria ¢(-,x) del sistema

(2.9), si existe una sucesion t,, — —oo tal que
1i =q.
T ¢(tn, ) = g
El conjunto de todos los puntos w — limite es llamado conjunto w — limaite. El

congunto de todos los puntos o — limite es llamado conjunto o — limite.

Definiciéon 2.22. Un ciclo limite, I', de un sistema dinamico es una orbita periodica

de que es también un conjunto w — limite o un conjunto o — limite.

Los ciclos limites en la dindmica de poblaciones modelan fenémenos interesantes,

sin embargo, nos interesa descartar la existencia de ciclos limites para asegurar la
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estabilidad global de un sistema de ecuaciones diferenciales. Debido a la particularidad
del modelo que se propondra en el capitulo | los siguientes resultados en R? nos seran

de utilidad.

Teorema 2.11. (El teorema de Poincaré-Bendixson para R?) Suponga que
f € CHE), donde E es un subconjunto de R?* y que tienen una trayectoria I' con
't contenida en un subconjunto compacto F de E. Si tiene solamente un numero
finito de puntos de equilibrio en F', entonces w(I') es un punto de equilibrio, una orbita
periddica o w(T) consiste solo de un nimero finito de puntos criticos, Py, Ps, ..., P,, de

y un numero finito de orbitas cuyos conjuntos a—limite y w—limite pertenecen

(J,{Pl,PQ,...,Pn}.
Descartaremos orbitas periddicas mediante el siguiente criterio

Teorema 2.12. (Criterio de Dulac) Dado f € C'(E), donde E es una region
simplemente conexa de R*. Si existe una funcion B € CY(E) tal que V - (Bf) no es
idénticamente cero y no cambia de signo en E, entonces el sistema asoctado a

f no tiene orbita periddicas.

El criterio de Dulac en conjunto con el siguiente teorema (véase [I8]) nos aseguran

la estabilidad global del sistema ([2.3)).

Teorema 2.13. Sea (Z,y) un punto de equilibrio y ¢i(x,y) una solucion para el
sistema . Suponga que V - (Bf) #0 € E C R? y que w — limite es no vacio,

entonces
tlim ¢t(xay) = (f7g>
— 00

El analisis de las curvas ceroclinas es una herramienta muy tutil para analizar

sistemas de ecuaciones diferenciables no lineales. En [13] se explica como sigue.

Definicion 2.23. Para un sistema de la forma

LUll = fl(xl, RN ,13,1)7

= fulz1, . x0),
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la xj-ceroclina es el conjunto de puntos donde

se anula, asi que la x;-ceroclina

es el conjunto de puntos determinados al hacer f;(z1,...,x,) = 0.

En el cason =2

v = fi(xy, 22),

1'/2 = fz(ifl,xz)-

Sobre la zj-ceroclina, tenemos que 7 = 0, por lo que los campos vectoriales
apuntan hacia arriba o hacia abajo, y estos son los tinicos puntos en los que esto
sucede. Por lo que la z;-ceroclina divide a R? en regiones donde los campos vectoriales
apuntan, ya sea a la izquierda o a la derecha. Similarmente, la z9-ceroclina, divide a R?
en regiones donde el campo vectorial apunta ya sea arriba o abajo. La interseccién de
las ceroclinas produce los puntos de equilibrio. En cualquiera de las regiones entre las
ceroclinas, el campo vectorial no es ni vertical ni horizontal, por lo que debe apuntar

en una de las cuatro direcciones: noreste, noroeste, sureste o suroeste.
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Capitulo 3

Algunos modelos clasicos en dinamica

de poblaciones

En los mismos rios entramos y no entramos,

pues somos y no somos los mismos

Herdclito de Efeso
Siguiendo un orden histoérico, en este capitulo debatiremos modelos que se han
propuesto para el estudio de las poblaciones. El estudio de los primeros dos
modelos pueden encontrarse en [4], mientras que el estudio del tercer modelo
lo podemos encontrar en [19]. Cabe aclarar que el estudio de una poblacion
parece imposible ser descrita por una ecuaciéon diferencial ordinaria, ya que
el nimero de individuos se mide por niimeros enteros, asi el tamano de una
poblacién no puede ser expresada en términos de una ecuacion diferencial con
respecto al tiempo. Sin embargo, dado que las poblaciones son muy grandes e
incrementa de uno en uno, se tiene que el cambio es muy pequeno comparado

al tamano de la poblacion, por lo que puede abordarse su estudio con EDO’s.
3.1. Modelo de Malthus

Malthus [I7] propone lo que hoy conocemos como modelo de Malthus o ley de
Malthus, en el cual modela el crecimiento de una poblaciéon de forma exponencial.

Debido a que afirmaba que el incremento de individuos estaba regido por una pro-
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gresion geométrica, este modelo es funcional solo si la poblacién inicial es pequena.
Denotemos por x(t) la poblacién de una especie dada en el tiempo ¢ y representemos
por r a la tasa de nacimiento per capita. Si esta poblacion esta aislada, es decir, si no

existe migracion o inmigracion, entonces podemos describir su dindmica mediante

dx(t)
dt

= ra(t), (3.1)

si suponemos a r constante, es decir, que no depende ni del tiempo ni de la poblacion,
entonces la ecuacion se conoce como la ley de Malthus para el crecimiento de
una poblacién. Se puede verificar con facilidad que la ley de Malthus cumple con el
teorema de existencia y unicidad.

Supongamos que la poblacién de una especie dada es x en el tiempo t,, entonces

se satisface el siguiente problema de valor inicial

dz(t
20— rafr),
dt (3.2)
I(to) = Xy,
cuya solucién es:
2 (t) = zoe 1),

Ejemplo 3.1. Segun el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) [12]
la poblacion de México en el ano 1960 era de 34923129 habitantes y en 1970 era de
48225238, en [4] se hace mencion de que la poblacion humana aumento con una tasa
promedio de 2% anual durante el periodo 1960 — 1970. Si hacemos xq = 34923129,
to = 1960 y r = 0.02 obtendremos, que la solucion al PVI (3.2) es:

x(t) = (34923129)e" 0201965

al sustituir t = 1970 tenemos que x(t) = 42655206, podemos observar que el resultado
del modelo no dista demasiado de los datos reales. La poblacion de México en el ano
2015 segin el INEGI es de 119938473, bajo las mismas condiciones obtenemos que
x(t) = 104914877, lo cual difiere con los datos reales de 15023595 habitantes. Esto
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nos indica que la precision del modelo disminuye cuando los periodos de tiempo son

prolongados o cuando la poblacion es demasiado grande.

El siguiente modelo agrega un término de competencia que frena el crecimiento

exponencial.

3.2. Modelo logistico

Cuando las poblaciones son demasiado grandes, el crecimiento exponencial no
puede ser preciso, esto se debe a que no se toma en cuenta la competencia entre
los individuos ya sea por espacio vital, recursos naturales o alimentos. Verhulst en
1837 dio a conocer el modelo logistico, el cual agrega un término de competencia a
la ecuacion . Una eleccion para este término es —uax?, donde p es el término de

competencia intraespecifica, asi la ecuacion (3.1) es modificada a:

dx

kO pa?, (3.3)
y el PVI (3.2)) se modifica a:
dx (t) 2
=rr — pr’,
dt (3.4)
l’(to) = Xy,
la cual tiene como solucién:
Ty

t) = .
#{t) po + (1 — pwo)ert=to)

Observemos que cuando t — oo se tiene que z(t) = ﬁ, a este término se le

conoce como capacidad de carga del ecosistema, notemos que independientemente de

la condicién inicial la poblacién tiende al valor limite ﬁ

Ejemplo 3.2. En 1964 Gause [10] realizé experimentos con el protozoario Parame-
cium Caudatun. El experimento consistio en colocar cinco ejemplares de Paramecium
en un tuvo de ensayo con 0.5cm? de nutrientes y se contd el numero de individuos

durante seis dias, se encontro que la poblacion del protozoario crecia a una tasa de
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230.9%, al cuarto dia el tuvo de ensayo se saturd con 375 individuos. Si suponemos

que la poblacion de individuos crece de acuerdo a la ley logistica, entonces r = 2. 309

Y= %. Ademds, si suponemos que xo =5 y tg = 0 obtendremos que la solucion

al PVI es:

0 2.309(5) 375
z(t) = = .
230(5) + (2.309 — 222(5))e2309% 1 4 Tde2.30%
=
8 -
=+ 2
o=
g
o
ey =
X &7
o=
8 -
. I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 B
X

Figura 3.1: Curva logistica de la poblacion de Paramecium.

La figura (véase [4]) muestra como crece la poblacion de Paramecium, en
ella podemos ver una curva en forma de “S”, la cual es la caracteristica de una
curva logistica. Ademds, se observa que a partir del cuarto dia la poblacion se vuelve
constante, es decir, el modelo describe eficientemente al experimento realizado por

Gause.

3.3. Modelo presa-depredador

En la década de los veinte Volterra [31] y Lokta [16] propusieron de forma inde-

pendiente las ecuaciones que hoy conocemos como modelo Lokta-Volterra ¢ modelo
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presa-depredador. Lokta propuso sus ecuaciones mediante la observacion de reaccio-
nes quimicas, por otra parte, Volterra se inspiré en un problema sobre pesqueria,
dichas ecuaciones resultaron ser idénticas.

Para realizar el analisis sobre la dindmica poblacional en el modelo presa-depredador
supondremos que existen una poblaciéon de presas y una poblaciéon de depredadores
que habitan el mismo ecosistema y que estas poblaciones se rigen bajo las siguientes

hipotesis:
1. La poblacién de la presa es homogénea.
2. La poblacién de la presa esta aislada.
3. La poblacién de la presa tiene suficiente recurso para vivir.
4. La poblacion de depredadores es homogénea.
5. La poblacion de depredadores esta aislada.

6. La poblacion de depredadores depende exclusivamente de la presa para sobre-

vivir.
7. Solo se considera el cambio temporal.

Sean z(t) y y(t) las poblaciones de presa y depredador respectivamente al tiempo

t, de las premisas podemos inferir lo siguiente:

La hipotesis 7 nos indica que el estudio de la dinamica poblacional sera mediante

ecuaciones diferenciales ordinarias.

= Las hipotesis 1 y 4 nos dicen que las poblaciones se encuentran distribuidas en

el ecosistema de forma homogénea.

» Las hipotesis 2 y 5 sugiere que no pueden existir inmigraciéon o emigracion de

ambas poblaciones del ecosistema.

= La hipotesis 3 plantea un crecimiento exponencial en ausencia del depredador.
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= La hipotesis 6 plantea un decrecimiento exponencial en ausencia de la presa.

Un modelo donde se carece de interacciones entre las especies esta dado por

2'(t) = ax(t),
(1) = ~by(t).

El parametro a representa la tasa de nacimiento per capita de la presa y b la tasa

(3.5)

de mortalidad del depredador, ademas se supone que a,b > 0.

Dado que las poblaciones de presa y depredador habitan en un mismo ecosistema
se tiene que el sistema no modela la interacciéon entre estas especies. Podemos
modelar la interaccion entre las especies agregando los términos cx(t)y(t) y dx(t)y(t)
al sistema (3.5]). El parametro c es el éxito en la caza del depredador, que afecta a la
presa. Similarmente, el pardmetro d es el éxito en la casa del depredador que lo bene-

ficia al depredador. Considerando estos términos obtenemos las siguientes ecuaciones

2'(t) = ax(t) — cx(t)y(t),

y'(t) = =by(t) + dz(t)y(t).

(3.6)

con a,b,c,d > 0.
El sistema (3.6 se conocen como modelo presa-depredador, para simplificar los

siguientes calculos, escribiremos el sistema (3.6 de la siguiente forma:

¥ = ax — cxy,
(3.7)
y = —by + dwy.

Analisis de estabilidad del modelo presa-depredador

Primero obtendremos los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias (3.7)) los cuales estan dados por:
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la matriz jacobiana esté dada por:

a—c —cx
DFx = Y

Y

dy —b+dx

al evaluar la matriz jacobiana en los puntos de equilibrio obtenemos que

a O
DFx, =
0 —-b
y
_¢cb
DFzy = d
ad 0

Esto nos indica que el punto de equilibrio Z; es un punto hiperbélico, més atn 7,

es un punto silla.

Diagonalizando D F'xy obtenemos que los valores propios estan dados por

A\ = Vabi,
/\2 — —\/%Z,

esto nos indica que el punto de equilibrio no es hiperbdlico, en consecuencia, debemos

proceder de otra forma para mostrar su estabilidad.

Para demostrar la estabilidad del punto no hiperbdlico 75 ocuparemos la teoria

de Liapunov utilizando el teorema [2.10]

Sea V : R x R — R una funcién tal que

b b dx a a. cy
V(m,y)-d(w—a—aln?>—i—c(y—z——ln—).



Veamos que cumple las condiciones del teorema [2.10, notemos que

Para demostrar que V' (z) > 0 para todo x # Ty, veamos que Ty es un minimo de
la funcién V. Para esto debemos comprobar que la matriz hessiana, H(V'), de V es
definida positiva, es decir, ' H(V )z > 0 para todo x € R™ \ {0}. La matriz hessiana

de V esta dada por:

L0
HV)=1" :
0 3
luego tenemos que
a2
b a b
H(V(3.2) = P
0 <
Sea (z,y)" € R? obtenemos:
d2
<~ 0 T 2 2 2.2
HW gD =@ [T 0] (7)Ao
o Yy

Por lo tanto, se cumple la condicion a) del teorema [2.10}

Ahora notemos que:

V, — a_v‘r/ + 8_Vy/
ox Yy

NEOREE

Evaluando en 25 obtenemos que:

))y’:(d—d)x'+(c—c)y’20.
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Por lo tanto, se cumple la condicion b) del teorema [2.10] Asi 75 es un punto de
equilibrio estable. Dado que D F'z, tiene valores propios imaginarios puros se concluye

que T9 es un centro.

Analisis de ceroclinas del modelo depredador-presa

Para el sistema tenemos que las z-ceroclina se obtiene cuando ax — cxy = 0,
es decir, cuando x = 0 6 y = %. Por otra parte, las y-ceroclina se obtiene cuando
—by + dxr = 0 es decir cuando =z = g 6 y = 0. En la figura mediante el uso
del software matematico wxMaxima, se presenta el diagrama fase del modelo presa
depredador en el cual podemos apreciar: los puntos de equilibrio &7 y 25, las ceroclinas

y algunas o6rbitas que muestran que en efecto el punto de equilibrio Z> es un centro.

y

1z

10

[¥]

A
A
]
'
4
ycerocling

Figura 3.2: Diagrama fase con parametros a =20, b=12,c =4y d =4.
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Capitulo 4

Formulacion del modelo matematico

Nada en este mundo debe ser temido. .. solo entendido.

Ahora es el momento de comprender mds,

para que podamos temer menos.

Marie Curie
Tomando como base un modelo mateméatico para la polinizaciéon planteado
por Vazquéz [32], en el cual involucran pardametros que miden: el engano, el
beneficio que ofrece la planta y los efectos sobre el aprendizaje del insecto. Pro-
pondremos un modelo matemaético, que describa la interaccién de dos grupos
de una especie de plantas y una poblacion de insectos. El primer grupo tiene
una relaciéon mutualismo con los insectos mientras que el segundo se encuen-
tra en una relacion tipo parasitismo. Los ingredientes principales del modelo
seran: el engano de la planta al insecto, el aprendizaje del insecto después de
varias visitas fallidas, el costo biologico que sufre el insecto al ser enganado y

el costo biolégico que sufre la planta por producir recompensa.
4.1. Un modelo matematico para la polinizacién

En el capitulo 4 de su tesis doctoral (véase [32]), Vazquez propone un modelo
matematico para la interacciéon entre plantas y sus polinizadores. Considera la in-
teraccion de dos especies, una poblacion de plantas y una poblacion de insectos. La

poblaciéon de plantas se divide en dos grupos: el primero en relaciéon mutualismo con el
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insecto y el segundo en una interaccion de parasitismo. Al primer grupo se le denota
por z1(t), al segundo grupo se le denota por z3(t) y a la poblaciéon de insectos por

x3(t) para todo tiempo ¢ no negativo.

Las principales hipotesis del modelo son:

1. La poblacién de plantas depende exclusivamente del insecto para la propagacion

de su polen.

2. La competencia intraespecifica entre las plantas es intensa comparada con la

tasa de muerte natural.

3. En ausencia de la planta, la poblacién de los insectos tiene un crecimiento

logistico.

4. Los polinizadores perciben el niimero de visitas fallidas a las plantas y en con-

secuencia ajustan su compartamiento.

Bajo estas hipotesis Vazquez plantea el siguiente modelo

da; a(l - 0)1’3(1’1 + x2)

dt pay (21 + 2) 1+ axy + B(z2) + ys

s aczs(ry + x2)

— = —uxolxr1 + x9) + ’

dt paz (1 2) 1+ axq + B(z2) + yas

dxs ( )+ brix3 CL2%s3

— = LalTaq — Xz - '
i 373 — U3T3 1+ ar + ﬁ(xz) + yx3 1+ ax; + 5($2) + vxs3

En la siguiente tabla se especifica el significado de cada parametro.
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Parametro Significado

1 Tasa de competencia intraespecifica entre plantas.

a Eficacia de las plantas en la interacciéon planta-polinizador.

o Fracciéon de nuevos descendientes que pasan a ser de xs.

« Medida de cuantas plantas un insecto puede visitar efectivamente.
B(x) Reaccion del polinizador al enganio de la planta.

v Modela alguna forma de comunicacion intraespecifica entre polinizado-

res para indicar que la planta ha sido visitada.
b Beneficio biolégico que el insecto obtiene de la planta .

c Costo biolégico que sufre el polinizador por parte de xs

Podemos ver que la hipotesis 1 del modelo se describe mediante los términos

—pzy (] + 2)

—pza(xy + 39),

lo cual es interesante, ya que al desarrollar el término pxy (z1+x2) = pr121+pr T2 NOS
indica que las plantas que ofrecen recompensa compiten tanto con platas que ofrecen
recompensa como con plantas que no lo hacen, de hecho, no podria ser de otro forma
ya que la hipdtesis 2 afirma que la competencia es intensa. Una interpretacion similar
se da al término pxs(x) + x2) = pwerwy + prems.

La hipotesis 4 queda descrita por el término

1‘3(7“3 - M3$3)

al desarrollar este término obtenemos que x3(r3 — 3x3) = r3zz — p3a3, el cual es una
forma clasica de modelar el crecimiento logistico, ademas podemos apreciar que la
capacidad de carga del ecosistema para los insectos esta dado por k3 = %

Para modelar las interacciones entre las especies entre x; y x3 se anaden dos

factores, a(1—o0)(x1 + x2) 7772, 1 primer factor se compone de a(z1 +

1
I3y 1+axi1+8(z2

x9)xs, el cual refleja el nimero de encuentros entre plantas e insectos y (1 — o)
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que denota la fraccion de nuevos descendientes de plantas que se integran a ;. El
segundo factor refleja fendémenos de saturacion, por ejemplo, el hecho de que las
recompensas ofrecidas por las plantas son finitas y que los insectos solo pueden visitar

un namero finito de plantas. De manera similar se afiaden los factores ao(z1+x2)x3 y

1
14+azi+B(x2)+vx3

para las interacciones entre x5 y x3 aqui ¢ mide la fracciéon de nuevos
descendientes de las plantas que pasan a ser parte de x».

La dinamica del insecto queda completamente determinada al agregar dos su-

brixs _ Cx2T3
Trazi+B(z2)tyas Y 1+awi+B(@s)tys’

mando, el primero el primer sumando denota la

relacion mutualismo y el segundo la relaciéon tipo parasitismo.

(d) B(w2) = 1oy

Definiendo a C' = co — b(1 — o), Vazquez demuestra que si C' < 0, se garantiza la
existencia de un tnico equilibrio que es globalmente estable, en este caso la relacion
mutualismo predomina sobre la relaciéon parasitismo. Por otra parte, si C' > 0 se
garantiza la existencia de un dnico punto de equilibrio para valores pequenos de C'.
En este caso la relacion parasitismo predomina sobre la relacion mutualismo. Si C' > 0

y C' es suficientemente grande, el sistema empieza a oscilar al rededor del nivel de
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equilibrio poniendo en peligro la sobrevivencia de las especies. También se muestra
que si C' es atin mayor, aparecen soluciones periodicas.
La figura4.1| (figura tomada de [32]), nos muestra algunas simulaciones numéricas

para distintas funciones (3, en ella se aprecian la existencia de 6rbitas periodicas.

4.2. Construccion de un nuevo modelo matematico
para la polinizacién

Tomando de base el modelo presentado en la seccion [4.1], propondremos un nuevo
modelo matematico que describa la interacciéon entre una especie de plantas y sus
polinizadores, suponiendo que existen factores como aprendizaje, engano y un costo

biolégico por la produccién de recompensas por parte de las plantas.

4.2.1. Hipoétesis del modelo

Primero consideremos la interacciéon entre una poblacion de plantas y una po-
blacion de insectos. La poblacion de plantas se divide en dos grupos: el primero en
relacion mutualismo con el insecto y el segundo en una interacciéon tipo parasitis-
mo. Ademas, se supone que las especies tienen fuentes alternativas para conseguir
alimento o factores que ayuden a aumentar su poblacion.

Consideraremos que existe un costo bioldgico que afecta a la dinamica del primer
grupo de plantas el cual es causado por la producciéon de polen o néctar, en adiciéon se
propone que los insectos tienen la capacidad de aprender y ajustar su comportamiento
de acuerdo a su aprendizaje.

En resumen nuestro, modelo esta regido por las siguientes hipotesis:
1. El primer grupo de plantas tiene una relacion mutualista con los insectos.

2. Existe un costo biolégico que afecta a la dinamica de poblaciones, el cual es

causado por la produccién de polen o néctar.
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3. El segundo grupo de plantas tiene una relaciéon de tipo parasitismo con los

insectos.

4. Los insectos perciben el nimero de inspecciones infructuosas y en consecuencia

ajustan su comportamiento.

5. Ambas especies tienen un crecimiento logistico.

4.2.2. Construccion del modelo

En ausencia de insectos, de la hipotesis 5 modelaremos el crecimiento logistico

mediante las siguientes ecuaciones, para z; tenemos

dl‘l

% = 1”1(1’1 + xg) - Ml(l'l + 562)2 (41>

donde 7 es la tasa de nacimiento per capita del primer grupo de plantas y p, su tasa

de competencia intraespecifica. Al desarrollar el término obtenemos que

ri(zy + x2) — (@1 + 902)2 =TT + Ty — Mle — 2119 — Mlxg,

observemos que la expresion r1x1+7r1 22 nos indica que tanto el primer y segundo grupo
de plantas pueden tener descendencia a individuos del primer grupo de plantas. La
expresion, —puyx? — 217129 — p11x3, nos dice que un individuo del primer grupo de
plantas compite con los individuos del primer y segundo grupo de la especie de planta,
dado que las plantas del segundo grupo pueden tener como descendientes a plantas del
primer grupo, la competencia entre las plantas que no ofrecen recompensa afectara a
la dindmica del grupo de plantas en relacion mutualismo con los insectos. De manera

similar para zs modelamos su crecimiento logistico mediante

dJ?g

E = rg(xl + $2) - ,u2($1 + $2)27 (4'2>

donde 75 es la tasa de nacimiento percapita del primer grupo de plantas y us su tasa de

competencia intraespecifica. La interpretacion de los términos ro(xy +3) — o (71 +22)?
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es analoga al que se hizo para para x;, es importante observar que nuestro modelo
supone que los dos grupos que conforman a la especie de plantas poseen distintas

tasas de nacimiento y competencia.

Para x3, modelamos el crecimiento logistico mediante

T3T3 — M3$?2)a (4~3)

donde r3 es la tasa de nacimiento per cépita de los insectos y 3 la tasa de competencia

intraespecifica.

La interacciéon entre el primer grupo de plantas y los insectos la modelaremos
anadiendo a el término Hgﬂ%, el cual esta conformado por dos factores.
El primer factor, (1 — o)axixs, esta compuesto por azxjzz el cual refleja el ntimero
de encuentros efectivos entre el primer grupo de plantas y los insectos, es decir, los
encuentros que aumentan la poblaciéon del primer grupo de plantas, a es la tasa de
encuentros efectivos entre planta e insectos y (1 — o) mide la fraccion de nuevos des-

cendientes de las plantas del primer grupo. El segundo factor modela

fendémenos de saturacion, estos fenémenos aparecen debido a que la recompensa que
ofrecen la plantas es finita y que los insectos solo pueden visitar un ntimero finito de
planta. El denominador de esta fracciéon se compone por: «; el cual mide la capaci-
dad del insecto de visitar la primera clase de plantas, [3; el cual mide el aprendizaje
del insecto, esté parametro esté respaldado por la hipotesis 4 del modelo, ; mide la
capacidad del insecto de visitar la segunda clase de plantas. De la hipotesis 2, se le
anade a la ecuacion el término —exy, el pardmetro € determina el costo biologico

que sufre el primer grupo de plantas, causado por la producciéon de polen o néctar,

tal es el caso de la papaya carica como lo menciona Sober6n en [26].

La interacciéon entre el segundo grupo de plantas se modelara anadiendo a la
D . cazors o o .
ecuacion el término, {2422 —— de manera similar a la dindmica del primer
grupo de plantas el factor cazrsxs esta dividido por azsxs la interaccion efectiva entre
el segundo grupo de plantas y los insectos, o es la fraccion de nuevos descendientes

de las plantas del segundo grupo. El factor modela fenémenos de

1
' 1+4axi+PBrotyxs?
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saturacion.

Finalmente, de las hipotesis 1 y 2, las interacciones entre insectos y la especie

de plantas se modelara anadiendo a la ecuaciéon los sumandos ——2%% v
14+axi+Lro+yzs

CT2T3

—TTan e Tms los términos brixs v croxrs miden los encuentros entre los insectos

y la primera y segunda clase de plantas, respectivamente. El primer término modela
la interaccion mutualismo, mientras que el segundo término modela la interaccién
tipo parasitismo, los parametros b y ¢ son las tasas de encuentros efectivos entre los
insectos y el primer y segundo grupo de plantas, respectivamente.

Por lo tanto, bajo las hipotesis dadas, el modelo matematico para la interaccion

entre las plantas x1, x2 y los insectos 3 estd dado por

di, ) (1 —o0)ax s

— = i@+ 22) — (21 +22)" + —

g~ @t ee) =+ 1+ oz, + Brs +yas

dis ) oaxsrs

— =1o(x1 + 29) — Ty +2)" + ’ i
o 2(21 + @) — pia(21 + 22) 1+ axy + Brg + a3 oy
dx3 ) N bxlxg CT2T3

— = Tl — xr - )

7 B s T e + Bag + vz 1+ axy + B + s

Donde 71, pi1, o, a, €, ro, po, T3, us, b, ¢, a, By ~v son positivos. El modelo
matematico (4.4 es un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales
y para su estudio ocuparemos la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales

ordinarias.
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Capitulo 5

Analisis del modelo

La estabilidad no es inmouvilidad.

Klemens Von Metternich

En este capitulo se demostrara que el modelo planteado en el capitulo ante-
rior cumple con el teorema de existencia y unicidad de soluciones. Ademés,
mediante un cambio de variable se reducira el sistema de 3 X 3 a un sistema
de 2 x 2. En el sistema reducido, se mostrara la existencia de un conjunto po-
sitivamente invariante y se analizara la estabilidad local y global del sistema,
mostrando que bajo ciertas condiciones existe coexistencia entre las plantas y

su polinizador.

5.1. Teorema de existencia y unicidad de soluciones

para el modelo

Dado cualquier modelo matemaéatico es muy importante ver que cumpla con las
condiciones del teorema (para asegurar la existencia y unicidad de un PVI), el
cual involucra una condicién inicial y la dependencia de los parametros. Para ello
observemos que su hipétesis principal nos dice que el sistema debe ser de clase C*. El
teorema nos asegura que nuestro sistema es de clase C! si y solo si las derivadas
parciales existen y son continuas, por lo tanto, es necesario calcular las derivadas

parciales del sistema (4.4]), considerando tanto las variables como los parametros.
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Para ello ocupemos la notacion ({2.3]).

Sean

(1 —o)axixs
1+ axy + Bry + 3
oaryT3
1+ axy + Bxg + yas’
bxi1x3 CT2T3
1+ axq + Bwg + ys 14 am + Bz + Y3

Ji(w1, 22, 23) :7'1(55'1—1-332)—#1(3714—%2)2-1- — €xq,

fo(1, xe, x3) = o271 + T2) — po(zy + 332)2 +

f3(x1, 2, T3) = r3ws — pss +

Ast f(x1, 22, 23) = (f1(21, 22, T3), fo(w1, T2, T3), f3(7172, T3)).

Teorema 5.1. El sistema cumple con el teorema sobre R3.

Demostracion:

Las derivadas parciales del sistema respecto a las variables y los parametros estdn

dadas por:
df1
o N a(l—o)(14-ax1+pratyzs)rs—aa(l—o)rizs
"o 2pn (w1 + 22) + (1+aw: +Bra+7w3)2 €
T
df2
_ . . acoToT3
"o =2 el o) -
1
- af?) _ b(14+-ax1+LBaa+yr3)rs—bazizs + caxax3
0xy (14-az1+Bra+yr3)? (1+az1+Brat+yrs3)?
Of1
— _ __aB(l-o)zzs
) 0xs " 2'u2(x1 + x2> (1+azi+Bza+yzs)?
2
df2
ao(14axi1+Bro+yrs)rs—acfraxs
a — = —_
O0xo "2 2'u2(x1 + Iz) + (laz1+Bz2+vyzs)?
- af3 _ bBriTs _ c(I4axi+Bratyxs)—cBraxs
Or,  (tazit+Bratyrs)? (1+azi+Bra+yzs3)?
2
- afl _ a(l1—0o)(1+azi+Lro+vx3)z1—a(l—o)yri3
81,3 (1+azi1+Bre+yzs)?
- an _ao(l+azi1+Prot+vyx3)res—acyrars
8x3 - (14az1+Bzo+vyzs)?
- af?) — ra — D + b(1+ax1+pro+yrs)ri—byzizs + c(1+ax1+Protyrs)ro—Ccyrars
13 - '3 H3T3 (1+az1+Bza+vx3)? (1+az1+Bze+vyw3)?
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on o s

6 Ofr _ _ oway
8_,{2 - ) % a 1+O‘x1+1ﬁ1‘2+7x3
1
0fs _ . % 0
67”1 a
ofi
of COh
o " ab
87“2
df2
" — = 0
% =1 % b
T2
dfs .
9fs _ O e
87‘2
n % — 0
9h _ -
87“3 % B
0% =0 oc
0
3 . on
% = X3 oc 1+axi+Bra+yrs
” n % _ _ __a(l-glamuzs
0 Ox (I4+axy+Bra+yr3)?
it = —(21 + 2)?
8Iu1 8f2 — aocaraT3
8f u 8_04 - _(1+aml+ﬁm2+713)2
2
e R
O . % - — (b1 —caa)axs .
Ox 1+azi+pre+yzs
0
ﬁ =0 )
alul (] i = a(l1-o0)Bzy1z3
86 T (Hazi+Bratyxs)?
0
i =0 )
aluQ n ﬁ I aofBroxs
86 T (l4azi+Bzetyzs)?
or, 2
ZJe +x
8M2 (xl 2) n % — (be*CIg)ﬂx3
op T (Q+azi+Bratyzs)?
0
o, a
oz " i _ _ __a(l—o)ymixs
0y (1+az1+Bza+yws)?
0
i =0 o
6ILL3 L] —2 = — aocyra2x3
87 (1+az1+Bzatvyzs)?
of2
L p—
s . % _ _ _ (bri—cao)yas
8’)/ T (tomi+Bratyrs)?
8f3 2
—= 2
O
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% _ ari1T3 g _

[ ] 80' - _(1+o¢x1+6a:2+7x3)2 [ ] 86 = —-n
n % — araTs3 . g _0
Oo T (Itazi+Bratyzs)? e =
fs of
- 8_0- N 0 L] E = 0

Observemos que todas las derivadas parciales calculadas son continuas, ya que son
sumas y productos de funciones continuas, ademds el término 1+ axy + By + yx3 es
siempre positivo, por lo tanto, el sistema cumple con el teorema de existencia y

unicidad. Q.E.D.

5.2. Sistema reducido

Dado que o es la proporciéon de plantas del segundo grupo y z1 + 25 es la densidad

total de la especie de plantas, se cumple lo siguiente:
O'(.Tl + 1’2) = T9, (51)

equivalentemente:

1—0
I =

g

Al sustituir (5.2)) en (4.4) obtenemos las siguientes ecuaciones:

(1-0)?
, 1—0o 1—0 )2 9 = axox3 1—0
(T ) e (2 1 o -
Ty 7“1( p + >3?2 ,u1< . + m2+1+(a177"+6)x2+7x3 e T2,
(5.3)
, (1—a+1> (1—a+1)2 2., oaryxs (5.4)
Ty =1 To — T , .
2 2 pn 2 M2 pu 2 1—|—(a177"+/6)x2+7x3
bl_—0$2$3 CToX3
Th = raxs — usrs + g — ) 5.5
3 33 7 Hats 1—1—(041770—1—5)1:2—1—“@3 l—i—(ozle”—FB)xz—kyxg (5:5)
Sumando (5.3) y (5.4)) obtenemos:
(1—0)2+02
1 1 XT3 l1—0
24 ah, = = (r1 4+ 1r9)xy — — (g + o) 22 + = - zs. (5.6
1 2 0(1 2) 2 Uz(ﬂl H2) 2 1+(a1j7"—|—6)x2—|—7x3 € o 2 ( )
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Mediante (5.1) podemos deducir que:
/ 1 /
T+ mol = gt (5.7)

sustituyendo ([5.7)) en (5.6) tenemos la siguiente ecuacion:

: it pe 5 ((L—0)+0%)azszs
— + _ + —e(l — . 5.8
Ty = (11 + 12) 22 p Lo 11 (a1;0 ¥ B)as + 3 ( )T (5.8)

Las ecuaciones ((5.5)) y (5.8]) conforman el sistema reducido:

_mtpz o, (L= 0)" + 0%)awsa
2 14 (a2 + B)zy + s
(b2 — ¢)zoxs
1+ (a2 + )y + yas

rh = (11 +12) s —€(1 — o)z,

(5.9)

I 2
Ty = T3X3 — U3X3 +

Es facil ver que el sistema[5.9 cumple con el teorema|2.4]ya que solo contiene sumas
y productos de polinomios y el denominador de los cocientes no se indetermina. Por
lo tanto, la mayor parte del anélisis se haran sobre el modelo , para obtener
resultados en el modelo basta ocupar la ecuacion , ya que de esta ecuacion
se relacionan x; y xs.

Mediante los siguientes cambios de variables, (Dada la importancia de estos re-

nombramientos, nos referiremos a ellos como las sustituciones (5.2)))

T:T1+T2, E:€(1_U)7
M:M> p:bl—_a_C’
S =((1—-0)*+0?)a, B Zozle"—i-ﬂ,

notese que r, u, S, E, B son positivos. Asi, el sistema ((5.9) queda expresado como:

S$21‘3
b = (r — E)xo — pux? + 7
TR T B 5,10
318 373 1+ Bxy + vz

Estas ecuaciones nos facilitaran todos los calculos, por lo tanto ocuparemos al
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sistema ([5.10]) cuando sea conveniente.

5.3. Analisis de estabilidad del modelo

Empezaremos obteniendo los puntos de equilibrio del sistema . Sea E (x5, x%)
un punto de equilibrio de , si ambos, 25 y x3 son diferentes de cero, llamamos al
equilibrio E(z%, x§) no trivial, en otro caso lo llamamos trivial. Claramente el punto
Ey(0,0) es un equilibrio trivial.

Si 29 = 0y x3 # 0 obtendremos que z4 = 0 si y solo si 0 = r3x3 — uzr3, esto
implica que x3 = %, asi obtenemos el equilibrio trivial E; (0, ;—2)

De manera similar, si 3 = 0 y x2 # 0 obtendremos que x, = 0 si y s6lo si

ol(ri4r2)—e(l—o)]
P12

0 = (r; + ro)wy — 1252 — ¢(1 — o)y, por lo cual zo =

- , luego el

olritrs)—ci=o)] )

siguiente punto de equilibrio trivial es, Eo( rE

Para encontrar el equilibrio no trivial, consideremos que x3 # 0y zo # 0, de la

definicion tenemos que el sistema (5.9 queda como

patpe (1 —=0)?+0?%)axs
’ 1+ (=2 4 ) + s
(b2 — o)y

L+ (at% + B)ws + s

0:(T1+7’2)—

—€¢(1—o0),
(5.11)

0=r3 — uszxs +

El sistema (5.11)) le llamaremos sistema de equilibrio. Equivalentemente mediante
(5.10) el sistema de equilibrio queda como

Sl‘g
0=7r—uxy+ —F
He2 1+ Bxy + yas3 (5.12)
0 + P |
= 79 — X .
37 Mt 1+ Bxy + a3

Multiplicando las ecuaciones del sistema ((5.12)) por 1 4+ Bxs + yz3 obtenemos:

0 =r(1+ Bxg + yx3) — (1l + Bxg + yag)ry + Sxs — E(1 + By + yx3),

0 =r7r3(1 + Bxg + vx3) — us(1l + Bxy + yas)xs + Pro(l + Brg + yx3).

52



Mediante manipulacion algebraica llegamos a:

0=(r—E)+[B(r— E) — plos + [(r — E)y + Slas — pyzars — Bpas,

5.13
0 =73+ [Brs + Plzg + [rsy — pis|vs — Bustas — pgyes. o
Ocupando los siguientes renombramientos
c =r—F, Cy =T3;
li =B(r—FE)—pu; l3 = Brs+ P;
lo =(r—E)y+S; ly =13y — ps;
my = p; my = Bs;
n1 = Bu; Ng = M37.
El sistema queda de la siguiente forma:
0 =ci + lizy + lyws — myxoxs — Ny 23,
0 =cy + 319 + 43 — Moxox3 — ngxg.
Despejando z3 de la primera ecuacion y x, de la segunda ecuaciéon obtenemos
619
y
1y = 2 lats = T (5.15)

moX3 — l3

El siguiente teorema nos da condiciones para que los equilibrios no triviales se

encuentren en el cuadrante positivo.

Teorema 5.2. Sea (s, x3) un punto de equilibrio no trivial del sistemal[5.9 Si se sa-

r14ra)—e(
p1tp2

ol(ri+r2)—e(1—0o)] + a((1-0)%?+02)o

1-0)]
< T2 < p1t+p2 (p1+p2)y

tisfacen las siguientes desigualdes o[l

b(l1—o)—co

G0 o) g0y €ntonces (xa,3) es positivo.

rs rs
yu3<l’3<#3+
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Demostracion:

ol(ri+r2)—e(l—0o ol(ri+r2)—e(l—o a((1—0)2402)o T
Supongamos que % < 9 < 1+u122w2( I 4 (((MJZ“;W) Y x<ay<
T3 b(1—0)—co s
s T Gl—o) o) de la ecuacton (5.14]) observemos que

c1+ Lhixy —nmas =(r — E) + [B(r — E) — p)xy — Bua?
=(r — E)[1 4+ Bxy| — px1[1 + Bxs]

=[1+ Bxs][(r — E) — px3]

=1+ (0 4 B)mll((r + 1) — (1 — o)) — 2

s - B)e) (i + i) {a[(m +19) — (1 —0)] .

=14 («
p1 + e

de la desigualdad W < @y se tiene que ¢; + iy —nyxs < 0. Notemos que
myzy — lo =pyry — [(r — E)y + 5]

ot

ol (55 2)

:WV {@ - ((m 1) —c(1=0) , a((l—0?) +g2)>}

pitp2 u1+u2,y
fi1 + fia [ (U[(h +r) —e(l—0)] a((l-0?)+ Ug)aﬂ
=—7 (T2 — + )
o H1 + p2 M1+ pi2

ol(ritra)—e(1-0)] | a((1=0)*+0*)o
Y como Ty < P12 + (p1+p2)y

De la ecuacion observemos que

tenemos que mqixo — ly < 0, asi x3 > 0.

Co + lamy — nowl =rs + (37 — ps) s — payas
:Tg(l + ’Yl'g) — /,L3333<1 —+ "}/.%3)

.
=p13(1 + ya3)(— — 13),
M3
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ya que ;—2 < x3 obtenemos que ¢y + lyrs — nyx3 < 0. Finalmente notemos que

Mol3 — lg —BM3I3 — (B’f’g + P

B P
=Bus [333— rs ¥ ]
P
By [y - _3+_)]
Mg[g (M:% B

_,1-0 T3 ble"—c

a2 = (24 )

:(a1_0+6)u3 |:Z'3— <7‘_3+ b(l1—0)—co )] |
o M3

(a(l = o) + Bo)us

dado que x3 < ” + % se tiene que moxsz — I3 < 0, luego x5 > 0. Por lo
tanto (xq,x3) es posztwo. Q.E.D.

Nos interesa demostrar la existencia y unicidad de un equilibrio no trivial, para

esto observemos que sustituyendo ((5.14)) en (5.15) obtenemos

mixo—la mixa—la

i . (5.16)
Mo <01+l1127n1x2> _ l3

mixa—la

2
Cs + l4 <01+l1x2—n1x%) — Ny (cl+l1x2—n1x§>
Ty =

Desarrollando la ecuacion ((5.16]) llegamos a

ca(myzy — 19)? + l4(c1 + lize — nyx3)(myze — lo) — na(cy + L1y — ny3)?

To = )
? mo(c1 + Ly — nﬂ%)(ml% —ly) — ls(myxe — 13)?

multiplicando la ecuacion por mo(cy + lize — nyx3)(myze — ly) — I3(myzy — 1p)?

tenemos

[m2(01 + ll$2 — nla:g)(mlxg — lg) — lg(mla?g — lg)z]ﬂfz

= Cg(mll‘g — l2)2 + l4(01 + lll’g — nlxg)(mlxg — lg) — TLQ(Cl + lll'Q — Tlll‘g)Q

I
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q1

q2

G4

de aqui que

0=— [clmlmzxg - llmlmgac;’ — n1m1m2$4 — Cllgmgl’g — l1l2m2l’§
3 2,.2 2 2 2
—+ l2n1m2x2 — lgmle —+ 2l2l3m1x2 — l2l3$2] -+ CoM1Ty — 2027711[2.1'2

+ Cgl% + cll4m1:l?2 + l1l4m1x§ — l4m1n1x§ — lgl461 — lllgl4$2 + lgl4n1$§

- c?ng — 2¢c1linoxe — lfngzvg + 201n1n2x% + 2l1n1n2x§ — n%ngxé,

factorizando

0 :(Cglg — Cllgl4 — C%ng)

Cllgmg — 202m1l2 + clm1l4 — l1l2l4 — 201l1n2 + lglg)l‘g

+
+ (Llymg — eymymy + cam? — 2mylals + Lilymy + llyng — Bng + 2cin1ns) 25
+ (m3ls — limimy — lymang — lymang + 2lnyny) )

+

2 4

MMy — NyN2)Ts.
Ahora sean:
— 2 20 .
= CQlQ — Cll2l4 — C1N2;
= Cllgmg — 202m1l2 + Clm1l4 — l1l2l4 — 201[1n2 + l%lg;
= l1l2m2 — cymyme + CQm% — 2m1l2l3 + l1l4m1 + l2l4n1 — l%?’lg + 261n1n2;
= lym3 — lymyma — lamany — lymang + 2l1n1no;
— 2
= mimeny — NiNa.

El objetivo es probar la existencia de las raices reales del polinomio
p1(T) = Qo+ Q2 + G5 + qsTS + qus. (5.17)

De esta forma probaremos que existen equilibrios no triviales del modelo.

Primero analizaremos el polinomio (5.17)), tenemos que

qq = M1Mmaony — 713712 = ny[mimg — ning| = [uB|[uyusB — pBusy] = 0,
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por lo que el polinomio de grado 4 se reduce a un polinomio de grado 3.

p(T2) = qo + Q12 + Q3 + g375. (5.18)

Esto nos asegura la existencia de al menos una solucién real.

Los siguientes lemas seran de utilidad para demostrar que el polinomio p(x2) tiene

una Unica raiz positiva.

Lema 5.1. Siry +ry > €, entonces qo > 0.

Demostracion:

Desarrollando qo de obtenemos

o =212 — crlaly — ny
=r3((r = E)y +5)* = (r = E)((r — E)y + S)(r37 — pz) — (r — E)*(u3)
((r = E)yy+ S)ra((r = E)y +8) = (r — E)(rsy — pa)] — (r — E)*piay
((r = E)yy +9)[(r = E)rsy + 135 — (r — E)yrgy + (r — E)ug] — (r — E)?pgy
=((r — E)y + 9)[rsS + (r — E)us] — (r — E)* gy
=(r — E)r3Sy + 135 + ((r — E)y + S)(r — E)us — (r — E)*pgy
=(r — B)rsSy + 1357 + (r — E)[((r — E)y + S)us — (r — E) ]
=(r = E)r3Sy +135% + (r — E)[(r — E)ugy + Sps — (r — E) 3]
=(r — E)rsSy +r3S? 4 (r — E)Sus
=(r — E)

r—F S[Tg’}/ + M3] + 7’352.

Regresando a nuestros pardmetros originales tenemos
(r—E)S[rsy+usl+rsS* = [(ritr2) —e(1-0)][a((1-0)*+0?)] [rsy+ps] +rs[a((1—0)*+0%)]*.

Luego, por la hipotesis r1 + ro > € se tiene que gy > 0. Q.E.D.

ol(ri+r2)—e(l1—0)] 20 1-o
Lema 5.2. Si 1(Hf+m) > Hicoige Y b=% > ¢, entonces g2 < 0.
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Demostracion:

Desarrollando qo de obtenemos

G2 =lilamo — cymymeo + Cme —2mqlols + Lilymg + lalyng — lan + 2c1ning
=(B(r — E) = p)((r — E)y + S)(Bus) — (r — E)(1y)(Bps) + (r3)(17)?
—2(u)((r = E)y + S)(Brs + P) + (B(r — E) — p)(rsy — ps) (1)
+((r = E)y +9)(rsy — i) (Bp) — (B(r — E) — p)* () + 2(r — E)(Bp) (p37)
=B*(r — E)’ugy — B(r — E)upsy + B*(r — E)Sps — BSpups — B(r — E)pujisy
+ r3py? — 2B(r — E)rspy® — 2Br3Suy — 2(r — E)Pury?* — 2PSuy
+ B(r — Eyrapy”® — B(r — E)upsy — rap®y* + p*psy + B(r — E)rapy® + BraSuy
— B(r — E)upsy — BSpps — B*(r — E)?pgy + 2B(r — E)ppzy — 1 iy
+2B(r — E)ppzy
=B*(r — E)Sus — 2BSuus — BrsSpy — 2(r — E)Pu~y* — 2PSury
=BSus|B(r — E) — 2u] — [BrsSpy + 2(r — E)Pun* + 2P Sy
=BSus3|B(r — E) — 2u] — uy[BrsS + 2(r — E)Py + 2PS]
) =

—BS/l,gB r—F
-E

2u] — py[BrsS 4 2P[(r — E)y + S]]

=B*Spps {

X

it K@l% +B) (1= 02 +02) + 2002

} 1 BrsS + 2P((r — E)y + S|

) (1= 0)2+0?) (Hlj@) iy {(7“1 +m£@6(1 —o) a17<72+5]

[

T+ 1)

—e(1=0))y+ (1 —0)*+0°)]]
(58] (o () [l ]
_ 1“27 Kalg" +@> rs((1—0)” +0?) +2(51;" — ) [((r1+72)

<fu—a»m+u—of+aw]

20
a(l—o)+Bo

ol(ri+r2)—e(l1—o)]
(p1+p2)

y por la hipdtesis > Yy ble" > ¢ se tiene que g2 < 0. Q.E.D.
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Lema 5.3. Si @#ug > %(ul + p2), entonces qz < 0.

Demostracion:

Desarrollando q3 de obtenemos

g3 =(Brs + P)(uy)? = (B(r — E) — p)(uy)(Bus) — ((r — E)y + S)(Bus)(Bu)
— (rsy — p3) () (Bp) + 2(B(r — E) — p)(Bp)(ps7)
=Brsp*y? + Pp*y® — BX(r — E)upsy + Bu*psy — B*(r — E)pusy — B*Spus
— Brap®y* + By’ gy + 2B*(r — E) sy — 2B’ iy
=Pu*y* — B*Spps

=pu[Pur? — B*Sps]

B%S
=py” [Pu - QMS}
v
Pu  Sps
2 2
- 5 - 3¢
Mt e o (bleU - 0)@ B (L=0)*+0*)us
R 7
it pe | (1 —0) —co)TE (1 —0)?+ 0Py
! (a(i=a)+Ba)? 2
_mtpe 5 [(0(L—0) —co)(u+p2)  ((1—0)*+0%)ps
o | e=o)+ oy 7
it p o[ (b(1—0) = co) _(=0)*+0?)
- o ’7 _(Oé(l _ O') +50_)2(M1 +l1’2> 72 ILL3 .
(b(1—0)—co)

Luego, por la hipdtesis ((1707)22+02)M

Q.E.D.

3 > (a(1=0)+B0)2 (,ul + ,LLQ) se tiene que qs < 0.

Los siguientes teoremas aseguran la existencia y unicidad de un punto de equilibrio

no trivial

Teorema 5.3. (Ezistencia y unicidad del punto de equilibrio no trivial.)

Bagjo las hipdtesis del teoremal[5.9, si ademds se satisfacen las siguientes desigualdades

(1—0)2+02) (b(1—0)—co) ol(ri+r2)—e(l—o)] 20
T M3 > m(m + p2), (r14+12) > €y l(ufﬂw) > ai=o)4Bo

entonces existe un unico punto de equilibrio no trivial en el cuadrante positivo.
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Demostracion:

b(l—o)—co
(1-0)2+0?)aus

(a(1—0)+B0c)?

(T , por el lema tenemos que g3 < 0.

Supongamos que >

Luego
, Y 2 3\ 1y do q1 q2 3
Iim p(z2) = Um (go + qas + a3 + gza3) = lm | =< + 5+ — +¢3 ) =3
T9—00 T9—>00 200 \ X xy )

= @300 = —00.

Ya que r1+1ry > € por el lema[5.1 qo > 0, tras aplicar el teorema del valor intermedio

se deduce que p(zy) tiene al menos una raiz real positiva.

.. ol(rit+ra)—e(1—0)] 20
Para la unicidad supongamos que o) > Ai=o)iho” del lema obte-

nemos que gz < 0, ademads, como q3 < 0 se tiene que —Z—i < 0, esto nos indica que la
grdfica del polinomio p(xy) es concava en (—3%, o0). En consecuencia, el polinomio
p(x2) solo tendrd una dnica raiz real positiva.

Encontrar las raices del polinomio p(xs) es equivalente a resolver las ecuaciones
Y , por lo tanto se concluye que solo existe un unico punto de equilibrio

positivo no trivial. Q.E.D.

El teorema [5.3| nos asegura la existencia de un tinico punto de equilibrio no trivial
que satisface las hipotesis del teorema [5.2] en lo consecutivo nos referiremos a este
equilibrio como Ej(z5, z3). En la figura se aprecia un polinomio de grado 3 que
cumple con las condiciones del teorema [5.3|

Empezaremos el analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio mediante su

sistema lineal asociado, denotemos por

pi - f2 o (1 —0)? + o?)axars
214 (=2 + B)xs + vy
(ble" — C)xoms
14 (=2 + B)zs + yas

9(w2,w3) = (r1 + ro)T2 — —€(1 — o)y,

(5.19)

h(wg, 13) = r373 — p33 +

Al sistema ([5.9)), calculando las derivadas parciales obtenemos:

a —(72 0'2 xr3|x
= G = (r ) — el — o) — 2, 4 gUEaE el i,

_ a[(1—0)*+a?|[14+(a =2 +B)zs]x>
ZZN (1+(a=2+B)mo+723)? ’
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e plo)

X3
®  Dinflexicn

o raizde plx)

\ .

Figura 5.1: Polinomio de grado 3 con una raiz positiva.

Oh [bljf"—c][l—kvwg]xg
Oz~ (I4(ai=2+B)z2tvyw3)?”

Oh

=2 _c alze T2|T
| ] 6_x3 frnd 7"3 — 2M3w3 + [b o ][1+( o +/B) 2] 2

(14 (=2 +B) 2 +723)2

El jacobiano del sistema ([5.9)) esta dado por

_ _ ) _opitus a[(1—0)2+o?][1+yz3]zs al(1—0)%+0?][1+(a 122 +B)zs]as
Df = (r1+712) —e(l —0) — 282295 4 (1 (@ =2+ B)zg 1yg)? @ =T 1 B)as Fr0g)2
- b= —cl[1+ya3]es ra — g +[b1;“—cn1+<a1$+ﬁ>z21zz
(1+(a 22 4 B)zo+ras)? 3 H®s (1+(a 22 +B)zo+ryas)?

Teorema 5.4. Sir + 19 > €, entonces Ey(0,0) es un punto fuente.

Demostracion:

Supongamos que r1 + 1o > €, evaluando Ey en la matriz jacobiana tenemos que

DfEO _ (7”1 + 7"2) — 6(1 — (7) 0 7

0 T3
los eigenvalores de la matriz D fg, estan dados por:

s Ny =(r1+r)—€(l—0)=((ri+r)—¢€) +eo)y
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u /\2 =T3.

Ya que ry+1ry > € se tiene que los eigenvalores son positivos, de la definicion|2.1

se sique que Fg es un punto fuente. Q.E.D.

Este teorema nos dice que el origen es un punto inestable, lo cual era de esperar-
se, ya que una hipotesis del modelo asegura que ambas especies tienen crecimiento

logistico.

Teorema 5.5. Siry + 1y > €, entonces el punto de equilibrio F; (0, ;—2) es un punto

silla.

Demostracion:

FEvaluando E; en la matriz jacobiana obtenemos

a[(1-0)2+02] (14772 ) 22

(T1+T2)—€(1—0')+ 3 L 0
Dfp, = (1+32)
Er = (b2 —c)[14y 28] 22
I 13 ] 13 Ta — 2/1, rs
K3
al(1—0)?402| 23
(r1+7e) —e(l —0) + [ 1+v[;§]u 0
- (o) .
I4y.2 "3

Los wvalores propios de la matriz D fg, son:

al(1—0)?402| 2
" A= [(7"1+7"2)—€(1—U)]+[TE]” Y

L] )\2 = —TIs3.

Dado que r1 + 1o > € se tiene que Ay > 0 y como Ao < 0, de la definicion |2.19] se

concluye que Ey es un punto silla. Q.E.D.

ol(ritra)—e(1-0))]
12 ’ 0)

Teorema 5.6. Si (r1+71s) > €, entonces el punto de equilibrio Ey (

es un punto silla.
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Demostracion:

FEvaluando E5 en la matriz jacobiana obtenemos

o2 ol(r1+rg)—e(1—0))]
L oltritra)—c—o))]  a(o?+(-0)?) (FEEEEe)
(r1+mr2) —€e(l—0)— 2#10#2 = ;21-&-:2 . 1+( a—+,3 (0(r1+f21+u2 a))])
DfE2 = [ ][0(T1+T2) e(1— o))]]
O 7”3—|— ¢ H1tpo
o 14T e(l—o
1+(a17+ﬁ)(—[( 1Er2) ool )

o2 ol(ri+rg)—e(1-0))]
+ 1= J ( M1 FH2 )

(0[(T1+T2) c(1-0))]
) : e e s
3 +(a7+ﬁ)(w)

p1+p2

Los valores propios de la matriz D fg, estan dados por:

s N =—[(r+m)—€el—-0)]y

[blf—”—c] [0[(7'1+;i)£;2(170))]]

[ ] >\2:r3—}-

Luego, por la hipotesis 1 + ro > € se obtiene que Ay < 0, y como Ay > 0, se

concluye de la definicion [2.15 que Ey es un punto silla. Q.E.D.

Recordemos que el punto de equilibrio Es(xj, z%) satisface las condiciones del

teorema [5.3] Observemos que la matriz jacobiana evaluada en Fj esta dada por

N2, 2 - 1—0)2402] $ad
(1 — _ 2“14,_#2 « a[(1—0)“+o-][1+~yz3z]e] al( 2
Dfp, = (rtra) =i =) o 2 ¥ Qe ey +e3)? 5tye3)?
Es — [blfa—c][1+'yz§]z§ * [bliU*C] o *]I;
g ry — 2,u3333 + <

(1+(a =2 +8) w5 +y25)2 (14 (=2 +8)as+y23)2

Mediante las sustituciones [5.2 El jacobiano se expresa como sigue

_ . % S[1+~ya3)as S[1+Bxj]xd

r— B =202+ G pm ey (B3 taa))?
P14y} * P[1+Bxj]x}

T+ B+A)z-a])? "s = 2373 + 3 Bagryen

Dfp, =

dado que Ej satisface las ecuaciones (5.12)), despejando r y 73 de ((5.12)) y sutituyendo
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en D fg, tenemos que

—uzt + —Saf(14+Bas+vyx3)+S[1+yai]ad S[14+Bx3]x}
Dfp = HLa (+Baj+723)? (T+Ba5+723)?
3 Pl+yasles — ozt + —Pea(tBrgtyad)+ Pllt Bojled
(T+B+P)73+75)2 Hats (1+Baj+ya5)”
ot — BSxixy S[1+Bazj)xs
_ HTy (14+Bxi+vyx3)? (14+Bxj+vyx3)?
Plt+ya3lay et — — Pyxsag
A+ Brai+yal)? H3T3 = A5 Bagtya3)2
La ecuacion caracteristica esta dada por
kL k k Lk
_ * BSzyas * Pryayry
0 =(—px; — g — A (s — 7 M)
(1+ Bxj + yr3) (1+ Bxj + yr3)

P[1 4 ~aj]x}
(1 —l—B-i—:U; +’}/QJ§)2

S[1+ Bxj)zs
(1 + Baj + 7a3)?

—(

) )

BSxix} Praiaxl
:)\2+ $*+ 23 + x*_'_ 23
Wt T3 Bag + e % (05 Bag + 20y
. BSzias . Prasas
+ (s + 258 Y (s + e 2

(1+ Bxj + va3)?

P[1 + ~aj]x}
(1+ B+ x5+ 7x§)2>(
BSx5as

+ ps3ry +
(L Bay + a3 "
Pryzias

o BSx5as ) Pryxixs )
(1+ B+ x5 +~yx%)? (1 + Bxh + va3)?
— P[1 + ~aj]z} ) S[1 + Bxjlzh )
(14 B+ a5+ va3)?" (1 + Bah + va3)?
Pryzias

BSx5xs
(1 + Bxh + ~ya3) (1 + Bxj + ya3)?
SBxsxs

Pryzias
(1 + Bxh + ~a3)? 1+ Bxb + yx3)?
PSaias
(14 Bxj + yr3)?
BSx5xs Pryxsxs )
(1+ By + vyai) (1 + Baj + ya3)?
Puryzy o} BSusiry PSxixs

+ppzryTy + + - :
RS Tots T U Bag +ya)? (14 Bag +vay)? (1 + Bag + yay)?

(1 + Bas + ya3)?
S[1 + Bxj)s
(14 Bxh + ~va3)?

= )
Pryzias

1+ By + yx3)?
BSx5xs

(1 + Bab + ~a3)?

=\ + (pah +

)A

)(p33)

=\ + (uzy +

A
)

5 + p3Ts +

+ s (paas + ) + u3l’§((

=\ + (pzy +

5+ sy +
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Ahora, sean

BSzixs
(1 + Baxl + ~va3)

Puryas x BSpsaiey B PSxixy
1+ Brs+723)2  (1+Brs+723)?2  (1+ Bay+ya5)"

ap = [LP3T5Ty + (
entonces la ecuacion caracteristica queda como
N+ ai\+ag = 0. (5.20)

Los siguientes lemas seran de ayuda para probar la estabilidad del punto de equi-

librio no trivial Es.

Lema 5.4. Dado el punto equilibrio no trivial Es(x%, 23). Si (14 (a=2+6)x3+va3) >

OO engonces aq > 0.

Demostracion:
Supongamos que (1+ (a— xy+yah) > \/(b (1=o m+u21u§)2+g de la ecuacio’n
tenemos que
G0 = pta & Puyay aj BSpswywy  PSiag
0 (U4 Bag +y23)?  (1+ Bag +va3)? (1 + Bag + va3)?
. PS Ppywyey  BSpsrirl
=T5T —
P\ T 0 Bay a3 T (0 By + a3 (L Bag o+ yap)?
2
= 1+ Bxj + ya3)” — PS) +
(U5 Bay g sl H Bo 00 = P9 4 (s
i BSNS%%
(14 Bxj + ya3)
2
[ii3 T3 . ow3 PS ) Puyay
= 1+ Bxg + ya3)” —
(Hﬂﬁ+ww(( 2 ) 0T Bay
BSM?,xzxs

(1 + Bzl + ~va3)?
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PS

@> , regresando

Observemos que el signo de ay depende de ((1 + Bah + ya3)? —

a los pardmetros originales tenemos que

. i PS l—0o . . b2 — o) (1 —0)? + o2
(1+ Baj + ya%)? — i =1+ (« )5 +ya5)° — o g1(£E2N3 : )
l—o (b(1 —0) —co)((1 —0)*+c?)

= (1+ ( + B)as + yah)® —

(p1 + p2) s

Luego, como (14 (a=2 + B)x} + yx§) > €/(b(1—a)&ji)}§(21);§)2+gz)

— * * b(1—0)—co)((1—0)2+02 .
(=2 + B)as + ya5)? > (& )(#1+)/(L(2)u3) 70 st ag > 0. Q.E.D.

se tiene que (1+

Lema 5.5. Dado el punto de equilibrio no trivial Es(z3, x3). Si M8225 > pgal y

(1—0)%+0? b(l—o)—co (1-0)%40% (b(1—0)— ca)((l a)2+0?)

v a(i=o) 8o ~ 5 i @(1=0) 1Ao7+ (0 21 e Tret)as entonces at >
461,0.
Demostracion:

Desarrollando a? tenemos

BSxiz} Pryxix 2
2 * 2+3 * 23
e ((W2+ (1+ B +7x§)2) i (“3:63 T +B:c2+vx§>2>)

( ‘y BSxix} )2 49 ( - BSxiah >
—= €T X
H2 T 1Y Bas + ah)? M T Bay + )

% Pryxiay * Prxyxy ?
T3+ + T3+
(MS ° (14 By + ya3)? Hats (14 Baj + ya%)?

( ., BSu )2_%2 PPN o i

= px 5T x

P A Bay v a2 ) R T RO B 1 )
BSaixy Pryaias BSaixs

+ 2usxh +
B (U Bay + 7a3)? (1 + Bay +va3)? (1+ B + yay)?

Pryaias ?
L+ B + 7$§)2)

BSx5x; BSx5as
(14 Bxj + vyx3)? <(1 + Bah + v
Puvyay 5 BSpsaiay 5 BPS~as xy
(14 Bas +vz5)*  (1+ Bay+v25)? (14 By +ya3)!

Pryzias Pryxias 2
(14 Bz + yx3) <(1 + Br; + 7$§)2>

+ (#3$§ + (

2
*2 *
=p’ry + 21} )2> + 2pps5w;

+2

*2 *
+ g3y + 24373
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2 2 2
2 BSpxy 5 B2S%z% a3

2, % x %
T N A Byt yag)? | (Lt Bag +ag)t | TR
49 Pu7x§2x§ BSu3x§x§2 BPvafx;f
(14 By +ra3)*  (1+ Bag+ya3)? - (14 Baj + ya3)!
Pugyryy P y2s s

+ ey +2

(1+ Bxy +vyx3)? (14 By + yas)t

por otra parte, desarrollando 4ay tenemos que

Puryay BSpsxiay PSxixy
dag =2ppzrsrs + 2 +2 -2
PR T Bry £ T T (L4 Bay+yay)? (L4 Bag +7a3)°
P *2 % l}:; * K2 }j:; %,k
st + 2 lez T3 — 19 M:i%% —_— 9 ffﬂ?, —
(1 + B + ya3) (1 + B + vya3) (14 B + ya3)
dado que @ﬁz > psxy de las sustituciones se sigue que

sy > ps
(s — p)? >0
kK *2
prrox® — 235w + ,u%x;; >0

*2 %, %
prrox® + u§x3 > 23 THTy
del hecho que (1_‘72:+U2 > 58:3;; tenemos dos desigualdades y ocupando las susti-

tuciones obtenemos

v a(l — o)+ fo
(1—-0)%+o0? - ble"—c
S P
v B
SB > Py
,ux*Qm*2 qu*zx*z
2 L3 2 L3
B >2 P
(14 Bz + yx35)? (14 Bxj + vyx35)? 7
%2 %2 %2 42
SBuxy } 5 Prypxy o}

>
(1+ Bwy +vx3)* = (14 Baj + ya3)?
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b(1—
(

a(l—

o)—co > (1-0)?24+0% (b(1—0)—co)((1—0)2402)
o)+Bo v p3(a(l-0)+Bo)y(1+(a 72 +B)zs+yw3)z]

las sustituciones

finalmente como -y ocupando

b(l—0)—co (1-0)+ao* (b(1l—=0)—co)((1 —0)*+0%)
a(l —o) + o Y (a(l —o)+ 0)#37(1—%(041 2 + B)zs + vr3)
bI;”—c>(1—0)2+02_ (=2 —c)((1 =0)* +07%)
ais? + gl (@57 + B)usy (1 + (a52 + B)as + ya3)
Ps. Ps
B~y " Bup(1+ Bag+ 2}
P
P~y > BS — 5 - .
paz3(1 + Bag + yry)
it psziay PS
3Tox3 273
Pvy)>2 BS —
(1 + Bzj + vya3)? () (1 + Bzj + vya3)? ( Bus(1+ Bxj + vx’s‘)wé)

Pusyzias BSpsairy PSaias

>
(1 + Bab + va5)? (14 Bxj + vyx3)? (14 Bz + vyx3%)3

se sigue que ai > 4ag. Q.E.D.

Teorema 5.7. Dado E3(x3,x3), el punto de equilibrio no trivial, bajo las hipdtesis del

teorema. Si (1_’_(051?70'_’_5)%;_’_71-;) > €/(b(1—a)—ca)((l—a)2+02); M1+M2 >x< > ,U3.T3 y

(B1tp2)ps
(1—0)2+02 b(l—0)—co = (1—0)2+02 . (b(1—0)—co)((1—0)240?)
¥ a(l-o)+po v ps(a(1=0)+Bo)y(1+(a 52 +B)as +vyz3)ws

localmente asintdticamente estable.

entonces Fs es

Demostracion:

Supongamos que se cumplen (1 + (ozle” + B)xly + i) \/(b (1—c u?jru(zl)ug)2+02)’
p1tpe * (1—0)2+02 b(l—o)—co (1—0)*40% (b(1—0)—co)((1—0)240?)

AT BT Y T 2 it Ty ma(alieo) Ben (L@ e A e

Fvaluando Es(x5,x3) en la matriz jacobiana obtenemos

% BSxz3xy S[1+Bxj|x3
ULy — Ao H T T L RF Lo® 2
DfE _ (1+Bzj+yzh) (1+Bzi+vyzh)
’ __Plgyaglay S
(+Btaj+yal)? M3 = T Bag+ras)?

el polinomio caracteristico de esta matriz estd dado por , ast los eigenvalores

quedan determinados por

N Tw +ai—4ay  —a L Va2 — 4ag
B 2 B 2 '

2
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Del lema tenemos que at > 4ag, ademds, por el lema se obtiene que
a; < +/a? — 4ay, por lo tanto, los eigenvalores son negativos. Luego de la definicion
[2.15, E5, es un sumidero, mds ain por el teorema[2.8 tenemos que Es es localmente

asintoticamente estable. Q.E.D.

El teorema afirma que el punto de equilibrio no trivial es localmente asintoti-
camente estable. Este resultado biol6gicamente es muy importante, ya que garantiza
que ambas poblaciones tenderan al nivel del equilibrio al transcurrir el tiempo si las
poblaciones empiezan "muy cerca"de este punto. Aunque el resultado del teorema
es importante, tiene la debilidad que solamente es local. Nos interesa un resulta-
do global, para probar esto primero un analisis sobre las ceroclinas, ocuparemos las

ecuaciones y la definicion [2.23]

Para la x9 — ceroclina tenemos

ng
= _FE)— e S
0 =aallr — E) — sz + ot
:ﬁ [(r— E)(1+4 Bz + vyxs) — u(l + Bxg + yas)xra + Szs]
2 3
x
:HT;"YJT?, [(r— E)+ B(r— E)zs + (r — E)yzs — pas — Buz? — pryzoxs + Szs]
x
T B, 7oa; 7~ B) + (Bl = B) = way = Bual + (= E)y + S)as — pryzaws)
x
:H—Tj%—wg [(r = E) + (B(r — E) — p)wg — Buas + [((r — E)y + 5) — pywa]x3]
X
:m [((r = E) + (B(r — E) — p)xa — Buaj — [pyrs — ((r — E)y + 9))as]
_wofpymy — ((r = E)y+ 9)] [(r = E) + (B(r — E) — p)wy — Buaj 333}
1+ Bxy + a3 i pyze — ((r— E)y +9)
:xg[u’yxz —((r—=E)y+9)] [(r—E)+ B(r — E)xs — pxo — Bux3 e
1+ Bz + yx3 I uyxs — ((r— E)y + 5)
_ afpymy — ((r — E)y + 5)] [(r — E)[1 + Bro] — pas[l 4+ Bxy] 3}
1+ Bxg + yw3 I pyxs — ((r = E)y +5)
_mafpyzy — ((r — E)y + 5)] [[(r — E) — pas][1 + Bxg] 3]
1+ Bxa + ya3 L pyze — ((r — E)y+5)
:xzu’Y [962 - 7((T_5)77+S)} M [% - xz} [1 4+ Buxs] N
1+ By + 3 Ly [m B (T_ﬁ)fs} 3
r—F S r—E 7
o (50 )] [ oo
14+ Bxo +~vx _ (r=FE S
BT 7[@ <# JWWH |
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Ademas, las x9 — ceroclina estan dadas por la recta xo = 0y por la curva x3(zy) =
|22 —a5][14 Bxo]

o= (55 +35)]

x2_<'r—E+ﬁ> :%_((r1+r2)—e(1—a)+(1_0)2+02)

. Por otro lado, tenemos que

ooy bt ttiey
. (0[(7“1 +r)—e(l—0)] o((1-0)*+ 02)>
= 2 — *
fi1 + fio (b1 + pi2)y
Luego, del teorema tenemos que, xo — (% + %) < 0, ademaés
r—F (r1+re) —e(l —o0) ol(ri +r2) —e(1 —0o)]
— 2= H1tp2 — T2 = — X2
H = M1+ pi2

r—F

y por el teorema tenemos que, — 29 < 0. Esto nos indica que la curva x3 =

r—E 1+B . .
[”?*w divide al cuadrante positivo en dos regiones, la region a la derecha de

7[Z2_< % Tun

la curva cumple que zf, < 0, es decir, el campo vectorial apuntara hacia la izquierda,

mientras que la region a la izquierda de la curva cumple que z/, > 0, en esta region el

campo vectorial apuntara hacia la derecha.

Para la x3 — ceroclina tenemos que

0 + Pl‘z
=T T — x
’ ’ Hats 1+ Bl‘g + Y3
T3
= ra(l 4+ Bxo 4+ vaa) — paza(l + Bro + vxs) + Px
1+B:172+7m3[3( 2+ 7T3) = HaTs 2 +723) 2]
T3 ,
- B — Hsr3 — B — +P
1 + Bxy + v [TS + Dr3To + I3yTs — U3T3 U3Tals — U37YT3 x2]
T3 )
— T + T — Ta — €T + B,r- + P _ B rlz
1+ Bxy + yx3 [ 3+ (137 — p3)xs — psyws + [(Brs ) s3] 2]
I3 )
1+Bxg+7x3[3 (r3y — ps)ws — payws — [Busws — (Brs )] 2}
_ w3[Buszs — (Brs + P)] [rs + (r3y — ps)rs — puzyas . ]
1+ sz + vxs3 i B,U,3x3 _ (BT’g + P) 2
= 3[Bpsts — (Brs + P)] [rs + rsyxs — psas — psyas x ]
_ w3[Buszs — (Brs + P)] [[rs — paw3][1 + yas] }
1+ Bxy + yas | Busxs — (Brs + P) 2
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oo (3 )] [ [ oo

1+ Bxg + y3 B[x3—<’"3 _|_B_>}
H3

Observemos que las x3 — ceroclina estan determinadas por la recta z3 = 0 y la

curva Ty = B[[ZZZS} [Hf‘?’;} . Por otro lado, tenemos que

i T By

:xg_(m (b(1 = ) = co) )

ps - (a(l=o)+ fo)us

Luego, por el lema se tiene que x3— (’"" + —) <0y ;—; —x3 < 0. Asi la curva

Bps

[B-as] e divide al bri q d : ! . :
To = B[ ( TP )] 1vide al primer cua rante en dos regiones, €n la region superior
r3—|( 2 +5—
n3 - Bpg

de la curva el campo vectorial apuntaréa hacia abajo, mientras que en la regiéon inferior

el campo vectorial apuntara hacia arriba.

En la figura se muestra un diagrama de las curvas ceroclinas y como dividen
al cuadrante positivo en 4 regiones: en la region [ el campo direccional apunta hacia
el suroeste, en la region 11 el campo apunta hacia el sureste, en la region 11 apunta
en direcciéon noreste y en la region IV hacia el noroeste.

Una implicacién del anélisis de las ceroclinas es la region invariante positiva, para

esto veamos el siguiente resultado.

Teorema 5.8. Bajo las hipdtesis del teoremal5.5, dado Q = {(9,13) € R?| 0 < 5 <

ol(ritra)—e(1-0)] | a((l1-0)2+0%)o
p1Hp2 (p1tp2)y

T b(l—o)—c
y0<ag< —l-( = 0)+Ba)u +. Se cumple que 2 es un

conjunto imvariante positivo para el modelo .

Demostracion:

Dada la definicion[2.3 debemos probar que para el flujo ¢, del sistema[5.9 se cumple

que ¢(Q2) C Q para todo t > 0. Sea (2, x3) € Q, observemos que es suficiente probar

que el campo vectorial de (@ apuntard hacia su interior. Observemos que las rectas
_r b(l—0)—c

Y T3 = 0+ G-

xy — ceroclina y x3 — ceroclina respectivamente; por lo que ) queda dividido en 4

al(ritra)—e(1-0)] + a((1-0)*+0?)o

T R } son las asintotas de

To =
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X3

i 1
x3<0 x5=<0
x3>0 x3=<0
sureste suroeste

] v
x3>=0 x3=0
x;>0 x5<0
noreste
0 | X3

Figura 5.2: Division del plano por las curvas ceroclinas, en rojo las x3 — ceroclinas,

en azul las x5 — ceroclinas.

regiones, las cuales estan determinadas por:

[(r1+7p)—e(1=0)] -
I [a : uf—&-u; - _I2][1+(0‘10"+5)m] < a[(ri+re)—e(1—0)] a((1—=0)%+02)o
: al(ry+ra)—c(=0)] | (1—0)%+0? 2 + +
7[m2,< Lt =l )} 1tz (ptp2)y

[5*%] [1+7zs] b
K3 r3 (1—0)—co
<y < g Mlo—co
l1—0o _(r3 (b(1—0)—co) 1—0)+
o= -‘,—ﬁ) |:CC3 <M3+7(a(1*0')+[35)u3):| M3 (O{( U) IBU)AU‘S

Y1

[elrtraeen .1y (o122 4 g
1. 0< Ty < [xz_u(l:[2?1+r2)—6(1—0)]+(1—0)2+02)]

’]: ] p1tuo ny

23 —xg | [14y2s) b

K3 T3 (1—o)—co

Y1 o oG V] <3< ;T Gisos :
(252 +8) o= B+ it tmes )| pe - (ellmo)tios

[w,x ][1+(a1*70+/3)z ]
1 i 2 o 2 rg 4 b-o)—co
IIT. 0 <1y < [oa— (ACERe0=00 | (=o]74o7)] yO <z <+ Goorisom:

v (D) Y

P i L G )
: o[(r14+r9)—e(l—0)] |, (1—0)2+02
7[127< e (+ )w )]
3 b(l—o)—co
y0 <3<+ Gao)riBoms

ol(ri+ra2)—e(l—o)] a((1—0)?+0?)o
prtpe (B1tp2)y

To <

Del andlisis de las ceroclinas tenemos que la region I apunta en direccion suroeste,

la region I apunta en direccion sureste, la region 111 apunta hacia el noreste y la
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region IV hacia noroeste, esto nos indica que en cualquier punto de la region el
campo vectorial siempre apuntard hacia el interior de 2. Por lo tanto, la solucion

¢1(xg, x3) € Q para todo t > 0. Luego, ) es un conjunto invariante positivo. Q.E.D.

El teorema [5.8 nos asegura la existencia de un conjunto invariante positivo, po-
demos apreciar esta region en la figura Un resultado inmediato nos asegura la

existencia y unicidad de soluciones en esta region.

T
Y
PR

S
(1)
PR R E N )
L g
FE R E e a]
LN A FF
POE R R e
rr’.p_p,le‘:]
p—

A

R T o
O
L A W
LI S

"
v
T
1
L

S e ke t——]
g

L T T T T T T T T T B B A
LI T R . T T T T T TR T I |
L T T T T T A
D
¥ ¥ FFF FF F or oy s
A4 A A A A A A A A A A d A
f
i

Kl
Ll
El

W 4 A4 A & A 4 4 4 4 4 4 9
L N T T B T |
L e T T T T T T A |
A% A A 4 A A 4 & 4 4 4 1
LN A L

L N T T T T T T |

d d d & & & F F F F ¥F F §F & & & 4 d
A d d ddAAAAA Ao Ao d A

"
"
L]
L]
L]
]
]
d

Figura 5.3: Campo vectorial en la region (2.

Corolario 5.1. Bajo las hipdtesis del teorema[5.3. Dada cualquier condicion inicial,

O(29,29) € Q, el sistema tiene una tnica solucion ¢i(z9,x3) en Q.

Demostracion:
Dado que el sistema cumple con el teorema de existencia y unicidad en R2,

por el teorema tenemos que dada una condicion inicial O(z9,x3) € Q, la solucion
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oi(29,29) € Q, para todo t > 0. Por lo tanto, el sistema cumple con el teorema

de existencia y unicidad en Q. Q.E.D.

Ahora probaremos que el sistema (5.9)) es globalmente asintéticamente estable en

), para esto descartaremos la existencia de orbitas periddicas en (2.

Teorema 5.9. Bajo las hipdtesis del teoremal5.3, dado el conjunto invariante positivo
Q descrito en el teorema se cumple que el sistema (@) no presenta orbitas

periodicas en €.

Demostracion:
Sea B(xy,13) = ﬁ, observemos que B € C1(Q) y que 2 es simplemente conezo.

Denotemos por G(xa,x3) = (g(x2, x3), h(x2, x3)),al sistema reducido, donde h y g se

definen como en las ecuaciones[5.19, observemos que

0(Bg) | O(BI)

( ) 8.232 81‘3
1—0)2+02)azsx
0 (114 ro)as — tiginst 4 L — 1 = 0)n) (555))
o 3x2
9 (ble"fc)xgzg 1
n 9 (<T3x3 — a3+ 1+(a1%"+5)x2+7x3> (902903>>
8I3
[(r1ra)—e(1=0)] _ pbuz (1=0)*10%)a
_a < x3 ox3 T2+ 1+(oc1fT‘7+/3)962+’Yﬂ?3>
8.172
9] (’"—3 — By + otbe )
n o zy 3 1+(a1?7"+5)ac2+7x3

81'3
_ mtpe a(-0)+0) (@ +8)
oT3 (1+ (OéleU + B)wg +yw3)? w2

Para cualquier (xq, x3) € Q se tiene que V- (BG)(x2, z3) < 0, luego por el teorema

se concluye que el sistema @ no presenta orbitas periodicas en ).  Q.E.D.

El siguiente teorema es el resultado principal del trabajo de tesis y nos afirma que

no importa que condiciéon inicial tomemos en la regiéon () siempre alcanzaré el nivel
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de equilibrio al transcurrir el tiempo.

Teorema 5.10. Bajo las hipdtesis del teorema el punto de equiltbrio no trivial,

E(xz5,x%), es globalmente asintdticamente estable en Q.

Demostracion:

Sea ) como en el teorema Y (xg,x3) € Q, del teorema tenemos que no existen
orbitas periddicas en ), por el teorema(2.11] tenemos que el conjunto w —limite estard
dado por un punto de equilibrio. Por el teorema sabemos que en ) solo existe un
punto de equilibrio, E5(xh, x3). Ademds, del teorema sabemos que V - (BG) < 0,
aplicando el teorema tenemos que para la solucion ¢i(xq,x3),

tlg& Pi(x2, 23) = (23, 23).

Por lo tanto, el sistema es globalmente asintdticamente estable en 2. Q.E.D.

El teorema [5.10| es de suma importancia biologica ya que, bajo las condiciones
dadas, garantiza la coexistencia de plantas que enganan con su polinizador; es decir,
ambos pueden convivir sin ningin riesgo de que alguna o ambas se extinga. Dentro

de las implicaciones biologicas de este importante resultado podemos citar:

I. No importa que tan pequeno sean las poblaciones siempre alcanzaran un nivel

de equilibrio donde ambas coexistiran.

I1. La planta siempre puede enganar al insecto hasta lograr un beneficio maximo

sin el peligro de llevar al polinizador a la extincion.

III. En términos evolutivos, la planta puede disminuir significativamente la clase

que produce recompensa y convertir la especie en practicamente parasita.

I6)
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Capitulo 6

Simulaciones numéricas

Nunca uses a un humano para hacer el trabajo de una mdquina.

A. Smith
La simulaciéon es una técnica numérica para realizar experimentos en una
computadora, estos experimentos involucran ciertos tipos de modelos mate-
méticos y logicos que describen el comportamiento de sistemas de negocios,
econémicos, fisicos, biologicos, sociales, etc. Ocuparemos la simulaciéon para
visualizar los resultados mas importantes del capitulo 5, las figuras mostradas

se realizaron mediante el lenguaje de programacion phyton.

En los capitulos anteriores se han presentado algunas simulaciones. En el capitulo 2,
podemos apreciar las figuras v [2.4], las cuales son curvas soluciones de los ejemplos
y [2.3] En el capitulo 3, la figura [3.1], es la simulacién de un sistema dinamico, el
cual es regido por un modelo logistico, ahora nos enfocaremos en simular cuestiones
importantes de nuestro modelo.

En el apéndice [A] se presentan algunos codigos los cuales pueden servir de guia

para aquellos interesados en modelar mediante Pythons.

6.1. Simulaciones numéricas en R?

El teorema nos asegura que sin importar la condicién inicial que se tome en

la region €, la solucion tendera hacia el punto de equilibrio (x9,*, x%), la figura
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muestra una simulaciéon de este resultado con los siguientes parametros r; = 9.0,
ro=5.0,r3=5.0,a=4.0,b=5.0,c=3.5, uy =0.5, up = 1.0, uzg =2, 0 = 0. 3,
e=15a=0.5 =0.01,v=0.3.

Figura 6.1: Diagrama fase del sistema ({5.9)) con diferentes condiciones iniciales y el
punto de equilibrio no trivial que es globalmente asintoticamente estable. El origen
del plano se encuentra ubicado en la parte inferior izquierda de la region (2.

Para esta simulacion, el parametro r; = 9.0 ecologicamente significa que de la
especie de plantas, nacen 9 plantas del primer grupo. De manera similar ro = 5.0,
expresa que de la especie de plantas nacen 5 plantas que enganan. Analogamente,
para los insectos r3 = 5.0 significa que por cada insecto nacen 5 descendientes. El
término o = 0.3 nos indica que de 10 plantas 3 de ella enganaran y 7 ofreceran
recompensa. Los términos de competencia, ecolégicamente nos dice que por cada

encuentro que hay entre las especies mueren una determinada cantidad de individuos
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de su especie. Asi, iy = 0.5y o = 1.0, significa que por cada dos encuentros entre la
especie de plantas muere 1 planta que ofrece recompensa y por cada encuentro entro
entre la especie de plantas muere una del grupo que engana. Similarmente, us = 2
significa que cuando los insectos compiten, mueren dos de ellos. Los términos a, b y
¢ miden los encuentros efectivos, es decir los encuentros que ayudan al aumento o
disminucién de las poblaciones. Asi, a = 4. 0 significa que con cada encuentro efectivo
entre las plantas que ofrecen recompensa y los insectos nacen 4 plantas que ofrecen
recompensa, b = 5.0 nos dice que por cada encuentro efectivo entre los insectos y
las plantas que enganan, estas tltimas aumentan su poblaciéon en 5. Similarmente,
¢ = 3.5 significa que por cada dos encuentros efectivos entre insectos y plantas que
enganan mueren 7 insectos. Para los términos presentes en el término de saturacion
tenemos que « = 0.5, nos dice que cada insecto tendra la capacidad de visitar solo
la mitad de las flores de una planta, g = 0.01 significa que después de visitar a 100
plantas que enganan, un insecto aprenderd a reconocerlas y evitarlas, v = 0.3 nos
indica que los insectos tienen la capacidad de visitar solo a un tercio de las flores de
las plantas que enganan. Finalmente, el término € = 1.5 nos indica que en promedio

muere mas de una planta a causa de la producciéon de polen o néctar.

Los valores dados para la simulacion de la figura[6.1], cumplen las condiciones de los
resultados obtenidos en el capitulo 5, por ejemplo, el teoremal5.7 tiene como hipotesis,
r1 + 19 > €, el cual nos dice que la tasa de nacimiento de la especie de plantas tiene
que ser mayor al costo biolégico por produccién de recompensas, para esté simulacion
vemos que ;1 + 1o = 9.0+ 5.0 = 14.0 y € = 1,5, por lo que la hipotesis se satisface.
En el lema 5.2 el cual es de importancia para mostrar la estabilidad local del sistema
en el punto de equilibrio no trivial, se toma como hipo6tesis que ble" > ¢, esta
condicién nos dice que el beneficio obtenido por visitar a las plantas que ofrecen

recompensa debe ser mayor al costo por visitar a la especie de plantas que enganan,

1-0.3

0.3 ) =11.67y c = 3,5, por lo que esta

en esta simulacién tenemos que ble" =5.0 (

condicién también se satisface.

Un factor importante en este modelo es el costo biologico que sufren las plantas

por producir recompensas florales para sus polinizadores, en la figura [6.2] apreciamos
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(a) (b)

6 1 6 1
4 - 4-
X3 X3
2 2
0 0 1
T T T T T T T T T T
)] 1 2 3 4 )] 1 2 3 4
(c) (d)
6 7 6 1
44 44
X3 X3
2 7 2 1
e 0
T T T T T T T T
)] 1 2 3 )] 1 2 3
X3 X3
Figura 6.2: Simulaciones para diferentes parametros de epsilon: (a) € = 0.0, (b)

€=3.0,(c) e=5.4,(d) e=T7.85.

como se mueve el punto de equilibrio para diferentes valores de €. Podemos observar
que las hipoétesis de los resultados expuestos en el capitulo 5 aseguran la coexisten-
cia de las especies, lo cual se ha estudiado en diversas plantas que presentan este

comportamiento como lo son la Papaya Carica y Begonia Gracilis.

En la figura podemos observar como el costo hacia los insectos, producido
por las interacciones con el grupo de plantas que no ofrecen recompensa, es decir
que debido a que visitan a las plantas que enganan no pueden obtener néctar o
alguna recompensa que es necesaria para que su poblaciéon aumente, esto afecta a la
dindmica entre ambas especies, de tal forma que si ¢ es demasiado grande, el equilibrio

no trivial podria no existir, esto produciria que no fuera posible la coexistencia entre
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las especies, lo cual puede llevar a que los insectos dejen de visitar a las plantas,

afectando negativamente el aumento de poblacién de la especie de plantas.

(a) (b)

6
6_
4_
X34_ X3
2_
2_
0 0
T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(c) (d)
.- [
2
3 -
X3 X3
2 ] -
l_
04 04
T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X2 X2

Figura 6.3: Simulaciones para diferentes valores de ¢: (a) ¢ = 0.0, (b) ¢ = 4.0, (¢)

c=17.0,(d) c=11.66.

Por otro lado, el aprendizaje de los insectos, el cual es medido por el pardmetro
B, es otro parametro de interés. Las simulaciones sugieren que la coexistencia es
posible para bajos niveles de aprendizaje, si los insectos aumentan su capacidad de
aprendizaje, estos dejarfan de visitar a la especie de plantas, haciendo asi que la
dindmica entre ambas especies peligre, ya que fuera de la region €2 no puede asegurarse
la coexistencia entre las especies. Por ejemplo, si se presenta un fenémeno externo

(incendio, huracan, etc.) que perturbe el ecosistema las poblaciones pueden salir de

Q.
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(a) (b)
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3_ /
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1 4
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0 1 2 3 4 0 1 2 3
(c) (d)
3 — —
2 217
X3 X3
1 17
04 — 04 -=-J
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3
X3 X3

Figura 6.4: Simulaciones para diferentes valores de f: (a) 8 = 0.0, (b) 5 = 2.0, (c)
c=7.0,(d) f=15.0.

6.2. Simulaciones numéricas en R?

El analisis del modelo se realizé en R?, estos resultados se pueden interpretar en
R? mediante el cambio de variable propuesto en la reducciéon del sistema. En
esta seccion se simulara el comportamiento de algunas curvas soluciéon y de puntos
de equilibrio en el espacio, para esto vamos a variar los parametros de interés e, c
y . Los cuales modelan el costo biolégico por producir recompensas por parte del
primer grupo de plantas, el costo biologico que sufre el insecto al visitar a las plantas
que enganan y el aprendizaje de los insectos identificando a las plantas que enganan,
respectivamente. Estos parametros son de interés biologico ya que en la literatura

(véase [26], [2], [6] v |7]) se estudian fenomenos ecolégicos relacionados a ellos.
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Figura 6.5: Curvas solucién en R3.

En la ﬁgura se muestran 4 curvas solucion en R?, se puede apreciar su compor-
tamiento tendiendo al punto de equilibrio del sistema, los valores de los parametros
utilizados para esta simulaciéon son: 1 = 6.0, 7o = 4.0, r3 =15.0,a = 4.0, b = 5.0,
c=35 11 =05 pu=10,u3=30,0=0.3,e=0.5 a=0.5 5=0.01,y=0.3,
en esta simulacién se observa que se preservan los resultados del capitulo 5, lo cual

es una consecuencia del cambio de variable (}5.2]).

Para las siguientes simulaciones se toman valores que satisfacen las condiciones
de los resultados del capitulo 5. Los valores fijos son los ocupados para realizar la

simulacion de la figura [6.5]

En la figura en rojo, se muestra en el espacio los puntos de equilibrio no
triviales del sistema, podemos apreciar que a mayor valor de € los puntos tienden a
decrecer. En azul se observa una curva que depende de €, la cual estd compuesta por

puntos de equilibrio no triviales, esta curva es decreciente para valores de € compren-
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3.00
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Ex

2.85

2.80

2.75

Figura 6.6: Puntos de equilibrio variando € con: € = 0.0, ¢ =3.0, ¢ =5.4, ¢ =7.85

didos entre 0 y 7. 85, podemos notar que el primer grupo de plantas, las que estan en
relacion mutualista son las méas afectas en la dinamica, cuando el costo por producir,
polen 6 néctar aumenta, esto es debido a que €, es el parametro de costo biologico

por producir recompensas que sufre este grupo.

En la figura [6.7 podemos apreciar cuatro puntos de coexistencia en color rojo. La
curva azul estd dada en funciéon del parametro ¢ para valores entre 0 y 11.66, esta
curva nos muestra como se mueven los puntos de coexistencia en el espacio, podemos
observar que la curva es decreciente y que la especie de insectos es la que mayor se ve
afectada, esto es debido a que el parametro ¢ mide el costo que sufren los polinizadores
al interactuar con el grupo de plantas que enganan.

En la figura[6.8 observamos en rojo el comportamiento de 4 puntos de coexistencia,
los cuales decrecen, esto se debe a que el parametro  varia de 0 a 15. En azul
observamos una curva de puntos de equilibrio no triviales con pendiente negativa.

El pardmetro g mide el aprendizaje del insecto por lo que la especie de plantas se
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Figura 6.7: Puntos de equilibrio variando ¢ con: ¢ = 0.0, ¢ =4.0, ¢ =7.0, ¢ = 11.66.

ve afectada al aumentar el aprendizaje, ya que el insecto evitara visitar a la especie
debido al enganio que sufre por el segundo grupo de plantas, el cual no ofrece ninguna
recompensa beneficiosa para el insecto. Sin embargo, también se puede observar que en
esta simulacion los insectos también son afectados por el aumento de aprendizaje, esto
nos indica que en esta simulacion el insecto visit6 en mayor medida a las plantas que

enganan, por lo cual el insecto se vio afectado al no obtener recompensas necesarias

para el aumento de poblacion.
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Ex

Figura 6.8: Puntos de equilibrio variando S con: 5 =0.0,3=2.0,3=17.0, 5 = 15.0.
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Conclusiones

La polinizacion es un proceso natural fascinante, de la que surgen diversos tipos
de interacciones como se muestra al inicio de este documento, no deja de fascinarnos
la excepcional capacidad de las especies involucras a adaptarse y evolucionar a los
diversos sistemas de interaccion que existen. En este trabajo de tesis planteamos un
nuevo modelo matematico regido por ecuaciones diferenciales ordinarias, mediante el
cual buscamos responder algunas preguntas sobre la interacciéon entre una especie de
plantas que enganan y alguna especie de insectos polinizadores.

La primera pregunta, ;Qué tan costoso es para las plantas producir recompensas
para sus polinizadores?, es resuelta cuando se analiza la existencia y unicidad de
un punto de coexistencia entre las especies, encontrando que el costo de producir
recompensa debe ser menor que la tasa total de nacimiento de la especie de plantas,
r1+1ry > €, la interpretacion biologica que se le da a esta desigualdad sugiere que si el
costo de producir recompensa llegase a superar la tasa de nacimiento de la especie de
plantas, podria correr en riesgo la estabilidad en el ecosistema. En las simulaciones
realizadas sobre el parametro € se puede observar en la figura que el nivel de
equilibrio decrece conforme el valor de e aumenta, por lo que el nivel de equilibrio
para la planta cuantifica el costo biolégico.

La segunda pregunta, ; Qué tan costoso es para las plantas el engano del segundo
grupo? En las simulaciones del parametro ¢, podemos inferir que a mayor costo el
equilibrio tiende a decrecer, sin embargo, son los insectos quienes sufren mas cuando
el costo es mayor, lo cual biolégicamente tiene sentido ya que al ser enganadas por el
segundo grupo de plantas, se quedan sin recompensa lo cual es de vital importancia

para su especie.
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La tercera pregunta, ;Es posible la coexistencia de las especies bajo los supuestos
de engano y aprendizaje? Esta pregunta lo responde el resultado principal de esta
tesis, el teorema [5.10] Este resultado afirma que bajo ciertas condiciones es posible
la coexistencia de las especies y mientras se satisfagan las hipotesis de este teorema
podremos asegurar que las especies pueden sobrevivir, aunque exista aprendizaje por
parte de los insectos y costos biol6gicos que se da naturalmente de su interaccion. Es
importante mencionar que el mismo teorema excluye las érbitas peridédicas y por ende
los ciclos limites, por lo que a diferencia de otros modelos donde la relacion entre las
especies suele ser oscilatorio, en este modelo siempre tendera hacia un tnico estado
de equilibrio donde ambas especies coexisten. Justamente este resultado explica lo
que se observa en la naturaleza, por ejemplo, el por qué las plantas como la papaya
carica, begonia gracilis, entre otras plantas siguen coexistiendo con sus polinizadores
aun cuando recurren al engano. De hecho, si las plantas pudieran medir su nivel de
engano podrian alcanzar un beneficio méaximo, asi como lo muestra la figura [6.7]

Como trabajo futuro se pretende estudiar el modelo en una regiéon més grande
que €2 en busca de oscilaciones periddicas donde ambas especies sean sensibles a

perturbaciones. Ademaés de validar los resultados con datos de campo.
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Apéndice A
Python

Simulaciones numéricas de curvas solucién en R? y R?

#Importando modulos necesarios
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import sympy

from mpl toolkits.mplot3dd import Axes3D
import scipy.stats as st

from sympy import x

from IPython.display import Latex
#Parametros

r1=9

r2=5

r3=>5

a=4

b=5

c=3.95

mul=0.5

mu2=1

mu3d—2
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sigma=0.3
epsilon=1.5
alpha=0.5
beta=0.01
gamma=0.3
Re=rl+4r2
mu=(mul+mu2) /sigma
S=((1—sigma)*(1—sigma)+sigmas*sigma )*a
B=alphax((1—sigma)/(sigma))+beta
E=epsilonx(1—sigma)
P—(b((1—sigma) / (sigma)) —c)
ax2=(R-E) /(mu)+(S) / (murgamma)
ax3=r3 /mu3d+(P/(Bxmu3))
# Definimos el sistema de ecuaciones
def f1(x2, x3):
return ((R-E)*x2-—musx2+x2+((S*x2%x3) /(1+Bxx24+gammaxx3 ) ))
def f2(x2, x3):
return (r3*x3-—mud*x3*x3+ ((Pxx2%x3)/(1+B*x2+gammaxx3)))
HRKO4
def RKO4(f1,f2, x0, y0,a,b,n):
x=np.zeros (n+1)
x[0]=x0
y=np.zeros (n+1)
y[0]=y0
h=(b—a)/n
for i in range(1l,n+1):
11=h«f1(x[i—1],y[i—1])
ml=hxf2 (x[i—1],y[i—1])
12=h*f1 (x[1—1]+11/2,y[i—1]+ml/2)
m2=hxf2 (x[i—1]+11/2,y[i—1]4ml/2)
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13=hxf1 (x[i—1]+12 /2,y [1—1]+m2/2)
m3=h=*f2 (x[i—-1]4+12 /2 ,y[i—1]+m2/2)
14=hxf1 (x[i—1]+13 ,y[1i—1]+m3)
md=hxf2 (x[1—1]4+13 ,y[i—1]+m3)
x[i]=x[1—1]+(1/6)*(11+2%12+2x13+14 )
yv[i|=y[i—1]+(1/6)*(ml+2*xm2+2+«m3+m4)
#print (x[i],y[1])
return (x,y)
#deltas
d1=0.0001
d2=0.0001
#Soluciones en el plano
for i in range(1,1000000):
x20=np.random . uniform (0+d1 , ax2—d1)
x30=np.random . uniform (0+dl,ax3—dl)
(x,y)=RKO4(f1 , 2 ,x20,x30,dl,ax2 d1,1000)
plt.plot(x,y)
#Region Omega
t=np.linspace(—1, 10,1001)
yl=np.linspace (0,(r3/mu3+(P/(B*mu3))),1001)
axyl=np.linspace (0,((R-E)/(mu)+(S)/(mukgamma)),1001)
asinx=np.ones (1001)x((R-E)/(mu)+(S)/(mutgamma))
asiny=np.ones (1001)x*(r3/mu3+(P/(Bxmu3)))
zet=np.zeros (1001)
plt.plot (asinx ,yl,’ k")

plt.plot(t,zet,’k”)
plt.plot(zet ,t, k”)
plt.plot (asinx ,yl,’ k")
plt.plot (axyl,asiny,’'k’)

#Formato de impresion
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plt.
plt.

plt
plt

plt.
plt.
plt.
plt.

.ylim

xticks ([])
yticks ([])

.xlim (—0.3,4.7)

0.3,6.5)
0.04,6.2, "$x_3$")
—0.25, "$x_28")
text (0.04, —0.25, "O")
text (2, 6, "$\\Omega$", fontsize=15)

text

text

(—
(
(4.
(

#simulacion3D

for

for

for

for

fig

i in range(1,2):

x20=np.random . uniform (d1,d2)

x30=np .random . uniform (d1,d2)

(xa,ya)=RKO4(f1 ,f2 ,x20,x30,d1,ax2-d1,10000)
za—xax*((1—sigma)/sigma)

i in range(1,2):

x20=np .random . uniform (d1,d2)

x30=np.random . uniform (ax3—dl,ax3—d2)
(xb,yb)=RKOA4(f1 , 2 ,x20,x30,d1,ax2 d1,10000)
zb=xbx*((1—sigma)/sigma)

i in range(1,2):

x20=np .random . uniform (ax2—d1, ax2—d2)

x30=np .random . uniform (d1,d2)

(xc,yc)=RKO4(f1 ,f2 ,x20,x30,d1,ax2-d1,10000)
zc=xcx*((1—sigma)/sigma)

i in range(1,2):

x20=np .random . uniform (ax2—dl,ax2—d2)
x30=np.random . uniform (ax3—dl,ax3—d2)
(xd,yd)=RKO4(f1 ,f2 ,x20,x30,d1,ax2-d1,10000)
zd=xdx*((1—sigma)/sigma)

=plt.figure ()
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ax—Axes3D (fig)
ax.plot (za,xa,ya)
ax.plot (zb,xb,yb)
ax.plot (zc,xc,yc)
ax.plot (zd,xd,yd)
#Punto de equilibrio no trivial
x,y=symbols ('x,y")
ecl=Eq(R-E-muxx+(S*y)/(1+Bsxt+gammaxy) ,0)
ec2=Eq(r3-mud*y+(Pxx)/(1+Bxxtgammaxy) ,0)
res=solve ([ecl ,ec2]|,x,y)
n=len (res)
for 1 in range(0,n):
if re(res|[i][0]) >0 and re(res[i][l]) >0:
x2e=re(res|[i][0])
x3e=re(res[i][1])
xle=x2ex((1—sigma)/sigma)
ax.plot (xle,x2e,x3e,’. k")
ax.text (xle+0.15,x2e,x3e—0.15,"$E 3(x 1%, x 2°%, x 3"%)$", color="black ")
#Ejes

ax.set xlabel ("$x_1$)
ax.set ylabel (’$x 2$7)
ax.set zlabel (7$x 3$7)

plt .show ()

Simulaciones numéricas en R? variando parametros

# importando modulos necesarios
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import sympy
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from mpl toolkits.mplot3dd import Axes3D
import scipy.stats as st
from sympy import x
from IPython.display import Latex
#Parametros
r1=9
r2=5
r3=>5
a—=4
b=5
#c=3.5
cl=[0,4,7,11.66]
mul=0.5
mu2=1
mu3d=2
sigma=0.3
epsilon=1.5
#epsilonl =[0,3,5.4,7.85]
alpha=0.5
beta=0.01
#betal =[0,2,7,15]
gamma=0.3
for j in range(0,4):
#epsilon=epsilonl ||
c—c1]j]
#beta=betal | ]|
R=r1+r2
mu=(mul+mu2) / sigma
S=((1—sigma)*(1—sigma)+sigmas*sigma )*a

B=alphax((1—sigma)/(sigma))+beta
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E=epsilonx(1—sigma)
P=(bx((1—sigma)/(sigma))—c)
ax2=(R-E) /(mu)+(S) / (murgamma)
ax3=r3 /mu3d+(P/(Bxmu3))
# Definimos el sistema de ecuaciones
def f1(x2, x3):
return ((R-E)*x2-musx2+x2+((S*x2%x3)/(1+B*x2+gammaxx3)))
def f2(x2, x3):
return (r3*x3-mud«x3xx3+((Pxx2xx3)/(1+Bxx2+gammaxx3)))
#RKO4
def RKO4(f1,f2, x0, y0,a,b,n):
x=np.zeros (n+1)
x|0]=x0
y=np.zeros (n+1)
y[0]=y0
h=(b—a)/n
for i in range(1l,n+1):
11=hxf1(x[i—1],y[i—1])
ml=hxf2 (x[i—1],y[i—1])
12=h#f1 (x[i1]+11/2,y[i 1]+ml/2)
m2-h#£2 (x[i—1]+11/2,y[i—1]+ml/2)
13=h#f1 (x[i-1]+12/2,y[i 1]+m2/2)
m3=h*f2 (x[i—1]+12 /2,y [i—1]4m2/2)
14=h#f1 (x[i 1413 ,y[i 1] +m3)
md-hx£2 (x[i-1]+13 ,y[i—1]+m3)
x[i]=x[i 1]+ (1/6)(11+2x12 +2¢13+14)
v[il=y[i 1]+ (1/6)*(ml+2+m2+2+m3 md)
return (x,y)
#deltas
d1=0.001
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d2=0.001
plt .subplot (2,2 ,j+1)
yl=np.linspace (0,(r3/mu3+(P/(B*mu3))),1001)
axyl=np.linspace (0,((R-E)/(mu)+(S)/(mukgamma)),1001)
asinx=np.ones (1001)*((R-E)/(mu)+(S)/(murgamma))
asiny=np.ones (1001)x*(r3/mu3+(P/(B*xmu3)))
zet=np.zeros (1001)
plt.plot (asinx ,yl, k")
plt.plot (axyl,zet, 'k’)
plt.plot(zet ,yl, k")
#soluciones
for i in range(1,2):
x20=np.random . uniform (d1,d2)
x30=np .random . uniform (d1,d2)
(xa,ya)=RKO4(fl , 2 ,x20,x30,d1,ax2 d1,10000)
plt.plot(xa,ya,’—k’)
for i in range(1,2):
x20=np.random . uniform (d1,d2)
x30=np .random . uniform (ax3—dl,ax3—d2)
(xb,yb)=RKO4(f1 ,f2 ,x20,x30,d1,ax2-d1,10000)
plt.plot(xb,yb,”—k")
for i in range(1,2):
x20=np .random . uniform (ax2—d1l ,ax2-d2)
x30=np.random . uniform (d1,d2)
(xc,yc)=RKO4(f1 ,f2 x20,x30,d1,ax2-d1,1000)
plt.plot(xc,yc,”—k”)
for i in range(1,2):
x20=np .random . uniform (ax2—d1, ax2—d2)
x30=np.random . uniform (ax3—dl,ax3—d2)

(xd,yd)=RKO4(f1 ,f2 ,x20,x30,d1,ax2d1,1000)
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plt.plot(xd,yd,”—k”)
x,y=symbols ('x,y")
ecl=Eq(R-E-muxx+(Sxy)/(1+Bsx+gammaxy ) ,0)
ec2=Eq(r3-—mu3dxy+(P*x)/(1+Bxx+tgammasxy ) ,0)
res=solve ([ecl,ec2]|,x,y)
n=len (res)
for i in range(0O,n):
if re(res|[i]|0])>0 and re(res[i][1l])
x2e=re(res|[i][0])
x3e=re(res|[i]|[1])
plt.plot(x2e,x3e,’.1")
#presentacion

plt.ylabel (’$x 3%’ ,rotation=0)

if j — 0
plt.title ("(a)")

it o— 1
plt.title ("(b)")

it — 2.

plt.title ("(c)")

plt.xlabel ("$x_2$")
if j — 3:

plt.title ("(d)")

plt . xlabel (’$x 2$%")
plt.plot (asinx ,yl,’k")
plt.plot (axyl,asiny,’'k’)

Simulaciones numéricas de puntos de equilibrio en R?

#Importando modulos necesarios

import matplotlib.pyplot as plt
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import numpy as np

import sympy

from mpl toolkits.mplot3dd import Axes3D

import scipy.stats as st

from sympy import x

from IPython.display import Latex

#Parametros

rl1=6

r2=4

r3=>5

a—4

b=5

c=3.5

#cl1=[0,4,7,11.66]

mul=0.5

mu2=1

mu3d=3

sigma=0.3

alpha=0.5

#beta=0.01

betal =[0,2,7,15]

gamma=0.3

epsilon=0.5

#epsilonl =[0,3,5.4,7.85]

alpha=0.5

gamma—=0.3

fig=plt . figure ()

ax=Axes3D (fig)

for j in range(0,4):
#epsilon=epsilonl ||
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fe=cl]j]

beta=betal [ ]|

Re=rl+r2

mu=(mul+mu2) /sigma
S=((1—sigma)x(1—sigma)+sigmas*sigma )*a
B=alphax((1—sigma)/(sigma))+beta
E=epsilonx(1—sigma)

P— (b ((1—sigma) / (sigma)) —c)

ax2=(R-E) /(mu)+(S)/(muxgamma)

ax3=r3 /mu3+(P/(Bxmu3))

#deltas

d1=0.001

d2=0.001

ax.set xlabel (’$x 1$7)
ax.set ylabel (7$x 2$7)
ax.set zlabel (7$x_3$7)

plt .show ()
x,y=symbols ('x,y")
ecl=Eq(R-E-muxx+(S*y)/(1+B*xt+gammaxy) ,0)
ec2=Eq(r3-mud*y+(Pxx)/(1+Bxxtgammaxy) ,0)
res=solve ([ecl ,ec2]|,x,y)
n=len (res)
for 1 in range(0,n):
if re(res|[i][0]) >0 and re(res|[i][1l])
x2e=re(res|[i]]0])
x3e=re(res|[i]|[1])
xle=x2ex((1—sigma)/sigma)
ax.plot (xle,x2e,x3e,’.1")
if j— 0:
#ax . text (xle+0.05,x2e,x3e,"$\ epsilon=0.08",color="black ")
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#ax . text (xle+0.01,x2e,x3e," $¢=0.03",color="black ”)
ax.text (xle+0.01,x2e,x3e,"$\\beta=0.0$",color="black )
ifoj— 1
#ax . text (x1le+0.05,x2e,x3e,"$\ epsilon=3.08",color="black ")
#ax . text (xle+0.01,x2e,x3e," $c¢=4.08" ,color="black ”)
ax.text (xle+0.01,x2e,x3e,"$\\beta=2.03",color="black )
it j— 2
#ax.text (x1le+0.05,x2e,x3e," $\ epsilon=5.48" color="black ")
#ax . text (xle+0.01,x2e,x3e," $c¢=7.08",color="black ”)
ax.text (xle+0.01,x2e,x3e,"$\\beta=7.08",color="black )
if j— 3:
#ax.text (xle+0.05,x2e,x3e," $\ epsilon=7.858" ,color="black ")
#ax . text (xle+0.01,x2e,x3e,"$c=11.66%",color="black ")
ax.text (xle+0.01,x2e,x3e,"$\\beta=15.08",color="black ")
beta2=np. linspace (0,15,50)
#c2=np.linspace (0,11.66,50)
#epsilon2=np. linspace (0,7.85,50)
xlae=np.zeros (50)
x2ae=np.zeros (50)
x3ae=np.zeros (50)
for j in range(0,50):
print (xlae,x2ae, x3ae)
R=rl1+r2
mu—(mul+mu2) /sigma
S=((1—sigma)*(1—sigma)+sigmax*sigma )*a
B=alphax((1—sigma)/(sigma))+beta2]|j|
#B=alphax((1—sigma)/(sigma))+beta
#F=epsilon2 [ j|x(1—sigma)
E=epsilonx(1—sigma)
P=(bx((1—sigma)/(sigma))—c)
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ax .

ax .

ax .

ax .

4P (b ((1—sigma) / (sigma))—c2[])
#deltas
d1=0.001
d2=0.001
xa ,ya=symbols ('xa,ya’)
ecl1=Eq(R-E muxxa+(S*ya)/(1+Bsxatgammaxya) ,0)
ec21=Eq(r3-mudsya+(P*xa)/(1+Bxxatgammaxya) ,0)
res=solve ([ecll ec21]|,xa,ya)
n=len (res)
for i in range(0,n):
if re(res|i]|0]) >0 and re(res|[i][1])
x2ae[j]=re(res[i][O0])
x3ae[j]=re(res[i][1])
xlae|j|=x2ae[]|*((1—sigma)/sigma)
print (xlae|j],x2ae[j]|,x3aelj])
plot (xlae,x2ae,x3ae,”—b")
set xlabel (’$x 1$7)
set _ylabel (7$x_2$%")
set zlabel ("$x 3%")

plt .show ()
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