UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA

Instituto de Fisica y Matematicas

Licenciatura en Matematicas Aplicadas

Propiedades topoldgicas relativas en hiperespacios

TESIS

Para obtener el titulo de:
LICENCIADO EN MATEMATICAS APLICADAS
PRESENTA:

Fernando Fredy Bastida Arellanes
Director de Tesis

Dr. Jesus Fernando Tenorio Arvide

Codirector de Tesis

Dr. Jesus Diaz Reyes

Huajuapan de Leon, Oaxaca, Julio de 2021






A mi familia y amigos. . .






Agradecimientos

A mi madre, que ha sido siempre el motor que impulsa mis suenos y esperanzas.

A mis asesores el Dr. Jestus Fernando Tenorio Arvide y el Dr. Jesis Diaz Reyes, por su
apoyo para la realizacion de esta tesis, mas atun, agradezco el hecho de que hayan aceptado
trabajar conmigo y dirigir este trabajo que me ha dado tantas satisfacciones.

A mis revisores, el Dr. Franco Barragan Mendoza, el Dr. Armando Romero Morales y
el Dr. Sergio Palafox Delgado, quienes con sus comentarios han enriquecido enormemente
este trabajo, pero sobre todo por tomarse el tiempo para revisarlo.

Finalmente, pero no por eso menos importantes, a mis amigos, quienes a pesar de
nuestras diferencias, me han apoyado, aconsejado y compartido momentos importantes
sobre la vida misma.






Indice general

I iccion

I Prehimi |

[1.1. Nociones de teoria de conjuntos| . . . . . . . . . ... ... ... ......

[1.2. Conceptos basicos de topologial . . . . . . .. ... ... ... ... ....
[1.3. Conceptos basicos de hiperespacios| . . . . . . . .. ... ... ... ....

. Axiomas relativos de separacion y compacidad|

[2.1. Axiomas relativos 17 v 15 v sus propiedades| . . . . . . . . . . ... ....

[2.2. Axiomas de regularidad y sus propiedades| . . . . . . ... ... ... ...

[2.3. Axiomas de normalidad y sus propiedades| . . . . .. ... ... ... ...

[2.4. Axiomas relativos de compacidad y propiedades| . . . . . . . .. ... ...

. Axiomas relativos en hiperespacios|

[3.1. Propiedades relativas de separacion en CL(X)| . . . . . ... ... ... ..
[3.2. Propiedades relativas de compacidad en CL(X)[ . . . ... ... ... ...
[3.2.1. Preguntas abiertas . . . . . .. ... ... ... ... ... ..

VII

18

23
24
28
33
42

45
45
20
93

55

57



VI




Introduccion

La tematica de la tesis concierne a la rama de la Matematica denominada Topologia,
particularmente se estudian aspectos de la teoria de hiperespacios, con la notable di-
ferencia que estos aspectos se abordaran mediante la teoria de propiedades topoldgicas
relativas. Esto da como resultado, lo que se denomina teoria de Propiedades topologicas
relativas en hiperespacios. A continuacién explicamos a detalle.

Una propiedad topoldgica relativa se establece para un espacio topolégico X y un
subespacio Y C X, y es aquella que generaliza una propiedad global del espacio en el
siguiente sentido: cuando Y coincide con X, entonces la propiedad relativa debe ser la
misma que la global. Por ejemplo, una propiedad relativa de la propiedad de Hausdorff
es la siguiente: dado un espacio topolégico X y un subespacio Y de X, se dice que Y
es Hausdorff en X si cualquier par de puntos diferentes y;,y> € Y, existen subconjuntos
abiertos U y V en X tales que y; € U, yo € V y UNV = (). Note que, efectivamente,
si Y = X, estamos hablando de la propiedad absoluta de Hausdorff. Mas ain, si en la
definicién anterior se considera y; € Y y yo € X, entonces obtenemos otra version relativa
de la propiedad de Hausdorff, la cual se conoce como Y fuertemente Hausdorff en X
(vea Definicion . Asi que de una sola propiedad topolédgica se podrian definir varias
versiones relativas de ella.

Historicamente, la teoria de propiedades topoldgicas relativas fue iniciada en 1989 por
A.V. Arhangelskii y H. M. M. Genedi en [5]. En particular, en dicho articulo fueron defi-
nidos varios tipos de propiedades relativas referente a los axiomas de separacién, asi como
a la compacidad y algunas de sus variantes. Una exposicion sumaria de este tema puede
encontrarse en [3]. Debido a que esta teoria ha aportado grandes avances en topologia, se
continian definiendo nuevas variantes relativas de los abarcados en [3], asi como versiones
relativas de otras propiedades topoldgicas no incluidas en [3], por ejemplo, las que pro-
vienen de axiomas de numerabilidad, funciones cardinales, ciertas propiedades dinamicas,
etcétera.

Por otra parte, la teoria de hiperespacios se ha convertido en una rama de la topologia
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bastante fructifera en cuanto a sus aportes dentro de la misma topologia como en otras
areas. Recordemos que un hiperespacio de un espacio topolégico X es una coleccién de
subconjuntos de X considerada con alguna topologia. La teoria de los hiperespacios tiene
sus origenes alrededor de 1900, con los trabajos de F. Hausdorff [I5] y L. Vietoris [26].
Dado un espacio topolégico X, dentro de los hiperespacios mas conocidos tenemos el
hiperespacio CL(X) que consiste de todos los subconjuntos no vacios y cerrados en X.
Este hiperespacio ha sido estudiado y considerado con varias topologias. Sin embargo, en
este trabajo, inicamente lo tomamos con la topologia de Vietoris, pues es la topologia
mas estudiada en los hiperespacios y resulta de mayor interés para un publico mas amplio.
Mas aun, el uso de la topologia de Vietoris ha permitido desarrollar grandes aportes en
la resolucién del siguiente problema clasico:

Problema () Dado un espacio topoldgico X, estudiar las posibles conexiones entre las
siguiente proposiciones:

(1) CL(X) tiene la propiedad P;
(2) X tiene la propiedad P,

para alguna propiedad topologica P.

Existe una gran variedad de posibilidades de considerar la propiedad P, por ejemplo,
puede ser cierta propiedad dindmica o una propiedad que involucre funciones cardina-
les. Sin embargo, un camino natural para la investigacién es atacar el Problema (x) via
propiedades topoldgicas relativas. Precisamente, atender el siguiente problema.

Problema (x*) Sean X un espacio topolédgico y Y un subconjunto de X. Analizar las
posibles relaciones entre las siguientes proposiciones:

(1) H(Y) tiene la propiedad R en CL(X);
(2) Y tiene la propiedad R en X,

donde R es alguna propiedad topoldgica relativa y H(Y') es un subespacio de CL(X).

Claramente, el Problema (%) es mucho mds general que el Problema (x). De esta for-
ma, usando propiedades relativas se podrian generalizar resultados clasicos que se conocen
y que se resuelven en el Problema (x), con propiedades globales. Un primer estudio de
este tépico y que se atiende el Problema (x%) se encuentra [I1], en donde al hiperespacio
CL(X) se le dota de la topologia denominada “hit and miss” y H(Y) es tomado como
el subespacio particular de CL(X), definido como el conjunto de los elementos en CL(X)
contenidos en Y, y que en esta tesis lo denotamos por Y.

En el presente trabajo, con el objetivo de ilustrar algunas soluciones del Problema (),
exponemos los resultados relevantes de [L1], considerando el hiperespacio CL(X) con la
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topologia de Vietoris, con la finalidad de hacerlos accesibles para un ptblico amplio.
Ademas, en la medida de lo posible, hacemos una exposicién detallada, pensando en que
incluso los estudiantes de matematicas que hayan asistido a un curso bésico de topologia,
logren captar la esencia general de esta teoria.

En resumen, en esta tesis abordamos el problema de hiperespacios descrito previamen-
te, restringiéndonos, debido a lo amplio del tema, a las propiedades topoldgicas relativas
concernientes a axiomas de separacién y compacidad. Cabe senalar que el estudio de pro-
piedades relativas en hiperespacios es un tema actual de investigacion, el cual ha brindado
frutos interesantes en el desarrollo de la topologia. En cuanto a la teoria de propiedades
relativas, Capitulo 2, se pretende subsanar los estudios poco exhaustivos y dispersos que
se encuentran en la literatura de estas propiedades. Otro de nuestros fines es que el tra-
bajo resulte lo méas completo posible y que contenga los resultados fundamentales y mas
sobresalientes de estos temas, dirigida tanto para alumnos como profesores.

En el presente escrito utilizamos principalmente la notacién empleada en [13] y de ma-
nera general, el trabajo de tesis estd dividido, después de la Introduccion, en tres capitulos.
En el primero, hacemos un recuento de algunos hechos bésicos de teoria de conjuntos, de
topologia y hechos fundamentales de la teoria de hiperespacios. La presentacién es aus-
tera, considerando un minimo de demostraciones. Sélo es para adentrar el lector en la
notacién y en las nociones que empleamos a lo largo del trabajo.

A su vez, el segundo capitulo estd divido en cuatro secciones, cada una corresponde
al analisis de las nociones de separaciéon relativas en el siguiente orden: las del tipo T}
y T, las del tipo regularidad, las del tipo normalidad y las del tipo compacidad. En
cada seccion, brindamos ejemplos, equivalencias, analizamos propiedades y resumimos las
relaciones que guardan las definiciones correspondientes en diagramas, para indicar con
flechas las posibles inclusiones de estas clases de espacios.

Finalmente, en el tercer capitulo conjuntamos los conocimientos adquiridos en las dos
secciones anteriores y procedemos al analisis de las propiedades relativas mencionadas
previamente, en el hiperespacio CL(X) de un espacio topoligico X y su subespacio YT,
que, como hemos mencionado, es el conjunto de todos los subconjuntos cerrados no vacios
de X que estan contenidos en Y. En esta misma seccién incluimos una subseccién dedicada
a dar a conocer una serie de preguntas abiertas que hacen ain mas interesante el estudio
de las propiedades relativas en hiperespacios y que muestran los posibles caminos que se
pueden seguir, incluso a nivel de investigacion en esta rama de la topologia.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos, por completitud de la tesis, algunos hechos generales
conocidos. La notacion que empleamos es la estandar de la matematica actual. Para
las notaciones, definiciones y demostraciones no establecidas el lector puede consultar
cualquier libro de topologia. Nosotros recomendamos [13].

Seccién 1.1

Nociones de teoria de conjuntos

En esta tesis, designamos a los conjuntos con letras mayusculas: A, B,C,..., XY, Z.
Las familias de conjuntos las denotamos por medio de letras caligraficas mayusculas:
A,B,C,... En otro caso haremos la especificacién de lo que represente alguna notacién
particular.

Los siguientes simbolos seran empleados en la tesis:

es un subconjunto de

es un elemento de

no es un elemento de

el conjunto de ntimeros naturales
el conjunto de nimeros enteros

-
S
¢
N
7
Q el conjunto de niimeros racionales
I el conjunto de nimeros irracionales
R el conjunto de nimeros reales

R el conjunto {(xy, 9, ..., x,) 1 x; € R}
0 el conjunto vacio

P(X) el conjunto potencia de un conjunto X.

1



Definicién 1.1.1. Se dice que dos conjuntos A y B son ajenos si AN B = ().

En esta tesis, “conjunto”, “familia” y “coleccién” son sinénimos. A continuacién, de-
finimos los conceptos de union e interseccién de conjuntos.

Definicién 1.1.2. Sea F = {F, : a € I} una familia de conjuntos de algin conjunto X,
indexada por un conjunto de indices I.

(1) La union de la familia F, o dicho de otra forma, la unidn de los conjuntos F,, se

Ur=UtF.:cep=JF

ael

denota por:

y es el conjunto {z € X : x € F,, para algin o € I}.

(2) La interseccion de la familia F, o dicho de otra forma, la interseccion de los conjuntos

NF=({F.:acl}=()F.

ael

F,, se denota por:

y es el conjunto {z € X : x € F,, para todo a € I}.

Observacién 1.1.3. En la Definicién [1.1.2] para el caso particular cuando la familia
F =A{F,Fy,...,F,}, launién de los conjuntos F;, se denota por:

F1UF2U---UFn:UE-.

=1

Para la interseccion de los conjuntos F;, usamos la notacion:

FENFN---NE,

I
)
=

Ejemplo 1.1.4. Para cualquier conjunto X, se cumple que X = [JP(X) y también que

X =U{{z) :z e X}

Ejemplo 1.1.5. Para cada k € N, sea [}, = {n € N:n > k}. Se tiene que [\,cy Fr = 0.

Definicién 1.1.6. Sean X un conjunto y A un subconjunto de X. Se define el comple-
mento de A en X, denotado por X \ A, como el conjunto {z € X : = ¢ A}.
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Las afirmaciones en el siguiente Teorema [I.1.7, son comunmente conocidas como las
leyes de De Morgan. Su demostracion, no representa dificultad y la omitimos.

Teorema 1.1.7. Supongamos que {4, : a € I} es una familia de subconjuntos de un
conjunto X. Se cumple que:

(1) X\ (Ufda:ael)) =X\ Au:ael},y
2) X\ (N{Aa:ael}) = U{X\ Aa:ael}

Por otra parte, recordemos la nocién de producto cartesiano de conjuntos.

Definicién 1.1.8. Sean X y Y dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de X y Y,
denotado por X x Y, como la coleccién de pares ordenados (z,y), donde z € X yy € Y.
Precisamente:

XxY={(r,y):xeXyyeY}

El producto cartesiano de n conjuntos, X, X, ..., X, es definido por:

Xp X Xgx - x X, ={(21,22,...,2,) : 2; € X, paracada i € {1,...,n}}.

A continuacién vamos a enunciar una de las equivalencias mas importantes del azio-
ma de eleccion: el Lema de Kuratowski-Zorn. Con este fin, recordemos previamente las
siguientes definiciones.

Definicién 1.1.9. Una relacion R en un conjunto X es cualquier subconjunto del pro-
ducto X x X.

Notacién 1.1.10. Cuando (z,y) € R, entonces escribimos z Ry.
Definicién 1.1.11. Sea R una relacion en un conjunto X. Se dice que:

1) R es reflexiva si xRx para cada x € X.

2) R es transitiva si para cada x,y,z € X, se tiene que si xRy y yRz, entonces xRz.

3) R es simétrica si para cada x,y € X, se tiene que si xRy, entonces yRx.

(1)
(2)
(3)
(4) R es antisimétrica si para cada x,y € X, se tiene que si zRy y yRx, entonces = = y.

Ejemplo 1.1.12. Consideremos el conjunto de nimeros reales R. Note que la relacion
usual < “menor que” en R, es una relacion transitiva que no es reflexiva, no es simétrica
y no es antisimétrica.




Definicién 1.1.13. Se dice que R es un orden parcial en X si R es reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

En este contexto, R es frecuentemente reemplazado por el simbolo <. Asi, si < es un
orden parcial en X, decimos que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 1.1.14. Dados un conjunto parcialmente ordenado (X, <)y A C X, se dice
que A es un subconjunto linealmente ordenado (totalmente ordenado o cadena) en X si
para cualesquiera a,b € A, se cumple que a < b o b < a.

Definicién 1.1.15. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C X. Se dice
que:

(1) un elemento xy € X es una cota superior de A, si para cualquier a € A se cumple que
a<xo; Y

(2) m € X es un elemento mazimal de X, si dado x € X tal que m < x, entonces © = m.

Lema 1.1.16 (Lema de Kuratowski-Zorn). Sea (X, <) un conjunto parcialmente orde-
nado. Si cualquier subconjunto linealmente ordenado A C X tiene una cota superior,
entonces X tiene un elemento maximal.

Para finalizar esta seccién, indicamos algunos conceptos rudimentarios de la cardina-
lidad de conjuntos.

Definicién 1.1.17. Un conjunto no vacio X es equipotente a un conjunto Y si existe una
funcion biyectiva de X en Y.

Parte fundamental en la teoria de conjuntos es poder contar la cantidad de elementos
que tiene un conjunto X.

Notacion 1.1.18. Si X es un conjunto. La cardinalidad de X o el nimero de elementos
que posee X, se denota por | X].

Ejemplo 1.1.19. Sean X = {1,2,4}, Y = {a,b,c} y Z = {6,9,2,7,9,10}. Se tiene que
X| =3, [Y] =3y |2 =6

Claramente, los conjuntos anteriores son finitos, sin embargo, la mayoria de los con-
juntos importantes con los que se trabaja no son finitos.
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Observacién 1.1.20. Sean X y Y dos conjuntos. La igualdad |X| = |Y|, se cumple si y
solo si X y Y son equipotentes.

Note que en el Ejemplo|1.1.19} | X| = |Y|, pero | X| # |Z].

Notacién 1.1.21. En esta tesis se usaran los siguientes simbolos:
(1) N, para representar la cardinalidad de N, en otras palabras |[N| = X,.

(2) ¢ para representar la cardinalidad de R, esto es, |R| = ¢.

Definicién 1.1.22. Sean X y Y dos conjuntos.
(1) Decimos que |X| < |Y] si existe una funcién inyectiva de X en Y.

(2) Si |X| < Y|y |X]|#|Y], entonces escribimos | X| < |Y].

Note que | X| < |Y| significa que es posible encontrar una funcién inyectiva de X en
Y, pero no existe una funcién biyectiva entre X y Y.

Ejemplo 1.1.23. Sean X y Y conjuntos cualesquiera.
(1) SiY C X, entonces |Y| < |X| puesto que la funcién inclusién iy : Y — X es inyectiva.

(2) Si X ={a,b,c,d} yY ={5,3,7,9,1}, claramente | X| < |Y|, sin embargo, cualquier
funcién de X a Y no es biyectiva, por lo que | X| < |Y].

Definicién 1.1.24. Sea X cualquier conjunto. Se dice que:
(1) X es un conjunto finito si | X| < Ny. De lo contrario decimos que X es infinito.

(2) X es numerable si | X| < Xj. En otro caso se dice que X es no numerable.

En vista de la parte (1) de la Notacién [1.1.21} y de (2) de la Definicién [1.1.24} se tiene
que el conjunto de los nimeros naturales es numerable. Mas atn, se sabe lo siguiente.

Teorema 1.1.25. |N| = |Z| = |Q| = |Q x Q).

Aunque los conjuntos N, Z y QQ son infinitos numerables, existe otro conjunto, bien
conocido, que no lo es.

Teorema 1.1.26. Se cumple que Xy < |R], esto es, Ry < ¢.




Los siguientes resultados son centrales en la teoria de conjuntos.

Teorema 1.1.27 (Cantor). Para cada conjunto X, se tiene que | X| < |P(X)].

Teorema 1.1.28. Sea X un conjunto de cardinalidad m, se cumple que |P(X)| = 2™.

Finalmente, enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.29. 2% — ¢,

Seccion 1.2

Conceptos basicos de topologia

Con la finalidad de empezar a adentrarnos en los temas principales de la tesis, brin-
damos algunas nociones basicas de Topologia general. Nuevamente indicamos que los
conceptos o demostraciones faltantes se encuentran casi en cualquier libro de topologia.

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que 7 C P(X) es una topologia
sobre X si satisface:

(1) 0, X €.
(2) Si Ay, Ay € 7, entonces Ay N Ay € 7.

(3) Si A C 7, entonces |JA € 7.

Observacion 1.2.2. Al par (X, 7) le llamamos espacio topoldgico y a los elementos de T
les llamamos conjuntos abiertos de X. A lo largo de esta tesis en ocasiones escribimos: sea
X un espacio topolédgico, entendiendo implicitamente que el conjunto X tiene asociada
una topologia 7.

Ejemplo 1.2.3. Se tienen los siguientes ejemplos basicos de espacios topoldgicos.

(1) Sean X un conjunto no vacio y 7 = P(X). Entonces (X, 7) es un espacio topoldgico,
a 7 le llamamos la topologia discreta y a (X, 1) espacio discreto.
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(2) Sean X un conjunto no vacio y 7 = {X,0}. Entonces (X, 7) es un espacio topoldgico,
a 7 le llamamos la topologia indiscreta y a (X, T) espacio indiscreto.

A continuacién definimos la nocién de subespacio topolégico.

Definicién 1.2.4. Sean (X, 7) un espacio topolégico y Y C X. Definimos la topologia
relativa de Y como 7" = {ANY | A € 7}. La pareja (Y,7') es un espacio topolégico. Al
subconjunto Y le llamamos subespacio de X.

Definimos ahora la importante nocién en topologia conocida como vecindad de un
punto.
Definiciéon 1.2.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y z € X. Decimos que V' C X es
una vecindad de x si existe A € T tal quez € A C V.

A la familia de vecindades de x la denotamos por V(z). Ademés, notemos que V(z) C
P(X) y por tanto, V(z) € P(P(X)).

Definicién 1.2.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia V(z) de vecindades de
x es una base para X en el punto x si para cualquier vecindad V' de z, existe U € V(x)
talque x €e U C V.

Definicién 1.2.7. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Para cualquier € X, sea V(z) una
base para X en z. La familia {V(z)},ex se llama sistema de vecindades para el espacio

X.

Algunas propiedades de las vecindades de un punto las encontramos en la siguiente
proposicién. En [13] pag. 13|, se demuestra lo siguiente.

Proposicién 1.2.8. Cualquier sistema de vecindades {V(x)},cx en un espacio topoldgico
X, cumple las siguientes propiedades:

(BP1) Para cada z € X, V(x) # 0 y para cada U € V(x), x € U.
(BP2) Sixz € U € V(y), entonces existe V' € V(z) tal que V C U.

(BP3) Para cualesquiera Uy, Uy € V(x), existe U € V(x) tal que U C Uy N Us.

A continuacién vemos una forma de generar topologias a partir de un sistema de
vecindades (vea [I3], Prposicién 1.2.3]).




Proposicién 1.2.9. Sean X un conjunto y {V(x)},cx una familia de subconjuntos de X
que satisface las condiciones (BP1)-(BP3). Sea 7 la familia de todos los subconjuntos de
X que son uniones de subfamilias de [,y V(). Se tiene que 7 es una topologia para X
y la familia {V(z)}.cx es un sistema de vecindades para el espacio topoldgico X.

Nota 1.2.10. La topologia 7 de la Proposicién se llama topologia generada por el
sistema de vecindades {V(x)}rex.

Una nociéon fundamental en topologia es la de base de abiertos. Esta nocién es til
pues nos facilita el uso de los conjuntos abiertos del espacio. Ademds, cualquier conjunto
abierto lo podemos identificar por medio de elementos de la base.

Definicién 1.2.11. Sean (X, 7) un espacio topolégico y B C 7. Decimos que B es base
para T (0 que es una base para los conjuntos abiertos de X) si todo elemento de 7 se puede
escribir como la uniéon de una subfamilia de B. A los elementos de una base de abiertos
los llamamos abiertos bdsicos.

Observacién 1.2.12. Cuando no hay confusién omitimos la palabra abiertos y decimos
simplemente bdsicos.

Ejemplo 1.2.13. Recordando el Ejemplo[1.2.3}(1), no es dificil demostrar que B = {{z} |
xr € X} es una base para la topologia discreta.

Definicién 1.2.14. Sean X un conjunto y B una coleccién de subconjuntos de X. Se
dice que que B es una base para alguna topologia T de X si

(1) X =U{B: Be€B}
(2) Para cada By, By € By cada x € B; N By, existe B € B tal que x € B C B; N Bs.

La topologia 7 se dice que es generada por la base B.

Ejemplo 1.2.15. La familia B = {(a,b) | a,b € R} es una base para la topologia usual
para R.

Ejemplo 1.2.16. Consideremos el plano cartesiano R?. Para cada punto z = (z,y) € R?
y cada nimero real € > 0, definimos S(2) = {(u,v) € R? : /(x —u)? + (y —v)? < €}.
Luego, B = {S.(z) : 2z € R? y ¢ > 0} es una base para la topologia usual para R?. Los

conjuntos S(z) son llamados discos abiertos o bolas abiertas en R>.
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Definicién 1.2.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una subbase para T es una colec-
cion S de subconjuntos abiertos en X con la propiedad de que la coleccion de todas las
intersecciones finitas de elementos de S forma una base para 7.

Observacién 1.2.18. Si S es cualquier familia de subconjuntos de X, entonces la co-

leccion de intersecciones finitas de elementos de S forma una base para alguna topologia
sobre X.

Ejemplo 1.2.19. En R, la familia S = {(a,00) : a € R} U {(—00,b) : b € R} es una
subbase para la topologia usual de R.

Definicién 1.2.20. Sean (X, 7) un espacio topolégico, A C X y x € A. Decimos que x
es un punto interior de A, si existe U € 7 tal que x € U C A.

Proposicién 1.2.21. Sean (X, 7) un espacio topologico y A C X. Se tiene que A es
abierto en X si y sélo si para cada z € A se tiene que x es un punto interior de A.

Definicién 1.2.22. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y = € X. Decimos que x es un
punto aislado de X si el conjunto {x} es abierto en X.

Toca el turno de definir los conjuntos cerrados. Son muchas las nociones que se definen
en términos de estos conjuntos y tienen la misma importancia que los conjuntos abiertos
en un espacio topolégico.

Definicién 1.2.23. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B C X. Decimos que B es un
conjunto cerrado en X si X \ B es un conjunto abierto en X.

Ejemplo 1.2.24. Sea (X, 7) un espacio topoldgico con 7 la topologia discreta (recordar
Ejemplo [1.2.3}(1)). Si A C X entonces A es cerrado en X.

Definicién 1.2.25. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Definimos y denotamos la
cerradura (o clausura) de A por:

A= ﬂ{B C X :AC By B es un conjunto cerrado en X }.
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Ejemplo 1.2.26. En R con la topologia usual (recordar Definicién [1.2.15)), si A = (0,1)
entonces A = [0, 1].

El siguiente resultado caracteriza los puntos de la cerradura de cierto conjunto A C X.
Su demostracién puede consultarse en [22] Teorema 17.5].

Teorema 1.2.27. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Se cumple que = € A si y s6lo
si para todo conjunto abierto U en X que contenga a x, cumple que U N A # ().

En el siguiente resultado recordamos algunas propiedades que cumple la cerradura de
un conjunto. Omitimos su demostracién en vista de que no es complicado realizarla.

Proposiciéon 1.2.28. Sean X un espacio topolégico y A, B C X. Entonces se cumple
que

La siguiente es una caracterizacion de la cerradura de un conjunto con respecto a sus
puntos.

Proposicién 1.2.29. Sean X un espacio topolégico, A C X y 2 € X. Entonces = € A si
y s6lo si para toda V' € V(x), se tiene que VN A # ().

Notacion 1.2.30. Si bien la cerradura en X de cualquier subconjunto A C X la denota-

— ) —Y . . .
mos por A, usamos el simbolo A" para indicar la cerradura de A relativa a un subespacio
Y de X.

Definicién 1.2.31. Sean X un espacio topolégico, A C X no vacioy x € X. Decimos que
z es punto de acumulacion de A si para toda V € V(z), se tiene que (V' \ {z}) N A # 0.

Ejemplo 1.2.32. En R bajo la topologia usual, el subconjunto A = [0, 1) tiene al punto
1 como un punto de acumulacién.

La Definicion [1.2.31] es 1til en la descripcién de la cerradura de un conjunto, ya que a
veces resulta dificil encontrar la cerradura de un conjunto a partir de la definicion.
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Proposicién 1.2.33. Sean X un espacio topolégico, A C X y P el conjunto de puntos
de acumulacién de A. Se tiene que A = A U P.

Definicién 1.2.34. Sean X un espacio topolégico y D C X. Decimos que D es denso en
XsiD=X.

Inmediatamente de la definicién anterior y del Teorema [1.2.27] se obtiene lo siguiente.

Teorema 1.2.35. Sean X un espacio topolégico y D C X. Se tiene que D es denso en
X si y sélo si todo conjunto abierto no vacio U en X cumple que U N D # (.

Es bien conocido el siguiente hecho.

Ejemplo 1.2.36. En R con la topologia usual, Q es denso en R.

Por otro lado, una forma de enriquecer la teoria de la Topologia es insertando la
herramienta de las funciones continuas. A continuacién, la recordamos.

Definicién 1.2.37. Sean X,Y espacios topolégicos, v € X y f: X — Y una funcion.
Decimos que f es continua en x si para toda W € V(f(z)), existe V € V(x) tal que
f(V) C W. Decimos que f es continua en X si f es continua en z, para cada x € X.

Lo siguiente es bastante conocido y omitimos su demostracion.

Proposicién 1.2.38. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién.
Entonces son equivalentes:

(1) f es continua en X.
(2) Para todo abierto V en Y, f~1(V) es abierto en X.

(3) Para todo cerrado F' en Y, f~!(F) es cerrado en X.

Definicién 1.2.39. Sean X, Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcién biyectiva.
Decimos que f es un homeomorfismo si f es continua y ademads la funcién f~! es continua.
Cuando existe un homeomorfismo entre X y Y, decimos que X es un espacio homeomorfo
a Y, y escribimos X ~ Y.
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Ejemplo 1.2.40. No es dificil verificar que el intervalo (a,b) C R es homeomorfo a (0, 1)

bajo el homeomorfismo dado por f(z) = 7==.

Notacién 1.2.41. Sean X,Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién y conside-
remos a Z = f(X) como subespacio de Y. Se define y se denota por f*: X — Z la
funcién dada por f*(z) = f(x), para todo x € X. Cabe observar que f* es una funcién
sobreyectiva.

Definicién 1.2.42. Sean X, Y espacios topologicosy f: X — Y. Si f* es un homeomor-
fismo, entonces decimos que f es un encaje topoldgico, o simplemente un encaje de X en
Y.

En [22] pag. 106] aparece de forma detallada la explicacién del siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.43. Sean X = (—1,1) y Y = R. Entonces f : X — Y definida como
f(z) =3x + 1, para todo z € X, es un encaje de X en Y.

Recordamos algunos conceptos basicos de espacios métricos que requeriremos en ca-
pitulos posteriores.

Definicién 1.2.44. Un espacio métrico es un conjunto X, no vacio, dotado de una funcion
d: X x X — R que llamamos métrica tal que satisface las propiedades siguientes, para
cualesquiera que sean los puntos x,y,z € X:

(1) d(z,z) =0.
(2) Six # y, entonces d(z,y) > 0.
(3) d(z,y) = dly, ).

(4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Los siguientes son ejemplos clasicos de espacios métricos. No es dificil dar los argu-
mentos de su veracidad, por tanto, los omitimos.

Ejemplo 1.2.45. Dado R, el conjunto de niimeros reales, definimos la funcion d: RxR —
R por d(x,y) = |z — y|, para cada z,y € R. Se tiene que d es una métrica y R es un
espacio métrico. Se dice que esta funcion es la métrica usual para R.
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Ejemplo 1.2.46. Dado R?, el plano cartesiano, definimos la funcién d: R? x R? — R,

por d((xlay1)7 (Qfg,yg)) = \/(xl - ‘272)2 + (yl - y2)2a para cada (xlayl)> <$2ay2) € R? Se
tiene que d es una métrica y R? un espacio métrico. A esta funcién se le llama métrica
usual de R?.

En general, tenemos la siguiente nocion en espacios métricos.

Definicién 1.2.47. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X y r > 0. Definimos y denota-
mos la bola abierta con centro en a y radio r por

B(a,r)={be X | d(a,b) <r}.

Proposicién 1.2.48. Sea (X, d) un espacio métrico. La familia 7, = {0} U{U C X :
U es unién de bolas abiertas} es una topologia para X, a la que se le denomina topologia
de X inducida por la métrica d.

A continuacion desarrollamos de forma breve una parte de la materia prima que
empleamos en todo el trabajo de tesis. Recordemos que entre las topologias con las que se
puede dotar un conjunto no vacio X, estan aquellas que adicionalmente cumplen ciertas
propiedades que ayudan a determinar cuando es posible separar, mediante subconjuntos
abiertos, ciertos subconjuntos ajenos de X. Estas propiedades actualmente se les llama
axiomas de separacién. Mencionamos aquellos axiomas que juegan un rol importante en
este trabajo.

Definicién 1.2.49. Se dice que un espacio topolégico X es:

(1) Tp si para cada par de puntos distintos x1,zs € X, existe un subconjunto abierto en
X que contiene exactamente a uno solo de estos puntos.

(2) T si para cada par de puntos distintos x1,zs € X, existe un subconjunto abierto U
en X tal que zy € Uy 29 ¢ U.

(3) Ty o Hausdorff si para cada par de puntos distintos x1,zo € X, existen subconjuntos
abiertos U,V en X talesque z; € U, 2, € VyUNV = 0.

(4) T3 o regular si X es Ty y para cada x € X y cada subconjunto cerrado F en X tal que
x ¢ F, existen subconjuntos abiertos U,V en X talesquez e U, FCVyUNV = 1.

(5) T35 o completamente reqular o espacio de Tychonoff si X es T} y para cada x € X
y cada subconjunto cerrado no vacio F' C X con z ¢ F, existe una funcién continua

f:X —10,1] tal que f(x) =0y f(F) = {1}.
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(6) Ty o normal si X es T} y para cada par de subconjuntos cerrados y ajenos A, B en
X, existen subconjuntos abiertos U,V en X talesque ACU, BCV yUNV = 0.

Ejemplo 1.2.50. En los cursos basicos de topologia se estudian ejemplos diversos de
espacios que satisfacen o no satisfacen los axiomas de separacién que hemos mencionado.
Incluso se demuestra que todo espacio métrico X satisface todos los axiomas de separacion.

Para fines del escrito recordamos el siguiente ejemplo [7, Ejemplo 5.25].

Ejemplo 1.2.51. Sean L = {(z,y) e R* : y > 0}, Ly = {(z,y) € L : y =0}y Ly = L\ Ly,
el plano de Niemytzki es el conjunto L con la topologia siguiente:

(1) los puntos de Ly son considerados con la topologia usual de R?, y

(2) para un punto (x,0) € Ly sus vecindades son de la forma {(z,0)} U B, donde B es
un una bola abierta en R? tangente a L; en {(z,0)}.

Las siguientes propiedades del plano de Niemytzki, son bastaste conocidas, dejamos
la referencia donde pueden ser consultados [7, Observacién 6.6 y Ejemplo 6.10 (2)].

(1) L es un espacio completamente regular.
(2) L no es un espacio normal.

(3) Ly es un subespacio discreto de L.

Existen caracterizaciones de los axiomas de separacién que a menudo son empleadas
en la resolucion de problemas en topologia. Entre otras, recordemos las siguientes.

Proposiciéon 1.2.52. Sea X un espacio topolégico. Se cumple que X es T} si y sélo si
para cada z € X, el conjunto {z} es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que X es 17 y tomemos x € X arbitrario. Mostremos que
X\{z} es abierto en X. Sea z1 en X \{z} cualquiera, observemos que x # x;. Por hipdtesis
existe un subconjunto abierto U en X tal que x; € U y = ¢ U. Dado que U C X \ {z},
entonces x; es un punto interior de X \ {x}. Asi, por la Proposicién se tiene que
X \ {x} es un conjunto abierto en X. Por tanto, {z} es un subconjunto cerrado en X.

Reciprocamente, mostremos que X es Tj. Sean x1,x5 € X arbitrarios con z; # xs.
Por hipétesis {x1} y {x2} son subconjuntos cerrados en X. Luego, X \ {z1} y X \ {z2}
son subconjuntos abiertos en X. Notemos que {x1} C X \ {z2} y {2} € X \ {z1}. Es
decir, 1y € X \ {22} y 22 € X \ {z1}; ademds xo ¢ X \ {22} y 21 ¢ X \ {x1}. Por tanto,
X es T;. O
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Proposicién 1.2.53. Sea X un espacio topolégico. Se tiene que X es Hausdorff si y sélo
sf para cada x € X, {z} = N{V : V € V(z)}, donde V(z) denota la familia de vecindades
de x en el espacio X.

Demostracion. Supongamos que X es Ty y consideremos € X arbitrario. Observemos
que para todo V € V(z), € V. De donde, {z} C ({V : V € V(x)}. Por otro lado,
supongamos que existe 71 € ([{V : V € V(2)} vy o1 ¢ {x}, esto es x # x;. Se tiene que
para todo V' € V(z), z; € V. Luego, por la Proposicién [1.2.29, para todo U € V(x1), se
tiene que UNV # (), lo cual contradice que X es Ty. Por lo tanto {z} = ({V : V € V(z)}.

Reciprocamente, supongamos que X no es 75, entonces existen x1, xo € X con xy # x5
tales que para todo U € V(x1) y V € V(x3) se tiene que U NV # (). Luego, para todo
U € V(x1), en vista de la Proposicién tenemos que x, € U; es decir, 2o € ({U :
U € V(x1)}. Por hipétesis, {z1} = (W{U : U € V(z1)}. De donde, 2o € {z,}, esto es
T9 = x1, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X es T5. O

Proposicién 1.2.54. Sea X un espacio topoldgico. Luego, X es regular si y sélo si para
cada r € X y cada subconjunto abierto U en X tal que z € U, existe un subconjunto
abierto Ven X talquex € VCV CU.

Demostracion. Supongamos que X es T3. Tomemos x € X arbitrario y un subconjunto
abierto U en X tal que z € U. Luego, X \ U es un conjunto cerrado. Por hipétesis, existen
subconjuntos abiertos V'y Wen X tales que x € V, X\U C W y VNW = (). Observemos
que z € V C V. Mostremos que X \ U C X \ V. Supongamos que existe 7, € X \ U y
que 2, ¢ X \ 'V, esto es, 21 € V. Luego, ; € W. De donde, VN W # (), lo cual es una
contradiccién. Por tanto, z € V C V C U.

Reciprocamente, sea X un espacio T} y consideremos x € X arbitrario y F' C X un
subconjunto cerrado en X tal que x ¢ F. Luego, X \ F' es un conjunto abierto en X y
x € X \ F. Por hipétesis, existe un conjunto abierto Ven X talquez € VCV C X \ F.
Observemos que X \ V es un conjunto abiertoen X y F C X\ V. Ademés, VN(X\V) = 0.
Por lo tanto, X es Tj. O

La demostracion del siguiente resultado es similar a la de la Proposicion como
vemos a continuacion.

Proposicién 1.2.55. Sea X un espacio topoldgico. Se tiene que X es normal si y sélo si
para cada subconjunto cerrado F' en X y cada subconjunto abierto U en X que contenga
a F', existe un subconjunto abierto V en X tal que FF CV C vV CU.
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Demostracion. Supongamos que X es Ty y consideremos arbitrariamente un subconjunto
cerrado F' en X y U un subconjunto abierto en X tales que F' C U. Luego, X \ U es un
conjunto cerrado en X y F'N (X \ U = 0. Por hipétesis, existen subconjuntos abiertos V
y Wen X talesque F CV, X\UCWyVNW = (). Observemos que F C V C V.
Mostremos que X \ U C X \ V. Supongamos que existe z; € X \ U y que 71 ¢ X \ V.
Asi, 11 € V. Se sigue que 11 € X \U C W y VN W # 0, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, x € V' CVCU.

Reciprocamente, sea X un espacio 7T y consideremos arbitrariamente dos subconjuntos
cerrados F'y F en X tales que ENF = (). Luego, X \ F' es un conjunto abierto en X
y E C X \ F. Por hipdtesis, existe un subconjunto abierto V' en X tal que £ C V C
V C X\ F. Observemos que X \ V es un conjunto abierto en X y FF C X \ V. M4s atin,
VN (X\V)=0. Por lo tanto, X es T}. O

Una caracterizacién mas de espacios normales es la siguiente, es uno de los resultados
clasicos de la topologia. Su demostracién se puede consultar en [9, Teorema 4.B.1] (vea
también [12, Teorema 4.1]).

Lema 1.2.56 (Lema de Urysohn). Un espacio topolégico X es normal si y sélo si para
cada par de subconjuntos F y F' cerrados en X y disjuntos, existe una funciéon continua

f: X —=0,1] tal que f(E)={0}y f(F)={1}.

Otra de las propiedades interesantes de la teoria de los axiomas de separacion se
encuentra en determinar las relaciones existentes entre los conceptos de la Definicion

Veamos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.57. Sea X un espacio topoldgico. Se cumple lo siguiente:

Si X es Hausdorff, entonces X es Tj.

Demostracion. Los incisos (a) y (b) se siguen de forma inmediata de las definiciones.

(¢) Supongamos que X es completamente regular. Sean z € X y F' C X un subconjun-
to cerrado en X no vacio tal que = ¢ F. Luego, por hipétesis, existe una funcién continua
f: X —[0,1] tal que f(z) =0y f(y) =1, para cada y € F. Es claro que los conjuntos
[0,2) ¥ (5,1] son abiertos en [0,1]. Luego, definiendo U = f7([0,3)) y V = f'((3,1]),
obtenemos por la continuidad de f y por la Proposicion [1.2.38] que U y V son abiertos
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en X. Ademds, se cumple que x € U, F CV y UNV = (). De donde, X es un espacio
regular.

(d) Supongamos que X es normal y veamos que X es completamente regular. Dado
que X es normal, se tiene que X es T7. Ahora, sean x € X y F un subconjunto cerrado no
vacio en X tal que x ¢ F. Por la Proposicién , se tiene que {x} es un subconjunto
cerrado en X. Ademds, claramente {x} N F' = (). Luego, por el Lema de Urysohn (Lema
[1.2.56)), existe una funcién f: X — [0,1] tal que f(z) =0y f(F) = {1}. Por lo tanto, X
es completamente regular. O]

Una nocién muy importante en varias areas de la matemaética es la de compacidad. A
continuacion recordamos este concepto y algunos hechos que usamos dentro de la tesis.

Definicién 1.2.58. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia A de subconjuntos de

X es una cubierta de X si X = |JA. Cuando A C 7, a A le llamamos cubierta abierta
de X.

Definicién 1.2.59. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto si para
toda cubierta abierta A de X, existe A’ C A finita tal que X = J A’

Ejemplo 1.2.60. Recordemos el Ejemplo [1.2.3}(2). Se tiene que todo espacio bajo la
topologia indiscreta es compacto.

Como una herramienta fundamental en la teoria de la compacidad, encontramos el
siguiente resultado, muy 1til por sus aplicaciones (vea [9, Teorema 6.A.10]).

Lema 1.2.61 (Lema de Alexander). Sea X un espacio topoldgico. Se tiene que X es
compacto si y sélo si toda cubierta de X con elementos de una subbase admite una

subcubierta finita.

Omitimos la demostracién del siguiente resultado; el lector la puede consultar en [13]

Teorema 3.2.6]. Recordemos la Definicién [1.2.42]

Teorema 1.2.62. Un espacio topoldgico es un espacio completamente regular si y sélo
si se puede encajar en un espacio compacto.

En [22] Teorema 32.3] se demuestra lo siguiente.

Proposiciéon 1.2.63. Todo espacio topoldgico compacto es normal.
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De la proposicion anterior y del Teorema [1.2.62] se obtiene el corolario siguiente.

Corolario 1.2.64. Todo espacio topolégico completamente regular se puede encajar en
un espacio normal.

Seccion 1.3

Conceptos basicos de hiperespacios

En esta seccion incluimos de manera breve, hechos bastante conocidos en la teoria de
hiperespacios. Nos restringimos a exponer principalmente la herramienta que requerimos
en secciones posteriores. Es sabido que esta teoria tiene sus origenes a principios del Siglo
xX. Fueron F. Hausdorff [15] y L. Vietoris [26] quienes comienzan el desarrollo de esta
teoria. Uno de los primeros hiperespacios que se definieron para un espacio topolégico X
fue el de los subconjuntos cerrados y no vacios de X, denotado por CL(X). Esto es,

CL(X)={A C X : A esno vacio y cerrado en X}.

A CL(X) se le considera con la topologia de Vietoris, 7. Si bien existen otras topologias
que se le pueden dar a la familia CL(X), en este trabajo sélo consideramos la de Vietoris.

Para definir dicha topologia, consideremos lo siguiente. Dados k € Ny Ay, Ao, ..., Ay
subconjuntos de X, (A, A, ..., Ax) denota el subconjunto de CL(X) definido como sigue:

<A1,...,An):{FeCL(X):FgUAinﬂAi#@, paracadaie{l,...,n}}.

i=1

La topologia de Vietoris es la topologia generada por la familia:
By = {(U,Us,...,Uy) : Uy, Us, ..., U son subconjuntos abiertos en X y k € N}.

Por otro lado, puesto que en algunas ocasiones es conveniente trabajar con una subbase
de una topologia (vea la Definicién [1.2.17)), recordemos que la familia

S={{U):UeryU{(X,U):Uecr}

es una subbase para 7. Una demostracién de que By es una base y S es una subbase
para 7y se puede consultar en [I8, Teorema 1.2].
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Conviene a nuestra exposicion tener en cuenta la siguiente notacién, la cual es muy
utilizada en hiperespacios. Dado un espacio topolégico X y U C X, escribimos:

U ={AeCL(X):ANU#0} y U"'={AecCL(X):ACU}.

Puesto que (U) = Ut y (X,U) = U™, la subbase para la topologia de Vietoris, se puede
escribir como

S={U":Uertu{U :Uert}

Un hecho ampliamente conocido, por lo que omitimos su demostracién, es la siguiente
relacion que se tiene entre la cerradura de un subconjunto abierto basico en CL(X) con
la cerradura en el espacio X (vea |21, Lema 2.3.2]).

Lema 1.3.1. Sean X un espacio topolégico 77 y n € N. Si Uy, ..., U, son subconjuntos
abiertos en X, entonces (Uy,...,U,) = (Uy,...,U,).

Para los fines de nuestro trabajo, incluimos el siguiente resultado.

Lema 1.3.2. Sean X un espacio topoldgico y U una familia de subconjuntos de X. Si
U es una cubierta abierta de X, entonces la familia {(X,U) : U € U} es una cubierta
abierta de CL(X).

Demostracion. Supongamos que U es una cubierta abierta de X y sea A € CL(X). Luego,
existe U € U tal que ANU # 0, esto es, A € (X,U). Por lo tanto, {(X,U) : U € U} es
una cubierta abierta de CL(X). O

Si bien el hiperespacio (CL(X), 7y) es un espacio interesante de estudiar, también lo
son sus subespacios, y en esta tesis en particular, el siguiente es de nuestro interés. Sean
X un espacio topologico y Y un subconjunto no cerrado de X. Se define el subespacio de
CL(X):

Yt ={FeCL(X): FCY}.

La definicién de este espacio originalmente fue presentada en [2] y se le denoté por
F(Y, X). Sin embargo, por conveniencia, usamos el simbolo Y, como se utiliza en [11].

Es importante destacar que se pueden definir mas hiperespacios a partir de un mis-
mo espacio X. Por mencionar algunos, C'(X), el hiperespacio de todos los subconjuntos
conexos de X; F,,(X), con n € N, el hiperespacio de todos los subconjuntos de X que
tienen a lo més n puntos, etc. Podriamos englobar todos los hiperespacios de X (o muchos
de ellos) con el simbolo genérico H(X). A su vez, también es necesario indicar que a los
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hiperespacios se les puede dotar de otras topologias y no sélo la de Vietoris. Por ejemplo,
la topologia de Fell, la topologia hit-and-miss, etc. En este trabajo de tesis nos enfocamos
al estudio de los hiperespacios CL(X) y Y con la topologia de Vietoris.

Terminamos esta secciéon mencionando que el lector interesado en temas de hiperespa-
cios puede consultar las fuentes [16, [17, 18| 19, 21, 23], 24], en donde a su vez encontrara
muchas otras referencias. Sin embargo, para la teoria de propiedades topoldgicas relati-
vas s6lo es posible encontrar estudios aislados y dados de manera muy general en [5] (en
Ruso), [3] (exposicién sumaria y rudimentaria). Conviene decir que con el paso de los
anos, se han introducido nuevas propiedades topoldgicas relativas, las cuales pueden ser
consultadas en las referencias [4], 6], &, 14} 25], por mencionar algunas.

Por otro lado, es conocido que la topologia de Vietoris permite que las propiedades
topoldgicas de un espacio X y la de su hiperespacio CL(X) interactiien entre si, lo que da
pauta a establecer un problema de indole general dentro de la Teoria de hiperespacios, el
cual destacamos a continuacién.

Problema () Dado un espacio topolédgico X, estudiar las posibles conexiones entre las
siguiente proposiciones:

(1) CL(X) tiene la propiedad P;
(2) X tiene la propiedad P,
para alguna propiedad P.

El problema en () se interpreta de la siguiente manera. Si un espacio topolégico X
cumple o posee una cierta propiedad P, entonces, investigar si su hiperespacio, CL(X),
también preserva la propiedad P, y reciprocamente, si el hiperespacio CL(X), satisface
dicha propiedad, indagar si el espacio X también la posee.

Como ejemplo del problema (x), encontramos el siguiente resultado debido a E. Michael
(vea [21, Teorema 4.9]), donde la propiedad P es de indole muy variada.

Teorema 1.3.3. ([2I, Teorema 4.9]) Para un espacio topolégico X se cumplen las si-
guientes propiedades.

(1) Si X es T4, entonces (CL(X), ) es T7.
(2) X es regular siy sélo si (CL(X), 1) es Hausdorff.
(3) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es normal;

(b) (CL(X),7v) es completamente regular;
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(¢) (CL(X),7y) es regular.
(4) X es compacto si y sélo si (CL(X), ) es compacto.
(5) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es compacto y metrizable;
(b) (CL(X),7y) es compacto y metrizable;
(¢) (CL(X),7y) es metrizable.

El Teorema juega un papel muy importante en el Capitulo 3, donde presentamos
algunas generalizaciones de éste via propiedades relativas.
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Capitulo 2

Axiomas relativos de separacion y compacidad

La teoria de propiedades topoldgicas relativas es una rama importante de investiga-
cion en topologia pues, entre otras aplicaciones, ayuda a saber céomo esta localizado un
espacio Y en un superespacio X. Ademas, una propiedad topoldgica relativa generaliza
la propiedad topoldgica global de la cual proviene, en el sentido de que si Y es igual a X,
la propiedad relativa y la global coinciden.

Entre otras propiedades relativas provenientes de propiedades absolutas que se han
estudiado y han aportado grandes avances en topologia, estan las que se derivan de los
axiomas clasicos de separacién. En la presente tesis, hacemos un estudio minucioso de va-
rias versiones relativas que se desprenden de los axiomas de separaciéon 11, Ty, T3, Ty y de
la nocién de compacidad. Especificamente, de los conceptos que a continuacién definimos,
proporcionamos ejemplos que garantizan su independencia, establecemos caracterizacio-
nes de ellos y damos condiciones bajo las cuales hay coincidencias. Dicho analisis pretende
subsanar los estudios poco exhaustivos y dispersos que se encuentran en la literatura de
estas propiedades. En el documento, lo que no posee una referencia, representa un aporte
original a esta rama de conocimiento (los existentes estan dispersos y son poco exhaus-
tivos). Sin embargo, en su mayoria, los conceptos que estudiamos fueron ampliamente
estudiados por Arhangel’skii y H. M. M. Genedi en [5], articulo publicado en ruso. El
lector interesado en conocer de su contenido, puede consultar [3].

En los diagramas que presentamos, establecemos las relaciones que guardan las nocio-
nes correspondientes a alguna definicién. Las flechas significan inclusion de clases.

De ahora en adelante, salvo otra indicacion, X es un espacio topoldgico T y Y siempre
es un subespacio no vacio de X, dotado de la topologia heredada de X.

23
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Seccion 2.1

Axiomas relativos 7} y 1, y sus propiedades

En esta seccién presentamos lo concerniente a las propiedades topoldgicas relativas del
tipo 77 y Hausdorff. Es importante sefialar que en la Definicién 2.1.1] la versién relativa
del axioma T} es contribucién de esta tesis; mientras que las versiones relativas del axioma
T, fueron tomadas de [3, pag.89).

Definicién 2.1.1. Sean X un espacio topologico y Y un subespacio de X. Se dice que:

(a) Y es T1 en X, si para cada par de puntos distintos y; € YV y yo € X, existe un
subconjunto abierto U en X tal que yo € U y y; ¢ U (aqui, X no es necesariamente
Ty).

(b) Y es Hausdorff en X, si para cualquier par de puntos diferentes y;,y> € Y, existen
subconjuntos abiertos U,V en X talesque y; € U, yo € V yUNV = 0.

(¢) Y es fuertemente Hausdorff en X, si cualquier par de puntos diferentes y; € Y
y Y2 € X, existen subconjuntos abiertos U,V en X tales que y; € U, yo € V' y
unv =4.

Claramente, cuando Y = X en la Definicién el inciso (a) es el axioma 7} y los
incisos (b) y (c) coinciden con la propiedad de Hausdorff. Ademads, si X es T}, entonces
para cualquier subespacio Y de X, Y es T} en X; y si X es Hausdorff, entonces para
cualquier subespacio Y de X, Y es Hausdorff en X y fuertemente Hausdorff en X.

En el Diagrama establecemos las relaciones que guardan las nociones en la De-
finicién las cuales se obtienen de forma directa. A su vez, en el Ejemplo [2.1.3]
garantizamos que ninguna de las flechas es reversible.

Formalmente, las implicaciones quedan establecidas en el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.2. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio de X. Se cumple
lo siguiente:

(a) SiY es fuertemente Hausdorff en X, entonces Y es Hausdorffen X y Y es 77 en X.
(b) SiY esT; en X, entonces Y es un espacio 7.

(c) SiY es Hausdorff en X, entonces Y es un espacio Hausdorff.
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Y es fuertemente| (1) |Y es Hausdorff
Hausdorfl en X en X
“(3) ﬂ@)
YesTien X Y es Hausdorff
ﬂ(4)
Y es T}

Diagrama 2.1

Demostracion. (a) Supongamos que Y es fuertemente Hausdorff en X. Es inmediato que
Y es Hausdorff en X. Demostremos que Y es un espacio 77 en X. Sea y € Y, verifiquemos
que X \ {y} es un conjunto abierto en X, para ello, elijamos x € X \ {y}. Dado que
y€eY,x e X yuax#y, por hipdtesis, existen subconjuntos ajenos y abiertos U y V en
X tales que y € U y x € V. Se cumple que = € V C X \ {y}. Se concluye que {y} es un
subconjunto cerrado de X.

(b) Supongamos que Y es T} en X. Sea y € Y. De la hipétesis, {y} es un subconjunto
cerrado en X. Por lo tanto, {y} NY = {y} es un conjunto cerrado en Y.

(c¢) Supongamos que Y es Hausdorff en X. Sean y;,y» € Y puntos diferentes. Por
hipdtesis, existen subconjuntos abiertos U y V en X tales quey; € U,y € VyUNV = (.
Claramente, U NY y V NY son subconjuntos ajenos y abiertos en Y con y; e UNY y
ypelNYy. O

A continuacién mostramos con ejemplos que las implicaciones de la Proposicion [2.1.2]
no son reversibles.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos los siguientes casos para el espacio X y su subespacio Y.

(1) Si X = {a,b} tiene la topologia indiscreta y Y = {a}, entonces Y es Hausdorff en X
y Y no es fuertemente Hausdorff en X. Por lo tanto la flecha (1) no es reversible. Por
otra parte, Y es T} en X ya que para los puntos a € Y y b € X, el conjunto U = {a}
cumple que a € U y b ¢ U. Por lo tanto, la flecha (3) no es reversible.

(2) Cuando X = {a,b,c} es tomado con la topologia 7x = {X,0,{a,c},{b,c},{c}} ¥y
Y = {a, b}, observemos que Y es un espacio Hausdorff y Y no es Hausdorff en X. Por
lo tanto, la flecha (2) no es reversible.
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(3) Tomando X = {a,b,c} con la topologia indiscreta y Y = {a}, se tiene que Y es un
espacio 77 y Y no es T} en X. Por lo tanto, la flecha (4) no es reversible.

Por otra parte, recordemos que la propiedad T} queda caracterizada por la condicién
de pedir que para cada x € X, el conjunto {z} es cerrado en X (vea Proposicién .
Igualmente, es posible caracterizar la propiedad relativa del axioma de separacion T en
términos de lo que en [3, pag.88] se toma como la propia definicién,

Proposicién 2.1.4. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Se tiene que
Y es T} en X siy solo si para cada y € Y, el subconjunto {y} es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que Y es T} en X y consideremos y € Y arbitrario. Luego,
para cualquier yo € X \ {y}, existe un subconjunto abierto U en X tal que yo € U y
y ¢ U. Note que U C X \ {y}. Asi, X \ {y} es un conjunto abierto en X. De donde, {y}
es un subconjunto cerrado en X.

Reciprocamente, mostremos que Y es T} en X. Sean y; € Y y y» € X con y; # ys.
Dado que y2 € X \ {y1}, por hipétesis, existe un subconjunto abierto U en X tal que
yo € U C X \ {y1}. Por tanto, yo € U y y; ¢ U. O

De igual forma, recordemos que la propiedad de Hausdorff equivale a que todo punto
es la interseccién de la cerradura de sus vecindades (vea la Proposicién [1.2.53). También
recordemos que V(z) denota la coleccién de todas las vecindades de x en el espacio X y
que U es la cerradura en X del subconjunto U.

Teorema 2.1.5. Sean X un espacio topologico y Y un subespacio de X. Se tiene que Y es
fuertemente Hausdorff en X si y sélo si cada y € Y cumple que {y} = {U : U € V(y)}.

Demostracion. Supongamos que Y es fuertemente Hausdorff en X y fijamos un punto
y € Y. Claramente {y} C {U : U € V(y)}. Ahora, supongamos que existe z € ({U :
U € V(y)} tal que z # y. Por hipétesis, existen subconjuntos abiertos U y V' en X tales
quey eU,z€eVyUNV =1{. Sea Uy € V(y) tal que U; C U. Dado que U; NV = 0,
obtenemos que = ¢ Uy, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, {y} = N{U : U € V(y)}.

Reciprocamente, tomemos puntos diferentes y € Y y x € X. Como {y} = ({U :
U € V(y)}, existe U € V(y) tal que = ¢ U. Sea U; un subconjunto abierto en X tal que
y € U; C U. Luego, dado que = ¢ U}, existe un subconjunto abierto Vi en X tal que
xeViyU NV;=0. Por lo tanto, Y es fuertemente Hausdorff en X. O

En vista de la Proposicién y del Teorema [2.1.5] se plantea lo siguiente, de lo cual
Nno conocemos una respuesta.
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Pregunta 2.1.6. ; Existe una caracterizaciéon del concepto Y es Hausdorff en X que sea
similar a la del Teorema .15

A continuacién vemos que bajo ciertas hipotesis, algunas de las flechas en el Diagra-
ma son reversibles. La demostracion de lo siguiente, se obtiene directamente de las
definiciones.

Proposicién 2.1.7. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio cerrado en X. Se
tiene que Y es un espacio 17 si y sélosi Y es T7 en X.

Demostracion. Para mostrar la necesidad de la afirmacion, tomemos y € Y. Como Y es
un espacio 71, se sigue que {y} es un subconjunto cerrado en Y, puesto que Y es cerrado
en X, se tiene que {y} es un subconjunto cerrado en X, esto muestra que Y es Ty en X.

La suficiencia de la afirmacién se encuentra en la Proposicién [2.1.2] (b). O

Teorema 2.1.8. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio denso en X. Se tiene
que Y es un espacio Hausdorff si y sélo si Y es Hausdorff en X.

Demostracion. Supongamos que Y es un espacio Hausdorff. Para mostrar que Y es Haus-
dorff en X, tomemos dos puntos diferentes v,y € Y. Existen dos conjuntos abiertos y
ajenos U’y V' en Y tales que y; € U' y yo € V'. Sean U y V conjuntos abiertos en X
tales que ' =UNY y V' =V NY. Veamos que U NV = (). Para esto, supongamos lo
contrario. Luego, como Y es denso en X, se tiene que (UNV)NY = (). Sin embargo, en
vista de que U’ NV’ = (), obtenemos que UNV C X \ Y, lo cual es una contradiccién.
Asi, UNV = 1. Observe que y; € U y y € V. Por lo tanto, Y es Hausdorff en X.

El reciproco se tiene directamente de las definiciones. O

Teorema 2.1.9. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X tales que para
cada y € Y, existe un subconjunto abierto U en X tal que y € U y U C Y. Se tiene que
Y es Hausdorff en X si y solo si Y es fuertemente Hausdorff en X.

Demostracion. Supongamos que Y es Hausdorff en X. Sean y; € Y y yo € X con y; # ys.
Si y € Y, la prueba termina. Por consiguiente, supongamos que y, ¢ Y. Por hipdtesis,
existe un subconjunto abierto U de X tal que y; € U y U C Y. Dado que ¥, ¢ U, existe
un subconjunto abierto V en X tal que yo € V 'y UNV = (). Por lo tanto, Y es fuertemente
Hausdorff en X.

El reciproco se obtiene de manera directa usando las definiciones. ]
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Seccion 2.2

Axiomas de regularidad y sus propiedades

Como su nombre lo indica, en esta seccién analizamos propiedades relativas del axioma
de regularidad. A continuacion, presentamos versiones relativas del axioma de regularidad,
de las cuales superregular, regular y fuertemente regular en X se encuentran en [3, pag.
89]. El concepto de internamente regular en X es tomado de [6].

Definicién 2.2.1. Sean X un espacio topologico y Y un subespacio de X. Se dice que:

(a) Y es superreqular en X, si para cada y € Y y para cada subconjunto cerrado F' en X
tal que y ¢ F, existen subconjuntos abiertos ajenos U y V en X, tales que y € U y
FCV.

(b) Y es internamente reqular en X, si para cada y € Y y cada subconjunto F' de Y
cerrado en X tal que y ¢ F, existen dos subconjuntos abiertos ajenos U y V en X
talesqueye Uy F CV.

(¢) Y es regular en X, si para cada y € Y y para cada subconjunto cerrado F' en X
tal que y ¢ F, existen subconjuntos abiertos ajenos U y V en X tales que y € U y
FNny CV.

(d) Y es fuertemente regular en X, si para cada x € X y cada subconjunto cerrado F en
X tales que x ¢ F', existen subconjuntos abiertos ajenos U y V en X tales que x € U
yFNY CV.

Es evidente que si Y = X en la Definicién 2.2.1] cada inciso coincide con el axioma
de regularidad. Ademads, si X es regular, entonces para cualquier subespacio Y de X, Y
cumple cualquier propiedad relativa de regularidad en X. En el Diagrama[2.2]establecemos
las relaciones que guardan las nociones en la Definicién [2.2.1]

Y es fuertemente (1) Y es regular 3) | Y es internamente

regular en X en X regular en X

4
(Q)W 4)

Y es superregular
en X

Y es regular

Diagrama 2.2
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De manera explicita, para comodidad de los lectores, damos las demostraciones de las
implicaciones indicadas. Ademas, con los Ejemplos [2.2.3] [2.2.4] y [2.2.5] mostramos que
ninguna de éstas es reversible.

Proposicién 2.2.2. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio de X. Se cumple
lo siguiente:

SiY es fuertemente regular en X, entonces Y es regular en X.

(a
(b

SiY es regular en X, entonces Y es internamente regular en X.

(c) SiY esregular en X, entonces Y es un espacio regular.

)
)
)
(d) SiY es superregular en X, entonces Y es regular en X.

Demostracion. En vista de que las demostraciones de (a) y (d) son inmediatas, las omi-
timos.

(b) Supongamos que Y es regular en X. Demostremos que Y es internamente regular
en X. En efecto, sean y € Y y F un subconjunto de Y cerrado en X tales que y ¢ F.
Por hipodtesis, existen dos subconjuntos ajenos y abiertos U y V en X tales que y € U y
FNY CV.Dadoque FCY,setieneque FNY =F. Asi, ye Uy FCV.

(c) Supongamos que Y es regular en X. Demostremos que Y es un espacio regular. En
efecto, sean y € Y y F un subconjunto cerrado en Y tales que y ¢ F. Luego, existe un
subconjunto cerrado F* en X tal que F*NY = F. Note que y ¢ F*. Por hip6tesis, existen
dos subconjuntos ajenos y abiertos U y V en X talesquey e Uy FF = F*NY CV.
Claramente, UNY y VNY son conjuntos abiertos en Y talesque y e UNY, FCVNY
yOUnNnY)n(Vny)=0. O

Ejemplo 2.2.3. Mostremos que las flechas (1) y (2) del Diagrama [2.2] no son reversibles.
Para este fin, sean X’ un conjunto infinito y p, ¢ dos puntos diferentes que no pertenecen
a X'. Definimos X = X' U {p, q}. Ahora, dotamos de una topologia en X definiendo las
las vecindades en cada punto de x € X.

1. Para cada x € X', sus vecindades son cualquier subconjunto de X’ que tenga a x.

2. si x € {p,q}, las vecindades de z son de la forma {z} U (X'\ F'), donde F' es un
subconjunto finito de X”.

Veamos que efectivamente se satisfacen las propiedades en la Proposicién [I.2.9] Clara-
mente se cumple la propiedad (BP1).

Revisemos la propiedad (BP2). Sean z € U y U € V(y). Consideremos algunos casos.
Siz e X'yy e {pq}, entonces U = {y} U(X'\ F), donde F' es un subconjunto finito
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de X, luego si se toma V = X'\ F, se cumple que V € V(z) y claramente V' C U. Si
xz € {p,q} y y € X'. Entonces, no existe U € V(y) tal que z € U y por lo tanto se cumple
(BP2). Si z,y € {p,q}, como x € U y U € V(y), entonces x = y y con ello claramente se
satisface (BP2). Finalmente, el caso cuando z,y € X’ se cumple inmediatamente.

Comprobemos la propiedad (BP3). Sean U;,Us; € V(z). Si « € X', entonces la pro-
piedad se cumple inmediatamente. Ahora, si x € {p, ¢}, entonces Uy = {z} U (X' \ F1) y
Uy ={z} U (X'\ F3) donde F; y F, son conjuntos finitos de X’. Asi, es suficiente tomar
U={2}UX\(FlUF)),yaque U € V() yestal que U C U; NUs.

Es claro que X es un espacio 77. Ahora, consideremos el subespacio Y = X' U {p}.

Afirmacion: Y es reqular en X.

Para ello, sean y € Y y F' C X un subconjunto cerrado en X tales que y ¢ F. Luego,
y € X oy=p. Siye X', es trivial encontrar los conjuntos abiertos deseados. Si y = p,
entonces existe un subconjunto finito A de X’ con la propiedad que ({p}UX’'\ A)NF = 0.
Luego, FF C AU {q}, por lo que U = {p} U (X' \ A) y V = A son subconjuntos abiertos
en X, ajenos y tales que y € Uy FFNY C V. Por lo tanto, Y es regular en X.

Puesto que los conjuntos {p} y {¢} no tienen vecindades ajenas en X, se concluye que
Y no es fuertemente regular en X y Y no es superregular en X.

Ejemplo 2.2.4. La flecha (4) no son reversible. Para demostrar esto, consideramos la
siguiente construccion debida a Arhangelskii ([3, Ejemplo 1]). Sean X =R, N = {+ :n €
N} vy Y = N U{0}. La topologia 7y para X es aquella que resulta de afiadir el conjunto
R\ N a la topologia usual de R. En 7y, N es un conjunto cerrado en X, y por ende Y
es un subespacio discreto de X. Asi, en particular, resulta que Y es un espacio regular.
En [3, Ejemplo 1], Arhangelskii muestra que Y no es regular en X. De donde, se obtiene
que la flecha (4) no es reversible. Mas atn, se tiene un poco més. Notemos que en vista
de que el punto 0 € Y y el conjunto N no pueden ser separados por conjuntos abiertos
en X, entonces Y no es internamente regular en X.

Ejemplo 2.2.5. La flecha (3) no es reversible. En efecto, sean X = RU {p} (con p ¢ R)
y Y = R. La topologia de Y es 7y del ejemplo anterior, y las vecindades para p son de
la forma {p} UV}, donde V,, es un conjunto abierto en R tal que N \ F' C V, para algin
conjunto finito F. Note que 0 ¢ N y N = N U {p}. Dado que NNY = N y que es
imposible separar a NV y 0 por conjuntos abiertos y ajenos en X, entonces Y no es regular
en X. Por otra parte, no es dificil ver que Y es internamente regular en X. El caso no
trivial es cuando se desea separar 0 y IV, pero cualquier conjunto cerrado en X contenido
en N es finito.
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Recordemos que un espacio X es regular si y sélo si para cada x € X y cada sub-
conjunto abierto U en X tal que x € U, existe un subconjunto abierto V' en X tal que
€V CV CU (veala Proposicién. Caracterizaciones analogas, en términos de la
cerradura de conjuntos abiertos, también pueden obtenerse para las nociones relativas de
regularidad de la Definicién [2.2.1] Incluimos la demostracién de algunos hechos conocidos.

Proposicién 2.2.6. ([I1], Lema 3.1]) Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier subes-
pacio Y de X, se tiene que Y es superregular en X si y sélo si para cada y € Y y para
cada subconjunto abierto U en X tal que y € U, existe un subconjunto abierto V' en X
tal quey € VCV C U.

Demostracion. Supongamos que Y es superregular en X. Sean y € Y y U un subconjunto
abierto en X tal que y € U. Dado que X \ U es cerrado en X y y ¢ X \ U, se sigue por
hipétesis que existen subconjuntos abiertos W; y Wy en X tales que y € Wi, X \U C W,
yWinWy=10.Sea V=W, Luego VC X\ W, Asf, yc VCV CU.

Reciprocamente, veamos que Y es superregular en X. Sean y € Y y F un subconjunto
cerrado en X tal que y ¢ F. Dado que X \ F es abierto en X tal que y € X \ F, se sigue
por hipétesis que existe un subconjunto abierto V en X talquey € V CV C X \ F. De
donde, V' y X \ V son los subconjuntos abiertos deseados que separan a y y a F. Asi, Y
es superregular en X. O

Teorema 2.2.7. Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier subespacio Y de X, se tiene
que Y es internamente regular en X si y sélo si para todo y € Y y para todo subconjunto
abierto U en X con y € Uy X \ U C Y, existe un conjunto abierto V' en X tal que
yeVCVCu.

Demostracion. Supongamos que Y es internamente regular en X. Sean y € Y y U un
subconjunto abierto en X cony € Uy X \U CY.Dadoquey ¢ X\ Uy X\U CY es
un conjunto cerrado en X, se sigue por hipdtesis que existen subconjuntos abiertos Wi y
W5 en X tales que

yEWl, X\UQWQ y WlﬁWQZ(Z).
De donde, y € W, CW; C X \ W, C U.

Reciprocamente, veamos que Y es superregular en X. Sean y € Y y F' un subconjunto
de Y cerrado en X que no tiene a y. Dado que y € X \ F', X \ F es abierto en X y
X\ (X \ F) CY, se sigue por hipétesis que existe un subconjunto abierto V' en X tal
quey €V CV C X\ F.Dedonde, VyX\V son los subconjuntos abiertos deseados
que separan a y v a F. Asi, Y es internamente regular en X. O

Finalmente, proporcionamos una caracterizacion para las propiedades regular en X y
fuertemente regular en X.
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Proposicién 2.2.8. ([14, Lema 1]) Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier subes-
pacio Y de X se tiene que Y es regular (fuertemente regular) en X si y sélo si para todo
r €Y (x € X)y para todo subconjunto abierto U en X tal que x € U, existe subconjunto
abierto V' C U tal que x € VyVﬂY CcU.

Demostracion. Supongamos que Y es regular en X. Demos un punto arbitrario y € Y
y un conjunto abierto U en X que tenga a y. Como y ¢ X \ U, existen subconjuntos
abiertos Wy, W5 en X tales que

yer, (X\U)QYQWQ y WlﬂW2:®.

Definimos V = W;NU. Claramente y € V y V C U. Resta ver que VNY C U. En efecto,
supongamos que existe ' € VNY tal i ¢ U. Luego, v € Wy, como ' € V, se tiene que
WonV # (), pero Wo NV C Wy N Wy, de donde Wi N W, # (), que es una contradiccion.

Reciprocamente, veamos que Y es regular en X. Para ello, demos y € Y y F un
subconjunto cerrado en X que no tenga a y. Definimos U = X \ F. Puesto que y € U,
se sigue por hipétesis que existe un subconjunto abierto Ven X tal quey € V, V C Uy
VNY CU. Asi, y € V y, no es dificil demostrar que, FNY C X\ Vy VN (X\V)=0.
Por lo tanto, Y es regular en X.

Cuando Y es fuertemente regular en X, se procede analogamente. O

Ahora, veamos condiciones necesarias para que algunas de las flechas en el Diagrama
2.2] sean reversibles.

Proposicién 2.2.9. Sea X un espacio topolégico y Y un subconjunto cerrado en X. Se
tiene que Y es internamente regular en X si y sélo si YV es regular en X.

Demostracion. Supongamos que Y es internamente regular en X. Seay € Y y F' cualquier
subconjunto cerrado en X tal que z ¢ F. Dado que Y es cerrado en X se tiene que F'NY es
un subconjunto de Y cerrado en X. De aqui, el punto y € Y y conjunto F'NY pueden ser
separados por conjuntos ajenos y abiertos en X, esto es, Y es regular en X. El reciproco
se sigue de manera inmediata por las definiciones. O

La demostracion del siguiente resultado es andloga a la demostracion del Teorema
2.1.8, por lo que la omitimos.

Proposicion 2.2.10. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio denso en X. Se
tiene que Y es un espacio regular si y sélo si Y es regular en X.

Desconocemos una respuesta a lo siguiente.
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Pregunta 2.2.11. ;Existen condiciones bajo las cuales si Y es regular en X, entonces Y
es superregular en X7 [dem para obtener Y es fuertemente regular en X.

Seccion 2.3

Axiomas de normalidad y sus propiedades

En esta ultima seccion toca el turno de analizar algunos aspectos concernientes al
axioma de normalidad. A continuaciéon veamos algunas versiones relativas de la norma-
lidad, de las cuales fuertemente normal, normalidad relativa y cercanamente normal, se
tomaron de [3, pa.g 89]; internamente normal, se obtuvo de [4, pag. 28] y supernormal,
se seleccioné de |11, Definicién 2].

Definicién 2.3.1. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Se dice que:

(a) Y es fuertemente normal en X, si para cada par de subconjuntos cerrados y ajenos
Ay B enY, existen subconjuntos U y V abiertos en X talesque AC U, BCV'y
unv =190.

(b) Y es normal en X, si para cada par de subconjuntos cerrados ajenos Ay B en X,
existen subconjuntos U y V abiertos en X tales que ANY C U, BNY CVy
unv =40.

(¢) Y es cercanamente normal en X, si para cada par de subconjuntos cerrados ajenos A
y B en X, existen subconjuntos U y V abiertos en Y tales que ANY C U, BNY CV
yUunv =4(.

(d) Y es internamente normal en X, si para cada par de subconjuntos cerrados ajenos
Ay B en X contenidos en Y, existen subconjuntos U y V abiertos en X tales que
ACU,BCVyUNV =(.

(e) Y es supernormal en X, si para cada dos subconjuntos cerrados ajenos Ay B en X
con A C Y existen subconjuntos U y V abiertos en X talesque A C U, BCV'y
Uunv =40.

De manera inmediata se tiene que si en la Definicién [2.3.1] Y = X, todos los incisos
coinciden con el axioma de normalidad. Ademas, si X es un espacio normal, entonces para




34

todo subespacio Y de X se cumple que: Y es normal en X, Y es cercanamente normal en
X, Y es internamente normal en X y Y es supernormal en X.

Y es fuertemente (1) Y es normal 5) | Y es internamente
_ E—
normal en X en X normal en X
“(2) ﬂ(4) (@ﬂ
(3) | Y es cercanamente Y es supernormal
Y es normal —
normal en X en X

Diagrama 2.3

En el Diagrama[2.3|encontramos las relaciones de las versiones relativas de normalidad,
las implicaciones indicadas por la direccién de las fechas quedan establecidas en el siguiente
resultado.

Proposicion 2.3.2. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Se cumple
lo siguiente:

(a) SiY es fuertemente normal en X, entonces Y es normal en X y Y es un espacio
normal.

(b) SiY esnormal en X, entonces Y es internamente normal en X y Y es cercanamente
normal en X.

(c) SiY es un espacio normal, entonces Y es cercanamente normal en X.
(d) SiY essupernormal en X, entonces Y es internamente normal en X.

Demostracion. (a) Supongamos que Y es fuertemente normal en X .
Afirmacion 1:'Y es normal en X.

En efecto, sean A y B un subconjuntos ajenos y cerrados en X. Es evidente que ANY
y BNY son subconjuntos ajenos y cerrados en Y. Por hip6tesis, existen dos subconjuntos
abiertos y ajenos U y V en X talesque ANY CUyBNY CV.

Afirmacion 2:'Y es un espacio normal.

En efecto, sean A y B un subconjuntos ajenos y cerrados en Y. Por hipotesis, existen
dos subconjuntos abiertos y ajenos U y V en X tales que A C U y B C V. Claramente,
UNY y VNY son conjuntos ajenos y abiertos en Y talesque ACUNY y BCVNY.

(b) Supongamos que Y es normal en X.
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Afirmacion 1:'Y es internamente normal en X.

En efecto, sean A y B un subconjuntos ajenos y cerrados en X contenidos en Y. Por
hipotesis, existen dos subconjuntos abiertos y ajenos U y V en X tales que ANY CU y
BNY CV.Como ANY =Ay BNY = B, se concluye que ACUy BCV.

Afirmacion 2:'Y es cercanamente normal en X.

En efecto, sean A y B un subconjuntos ajenos y cerrados en X. Por hipétesis, existen
dos subconjuntos abiertos y ajenos U y V en X tales que ANY C Uy BNY C V.
Claramente, UNY y VNY son conjuntos ajenos y abiertos en Y tales que ANY CUNY
yANY CVNY.

(c) Supongamos que Y es un espacio normal. Sean A y B un subconjuntos ajenos y
cerrados en X. Se sigue que ANY y BNY son subconjuntos ajenos y cerrados en Y. Por
hipétesis, existen dos subconjuntos abiertos y ajenos U y V en Y tales que ANY CU y
ANY CV.

La demostracién de la parte (d) es inmediata de las definiciones correspondientes. [

En la bibliografia se pueden consultar algunos ejemplos que muestran que las flechas
no son reversibles. En este trabajo de tesis citamos los dos siguientes, pues los argumentos
de su veracidad se escapan de nuestros objetivos.

(1) En [4, Ejemplo 3.5] se muestra que la flecha (5) no es reversible.

(2) En [1I, Ejemplo 4] se garantiza que la flecha (6) no es reversible.

Ejemplo 2.3.3. ([3, Ejemplo 2]) La flecha (4) no es reversible. Considere el plano de
Niemytzki (Ejemplo [1.2.51)). Note que L; es un espacio normal (pues L; es subespacio
discreto de L) y por lo tanto L; es cercanamente normal en L. Sea

C={(r,q) € Ly:7,q € Q}.
Es inmediato que C' es un subconjunto denso en L.
Afirmacion: Ly no es internamente normal en L.

Para la demostraciéon de esta afirmaciéon, procedemos por contradiccion. Supongamos
que L; es internamente normal en L. Luego, para todo A C L, existen subconjuntos
abiertos Ua, Vs en L tales que A C Ug, L1 \ A C Vy y Uy NVy = 0. Ahora, definimos
una funcién @ : P(Ly) — P(C) de la siguiente manera: a cada A C Ly, le asignamos un
conjunto C'y = C'NUyu. Veamos que ¢ es una funcién inyectiva. Tomamos A, B C L,
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con A # B. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A\ B # (). Note que A\ B C
Ua N Vg, lo cual implica que Uy N Vg # 0. Del Teorema , (UanVp)NC # 0, pero
(UanVp)NC CCx\Up CCy\Cpg; porloque Cy\ Cp # 0, es decir, Cy # Cp. Por lo
tanto la funcién ® es inyectiva.

De la Definicién [1.1.22] |P(L;)] < |P(C)|. Ahora, del Teorema se tiene que
|P(L,)| = 211l = 2¢. Nuevamente, del Teorema y de los Teoremas [1.1.25]y [1.1.29)
se obtiene que |P(C)| = 2/¢l = 2% = ¢. Se concluye que 2° < ¢, lo cual contradice el

Teorema de Cantor [1.1.27, Por lo tanto se tienen probada la afirmacién.

Finalmente, como L; no es internamente normal en L, se tiene que L; no es normal
en L.

En esta misma linea, hacemos los siguientes aportes.

Ejemplo 2.3.4. Las flechas (1) y (3) no son reversibles. Considere el plano de Niemytzki.
Como L es un espacio completamente regular que no es normal. Del Corolario [1.2.64]
L se puede encajar en un espacio normal L*. Por lo tanto, L es normal en L* y L es
cercanamente normal en L*. Puesto que L es normal en L* y L no es fuertemente normal
en L*, pues L no es un espacio normal, se tiene que la flecha (1) no es reversible. Ademas,
dado que L es cercanamente normal en L* y L no es un espacio normal, la flecha (3) no
es reversible.

Ejemplo 2.3.5. La flecha (2) no es reversible. Considere el espacio topoldgico X definido
en el Ejemplo y sea Y = {p, ¢}. Claramente Y es un subespacio discreto de X, por
lo tanto, Y es un espacio normal. Por otra parte, {p} y {¢} son conjuntos cerrados en Y,
que es sencillo distinguir, no pueden ser separados por conjuntos abiertos ajenos en X.
Por lo tanto, Y no es fuertemente normal en X.

Ahora, recordemos que hemos demostrado en la Proposicion que un espacio X
es normal si para cada subconjunto cerrado F' en X y cada subconjunto abierto U en X
que contenga a F, existe un subconjunto abierto V en X tal que F C V C V C U. Es
conocida la siguiente manera de caracterizar la normalidad fuerte en X.

Teorema 2.3.6. ([25, Teorema 2.3]) Sea X un espacio topolégico. Para cualquier subespa-
cio Y de X, se tiene que Y es fuertemente normal en X si y solo si para cada subconjunto
F cerrado en Y y para cada subconjunto abierto U en Y tal que F' C U, existe un
subconjunto abierto Ven X talque FCV CV CUU (X \Y).
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Omitimos la demostracién del Teorema [2.3.6] sin embargo la hemos utilizado como
modelo para las demostraciones de los enunciados del siguiente teorema, donde se presen-
tan caracterizaciones para las propiedades de normalidad relativa, cercanamente normal
e internamente normal. De esta forma el Teorema [2.3.7], es un aporte original del presente
trabajo de tesis.

Teorema 2.3.7. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Se tiene:

(1) Y es normal en X si y sélo si para todo subconjunto cerrado F' en X y cualquier
subconjunto abierto U en X que contenga a F', existe un conjunto abierto V' en X
talque FNY CVCV CUU(X\Y).

(2) Y es cercanamente normal en X si y sé6lo si para todo subconjunto cerrado en F' en
X y cualquier subconjunto abierto U en X que contenga a F', existe un subconjunto
abierto Ven Y tal que FNY C VQVY CY\U.

(3) Y es internamente normal en X si y sélo si para todo subconjunto F' C Y cerrado en
X y para cada subconjunto abierto U en X que contenga a F'y X \ U C Y, existe
un subconjunto abierto V en X tal que F* CV C vV CU.

Demostracion. (1) Supongamos que Y es normal en X. Sean F' un subconjunto cerrado
en X y U un subconjunto abierto en X tales que F' C U. Como F'N (X \U) = 0, se sigue
por hipdtesis que existen subconjuntos abiertos Wy y Wy en X tales que:

FﬂYng, (X\U)OYQWQ y WlﬂWQZQ).

Se tiene que FNY CW, CW, C X \Wo CX\[(X\U)NY]=UU(X\Y).

Reciprocamente, mostremos que Y es normal en X. Sean A y B subconjuntos cerrados
y ajenos en X. Dado que F' C X \ B, por hipdtesis, existe un subconjunto abierto V' en
X tal que
ANY CVCVC(X\B)U(X\Y).

De aquli,
ANY CV, BNY=X\[(X\BUX\Y)]CX\V y VnXxX\V=0.
Por lo tanto, Y es normal en X.

(2) Supongamos que Y es cercanamente normal en X. Sea F' un subconjunto cerrado
en X y U un subconjunto abierto en X tal que F C U. Como F N (X \ U) = 0, se sigue
por hipdtesis que existen subconjuntos abiertos Wi, W5 en Y tales que

FﬂYng, (X\U)OYQWQ y WlmWQIQ).
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Se tiene que

FANYCW, CW, CY\WoCY\(X\U)=Y\U.

Reciprocamente, probemos que Y es cercanamente normal en X. Para ello, sean A y
B subconjuntos cerrados y ajenos en X. Dado que A C X \ U, por hipétesis, existe un
subconjunto abierto V en Y tal que ANY CV C Vicy \ (X' \ B). De lo anterior, no
es dificil verificar que

ANY CV, BNYCY\[Y\(X\B)|CY\V , VAX\V=0
y, ademas, que V y Y \VY son conjuntos abiertos ajenos en Y.
(3) La demostracion de esta equivalencia es similar a la del Teorema [2.2.7 [l

Finalmente, en el mismo sentido de los resultados previos, presentamos la siguiente
caracterizaciéon de supernormalidad. Omitimos su prueba en vista de que es muy similar
a la demostraciéon de la Proposicion [2.2.6]

Proposicién 2.3.8. ([I1], Lema 3.2]) Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier subes-
pacio Y de X se tiene que Y es supernormal en X siy solo si para cada A C Y cerrado en
X y cualquier subconjunto abierto U en X tal que A C U, existe un subconjunto abierto
V en X tal forma que ACV CV C U.

Ahora, veamos condiciones bajo las cuales se garantiza que las flechas en el Diagrama
2.3] son reversibles.

Proposicién 2.3.9. (|3, Proposiciones 4 y 7]) Sean X un espacio topolégico y Y un
subespacio denso en X. Se cumple lo siguiente:

(1) Y es cercanamente normal en X siy sélo si Y es normal en X.
(2) Y es un espacio normal si y sélo si Y es fuertemente normal en X.

Demostracion. En vista de que las demostraciones de (1) y (2) son similares, sélo hacemos
la de la parte (2).

(2) Supongamos que Y es un es espacio normal. Para demostrar que Y es fuertemente
normal en X, consideremos dos subconjuntos cerrados Ay B en Y con AN B = (). Por
hipdtesis, existen subconjuntos abiertos U y V en Y tales que

ACU, BCV y UnV=0
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Sean U’ y V' subconjuntos abiertos en X tales que U =U'NY y V = V' NY. Veamos
que U' NV’ = (). Para ésto, si ocurre lo contrario, en vista de que Y es denso en X, se
tiene que (U'NV’)NY # (. De donde, obtenemos que UNV # (), una contradiccion. Asi,
U' NV’ = (. Observemos que A C U’y B C V'. Por lo tanto Y es fuertemente normal en
X. El reciproco se deriva de las definiciones correspondientes. O

Proposicién 2.3.10. ([3, Proposicién 8]) Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio
cerrado en X. Se tiene que Y es normal en X si y sélo si Y es fuertemente normal en X.

Omitimos la demostracién de la Proposicién [2.3.10] sin embargo la hemos utilizado
como guia para las demostraciones de los enunciados del siguiente teorema.

Teorema 2.3.11. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio cerrado en X. Se
tiene que:

(1) Y es cercanamente normal en X si y s6lo si Y es un espacio normal.
(2) Y es internamente normal en X siy sélo si Y es normal en X

Demostracion. (1) Supongamos que Y es cercanamente normal en X . Para demostrar que
Y es un espacio normal, consideramos A y B subconjuntos cerrados en Y con AN B =
(). Como Y es cerrado en X, A y B son cerrados y ajenos en X. De donde existen
subconjuntos abiertos U y V' en Y tales que

ANY CU, BNYCV y UNnV=40.

Note que ANY = Ay BNY = B, lo que garantiza que Y es un espacio normal en X.

El reciproco se deriva de las definiciones correspondientes.

(2) Vamos a demostrar que Y es normal en X. Sean A, B subconjuntos cerrados en X
tales que AN B = (). Como Y es cerrado en X, ANY y BNY son subconjuntos cerrados
y ajenos en X contenidos en Y. Luego, dado que Y es internamente normal en X, existen
subconjuntos abiertos U y V' en X tales que:

ANY CU BNnYCV y UNnV=0.

Por lo tanto, Y es normal en X.

El reciproco se deriva de las definiciones correspondientes. ]
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Teorema 2.3.12. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio cerrado en X tales
que para cada subconjunto cerrado A en X contenido en Y, existe un subconjunto abierto
Uen X con A CU CY. Se tiene que Y es internamente normal en X si y sélo si YV es
supernormal en X.

Demostracion. Supongamos que Y es internamente normal en X. Sean A y B subconjun-
tos cerrados en X talesque ACY y ANB = (. Como Y es cerrado en X, BNY y A son
subconjuntos cerrados y ajenos en X contenidos en Y. Luego, dado que Y es internamente
normal en X, existen subconjuntos abiertos U’ y V' en X tales que ACU’, BNY C V'
y U' NV'" = (. Por hipétesis, existe un subconjunto abierto U” tal que A C U” C Y.
Definamos U = U'NU" y V =V'U (X \Y). Claramente, A C U, BCV y U,V son
subconjuntos abiertos en X. Ademas, de la igualdad:

UnNnv=0UnVuUuX\V]=UnV)Uu[Un(X\Y)]

se desprende que U N'V = (). Por lo tanto Y es supernormal en X.

El reciproco se deriva de las definiciones correspondientes. O]

A manera de conclusion presentamos lo siguiente. Por un lado, en el Diagrama [2.4
recordamos las relaciones bien conocidas entre los axiomas cldsicos de separacién (vea
Teorema . De hecho, en la mayoria de los libros de topologia es posible encontrar
ejemplos que muestran que los reciprocos de las flechas no siempre se cumplen. El lector
puede consultar 7, pdgs. 148,154,161,176] para algunos ejemplos particulares.

X es (1) X es () X es (3)
_ f— — XeS T]_

normal regular Hausdorff

Diagrama 2.4

Por otro lado, en vista de lo anterior, resulta natural preguntarse: ;jtambién existen
relaciones entre las propiedades relativas de separacion que hemos definido a lo largo
del escrito? A continuacion, en el Diagrama presentamos un avance parcial de esta
pregunta.

De manera formal, las implicaciones quedan establecidas en el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.13. Sean X un espacio topoldgico vy Y un subespacio de X. Se tiene:

(1) SiY es normal en X, entonces Y es regular en X.
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Y esnormal | (1) |Y esregular| (2 |Y es Hausdorff
f—

en X en X en X

Diagrama 2.5

(2) SiY es regular en X, entonces Y es Hausdorff en X.

Demostracion. (1) Supongamos que Y es normal en X. Tomemos y € Y y un subconjunto
F cerrado en X tales que y ¢ F. Para los conjuntos {y} y F, cerrados en X y ajenos,
existen subconjuntos U y V' abiertos en X tales que y € {y} NY C U, FNY CVy
UNV ={. De donde, Y es regular en X.

(2) Supongamos que Y es regular en X. Sean y;,y2 € Y con y; # yo. Dado que
y1 ¢ {y=}, existen subconjuntos U y V abiertos en X tales que y; € U, yo € {yp}NY CV
y U NV = (. De esta forma, obtenemos que Y es Hausdorff en X. ]

A su vez, para mostrar que ninguna flecha en el Diagrama [2.5] puede ser reversible,
existen ejemplos triviales como vemos a continuacién. Si se desea ver que la flecha (1) no
es reversible, es suficiente considerar un espacio topologico X que sea regular y no normal.
Asi, no es complicado verificar que si se elige Y = X, entonces Y es regular en X y Y
no es normal en X. De esta misma manera, se puede proceder para comprobar que la
flecha (2) no es reversible. Sin embargo, en el presente trabajo proporcionamos ejemplos
no triviales que muestran que ninguna flecha en el Diagrama es reversible.

Ejemplo 2.3.14. La flecha (1) no es reversible. Consideremos el plano de Niemytzki. En
el Ejemplo [2.3.3 se muestra que L; no es normal en L. Como es sabido, L es un espacio
regular [7, pag. 162], se sigue que L; es regular en L.

Ejemplo 2.3.15. La flecha (2) no es reversible. Considere Y y X como en el Ejemplo
Hemos indicado que Y no es regular en X. En cambio, claramente X es un espacio
Hausdorff, por lo que en particular Y es Hausdorff en X.

Como el lector puede observar, el Diagrama [2.5] es s6lo uno de tantos que se pueden
generar con las nociones que hemos definido. Por ejemplo, se puede pensar qué pasa si
ahora se inicia con otra propiedad relativa, digamos Y fuertemente normal en X, o bien
con Y internamente normal en X, Y cercanamente normal en X o con Y supernormal en
X. Incluso, se podria pensar si existen relaciones entre axiomas de diferente naturaleza.
Cada una de estas ideas puede generar un nuevo diagrama, que a su vez, requerira sus
contraejemplos. Sin embargo, en este trabajo de tesis no resolvemos esa tarea.
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Seccion 2.4

Axiomas relativos de compacidad y propiedades

Respecto a propiedades topolégicas relativas, en la Definicién [2.4.1] recordamos dos
versiones relativas de compacidad. La nocién de compacto en X la tomamos de [3, pég.
95]. A su vez, de fecha mas reciente, la de internamente compacto en X, fue introducida
en [4, pag. 35].

Definicién 2.4.1. Sean X un espacio topoldogico y Y un subespacio de X. Se dice que:

(a) Y es compacto en X si cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita para
Y.

(b) Y es internamente compacto en X si para cada subconjunto Z C Y el cual es cerrado
en X, se tiene que Z es un espacio compacto.

Los conceptos de la Definicién [2.4.1] se comportan como lo muestra el Diagrama [2.6]

Y es (| Y es compacto 2) | Y es internamente
—— —
compacto en X compacto en X

Diagrama 2.6

Las implicaciones del Diagrama quedan establecidas en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.4.2. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio de X. Se cumple
lo siguiente:

(1) SiY es un espacio compacto, entonces Y es compacto en X.
(2) SiY es compacto en X, entonces Y es internamente compacto en X.

Demostracion. (1) Supongamos que Y es un espacio compacto. Sea U una cubierta abierta
de X. Claramente, U* = {UNY : U € U} es una cubierta abierta de Y. Por hipédtesis,
existen Uy, ...,U, talesque Y = (U1 NY)U---U (U, NY). Se tiene que, {Uy,...,U,} es
una subcubierta finita de U para Y.

(1) Sea Z C'Y cerrado en X. Como Y es compacto en X y Z CY, se sigue que Z es
compacto en X.
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Afirmacion: Z es un espacio compacto.

En efecto, sea U* una cubierta abierta para Z. Para cada U* € U*, existe un conjunto
abierto U en X tal que UNY = U*. Puesto que Z es un subconjunto cerrado en X, se sigue
qued ={U :U* e U*} U{X \ Z} es una cubierta abierta para X. Como Z es compacto
en X, existe {Uy,...,U,} subcubierta finita de U para Z. Claramente, {U;,..., U’} es
una subcubierta finita de U* para Z. [

El reciproco de las implicaciones anteriores no se cumplen. En esta tesis s6lo veremos
que la flecha (1) no es reversible.

Observacién 2.4.3. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio de X.

(1) Si X es compacto, entonces cualquier subespacio Z de X cumple que Z es compacto
en X.

(2) Supongamos que Y es compacto en X y Z C Y, se cumple que Z es compacto en X.

Ejemplo 2.4.4. Consideremos el espacio X = [0, 1] con la topologia usual y el subespacio
Y = (0,1). Se tiene que Y es compacto en X (Observacion[2.4.3}(1)), sin embargo ¥ no es
un espacio compacto (con la topologia heredada de X). Esto muestra que la implicacién
Y compacto en X entonces Y compacto no siempre se cumple.
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Capitulo 3

Axiomas relativos en hiperespacios

La relacién que guarda un hiperespacio con su espacio base ha sido ampliamente
estudiada, con el uso de propiedades diversas. En [I} 10, 20, 27] encontramos algunos
trabajos al respecto. Como hemos mencionado en la Introduccién de la tesis, resulta
importante conocer si una cierta propiedad topoldgica que posea un espacio se conversa a
alguno de sus hiperespacios y viceversa. Algunas de las propiedades que se han analizado
al respecto son precisamente las que satisfacen los axiomas relativos de separacién que
hemos estudiado en el Capitulo 2. De esta forma, en el presente capitulo, hacemos un
analisis de los axiomas relativos de separacién T, Ty, T3 y Ty, asi como los concernientes
a la compacidad, en el hiperespacio CL(X).

Seccion 3.1

Propiedades relativas de separacion en CL(X)

En [2], Arhangel’skii logra generalizar resultados de invariantes cardinales empleando
la teoria de propiedades topoldgicas relativas. En dicho articulo propone aplicar esta
misma idea a la teorfa de hiperespacios analizando el subespacio F (Y, X) de CL(X) con
la topologia de Vietoris, donde Y es un subconjunto de X y F(Y, X) denota el conjunto
de elementos en CL(X) que estdn contenidos en Y [2] Problema 2]. En otras palabras,
Arhangel’skii propone realizar un estudio del Problema (%) cuando H(Y) = F(Y, X). En
vista de la notacién que establecimos en la Seccion 1.3, el lector puede distinguir que la
familia F(Y, X) es precisamente (Y') o bien Yt. Preferimos utilizar esta iltima notacién,
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que es la empleada en [I1], para distinguir el subespacio F(Y,X). De esta forma, el
Problema (*x), se plantea como sigue.

Problema 3.1.1. Sean X un espacio topolégico y Y un subconjunto de X. Analizar las
posibles relaciones entre las siguientes proposiciones:

(1) Y tiene la propiedad R en CL(X);
(2) Y tiene la propiedad R en X,

donde R es alguna propiedad topoldgica relativa.

En este trabajo, centramos nuestra atencion en el estudio del Problema (3.1.1] cuando
la propiedad topoldgica relativa R corresponde a cada una de las versiones relativas de
los axiomas de separacion y a las de compacidad que hemos establecido en las Definicio-
nes y [2.4.1] Para este estudio hemos considerado, principalmente como eje central,
exponer versiones relativas de los enunciados del Teorema [I.3.3] Cabe senalar que dichas
versiones relativas son una generalizaciéon de lo establecido en el Teorema [1.3.3] cuando
Y coincide con X.

Comenzamos con una version relativa del enunciado (1) en el Teorema [1.3.3|

Teorema 3.1.2. Sean X un espacio topoldgico (no necesariamente 77) y Y un subcon-
junto de X. Si Y es un espacio 71, entonces Y+ es T} en CL(X).

Demostracion. Para ver que Y es T} en CL(X), fije cualquier punto A € Y. Mostremos
que CL(X) \ {4} es un subconjunto abierto en CL(X). Sea C' € CL(X) \ {A}. Puesto
que C' # A, tenemos dos casos:

Caso 1. Existe ¢ € C'\ A. En este caso, consideremos el subconjunto abierto (X, X \ A)
en CL(X). Claramente, C' € (X, X \ A) y (X, X \ 4) C CL(X) \ {A}.

Caso 2. Existe a € A\ C. Por hipétesis, {a} es un subconjunto cerrado en Y, luego,
{a} N A es un conjunto cerrado en A. Como {a} N A es un conjunto cerrado en A y A
es un conjunto cerrado en X, se sigue que {a} N A = {a} es un conjunto cerrado en
X. Luego, (X \ {a}) es un subconjunto abierto en CL(X); ademds, C' € (X \ {a}) v
(X \ {a}) CCL(X)\ {A}. Con todo, CL(X) \ {A} es un subconjunto abierto en CL(X).

[

Como una consecuencia inmediata del Teorema [3.1.2) obtenemos el inciso (1) del
Teorema [1.3.3l

Corolario 3.1.3. Sea X un espacio topoldgico. Se cumple que si X es 77, entonces CL(X)
es 7).
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Del Diagrama [2.1] se obtiene el siguiente corolario, que corresponde a la Proposicién
3.1 en [L1].

Corolario 3.1.4. Sean X un espacio topoldgico (no necesariamente 77) y Y un subcon-
junto de X. SiY es T; en X, entonces Y+ es Ty en CL(X).

El ejemplo siguiente muestra que el reciproco del Teorema y el reciproco del
Corolario [3.1.4] no son verdaderos.

Ejemplo 3.1.5. Sean X = {a,b,c,d} y 7 = {0, X, {a, b}, {c,d}}. Consideremos el espacio
topoldgico (X, 7) y el subespacio Y = {a,b,c} de X. Claramente, Y no es un espacio T,
y por el Diagrama 2.1, Y no es T} en X.

Por otra parte, se tiene que CL(X) = {X,{a,b},{c,d}} vy Y = {{a,b}}. Ahora, como
CL(X)\{{a,b}} = (X, {c,d}), tenemos que {{a, b}} es un subconjunto cerrado en CL(X).
De donde, Y* es T en CL(X).

En lo que concierne a la obtencién de una versién relativa del enunciado (2) del Teo-
rema [1.3.3] note que es necesario considerar varias situaciones, ya que contamos con dos
versiones relativas para el axioma de separacion Hausdorff y tres versiones relativas para
el axioma de regularidad. Hasta el momento, s6lo conocemos la siguiente equivalencia.

Teorema 3.1.6. ([I1, Teorema 3.2]) Sean X un espacio topolégico y Y un subconjunto
de X. Se cumple que Y es Hausdorff en CL(X) si y sélo si Y es internamente regular en
X.

Demostracién. Supongamos que Y1 es Hausdorff en CL(X) y Y no es internamente
regular en X, esto es, podemos encontrar un subconjunto F' de Y que es cerrado en X y
un punto y € Y con y ¢ F, tales que F'y y no pueden estar separados por subconjuntos
abiertos y ajenos en X. Note que F'y FU{y} son elementos diferentes de YT, asi podemos
encontrar dos subconjuntos abiertos bdsicos y ajenos en CL(X), U = (Uy,...,U,) v
V=W, Vy, tllesque F e U y FU{y} e V.Sea J ={j <m:y e V}y
J ={j <m:y ¢V}, denotamos

H=(WV;:jeJ}
dado que y € Hy F C |J_, U, existe un punto z € (|J;—, U;) N H. Ahora, el conjunto
{z,u1,u9,...,u, } U{v; : j € J'},

donde u; € FNU; paracada ¢ <nywv; € FNV, para j € J', pertenece ad NV, lo cual
es una contradiccion. De aqui, Y es internamente regular en X.
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Reciprocamente, supongamos que Y es internamente regular en X. Sean A y B dos
puntos de Y tales que A # B. Sin perder generalidad, supongamos que existe a € A\ B.
Note que a € Y y B es un subconjunto de Y que es cerrado en X y a ¢ B. Como Y es
internamente regular en X, existen dos subconjuntos abiertos ajenos U y V en X tales
quea €Uy BCV.Esclaro que A € (X,U) y B € (V), mas atn, (X,U) N (V) = (). Por
lo tanto Y* es Hausdorff en CL(X). O

Corolario 3.1.7. (Teorema[l.3.3}(2)) Sea X un espacio topoldgico. Se cumple que X es
regular si y sélo si CL(X) es Hausdorff.

Una pregunta interesante que surge es: jla propiedad relativa de regularidad en el
Teorema |3.1.6| puede ser reemplazada por alguna otra de las establecidas en el Diagrama
2.2]?, o jes posible reemplazar la propiedad relativa de Hausdorff por alguna otra de las
que conforman el Diagrama El siguiente ejemplo muestra que suponer la regularidad
de Y en X no garantiza que YT sea fuertemente Hausdorff en CL(X).

Ejemplo 3.1.8. Consideremos el espacio X del Ejemplo 2.2.3] Se tiene que X es un
espacio 17, pues si x € X', el conjunto {z} es cerrado en X; ahora si z € {p,q}, el
conjunto X’ \ {z} es un conjunto abierto en X, luego, {z} es cerrado en X. Ahora,
consideremos el subespacio Y = X' U {p}.

Afirmacion 1:'Y es reqular en X.

En efecto; seany € Yy FF C X un subconjunto cerrado en X tales que y ¢ F'. Entonces
y € X oy=p. Siye X', es suficiente tomar a los conjuntos abiertos en X, U = {y}
YV = Upertz) Up, gt UX'\{y}), asf, y € U, FANY CV yUNV =0. Siy =p,
entonces existe un subconjunto finito A de X’ con la propiedad que ({p}UX’'\ A)NF = 0.
Luego, FF C AU {q}, por lo que U = {p} U (X' \ A) y V = A son subconjuntos abiertos
en X, ajenos y tales que y €e Uy FFNY C V. Por lo tanto, Y es regular en X.

Ademas, puesto que los conjuntos {p} v {¢} no poseen vecindades ajenas en X, Y no
es fuertemente regular en X y Y no es superregular en X.

Afirmacion 2: Y no es fuertemente regular en CL(X).

En efecto, esto se sigue pues no es posible separar en CL(X') con subconjuntos abiertos
los puntos {p} € Yy {q} € CL(X). Por lo tanto, Y* no es fuertemente regular en CL(X).

Es natural hacernos la pregunta: ;Existe una caracterizacion de la propiedad fuerte-
mente Hausdorff de Y™ en CL(X) en términos de alguna versién relativa de regularidad
de Y en X7 Una respuesta parcial a esta cuestion es la proposicién siguiente.
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Proposicién 3.1.9. ([11, Proposicién 3.3]) Sean X un espacio topolégico y Y un sub-
conjunto de X. Si Y es superregular en X y Y es fuertemente regular en X, entonces Y+
es fuertemente Hausdorff en CL(X).

Demostracion. Fijemos dos puntos A € Y+ y B € CL(X) tales que A # B. Tenemos dos
casos:

Caso 1. Existe a € A\ B. Dado que a € Y, B es un subconjunto cerrado en X tal que
a ¢ By Y es superregular en X, existen subconjuntos abiertos U y V en X tales que
a €U, BCVyUNV =0. Se tiene que (X,U) y (V) son subconjuntos abiertos en
CL(X). Ademés, A € (X,U), Be (V) y (X,U) N (V) = 0.

Caso 2. Existe b € B\ A. En vista de que Y es fuertemente regular en X, existen
subconjuntos abiertos U y V en X tales que be U, ANY CV y UNV = (). Dado que
A CY, se tiene que A C V. Es sencillo ver que (X,U) y (V) son subconjuntos abiertos
en CL(X) tales que A € (V), Be (X,U) y (X, U) N (V) = 0.

Por lo tanto, en cualquier caso, los subconjuntos A y B pueden ser separados por
subconjuntos abiertos en CL(X). De aqui, Y es fuertemente Hausdorff en CL(X). [

Ahora, es el turno de tratar la posibilidad de una version relativa de la equivalencia
entre (a) e (c), de la parte (3) del Teorema [1.3.3] Para este fin, serdn empleadas las
caracterizaciones de las propiedades de superregularidad y supernormalidad que fueron
vistas en el Capitulo 2, a saber, las Proposiciones y [2.3.8] respectivamente.

Teorema 3.1.10. ([I1, Teorema 3.6]) Sean X un espacio topolédgico y Y un subconjunto
de X. Se tiene que YT es superregular en CL(X) si y s6lo si Y es supernormal en X.

Demostracion. Supongamos que YT es superregular en CL(X). Utilizamos la Proposicién
para demostrar que Y es supernormal en X. Sean A C Y un subconjunto cerrado
en X y U cualquier subconjunto abierto en X tales que A C U. Es claro que A € Y y
A € (U). Luego, por hipétesis y por la Proposicén , existe un subconjunto abierto,
que lo podemos suponer abierto basico, (Vi, ..., V,,) en CL(X) tal que A € (V4,...,V,,) C
(Vi,...,Vin) C(U). Sea V. = [J;_, V}. Se tiene que V' es abierto en X, A CV C Vy
V= Uiz, V;. Ademss, V € (V4,...,V,,). Asi, del Lema obtenemos que V € (U),
esto es, V C U. Por tanto, Y es supernormal en X.

Reciprocamente, supongamos que Y es supernormal en X. Demostremos que Y es
superregular en CL(X), utilizando la Proposicién[2.2.6] Sean A € Y* y U = (Uy,...,U,)
un subconjunto abierto basico en CL(X) tales que A € U. Notemos que A C Y es un
subconjunto cerrado en X y que el subconjunto | J;_, U; es un abierto en X que contiene a
A. Luego, por hipétesis y por la Proposicion [2.3.8] existe un subconjunto abierto V' en X
tal que A C V C V C |J, U;. Por otra parte, para cada i € {1,...,n}, existe z; € ANU;,
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note que z; € Y y x; € U;. Aplicando la Proposiciéon nuevamente, se sigue que para
cada i € {1,...,n}, existe un subconjunto abierto V; en X tal que z; € V; C V, C U,.
Definimos W = (V, V4, V,,...,V,,). Note que A € W y W C W. Finalmente, del Lema
y de la construccién de los subconjuntos V;, se obtiene que W C U. De donde
AeW CW CU. Por lo tanto, por la Proposicién m Y es superregular en CL(X),
como se requeria. O

Como una consecuencia inmediata del Teorema |[3.1.10} obtenemos el inciso (3) del
Teorema [L.3.3

Corolario 3.1.11. Sea X un espacio topologico. Se cumple que X es normal si y s6lo si
CL(X) es regular.

Seccién 3.2

Propiedades relativas de compacidad en CL(X)

Analizando el Teorema [1.3.3, notamos que la compacidad es una de las propiedades
topoldgicas en donde se estabilizan X y su hiperespacio CL(X), esto es el espacio y su
hiperespacio tienen la misma propiedad. Especificamente, la parte (4) del Teorema [1.3.3]
garantiza que X es compacto si y sélo si CL(X) lo es. Este resultado es fundamental en
la teoria de los hiperespacios. De hecho, una pieza clave en su demostracion es el Lema
Alexander, el cual establece, como el lector puede recordar (vea Lema [1.2.61]), que un
espacio es compacto si y solo si toda cubierta con elementos de una subbase admite una
subcubierta finita. De esta manera, al pensar en poseer una forma relativa de la parte (4)
del Teorema debemos contar con una version relativa del Lema de Alexander. En
el siguiente resultado se resuelve esta situacion.

Lema 3.2.1. (|11, Lema 4.1]) Sea £ una subbase para un espacio de X. Se tiene que Y
es compacto en X siy sélo si cada cubierta de X por elementos de £ tiene una subfamilia
finita que cubre a Y.

Demostracion. Si'Y es compacto en X, entonces cada cubierta de X por elementos de £
tiene una subfamilia finita que cubre a Y.

Reciprocamente, supongamos que Y no es compacto en X. Luego, existe una cubierta
abierta U de X tal que ninguna subfamilia finita de I/ cubre Y. Sea H la familia de todas
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las cubiertas abiertas de X que no tienen subcubiertas finitas de Y. Luego H # ), pues
U € H. Ademads, D es un subconjunto de H linealmente ordenado por la contencién,
entonces | J D es una cota superior para D que estd en H. Asi, del Lema Kuratowski-Zorn
(vea [I3, pag. 8]), existe un elemento maximal M € H (vea Definicién [1.1.14).

Afirmacion: Para cada M € M y para cada coleccion de subconjuntos abiertos Vi, ..., V,
en X tal que (\i_, Vi € M, existe i € {1,...,n} tal que V; € M.

En efecto, supongamos la afirmacién previa es falsa, esto es, existe My € M y existe
una coleccion finita de subconjuntos abiertos Vi, ..., V, en X tales que ()_, V; C M, de
tal forma que, para todo i € {1,...,n}, V; ¢ M. Por la maximalidad de M, para cada
ie{l,....,n}, MU{V;} ¢ H, es decir, para cada ¢ € {1,...,n}, existen subconjuntos
Mo, M;1,..., My tales que Y C V; U Ujgk M; ;. Luego, renumerando los subconjuntos

M;
Y C (ﬁ%UGMk> C <M0U0Mk>
i=1 k=1

k=1

7]’

para algin m € N. Sin embargo, esto implica que M ¢ H, lo cual es una contradiccién
ya que M € H, y la demostracion de la afirmacion esta completa.

Ahora, sean x € X y M € M tales que x € M. Dado que L es una subbase para X,
existen Sp,...,S, € L tales que z € S;N---N.S, € M. De la afirmacion anterior, existe
i < ntal que S; € M. Asi, x € 5; N M. Luego L N M es una cubierta abierta de X,
la cual tiene una subfamilia finita que cubre a Y (pues de lo contrario se contradice la
maximalidad de M). Pero esto no es posible por nuestra suposicion inicial. Por lo tanto,
Y es compacto en X. O

Con lo anterior, estamos en posibilidades de demostrar una versién relativa de la parte
(4) del Teorema[1.3.3]

Teorema 3.2.2. ([I1, Teorema 4.1]) Sean X un espacio topoldgico Hausdorff y ¥ un
subconjunto de X. Se tiene que YT es compacto en CL(X) si y s6lo si Y es compacto en

X.

Demostracion. Supongamos que Y es compacto en CL(X). Sea {U, : a € I} una
cubierta abierta de X. Por el Lema [1.3.2] {(X,U,) : & € I} es una cubierta abierta de
CL(X). En vista de que Yt es compacto en CL(X), existe un subconjunto finito de F' de
I tal que Y C |J;cp(X, Us). Afirmamos que Y C |J,. Us. En efecto, dado que y € Y se
sigue que {y} € YT, luego existe j € F tal que {y} € (X, U;), es decir, y € U; para algin
7 € F. Se concluye que Y es compacto en X.

Reciprocamente, supongamos Y es compacto en X. Sea U una cubierta abierta de
CL(X). Por el Lema[3.2.1] podemos asumir que I esta formada por subconjuntos subbdsi-
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cos en CL(X), es decir, U = WT UV, donde
Wr={(Wy):iel} y V. ={(X,V)):j€e ]},

con W; y V; subconjuntos abiertos en X para cadai € [ y cada j € J

Afirmamos que {W; : i € I} U{V; : j € J} es un cubierta abierta de X. En efecto,
sea r € X, luego, {z} € CL(X), por lo que {z} € Wt UV, es decir, {z} € (W;) o
{z} € (X, V) paraalgini € [ y j € J; asi, v € W; o x € V}, lo cual prueba la afirmacién.

Sea F'= X\ UjEJ V;. Sin perder generalidad podemos suponer que F' # (). Para cada
j€J, ¢ (X,V)),asl F € (W;) para algin i € I, lo cual implica que X \ W; C U, V;,
y por consecuencia, Y\ W; C |J,.; V. Note también que Y\ W; es compacto en X. De
aqui, existe {V1,...,V,,} contenido en {V; : j € J} tal que:

y\w; v (3.2.1)
j=1

Finalmente, probamos que Y™ C ({J;_, (X, V})) U (W;). Sea A € Y*. Si A ¢ (W), existe
un punto a € A\ W;. Por (3.2.1), ANV, # 0, para algin j < n. Esto es, A € (X, V}). Por
lo tanto, Yt es compacto en CL(X). O

Corolario 3.2.3. (Teorema[l.3.3}(4)) Sea X un espacio topoldgico. Se cumple que X es
compacto si y sélo si CL(X) es compacto.

Es natural preguntarse: ;la equivalencia en el Teorema (3.2.2| se preserva al remplazar
compacidad por internamente compacto? El siguiente resultado muestra que al menos una
de las implicaciones se cumple.

Teorema 3.2.4. ([11, Teorema 4.2]) Sean X un espacio topolégico y Y un subconjunto
de X. Si Y es internamente compacto en CL(X), entonces Y es internamente compacto
en X.

Demostracion. Sea Z un subconjunto de Y tal que Z es cerrado en X. Mostremos que Z
es un espacio compacto.

Antes de ello, note que (Z) C Y™ ya que Z es un subconjunto de Y, y que (Z) es un
subconjunto cerrado en CL(X) pues (Z) = CL(X)\ (X, X'\ Z); como Y es internamente
compacto en CL(X), se obtiene que (Z) es un espacio compacto.

Ahora, considere una cubierta abierta U de Z. Dicha cubierta la podemos extender a
una cubierta U* formada por subconjuntos abiertos en X, como se hizo en el Lema|1.3.2]
(U*)~ es una cubierta de (Z) formada por subconjuntos abiertos de CL(X). Como (Z)
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es un espacio compacto, es posible hallar una subfamilia finita de (U})~ de (U*)” que
cubre (7). Claramente, la familia U}, cubre a Z y es finita; asi la familia U, formada por
subconjuntos abiertos en Z, es una subfamilia finita de & que cubre Z. Se concluye que
Z es un espacio compacto. O

3.2.1. Preguntas abiertas

A manera de conclusién presentamos algunas preguntas que resultan de manera in-
mediata en vista de la teoria existente y de lo que hemos desarrollado. Esto muestra lo
amplio que aun puede ser el tema y que existen muchas posibilidades de continuar el
analisis e incluso la investigacion en esta area de estudio.

Del Teorema y el Diagrama [2.1] surge la siguiente cuestion.

Pregunta 3.2.5. Sea X es un espacio topoldgico que no es 77 y Y un subconjunto de X.
Supongamos que Y es un espacio T1, jes cierto Yt es un espacio Hausdorff o que Y es

Hausdorff en CL(X)?

En vista del Teorema y de los Diagramas 2.1 y resultan las siguientes inte-

rrogantes.

Pregunta 3.2.6. Sea X es un espacio topologico que no es 77 y Y un subconjunto de X.

1. Supongamos que Y es fuertemente Hausdorff en CL(X). ;Se cumple que Y es
superregular en X o que Y es fuertemente regular en X7 Cabe senalar que en [I1],
Ejemplo 2], se garantiza un ejemplo de espacios Y y X tales que Yt es fuertemente
Hausdorff en CL(X) y Y no es regular en X.

2. Bajo el supuesto de que Yt es Hausdorff en CL(X), jes cierto que Y es superregular
en X o que Y es fuertemente regular en X7

3. SiY es superregular en X, {se cumple que YT es fuertemente Hausdorff en CL(X)
o que Y es Hausdorff en CL(X)?

4. Supongamos que Y es fuertemente regular en X. ;Es cierto que Yt es fuertemente
Hausdorff en CL(X) o que Y es Hausdorff en CL(X)?

El Teorema[3.1.10]y los Diagramas[2.2]y [2.3] sustentan varias cuestiones, por mencionar
algunas, las siguientes.
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Pregunta 3.2.7. Sean X es un espacio topolégico que no es 7} y Y un subconjunto de

X.

. Si YT es superregular en CL(X), jes cierto que Y es normal en X o que Y es

fuertemente normal en X o que Y es cercanamente normal en X7

. Suponiendo que Y es regular en CL(X), jse cumple que Y es internamente normal

en X o que Y es cercanamente normal en X7

. Bajo el supuesto de que Y es supernormal en X, jes cierto que Y* es fuertemente

regular en CL(X)?

. SiY esnormal en X, jes cierto que YT es regular en CL(X) o que YT es fuertemente

regular en CL(X)?

De los Teoremas y [3.2.4] y el Diagrama [2.6] algunas cuestiones que surgen son
las siguientes.

Pregunta 3.2.8. Sea X es un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X.

1.

Supongamos que Y es compacto en CL(X). jEs cierto que Y es un espacio com-
pacto?

. Cuando Y es internamente compacto en CL(X), jse cumple que Y es compacto

en X o que Y es un espacio compacto?

. Al suponer que Y es compacto en X, jse obtiene que Y es un espacio compacto?

SiY es internamente compacto en X, jes cierto que Y' es internamente compacto
en CL(X)? Esto es, jse cumple el reciproco del Teorema |3.2.4]:




Conclusiones

El tema que se ha desarrollado en el presente trabajo pertenece a las areas de la ma-
tematica conocidas como topologia e hiperespacios. En esta tesis hemos hecho una revision
de algunas propiedades relativas y lo hemos aplicado a los hiperespacios. Especificamente,
estudiamos versiones relativas de los axiomas de separacion T4, Ty, T3 v Ty, asi como de
la nocién de compacidad, con la finalidad de ilustrar la obtencién, via estas propiedades
relativas, de resultados clasicos de los hiperespacios. Presentamos un estudio general de
esta teoria, exponemos ejemplos y contraejemplos, asi como las relaciones entre las diver-
sas versiones relativas que hemos considerado. Uno de los hechos que nos han motivado a
realizar el presente trabajo, lo encontramos en el planteamiento del siguiente problema.

Problema (xx) Sean X un espacio topolégico y Y un subconjunto de X. Analizar las
posibles relaciones entre las siguientes proposiciones:

(1) H(Y) tiene la propiedad R en CL(X);
(2) Y tiene la propiedad R en X,

donde R es alguna propiedad topoldgica relativa y H(Y') es un subespacio de CL(X).

Siguiendo este modelo de problema, hemos expuesto, entre otros, los siguientes resul-
tados.

Teorema 1. Sean X un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X. Si Y es un espacio
Ty, entonces Y+ es T} en CL(X).

Teorema 2. Sean X un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X. Se cumple que Y+
es Hausdorff en CL(X) si y sélo si Y es internamente regular en X .

Teorema 3. Sean X un espacio topolégico Hausdorff y Y un subconjunto de X. Se tiene
que Y es compacto en CL(X) si y sélo si Y es compacto en X.

%)
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De los cuales, respectivamente, se obtienen los siguientes corolarios, los cuales son
resultados debidos a E. Michael [21].

Corolario 1. Sea X un espacio topoldgico. Se cumple que si X es T}, entonces CL(X) es
.

Corolario 2. Sea X un espacio topoldgico. Se cumple que X es regular si y sélo si CL(X)
es Hausdorff.

Corolario 3. Sea X un espacio topoldgico. Se cumple que X es compacto si y solo si
CL(X) es compacto.
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