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HUAJUAPAN DE LEÓN, OAXACA, AGOSTO DE 2021





A mis padres

I



II



Agradecimientos

Quiero agradecer a la Universidad Tecnológica de la Mixteca y su personal por la prestación

de instalaciones e infraestructura para nuestra formación profesional y por facilitar un ambiente

saludable para la misma. A su cuerpo académico por su compromiso con la educación y por

compartir su conocimiento con los alumnos de la institución.

Agradezco de forma especial al Dr. Leonardo Flores Cano por brindar sus conocimientos para

la realización de este trabajo y por su infinita paciencia. Gracias al Dr. Hugo David Sánchez

Chávez por ser parte esencial de este trabajo. A mis sinodales, Dr. Ricardo Rosas Rodrı́guez,

Dr. Adolfo Maceda Méndez y al Dr. Maxvell Gustavo Jiménez Escamilla por su apoyo desde un
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Resumen

Se presenta un análisis de la distribución de los estados cuánticos para la ecuación de Schrödin-

ger fraccionaria para el caso de un pozo de potencial infinito. Para ello, se procedió a corroborar

los resultados manejados por Laskin en algunos de sus trabajos para el pozo de potencial uni-

dimensional, para luego realizar la generalización a 3D y ası́, mostrar que la dependencia de

los valores de energı́a del sistema siguen una ley de potencias establecida por α, valor del cual

depende el operador manejado en el trabajo. Con la generalización se procedió a calcular el

número de modos N(E) permitidos para la partı́cula en cuestión.
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Capı́tulo 1

Aspectos preliminares

1.1. Introducción

Desde la concepción del cálculo, los avances de la ciencia han ido en aumento. Gracias a

esta herramienta hemos podido dar pasos enormes hacia la resolución de problemas que aquejan

al mundo, tanto de las matemáticas como de la fı́sica.

Desde la segunda mitad del siglo XX el cálculo fraccionario ha sido tomado en cuenta para la

modelación de fenómenos caóticos, en donde los modelos de cálculo de orden entero no podı́an

ser usados de forma contundente. Se han encontrado aplicaciones en campos de la ciencia y

la ingenierı́a incluyendo flujo de fluidos, reologı́a, transporte difusivo, conexiones eléctricas,

teorı́a electromagnética y probabilidad [1]. Su uso ha sido exitoso para la descripción de cinéti-

ca anómala, transporte, caos y en el caso de la difusión anómala en presencia o ausencia de una

velocidad externa o campo de fuerza, es una de las herramientas más fuertes para su modela-

ción [2].

Esta herramienta guarda una profunda relación con los sistemas dinámicos y caóticos, por tal

motivo, se ha venido extendiendo su uso para la modelación de procesos de tal naturaleza.

La dinámica caótica puede ser considerada como el fenómeno fı́sico que une la evolución re-

gular de los sistemas con el azar [3]. Entre estos sistemas podemos encontrar los procesos de

difusión presentes en la naturaleza como el movimiento Browniano.

La generalización de la ecuación de difusión, obteniendo una ecuación con derivadas de orden

1



2 CAPÍTULO 1. ASPECTOS PRELIMINARES

fraccionario, genera una distribución de Lévy. Esto demuestra que los vuelos de Lévy pueden

ser considerados como una generalización natural del movimiento Browniano; la base para esta

generalización es la teorı́a de distribuciones de probabilidad estables desarrollada por Lévy [4].

El uso de la herramienta del cálculo fraccionario como forma alternativa de descripción en la

mecánica cuántica está en pleno comienzo. La aproximación de Feynman y Hibbs [5] usando

integrales de trayectoria sobre trayectorias Brownianas para hacer la aproximación de la ecua-

ción de Schrödinger estándar (no fraccionaria) fue el primer intento exitoso de aplicación del

concepto de fractalidad, el cual fue introducido por Maldelbrot [6].

En años recientes, Laskin introdujo la generalización de la ecuación de Schrödinger, siguiendo

el mismo procedimiento de Feynman, a través de integrales de trayectoria sobre trayectorias de

los vuelos de Lévy, introduciendo ası́ una nueva extensión del concepto de fractalidad [7–10]. A

partir de los trabajos de Laskin, numerosos artı́culos fueron apareciendo, en dichos artı́culos se

hacı́a uso de las ecuaciones establecidas por Laskin para la solución de los problemas clásicos

de la mecánica cuántica estándar como son la partı́cula libre, el pozo de potencial, y penetración

de barrera, para ası́ poder hacer las comparaciones correspondientes en los resultados para cada

caso.

Trabajos como el de Weyl sobre el crecimiento asintótico de los eigenvalores del laplaciano en

dominios limitados con condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann para la ecuación de

onda de Helmholtz bidimensional, introduciendo una función de conteo, nos muestran que la

cantidad de estados (para el caso de la ecuación de Schrödinger) presentes en la cavidad depen-

de tanto del área de la cavidad, ası́ como de la dimensión en la cual se está desarrollando [11].

En este trabajo se pretende analizar la distribución de los estados cuánticos en el espacio fase

para el caso del pozo de potencial haciendo uso de la ecuación de Schrödinger fraccionaria, pre-

tendiendo ası́ encontrar una conexión entre el orden del operador de la ecuación de Schrödinger

fraccionaria y su distribución de estados cuánticos.

1.2. Planteamiento del problema

La dinámica de un sistema complejo como dinámica de un sistema caótico o la propagación

de ondas en medios fractales, está asociada a ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.
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En la búsqueda de formas alternativas para la modelación del comportamiento de fenómenos

naturales que no siguen patrones de orden entero, se pretende explorar la posibilidad de modelar

sistemas cuánticos a través de la ecuación de Schrödinger fraccionaria y sus estados cuánticos

asociados.

1.3. Justificación

Existen trabajos en teorı́a cuántica donde se supone que, si el espacio es fractal, se puede

modelar el sistema mediante una ecuación de Schrödinger fraccionaria, lo cual es de interés

para las teorı́as de branas1 donde se postula el plegamiento del espacio en escalas muy por

debajo de las atómicas [12, 13]. También se ha establecido una conexión con la dinámica en los

modelos del origen del universo dado el plegamiento complejo del espacio tiempo. El trabajo

podrı́a ayudar en la comprensión de los modelos cuánticos que se podrı́an plantear.

1.4. Hipótesis

Es posible modelar mediante la ecuación de Schrödinger fraccionaria sistemas cuánticos en

un medio de geometrı́a fractal. Se obtendrá una descripción más detallada del comportamiento

del fenómeno si se incluye información del medio donde se desarrolla.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Establecer una conexión entre el orden del operador de la ecuación de Schrödinger fraccio-

naria y la distribución posiblemente fractal de sus estados cuánticos.

1En cosmologı́a de branas, el término “brana” se utiliza para referirse a los objetos similares al universo cuadri-

dimensional que se mueven en un “bulk” (sustrato) de mayor dimensión.
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1.5.2. Objetivos especı́ficos

• Resolver ecuación de Schrödinger fraccionaria.

• Analizar la distribución de estados cuánticos obtenida de la solución.

1.6. Metas

• Revisión y comprensión de la literatura correspondiente a la geometrı́a fractal y el cálculo

fraccionario.

• Revisión y comprensión de la literatura correspondiente a la base para la formulación de

la mecánica cuántica fraccionaria.

• Aprender y aplicar cálculo fraccionario para la solución de la ecuación de Schrödinger

fraccionaria.

• Obtener la solución de la ecuación de Schrödinger fraccionaria y obtener la distribución

de estados.

1.7. Limitaciones de la tesis

Este trabajo abarca las soluciones a la ecuación de Schrödinger en su versión generalizada (o

fraccionaria) para el caso en que se aplican condiciones de frontera cero usando un operador La-

placiano fraccional en el operador Hamiltoniano. Aunque el operador originalmente establecido

en la formulación de la mecánica cuántica fraccionaria se establece vı́a integración global, un

operador modificado a partir de las condiciones de frontera establecidas en el problema, puede

producir resultados adecuados para la solución del problema. Este trabajo se limita a la solución

del problema de eigenvalores haciendo uso de este operador diferente.



Capı́tulo 2

Marco teórico

Casi al mismo tiempo en que el cálculo de orden entero fue concebido, un grupo de ma-

temáticos empezó por indagar qué sucederı́a en el caso en que el orden de dicho cálculo no

fuese entero. Este problema en principio fue meramente un ejercicio matemático, donde el obje-

tivo era mostrar el cómo serı́a el procedimiento para la realización de dicho cálculo y fue donde

matemáticos como Euler, Lacroix, Laplace y Fourier tuvieron alguna injerencia para su desarro-

llo.

No fue sino hasta los años 1823 − 1826 cuando Abel hizo uso del cálculo fraccionario para la

resolución del problema de la tautócrona, y aunque sus investigaciones no fueron enfocadas a

generalizar la diferenciación, jugaron un papel importante en el desarrollo de estas ideas. De

1832 a 1837 aparecieron los trabajos de Liouville, que lo hicieron por derecho el creador de la

teorı́a de la integro-diferenciación fraccional [14].

2.1. Cálculo fraccionario

El cálculo fraccionario es la rama del cálculo que generaliza los operadores de derivada e

integral de una función a un orden arbitrario α (real o complejo) [15]. En el cálculo infinitesimal,

tradicionalmente se suele asociar el concepto del orden de los operadores derivada (D) e integral

(J) de una función f(x) a un entero positivo [16].

Mientras los operadores de orden entero tienen interpretaciones fı́sicas y geométricas, los ope-

5



6 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

radores de orden fraccionario no tienen aún una clara interpretación ni fı́sica ni geométrica.

2.1.1. Operadores fraccionarios

La definición general de un operador coincide con la definición de función (mapeo). Dados

dos conjuntos X y Y, un operador (A) entre ellos dos es una asociación que a cada elemento de

X le asigna un elemento único de Y.

Aunque no existe forma única alguna para la definición de los operadores fraccionarios, estos

comparten la caracterı́stica de que cuando α→ n, estos operadores retoman su forma conocida

en el cálculo de orden entero.

Entre los operadores más importantes se encuentran los operadores de Riemann-Liouville, el

operador de Caputo, el operador de Riesz, entre otros.

2.1.1.1. Operadores de Riemann-Liouville

La idea de una integración fraccionaria está conectada con la ecuación integral de Abel

1
Γ(α)

∫ x

0

ϕ(t)dt
(x− t)1−α = f(x), x > 0, (2.1.1)

donde 0 < α < 1. Su solución lleva a la construcción de la derivación fraccionaria como una

operación inversa de la integración fraccionaria [14].

Sea Ω = [a, b] (−∞ < a < b <∞) un intervalo finito sobre R. Las integrales fraccionarias

de Riemann-Liouville Iαa+f y Iαb−f de orden α ∈ C(<(α) > 0) están definidas como [14, 15]:

(Iαa+f)(x) := 1
Γ(α)

∫ x

a

f(t)dt
(x− t)1−α (x > a; <(α) > 0) (2.1.2)

y

(Iαb−f)(x) := 1
Γ(α)

∫ b

x

f(t)dt
(t− x)1−α (x < b; <(α) > 0), (2.1.3)

donde Γ(α) es la función Gamma. Estas integrales se conocen como integrales fraccionarias por

el lado izquierdo y por el lado derecho, respectivamente. Cuando α = n ∈ N, las definiciones
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(2.1.2) y (2.1.3) coinciden con las integrales n-ésimas de la forma:

(Ina+f)(x) =
∫ x

a
dt1

∫ t1

a
dt2 · · ·

∫ tn−1

a
f(tn)dtn

= 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1f(t)dt; (n ∈ N), (2.1.4)

(Inb−f)(x) =
∫ b

x
dt1

∫ b

t1
dt2 · · ·

∫ b

tn−1
f(tn)dtn

= 1
(n− 1)!

∫ b

x
(t− x)n−1f(t)dt; (n ∈ N). (2.1.5)

Para una función f(x) dada en un intervalo [a, b], a las expresiones(
Dα
a+f

)
(x) = 1

Γ(1− α)
d

dx

∫ x

a

f(t)dt
(x− t)α (2.1.6)

y (
Dα
b−f

)
(x) = − 1

Γ(1− α)
d

dx

∫ b

x

f(t)dt
(t− x)α (2.1.7)

se les conoce como derivadas fraccionarias de orden α, 0 < α < 1, por el lado izquierdo y por

el lado derecho, respectivamente.

Cuando α ≥ 1, usando α = [α] + {α}, donde [α] es la parte entera del número α y {α} la parte

fraccionaria, 0 ≤ {α} < 1, se tiene que

(Dα
a+f)(x) :=

(
d

dx

)n
(In−αa+ f)(x); (n = [<(α)] + 1; x > a)

= 1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f(t)dt
(x− t)α−n+1 , (2.1.8)

(Dα
b−f)(x) :=

(
− d

dx

)n
(In−αb− f)(x); (n = [<(α)] + 1; x < b)

= 1
Γ(n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f(t)dt
(t− x)α−n+1 , (2.1.9)

donde [<(α)] representa la parte entera de <(α). Cuando α = n ∈ N, las definiciones (2.1.8) y

(2.1.9) coinciden con las integrales n-ésimas de la forma

(D0
a+f)(x) = (D0

b−f)(x) = f(x),

(Dn
a+f)(x) = f (n)(x),

(Dn
b−f)(x) = (−1)(n)f (n)(x).

(2.1.10)
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Si <(α) = 0 (α 6= 0), las integrales y derivadas fraccionarias de orden puramente imaginario se

definen mediante

I iθa+ = 1
Γ(1 + iθ)

d

dx

∫ x

a
(x− t)iθf(t)dt, (2.1.11)

I iθb− = 1
Γ(1 + iθ)

d

dx

∫ b

x
(t− x)iθf(t)dt, (2.1.12)

y (
Diθ
a+f

)
(x) = 1

Γ(1− iθ)
d

dx

∫ x

a

f(t)dt
(x− t)iθ (θ ∈ R \ 0;x > a), (2.1.13)

(
Diθ
b−f

)
(x) = − 1

Γ(1− iθ)
d

dx

∫ b

x

f(t)dt
(t− x)iθ (θ ∈ R \ 0;x < b). (2.1.14)

2.1.1.2. Operador de Caputo

Sea [a, b] un intervalo finito de la lı́nea real R, y seanDα
a+[f(t)](x) ≡ (Dα

a+f)(x) yDα
b−[f(t)](x) ≡

(Dα
b−f)(x) las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orden α ∈ C (<(α) ≥ 0) defini-

das por (2.1.8) y (2.1.9) respectivamente. Las derivadas fraccionarias (CDα
a+f)(x) y (CDb−αf)(x)

de orden α ∈ C <(α) ≥ 0 sobre [a, b] son definidas por medio de las anteriores derivadas frac-

cionarias de Riemann-Liouville mediante [15, 17, 18]

(CDα
a+f)(x) :=

(
Dα
a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

])
(x) (2.1.15)

y

(CDα
b−f)(x) :=

(
Dα
b−

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)
k! (b− t)k

])
(x), (2.1.16)

respectivamente, donde

n = [<(α)] + 1 para α /∈ N0; n = α para α ∈ N0. (2.1.17)

Estas derivadas se denominan derivadas fraccionarias de Caputo de orden α del lado izquierdo

y del lado derecho, respectivamente.

En particular, cuando 0 < <(α) < 1, las relaciones (2.1.15) y (2.1.16) toman las formas

siguientes

(CDα
a+f)(x) = (Dα

a+[f(t)− f(a)])(x), (2.1.18)

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−[f(t)− f(b)])(x). (2.1.19)
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Si α /∈ N0 y y(x) es una función para la cual las derivadas fraccionarias de Caputo (CDα
a+f)(x)

y (CDα
b−f)(x) de orden α ∈ C(<(α) ≥ 0) existen en conjunto con las derivadas fraccionarias de

Riemann-Liouville (Dα
a+f)(x) y (Dα

b−f)(x), entonces, están conectadas una con otra mediante

las siguientes relaciones

(CDα
a+f)(x) = (Dα

a+f)(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α; (n = [<(α)] + 1) (2.1.20)

y

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f)(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(b)
Γ(k − α + 1)(b− x)k−α; (n = [<(α)] + 1). (2.1.21)

En particular, cuando 0 < <(α) < 1, tenemos

(CDα
a+f)(x) = (Dα

a+f)(x)− f(a)
Γ(1− α)(x− a)−α, (2.1.22)

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f)(x)− f(b)
Γ(1− α)(b− x)−α. (2.1.23)

Si α /∈ N0, entonces las derivadas fraccionarias de Caputo (2.1.15) y (2.1.16) coinciden con

las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville (2.1.8) y (2.1.9) en los siguientes casos:

(CDα
a+f)(x) = (Dα

a+f)(x), (2.1.24)

si f(a) = f ′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0 (n = [<(α)] + 1); y

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f)(x), (2.1.25)

si f(b) = f ′(b) = · · · = f (n−1)(b) = 0 (n = [<(α)] + 1).

En particular, cuando 0 < <(α) < 1, tenemos

(CDα
a+f)(x) = (Dα

a+f)(x), cuando f(a) = 0, (2.1.26)

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f)(x), cuando f(b) = 0. (2.1.27)

Si α = n ∈ N0 y la derivada usual f (n)(x) de orden n existe, entonces (CDn
a+f)(x) coincide

con f (n)(x), mientras que (CDn
b−f)(x) coincide con f (n)(x) multiplicada por la constante (−1)n:

(CDn
a+f)(x) = f (n)(x) y (CDn

b−f)(x) = (−1)nf (n)(x) (n ∈ N). (2.1.28)

Las derivadas fraccionarias de Caputo (CDα
a+f)(x) y (CDα

b−f)(x) están definidas para fun-

ciones f(x) para las cuales las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville del lado derecho

de (2.1.15) y (2.1.16) existen.
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2.1.1.3. Operador de Grünwald-Letnikov

Una función f(x), la cual es diferenciable a orden n, admite la fórmula

fn(x) = ĺım
h→0

(∆n
hf)(x)
hn

, (2.1.29)

donde (∆n
hf)(x) es una diferencia finita de orden n ∈ N0 de la función f(x) con tamaño de paso

h ∈ R y centrado en el punto x ∈ R. Esta igualdad puede ser usada para definir una derivada

fraccionarias reemplazando n por α > 0 (α ∈ R) en (2.1.29). Esta aproximación es natural

desde el punto de vista del desarrollo del análisis matemático y fue sugerida por Grünwald y

Letnikov [14].

Para un intervalo finito [a, b], las derivadas fraccionarias de orden α > 0 del lado izquierdo y

lado derecho de Grünwald-Letnikov están definidas como [15, 17, 19]

fαa+(x) = ĺım
h→+0

(∆α
h,a+f)(x)
hα

(2.1.30)

y

fαb−(x) = ĺım
h→+0

(∆α
h,b−f)(x)
hα

, (2.1.31)

donde

(∆α
h,a+f)(x) =

[ x−ah ]∑
k=0

(−1)k
 α

k

 f(x− kh) (x ∈ R; h > 0; α > 0), (2.1.32)

(∆α
h,b−f)(x) =

[ b−xh ]∑
k=0

(−1)k
 α

k

 f(x+ kh) (x ∈ R; h > 0; α > 0). (2.1.33)

Las series en (2.1.32) y (2.1.33) convergen absoluta y uniformemente para cada α > 0 y para

cada función limitada f(x).

2.1.1.4. Operador de Riesz

El Laplaciano ordinario se define como la segunda derivada ordinaria de una función de una

variable o la suma de las segundas parciales ordinarias de una función de varias variables en un

espacio cartesiano fı́sico o abstracto. Fı́sicamente, el Laplaciano ordinario describe un proceso

de difusión ordinario en un medio isotrópico mediado por caminantes aleatorios inactivos que
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pisan sitios vecinos o cercanos a una cuadrı́cula idealizada, pero sin poder realizar saltos largos.

En las ciencias fı́sicas, el Laplaciano ordinario aparece como una contribución a una ley de con-

servación o ecuación debido a un flujo difusivo de especies según la ley de Fick, un flujo térmico

conductivo según la ley de Fourier o un estrés viscoso según la ecuación constitutiva de New-

ton. Una suposición implı́cita es que la velocidad de transporte de un campo de interés en una

determinada ubicación está determinada por una variable de campo apropiada en esa ubicación,

independiente de la estructura global del campo transportado.

El Laplaciano fraccionario, también llamado derivada fraccionaria de Riesz, describe un proce-

so de difusión inusual debido a desplazamientos aleatorios ejecutados por puentes que pueden

cambiar a sitios vecinos o cercanos, y también realizar excursiones a sitios remotos a través de

vuelos de Lévy. Se han observado o alegado vuelos literales o conceptuales en una variedad de

aplicaciones, incluido el movimiento de fluidos turbulentos y el transporte de material en medios

fracturados. En el contexto de la mecánica, el Laplaciano fraccionario describe el movimiento

de una cadena o conjunto de partı́culas que están conectadas por resortes elásticos no solo a

sus vecinos más cercanos, sino también a todas las demás partı́culas. La constante de resorte

disminuye con la separación de partı́culas, mientras que la matriz de partı́culas puede describir

una configuración ordinaria o fractal.

Un concepto fı́sico clave que surge de la noción del Laplaciano fraccionario es el flujo difusivo

fraccionario. El flujo generalizado asociado al Laplaciano fraccionario provee expresiones pa-

ra la razón de transporte en una cierta ubicación como una integral de una variable de campo

apropiada sobre un dominio de influencia apropiado. El flujo difusivo fraccionario en una cierta

ubicación se ve afectado por el estado del campo en todo el espacio. Ası́, el Laplaciano fraccio-

nario en un contexto abstracto más general, describe la contribución a una ley de conservación

de un proceso no local que se ve afectado no solo por las condiciones locales, sino también por

el estado global de un campo de interés en un momento dado [20].

Estas operaciones de integración y derivación fraccionarias en espacios Euclidianos n-dimensionales

Rn (n ∈ N) son potencias fracionales (−∆)α/2 del operador Laplaciano. Para α ∈ C\{0} y fun-

ciones suficientemente buenas1 f(x) = f(x1, · · · , xn) [14, 15, 21]

1Una función suficientemente buena se refiere, por ejemplo, a funciones que son continuamente diferenciables

hasta el orden n y tal que f (k)(x) ∈ L1(R1), k = 0, 1, 2, · · · , n [14].
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(−∆)α/2f = F−1 | x |−α Ff =


Iαf, <(α) > 0,

D−αf, <(α) < 0,
(2.1.34)

donde

F{f(x)} = F (ω) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)eiωxdx. (2.1.35)

Los operadores Iα y Dα definidos en (2.1.34) para <(α) > 0 son llamados integración y dife-

renciación fraccionarias de Riesz, respectivamente. La integración fraccionarias de Riesz Iα se

realiza en la forma de potencial de Riesz definido como una convolución de Fourier de la forma

(Iαf)(x) =
∫
Rn
kα(x− t)f(t)dt (<(α) < 0), (2.1.36)

donde kα(x) es una función, llamada kernel de Riez y está dada por

kα(x) := 1
γn(α)


| x |α−n, α− n 6= 0, 2, 4 · · · ,

| x |α−n ln( 1
|x|), α− n = 0, 2, 4, · · · ,

(2.1.37)

y la constante γn(α) es de la forma

γn(α) :=


2απn/2Γ

(
α
2

)
/Γ(n−α2 ), α− n 6= 0, 2, 4 · · · ,

(−1)(n−α)/22α−1πn/2Γ
(
1 + α−n

2

)
Γ
(
α
2

)
, α− n = 0, 2, 4, · · · .

(2.1.38)

2.1.1.5. Operador de Hausdorff

En décadas recientes, la derivada fraccionarias ha sido ampliamente usada en el análisis y

modelado de la difusión anómala. Como formalismo de modelado alternativo, Chen introduce

el concepto de la derivada de Hausdorff de una función g(t) con respecto a una medida fractal

tα [22]
∂g(t)
∂tα

= ĺım
t‘→t

g(t)− g(t‘)
tα − t‘α

. (2.1.39)

Chen hace uso de esta derivada para obtener una ecuación lineal del transporte de difusión

anómala subyacente al proceso de difusión anómala.

La derivada de Hausdorff (2.1.39) difiere de la derivada fraccionarias estándar en que no in-

volucra la convolución integral y es de naturaleza local. Además, el sı́mbolo de la derivada de
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Hausdorff difiere del de la derivada fraccionarias estándar en que el ı́ndice α aparece solo una

vez.

Los conceptos fı́sicos elementales como la velocidad en un espacio-tiempo fractal (xβ ,tα) puede

ser redefinida como

v̂ = dx̂

dt̂
= dxβ

dtα
, t̂, x̂ ∀ Sα,β, (2.1.40)

donde Sα,β representa el tejido espacio-temporal con ı́ndices de escala α y β. La definición tradi-

cional de velocidad no tiene sentido en el espacio-tiempo fractal no diferenciable. Feynman [5]

observó que las trayectorias de las partı́culas en mecánica cuántica son a menudo continuas pero

no diferenciables caracterizadas por dimensiones fractales del espacio tiempo.

Como las derivadas fraccionarias, la derivada de Hausdorff existe bajo un espacio-tiempo métri-

co fractal. Por ejemplo, v̂ = dt1/2/dt1/3|t=0 existe, mientras que v̂ = dt1/2/dt|t=0 no existe.

2.1.2. Caracterı́sticas de los operadores fraccionarios

El cálculo fraccionario es una herramienta que se ha empleado recientemente para modelar

sistemas biológicos complejos con comportamiento no lineal y memoria a largo plazo.

El núcleo de la interpretación más útil del cálculo fraccionario es el concepto de memoria. En

general, cuando la salida de un sistema en cada momento t depende solo de la entrada en el mo-

mento t, se dice que tales sistemas son sistemas sin memoria. Por otro lado, cuando el sistema

tiene que recordar los valores anteriores de la entrada para determinar el valor actual de la salida,

dichos sistemas se denominan sistemas con memoria [23].

Suponiendo que Y (t) es una cantidad cuyo valor en términos de f(t) puede obtenerse de la

siguiente manera:

Y (t) =
∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α) f(τ)dτ, (2.1.41)

es decir, la salida Y (t) se puede ver como una suma ponderada que almacena la entrada anterior

de la función f(t). Según la definición anterior, dicho sistema es un sistema con memoria y en

tales sistemas, la memoria decae a una velocidad w(t) = tα−1/Γ(α).

Aplicando la derivada de Caputo de orden α a ambos lados de la ecuación (2.1.41) conduce a

C
0 D

α
t Y (t) = f(t). (2.1.42)
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Como resultado, la ecuación diferencial que rige la memoria del sistema Y (t) es descrita por una

derivada fraccionaria. Por lo tanto, la derivada fraccionaria es un buen candidato para explicar el

sistema con memoria. Desde el punto de vista fı́sico, la memoria y su definición en un sistema

dependerá de una comprensión profunda del fenómeno.

No hay reglas y métodos para seleccionar el tipo de operador fraccionario en un modelado.

Aquella definición cuyo resultado sea más consistente con los datos experimentales podrı́a ser

la adecuada [23].

2.2. Geometrı́a fractal

La geometrı́a Euclidiana no es capaz de describir muchas de las formas presentes en la na-

turaleza al ser estas irregulares y/o fragmentadas. El desafı́o por estudiar estas formas llevó a

Mandelbrot a concebir y desarrollar una nueva geometrı́a de la naturaleza que permitiera descri-

birlas identificando una serie de formas a las que llamó fractales.

2.2.1. Fractales

Mandelbrot acuñó el término fractal a partir del adjetivo latino fractus. El verbo corres-

pondiente, frangere, significa “romper en pedazos”; además de fragmentado, fractus también

significa “irregular” [6].

Cuando se trabaja en el espacio Euclı́deo RE , tanto la dimensión topológica DT , como la di-

mensión de Hausdorff-Besicovitch D toman valores comprendidos entre 0 y E. Mientras DT es

siempre entero, D no necesariamente lo es.

Algunos fractales pueden tener valores de D enteros (menores que E pero estrictamente ma-

yores que DT ). Ejemplo de ello es el movimiento Browniano, donde DT = 1 y D = 2. Ası́

entonces, a D se le conoce como dimensión fractal. Ası́ como las diferencias en la dimensión

topológica reflejan diferencias en la forma topológica, las diferencias en la dimensión fractal

reflejan diferencias de forma fractal [6].

La siguiente figura muestra ejemplos clásicos de conjuntos fractales.
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(a) Triángulo de Sierpı́nski (b) Helecho

(c) Conjunto de Cantor

Figura 2.1: Conjuntos fractales

Ası́, cuando se hace referencia al conjunto F como un fractal, se le atribuyen las siguientes

caracterı́sticas (Figura 2.2) [6, 24]:

F es demasiado irregular para ser descrito en términos de la geometrı́a tradicional (Eucli-

diana).

F es a menudo auto-similar, es decir, está formado por copias más pequeñas de la misma

figura (hay fractales con auto-similitud aproximada o estadı́stica).

La dimensión de Hausdorff-Besicovitch (dimensión fractal) D de F es estrictamente ma-

yor que su dimensión topológica DT .

F se define mediante un simple algoritmo recursivo.
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Figura 2.2: Curva de Koch donde D = 1,262. (a) Construcción de la curva de Koch F. En

cada iteración, el tercio de en medio de cada intervalo se reemplaza con otros dos lados de un

triángulo equilátero. (b) Copo de nieve obtenido a partir de curvas de Koch.
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Los fractales naturales son figuras naturales que pueden ser representadas por un conjunto

fractal (por ejemplo, el movimiento Browniano es un fractal natural representado por curvas

Brownianas, las cuales son conjuntos fractales). Este tipo de fractales muestran auto-similaridad

estadı́stica y esta auto-similaridad se extiende solo a un rango de escalas.

2.2.2. Medidas fraccionarias

En el estudio las matemáticas de los fractales se encontrará con medidas de una u otra forma.

Una medida es una forma de atribuir un “tamaño” numérico a los conjuntos, de modo que si un

conjunto se descompone en un número finito o contable de piezas de manera razonable, entonces

el tamaño del conjunto es la suma de los tamaños de las piezas [24].

A µ se le conoce como una medida sobre Rn si µ asigna un número no negativo, posiblemente

∞, a cada subconjunto de Rn tal que [21, 24]

(a) µ(∅) = 0;

(b) µ(A) ≤ µ(B) si A ⊂ B;

(c) si A1,A2,· · · , es una secuencia contable (o finita) de conjuntos, entonces

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤
∞∑
i=1

µ(Ai),

cuya igualdad es

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

µ(Ai)

si los Ai son conjuntos de Borel2 disjuntos.

Llamando µ(A) a la medida del conjunto A y pensando en µ(A) como el tamaño de A medido

de alguna manera. La condición (a) nos dice que el conjunto vacı́o tiene una medida cero, la

condición (b), que cuanto mayor sea el conjunto, mayor es la medida y la condición (c), que si

un conjunto es una unión de un número contable de piezas (que pueden superponerse), entonces

la suma de las medidas de las piezas es menor o igual a la medida del conjunto. Si un conjunto

2Un conjunto de Borel es cualquier conjunto obtenido mediante uniones e intersecciones numerables de con-

juntos cerrados o abiertos en la topologı́a considerada.
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se descompone en un número contable de conjuntos de Borel disjuntos, entonces la medida total

de las piezas es igual a la medida del conjunto [24].

La medida de Lebesgue3 sobre Rn es una extensión a una gran clase de conjuntos de volumen

n−dimensional. Considerando el paralelepı́pedo generalizado

A = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : ai ≤ xi ≤ bi}.

El hipervolumen del paralelepı́pedo se define mediante

Vn(A) = (b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bn − an).

Ası́, la medida de Lebesgue n−dimensional se define como

µL(A, n) = ı́nf
{ ∞∑
i=1

Vn(Ai) : A ⊂
∞⋃
i=1

Ai

}
(2.2.1)

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las cubiertas de A por conjuntos contables de paralelepı́pe-

dos [21, 24].

2.2.2.1. Medida de Hausdorff

El estudio más profundo de las propiedades geométricas de los conjuntos a menudo re-

quieren un análisis que va más allá de lo que puede expresarse en términos de la medida de

Lebesgue. Existen grandes conjuntos de medida cero, la medida de Hausdorff permite diferen-

ciar entre conjuntos de medida cero. La medida de Hausdorff puede ser considerada como una

generalización de las medidas de Lebesgue [21].

SeaA un subconjunto del espacio Euclı́deo n−dimensional Rn, el diámetro deAi ⊂ A se define

como

diám (Ai) = sup {d(x, y) : x, y ∈ Ai} .

Para la métrica

d(x, y) = |x− y| =
(

n∑
i=1
|xi − yi|

)1/2

,

el diámetro es

diám (Ai) = sup {|x− y| : x, y ∈ Ai} .
3La medida de Lebesgue es la forma estándar de asignar una longitud, área o volumen a los subconjuntos de un

espacio euclı́deo [25].
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Considerando que A es un subconjunto de Rn y teniendo en cuenta que una cubierta4 δ de un

conjunto A es una colección contable (o finita) de conjuntos {Ai} de diámetro a lo más δ que

cubren A, es decir,

A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, diám (Ai) ≤ δ, ∀i.

Para un número D > 0 y cada δ > 0, se define [21, 24]

HD
δ (A) = ı́nf

{ ∞∑
i=1

[diám (Ai)]D : A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, diám (Ai) ≤ δ

}
. (2.2.2)

Se observan todas las cubiertas de A, los conjuntos de diámetro como máximo δ, y se busca

minimizar la suma de las potencias D-ésimas de los diámetros. A medida que δ disminuye, las

cubiertas se vuelven mas finas, ciñéndose mejor al conjunto. Por lo tanto, el ı́nfimo HD
δ (A)

disminuye, o al menos no aumenta, a medida que δ → 0 y se aproxima a un lı́mite. Ası́

HD(A) = ĺım
δ→0
HD
δ (A). (2.2.3)

El lı́mite existe para algún subconjunto A de Rn, aunque el valor lı́mite puede ser (y usualmente

es) 0 o∞. Al valorHD(A) se le conoce como medida de Hausdorff D-dimensional de A [24].

Si A es un subconjunto Borel de Rn, entonces

HD(A) = ω−1(n)µL(A, n),

donde ω(n) es una constante que depende solamente de la dimensión n, de la forma

ω(n) = πn/2

2nΓ(n/2 + 1) .

La constante ω(n) es el volumen de la bola n−dimensional de diámetro 1.

Se define una medida µH(A,D) tal que esta medida n−dimensional de los subconjuntos de

Borel A de Rn es igual a la medida de Lebesgue n−dimensional

µH(A, n) = µL(A, n).

Se consideran cubiertas de A a familias contables de conjuntos arbitrarios con diámetro de al

menos δ y se toma el ı́nfimo de la suma de ω(D)[diám (Ai)]D para D > 0 y δ > 0. Ası́

µ
(δ)
H (A,D) = ı́nf

{ ∞∑
i=1

ω(D) [diám (Ai)]D : A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, diám (Ai) ≤ δ

}
,

4Una colección de subconjuntos A de un espacio X es un recubrimiento, cubrimiento o cubierta de X , si y solo

si: la unión de los elementos de la colección A contiene a X [26].
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donde

ω(D) = πD/2

2nΓ(D/2 + 1) . (2.2.4)

Para un subconjunto A de Rn, existe el lı́mite

µH(A,D) = ĺım
δ→0

µ
(δ)
H (A,D),

ası́,

µH(A,D) = ω(D)HD(A).

2.2.2.2. Dimensión de Hausdorff

De la variedad de dimensiones fractales, la dimensión de Hausdorff es la más antigua y

probablemente la más importante. Posee la ventaja de estar definida para cualquier conjunto y se

basa en las medidas con las que es matemáticamente conveniente trabajar. Una desventaja es que

a menudo es difı́cil de calcular o estimar mediante métodos computacionales. Sin embargo, para

una comprensión adecuada de las matemáticas de los fractales, la familiaridad con la medida y

dimensión de Hausdorff es esencial [24].

Para un conjunto de Borel A de Rn, existe un único D tal que

HD(A) =∞

para D′ < D, y

HD(A) = 0

para D′ > D. Existe entonces un valor crı́tico de D para el cual el valor de HD(A) salta de

∞ a 0. La gráfica de HD(A) contra D (Figura 2.3) muestra que hay un valor crı́tico de D en

el cual HD(A) “salta” de∞ a 0. Este valor crı́tico se llama dimensión de Hausdorff (o dimen-

sión de Hausdorff-Besicovitch) de A, se escribe dimHA y está definido para algún conjunto

A ∈ Rn [24].

Formalmente, la dimensión de Hausdorff dimH(A) de un conjunto de Borel A de Rn se

define por

H(A) = ı́nf{D ≥ 0 : HD(A) = 0}

= sup{D : HD(A) =∞},
(2.2.5)



2.2. GEOMETRÍA FRACTAL 21

ası́

HD(A) =


∞ 0 ≤ D < dim H(A)

0 D > dim H(A).
(2.2.6)

A D = dim H(A) también se le conoce como dimensión fractal.

Figura 2.3: Gráfica de HD(A) contra D para un conjunto A. La dimensión de Hausdorff es el

valor de D al cual ocurre el salto de∞ a 0.

2.2.2.3. Dimensión de conteo de cajas

Existen otras clases de cubiertas que definen medidas que conducen a la dimensión de Haus-

dorff. Se pueden usar cubiertas de bolas esféricas Bi. Usando

BDδ (A) = ı́nf
{ ∞∑
i=1

[diám (Bi)]D : A ⊂
∞⋃
i=1

Bi, diám (Ai) ≤ δ

}
, (2.2.7)

donde {Bi} es una cubierta δ de A, se obtiene

BD(A) = ĺım
δ→0
BDδ (A).

Se define una dimensión al cual la medida BDδ haga el salto de infinito a cero. Dado que cualquier

cubierta δ de A por bolas es una cubierta permisible en la definición (2.2.2),

BDδ ≤ HD
δ .

Si {Ai} es una cubierta δ de A, entonces {Bi} es una cubierta 2δ de A por bolas Bi tal que cada

Bi es una bola de radio [diám (Ai)] ≤ δ que contiene a Ai. Ası́,∑
i

[diám (Bi)]D ≤
∑
i

[2 diám (Ai)]D = 2D
∑
i

[diám (Ai)]D .
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Tomando el ı́nfimo, se obtiene

BD2δ(A) ≤ 2DHD
δ (A).

Tomando el lı́mite δ → 0, se obtiene

HD(A) ≤ BD(A) ≤ 2DH(A).

Ası́, los valores de D al cual las medidas HD y BD realizan el salto de infinito a cero son los

mismos.

Sea A un subconjunto no vacı́o y acotado de Rn y sea Nδ(A) el número más pequeño de con-

juntos de diámetro a lo más δ, que recubren A, la dimensión por conteo de cajas de A se define

como [21, 24]

dim B(A) = ĺım
δ→0

lnNδ(A)
ln(1/δ) , (2.2.8)

ası́, de esta última definición se tiene que

Nδ(A)δD = cte,

para pequeñas δ, donde D = dim B(A).

2.2.3. Relación con el cálculo fraccionario

Se puede formular el análisis sobre fractales como una generalización del cálculo sobre

variedades suaves al cálculo sobre fractales. Usualmente el punto de partida para la teorı́a del

análisis sobre fractales es un laplaciano sobre fractales, que resulta no ser un operador diferencial

en el sentido habitual, pero tiene muchas de las propiedades deseadas [27, 28].

También se trabaja con la integración sobre fractales [29,30]. El análisis en fractales y el dominio

fractal de integración puede ser usado para describir fenómenos dinámicos, los cuales ocurren

en objetos modelados por fractales [21].

Sea A un subconjunto no vacı́o del espacio Euclidiano n−dimensional Rn, y sea {Ai} una

familia de subconjuntos contables de diámetro de a lo más δ que cubre A, i.e.,

A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, diám (Ai) ≤ δ ∀i.
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El punto de partida es la noción de una función caracterı́stica de subconjuntos Ai, la cual está

definida por

χAi(x) =


1, x ∈ Ai,

0, x /∈ Ai.
(2.2.9)

Una función f(x), definida sobre un conjuntoA, se denomina función simple si existe un número

finito de conjuntos disjuntos {Ak} tal que

f(x) =


fk, x ∈ Ak,

0, x /∈ ⋃∞k=1Ak.

(2.2.10)

La función simple f(x) sobre A puede ser representada por

f(x) =
∞∑
i=1

fiχAi(x), (2.2.11)

donde las fi ∈ R son constantes.

Una función simple f = f(x) sobre un conjunto A es integrable si HD(Ai) < ∞ para cada i

para el cual fi 6= 0.

La integral de Lebesgue-Stieltjes sobre funciones continuas (2.2.11) puede ser definida [29] por

∫
A
f(x)dµH(x) =

∞∑
i=1

fiµH(Ai, D). (2.2.12)

Por lo tanto, ∫
A
f(x)dµH(x) = ω(D) ĺım

diám (Ai)→0

∑
Ai

f(xi) [diám (Ai)]D . (2.2.13)

Es posible dividir el subconjunto A ⊂ Rn en una colección de cubos δ en Rn de la forma

Ai1,··· ,in = {(x1, · · · , xn) ∈ A : ikδ ≤ xk ≤ (ik + 1)δ, ik ∈ N}.

Entonces

dµB(x) = ĺım
diám (Ai1,··· ,in)→0

ω(D) [diám (Ai)]D . (2.2.14)

El conjunto A también puede ser parametrizado por coordenadas polares con r = d(x, 0) =

|x| y ángulo Ω. Usando esta parametrización, puede considerarse una cubierta esféricamente
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simétrica Ar,Ω alrededor de un centro en el origen. En el lı́mite, la función ω(D) [diám (Ar,Ω)]D

da

dµB(r,Ω) = ĺım
diam(Ar,Ω)→0

ω(D) [diám (Ar,Ω)]D = dΩD−1rD−1dr. (2.2.15)

Esta restricción de cubierta esféricamente simétrica puede no proporcionar el valor correcto de

la medida de Hausdorff y dimensión de Hausdorff. El ı́nfimo en la ecuación para la medida de

Hausdorff debe ser tomado sobre todas las posibles cubiertas. Usando una cubierta ε esférica-

mente simétrica de A, se obtiene una medida dµB(r,Ω) y una dimensión dimB(A) ≥ dimH(A)

[21].

Considerando que f(x) es simétrico con respecto a algún centro x0 ∈ A, i.e., f(x) = cte para

todo x tal que d(x, x0) = |x− x0| = r para valores arbitrarios de r. Para desplazar el centro de

simetrı́a se puede llevar a cabo la transformación

A→ A′ = T−x0A : x→ x′ = x− x0. (2.2.16)

Dado que A no es un espacio lineal, (2.2.16) no necesita ser un mapa de A sobre sı́ mismo, y

(2.2.16) preserva la medida. Entonces la integral sobre un espacio métrico D-dimensional puede

ser representado [29] en la forma

∫
A
fdµB = 2πD/2

Γ(D/2)

∫ ∞
0

f(r)rD−1dr. (2.2.17)

Esta integral es conocida en el cálculo fraccionario como integral de Riemann-Liouville del lado

derecho [14], y está definida por (2.1.3). Para x = 0, la ecuación (2.1.3) da

(ID− f)(0) = 1
Γ(D)

∫ ∞
0

tD−1f(t)dt. (2.2.18)

Ası́ entonces, (2.2.17) puede ser representada como

∫
A
fdµB = 2πD/2Γ(D)

Γ(D) (ID− f)(0). (2.2.19)

Esta ecuación conecta la integral sobre fractales con la integral de orden fraccionaria. Como

resultado, la integral fraccionaria puede ser considerada como una integral sobre un fractal hasta

un factor numérico Γ(D/2)/[2πD/2Γ(D)]. Este resultado permite aplicar las herramientas del

cálculo fraccionaria para la distribución fractal de partı́culas [21].
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2.3. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

Las ecuaciones diferenciales relacionan funciones, generalmente cantidades fı́sicas, con sus

derivadas, las cuales representan sus razones de cambio.

Actualmente se pueden describir y modelar muchos fenómenos fı́sicos con una ecuación diferen-

cial ordinaria. Sin embargo, en muchos casos, el cálculo clásico no puede describir fenómenos

más complejos. Es por esta razón que, recientemente se ha analizado el comportamiento de estos

sistemas no lineales por medio del cálculo fraccionario [1].

Las derivadas de orden no entero proveen un excelente instrumento para la descripción de me-

moria y propiedades hereditarias de varios materiales y procesos. Esta es la principal ventaja

de las derivadas fraccionarias en comparación con los modelos clásicos de orden entero, en los

cuales estos efectos se descuidan. Las ventajas de las derivadas fraccionarias aparecen en el

modelado de las propiedades mecánicas y eléctricas de los materiales reales, ası́ como en la

descripción de las propiedades reológicas de las rocas, y en muchos otros campos.

Un gran campo que requiere del uso de derivadas de orden no entero es la teorı́a de los fractales.

El desarrollo de esta teorı́a ha abierto nuevas perspectivas para la teorı́a de derivadas fracciona-

rias, especialmente en el modelado de procesos dinámicos en estructuras autosimilares y poro-

sas.

El modelado matemático y la simulación de sistemas y procesos, basados en la descripción

de sus propiedades en términos de derivadas fraccionarias, naturalmente conduce a ecuaciones

diferenciales de orden fraccionario y a la necesidad de resolverlas [17].

2.3.1. Ecuación parabólica: difusión anómala

La difusión es un fenómeno común en la naturaleza. Es un mecanismo que transporta mate-

ria o alguna otra cantidad fı́sica de un lugar a otro en un espacio determinado.

El proceso que da origen a la difusión es un proceso estocástico o aleatorio, lo cual se aprecia en

el fenómeno denominado movimiento Browniano (Figura 2.4). Este movimiento se observa en

las partı́culas que se hallan en un medio fluido (lı́quido o gas), como resultado de choques contra

las moléculas de dicho fluido [31]. Dicho movimiento consiste en el desplazamiento irregular e

impredecible de pequeñas partı́culas suspendidas en la superficie de un fluido, y fue explicado
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en 1905 por Albert Einstein en su artı́culo “Sobre el movimiento de pequeñas partı́culas sus-

pendidas en lı́quidos en reposo exigido por la teorı́a cinético-molecular del calor”. La misma

explicación fue desarrollada independientemente por Smoluchowski, quien fue responsable de

gran parte del desarrollo sistemático y de la verificación experimental de la teorı́a del movimien-

to Browniano [32].

En su trabajo, Einstein utilizó la hipótesis atómica de la materia y las caminatas aleatorias para

encontrar la relación existente entre el movimiento Browniano y la ecuación de difusión. Uno

de sus principales resultados, fue que el desplazamiento cuadrado promedio recorrido por una

partı́cula suspendida en la superficie de un fluido, crece de forma lineal con el tiempo, es decir,

< r2(t) > ∝ t. (2.3.1)

Entre los fenómenos naturales cuya dinámica está descrita por los procesos difusivos normales,

encontramos la propagación de calor en medios homogéneos, el movimiento de fluidos incom-

presibles en medios porosos homogéneos, reacciones quı́micas en solución y el movimiento de

impurezas y partı́culas cargadas en sólidos cristalinos [4].

Figura 2.4: Movimiento de un punto que experimenta movimiento Browniano.

Sin embargo, desde la segunda mitad del siglo XX se han encontrado muchos sistemas tanto

fı́sicos como biológicos, donde el desplazamiento cuadrado promedio recorrido por la sustancia
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que se difunde no crece de forma lineal, es decir,

< r2(t) > ∝ tγ, γ 6= 1. (2.3.2)

Estos procesos difusivos se dividen en forma natural en dos grandes partes: superdifusión para

γ > 1 y subdifusión para γ < 1, ambos son casos particulares de lo que la comunidad cientı́fica

nombró difusión anómala.

2.3.1.1. Procesos subdifusivos

La dinámica subdifusiva se caracteriza por el fuerte efecto de memoria en el nivel de la fun-

ción de distribución de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) P (x, t), es decir, a diferencia

de un proceso de Markov, el estado actual del sistema depende de los estados anteriores. Una

caminata aleatoria estándar tiene incrementos espaciales y temporales constantes, ∆x y ∆t. Este

proceso dará lugar al proceso de difusión estándar en el lı́mite a largo plazo, es decir, después de

un número suficiente de pasos, y la variable aleatoria asociada x(t) = N−1/2∑xi, donde xi es

la posición después del i−ésimo paso, será distribuido por una Gaussiana debido al teorema de

lı́mite central. Las caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW por sus siglas en inglés) son

una generalización de las caminatas aleatorias estándar, en el que tanto la longitud de salto como

el tiempo de espera se distribuyen de acuerdo a dos PDFs, λ(x) y ψ(t). Ası́ entonces, una CTRW

se basa en un concepto probabilı́stico. El propagador para este tipo de procesos en ausencia de

fuerza externa está dada en términos de la expresión en el espacio Fourier-Laplace [33]

P (k, u) = 1− ψ(u)
u[1− ψ(k, u)] . (2.3.3)

La subdifusión es descrita clásicamente en términos de una CTRW con una PDF de tiempo de

espera de cola larga de la forma asintótica

ψ(t) ∼ τα

t1+α , 0 < α < 1, (2.3.4)

para t� τ .

Para el caso libre de fuerzas, con el comportamiento asintótico

ψ(u) ≡ L {ψ(t);u} =
∫ ∞

0
ψ(t)e−utdt ∼ 1− (uτ)α (2.3.5)
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de la transformada de Laplace L {ψ(t);u} de ψ(t) y la expansión análoga de una PDF tı́pica

de salto de corto alcance, λ(k) ∼ 1− σk2 (k → 0) para la transformada de Fourier de λ(x), se

obtiene

P (k, u) ' 1/u
1 + u−αKαk2 , (2.3.6)

donde Kα ≡ σ/τα es la constante de difusión anómala.

Ası́, de la ecuación (2.3.6) se obtiene la ecuación de difusión fraccionaria

∂

∂t
P (x, t) = 0D

1−α
t Kα

∂2

∂x2P (x, t), (2.3.7)

donde 0D
1−α
t ≡ ∂

∂t 0D
−α
t es el operador diferencial fraccionario de Riemann-Liouville.

2.3.1.2. Procesos superdifusivos

El movimiento Browniano puede generalizarse a vuelos de Lévy. Los vuelos de Lévy son

procesos de Markov con amplias distribuciones de longitud de salto con el comportamiento

asintótico de la ley de potencia inversa

λ(x) ∼ σµ

|x|1+µ , (2.3.8)

tal que su varianza diverja, x̄2 =
∫∞
−∞ λ(x)x2dx = ∞. Esta forma libre de escala da lugar a las

trayectorias caracterı́sticas de los vuelos de Lévy como se muestra en la figura (2.5): en contraste

con la naturaleza de “relleno de área” de una caminata aleatoria regular (Gaussiana), un vuelo

de Lévy tiene una dimensión fractal con exponente µ, y consiste en una agrupación auto-similar

de estancias locales, interrumpida por saltos largos, en cuyo final comienza un nuevo grupo, y

ası́ sucesivamente [33]. Esto sucede en todas las escalas de longitud, es decir, el acercamiento

a un grupo a su vez revela grupos interrumpidos por largas estancias. Por lo tanto, los vuelos

de Lévy combinan ı́ntimamente las propiedades de salto local derivadas de la parte central de

la distribución de longitud de salto alrededor de la longitud de salto cero con saltos de gran

distancia fuertemente no locales, es decir, crea correlaciones espaciales que decaen lentamente,

caracterı́stica de procesos no Gaussianos con varianza divergente. Las trayectorias Gaussianas

también son autosimilares, pero su varianza finita prohı́be la existencia de saltos largos que se-

paren los grupos locales.
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Figura 2.5: Trayectorias de vuelos de Lévy (derecha) de ı́ndice µ = 1,5 y caminata aleatoria

(izquierda) con el mismo número de pasos (7000).

En ausencia de fuerza, se describen los vuelos de Lévy con una PDF con tiempo de espera

muy marcado ψ(t) (α = 1) con un tiempo de espera caracterı́stico t y ψ(u) ∼ 1 − uτ . La

transformada de Fourier λ(k) = exp(−σµ|k|µ) ∼ 1 − σµ|k|µ de una PDF de Lévy de longitud

de salto estable λ(x) con forma asintótica (2.3.8) por medio de la ecuación (2.3.3) produce una

ecuación dinámica en el espacio de Fourier-Laplace, en la que aparece la expresión |k|µP (k, u)

en lugar del término estándar k2P (k, u) de la difusión Gaussiana.

Definiéndose la derivada fraccionaria en el espacio a través de F
{
dµg(x)
d|x|µ

}
≡ −|k|µg(k) para

1 < µ < 2, se obtiene la ecuación de difusión fraccionaria de Lévy

∂

∂t
P (x, t) = Kµ ∂µ

∂|x|µ
P (x, t), (2.3.9)

siendo Kµ ≡ σµ/τ la constante de difusión generalizada con dimensión cmµ s−1 [33].

Ası́, los vuelos de Lévy corresponden a la ecuación de difusión fraccionaria espacial (2.3.9).

2.3.2. Método de transformadas

Hay muchas clases de problemas que son difı́ciles de solucionar en sus representaciones

originales. Una transformada integral “mapea” una ecuación de su dominio original a otro do-

minio adecuado. La manipulación y la solución de la ecuación en el dominio objetivo son mucho
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más fáciles que la manipulación y la solución en el dominio original. La solución luego es re-

mapeada al dominio original con la transformada inversa.

Las soluciones exactas (de forma cerrada) de ecuaciones integrales juegan un papel importante

en la comprensión adecuada de las caracterı́sticas cualitativas de muchos fenómenos y procesos

en diversas áreas de las ciencias naturales.

Las bases de cada función tienen que ser ortogonales. Una transformada integral solamente

cambia la representación de una función de una base ortogonal a otra. Cada punto en la repre-

sentación de la función transformada en el dominio objetivo corresponde a la contribución de

una función de base ortogonal dada a la expansión. El proceso de expandir una función de su

representación “estándar” a una suma de funciones base ortonormales, adecuadamente escala-

das, es llamado factorización espectral. Como las transformadas integrales están basadas en el

concepto de la factorización espectral sobre bases ortonormales, hacen que funciones arbitraria-

mente complicadas puedan ser representadas como las sumas de funciones mucho mas simples.

Las transformadas integrales se utilizan en la solución de varias ecuaciones diferenciales e inte-

grales [34].

Es conocido que las transformaciones integrales clásicas tienen la forma

(Kφ)(x) =
∫ ∞
−∞

k(x, ξ)φ(ξ)dξ = g(x), (2.3.10)

donde k(x, ξ) es alguna función dada (kernel de la transformada), φ(ξ) es la función original

dada en un cierto espacio, y g(x) es la transformada de la función φ(ξ). Entre las transformadas

integrales más importantes están la transformada de Fourier, la transformada de Mellin y la

transformada de Laplace. Las transformadas integrales están conectadas entre sı́ por cambios de

variables y funciones, y tienen amplias aplicaciones [14].

2.3.2.1. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una función ϕ(x) de una variable real −∞ < x < ∞, se

define como

(Fϕ)(x) = F{ϕ(x);x} = ϕ̂(x) =
∫ ∞
−∞

eixtϕ(t)dt, (2.3.11)
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en ocasiones es útil escribirlo en la forma

(Fϕ)(x) = d

dx

∫ ∞
−∞

eixt − 1
it

ϕ(t)dt. (2.3.12)

La transformada inversa de Fourier está dada por la fórmula

(F−1g)(t) = ĝ(x) = 1
2π

∫ ∞
−∞

e−ixtg(t)dt, (2.3.13)

que tiene leves diferencias respecto a (2.3.11). Las integrales (2.3.11) y (2.3.13) convergen abso-

lutamente para funciones ϕ, g ∈ L1(R1) y en la norma del espacio L2(R1) para ϕ, g ∈ L2(R1).

La transformada de Fourier de la función ϕ(x) ∈ L1(R1) es una función continua acotada que

tiende a cero cuando |x| → ∞ por el teorema de Riemann-Lebesgue.

La razón de disminución de (Fϕ)(x) al infinito está relacionada con la suavidad de la función

ϕ(x). Esta conexión está dada por las relaciones

F{Dnϕ(t);x} = (−ix)n(Fϕ)(x), (2.3.14)

Dn(Fϕ)(x) = F{(it)nϕ(t);x}, (2.3.15)

donde Dn = dn

dxn
, n = 1, 2, · · · . Estas ecuaciones son válidas para funciones suficientemente

“buenas” en el sentido de la convergencia absoluta [14].

La relación (2.3.14) es ventajosa en la manipulación de las ecuaciones diferenciales parciales.

La aplicación de la transformada de Fourier al operador de convolución

h ∗ ϕ = (h ∗ ϕ)(x) =
∫ ∞
−∞

h(x− t)ϕ(t)dt, (2.3.16)

se tiene especialmente en cuenta. Si h(x), ϕ(x) ∈ L1(R1), entonces h ∗ ϕ(x) ∈ L1(R1) y el

resultado

F{(h ∗ ϕ)(t);x} = (Fh)(x)(Fϕ)(x), (2.3.17)

llamado el teorema de convolución de Fourier es correcto.

Las transformadas de Fourier aparecen frecuentemente en el estudio de las ondas y la extracción

de información derivada de las ondas, particularmente, cuando la información de fase aparece

involucrada.
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2.3.2.2. Transformada de Mellin

La transformada de Mellin de una función ϕ(x), x > 0, se define como sigue

ϕ∗(s) =M{ϕ(t); s} =
∫ ∞

0
ts−1ϕ(t)dt, (2.3.18)

y su inversa está dada por la fórmula

ϕ(x) =M−1{ϕ(s);x} = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ∗(s)x−sds, γ = <(s). (2.3.19)

Estas relaciones se derivan de (2.3.11) y (2.3.13) si se reemplaza ϕ(t) por ϕ(et) y ix por s.

Reemplazando h(t) y x por h(et) y ln x respectivamente, se obtiene la relación de convolución

de Mellin

(h ◦ ϕ)(x) =
∫ ∞

0
h
(
x

t

)
ϕ(t)dt

t
, (2.3.20)

de la convolución de Fourier (2.3.16). El teorema de convolución (2.3.17) con respecto a (2.3.20)

toma la forma

(h ◦ ϕ)∗(s) = h∗(s)ϕ∗(s). (2.3.21)

Su definición para derivadas está dado como

M{ϕ(n)(t); s} = (−1)n Γ(s)
Γ(s− n)M{ϕ(t); s− n}, (2.3.22)

donde s ∈ C,<(s − n) > 0, y puede ser probada integrando por partes y usando la definición

(2.3.18).

La transformada de Mellin puede ser considerada como una versión multiplicativa de la transfor-

mada bilateral de Laplace y está ı́ntimamente relacionada con la teorı́a de las series de Dirichlet,

y es usada habitualmente en teorı́a de números y la teorı́a de series asintóticas [14].

2.3.2.3. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una función ϕ(x), 0 < x <∞, se define5 como

Lϕ = (Lϕ)(p) = L{ϕ(t), p} =
∫ ∞

0
e−ptϕ(t)dt, (2.3.23)

5Esto se define ocasionalmente como la transformada de Laplace unilateral; la integral desde −∞ a +∞ se

denomina transformada de Laplace bilateral.
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y su inversa está dada por la fórmula

(L−1g)(x) = L−1{g(p);x} = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
epxg(p)dp, γ = <(p) > p0. (2.3.24)

Haciendo uso de la transformada de Mellin (2.3.18) se pueden obtener otras formas para la

transformada inversa de Laplace [14]

(L−1g)(x) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

x−s

Γ(1− s)g
∗(1− s)ds, <(s) = γ < 1. (2.3.25)

La integral

(h ∗ ϕ) = (h ∗ ϕ)(x) =
∫ x

0
h(X − t)ϕ(t)dt, (2.3.26)

es la relación de convolución para la transformada de Laplace. El teorema de convolución

(2.3.17) con respecto a (2.3.26) produce la forma

L(h ∗ ϕ)(p) = (Lh)(p)(Lϕ)(p). (2.3.27)

La transformada de Laplace se puede obtener de la transformada de Fourier (2.3.11) restrin-

giendo funciones con la condición ϕ(t) = 0 para t < 0, y reemplazando la variable ix por una

variable compleja p [14].

Probablemente la principal aplicación de las transformadas de Laplace se tiene en la conver-

sión de las ecuaciones diferenciales en formas más simples que pueden resolverse con mayor

facilidad. Para ello, se tiene la siguiente relación

(Lϕ(n))(p) = pn(Lϕ)(p)−
n−1∑
k=0

pn−k−1ϕ(k)(0), (2.3.28)

la cual es fácilmente demostrable por integración por partes siempre que exista la integral co-

rrespondiente [14].

2.4. Mecánica cuántica

La investigación en fı́sica, realizada a finales del siglo XIX y en la primera mitad del siglo

XX, reveló una naturaleza excepcionalmente peculiar de las leyes que rigen el comportamiento

de las micropartı́culas: átomos, electrones, etc. Sobre la base de esta investigación, se fundó una
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nueva teorı́a fı́sica llamada mecánica cuántica [35].

Mecánica cuántica es la descripción del comportamiento de la materia y la luz en todos los de-

talles y, en particular, de lo que pasa en una escala atómica [36]. Desde un punto de vista más

amplio, la mecánica cuántica deberı́a ser tratada como el fundamento teórico de la teorı́a moder-

na de la estructura y propiedades de la materia. En comparación con la fı́sica clásica, la mecánica

cuántica considera las propiedades de la materia en un nivel más profundo y más fundamental.

En los primeros años del desarrollo de la mecánica cuántica, en las primeras campañas de inter-

pretación estadı́stica, los fı́sicos aún no se habı́an liberado de la concepción del electrón como

un punto de masa clásico. Se habló del electrón como una partı́cula con valores de coordenadas

y velocidad definidos pero desconocidos. Las relaciones de Heisenberg se interpretaron como

relaciones de inexactitud, pero no como relaciones de incertidumbre de las correspondientes

nociones. El cuadrado del módulo de la función de onda se interpretó como una densidad de

probabilidad de que una partı́cula haya dado coordenadas (de modo que las coordenadas siem-

pre se consideraron definidas). Se dio una interpretación similar al cuadrado del módulo de la

función de onda en el espacio de momentos.

Ambas probabilidades (en el espacio de coordenadas y el espacio de momentos) se consideran

simultáneamente, como si los valores definidos de coordenadas y momentos fueran compatibles.

La imposibilidad real, expresada por las relaciones de Heisenberg, de su medición simultánea

apareció como una especie de paradoja o capricho de la naturaleza según el cual no se podı́a

saber todo lo existente. Todas estas dificultades se desvanecen si se admite la naturaleza dual

onda-partı́cula del electrón en toda su extensión, si se acepta el verdadero significado de esta

dualidad y si se entiende claramente a qué conjunto estadı́stico se refieren las probabilidades de

la mecánica cuántica [37].

Estado

El concepto de estado es uno de de los fundamentales e iniciales en la mecánica cuántica. Di-

rac introduce el concepto de estado como: “...Tomemos cualquier sistema atómico, compuesto

de partı́culas o cuerpos con propiedades especificadas (masa, momento de inercia, etc.) interac-

tuando de acuerdo con las leyes de fuerza especificadas. Habrá varios movimientos posibles de
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las partı́culas o cuerpos consistentes con las leyes de la fuerza. Cada uno de estos movimientos

se denomina estado del sistema” [38].

La información sobre el estado de un microsistema se obtiene realizando mediciones, esto es,

cuando el sistema interactúa con un instrumento de medición, que es un sistema macroscópico.

Por ello, los resultados de las mediciones realizadas en microsistemas se expresan necesariamen-

te en términos desarrollados para caracterizar cuerpos macroscópicos (coordenadas, momento,

momento angular, energı́a, y similares). Estas caracterı́sticas se llaman variables dinámicas.

Las propiedades de las micropartı́culas difieren radicalmente de las de los cuerpos macroscópi-

cos. Por esta razón, las variables dinámicas atribuidas a macrocuerpos no pueden atribuirse a

micropartı́culas. Pero cuando una micropartı́cula interactúa con un instrumento, se comporta

como si se caracterizara por al menos una parte de las variables dinámicas anteriormente men-

cionadas [39].

La naturaleza peculiar de las propiedades de las micropartı́culas se muestra en que las medicio-

nes no producen valores definidos para todas las variables, como se puede ver con la relación de

incertidumbre de Heisenberg:

∆x ·∆px ≥
~
2 . (2.4.1)

El principio de incertidumbre muestra hasta qué punto podemos usar los conceptos de la mecáni-

ca clásica para micropartı́culas, particularmente, con qué grado de precisión podemos hablar de

las trayectoria de las micropartı́culas. El movimiento en una trayectoria se caracteriza por valo-

res bien definidos de las coordenadas y la velocidad en cada instante. Reescribiendo la relación

(2.4.1) como

∆x ·∆vx ≥
~

2m, (2.4.2)

podemos ver que cuanto mayor es la masa de una partı́cula, menor es la incertidumbre de sus

coordenadas y su velocidad, y en consecuencia, mayor es la precisión con la que podemos apli-

car el concepto de una trayectoria a la partı́cula y mayor es la precisión con la que podemos

aplicar los conceptos de la mecánica clásica a su movimiento. Esta declaración es un caso par-

ticular de una más general conocida como el principio de correspondencia. De acuerdo con este

principio, en el proceso lı́mite ~ → 0, las leyes y relaciones de la mecánica cuántica se trans-

forman en las leyes y relaciones de la mecánica clásica. En la práctica, esto significa que cuanto
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menor sea el papel de los efectos proporcionales a la contante de Planck ~, el comportamiento

del sistema está más cerca de ser considerado clásico [39].

El principio de correspondencia permite encontrar análogos cuánticos a las cantidades clásicas.

Para caracterizar el estado en el que se encuentra un microsistema considerado, es natural tomar

los valores de las variables dinámicas teniendo un valor definido en el estado dado. El conjunto

de todas las variables dinámicas que tienen valores definidos en un estado dado se denomina

conjunto completo.

Cuando hablamos de variables dinámicas en general (es decir, sin especificar qué variables -x,

px, E, etc.) los designamos por el sı́mbolo Q.

Al conjunto de los valores numéricos que puede tener una variable dinámica determinada se le

conoce como su espectro. Si estos valores forman una secuencia continua, se dice que la canti-

dad dada tiene un espectro continuo de valores. Si estos valores forman una secuencia discreta,

la cantidad dada tiene un espectro discreto de valores. En el caso general, el espectro de valores

de una variable dinámica puede incluir partes continuas y discretas.

A los diferentes valores de la variable Q se les designa por el sı́mbolo q. Si el valor dado per-

tenece a un espectro discreto, se escribe como qn. La ausencia del subı́ndice indica que el valor

dado pertenece a un espectro continuo.

Dado que las leyes del mundo microscópico difieren radicalmente de las observadas para cuerpos

macroscópicos, los estados y las variables dinámicas tienen que caracterizarse por una cantidad

matemática de naturaleza diferente a la utilizada en la fı́sica clásica. Por ello, para cada variable

dinámica, hay un operador lineal correspondiente. El estado de un sistema se caracteriza por

una determinada función compleja, denominada función de onda o función psi o amplitud de

probabilidad. Dirac introdujo un tipo especial de vector para caracterizar un estado, lo llamó un

vector estado [39].

Principio de superposición

Un principio fundamental de la mecánica cuántica es el principio de superposición de esta-

dos. La esencia de este principio consiste en la siguiente declaración. Suponiendo que el sistema

puede estar en el estado ψ1 en el cual la cantidad Q tiene el valor definido q1 o en el estado ψ2
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donde la misma cantidad tiene el valor definido q2. Por lo tanto, existe el estado ψ = c1ψ1 +c2ψ2

(donde c1 y c2 son números complejos arbitrarios) en el cual la medición de la cantidad Q pro-

duce el resultado q1 o el resultado q2.

Se desprende del principio de superposición que la superposición de los estados ψ1 y ψ2 donde

Q tiene valores definidos conduce a un nuevo estado ψ en el cual Q es indefinido.

Un resultado similar se obtiene sobre la superposición de más de dos estados. Si existen los es-

tados ψ1, ψ2, · · · , ψn en los cuales la cantidad Q tiene valores definidos q1, q2, · · · , qn, el estado

ψ =
n∑

m=1
cmψm, (2.4.3)

(donde cm son números complejos arbitrarios) también existe, y la medición de la cantidad Q en

este estado produce uno de los valores q1, q2, · · · , qn.

El comportamiento de las cantidades ψm correspondientes a los estados del sistema descrito en

la ecuación (2.4.3) es similar al comportamiento de los vectores. En efecto, multiplicando los

vectores ~a1,~a2, · · · ,~an de idéntica naturaleza por números reales c1, c2, · · · , cn y sumándolos,

obtenemos un nuevo vector de la misma naturaleza, es decir, ~a = ∑
cm~am. Esta analogı́a es la

razón por la cual Dirac trató las cantidades correspondientes a los estados de un sistema como

vectores en un espacio especial [39].

Significado fı́sico de la función psi

En la representación de coordenadas, la función psi es una función de las coordenadas de

las partı́culas que forman un sistema y del tiempo. Considerando un sistema que consiste de

una sola partı́cula, tenemos en este caso, ψ = ψ(x, y, z, t). Una interpretación correcta de la

función psi fue proporcionada por el fı́sico alemán Max Born en 1926. Postuló que el cuadrado

de la magnitud de la función psi, es decir, la cantidad |ψ|2 = ψ∗ψ (donde ψ∗ es el complejo

conjugado de ψ) determina la densidad de la probabilidad de encontrar la partı́cula en varios

puntos del espacio. Si multiplicamos |ψ(x, y, z, t)|2 por el elemento de volumen dV = dxdydz

tomado del punto x, y, z obtenemos la probabilidad de que la partı́cula sea detectada dentro de

los lı́mites de dV en la medición realizada en el instante t:

dP = |ψ|2dV = ψ∗ψdV. (2.4.4)
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Similarmente, para un sistema conformado por dos partı́culas, la cantidad

dP = |ψ(x1, y1, z1, x2, y2, z2, t)|2dV1dV2, (2.4.5)

(donde x1, y1, z1 son las coordenadas de la primera partı́cula, x2, y2, z2 son las coordenadas de

la segunda partı́cula, dV1 = dx1dy1dz1 y dV2 = dx2dy2dz2) proporciona la probabilidad de que

la primera partı́cula sea detectada dentro de los lı́mites del volumen dV1 y la segunda partı́cula

dentro de los lı́mites de dV2 en la medición realizada en el instante t.

Dado que una partı́cula con autenticidad, es decir, con una probabilidad de la unidad, debe estar

en algún lugar, la suma de las probabilidades (2.4.4) sobre todo el espacio debe ser la unidad.

Esto nos conduce a la condición de normalización de la función psi [40]:∫ ∞
∞
|ψ|2dV = 1. (2.4.6)

2.4.1. Ecuación de Schrödinger

En 1926, el fı́sico austriaco Erwin Schrödinger presentó su famosa ecuación como un desa-

rrollo de las ideas de De Broglie de las propiedades ondulatorias de la materia. Asoció con el

movimiento de una micropartı́cula una función compleja de las coordenadas y del tiempo, la

cual llamó función de onda y la designó con la letra griega “psi” (ψ o Ψ), la cual conocemos

como función psi [40].

La función psi caracteriza el estado de una micropartı́cula. La forma de la función es obtenida

de la solución de la ecuación de Schrödinger que aparece como:

i~
∂ψ(~r, t)
∂t

=
[
− ~2

2m∇
2 + V (~r, t)

]
ψ(~r, t). (2.4.7)

donde m es masa de la partı́cula, V la energı́a potencial de la partı́cula, i la unidad imaginaria y

∇2 es el operador Laplaciano.

La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo describe un sistema que evoluciona en el

tiempo y es de importancia central en la teorı́a de la mecánica cuántica no relativista.

Su versión independiente del tiempo predice que las funciones de onda pueden tener la forma

de ondas estacionarias, denominados estados estacionarios [41]:

Eψ(~r) =
[
− ~2

2m∇
2 + V (~r)

]
ψ(~r). (2.4.8)
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o

Ĥψ = Eψ, (2.4.9)

donde

Ĥ = − ~2

2m∇
2 + V, (2.4.10)

es el operador Hamiltoniano.

La ecuación de Schrödinger permite encontrar la función psi de un estado dado y consecuen-

temente, determinar la probabilidad de una partı́cula de estar en diferentes puntos del espacio.

Pero esto está lejos de agotar el significado de la ecuación. Las reglas para la cuantización de

la energı́a se siguen directamente de la ecuación (2.4.9) y de las condiciones impuestas sobre

la función psi. De acuerdo a su significado, la función psi debe ser de un solo valor, continua

y finita (excepto, tal vez, por puntos especiales). Además debe tener una derivada continua y

finita. La colección de estos requisitos se denomina condiciones estándar.

La ecuación de Schrödinger incluye la energı́a total E de la partı́cula como parámetro. En la

teorı́a de ecuaciones diferenciales se demuestra que las ecuaciones de la forma (2.4.9) tienen

soluciones que satisfacen las condiciones estándar no a cualquier valor del parámetro (es decir

de la energı́a E), pero solo ciertos valores seleccionados. Estos valores seleccionados se cono-

cen como eigenvalores de la cantidad (de E en este caso). Las soluciones correspondientes a los

eigenvalores de E son llamados eigenfunciones del problema. A la colección de eigenvalores se

le conoce como espectro de la cantidad [40].

2.4.2. Pozo de potencial y otros casos

Un problema con un potencial, aunque bastante artificial, considera un potencial unidimen-

sional de la forma:

V (x) =


∞, |x| > L/2,

0, |x| ≤ L/2.
(2.4.11)

La ecuación de eigenvalores es

d2ψ

dx2 + 2m
~2 (E − V )ψ = 0. (2.4.12)
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La solución ψ para cada una de las regiones de la figura 2.6(a) está dada como ψI , ψII y ψIII .

Por las condiciones de frontera, sabemos que ψI = ψIII = 0, y para la región II, las soluciones

permitidas son de la forma

ψII = Aeikx +Be−ikx, (2.4.13)

donde

k =
√

2mE
~2 . (2.4.14)

Evaluando en las fronteras, donde ψ(x) = 0, obtenemos

Ae−ikL/2 +BeikL/2 = 0. (2.4.15)

AeikL/2 +Be−ikL/2 = 0. (2.4.16)

Esto se cumple si

kn = nπ

L
, n = 0,±1,±2, · · · . (2.4.17)

Ası́, las soluciones a la ecuación de Schrödinger tienen la forma (Apéndice A.2):

ψn =


(

2
L

)1/2
cos

(
nπx
L

)
, n = 1, 3, 5, ..(

2
L

)1/2
sen

(
nπx
L

)
, n = 2, 4, 6, ...

(2.4.18)

y los valores de energı́a están definidos por

En = ~2π2

2mL2n
2. (2.4.19)

La figura 2.6(b) muestra los primeros dos niveles de energı́a y funciones de onda de una partı́cula

inmersa en este potencial [41].

(a) Pozo de potencial. (b) Primeros dos niveles de

energı́a y funciones de onda.

Figura 2.6: Pozo de potencial unidimensional y su solución.
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Para el caso de la partı́cula libre, la ecuación de Schrödinger unidimensional está dada por

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∂2ψ

∂x2 , (2.4.20)

y las funciones de onda que satisfacen dicha ecuación tienen la forma (Apéndice A.3) [39]

ψ(x, t) = ψ0e
− i

~ (Et−px). (2.4.21)

2.5. Mecánica cuántica fraccionaria

La mecánica clásica y la mecánica cuántica se basan en la suposición de que la función

Hamiltoniana tiene la forma

H(~p, ~r) = ~p2

2m + V (~r), (2.5.1)

donde ~p y ~r son el momento y el espacio coordenado de una partı́cula con masa m y V (~r) es

la energı́a potencial. En la mecánica cuántica ~p y ~r deben ser operadores p̂ y r̂. Ası́ la función

Hamiltoniana H(~p, ~r) se transforma en el operador Hamiltoniano Ĥ(p̂, r̂),

Ĥ(p̂, r̂) = p̂2

2m + V̂ (r̂), (2.5.2)

donde V̂ (r̂) es el operador de energı́a potencial.

La dependencia cuadrática del momento en (2.5.1) y (2.5.2) es un hecho fı́sico empı́rico. Sin

embargo, en el intento de comprender los fundamentos detrás de este hecho plantea la pregunta,

¿hay otras formas del término cinemático en (2.5.1) y (2.5.2) que no contradicen los principios

fundamentales de la mecánica clásica y la mecánica cuántica? Laskin observó que un enfoque

conveniente de la fı́sica teórica para responder a esta pregunta es el enfoque por integrales de

trayectoria de Feynman [5].

En el año 2000, N. Laskin desarrolló una nueva extensión del concepto de fractalidad. Las inte-

grales de trayectoria sobre las trayectorias de Lévy fueron definidas y la mecánica cuántica junto

con la mecánica estadı́stica fraccionaria fueron desarrolladas a través de esta nueva aproxima-

ción de integrales de trayectoria fraccionarias. Esta aproximación por integrales de trayectoria

se definieron sobre trayectorias de los vuelos de Lévy, mostrando ası́ que, si la fractalidad de las

trayectorias Brownianas conducen a la mecánica cuántica y estadı́stica estándar, la fractalidad
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de las trayectorias de Lévy conducen a la mecánica cuántica y mecánica estadı́stica fracciona-

rias [7–9].

La mecánica cuántica fraccionaria es la teorı́a de la mecánica cuántica basada en la ecuación de

Schrödinger fraccionaria [42].

Históricamente, el primer ejemplo de un objeto fı́sico fraccionario fue el movimiento Brow-

niano, cuyas trayectorias no son diferenciables, curvas auto-similares cuya dimensión fractal es

diferente de la dimensión topológica [6].

En fı́sica cuántica, el primer intento exitoso de aplicar el concepto de fractalidad fue el enfoque

de Feynman a la mecánica cuántica por integrales de trayectoria [5].

La mecánica cuántica en el tratamiento de Feynman por integrales de trayectoria es la teorı́a

de funcionales sobre la medida funcional generada por el movimiento Browniano (procesos

estocásticos de Wiener). Laskin desarrolló un nuevo concepto de fractalidad en fı́sica cuántica.

Construyó una nueva integral de trayectoria fraccionaria y formuló la mecánica cuántica fraccio-

naria como una integral de trayectoria sobre trayectorias de los vuelos de Lévy. Ası́, la mecánica

cuántica fraccionaria en el tratamiento de integrales de trayectoria es la teorı́a de funcionales

sobre la medida funcional generada por los procesos estocásticos de Lévy [7].

Los procesos estocásticos de Lévy son la generalización natural del movimiento Browniano [32].

Los fundamentos de la generalización son la teorı́a de las distribuciones de probabilidad estables

desarrolladas por Lévy [43].

Los procesos de Lévy α−estables son caracterizados por el ı́ndice de Lévy α, 0 < α ≤ 2. Cuan-

do α = 2 se tiene el movimiento Browniano (caso Gaussiano).

En el caso Gaussiano, el enfoque por integrales de trayectoria de la mecánica cuántica permite

reproducir la ecuación de Schrödinger estándar. En el caso general, se obtiene la generalización

fraccionaria de la ecuación de Schrödinger [7].

2.5.1. Formulación

Para una partı́cula que al tiempo inicial ta se encuentra en el punto x y se mueve al punto

x al tiempo tb, se dice simplemente que la partı́cula va de a a b y su trayectoria x(t) tendrá

la propiedad x(ta) = xa y x(tb) = xb. Se obtiene entonces una amplitud cuántica, a menudo
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llamado kernel de propagación, la cual puede escribir como KF (xbtb|xata), que se usará para

ir del punto a al punto b. Será la suma de la contribución de todas las trayectorias que van

entre estos puntos extremos. Si se tiene una partı́cula cuántica moviéndose en el potencial V (x)

entonces la amplitud KF (xbtb|xata) puede escribirse como

KF (xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
DFeynmanx(τ) exp

{
− i
~

∫ tb

ta
dτV (x(τ))

}
, (2.5.3)

donde V (x(τ)) es la energı́a potencial como un funcional de la trayectoria de la partı́cula x(τ),

y la medida de la integral de trayectoria de Feynman está definido como∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
DFeynmanx(τ) · · · = ĺım

N→∞

∫ ∞
−∞

dx1 · · · dxN−1

(
2πi~ε
m

)−N/2

×
N∏
j=1

exp
{
im

2~ε(xj − xj−1)2
}
· · · , (2.5.4)

donde m es la masa de la partı́cula cuántica, ~ es la constante de Plank, x0 = xa, xN = xb y

ε = (tb− ta)/N . La medida de la integral de trayectoria de Feynman es generada por el proceso

del movimiento Browniano. Ası́, la ecuación (2.5.4) implica que

(xj − xj−1) ∝
(
~
m

)1/2

(∆t)1/2,

esta es la relación entre el desplazamiento espacial y la escala de tiempo. Esto implica que la

dimensión fractal de la trayectoria de Feynman es d(Feynman)
fractal = 2.

La ecuación (2.5.4) conduce a la mecánica cuántica estándar [5].

La integral de trayectoria fraccionaria propuesta por Laskin es: [7–9]

KL(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx(τ) exp

{
− i
~

∫ tb

ta
dτV (x(τ))

}
, (2.5.5)

donde V (x(τ)) es la energı́a potencial como un funcional de la trayectoria de la partı́cula de

Lévy, y la medida de la integral de trayectoria fraccionaria se define como∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx(τ) · · · = ĺım

N→∞

∫ ∞
−∞

dx1 · · · dxN−1~−N

×
(
iDαε

~

)−N/α N∏
j=1

Lα

×

1
~

(
~

iDαε

)1/α

|xj − xj−1|

 · · · , (2.5.6)
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donde Dα es el coeficiente de difusión cuántica fraccionaria, su dimensión fı́sica en el sistema

CGS es [Dα] =erg1−αcmα s−α, ~ es la constante de Plank, x0 = xa, xN = xb, ε = (tb − ta)/N ,

y la función de distribución de Lévy es expresada en términos de la función de Fox H [44]

~−1
(
Dαt

~

)−1/α
Lα

1
~

(
~
Dαt

)1/α

|x|

 = 1
α|x|

H1,1
2,2

1
~

(
~
Dαt

)1/α

|x|
∣∣∣∣∣ ( (1,1/α) (1,1/2)

(1,1) (1,1/2)

)
(2.5.7)

donde α es el ı́ndice de Lévy.

La medida funcional en (2.5.6) es generada por los procesos estocásticos de los vuelos de Lévy.

De (2.5.6) se obtiene que

|xj − xj−1| ∝ (~α−1Dα)1/α(∆t)1/α,

lo cual implica que d(Lévy)
fractal = α.

Se calcula el kernel de la partı́cula libreK(0)
L (xbtb|xata), y se comparan con el kernel de Feynman

para la partı́cula libre K(0)
F (xbtb|xata). Para la partı́cula libre V (x) = 0, las ecuaciones (2.5.5) y

(2.5.6) conducen a

K
(0)
L (xbtb|xata) =

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx(τ) · 1

= ~−1
(
iDα(tb − ta)

~

)−1/α

×Lα

1
~

(
~

iDα(tb − ta)

)1/α

|xb − xa|

 . (2.5.8)

Cuando α = 2, la distribución de Lévy se transforma en una Gaussiana, y los procesos de los

vuelos de Lévy se transforman en los procesos del movimiento Browniano. Ası́, la ecuación

(2.5.8), junto con la definición (2.5.7) y las propiedades de la función de Fox H1,1
2,2 cuando

α = 2 [45], se transforma en el kernel de Feynman para la partı́cula libre [5]

K
(0)
F (xbtb|xata) =

(
2πi~(tb − ta)

m

)−1/2

exp
{
im(xb − xa)2

2~(tb − ta)

}
. (2.5.9)

Ası́, (2.5.8) incluye como caso particular al propagador de Feynman cuando α = 2.

En términos de la integral de Fourier (representación del momento), el kernel fraccionario

K
(0)
L (xbtb|xata) se escribe como

K
(0)
L (xbtb|xata) = 1

2π~

∫ ∞
−∞

dp exp
{
i
p(xb − xa)

~
− iDα(tb − ta)|p|α

~

}
, (2.5.10)
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mientras que (2.5.9) tiene la forma

K
(0)
F (xbtb|xata) = 1

2π~

∫ ∞
−∞

dp exp
{
i
p(xb − xa)

~
− ip

2(tb − ta)
2m~

}
. (2.5.11)

De (2.5.10) se observa que la energı́a Ep de la partı́cula cuántica fraccionaria con momento p

está dada por

Ep = Dα|p|α. (2.5.12)

La comparación de (2.5.10) y (2.5.11) permite concluir que cuando α = 2, entonces D2 =

1/2m. Ası́, la ecuación (2.5.12) se transforma en Ep = p2/2m.

Haciendo uso de (2.5.10) se puede definir la medida funcional fraccionaria en la representación

del espacio fase como∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx(τ)

∫
Dp(τ) · · · = ĺım

N→∞

∫ ∞
−∞

dx1 · · · dxN−1
1

(2π~)N

×
∫ ∞
−∞

dp1 · · · dpN exp
{
i
p1(x1 − xa)

~
− iDαε|p1|α

~

}

× · · · × exp
{
i
pN(xb − xN−1)

~
− iDαε|pN |α

~

}
· · · ,(2.5.13)

donde ε = (tb − ta)/N . Luego, el kernel KL(xbtb|xata) definido por (2.5.5) puede escribirse

como

KL(xbtb|xata) = ĺım
N→∞

∫ ∞
−∞

dx1 · · · dxN−1
1

(2π~)N

×
∫ ∞
−∞

dp1 · · · dpN exp

 i~
N∑
j=1

pj(xj − xj−1)


× exp

− i~Dαε
N∑
j=1
|pj|α −

i

~
ε
N∑
i=1

V (xj)

 .
En el lı́mite continuo N →∞ y ε→ 0, se obtiene

KL(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx(τ)

∫
Dp(τ)

× exp
{
i

~

∫ tb

ta
dτ [p(τ)ẋ(τ)−Hα(p(τ), x(τ))]

}
(2.5.14)

donde la integral de trayectoria del espacio fase
∫ xb
xa
Dx(τ)

∫
Dp(τ) · · · está dada por la ecuación

(2.5.13), ẋ denota la derivada temporal, Hα es el Hamiltoniano fraccionario

Hα(p, x) = Dα|p|α + V (x) (2.5.15)
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con los cambios p → p(τ) y x → x(τ), y {(p(τ), x(τ)} es la trayectoria de la partı́cula en el

espacio fase.

El kernel KL(~rbtb|~rata), definido por (2.5.5), describe la evolución del sistema cuántico fraccio-

nario

ψf (~rb, tb) =
∫
d~raKL(~rbtb|~rata)ψi(~ra, ta), (2.5.16)

donde ψi(~ra, ta) es la función de onda fraccionaria del estado inicial (al tiempo ta), y ψf (~rb, tb)

es la función de onda del estado final (al tiempo tb).

Para obtener la ecuación diferencial para la función de onda ψ(~r, t), se aplica la ecuación

(2.5.16) para el caso especial en que el tiempo tb difiere de ta solo un intervalo infinitesimal

ε:

ψ(~r, t+ ε) =
∫
d~r′KL(~r, t+ ε|~r′, t)ψ(~r′, t).

Haciendo uso de la aproximación de Feynman
∫ t+τ
t dτV (~r(τ)) w εV [(~r+~r′)/2, t] y la definición

dada por (2.5.6), se obtiene

ψ(~r, t+ ε) =
∫
d~r′

1
(2π~)3

∫ ∞
−∞

d~p exp
{
i
~p(~r′ − ~r)

~
− iDαε|~p|α

~
− i

~
εV

(
~r + ~r′

2 , t

)}
ψ(~r′, t).

Expandiendo ambos lados en series de potencias y tomando los dos primeros términos

ψ(~r, t) + ε
∂ψ(~r, t)
∂t

=
∫
d~r′

1
(2π~)3

∫ ∞
−∞

d~p exp
{
i
~p(~r′ − ~r)

~

}

×
(

1− iDαε|~p|α

~

)[
1− i

~
εV

(
~r + ~r′

2 , t

)]
ψ(~r′, t). (2.5.17)

Luego, tomando en cuenta las definiciones de las transformadas de Fourier

ψ(~r, t) = 1
(2π~)3

∫
d~p exp

{
i
~p · ~r
~

}
ϕ(~p, t), (2.5.18)

ϕ(~p, t) =
∫
d~r exp

{
−i~p · ~r

~

}
ψ(~r, t), (2.5.19)

e introduciendo la derivada fraccionaria de Riesz (−~2∆)α/2

(−~2∆)α/2ψ(~r, t) = − 1
(2π~)3

∫
d~p exp

{
i
~p · ~r
~

}
|~p|αϕ(~p, t), (2.5.20)

se obtiene de la ecuación (2.5.17)

ψ(~r, t) + ε
∂ψ(~r, t)
∂t

= ψ(~r, t)− iDαε

~
(−~2∆)α/2ψ(~r, t)− i

~
εV (~r, t)ψ(~r, t).
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Esto se cumple para el orden ε si ψ(~r, t) satisface la ecuación diferencial

i~
∂ψ(~r, t)
∂t

= Dα(−~2∆)α/2ψ + V (~r, t)ψ(~r, t), (2.5.21)

la cual es la ecuación de Schrödinger fraccionaria.

La ecuación (2.5.21) puede escribirse en forma de operador como

i~
∂ψ

∂t
= Hαψ (2.5.22)

donde Hα es el operador Hamiltoniano fraccionario

Hα = Dα(−~2∆)α/2 + V (~r, t). (2.5.23)

Cuando Hα no depende explı́citamente del tiempo, existe una solución especial a la ecuación

(2.5.21) de la forma:

ψ(~r, t) = e−(i/~)Etφ(~r),

donde φ(~r) satisface

Hαφ(~r) = Eφ(~r)

o

Dα(−~2∆)α/2φ(~r) + V (~r)φ(~r) = Eφ(~r) (2.5.24)

con 1 < α ≤ 2.

Siendo la ecuación (2.5.24) la ecuación de Schrödinger fraccionaria independiente del tiempo

(o estacionaria) [46].

2.5.2. Partı́cula libre

Resolviendo, de acuerdo con [9,47] la ecuación de Schrödinger fraccionaria unidimensional

(2.5.21) para V = 0 con la condición inicial

ψ(~r, t = 0) = ψ0(~r). (2.5.25)

Aplicando la transformada de Fourier (2.5.19) y usando la derivada fraccionaria de Riesz (2.5.20)

se obtiene la función de onda ϕ(p, t) en la representación del momento

i~
∂ϕ(p, t)
∂t

= Dα|p|αϕ(p, t), (2.5.26)
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con la condición inicial ϕ0(p) dado por

ϕ0(p) = ϕ0(p, t = 0) =
∫ ∞
−∞

eip~r/~ψ0(~r). (2.5.27)

Resolviendo (2.5.26) y (2.5.27) se obtiene

ϕ(p, t) = exp
{
−iDα|p|αt

~

}
ϕ0(p). (2.5.28)

Ası́, la solución de la ecuación de Schrödinger fraccionaria unidimensional con la condición

inicial dada por (2.5.25), puede ser presentada como

ψ(~r, t) = 1
2π~

∫ ∞
−∞

d~r′
∫ ∞
−∞

dp exp
{
i
p(~r − ~r′)

~
− iDα|p|αt

~

}
ψ0(~r′) (2.5.29)

o

ψ(~r, t) =
∫ ∞
−∞

d~r′
1

α(~r − ~r′)H
1,1
2,2

1
~

(
~

iDαt

)1/α

|~r − ~r′|
∣∣∣∣∣ ( (1,1/α) (1,1/2)

(1,1) (1,1/2)

)ψ0(~r′) (2.5.30)

donde la integral sobre dp se expresa en términos de la función H de Fox H1,1
2,2 .



Capı́tulo 3

Ejemplos de la ecuación de Schrödinger

fraccionaria existentes

Tiempo después de que Laskin publicara sus trabajos sobre la mecánica cuántica fracciona-

ria [7–10], surgieron trabajos de otros investigadores respecto al tema. Algunos replicando los

cálculos realizados por Laskin, otros presentando soluciones de la ecuación tanto para la partı́cu-

la libre como para diferentes potenciales y otros presentando enfoques diferentes para llegar a

una nueva forma de la ecuación de Schrödinger fraccionaria.

Uno de los primeros trabajos en aparecer fue el de Debnath, que presentó el uso de las ecua-

ciones diferenciales e integrales fraccionarias en mecánica de fluidos ası́ como la ecuación de

Schrödinger fraccionaria [48].

En 2004 Naber construyó la ecuación de Schrödinger fraccionaria en el tiempo [49]. Encontró

que era equivalente a la ecuación de Schrödinger habitual pero con un Hamiltoniano que de-

pendı́a del tiempo y no era local en el tiempo. Resolvió la ecuación para el caso de la partı́cula

libre y el pozo de potencial. La probabilidad y los niveles de energı́a resultantes incrementaban

con el tiempo a un valor lı́mite dependiendo del orden de la derivada temporal. En el lı́mite

t → ∞ la energı́a de los estados propios era similar a la dada por la ecuación de Schrödinger

habitual pero dividida por el orden de la derivada temporal al cuadrado y teniendo un exponente

dependiente del orden de la derivada temporal. Inicialmente la energı́a de los estados propios es

la misma que para la ecuación de Schrödinger habitual. A medida que el tiempo pasa, la energı́a

49
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de cada nivel incrementa, al igual que el espacio entre los niveles de energı́a . Por tanto, si el

espectro de radiación emitida se controlara a lo largo del tiempo, para un pozo fraccionario, se

verı́a un corrimiento al azul y el espacio entre las lı́neas espectrales también aumentarı́a.

Luego Bhatti y Debnath obtuvieron en 2004 las soluciones de la partı́cula libre de la ecuación

de Schrödinger fraccionaria temporal y la ecuación de Dirac [50]. Representaron la solución

de la ecuación de Schrödinger por una Gaussiana tridimensional generalizada, cuyas gráficas

se representaron en términos de varios valores fraccionarios. Ası́ también presentaron las solu-

ciones a la ecuación de Dirac y proporcionaron gráficas para mostrar el comportamiento de la

solución para un rango de valores fraccionarios. Observaron que cuando el orden de la derivada

temporal es α = 1/2 la solución estaba completamente amortiguada. A medida que se acercaba

a 1, las soluciones comenzaban a comportarse de manera habitual. También mostraron que las

soluciones correspondientes al orden integral de las ecuaciones de Schrödinger y Dirac seguı́an

como casos especiales de las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias correspondientes.

Las soluciones se obtuvieron en términos de las funciones G de Mittag-Leffer usando las trans-

formadas conjuntas de Fourier y Laplace.

Años después, Gou y Xu resolvieron en 2006 la ecuación de Schrödinger fraccionaria para la

partı́cula libre y para el pozo de potencial infinito [47]. Obtuvieron la solución fundamental

del problema de Cauchy para la partı́cula libre, los niveles de energı́a y las funciones de on-

da normalizadas de una partı́cula en un pozo de potencial. En el problema de penetración de

barrera, determinaron los coeficientes de reflexión y de transmisión de una partı́cula en una

pared de potencial rectangular. Y en el problema de dispersión cuántica, de acuerdo a la ecua-

ción de Schrödinger fraccionaria, proporcionan la función de Green de la ecuación integral de

Lippmann-Schwinger.

En 2007, Wang y Xu construyeron la ecuación de Schrödinger fraccionaria con derivadas frac-

cionarias de espacio y tiempo [51]. Resolvieron la ecuación para el caso de la partı́cula libre

y un pozo de potencial cuadrado por el método de transformadas integrales, transformada de

Fourier y transformada de Laplace, y las soluciones las expresaron en términos de la función G

de Mittag-Leffter. Encontraron que algunos resultados clásicos pueden ser obtenidos cuando los

valores de las derivadas fraccionarias toman valores particulares.
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Ese mismo año, Bhatti obtuvo la función de onda de la partı́cula libre de la ecuación de onda

fraccionaria en el tiempo [52]. Presentó la función de onda en términos de la función de Green

tridimensional generalizada que involucra potencias de tiempo fraccionarias como la variable tα.

Dedujo el principio de incertidumbre de Heisenberg de la ecuación de Schrödinger fraccionaria

utilizando el valor integral del parámetro fraccionario α = 1.

Dong y Xu estudiaron la ecuación de Schrödinger fraccionaria espacial, propuesta por Laskin,

con potencial lineal, potencial delta y potencial de Coulomb bajo la representación del momento

utilizando la transformada de Fourier [53]. Mediante el uso de la transformada de Mellin y su

transformación inversa obtuvieron los niveles de energı́a y las funciones de onda en términos

de la función H de Fox para una partı́cula en un campo de potencial lineal y un potencial delta.

Mostraron la forma integral de las funciones de onda para una partı́cula en el campo potencial

de Coulomb y demostraron que los niveles de energı́a discutidos por Laskin en [10] satisfacen

una igualdad de lı́mite infinito de la función H. Además todos sus resultados contenı́an los de

la mecánica cuántica estándar como casos particulares. En 2008, construyeron la ecuación de

Schrödinger fraccionaria con derivadas fraccionarias espacial y temporal [54]. Luego estudiaron

el comportamiento de evolución temporal del sistema cuántico fraccionario en campos poten-

ciales independientes del tiempo. Encontraron que las propiedades de evolución temporal del

sistema cuántico no solo dependı́an del orden de la derivada fraccionaria temporal, sino tam-

bién del signo de los valores propios de la ecuación espacial. Encontraron también que el valor

lı́mite de probabilidad podı́a ser mayor o menor a uno, lo que significaba que la ecuación de

Schrödinger fraccionaria describe el sistema cuántico donde la probabilidad no es conservada y

las partı́culas pueden ser extraı́das o absorbidas por los potenciales. Probaron que no hay canti-

dades que se conserven en el sistema cuántico fraccionario espacio-temporal.

Ese mismo año estudiaron la ecuación de Schrödinger fraccionaria para el pozo de potencial infi-

nito, un potencial periódico y un potencial delta [55]. Encontraron que la condición de continui-

dad o discontinuidad de una derivada fraccionaria de una función de onda debe ser considerada

para resolver la ecuación de Schrödinger fraccionaria. Obtuvieron más estados de paridad que

los obtenidos por la mecánica cuántica estándar para el pozo de potencial infinito. Derivaron las

ecuaciones de energı́a correspondientes y resolvieron por métodos gráficos. Mostraron también
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la validez del teorema de Bloch y revelaron la estructura de la banda de energı́a para el potencial

periódico.

En 2009, Eid et al. [56] resolvieron la ecuación de Schrödinger fraccionaria en un espacio frac-

cionario α−dimensional con un potencial de Coulomb proporcional a 1
rβ−2 , 2 ≤ β ≤ 4. Las

funciones de onda fueron estudiadas en términos de dimensionalidades espaciales α y β y los

resultados para β = 3 fueron comparados con los presentados en la literatura. Partieron de la

ecuación de Schrödinger fraccionaria independiente del tiempo en coordenadas esféricas en un

espacio α−dimensional. Resolvieron la ecuación por variables separables y obtuvieron las so-

luciones para la parte radial para varios valores de β. Para el caso β = 3 obtuvieron el resultado

presentado en la literatura, pero para otros valores considerados, la forma de la solución difiere

de las otras. Los resultados obtenidos en este artı́culo pueden aplicarse a modelos de espacios

de dimensión fraccionaria con un potencial de Coulomb fraccionario para excitones1 en sólidos

anisotrópicos.

En 2010, De Oliveira et al. resolvieron la ecuación de Schrödinger fraccionaria presentada por

Laskin para potenciales delta y doble delta para todas las energı́as [57]. Presentaron las solucio-

nes en términos de la función de Fox H. En 2011 estudiaron el efecto túnel a través de potenciales

delta y doble delta en la mecánica cuántica fraccionaria [42]. Luego de resolver la ecuación de

Schrödinger fraccionaria para estos potenciales, calcularon los coeficientes de reflexión y de

transmisión correspondientes. Observaron que esos coeficientes tienen un comportamiento in-

teresante, particularmente, que se puede tener efecto túnel de energı́a cero cuando el orden de la

derivada de Riesz es diferente de 2. Además, obtienen que para ambos potenciales, el lı́mite de

energı́a cero del coeficiente de transmisión está dado por τ0 = cos2(π/α) donde α es el orden

de la derivada.

En el mismo año, Muslih et al. [58] presentaron una ecuación de Schrödinger fraccionaria y su

solución. Obtuvieron la ecuación mediante dos métodos, primero usando el principio variacional

y luego de la ecuación de Klein-Gordon fraccionaria. Demostraron que ambos métodos llevan a

la misma ecuación de Schrödinger fraccionaria. Obtuvieron las soluciones para la partı́cula en

un pozo de potencial infinito, y estas soluciones fueron obtenidas en términos de los senos de la

1Un excitón es una cuasipartı́cula (o excitación elemental) de los sólidos formada por un electrón y un hueco

ligados a través de la interacción coulombiana. Se da únicamente en semiconductores y aislantes.



Ejemplos de la ecuación de Schrödinger fraccionaria existentes 53

función G de Mittag-Leffter.

Saxena et al. [59] presentaron la solución de la generalización fraccionaria de la ecuación de

Schrödinger unidimensional siguiendo el método conjunto de las transformadas de Laplace y

Fourier. La solución obtenida se presentó en términos de la función H de Fox. Obtuvieron co-

mo caso especial un resultado obtenido anteriormente por Debnath [48] para la solución de la

ecuación de Schrödinger generalizada. Ese mismo año presentaron la solución de la ecuación

de Schrödinger fraccionaria en el espacio y el tiempo unidimensional [60] siguiendo el mismo

método que su trabajo anterior. Presentaron su resultado principal en forma de teorema y pre-

sentaron tres casos especiales en forma de corolarios.

En 2011, Dong estudió el sistema cuántico fraccionario de muchos cuerpos utilizando el método

de matriz de densidad [61]. Obtuvo resultados del modelo de Thomas-Fermi, obtuvo la presión

cuántica del gas de electrones libres. También mostró la validez de los teoremas de Hohenberg-

Kohn en la mecánica cuántica fraccionaria espacial y generalizó la teorı́a funcional de la densi-

dad a la mecánica cuántica fraccionaria.

Por su parte, Laskin presentó en 2012 una revisión de los fundamentos fı́sicos de la mecánica

cuántica [46]. En los fundamentos cubre la ecuación de Schrödinger fraccionaria, la derivada

fraccionaria de Riesz, el enfoque por integrales de trayectoria a la mecánica cuántica fracciona-

ria, la hermiticidad del operador Hamiltoniano fraccionario, la ley de conservación de la paridad

y la densidad de corriente. Las aplicaciones fı́sicas que presenta son la dinámica de la partı́cula

libre, una nueva representación para el kernel de la partı́cula libre, el pozo de potencial infinito,

estados ligados en un pozo de potencial δ, potencial lineal, átomo de Bohr fraccionario y el os-

cilador fraccionario. Revisa también los fundamentos del enfoque por integrales de trayectoria

de Lévy a la mecánica estadı́stica fraccionaria. Los resultados presentados en su trabajo son re-

presentados en términos de la función de Fox H.

Uno de los primeros trabajos que puso en duda los resultados obtenidos por Laskin fue el de

Jeng et al. [62]. En este trabajo se analizaba el pozo de potencial infinito unidimensional y mos-

traba que el supuesto estado fundamental presentado por varios artı́culos [7–9, 47, 55], que se

basan en un enfoque por partes, definitivamente no era la solución de la ecuación de Schrödinger

fraccionaria para el parámetro fraccionario general α para el caso del pozo de potencial infinito,
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pero que los resultados obtenidos por Dong y Xu [53] para el potencial delta eran correctos.

Presentaron una solución a la ecuación de Schrödinger fraccionaria para el oscilador armónico

unidimensional con α = 1.

Ante esta situación, Bayin publicó un trabajo [63] en el que analiza el problema del pozo de po-

tencial infinito y prueba que, contrario a lo establecido por Jeng et al. [62], con un tratamiento

exacto y adecuado, las soluciones de la ecuación de Schrödinger fraccionaria presentadas por

Laskin son correctas. También discute un enfoque potencial efectivo y presenta una solución a

la partı́cula libre para la ecuación de Schrödinger fraccionaria espacio-temporal en coordenadas

generales en términos de la función H de Fox, mismos que fueron obtenidos por Guo y Xu [47].

Presentó también, para mayor claridad, información adicional sobre las integrales crı́ticas y des-

cribió cómo se logra su continuación analı́tica [64].

Posterior a esto, Hawkins y Schwarz [65] argumentaron que el cálculo realizado por Bayin en

su trabajo [63] no era consistente puesto que utilizaba técnicas integrales de contorno estándar

a pesar de la ausencia de un integrando analı́tico. Presentaron ellos un cálculo que afirmaban

correcto, respaldado por su trabajo previo [62] que demostraba que las supuestas soluciones por

partes no resuelven la ecuación de Schrödinger fraccionaria para el pozo de potencial infinito.

Según sus resultados, si la solución del estado base dado por Laskin fuera correcta, entonces

su integral calculada deberı́a ser proporcional a cos(πx/2a), pero no era el caso. Sus solucio-

nes mostraban que las soluciones de Laskin no eran correctas, sin embargo, tampoco mostraban

cuales sı́ eran las soluciones correctas.

Para ello, Bayin dio detalles adicionales sobre cómo se evaluaban las integrales [66], y mostraba

que no habı́a inconsistencia alguna para el caso de pozo de potencial. Mostró que para n en

general, en lo que respecta a la representación integral de la solución en el espacio de momen-

to, no hay inconsistencia [67]. Para determinar la fuente de una posible inconsistencia, también

examinó las diferentes representaciones de la derivada de Riesz, que juega un papel central en

la controversia y muestra que todas tienen la misma transformada de Fourier cuando se evalúan

con suposiciones consistentes.

Luchko revisó la ecuación de Schrödinger fraccionaria para el caso de la partı́cula que se mueve

en un pozo de potencial infinito [68]. Proporciona un tratamiento matemático exhaustivo sobre
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las soluciones a la ecuación de Schrödinger fraccionaria para una partı́cula que se mueve en un

pozo de potencial infinito. El problema en cuestión se reformula en términos de tres ecuaciones

integrales con los kernel de potencia. Incluso, si las ecuaciones no parecen muy complicadas,

no se conoce ninguna solución a estas ecuaciones de forma explı́cita. Las ecuaciones obtenidas

se utilizan para mostrar que los eigenvalores y eigenfunciones de la ecuación de Schrödinger

fraccionaria para una partı́cula en un pozo de potencial infinito presentado por Laskin en el año

2000 no pueden ser válidas.

Zhao et al. investigaron en 2013 la ecuación de Schrödinger fraccionaria local en el sistema

Cantoriano unidimensional [69]. Las soluciones de aproximaciones se obtuvieron utilizando el

método de expansión de series fraccionaria local. Las soluciones obtenidas mostraron que su

método es una herramienta simple y eficaz para resolver ecuaciones diferenciales parciales den-

tro del operador de derivada fraccionaria local.

Achar et al. [70] también obtuvieron la ecuación de Schrödinger fraccionaria para una partı́cula

no relativista siguiendo el método de integrales de trayectoria de Feynman. Corrigieron ciertos

errores en el trabajo de Naber [49]. Obtuvieron la ecuación de continuidad correcta para la den-

sidad de probabilidad ası́ como una solución de la función de Green para el caso de la partı́cula

libre. La probabilidad total para una partı́cula libre se mostró que es cero en el lı́mite para un

tiempo infinito, en contraste con los resultados de Naber de una probabilidad total mayor a 1.

Proporcionaron una generalización para el caso de la partı́cula en un campo de potencial.

Mahata discutió en 2013 los trabajos recientes para la derivación de la mecánica cuántica frac-

cionaria [71]. Discutió la ecuación de Schrödinger fraccionaria con y sin un término local.

Además discutió las aplicaciones de un enfoque fraccionaria a la ecuación de Schrödinger para

la partı́cula libre y el pozo de potencial.

En el año 2016, Wei [72] señaló algunas deficiencias en dos documentos de Laskin. Argumentó

que la relación de incertidumbre fraccionaria no se cumplı́a en general y que la ecuación de con-

tinuidad de probabilidad en la mecánica cuántica carecı́a de un término fuente, lo que conducı́a

a la teletransportación de partı́culas. Por su parte, Laskin aclaró que el comentario presentaba

declaraciones erróneas [73]. Presentó un mapa entre la mecánica cuántica estándar y la mecáni-

ca cuántica fraccionaria para enfatizar las caracterı́sticas de la mecánica cuántica fraccionaria y
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para evitar interpretaciones erróneas de la relación de incertidumbre fraccionaria. Además de-

mostró que la ecuación de probabilidad fraccionaria que presentó en sus artı́culos es correcta en

su área de aplicación.

Por otro lado, en años recientes, han aparecido trabajos mostrando resultados a través de méto-

dos numéricos para el problema de eigenvalores del operador Laplaciano fraccionario. Trabajos

como el de Zoia et al. [74] muestran estos resultados para diferentes condiciones de frontera

en un intervalo finito. Kwasnicki [75] obtiene los primeros niveles de energı́a para el proble-

ma unidimensional en un intervalo finito. Guerrero y Moreles [76] propusieron un método por

aproximación por función de volumen de control para resolver ecuaciones que involucran La-

placianos fraccionarios mientras que Duo y Zhang [77] calcularon el estado base y el primer

estado excitado de la ecuación de Schrödinger fraccionaria en un pozo de potencial infinito. Los

resultados que obtuvieron fueron comparados con los obtenidos por Zoia y Kwasnicki. Los re-

sultados obtenidos de forma numérica en estos trabajos muestran un comportamiento asintótico

de los eigenvalores del Laplaciano fraccional.



Capı́tulo 4

Análisis de la distribución de estados

cuánticos para el pozo de potencial

En años recientes se han estudiado problemas variacionales que involucran operadores dife-

renciales no locales. Estos operadores usualmente se definen vı́a integración global y permiten

describir procesos difusivos en presencia de interacciones de largo alcance. El operador modelo

es el Laplaciano fraccional (−∆)s, para 0 < s < 1.

En el modelado de procesos de difusión para un material confinado de una región delimitada Ω

se debe de tomar en cuenta la naturaleza no local del problema. Las condiciones de frontera que

naturalmente se pueden acoplar a las ecuaciones de la forma

(−∆)su = f en Ω

reflejan interacciones de largo alcance. Se consideran dos tipos de tales condiciones de frontera.

Ambas surgen juntas con el operador Laplaciano fraccionario y se conocen como condiciones

de frontera tipo Navier y tipo Dirichlet respectivamente [78].

Las condiciones de frontera tipo Navier para el operador (−∆)s se definen como

u|∂Ω = ∆u|∂Ω = ∆2u|∂Ω = · · · = ∆s−1u|∂Ω = 0. (4.0.1)

El operador correspondiente (−∆Ω)sN (espectral) es la s−ésima potencia del operador Lapla-

ciano convencional.

57
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Por otro lado, las condiciones de frontera tipo Dirichlet para el operador (−∆)s se definen como

u|∂Ω = ∂u

∂n
|∂Ω = ∂2u

∂n2 |∂Ω = · · · = ∂s−1u

∂ns−1 |∂Ω = 0, (4.0.2)

donde n es el vector unitario normal a ∂Ω. Contrario al operador Laplaciano tipo Navier (−∆Ω)sN ,

el operador Laplaciano tipo Dirichlet (−∆Ω)sD no se define como potencia espectral del Lapla-

ciano convencional. Ambos operadores se definen positivos y tienen espectro discreto, donde

λNs,i > λDs,i

siendo que λNs,i y λDs,i representan los eigenvalores de (−∆)sN y (−∆)sD respectivamente [78,79].

Para ver cómo se relacionan ambos operadores, se pueden enfatizar en el caso del primer

término de ambas condiciones de frontera, esto es, cuando la solución evaluada en la frontera se

anule. En la literatura se consideran dos nociones de operadores fraccionarios, la integral (que se

reduce al Laplaciano clásico) y la espectral (conocido como Laplaciano fraccional local) [79].

Para un s ∈ (0, 1), el operador de Laplace fraccional en el punto x se define por

(−∆)sDu(x) := c(n, s)
2

∫
Rn

2u(x)− u(x+ y)− u(x− y)
|y|n+2s dy, (4.0.3)

donde c(n, s) es una constante de normalización que depende solamente de n y s.

Un operador diferente, en ocasiones denotado por As se define como la potencia del operador

de Laplace y se obtiene usando la descomposición espectral del laplaciano. Sea Ω un dominio

delimitado suave en Rn y sean λk y ek, k ∈ N , los eigenvalores y eigenfunciones correspon-

dientes del operador laplaciano −∆ en Ω con condiciones de frontera de Dirichlet cero sobre

∂Ω, es decir
−∆ek = λkek en Ω,

ek = 0 sobre ∂Ω,
(4.0.4)

normalizada de tal manera que ‖ ek ‖L2= 1. Para algún s ∈ (0, 1) y algún u con

u(x) =
∑
i∈N

aiei(x) x ∈ Ω, (4.0.5)

se considera el operador

Asu = (−∆)sNu =
∑
i∈N

aiλ
s
iei, (4.0.6)
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donde ai representa la proyección de u sobre la dirección ei.

Estos dos operadores son diferentes. El operador espectral depende del dominio Ω considerado

(dado que λi y ei dependen de Ω), mientras que el integral evaluado en algún punto es indepen-

diente del dominio en el cual se establece la ecuación. Por la definición del operador espectral,

sus eigenvalores son λsk y ek, esto es, la s−ésima potencia de los eigenvalores y las mismas

eigenfunciones del operador Laplaciano estándar.

Se consideran entonces los problemas de eigenvalores en un dominio suavemente delimitado

Ω ∈ Rn, con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneo cero:

(−∆)sNu = λu en Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

 (4.0.7)

y

(−∆)sDu = λu en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω

 . (4.0.8)

A partir de esto, se puede proceder a resolver el problema de eigenvalores para la ecuación de

Schrödinger fraccionaria con condiciones de frontera tipo Dirichlet haciendo uso del operador

Laplaciano fraccional con las condiciones de frontera tipo Navier, esto debido a que el espectro

del operador integral es mas difı́cil de describir explı́citamente.

4.1. Pozo de potencial unidimensional

Para corroborar los resultados obtenidos por Laskin en sus trabajos [9, 46, 80], se procede al

análisis del caso de la partı́cula en un pozo de potencial.

Una partı́cula en una barrera de potencial unidimensional se mueve en un campo potencial de la

forma

V (x) =


∞, |x| > a

0, |x| ≤ a.

(4.1.1)

Es de nuestro interés el encontrar las soluciones de la ecuación de Schrödinger (2.5.24) unidi-

mensional que describe los estados estacionarios con energı́as bien definidas. Ası́, en la región
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media donde el potencial se anula, la ecuación de eigenvalores es

Dα(−~2∆)α/2φ(x) = Eφ(x). (4.1.2)

Reacomodando algunos términos se puede establecer que

(−∆)α/2φ(x) = kαφ(x), (4.1.3)

donde

kα = E

Dα~α
. (4.1.4)

De acuerdo a (4.0.7) y las definiciones proporcionadas en (4.0.5) y (4.0.6), puede establecerse

entonces la relación ∑
i∈N

aik
α
i φi = kα

∑
i∈N

aiφi, (4.1.5)

de donde se obtiene ∑
i∈N

aiφi(kαi − kα) = 0. (4.1.6)

Debido a que el operador de Riesz es hermitiano [10], las φ′s son una base ortogonal, con ello

se sigue que la única solución posible a la ecuación anterior es que ai(kai − ka) = 0, lo cual

implica a su vez que bien ai = 0 o ki = k para cada i. Al suponer que k es diferente de cada ki

automáticamente se tiene que todos los ai = 0 lo cual nos lleva a la eigenfunción trivial nula. Sin

embargo, si k fuese igual a alguna kj , entonces todos los ai con i diferentes de j deben ser cero y

la eigenfunción del nuevo operador en cuestión es una combinación lineal de los eigenfunciones

asociadas al eigenvalor kj , igual en número a la degeneración de dicho eigenvalor.

Ası́ entonces

kα = kαi , (4.1.7)

o

k = ki. (4.1.8)

De (2.4.14) y (4.1.4) se obtiene
EN
Dα~α

=
(2mEe

~2

)α/2
(4.1.9)

y con ayuda de (2.4.19) se obtiene

EN = Dα

(
~π
2a

)α
nα. (4.1.10)
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Las soluciones son de la forma

φn(x) = C0 sen nπ2a (x+ a), (4.1.11)

para n ∈ N. La normalización
∫∞
−∞ |φ(x)|2dx = 1 conlleva a que C0 = 1/

√
a.

4.2. Generalización al caso del pozo 3D

Teniendo en cuenta el potencial dado por

V (x, y, z) =


∞, |x| > a, |y| > b, |z| > c

0, cualquier otro caso
(4.2.1)

con las condiciones de frontera

φ|∂Ω = 0. (4.2.2)

La ecuación a resolver es de la forma

Dα(−~2∆)α/2φ(~r) = Eφ(~r). (4.2.3)

Separando al solución de forma que

φ(~r) = φx(x)φy(y)φz(z), (4.2.4)

y haciendo uso nuevamente del operador espectral, se obtiene en este caso para cada coordenada

∑
i∈N

aik
α
i φi = kα

∑
i∈N

aiφi. (4.2.5)

Dado que k = (k2
x + k2

y + k2
z)1/2 y

kx = nxπ

2a , ky = nyπ

2b , kz = nzπ

2c , (4.2.6)

los niveles de energı́a son de la forma

EN,lmn = Dα

(
~π
2

)α (
n2
x

a2 +
n2
y

b2 + n2
z

c2

)α/2
, (4.2.7)

y las soluciones admitidas son de la forma

φN,lmn(x, y, z) = C sen(kx(x+ a)) sen(ky(y + b)) sen(kz(z + c)). (4.2.8)
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Cuando la caja es simétrica (a = b = c = L
2 )

φN,lmn(x, y, z) = C sen kx
(
x+ L

2

)
sen ky

(
y + L

2

)
sen kz

(
z + L

2

)
(4.2.9)

y

EN,lmn = Dα

(
~π
L

)α (
n2
x + n2

y + n2
z

)α/2
. (4.2.10)

Resultados similares fueron obtenidos mediante enfoques distintos por Dong [81] y Wei [82].

En el apéndice B se presenta un procedimiento distinto para la obtención de los eigenvalores y

eigenfunciones en términos las soluciones conocidas.

4.3. Densidad de estados

Para un sistema fı́sico especı́fico se necesita evaluar el número de estados de energı́a posibles

(N) por volumen (V ). Este sistema puede consistir en moléculas de un gas ideal, electrones en

un metal o la radiación de cuerpo negro. El número de estados dependerá de la energı́a debido

a la naturaleza ondulatoria de las partı́culas. Una partı́cula con longitudes de onda más cortas

tiene más formas de caber en una caja de tamaño fijo que una partı́cula con longitud de onda

más grande. Dado que a una longitud de onda mas corta le corresponde una energı́a mayor, el

número de estados N(E) incrementa conforme incrementa la energı́a.

El número de estados de energı́a posibles por volumen (ns(E)) se escribe como

ns(E) = N(E)
V

. (4.3.1)

La densidad de estados ρ se define como la derivada de ns con respecto a E como

ρ(E) = dns
dE

. (4.3.2)

Esta última relación será positiva puesto que ns incrementa con E. La densidad de estados es

el número de estados por volumen por unidad de energı́a. La función de densidad de estados

especifica cuales estados son permitidos, mas no cuáles están ocupados [83].

Para el caso de electrones en un metal, se puede tomar al electrón como una partı́cula relativista

en una caja.
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Ası́, definiendo el radio vector R en el espacio n

R =
√
n2
x + n2

y + n2
z, (4.3.3)

y teniendo en cuenta la ecuación (4.2.10), se puede expresar la energı́a en términos de R.

E = Dα

(
~π
L

)α
Rα (4.3.4)

o

R = L

~π

(
E

Dα

)1/α
= 2L

h

(
E

Dα

)1/α
. (4.3.5)

Figura 4.1: Esquema de Rayleigh para el conteo del número de valores permitidos para nx, ny

y nz donde n2
x + n2

y + n2
z es menor que r2.

Dentro del radio R, el número de estados es un octavo del volumen de la esfera dado que se

involucran solo valores positivos de n (Fig. 4.1). También debe multiplicarse por 2 para tener en

cuenta los dos posibles valores del espı́n del electrón [84].

Por lo tanto,

N = (2)
(1

8

) 4
3πR

3. (4.3.6)
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Luego, sustituyendo (4.3.5) en la ecuación anterior obtenemos

N(E) = 8πL3

3h3

(
E

Dα

)3/α
. (4.3.7)

El número de estados por unidad de volumen es

ns = N

L3 = 8π
3h3

(
E

Dα

)3/α
. (4.3.8)

Ası́, la densidad de estados para un electrón no relativista viene dada por

ρ(E) = dns
dE

= 8π
2h3D

−3/α
α E3/α−1. (4.3.9)
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Resultados y discusión

Para entender el resultado de N(E), debemos saber cómo se define k, esto es, haciendo la

analogı́a entre la ecuación estándar y la ecuación fraccionaria, es decir, reescribiendo en la forma

de una ecuación de difusión.

Dα(−~2∆)α/2φ = Eφ

⇒ (−∆)α/2φ = E

Dα~α
φ

De aquı́ que

kα = E

Dα~α

Los valores que tomará kα dependerán de las condiciones de frontera aplicadas a las eigenfun-

ciones del operador fraccionario.

Lo anterior no contradice a las soluciones obtenidas por Laskin [46]. De la ecuación (4.2.10) po-

demos ver que para el caso unidimensional, obtenemos los mismos resultados que Laskin para

los niveles de energı́a, y de la ecuación (4.2.9) obtenemos las mismas funciones de onda que los

reportados en la literatura. Con ello se comprueba lo establecido por Musina [78], Servadei [79]

y Barrios [85], que para el caso del operador espectral, los eigenvalores y las eigenfunciones de

dicho operador se establecen en términos de los eigenvalores y eigenfunciones del Laplaciano

convencional.

Estos resultados son correctos en el dominio de solución de la caja. Cabe aclarar que los trabajos

presentados por Laskin y otros investigadores no aclaran la forma de obtención de la solución;
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esta puede ser obtenida en el caso en que se hace uso del operador Laplaciano fraccional es-

pectral, o en términos de los trabajos de Musina [78], cuando se hace uso de las condiciones de

frontera tipo Navier.

En el caso lı́mite cuando α→ 2, las soluciones obtenidas mediante el operador espectral tienden

a tomar los mismos valores que las soluciones de la ecuación de Schrödinger reportados en la

literatura.

Respecto a la distribución de los estados cuánticos, estos seguirán formando una red regular,

sin embargo, estarán dentro del lı́mite de la función definida por Rα, dicha distribución se ve

afectada por el valor de α. Para el caso lı́mite, cuando α toma el valor de 2, tenemos que esta

distribución queda dentro de la esfera de radio R, sin embargo, en el caso de la aplicación de

un operador fraccionario, la forma del volumen contenedor de los valores posibles que puedan

tomar los números cuánticos ni se verá afectada por el valor de α.

La relación (4.3.7) es igual al primer término de la función de conteo de la ley de Weyl para el

comportamiento asintótico de eigenvalores del Laplaciano, esto es

N(k) = V k3

3π2

tomando en cuenta que se consideran ambas polarizaciones del electrón.

En [86] se puede encontrar una comparativa numérica entre los eigenvalores de los distintos

operadores Laplacianos fraccionales.

Para un electrón sujeto a la influencia de una red atómica, esta sujeción representarı́a su

confinamiento en un potencial, que para nosotros serı́a en una primera idealización una caja o

potencial infinito. Siguiendo el procedimiento de Bloch (Apéndice C) para establecer las ban-

das permitidas se puede observar que el espesor y la distribución de estas bandas se verı́a bien

diferenciado para los casos del espectro estándar y el espectro fraccionario, esto debido a la pre-

sencia del factor fraccionario α. Se debe tener presente que a diferentes sistemas, en este caso,

un pozo convencional y uno fractal, no es de esperarse resultados iguales. Por otro lado, el desa-

rrollo de nuevas herramientas es para abordar nuevas situaciones en las que una aproximación

fractal pudiera ser más adecuada. Como ejercicio mental, puede pensarse por ejemplo en un ma-
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terial compuesto a escalas mesoscópicas con un patrón de componentes no regular sino más bien

fractal, será posible entonces imaginar un espectro de confinamiento que no necesariamente sea

analizable en términos del teorema de Bloch estándar y tal vez sı́ posiblemente en términos de

estas nuevas herramientas.

Monsoriu et al. [87] presentan propiedades de dispersión de partı́culas cuánticas en secuencias

de potenciales periódicos finitos que convergen a un potencial fractal haciendo uso de matrices

de transferencia. Obtuvieron y compararon coeficientes de reflexión para ambos potenciales y

mostraron que para el caso del potencial fractal el coeficiente de reflexión presenta una estructura

auto-similar a la distribución fractal de dicho potencial.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

Se procedió a buscar la solución del problema de eigenvalores para la ecuación de Schrödin-

ger fraccionaria en el caso del potencial infinito, esto, con el fin de obtener una función que

permita establecer el número de estados cuánticos permitidos para la partı́cula en cuestión. Se

encontró que al cambiar el tipo de condición de frontera aplicado al problema en cuestión,

cambian las propiedades del operador fraccionario empleado, convirtiéndolo en un operador es-

pectral. Esto llevó a que el problema pudiese ser resuelto de una forma más sencilla, puesto

que se ocuparon los eigenvalores y eigenfunciones del operador Laplaciano de Dirichlet (esto

es, el operador Laplaciano estándar con condiciones de frontera de Dirichlet cero). Con el caso

unidimensional resuelto, se procedió a obtener la solución para el caso tridimensional, donde los

niveles de energı́a permitidos se pueden representar como potencia del espectro del Laplaciano

convencional, puesto que la relación mostrada en (4.2.10) puede ser expresada como potencia

fraccional de las energı́as permitidas para la partı́cula en el caso estándar.

Una vez obtenidas las soluciones del problema, se procedió al cálculo de la densidad de estados

para nuestro problema. Se obtuvo que el número de estados permitidos dependerá del factor α,

donde α viene representado por dos veces el valor de la potencia del Laplaciano convencional,

además, representa el orden de derivación utilizada en el problema. El valor que se obtiene de N

es igual al primer término de la ley de Weyl para el comportamiento asintótico de eigenvalores

del operador Laplaciano.

Ya obtenidos los resultados para el caso del pozo de potencial tridimensional, se procedió a com-
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probar que estos eran similares a los reportados en la literatura. Esto es, que efectivamente los

eigenvalores fueran una potencia del espectro del caso estándar y que las eigenfunciones fueran

las mismas.

Aunque el procedimiento mostrado en el apéndice B, siguiendo el mismo método que con

el caso estándar, arroja los mismos resultados que los de la literatura, por la propia forma de

definición de la solución nos lleva a que la ecuación de eigenvalores no se satisfaga.
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[60] R. K. Saxena, R. Saxena & S. Kalla, Solution of space-time fractional Schrödinger equation

occurring in quantum mechanics, Fractional Calculus and Applied Analysis, 13(2):177–

190, 2010.

[61] J. Dong, Applications of density matrix in the fractional quantum mechanics: Thomas-

Fermi model and Hohenberg-Kohn theorems revisited, Physics Letters A, 375(30-

31):2787–2792, 2011.

[62] M. Jeng, S. Xu, E. Hawkins & J. Schwarz, On the nonlocality of the fractional Schrödinger

equation, Journal of Mathematical Physics, 51(6):062102, 2010.

[63] S. Bayin, On the consistency of the solutions of the space fractional Schrödinger equation,

Journal of Mathematical Physics, 53(4):042105, 2012.

[64] S. Bayin, Comment on “On the consistency of the solutions of the space fractional

Schrödinger equation” [J. Math. Phys. 53, 042105 (2012)], Journal of Mathematical Phy-

sics, 53(8):084101, 2012.

[65] E. Hawkins & J. Schwarz, Comment on “On the consistency of solutions of the space frac-

tional Schrödinger equation” [J. Math. Phys. 53, 042105 (2012)], Journal of Mathematical

Physics, 54(1):014101, 2013.

[66] S. Bayin, Comment on “On the consistency of the solutions of the space fractional

Schrödinger equation” [J. Math. Phys. 53, 042105 (2012)], Journal of Mathematical Phy-

sics, 54(7):074101, 2013.

[67] S. Bayin, Consistency problem of the solutions of the space fractional Schrödinger equa-

tion, Journal of Mathematical Physics, 54(9):092101, 2013.

[68] Y. Luchko, Fractional Schrödinger equation for a particle moving in a potential well, Jour-

nal of Mathematical Physics, 54(1):012111, 2013.

[69] Y. Zhao, D. Cheng & X. Yang, Approximation solutions for local fractional Schrödinger

equation in the one-dimensional Cantorian System, Advances in Mathematical Physics,

2013:1–5, 2013.



BIBLIOGRAFÍA 77
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Apéndice A

Pozo de potencial y partı́cula libre

A.1. Ecuación de Schrödinger

Partiendo de la forma general de la ecuación de Schrödinger

− ~2

2m∇
2ψ + V ψ = i~

∂ψ

∂t
, (A.1.1)

se propone una solución de la forma

ψ(x, y, z, t) = ϕ(x, y, z)f(t). (A.1.2)

Sustituyendo en la ecuación (A.1.1)

− ~2

2mf∇2ϕ+ V fϕ = i~ϕ
df

dt
(A.1.3)

Dividiendo esta última por ϕf

− ~2

2m∇
2ϕ+ V ϕ

ϕ
= i~

f

df

dt
(A.1.4)

Luego

− ~2

2m∇
2ϕ+ V ϕ = Eϕ (A.1.5)

donde

E = i~
f

df

dt
. (A.1.6)
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Para obtener la forma de f , se puede reescribir la ecuación anterior en la forma

df

f
= −iE

~
dt,

resultando en

f = e−i
E
~ t. (A.1.7)

Ası́, la forma de la función de onda queda como

ψ(x, y, z, t) = ϕ(x, y, z)e−iE~ t (A.1.8)

A.2. Pozo de potencial unidimensional

Para el caso del pozo de un potencial unidimensional

V (x) =



∞, x < −L/2

0, −L/2 ≤ x ≤ L/2

∞, x > L/2

(A.2.1)

la ecuación de eigenvalor está dado por

d2ψ

dx2 + 2m
~2 (E − V )ψ = 0. (A.2.2)

Dividiendo el espacio en regiones I, II y III , las soluciones son ψI , ψII y ψIII respectivamente.

En las regiones I y III , se satisface la ecuación (A.2.2) solo si ψ = 0. Ası́ entonces, en la región

II , las soluciones permitidas son de la forma

ψII = Aeikx +Be−ikx (A.2.3)

con

k =
√

2mE
~2 . (A.2.4)

Se necesita que la función de onda sea continua. Por ello

ψI(−L/2) = ψII(−L/2) = 0

ψII(L/2) = ψIII(L/2) = 0.
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Ası́, la ecuación (A.2.3) toma la forma

Ae−ikL/2 +BeikL/2 = 0 (A.2.5)

AeikL/2 +Be−ikL/2 = 0, (A.2.6)

o en forma matricial  e−ikL/2 eikL/2

eikL/2 e−ikL/2


 A

B

 =

 0

0

 (A.2.7)

que tiene soluciones solo si el determinante es cero

e−ikL − eikL = −2i sen(kL) = 0 (A.2.8)

esto es,

kn = nπ

L
, n = 0,±1,±2, · · · . (A.2.9)

Ası́, de (A.2.5)

Ae−i
nπ
2 +Bei

nπ
2 = 0,

multiplicando por ei
nπ
2 , se obtiene

A = −Beinπ.

Dado que einπ = (−1)n, la ecuación (A.2.3) genera dos familias de soluciones

ψn(x) =


B
(
e−i

nπ
L
x − einπL x

)
, n par,

B
(
e−i

nπ
L
x + ei

nπ
L
x
)
, n impar

(A.2.10)

ó

ψn(x) =


B sen

(
nπ
L
x
)
, n par,

B cos
(
nπ
L
x
)
, n impar.

(A.2.11)

Por el principio de superposición puede establecerse que

ψ(x) = c1ψ1 + c2ψ2 (A.2.12)

donde c1 = i−n + in y c2 = i−n − in. Entonces

ψn(x) = C
(
i−ne−i

nπ
L
x − inei

nπ
L
x
)
, (A.2.13)
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con lo cual la solución toma la forma

ψn(x) = C
(
e−i

nπ
L (x+L

2 ) − ei
nπ
L (x+L

2 )
)

= C sen nπ
L

(
x+ L

2

)
. (A.2.14)

Para los valores de energı́a tenemos de las ecuaciones (A.2.4) y (A.2.9)

En = ~2k2
n

2m = 1
2m

(
~π
L

)2

n2 (A.2.15)

A.3. Partı́cula libre unidimensional

Partiendo de la ecuación (A.2.2) y asumiendo que V = 0, se obtiene la ecuación de Schrödin-

ger para la partı́cula libre

∇2ψ + 2mE
~2 ψ = 0. (A.3.1)

Llevándolo a la forma

∇2ψ + k2ψ = 0, (A.3.2)

las soluciones son

ψ = e±i
~k·~r (A.3.3)

donde

k2 = 2mE
~2 = p2

~2 . (A.3.4)

Sustituyendo el valor de k en la ecuación (A.3.3) e introduciendo la expresión (A.3.4), se obtiene

la función de onda ψ para la partı́cula libre

ψ(r, t) = exp
{
− i
~

(Et∓ ~p · ~r)
}
. (A.3.5)



Apéndice B

Pozo de potencial para la ecuación de

Schrödinger fraccionaria

El procedimiento mostrado a continuación permite obtener los eigenvalores y eigenfuncio-

nes del operador Laplaciano fraccional para el caso del pozo de potencial. Aunque los resultados

obtenidos son los mostrados en la literatura, el mismo procedimiento no es del todo correcto,

puesto que desde un principio se presenta la solución en términos de la solución del problema

de eigenvalores para el caso del Laplaciano estándar.

B.1. Pozo de potencial unidimensional

Para una partı́cula moviéndose en un pozo de potencial unidimensional

V (x) =


∞, |x| > a

0, |x| ≤ a,

(B.1.1)

se consideran las condiciones de frontera

φ(−a) = φ(a) = 0. (B.1.2)

Partiendo de la ecuación de Schrödinger fraccionaria independiente del tiempo (2.5.24)

Dα(−~2∆)α/2φ(x) = Eφ(x),

83
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se lleva a la forma

(−∆Ω)α/2N φ(x) = E

Dα~α
φ(x). (B.1.3)

Haciendo uso de la definición de Liouville [24] para la derivada de orden fraccional α de la

función exponencial ekx
dα

dxα
ekx = kαekx,

y tomando en cuenta la relación [88]

−(−∆)α/2 : dα

d|xi|α
,

ası́, de la ecuación (B.1.3) expresamos

dα

dxα
φ(x) + kαφ(x) = 0, (B.1.4)

donde

kα = EN
~αDα

. (B.1.5)

Establecemos la solución de (B.1.4) de la forma

φ(x) = Aeikx +Be−ikx. (B.1.6)

Al evaluar las condiciones de frontera (B.1.2), obtenemos

φ(−a) = Ae−ika +Beika = 0 (B.1.7)

φ(a) = Aeika +Be−ika = 0, (B.1.8)

que escrito en forma matricial e−ika eika

eika e−ika


 A

B

 =

 0

0

 , (B.1.9)

sus soluciones se obtienen cuando

e−2ika − e2ika = −2i sen(2ka) = 0, (B.1.10)

es decir, cuando

k = nπ

2a . (B.1.11)
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Ası́, las soluciones de (B.1.4) toman la forma

φ(x) =


A sen

(
nπ
2ax

)
, n par

B cos
(
nπ
2ax

)
, n impar

(B.1.12)

La combinación de ambas soluciones puede escribirse de la forma

φn(x) =


C sen nπ

2a (x+ a), |x| ≤ a

0, |x| > a.

(B.1.13)

Para obtener el valor de C0, se procede a normalizar la función φ(x)
∫ ∞
−∞

φ(x)φ∗(x)dx = 1

C2
∫ a

−a
sen2 nπ

2a (x+ a)dx = 1

C2

2

∫ a

−a

[
1− cos nπ

a
(x+ a)

]
dx = 1

C2

2 (2a) = 1

C =
(1
a

)1/2
. (B.1.14)

Ası́

φn(x) =


(

1
a

)1/2
sen nπ

2a (x+ a), |x| ≤ a

0, |x| > a.

(B.1.15)

Luego

kα = E

Dα~α
=
(
nπ

2a

)α
, (B.1.16)

entonces

En = Dα

(
~π
2a

)α
nα. (B.1.17)
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B.2. Pozo de potencial tridimensional

Para el caso del pozo de potencial tridimensional

V (x, y, z) =

 ∞, |x| < a, |y| < b, |z| < c

0, Cualquier otro caso
(B.2.1)

con las condiciones de frontera tipo Navier

φ|∂Ω = 0 (B.2.2)

Partiendo de la ecuación de Schrödinger fraccionaria (2.5.24) donde V = 0,

Dα(−~2∆)α/2φ(~r) = Eφ(~r) (B.2.3)

se obtiene
dα

dxαi
φ(x, y, z) + kαφ(x, y, z) = 0, (B.2.4)

donde

kα = EN
~αDα

. (B.2.5)

Como

φ(x, y, x) = φx(x)φy(y)φz(z), (B.2.6)

las soluciones se escriben de la forma

φx(x) = Axe
ikxx +Bxe

−ikxx = Ax sen(kxx) +Bx sen(kxx) (B.2.7)

φy(y) = Aye
ikyy +Bye

−ikyy = Ay sen(kyy) +By sen(kyy) (B.2.8)

φz(z) = Aze
ikzz +Bze

−ikzz = Az sen(kzz) +Bz sen(kzz). (B.2.9)

Aplicando las condiciones de frontera (B.2.2)

φj(−aj) = Aje
−ikjaj +Bje

ikjaj = 0 (B.2.10)

φj(aj) = Aje
ikjaj +Bje

−ikjaj = 0. (B.2.11)

con

j = x, y, z

aj = a, b, c.
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Reescribiendo en forma matricial resulta e−ikjaj eikjaj

eikjaj e−ikjaj


 Aj

Bj

 =

 0

0

 , (B.2.12)

cuyo determinante es cero cuando

e−2ikjaj − e2ikjaj = −2i sen(2kjaj) = 0

kj = njπ

2aj
. (B.2.13)

Ası́, las soluciones son de la forma

φj(xj) =


Aj sen

(
njπ

2aj xj
)
, nj par

Bj cos
(
njπ

2aj xj
)
, nj impar.

(B.2.14)

La combinación resulta

φj(xj) =


Cj sen njπ

2aj (xj + aj), |xj| ≤ aj

0, |xj| > aj.

(B.2.15)

Luego,

φ(~r) = φ(x, y, z) =
∏
j

Cj sen njπ2aj
(xj + aj)

= C ′ sen nxπ2a (x+ a) sen nyπ2b (y + b) sen nzπ2c (z + c), (B.2.16)

con

C ′ = CxCyCz.

Normalizando la función, obtenemos∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

φ(x, y, z)φ∗(x, y, z)dxdydz = 1 (B.2.17)

donde

Ij =
∫ aj

−aj
sen2 njπ

2aj
(xj + aj)dxj

= 1
2

∫ aj

−aj

[
1− cos njπ

aj
(xj + aj)

]
dxj

= 1
2

xj
∣∣∣∣∣
aj

−aj

 = aj. (B.2.18)
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Ası́ entonces

C ′2
∏
j

Ij = C ′2abc = 1

⇒ C ′ =
( 1
abc

)1/2
. (B.2.19)

Con ello, la ecuación (B.2.16) queda como

φnxnynz(x, y, z) =
( 1
abc

)1/2
sen nxπ2a (x+ a) sen nyπ2b (y + b) sen nzπ2c (z + c). (B.2.20)

Conociendo que

k2 =
∑
j

k2
j

=
∑
j

(
njπ

2aj

)2

= π2

4

(
n2
x

a2 +
n2
y

b2 + n2
z

c2

)
(B.2.21)

⇒ k = π

2

(
n2
x

a2 +
n2
y

b2 + n2
z

c2

)1/2

. (B.2.22)

Sustituyendo (B.2.22) en (B.2.5)

kα =
(
π

2

)α (n2
x

a2 +
n2
y

b2 + n2
z

c2

)α/2

= E

Dα~α
, (B.2.23)

ası́,

Enxnynz = Dα

(
~π
2

)α (
n2
x

a2 +
n2
y

b2 + n2
z

c2

)α/2
(B.2.24)

Cuando a = b = c = L
2

φnxnynz(x, y, z) =
( 8
L3

)1/2
sen nxπ

L

(
x+ L

2

)
sen nyπ

L

(
y + L

2

)
sen nzπ

L

(
z + L

2

)
(B.2.25)

y

Enxnynz = Dα

(
~π
L

)α (
n2
x + n2

y + n2
z

)α/2
. (B.2.26)



Apéndice C

Modelo de Kroning-Penney

(a) Potencial en una red cristalina

(b) Modelo de Kroning-Penney

Figura C.1: Comparación entre el potencial real en un sólido y el modelo de Kroning-Penney.

El modelo de Kroning-Penney describe los estados de energı́a de un electrón en un cristal

suponiendo que la estructura cristalina consiste en un potencial periódico formado por barreras

rectangulares.
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Al resolver la ecuación de Schrödinger fraccionaria en las regiones indicadas en la figura (C.1)

se obtiene

ψI(x) = A1e
ik1x +B1e

−ik1x (C.0.1)

ψII(x) = A2e
ik2x +B2e

−ik2x (C.0.2)

con

k1 =
(
E − V
Dα~α

)1/α
y k2 =

(
E

Dα~α
)1/α

. (C.0.3)

Aplicando las condiciones impuestas por el Teorema de Bloch se puede obtener la solución en

la región (III),

ψIII(x) = ψI(x− L)eikL = (A1e
ik1(x−L) +B1e

−ik1(x−L)eikL. (C.0.4)

Imponiendo las condiciones de continuidad de la función de onda y su derivada en x = 0 resulta

ψI(0) = ψII(0)

A1 +B1 = A2 +B2, (C.0.5)

ψ′I(0) = ψ′II(0)

k1A1 − k1B1 = k2A2 − k2B2. (C.0.6)

De forma análoga para x = a se obtiene

ψII(a) = ψIII(a)

A2e
ik1a +B2e

−ik2a = (A1e
−ik1b +B1e

ik1b), (C.0.7)

ψ′II(a) = ψ′III(a)

k2A2e
ik2a − k2B2e

−ik2a = (k1A1e
−ik1b − k1B1e

ik1b)eikL. (C.0.8)

Reescribiendo en forma matricial se obtiene

1 −1 1 −1

k1 −k2 −k1 k2

e−ik1beikL −eik2a eik1beikL −e−ik2a

k1e
−ik1beikL −k2e

ik2a −k1e
ik1beikL k2e

−ik2a





A1

A2

B1

B2


=



0

0

0

0


, (C.0.9)
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cuando la determinante de la matriz es cero, se obtiene

(
eik1b−ik2a + eik2a−ik1b

) (
−k2

1 − k2
2 + 2k1k2

)
+

+
(
eik1b+ik2a + e−ik1b−ik2a

) (
k2

1 + k2
2 + 2k1k2

)
= 4k1l2

(
eikL + e−ikL

)
ası́,

−k
2
1 + k2

2
2k1k2

[
eik1be−ik2a + eik2ae−ik1b − eik1beik2a − e−ik1be−ik2a

]
+

+
(
eik1be−ik2a + eik2ae−ik1b + eik1beik2a + e−ik1be−ik2a

)
= 2

(
eikL + e−ikL

)
Simplificando, obtenemos

− k2
1 + k2

2
2k1k2

sin(k1b) sin(k2a) + cos(k1b) cos(k2a) = cos(kL) (C.0.10)

dicha función puede expresarse como función de la energı́a como

f(E) = cos(kL). (C.0.11)

Figura C.2: Esquema de los valores permitidos y los valores prohibidos de energı́a

Cuando α = 2 , la función f(E) permanece dentro del intervalo [−1, 1] solamente para

ciertos valores de energı́a denominadas energı́as permitidas como se muestra en la figura (C.2).

Los valores restringidos se conocen como bandas de energı́a prohibidas. La figura (C.3) muestra
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en lı́nea continua la relación de dispersión de la energı́a en función del momento de la onda de

Bloch asociada y la correspondiente para el electrón libre en lı́nea discontinua [89].

Figura C.3: Relación de dispersión de una onda de Bloch
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