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Resumen

Se presenta un analisis de la distribucion de los estados cudnticos para la ecuacion de Schrodin-
ger fraccionaria para el caso de un pozo de potencial infinito. Para ello, se procedi6 a corroborar
los resultados manejados por Laskin en algunos de sus trabajos para el pozo de potencial uni-
dimensional, para luego realizar la generalizacion a 3D y asi, mostrar que la dependencia de
los valores de energia del sistema siguen una ley de potencias establecida por «, valor del cual
depende el operador manejado en el trabajo. Con la generalizacion se procedié a calcular el

nimero de modos N (F) permitidos para la particula en cuestion.
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Capitulo 1

Aspectos preliminares

1.1. Introduccion

Desde la concepcion del célculo, los avances de la ciencia han ido en aumento. Gracias a
esta herramienta hemos podido dar pasos enormes hacia la resolucion de problemas que aquejan
al mundo, tanto de las matematicas como de la fisica.

Desde la segunda mitad del siglo XX el cdlculo fraccionario ha sido tomado en cuenta para la
modelacion de fendmenos cadticos, en donde los modelos de célculo de orden entero no podian
ser usados de forma contundente. Se han encontrado aplicaciones en campos de la ciencia y
la ingenieria incluyendo flujo de fluidos, reologia, transporte difusivo, conexiones eléctricas,
teoria electromagnética y probabilidad [1]. Su uso ha sido exitoso para la descripcion de cinéti-
ca andmala, transporte, caos y en el caso de la difusién andmala en presencia o ausencia de una
velocidad externa o campo de fuerza, es una de las herramientas mds fuertes para su modela-
cién [2].

Esta herramienta guarda una profunda relacion con los sistemas dindmicos y cadticos, por tal
motivo, se ha venido extendiendo su uso para la modelacion de procesos de tal naturaleza.

La dindmica cadtica puede ser considerada como el fendmeno fisico que une la evolucion re-
gular de los sistemas con el azar [3]. Entre estos sistemas podemos encontrar los procesos de
difusion presentes en la naturaleza como el movimiento Browniano.

La generalizacion de la ecuacion de difusion, obteniendo una ecuacion con derivadas de orden
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fraccionario, genera una distribucién de Lévy. Esto demuestra que los vuelos de Lévy pueden
ser considerados como una generalizacion natural del movimiento Browniano; la base para esta
generalizacion es la teorfa de distribuciones de probabilidad estables desarrollada por Lévy [4].
El uso de la herramienta del calculo fraccionario como forma alternativa de descripcién en la
mecdnica cudntica estd en pleno comienzo. La aproximacién de Feynman y Hibbs [5] usando
integrales de trayectoria sobre trayectorias Brownianas para hacer la aproximacién de la ecua-
cion de Schrodinger estandar (no fraccionaria) fue el primer intento exitoso de aplicacion del
concepto de fractalidad, el cual fue introducido por Maldelbrot [6].

En afios recientes, Laskin introdujo la generalizacién de la ecuacién de Schrodinger, siguiendo
el mismo procedimiento de Feynman, a través de integrales de trayectoria sobre trayectorias de
los vuelos de Lévy, introduciendo asi una nueva extension del concepto de fractalidad [7-10]. A
partir de los trabajos de Laskin, numerosos articulos fueron apareciendo, en dichos articulos se
hacia uso de las ecuaciones establecidas por Laskin para la solucién de los problemas clasicos
de la mecanica cudntica estandar como son la particula libre, el pozo de potencial, y penetracion
de barrera, para asi poder hacer las comparaciones correspondientes en los resultados para cada
caso.

Trabajos como el de Weyl sobre el crecimiento asintético de los eigenvalores del laplaciano en
dominios limitados con condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann para la ecuacion de
onda de Helmholtz bidimensional, introduciendo una funcién de conteo, nos muestran que la
cantidad de estados (para el caso de la ecuacidon de Schrodinger) presentes en la cavidad depen-
de tanto del area de la cavidad, asi como de la dimension en la cual se esta desarrollando [11].
En este trabajo se pretende analizar la distribucion de los estados cuanticos en el espacio fase
para el caso del pozo de potencial haciendo uso de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria, pre-
tendiendo asi encontrar una conexion entre el orden del operador de la ecuacion de Schrodinger

fraccionaria y su distribucién de estados cuanticos.

1.2. Planteamiento del problema

La dindmica de un sistema complejo como dindmica de un sistema cadtico o la propagacion

de ondas en medios fractales, estd asociada a ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.



1.3. JUSTIFICACION 3

En la bisqueda de formas alternativas para la modelaciéon del comportamiento de fendmenos
naturales que no siguen patrones de orden entero, se pretende explorar la posibilidad de modelar
sistemas cudnticos a través de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria y sus estados cuanticos

asociados.

1.3. Justificacion

Existen trabajos en teoria cudntica donde se supone que, si el espacio es fractal, se puede
modelar el sistema mediante una ecuacion de Schrodinger fraccionaria, lo cual es de interés
para las teorias de branas' donde se postula el plegamiento del espacio en escalas muy por
debajo de las atomicas [12, 13]. También se ha establecido una conexién con la dindmica en los
modelos del origen del universo dado el plegamiento complejo del espacio tiempo. El trabajo

podria ayudar en la comprension de los modelos cuanticos que se podrian plantear.

1.4. Hipotesis

Es posible modelar mediante la ecuacion de Schrodinger fraccionaria sistemas cudnticos en
un medio de geometria fractal. Se obtendra una descripciéon més detallada del comportamiento

del fendmeno si se incluye informacion del medio donde se desarrolla.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Establecer una conexion entre el orden del operador de la ecuacion de Schrodinger fraccio-

naria y la distribucion posiblemente fractal de sus estados cudnticos.

'En cosmologia de branas, el término “brana” se utiliza para referirse a los objetos similares al universo cuadri-

dimensional que se mueven en un “bulk” (sustrato) de mayor dimension.
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1.5.2. Objetivos especificos
e Resolver ecuacion de Schrodinger fraccionaria.

e Analizar la distribucion de estados cuanticos obtenida de la solucidn.

1.6. Metas

e Revision y comprension de la literatura correspondiente a la geometria fractal y el calculo

fraccionario.

e Revision y comprension de la literatura correspondiente a la base para la formulacién de

la mecanica cuantica fraccionaria.

e Aprender y aplicar célculo fraccionario para la solucién de la ecuacion de Schrodinger

fraccionaria.

e Obtener la solucién de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria y obtener la distribucion

de estados.

1.7. Limitaciones de la tesis

Este trabajo abarca las soluciones a la ecuacion de Schrodinger en su version generalizada (o
fraccionaria) para el caso en que se aplican condiciones de frontera cero usando un operador La-
placiano fraccional en el operador Hamiltoniano. Aunque el operador originalmente establecido
en la formulacion de la mecénica cudntica fraccionaria se establece via integracion global, un
operador modificado a partir de las condiciones de frontera establecidas en el problema, puede
producir resultados adecuados para la solucion del problema. Este trabajo se limita a la solucién

del problema de eigenvalores haciendo uso de este operador diferente.



Capitulo 2

Marco teorico

Casi al mismo tiempo en que el cdlculo de orden entero fue concebido, un grupo de ma-
tematicos empez por indagar qué sucederia en el caso en que el orden de dicho cédlculo no
fuese entero. Este problema en principio fue meramente un ejercicio matemético, donde el obje-
tivo era mostrar el como seria el procedimiento para la realizacién de dicho célculo y fue donde
matematicos como Euler, Lacroix, Laplace y Fourier tuvieron alguna injerencia para su desarro-
llo.

No fue sino hasta los afios 1823 — 1826 cuando Abel hizo uso del célculo fraccionario para la
resolucion del problema de la tautdcrona, y aunque sus investigaciones no fueron enfocadas a
generalizar la diferenciacion, jugaron un papel importante en el desarrollo de estas ideas. De
1832 a 1837 aparecieron los trabajos de Liouville, que lo hicieron por derecho el creador de la

teoria de la integro-diferenciacion fraccional [14].

2.1. Calculo fraccionario

El calculo fraccionario es la rama del calculo que generaliza los operadores de derivada e
integral de una funcién a un orden arbitrario « (real o complejo) [15]. En el cédlculo infinitesimal,
tradicionalmente se suele asociar el concepto del orden de los operadores derivada (D) e integral
(J) de una funcién f(z) a un entero positivo [16].

Mientras los operadores de orden entero tienen interpretaciones fisicas y geométricas, los ope-

5
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radores de orden fraccionario no tienen atin una clara interpretacion ni fisica ni geométrica.

2.1.1. Operadores fraccionarios

La definicion general de un operador coincide con la definicidon de funcion (mapeo). Dados
dos conjuntos X y Y, un operador (A) entre ellos dos es una asociacién que a cada elemento de
X le asigna un elemento tnico de Y.

Aunque no existe forma Unica alguna para la definicion de los operadores fraccionarios, estos
comparten la caracteristica de que cuando o« — n, estos operadores retoman su forma conocida
en el calculo de orden entero.

Entre los operadores mds importantes se encuentran los operadores de Riemann-Liouville, el

operador de Caputo, el operador de Riesz, entre otros.

2.1.1.1. Operadores de Riemann-Liouville

La idea de una integracion fraccionaria estd conectada con la ecuacion integral de Abel

L7 et oy
rmyé(x_@ka—f(% >0, 2.1.1)

donde 0 < o < 1. Su solucidn lleva a la construccion de la derivacion fraccionaria como una

operacion inversa de la integracion fraccionaria [14].

Sea Q2 = [a,b] (—o0 < a < b < 00) un intervalo finito sobre R. Las integrales fraccionarias

de Riemann-Liouville I, f y I}* f de orden o« € C(R(cr) > 0) estan definidas como [14,15]:

U&ﬂ@”:réy[kigﬁw (x> a; R(a)>0) (2.1.2)
y
(I f)(z) = F<1&) [E (t]i@;ilta (x < b; R(a)>0), (2.1.3)

donde T'(«) es la funcién Gamma. Estas integrales se conocen como integrales fraccionarias por

el lado izquierdo y por el lado derecho, respectivamente. Cuando @ = n € N, las definiciones
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(2.1.2) y (2.1.3) coinciden con las integrales n-ésimas de la forma:

@ = [Can (Mo [T p)n,
= oo -0 e, 2.14)

() = [ dn dz /fl F(t)t

1

= (t— 2" f(t)dt; (e N), (2.1.5)

Para una funcién f(x) dada en un intervalo [a, b], a las expresiones

. 1 d e fb)dt
(Daf) () Zm_a)dx/a (1) (2.1.6)

. B 1 d b f(t)dt
(Di-f) (@“m—a)dx/x (t — x)°

se les conoce como derivadas fraccionarias de orden o, 0 < o < 1, por el lado izquierdo y por

(2.1.7)

el lado derecho, respectivamente.
Cuando o > 1, usando «@ = ] + {«}, donde [a] es la parte entera del nimero « y {a} la parte

fraccionaria, 0 < {a} < 1, se tiene que

D00 = () T o= B+ 15> 0
DN = (o) TN 6= R+ 1 <)
B F(nl—a)<‘i~>/b (tfgjtn“’ e

donde [R(«)] representa la parte entera de R(«v). Cuando o = n € N, las definiciones (2.1.8) y
(2.1.9) coinciden con las integrales n-ésimas de la forma
(Day () = (Dy_f)(x) = f(x),
(Dg @) = f™ (), (2.1.10)
(Dp_f)(@) = (=)™ f) ().
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Si R(«) = 0 (a # 0), las integrales y derivadas fraccionarias de orden puramente imaginario se

definen mediante

I = miw)dx/a (& — 1O f(1)dt, 2.1.11)
. d b .
y
(Dwf)(x)—ld/x SO g R\ 02 > a) (2.1.13)
ot (1 —if)dx Ja (z—t)"® ’ ’ o
| 1 d o f(t)d
(D f) () :_F(l—iG)dw/:c (tf(—t)x)t@ (0 €R\ 0;z < b). (2.1.14)

2.1.1.2. Operador de Caputo

Sea [a, b] un intervalo finito de la lineareal R, y sean D, [f(¢)](x) = (D&, f)(x)y Dy [f(t)](x)
(D¢ f)(x) las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orden « € C (R(«r) > 0) defini-
das por (2.1.8) y (2.1.9) respectivamente. Las derivadas fraccionarias (“ D2, f)(z) y (“ Dp_arf)(z)
de orden o € C R(a) > 0 sobre [a, b] son definidas por medio de las anteriores derivadas frac-

cionarias de Riemann-Liouville mediante [15,17, 18]

C na a = f(k) (a) k
eosn) = (2 |0 - £ 5 -] @ @.1.15)
k=0
Y —1 £(k)
(“Dy () = (D;“ [f(t) -y k'(b) (b— t)’“D (2), (2.1.16)
k=0
respectivamente, donde
n = [R(a)] + 1 paraa ¢ No; n = « paraa € Ny. (2.1.17)

Estas derivadas se denominan derivadas fraccionarias de Caputo de orden « del lado izquierdo
y del lado derecho, respectivamente.
En particular, cuando 0 < R(«) < 1, las relaciones (2.1.15) y (2.1.16) toman las formas

siguientes

(D2 (@) = (D, [f (1) = fla)])(@), (2.1.18)
(“Dyf)(@) = (DP_[f(t) = FO) (). (2.1.19)
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Sia ¢ Nyy y(z) es una funcién para la cual las derivadas fraccionarias de Caputo (° D2, f) ()
y (“Dg f)(x) de orden a € C(R(x) > 0) existen en conjunto con las derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville (D, f)(z) y (Dj- f)(z), entonces, estdn conectadas una con otra mediante

las siguientes relaciones

- ()
D2, f)(@) = (D Z S e = R+ 1) 2120)

Cha o e A ) b
(“Dy_f)(z) = (Dy_f)(x) — ]; m(b — ) (n=[R(Q)]+1). (2.1.21)

En particular, cuando 0 < R(«) < 1, tenemos

DL @) = (D2 D) ~ Do = ) 12
CD5 @) = (D Nla) =~ 1= @123

Si o ¢ Ny, entonces las derivadas fraccionarias de Caputo (2.1.15) y (2.1.16) coinciden con

las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville (2.1.8) y (2.1.9) en los siguientes casos:

(“Dg, f)(@) = (DG, f)(@), (2.1.24)
sif(a)=f'(a) =+ =f"D(a) =0 (n=[R(a)]+1)y
(“Dy_f)(z) = (Dy_f)(x). (2.1.25)
sif(b) = f/(b) == f""V() =0 (n=[R(a)] +1).
En particular, cuando 0 < R(«) < 1, tenemos
(D2 f)(z) = (D2, f)(x), cuando f(a) =0, (2.1.26)
(“Dg f)(x) = (DY f)(z), cuando f(b) = 0. (2.1.27)

Sia =n € Ny y laderivada usual f()(z) de orden n existe, entonces (“ D™, f)(z) coincide

con £ (z), mientras que (“ Df_f)(z) coincide con f(™(z) multiplicada por la constante (—1)":
(D (@) = fP () y (DI f)(@) = (=1)"f(z)  (n€N). (2.1.28)

Las derivadas fraccionarias de Caputo (“ D2, f)(z)y (°Dg_f)(z) estdn definidas para fun-
ciones f(x) para las cuales las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville del lado derecho

de (2.1.15) y (2.1.16) existen.
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2.1.1.3. Operador de Griinwald-Letnikov

Una funcién f(x), la cual es diferenciable a orden n, admite la férmula

()t BEDE)

h—0 hn ’

(2.1.29)

donde (A} f)(x) es una diferencia finita de orden n € N de la funcién f(z) con tamano de paso
h € Ry centrado en el punto x € R. Esta igualdad puede ser usada para definir una derivada
fraccionarias reemplazando n por @ > 0 (o € R) en (2.1.29). Esta aproximacién es natural
desde el punto de vista del desarrollo del andlisis matematico y fue sugerida por Griinwald y
Letnikov [14].

Para un intervalo finito [a, b], las derivadas fraccionarias de orden o > 0 del lado izquierdo y

lado derecho de Griinwald-Letnikov estan definidas como [15,17, 19]

24(2) = lim W (2.1.30)
’ (A f)(=)
by T
fi(w) = lim “=EEm (2.1.31)
donde
= (.
(Af o H)@) = > (-1)F . flx —kh) (re€R; h>0;a>0), (2.1.32)
k=0
= (s
(Ary-f)(x) = > (1) fx+kh) (xeR h>0; a>0). (2.1.33)
k=0 k

Las series en (2.1.32) y (2.1.33) convergen absoluta y uniformemente para cada o > 0 y para

cada funcion limitada f(z).

2.1.1.4. Operador de Riesz

El Laplaciano ordinario se define como la segunda derivada ordinaria de una funcién de una
variable o la suma de las segundas parciales ordinarias de una funcién de varias variables en un
espacio cartesiano fisico o abstracto. Fisicamente, el Laplaciano ordinario describe un proceso

de difusion ordinario en un medio isotrépico mediado por caminantes aleatorios inactivos que
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pisan sitios vecinos o cercanos a una cuadricula idealizada, pero sin poder realizar saltos largos.
En las ciencias fisicas, el Laplaciano ordinario aparece como una contribucién a una ley de con-
servacion o ecuacion debido a un flujo difusivo de especies segun la ley de Fick, un flujo térmico
conductivo segun la ley de Fourier o un estrés viscoso segun la ecuacion constitutiva de New-
ton. Una suposicion implicita es que la velocidad de transporte de un campo de interés en una
determinada ubicacion esta determinada por una variable de campo apropiada en esa ubicacion,
independiente de la estructura global del campo transportado.

El Laplaciano fraccionario, también llamado derivada fraccionaria de Riesz, describe un proce-
so de difusion inusual debido a desplazamientos aleatorios ejecutados por puentes que pueden
cambiar a sitios vecinos o cercanos, y también realizar excursiones a sitios remotos a través de
vuelos de Lévy. Se han observado o alegado vuelos literales o conceptuales en una variedad de
aplicaciones, incluido el movimiento de fluidos turbulentos y el transporte de material en medios
fracturados. En el contexto de la mecanica, el Laplaciano fraccionario describe el movimiento
de una cadena o conjunto de particulas que estdn conectadas por resortes eldsticos no solo a
sus vecinos mds cercanos, sino también a todas las demds particulas. La constante de resorte
disminuye con la separacion de particulas, mientras que la matriz de particulas puede describir
una configuracion ordinaria o fractal.

Un concepto fisico clave que surge de la nocion del Laplaciano fraccionario es el flujo difusivo
fraccionario. El flujo generalizado asociado al Laplaciano fraccionario provee expresiones pa-
ra la razon de transporte en una cierta ubicacion como una integral de una variable de campo
apropiada sobre un dominio de influencia apropiado. El flujo difusivo fraccionario en una cierta
ubicacidn se ve afectado por el estado del campo en todo el espacio. Asi, el Laplaciano fraccio-
nario en un contexto abstracto mas general, describe la contribucién a una ley de conservacion
de un proceso no local que se ve afectado no solo por las condiciones locales, sino también por
el estado global de un campo de interés en un momento dado [20].

Estas operaciones de integracion y derivacion fraccionarias en espacios Euclidianos n-dimensionales
R™ (n € N) son potencias fracionales (—A)®/2 del operador Laplaciano. Para o € C\{0} y fun-

ciones suficientemente buenas' f(z) = f(zy, -+, z,) [14,15,21]

'Una funcién suficientemente buena se refiere, por ejemplo, a funciones que son continuamente diferenciables

hasta el orden 7 y tal que f*)(z) € L1(R'), k = 0,1,2,--- ,n [14].
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If,  R(a) >0,
(AP f=F x| Ff= (2.1.34)

D=f, R(a) <0,

donde
1 00 ,

F{f(zx)} = F(w) = —/ x)e“ dx. 2.1.35
{f(2)} = F(w) \/%_Oof() (2.1.35)
Los operadores [* y D* definidos en (2.1.34) para («) > 0 son llamados integracion y dife-
renciacion fraccionarias de Riesz, respectivamente. La integracion fraccionarias de Riesz /¢ se

realiza en la forma de potencial de Riesz definido como una convolucién de Fourier de la forma

(I°f)(z) = /R kalz = 0 f(0dt (R(a) <0), (2.1.36)

donde k, () es una funcidn, llamada kernel de Riez y estd dada por

1 |'I|a7n’ Oé—n%072a4"'7
k() = (2.1.37)
Oz (), a—n=0,2,4,-,
y la constante v, («) es de la forma
2021 (2) /T (252), a—n#0,2,4--,
ola) := (5) /15 (2.1.38)

(—1)m/200717n 2D (1 4 22 T (), 0 —n=0,2,4,--- .

2.1.1.5. Operador de Hausdorff

En décadas recientes, la derivada fraccionarias ha sido ampliamente usada en el andlisis y
modelado de la difusién anémala. Como formalismo de modelado alternativo, Chen introduce
el concepto de la derivada de Hausdorff de una funcién g(¢) con respecto a una medida fractal
t* [22]

dg(t) _ . g(t) —g(t)

Ry SN I 2.1.39
ote 1o to _pa ( )

Chen hace uso de esta derivada para obtener una ecuacidn lineal del transporte de difusién
andémala subyacente al proceso de difusiéon andémala.
La derivada de Hausdorff (2.1.39) difiere de la derivada fraccionarias estandar en que no in-

volucra la convolucidn integral y es de naturaleza local. Ademads, el simbolo de la derivada de
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Hausdorff difiere del de la derivada fraccionarias estidndar en que el indice « aparece solo una
vez.
Los conceptos fisicos elementales como la velocidad en un espacio-tiempo fractal (z”,t%) puede

ser redefinida como

dr da”
dt — dt>’
donde S representa el tejido espacio-temporal con indices de escala a y 3. La definicién tradi-

b= t,2v 5>, (2.1.40)
cional de velocidad no tiene sentido en el espacio-tiempo fractal no diferenciable. Feynman [5]
observo que las trayectorias de las particulas en mecénica cudntica son a menudo continuas pero
no diferenciables caracterizadas por dimensiones fractales del espacio tiempo.

Como las derivadas fraccionarias, la derivada de Hausdorff existe bajo un espacio-tiempo métri-

co fractal. Por ejemplo, 0 = dt'/?/dt'/3|,_, existe, mientras que ¥ = dt'/?/dt|,—, no existe.

2.1.2. Caracteristicas de los operadores fraccionarios

El célculo fraccionario es una herramienta que se ha empleado recientemente para modelar
sistemas biolégicos complejos con comportamiento no lineal y memoria a largo plazo.
El nicleo de la interpretacion més Titil del calculo fraccionario es el concepto de memoria. En
general, cuando la salida de un sistema en cada momento ¢ depende solo de la entrada en el mo-
mento ¢, se dice que tales sistemas son sistemas sin memoria. Por otro lado, cuando el sistema
tiene que recordar los valores anteriores de la entrada para determinar el valor actual de la salida,

dichos sistemas se denominan sistemas con memoria [23].

Suponiendo que Y () es una cantidad cuyo valor en términos de f(¢) puede obtenerse de la
siguiente manera:

Y(t) = /Ot (t;(;);lf(r)dr, (2.1.41)

es decir, la salida Y () se puede ver como una suma ponderada que almacena la entrada anterior
de la funcion f(t). Segtn la definicion anterior, dicho sistema es un sistema con memoria y en
tales sistemas, la memoria decae a una velocidad w(t) = t*~1/T'(«).

Aplicando la derivada de Caputo de orden o a ambos lados de la ecuacion (2.1.41) conduce a

S DY (t) = f(t). (2.1.42)
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Como resultado, la ecuacion diferencial que rige la memoria del sistema Y (¢) es descrita por una
derivada fraccionaria. Por lo tanto, la derivada fraccionaria es un buen candidato para explicar el
sistema con memoria. Desde el punto de vista fisico, la memoria y su definicién en un sistema
dependerd de una comprension profunda del fenémeno.

No hay reglas y métodos para seleccionar el tipo de operador fraccionario en un modelado.
Aquella definicién cuyo resultado sea mas consistente con los datos experimentales podria ser

la adecuada [23].

2.2. Geometria fractal

La geometria Euclidiana no es capaz de describir muchas de las formas presentes en la na-
turaleza al ser estas irregulares y/o fragmentadas. El desafio por estudiar estas formas llevo a
Mandelbrot a concebir y desarrollar una nueva geometria de la naturaleza que permitiera descri-

birlas identificando una serie de formas a las que llamo fractales.

2.2.1. Fractales

Mandelbrot acufié el término fractal a partir del adjetivo latino fractus. El verbo corres-
pondiente, frangere, significa “romper en pedazos”; ademds de fragmentado, fractus también
significa “irregular” [6].

Cuando se trabaja en el espacio Euclideo R, tanto la dimensién topoldgica Dy, como la di-
mension de Hausdorff-Besicovitch D toman valores comprendidos entre 0 y £. Mientras D es
siempre entero, [) no necesariamente lo es.

Algunos fractales pueden tener valores de D enteros (menores que F pero estrictamente ma-
yores que D). Ejemplo de ello es el movimiento Browniano, donde Dy = 1y D = 2. Asi
entonces, a D se le conoce como dimension fractal. Asi como las diferencias en la dimension
topoldgica reflejan diferencias en la forma topoldgica, las diferencias en la dimension fractal
reflejan diferencias de forma fractal [6].

La siguiente figura muestra ejemplos clasicos de conjuntos fractales.
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(a) Tridngulo de Sierpinski (b) Helecho

w2

(c) Conjunto de Cantor

Figura 2.1: Conjuntos fractales

Asi, cuando se hace referencia al conjunto F' como un fractal, se le atribuyen las siguientes

caracteristicas (Figura 2.2) [6,24]:

= [’ es demasiado irregular para ser descrito en términos de la geometria tradicional (Eucli-

diana).

= [’ es a menudo auto-similar, es decir, estd formado por copias mds pequeiias de la misma

figura (hay fractales con auto-similitud aproximada o estadistica).

= La dimension de Hausdorff-Besicovitch (dimensién fractal) D de F es estrictamente ma-

yor que su dimension topoldgica Dr.

= F se define mediante un simple algoritmo recursivo.
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/N
T
s

Figura 2.2: Curva de Koch donde D = 1,262. (a) Construccion de la curva de Koch F. En
cada iteracion, el tercio de en medio de cada intervalo se reemplaza con otros dos lados de un

tridngulo equildtero. (b) Copo de nieve obtenido a partir de curvas de Koch.
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Los fractales naturales son figuras naturales que pueden ser representadas por un conjunto
fractal (por ejemplo, el movimiento Browniano es un fractal natural representado por curvas
Brownianas, las cuales son conjuntos fractales). Este tipo de fractales muestran auto-similaridad

estadistica y esta auto-similaridad se extiende solo a un rango de escalas.

2.2.2. Medidas fraccionarias

En el estudio las matemadticas de los fractales se encontrard con medidas de una u otra forma.
Una medida es una forma de atribuir un “tamafio” numérico a los conjuntos, de modo que si un
conjunto se descompone en un nimero finito o contable de piezas de manera razonable, entonces
el tamafio del conjunto es la suma de los tamanos de las piezas [24].

A 1 se le conoce como una medida sobre R™ si ¢ asigna un niimero no negativo, posiblemente

00, a cada subconjunto de R" tal que [21,24]

(a) u(0) = 0;
(b) u(A) <u(B)siAC B;

(c) si Aj,As,- -+, es una secuencia contable (o finita) de conjuntos, entonces

ft (i Az-) < iu(z‘h),

cuya igualdad es
H (U Ai) = ZM(Az‘)
i=1
si los A; son conjuntos de Borel? disjuntos.

Llamando p(A) a la medida del conjunto A y pensando en ;(A) como el tamafo de A medido
de alguna manera. La condicion (a) nos dice que el conjunto vacio tiene una medida cero, la
condicién (b), que cuanto mayor sea el conjunto, mayor es la medida y la condicién (c), que si
un conjunto es una unién de un nimero contable de piezas (que pueden superponerse), entonces

la suma de las medidas de las piezas es menor o igual a la medida del conjunto. Si un conjunto

2Un conjunto de Borel es cualquier conjunto obtenido mediante uniones e intersecciones numerables de con-

juntos cerrados o abiertos en la topologia considerada.
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se descompone en un nimero contable de conjuntos de Borel disjuntos, entonces la medida total
de las piezas es igual a la medida del conjunto [24].
La medida de Lebesgue® sobre R” es una extensién a una gran clase de conjuntos de volumen

n—dimensional. Considerando el paralelepipedo generalizado
A={(x1,29, - ,x,) €R": a; < x; < b}
El hipervolumen del paralelepipedo se define mediante
Vi(A) = (by — ay)(be — ag) - - - (b, — ay).

Asi, la medida de Lebesgue n—dimensional se define como
pr(A,n) = inf {Z Va(A): Ac Ai} (2.2.1)
i=1 i=1
donde el infimo se toma sobre todas las cubiertas de A por conjuntos contables de paralelepipe-

dos [21,24].

2.2.2.1. Medida de Hausdorff

El estudio més profundo de las propiedades geométricas de los conjuntos a menudo re-
quieren un andlisis que va mas alld de lo que puede expresarse en términos de la medida de
Lebesgue. Existen grandes conjuntos de medida cero, la medida de Hausdorff permite diferen-
ciar entre conjuntos de medida cero. La medida de Hausdorff puede ser considerada como una
generalizacidn de las medidas de Lebesgue [21].

Sea A un subconjunto del espacio Euclideo n—dimensional R"”, el didmetro de A; C A se define

como

diam (A;) = sup{d(z,y) : =,y € A;}.
Para la métrica
n 1/2
dz,y) = o — o] = (Z s - yi|) 7
i—1

el diametro es

diam (A;) = sup{|z —y| : x,y € A;}.

3La medida de Lebesgue es la forma estandar de asignar una longitud, 4rea o volumen a los subconjuntos de un

espacio euclideo [25].
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Considerando que A es un subconjunto de R" y teniendo en cuenta que una cubierta* § de un
conjunto A es una coleccién contable (o finita) de conjuntos {A;} de didmetro a lo mas 0 que

cubren A, es decir,

Ac|J4;, didm (4;) <4, Vi.
i=1
Para un nimero D > 0y cada § > 0, se define [21,24]

HP(A) = inf {i [diam (4;)]” : A C fj A;, didgm (4;) < 5} : (2.2.2)

i=1 i=1

Se observan todas las cubiertas de A, los conjuntos de didmetro como maximo ¢, y se busca
minimizar la suma de las potencias D-ésimas de los didmetros. A medida que ¢ disminuye, las
cubiertas se vuelven mas finas, cifiéndose mejor al conjunto. Por lo tanto, el infimo HP (A)

disminuye, o al menos no aumenta, a medida que 6 — 0 y se aproxima a un limite. As{

HP(A) = lim HP (A). (2.2.3)

6—0
El limite existe para algin subconjunto A de R", aunque el valor limite puede ser (y usualmente
es) 0 0 oo. Al valor HP(A) se le conoce como medida de Hausdorff D-dimensional de A [24].

Si A es un subconjunto Borel de R", entonces
HP(A) = w™ ' (n)ur(4,n),

donde w(n) es una constante que depende solamente de la dimension n, de la forma

7.‘,77,/2

“) = SR 1)
La constante w(n) es el volumen de la bola n—dimensional de didmetro 1.
Se define una medida py (A, D) tal que esta medida n—dimensional de los subconjuntos de

Borel A de R" es igual a la medida de Lebesgue n—dimensional

pr(An) = pr(A,n).

Se consideran cubiertas de A a familias contables de conjuntos arbitrarios con diametro de al

menos § y se toma el infimo de la suma de w(D)[didm (4;)]P para D > 0y & > 0. Asi

1 (A, D) = inf{iw(D) [didm (A,)]”: AC fj A;, didm (A;) < 5},

i=1 i=1

4Una coleccién de subconjuntos A de un espacio X es un recubrimiento, cubrimiento o cubierta de X, si y solo

si: la unidn de los elementos de la coleccion A contiene a X [26].
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donde

D/2

T 2T(D/2+ 1)

Para un subconjunto A de R", existe el limite

w(D) (2.2.4)

pa(A, D) = lim py) (A, D),
6—0

asi,

pi(A, D) = w(D)HP(A).

2.2.2.2. Dimension de Hausdorff

De la variedad de dimensiones fractales, la dimensiéon de Hausdorff es la mas antigua y
probablemente la mas importante. Posee la ventaja de estar definida para cualquier conjunto y se
basa en las medidas con las que es matematicamente conveniente trabajar. Una desventaja es que
a menudo es dificil de calcular o estimar mediante métodos computacionales. Sin embargo, para
una comprension adecuada de las matematicas de los fractales, la familiaridad con la medida y
dimension de Hausdorff es esencial [24].

Para un conjunto de Borel A de R", existe un tnico D tal que

para D' < D,y

para D' > D. Existe entonces un valor critico de D para el cual el valor de H”(A) salta de
oo a 0. La grafica de H”(A) contra D (Figura 2.3) muestra que hay un valor critico de D en
el cual HP(A) “salta” de oo a 0. Este valor critico se llama dimensién de Hausdorff (o dimen-
sion de Hausdorff-Besicovitch) de A, se escribe dimpyA y esta definido para algin conjunto

A e R™[24].

Formalmente, la dimension de Hausdorff dimy(A) de un conjunto de Borel A de R" se

define por

H(A)=if{D >0:H"(A) =0} 225)
= sup{D : H”(A) = oo},
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asi

0< D < dim 4(A
VI Rl tm 7(4) (2.2.6)

0 D> dim g(A).
A D = dim y(A) también se le conoce como dimension fractal.

oo~

HO(A)

¥ i
0 climH(A) n
Figura 2.3: Grdfica de HP (A) contra D para un conjunto A. La dimension de Hausdorff es el

valor de D al cual ocurre el salto de oo a 0.

2.2.2.3. Dimension de conteo de cajas

Existen otras clases de cubiertas que definen medidas que conducen a la dimension de Haus-

dorff. Se pueden usar cubiertas de bolas esféricas ;. Usando

BP(A) = inf {i [didm (B;)]” : A C [.j B;, didm (A;) < 5} : (2.2.7)

i=1 i=1

donde { B;} es una cubierta § de A, se obtiene

BP(A) = lim BY (A).

0—0
Se define una dimensién al cual la medida BY haga el salto de infinito a cero. Dado que cualquier

cubierta ¢ de A por bolas es una cubierta permisible en la definicién (2.2.2),
BY <HP.

Si {A;} es una cubierta ¢ de A, entonces { B;} es una cubierta 26 de A por bolas B; tal que cada

B; es una bola de radio [didm (A;)] < d que contiene a A;. Asi,

3 [digm (B;)]” < > [2 didm (A)]" = 2P > [didm (A)]".

%
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Tomando el infimo, se obtiene

BE(A) < 2PHP(A).

Tomando el limite § — 0, se obtiene
HP(A) < BP(A) < 2PH(A).

Asi, los valores de D al cual las medidas H” y BP realizan el salto de infinito a cero son los
mismos.

Sea A un subconjunto no vacio y acotado de R™ y sea Ns(A) el nimero mas pequefio de con-
juntos de didmetro a lo mds 9, que recubren A, la dimension por conteo de cajas de A se define
como [21,24]

dim p(A) = tim 2Y5(4)

lim 757 (2.2.8)

asi, de esta ultima definicion se tiene que
N;s(A)6P = cte,

para pequeiias ¢, donde D = dim g(A).

2.2.3. Relacion con el calculo fraccionario

Se puede formular el andlisis sobre fractales como una generalizacion del calculo sobre
variedades suaves al cdlculo sobre fractales. Usualmente el punto de partida para la teoria del
andlisis sobre fractales es un laplaciano sobre fractales, que resulta no ser un operador diferencial
en el sentido habitual, pero tiene muchas de las propiedades deseadas [27,28].

También se trabaja con la integracion sobre fractales [29,30]. El andlisis en fractales y el dominio
fractal de integracién puede ser usado para describir fenémenos dindmicos, los cuales ocurren
en objetos modelados por fractales [21].

Sea A un subconjunto no vacio del espacio Euclidiano n—dimensional R", y sea {4;} una
familia de subconjuntos contables de didmetro de a lo més ¢ que cubre A, i.e.,

Ac |J A, didgm (4) <5 Vi,

=1
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El punto de partida es la nocién de una funcidn caracteristica de subconjuntos A;, la cual esta
definida por

1, x € Ai,
Xa,(z) = (2.2.9)
0, x ¢ Az

Una funcién f(x), definida sobre un conjunto A, se denomina funcién simple si existe un nimero

finito de conjuntos disjuntos { A, } tal que

M A?
flz) = fio €A (2.2.10)

0, xXr ¢ U;ozl Ak

La funcion simple f(z) sobre A puede ser representada por

f(x) = i fixa; (), (2.2.11)

donde las f; € R son constantes.
Una funcién simple f = f(z) sobre un conjunto A es integrable si H”(A;) < oo para cada i
para el cual f; # 0.
La integral de Lebesgue-Stieltjes sobre funciones continuas (2.2.11) puede ser definida [29] por
[, F@)dpn(w) = 3 fin(4i, D). (2.2.12)
i=1
Por lo tanto,

/A F()dpg (z) = w(D) 1%%% Fl:) [didm (A,)]°. 2.2.13)

didm

Es posible dividir el subconjunto A C R™ en una coleccién de cubos § en R™ de la forma
Ail,"',in = {(ZEh L ,In> € A : 2k5 S Tl S (Zk + 1)(5, Zk < N}

Entonces

dug(z) = lim w(D) [didm (A;)]". (2.2.14)

diam (Ail,m Jin)—0
El conjunto A también puede ser parametrizado por coordenadas polares con r = d(z,0) =

|x| y dngulo 2. Usando esta parametrizacion, puede considerarse una cubierta esféricamente
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simétrica A, , alrededor de un centro en el origen. En el limite, la funcién w(D) [didm (AnQ)]D
da
dup(r,Q) =  lim  w(D)[didm (4,0)]" = dQP~'rP 1 dr. (2.2.15)

diam(A,,q)—0

Esta restriccion de cubierta esféricamente simétrica puede no proporcionar el valor correcto de
la medida de Hausdorff y dimension de Hausdorff. El infimo en la ecuacién para la medida de
Hausdorff debe ser tomado sobre todas las posibles cubiertas. Usando una cubierta e esférica-
mente simétrica de A, se obtiene una medida dup(r, €2) y una dimension dimp(A) > dimg(A)
[21].

Considerando que f(x) es simétrico con respecto a algin centro zq € A, i.e., f(x) = cte para
todo z tal que d(z, x¢) = |xr — x| = r para valores arbitrarios de r. Para desplazar el centro de

simetria se puede llevar a cabo la transformacién
A A =T, A: z—12'=z—ux (2.2.16)

Dado que A no es un espacio lineal, (2.2.16) no necesita ser un mapa de A sobre si mismo, y
(2.2.16) preserva la medida. Entonces la integral sobre un espacio métrico D-dimensional puede

ser representado [29] en la forma

27.(_D/2

/AfduBz F(D/Q)/O f(ryrP=tdr. (2.2.17)

Esta integral es conocida en el cdlculo fraccionario como integral de Riemann-Liouville del lado

derecho [14], y esta definida por (2.1.3). Para x = 0, la ecuacion (2.1.3) da

1

IEN0) = 55 /OOO D=1 F(¢)dt. (2.2.18)

Asi entonces, (2.2.17) puede ser representada como

D/2
/Afd“B = QF(IE;D)(IDJ")(U)- (2.2.19)

Esta ecuacion conecta la integral sobre fractales con la integral de orden fraccionaria. Como
resultado, la integral fraccionaria puede ser considerada como una integral sobre un fractal hasta
un factor numérico I'(D/2)/[2xP/2T'(D)). Este resultado permite aplicar las herramientas del

célculo fraccionaria para la distribucion fractal de particulas [21].
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2.3. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

Las ecuaciones diferenciales relacionan funciones, generalmente cantidades fisicas, con sus
derivadas, las cuales representan sus razones de cambio.
Actualmente se pueden describir y modelar muchos fenémenos fisicos con una ecuacion diferen-
cial ordinaria. Sin embargo, en muchos casos, el calculo clasico no puede describir fendmenos
mas complejos. Es por esta razon que, recientemente se ha analizado el comportamiento de estos
sistemas no lineales por medio del cdlculo fraccionario [1].
Las derivadas de orden no entero proveen un excelente instrumento para la descripcion de me-
moria y propiedades hereditarias de varios materiales y procesos. Esta es la principal ventaja
de las derivadas fraccionarias en comparacion con los modelos cldsicos de orden entero, en los
cuales estos efectos se descuidan. Las ventajas de las derivadas fraccionarias aparecen en el
modelado de las propiedades mecdnicas y eléctricas de los materiales reales, asi como en la
descripcion de las propiedades reoldgicas de las rocas, y en muchos otros campos.
Un gran campo que requiere del uso de derivadas de orden no entero es la teoria de los fractales.
El desarrollo de esta teoria ha abierto nuevas perspectivas para la teoria de derivadas fracciona-
rias, especialmente en el modelado de procesos dindmicos en estructuras autosimilares y poro-
sas.
El modelado matematico y la simulacién de sistemas y procesos, basados en la descripcion
de sus propiedades en términos de derivadas fraccionarias, naturalmente conduce a ecuaciones

diferenciales de orden fraccionario y a la necesidad de resolverlas [17].

2.3.1. Ecuacion parabdlica: difusion anémala

La difusién es un fenémeno comun en la naturaleza. Es un mecanismo que transporta mate-
ria o alguna otra cantidad fisica de un lugar a otro en un espacio determinado.
El proceso que da origen a la difusion es un proceso estocastico o aleatorio, lo cual se aprecia en
el fendémeno denominado movimiento Browniano (Figura 2.4). Este movimiento se observa en
las particulas que se hallan en un medio fluido (liquido o gas), como resultado de choques contra
las moléculas de dicho fluido [31]. Dicho movimiento consiste en el desplazamiento irregular e

impredecible de pequefias particulas suspendidas en la superficie de un fluido, y fue explicado
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en 1905 por Albert Einstein en su articulo “Sobre el movimiento de pequeiias particulas sus-
pendidas en liquidos en reposo exigido por la teoria cinético-molecular del calor”. La misma
explicacion fue desarrollada independientemente por Smoluchowski, quien fue responsable de
gran parte del desarrollo sistematico y de la verificacion experimental de la teoria del movimien-
to Browniano [32].

En su trabajo, Einstein utiliz6 la hipdtesis atomica de la materia y las caminatas aleatorias para
encontrar la relacion existente entre el movimiento Browniano y la ecuacion de difusiéon. Uno
de sus principales resultados, fue que el desplazamiento cuadrado promedio recorrido por una

particula suspendida en la superficie de un fluido, crece de forma lineal con el tiempo, es decir,
<7r(t) > o< t. (2.3.1)

Entre los fendmenos naturales cuya dindmica estd descrita por los procesos difusivos normales,
encontramos la propagacion de calor en medios homogéneos, el movimiento de fluidos incom-
presibles en medios porosos homogéneos, reacciones quimicas en solucion y el movimiento de

impurezas y particulas cargadas en sélidos cristalinos [4].

Figura 2.4: Movimiento de un punto que experimenta movimiento Browniano.

Sin embargo, desde la segunda mitad del siglo XX se han encontrado muchos sistemas tanto

fisicos como bioldgicos, donde el desplazamiento cuadrado promedio recorrido por la sustancia
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que se difunde no crece de forma lineal, es decir,
<r?(t) > oct?, v #1. (2.3.2)

Estos procesos difusivos se dividen en forma natural en dos grandes partes: superdifusion para
v > 1y subdifusion para v < 1, ambos son casos particulares de lo que la comunidad cientifica

nombr6 difusion anomala.

2.3.1.1. Procesos subdifusivos

La dindmica subdifusiva se caracteriza por el fuerte efecto de memoria en el nivel de la fun-
cién de distribucion de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) P(x,t), es decir, a diferencia
de un proceso de Markov, el estado actual del sistema depende de los estados anteriores. Una
caminata aleatoria estandar tiene incrementos espaciales y temporales constantes, Ax y At. Este
proceso dara lugar al proceso de difusion estandar en el limite a largo plazo, es decir, después de
un ndmero suficiente de pasos, y la variable aleatoria asociada z(t) = N —1/25" 4, donde z; es
la posicién después del :—€simo paso, serd distribuido por una Gaussiana debido al teorema de
limite central. Las caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW por sus siglas en inglés) son
una generalizacion de las caminatas aleatorias estandar, en el que tanto la longitud de salto como
el tiempo de espera se distribuyen de acuerdo a dos PDFs, \(x) y 1(t). Asi entonces, una CTRW
se basa en un concepto probabilistico. El propagador para este tipo de procesos en ausencia de
fuerza externa esta dada en términos de la expresion en el espacio Fourier-Laplace [33]

1 - (u)
ull = 2p(k, u)]

La subdifusion es descrita clasicamente en términos de una CTRW con una PDF de tiempo de

Pk, u) = (2.3.3)

espera de cola larga de la forma asintética

,7_&

w(t) ~ m, I<a< 1, (234)

parat > T.

Para el caso libre de fuerzas, con el comportamiento asintético

D) = LLb(t); u) = /O T p(t)etdt ~ 1 — (ur)® (2.3.5)
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de la transformada de Laplace .Z{(t); u} de ¢ (t) y la expansién andloga de una PDF tipica

de salto de corto alcance, A\(k) ~ 1 — ok? (k — 0) para la transformada de Fourier de \(x), se

obtiene
P(k,u) ~ 1—i—u1/‘3Kak:2’ (2.3.6)
donde K, = o/7“ es la constante de difusién anémala.
Asi, de la ecuacion (2.3.6) se obtiene la ecuacion de difusion fraccionaria
gP(m, t) = ODtl_aKaa—ZP(x, 1), (2.3.7)
ot 0x?

donde (D} = % oD; * es el operador diferencial fraccionario de Riemann-Liouville.

2.3.1.2. Procesos superdifusivos

El movimiento Browniano puede generalizarse a vuelos de Lévy. Los vuelos de Lévy son
procesos de Markov con amplias distribuciones de longitud de salto con el comportamiento
asintdtico de la ley de potencia inversa

O’)u’
~Y
|x’1+u’

A(z) (23.8)

tal que su varianza diverja, 7°> = [*°_ \(z)x?dz = oco. Esta forma libre de escala da lugar a las
trayectorias caracteristicas de los vuelos de Lévy como se muestra en la figura (2.5): en contraste
con la naturaleza de “relleno de area” de una caminata aleatoria regular (Gaussiana), un vuelo
de Lévy tiene una dimension fractal con exponente i, y consiste en una agrupacion auto-similar
de estancias locales, interrumpida por saltos largos, en cuyo final comienza un nuevo grupo, y
asi sucesivamente [33]. Esto sucede en todas las escalas de longitud, es decir, el acercamiento
a un grupo a su vez revela grupos interrumpidos por largas estancias. Por lo tanto, los vuelos
de Lévy combinan intimamente las propiedades de salto local derivadas de la parte central de
la distribucion de longitud de salto alrededor de la longitud de salto cero con saltos de gran
distancia fuertemente no locales, es decir, crea correlaciones espaciales que decaen lentamente,
caracteristica de procesos no Gaussianos con varianza divergente. Las trayectorias Gaussianas
también son autosimilares, pero su varianza finita prohibe la existencia de saltos largos que se-

paren los grupos locales.
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Figura 2.5: Trayectorias de vuelos de Lévy (derecha) de indice i = 1,5y caminata aleatoria

(izquierda) con el mismo niimero de pasos (7000).

En ausencia de fuerza, se describen los vuelos de Lévy con una PDF con tiempo de espera
muy marcado ¥ (t) (& = 1) con un tiempo de espera caracteristico t y ¢)(u) ~ 1 — ur. La
transformada de Fourier A(k) = exp(—oc*|k|*) ~ 1 — o*|k|* de una PDF de Lévy de longitud
de salto estable \(z) con forma asintética (2.3.8) por medio de la ecuacién (2.3.3) produce una
ecuacion dindmica en el espacio de Fourier-Laplace, en la que aparece la expresion |k|* P (k, u)

en lugar del término estandar k%P (k, ) de la difusion Gaussiana.

Definiéndose la derivada fraccionaria en el espacio a través de .# {ds‘i (lf)} = —|k|*g(k) para

1 < p < 2, se obtiene la ecuacion de difusion fraccionaria de Lévy

9] o+
e — KK
atP(:z?,t) K Al

siendo K* = o* /7 la constante de difusién generalizada con dimensién cm* s~ [33].

P(z,t), (2.3.9)

Asi, los vuelos de Lévy corresponden a la ecuacion de difusion fraccionaria espacial (2.3.9).

2.3.2. Meétodo de transformadas

Hay muchas clases de problemas que son dificiles de solucionar en sus representaciones
originales. Una transformada integral “mapea” una ecuacién de su dominio original a otro do-

minio adecuado. La manipulacién y la solucion de la ecuacion en el dominio objetivo son mucho
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mas faciles que la manipulacion y la solucién en el dominio original. La solucion luego es re-
mapeada al dominio original con la transformada inversa.

Las soluciones exactas (de forma cerrada) de ecuaciones integrales juegan un papel importante
en la comprension adecuada de las caracteristicas cualitativas de muchos fenémenos y procesos
en diversas areas de las ciencias naturales.

Las bases de cada funcion tienen que ser ortogonales. Una transformada integral solamente
cambia la representacion de una funcion de una base ortogonal a otra. Cada punto en la repre-
sentacion de la funcién transformada en el dominio objetivo corresponde a la contribucién de
una funcion de base ortogonal dada a la expansion. El proceso de expandir una funcién de su
representacion “estandar” a una suma de funciones base ortonormales, adecuadamente escala-
das, es llamado factorizacion espectral. Como las transformadas integrales estan basadas en el
concepto de la factorizacion espectral sobre bases ortonormales, hacen que funciones arbitraria-
mente complicadas puedan ser representadas como las sumas de funciones mucho mas simples.
Las transformadas integrales se utilizan en la solucion de varias ecuaciones diferenciales e inte-
grales [34].

Es conocido que las transformaciones integrales cldsicas tienen la forma

o

(Ko@) = [ Kz, ©)6()dE = g(a) (23.10

donde k(x,&) es alguna funcién dada (kernel de la transformada), ¢(&) es la funcién original
dada en un cierto espacio, y g(x) es la transformada de la funcion ¢(&). Entre las transformadas
integrales mas importantes estdn la transformada de Fourier, la transformada de Mellin y la
transformada de Laplace. Las transformadas integrales estdn conectadas entre si por cambios de

variables y funciones, y tienen amplias aplicaciones [14].

2.3.2.1. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una funcion ¢(x) de una variable real —oco < z < oo, se

define como

[e.9]

(Fo)a) = Flp(a)ia} = o(a) = [ ol @311

—00
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en ocasiones es util escribirlo en la forma

d [ et —1
(Felw)= 7 [ el @3.12)

La transformada inversa de Fourier estd dada por la férmula

(Fg)(t) = §(z) = ;ﬂ | e, (2.3.13)
que tiene leves diferencias respecto a (2.3.11). Las integrales (2.3.11) y (2.3.13) convergen abso-
lutamente para funciones ¢, g € Li(R') y en la norma del espacio Ly(R') para ¢, g € Lo(R').
La transformada de Fourier de la funcién ¢(z) € L;(R') es una funcién continua acotada que
tiende a cero cuando |z| — oo por el teorema de Riemann-Lebesgue.

La razén de disminucién de (F¢)(x) al infinito estd relacionada con la suavidad de la funcién

©(x). Esta conexion esta dada por las relaciones

F{D"p(t); 2} = (—iz)" (Fop)(), (2.3.14)
D*(Fo)(x) = F{(it)"p(t); z}, (2.3.15)
donde D" = d%’ n = 1,2, .. Estas ecuaciones son validas para funciones suficientemente

“buenas” en el sentido de la convergencia absoluta [14].
La relacion (2.3.14) es ventajosa en la manipulacion de las ecuaciones diferenciales parciales.

La aplicacion de la transformada de Fourier al operador de convolucién

o0

hx o= (h*o)(z) :/ h(z — O)p(t)dt, (2.3.16)

—0o0

se tiene especialmente en cuenta. Si h(z), p(z) € Li(R'), entonces h * p(x) € L'(R') y el

resultado
F{(h*p)(t);z} = (Fh)(z)(Fe)(z), (2.3.17)

llamado el teorema de convolucion de Fourier es correcto.
Las transformadas de Fourier aparecen frecuentemente en el estudio de las ondas y la extraccion
de informacion derivada de las ondas, particularmente, cuando la informacion de fase aparece

involucrada.
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2.3.2.2. Transformada de Mellin

La transformada de Mellin de una funcién ¢(x),z > 0, se define como sigue

0" (s) = M{p(t); s} = /OOO 5L p(t)dt, (2.3.18)

y su inversa esta dada por la férmula
1 Y+ioo

p(z) = M {p(s); 2} = — / o (s)rds, 7 = R(s). (2.3.19)

271 Jy—ico

Estas relaciones se derivan de (2.3.11) y (2.3.13) si se reemplaza ¢(t) por ¢(e') y ix por s.
Reemplazando h(t) y = por h(e') y In z respectivamente, se obtiene la relacién de convolucién

de Mellin
T

(hop)(z) = t/ooo h (> so(lt)ﬁ (2.3.20)

t t’
de la convolucién de Fourier (2.3.16). El teorema de convolucion (2.3.17) con respecto a (2.3.20)

toma la forma
(how)(s) =h*(s)e"(s). (2.3.21)
Su definicion para derivadas estd dado como

L'(s)

M{p™(t); s} = (—U”mM{w(t); s —n}, (2.3.22)

donde s € C,R(s — n) > 0, y puede ser probada integrando por partes y usando la definicién
(2.3.18).

La transformada de Mellin puede ser considerada como una version multiplicativa de la transfor-
mada bilateral de Laplace y estd intimamente relacionada con la teoria de las series de Dirichlet,

y es usada habitualmente en teoria de nimeros y la teoria de series asintéticas [14].

2.3.2.3. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una funcién ¢(),0 < x < oo, se define’ como

Lo = (Lo)(p) = L{pt).p} = [~ el (2.3.23)

SEsto se define ocasionalmente como la transformada de Laplace unilateral; la integral desde —oo a +o0o se

denomina transformada de Laplace bilateral.
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y su inversa estd dada por la férmula
_1 _1 1 Y+ico -
(L79)(x) = L7 {g(p);x} = 7/ ~e”g(p)dp, v =R(p) > po. (2.3.24)
Y—100
Haciendo uso de la transformada de Mellin (2.3.18) se pueden obtener otras formas para la
transformada inversa de Laplace [14]

(g)w) = o= [ g1 - s, e =y <1 (2325

) = — _— — s)ds s) = . 3.
I 211 Jy-io I'(1 —s)g ’ 7

La integral

(h% o) = (h*)(x) = /0 Th(X = Op(t)dt, (2.3.26)

es la relacion de convolucién para la transformada de Laplace. El teorema de convolucion

(2.3.17) con respecto a (2.3.26) produce la forma

L(h*p)(p) = (Lh)(p)(Lp)(p)- (2.3.27)

La transformada de Laplace se puede obtener de la transformada de Fourier (2.3.11) restrin-
giendo funciones con la condicién ¢(t) = 0 para ¢ < 0, y reemplazando la variable iz por una
variable compleja p [14].

Probablemente la principal aplicacién de las transformadas de Laplace se tiene en la conver-
si6n de las ecuaciones diferenciales en formas mas simples que pueden resolverse con mayor
facilidad. Para ello, se tiene la siguiente relacion

n—1

(L™ (p) = p™(Lp)(p) — Z_: p o ®(0), (2.3.28)

la cual es facilmente demostrable por integracion por partes siempre que exista la integral co-

rrespondiente [14].

2.4. Mecanica cuantica

La investigacidn en fisica, realizada a finales del siglo XIX y en la primera mitad del siglo
XX, revel6 una naturaleza excepcionalmente peculiar de las leyes que rigen el comportamiento

de las microparticulas: d4tomos, electrones, etc. Sobre la base de esta investigacion, se fundé una
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nueva teoria fisica llamada mecanica cuantica [35].

Mecénica cudntica es la descripcion del comportamiento de la materia y la luz en todos los de-
talles y, en particular, de lo que pasa en una escala atdmica [36]. Desde un punto de vista mas
amplio, la mecénica cudntica deberia ser tratada como el fundamento tedrico de la teoria moder-
na de la estructura y propiedades de la materia. En comparacién con la fisica clésica, la mecéanica
cudantica considera las propiedades de la materia en un nivel més profundo y mas fundamental.
En los primeros anos del desarrollo de la mecénica cudntica, en las primeras campafas de inter-
pretacion estadistica, los fisicos atin no se habian liberado de la concepcién del electrén como
un punto de masa clasico. Se habl6 del electrén como una particula con valores de coordenadas
y velocidad definidos pero desconocidos. Las relaciones de Heisenberg se interpretaron como
relaciones de inexactitud, pero no como relaciones de incertidumbre de las correspondientes
nociones. El cuadrado del médulo de la funcién de onda se interpreté6 como una densidad de
probabilidad de que una particula haya dado coordenadas (de modo que las coordenadas siem-
pre se consideraron definidas). Se dio una interpretacion similar al cuadrado del médulo de la
funcién de onda en el espacio de momentos.

Ambas probabilidades (en el espacio de coordenadas y el espacio de momentos) se consideran
simultdneamente, como si los valores definidos de coordenadas y momentos fueran compatibles.
La imposibilidad real, expresada por las relaciones de Heisenberg, de su medicion simultanea
aparecié como una especie de paradoja o capricho de la naturaleza segin el cual no se podia
saber todo lo existente. Todas estas dificultades se desvanecen si se admite la naturaleza dual
onda-particula del electron en toda su extension, si se acepta el verdadero significado de esta
dualidad y si se entiende claramente a qué conjunto estadistico se refieren las probabilidades de

la mecanica cuantica [37].

Estado

El concepto de estado es uno de de los fundamentales e iniciales en la mecanica cudntica. Di-
rac introduce el concepto de estado como: *“...Tomemos cualquier sistema atémico, compuesto
de particulas o cuerpos con propiedades especificadas (masa, momento de inercia, etc.) interac-

tuando de acuerdo con las leyes de fuerza especificadas. Habra varios movimientos posibles de
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las particulas o cuerpos consistentes con las leyes de la fuerza. Cada uno de estos movimientos
se denomina estado del sistema” [38].

La informacion sobre el estado de un microsistema se obtiene realizando mediciones, esto es,
cuando el sistema interactia con un instrumento de medicidn, que es un sistema macroscopico.
Por ello, los resultados de las mediciones realizadas en microsistemas se expresan necesariamen-
te en términos desarrollados para caracterizar cuerpos macroscopicos (coordenadas, momento,
momento angular, energia, y similares). Estas caracteristicas se llaman variables dindmicas.
Las propiedades de las microparticulas difieren radicalmente de las de los cuerpos macroscopi-
cos. Por esta razon, las variables dindmicas atribuidas a macrocuerpos no pueden atribuirse a
microparticulas. Pero cuando una microparticula interactia con un instrumento, se comporta
como si se caracterizara por al menos una parte de las variables dindmicas anteriormente men-
cionadas [39].

La naturaleza peculiar de las propiedades de las microparticulas se muestra en que las medicio-
nes no producen valores definidos para todas las variables, como se puede ver con la relacion de

incertidumbre de Heisenberg:

St

Ax - Ap, > 5 24.1)

El principio de incertidumbre muestra hasta qué punto podemos usar los conceptos de la mecani-
ca clasica para microparticulas, particularmente, con qué grado de precision podemos hablar de
las trayectoria de las microparticulas. El movimiento en una trayectoria se caracteriza por valo-

res bien definidos de las coordenadas y la velocidad en cada instante. Reescribiendo la relacion

(2.4.1) como

Ax - Av, > i, (24.2)
2m

podemos ver que cuanto mayor es la masa de una particula, menor es la incertidumbre de sus
coordenadas y su velocidad, y en consecuencia, mayor es la precision con la que podemos apli-
car el concepto de una trayectoria a la particula y mayor es la precisiéon con la que podemos
aplicar los conceptos de la mecénica clédsica a su movimiento. Esta declaracion es un caso par-
ticular de una mas general conocida como el principio de correspondencia. De acuerdo con este
principio, en el proceso limite i — 0, las leyes y relaciones de la mecdnica cudntica se trans-

forman en las leyes y relaciones de la mecdnica clésica. En la prictica, esto significa que cuanto
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menor sea el papel de los efectos proporcionales a la contante de Planck £, el comportamiento
del sistema esta mas cerca de ser considerado clasico [39].

El principio de correspondencia permite encontrar andlogos cudnticos a las cantidades cldsicas.
Para caracterizar el estado en el que se encuentra un microsistema considerado, es natural tomar
los valores de las variables dindmicas teniendo un valor definido en el estado dado. El conjunto
de todas las variables dindmicas que tienen valores definidos en un estado dado se denomina
conjunto completo.

Cuando hablamos de variables dindmicas en general (es decir, sin especificar qué variables -z,
Pe» E, etc.) los designamos por el simbolo ().

Al conjunto de los valores numéricos que puede tener una variable dindmica determinada se le
conoce como su espectro. Si estos valores forman una secuencia continua, se dice que la canti-
dad dada tiene un espectro continuo de valores. Si estos valores forman una secuencia discreta,
la cantidad dada tiene un espectro discreto de valores. En el caso general, el espectro de valores
de una variable dinamica puede incluir partes continuas y discretas.

A los diferentes valores de la variable () se les designa por el simbolo ¢. Si el valor dado per-
tenece a un espectro discreto, se escribe como ¢,. La ausencia del subindice indica que el valor
dado pertenece a un espectro continuo.

Dado que las leyes del mundo microscépico difieren radicalmente de las observadas para cuerpos
macroscopicos, los estados y las variables dindmicas tienen que caracterizarse por una cantidad
matematica de naturaleza diferente a la utilizada en la fisica clasica. Por ello, para cada variable
dindmica, hay un operador lineal correspondiente. El estado de un sistema se caracteriza por
una determinada funcién compleja, denominada funcién de onda o funcién psi o amplitud de
probabilidad. Dirac introdujo un tipo especial de vector para caracterizar un estado, lo llamé un

vector estado [39].

Principio de superposicion

Un principio fundamental de la mecdnica cudntica es el principio de superposiciéon de esta-
dos. La esencia de este principio consiste en la siguiente declaracion. Suponiendo que el sistema

puede estar en el estado v; en el cual la cantidad () tiene el valor definido ¢; o en el estado )y
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donde la misma cantidad tiene el valor definido ¢,. Por lo tanto, existe el estado 1) = c191 + co1)s
(donde ¢ y co son nimeros complejos arbitrarios) en el cual la medicion de la cantidad () pro-
duce el resultado ¢; o el resultado ¢-.

Se desprende del principio de superposicion que la superposicion de los estados 1 y 12 donde
( tiene valores definidos conduce a un nuevo estado 1) en el cual () es indefinido.

Un resultado similar se obtiene sobre la superposicion de mas de dos estados. Si existen los es-

tados 11, 1., - - - , 1, en los cuales la cantidad () tiene valores definidos ¢q, g2, - - - , ¢y, €l estado
m=1

(donde c,,, son niimeros complejos arbitrarios) también existe, y la medicién de la cantidad () en
este estado produce uno de los valores q;, g2, - - - , Gn.

El comportamiento de las cantidades ), correspondientes a los estados del sistema descrito en
la ecuacion (2.4.3) es similar al comportamiento de los vectores. En efecto, multiplicando los
vectores dy, ds, - - - , a4, de idéntica naturaleza por nimeros reales ¢y, cs, - - - , ¢, Yy sumandolos,
obtenemos un nuevo vector de la misma naturaleza, es decir, @ = >_ ¢,,d,,. Esta analogia es la
razon por la cual Dirac traté las cantidades correspondientes a los estados de un sistema como

vectores en un espacio especial [39].

Significado fisico de la funcion psi

En la representacion de coordenadas, la funcion psi es una funcién de las coordenadas de
las particulas que forman un sistema y del tiempo. Considerando un sistema que consiste de
una sola particula, tenemos en este caso, ¢ = (z,y, z,t). Una interpretacion correcta de la
funcion psi fue proporcionada por el fisico aleman Max Born en 1926. Postul6 que el cuadrado
de la magnitud de la funcién psi, es decir, la cantidad |¢)|*> = v¥*1 (donde 9* es el complejo
conjugado de 1)) determina la densidad de la probabilidad de encontrar la particula en varios
puntos del espacio. Si multiplicamos [¢(z, y, z, t)|? por el elemento de volumen dV = dzdydz
tomado del punto x, y, z obtenemos la probabilidad de que la particula sea detectada dentro de

los limites de dV en la medicion realizada en el instante ¢:

dP = |2 dV = *pdV. (2.4.4)
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Similarmente, para un sistema conformado por dos particulas, la cantidad
dpP = W(xlayhzlﬁmyz,Zz,t)\zdvldvz, (24.5)

(donde x4, y1, 21 son las coordenadas de la primera particula, x5, y», 2o son las coordenadas de
la segunda particula, dV} = dx1dy,dz, y dVy = dxodysdz,) proporciona la probabilidad de que
la primera particula sea detectada dentro de los limites del volumen dV; y la segunda particula
dentro de los limites de dV5 en la medicidn realizada en el instante ¢.

Dado que una particula con autenticidad, es decir, con una probabilidad de la unidad, debe estar
en algin lugar, la suma de las probabilidades (2.4.4) sobre todo el espacio debe ser la unidad.

Esto nos conduce a la condicién de normalizacién de la funcién psi [40]:

/Oo 2V = 1. (2.4.6)

2.4.1. Ecuacion de Schrodinger

En 1926, el fisico austriaco Erwin Schrodinger presenté su famosa ecuacién como un desa-
rrollo de las ideas de De Broglie de las propiedades ondulatorias de la materia. Asocié con el
movimiento de una microparticula una funcién compleja de las coordenadas y del tiempo, la
cual llam¢ funcién de onda y la designé con la letra griega “psi” (¢ o W), la cual conocemos
como funcién psi [40].

La funcién psi caracteriza el estado de una microparticula. La forma de la funcién es obtenida
de la solucidn de la ecuacion de Schrodinger que aparece como:

. aw(f: t) _ E 2 — —
ih ek _va + V(7 t)| (7, 1). (2.4.7)

donde m es masa de la particula, V' la energia potencial de la particula, ¢ la unidad imaginaria y
V2 es el operador Laplaciano.

La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo describe un sistema que evoluciona en el
tiempo y es de importancia central en la teoria de la mecanica cudntica no relativista.

Su version independiente del tiempo predice que las funciones de onda pueden tener la forma

de ondas estacionarias, denominados estados estacionarios [41]:

Ey(7) = l—;;v? + V(F)] W (7). (2.4.8)
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Hy = Ev, (2.4.9)

donde

N h?

H=—-——V*4+V, (2.4.10)

2m

es el operador Hamiltoniano.
La ecuacion de Schrodinger permite encontrar la funcion psi de un estado dado y consecuen-
temente, determinar la probabilidad de una particula de estar en diferentes puntos del espacio.
Pero esto estd lejos de agotar el significado de la ecuacién. Las reglas para la cuantizacién de
la energia se siguen directamente de la ecuacion (2.4.9) y de las condiciones impuestas sobre
la funcién psi. De acuerdo a su significado, la funcién psi debe ser de un solo valor, continua
y finita (excepto, tal vez, por puntos especiales). Ademds debe tener una derivada continua y
finita. La coleccion de estos requisitos se denomina condiciones estandar.
La ecuacion de Schrodinger incluye la energia total £ de la particula como parametro. En la
teoria de ecuaciones diferenciales se demuestra que las ecuaciones de la forma (2.4.9) tienen
soluciones que satisfacen las condiciones estdndar no a cualquier valor del parametro (es decir
de la energia E), pero solo ciertos valores seleccionados. Estos valores seleccionados se cono-
cen como eigenvalores de la cantidad (de E en este caso). Las soluciones correspondientes a los
eigenvalores de E son llamados eigenfunciones del problema. A la coleccion de eigenvalores se

le conoce como espectro de la cantidad [40].

2.4.2. Pozo de potencial y otros casos

Un problema con un potencial, aunque bastante artificial, considera un potencial unidimen-

sional de la forma:

0o, |z| > L/2,
V(z) = (2.4.11)
0, |z|<Lj2.
La ecuacion de eigenvalores es
d*)  2m

—— + S (E-V)Y=0. (2.4.12)
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La solucién v para cada una de las regiones de la figura 2.6(a) estd dada como 7, V1 y ¥yyy.

Por las condiciones de frontera, sabemos que ©); = 1;;; = 0, y para la region II, las soluciones

permitidas son de la forma

¢II — Aeika: _I_Be—ikm,

2mE
k=4 2

Evaluando en las fronteras, donde ¢(x) = 0, obtenemos

donde

Ae—RL/2 | BeikL/2 _ ()

AethL/2 4 Be—ikL/2 _ ().

Esto se cumple si
nm
kp = —, =0,£1,£2,---.
7"

Asi, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger tienen la forma (Apéndice A.2):

(2)1/2 cos (w) , n=1,3,5,..

L L
¢n = 1/2
(%) sen (%) , n=24.60,..
y los valores de energia estan definidos por
h2m?
E, = 2
omL2"

(2.4.13)

(2.4.14)

(2.4.15)

(2.4.16)

(2.4.17)

(2.4.18)

(2.4.19)

La figura 2.6(b) muestra los primeros dos niveles de energia y funciones de onda de una particula

inmersa en este potencial [41].

D \
a \'; ® 4/2

€2

I I m ¥
E
— X -
-L/2 (o) L/2 -L/2 (o] L/2

(a) Pozo de potencial. (b) Primeros dos niveles de

energia y funciones de onda.

Figura 2.6: Pozo de potencial unidimensional y su solucion.
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Para el caso de la particula libre, la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional estd dada por

% _ —h—Qaz—w (2.4.20)

20U _
! ot 2m Ox2’

y las funciones de onda que satisfacen dicha ecuacion tienen la forma (Apéndice A.3) [39]

(@, t) = oe #EP), (2.4.21)

2.5. Mecanica cuantica fraccionaria

La mecanica clésica y la mecanica cudntica se basan en la suposicion de que la funcion

Hamiltoniana tiene la forma

P’

donde 'y 7 son el momento y el espacio coordenado de una particula con masa m y V (7) es
la energia potencial. En la mecdnica cuantica p'y 7 deben ser operadores p y 7. Asi la funcién
Hamiltoniana H (5, 7) se transforma en el operador Hamiltoniano H (p, 7),

H(p,7) :ﬁ—Z+V(f) (2.5.2)

’ 2m ’ o

donde V(f) es el operador de energia potencial.
La dependencia cuadratica del momento en (2.5.1) y (2.5.2) es un hecho fisico empirico. Sin
embargo, en el intento de comprender los fundamentos detras de este hecho plantea la pregunta,
Jhay otras formas del término cinemadtico en (2.5.1) y (2.5.2) que no contradicen los principios
fundamentales de la mecdnica clasica y la mecanica cudntica? Laskin observo que un enfoque
conveniente de la fisica tedrica para responder a esta pregunta es el enfoque por integrales de
trayectoria de Feynman [5].
En el ano 2000, N. Laskin desarroll6 una nueva extension del concepto de fractalidad. Las inte-
grales de trayectoria sobre las trayectorias de Lévy fueron definidas y la mecanica cudntica junto
con la mecanica estadistica fraccionaria fueron desarrolladas a través de esta nueva aproxima-
cion de integrales de trayectoria fraccionarias. Esta aproximacién por integrales de trayectoria
se definieron sobre trayectorias de los vuelos de Lévy, mostrando asi que, si la fractalidad de las

trayectorias Brownianas conducen a la mecénica cudntica y estadistica estandar, la fractalidad
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de las trayectorias de Lévy conducen a la mecénica cudntica y mecdnica estadistica fracciona-
rias [7-9].

La mecanica cuantica fraccionaria es la teoria de la mecénica cudntica basada en la ecuacion de
Schrodinger fraccionaria [42].

Histéricamente, el primer ejemplo de un objeto fisico fraccionario fue el movimiento Brow-
niano, cuyas trayectorias no son diferenciables, curvas auto-similares cuya dimensién fractal es
diferente de la dimension topoldgica [6].

En fisica cudntica, el primer intento exitoso de aplicar el concepto de fractalidad fue el enfoque
de Feynman a la mecdnica cudntica por integrales de trayectoria [5].

La mecanica cuantica en el tratamiento de Feynman por integrales de trayectoria es la teoria
de funcionales sobre la medida funcional generada por el movimiento Browniano (procesos
estocdsticos de Wiener). Laskin desarrollé un nuevo concepto de fractalidad en fisica cudntica.
Construy6 una nueva integral de trayectoria fraccionaria y formul6 la mecanica cudntica fraccio-
naria como una integral de trayectoria sobre trayectorias de los vuelos de Lévy. Asi, la mecanica
cudantica fraccionaria en el tratamiento de integrales de trayectoria es la teoria de funcionales
sobre la medida funcional generada por los procesos estocésticos de Lévy [7].

Los procesos estocdsticos de Lévy son la generalizacion natural del movimiento Browniano [32].
Los fundamentos de la generalizacion son la teoria de las distribuciones de probabilidad estables
desarrolladas por Lévy [43].

Los procesos de Lévy a—estables son caracterizados por el indice de Lévy o, 0 < o < 2. Cuan-
do o = 2 se tiene el movimiento Browniano (caso Gaussiano).

En el caso Gaussiano, el enfoque por integrales de trayectoria de la mecénica cudntica permite
reproducir la ecuacioén de Schrodinger estandar. En el caso general, se obtiene la generalizacion

fraccionaria de la ecuacion de Schrodinger [7].

2.5.1. Formulacion

Para una particula que al tiempo inicial ¢, se encuentra en el punto = y se mueve al punto
x al tiempo ¢, se dice simplemente que la particula va de a a b y su trayectoria z(t) tendrd

la propiedad z(t,) = x, y x(t,) = . Se obtiene entonces una amplitud cudntica, a menudo
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llamado kernel de propagacion, la cual puede escribir como K p(xpty|x,t,), que se usard para
ir del punto a al punto b. Serd la suma de la contribucioén de todas las trayectorias que van
entre estos puntos extremos. Si se tiene una particula cudntica moviéndose en el potencial V' (z)
entonces la amplitud K p(xty|z,t,) puede escribirse como

z(tp)=2p i

,DFeynmanx(T) €xp {_ " dTV(I(T))} s (253)

Kp(xpty|xats) :/ )

z(ta)=2aq
donde V' (z(7)) es la energfa potencial como un funcional de la trayectoria de la particula z(7),

y la medida de la integral de trayectoria de Feynman estd definido como

(tp)=xp , 00 omihie
/r(ta):xa DFeynmanx<T> = Z\}gl)o /_Oo dry---dry_q ( m >
Ao {2 7l 254)
eX —\X; — T;— cee .
= P e J j—1 )

donde m es la masa de la particula cudntica, A es la constante de Plank, xg = z,, oy = 23 Y
e = (t, — t,)/N.La medida de la integral de trayectoria de Feynman es generada por el proceso

del movimiento Browniano. Asi, la ecuacion (2.5.4) implica que

1/2
(zj — @j-1) ox (Z) (At)'/2,

esta es la relacion entre el desplazamiento espacial y la escala de tiempo. Esto implica que la

(Feynman)
dfractal = 2.

dimension fractal de la trayectoria de Feynman es

La ecuacidn (2.5.4) conduce a la mecanica cuantica estandar [5].

La integral de trayectoria fraccionaria propuesta por Laskin es: [7-9]

o= Dx(T) exp {—i " dTV(JJ(T))} , (2.5.5)

Kp(xptp|zats) :/ 5,

z(ta)=2q
donde V' (z(7)) es la energia potencial como un funcional de la trayectoria de la particula de

Lévy, y la medida de la integral de trayectoria fraccionaria se define como

z(tp)=xp ) S) N
/ Dx(r)--- = lim / dry---dey_1h~

(ta)=za N—o00

iD..e —N/a N
() It
h i

1 A 1/a
X {h <1D 6) ‘l’j — Ij_1|} HRIL (256)
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donde D, es el coeficiente de difusidén cudntica fraccionaria, su dimension fisica en el sistema
CGS es [D,] =erg!~™*cm® s~°, i es la constante de Plank, zo = x4, oy = 73, € = (t, — t4) /N,

y la funcion de distribucion de Lévy es expresada en términos de la funcion de Fox H [44]
D\ e 1/ h\Y° 1 1/ K \"*
-l=e i (A — L1 2 (1,1/a) (1,1/2)
" ( h ) La{h (Dat) 2l = oz|m|H2’2 h (DJ) 21| (" ()

(2.5.7)
donde « es el indice de Lévy.

La medida funcional en (2.5.6) es generada por los procesos estocdsticos de los vuelos de Lévy.

De (2.5.6) se obtiene que

|25 — w51 ] o (B Do) (A1),
lo cual implica que d}iﬁjggal = a.
Se calcula el kernel de la particula libre /X S)) (xptp|ata), y se comparan con el kernel de Feynman
para la particula libre K l(wo) (xptp|xat,). Para la particula libre V(x) = 0, las ecuaciones (2.5.5) y

(2.5.6) conducen a

z(ty)=x
K @tslaata) = [ Da(r) 1

(ta)=2a

_ h—l Z'Doz(tb_ta> e
N B

1 h Le
% Ly {h <2Da(tb_t)> |y — xa|} . (2.5.8)

Cuando @ = 2, la distribucion de Lévy se transforma en una Gaussiana, y los procesos de los
vuelos de Lévy se transforman en los procesos del movimiento Browniano. Asi, la ecuacion
(2.5.8), junto con la definicién (2.5.7) y las propiedades de la funcién de Fox H2121 cuando

a = 2 [45], se transforma en el kernel de Feynman para la particula libre [5]

2mih(ty, — ta)>1/2 exp {im(:z:b —x,)? }
e Xp —— 5.

KO (ayty)ats) = ( (2.5.9)

m 2h(tb — ta)
Asi, (2.5.8) incluye como caso particular al propagador de Feynman cuando o = 2.
En términos de la integral de Fourier (representacion del momento), el kernel fraccionario

K,go)(xbtb|xata) se escribe como

Py~ 7o) _; Dalty — ta)\pla} (2.5.10)

1 00
K(O) ota) = 7/ . _
1 (xptp|zats) 5 ) dpexp (i ; i ;
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mientras que (2.5.9) tiene la forma

_ 2 _
K (zpty|zats) = / dpexp{ x”h Ta) _ ;P (;l;nht“)}. 2.5.11)

De (2.5.10) se observa que la energia [, de la particula cudntica fraccionaria con momento p
esta dada por

E, = Du|p|*. (2.5.12)

La comparacion de (2.5.10) y (2.5.11) permite concluir que cuando o = 2, entonces Dy =
1/2m. Asf, la ecuacién (2.5.12) se transforma en E, = p*/2m.
Haciendo uso de (2.5.10) se puede definir la medida funcional fraccionaria en la representacion

del espacio fase como

(ty) _wb , 00 1
/@a o0 /Dp - Nhfio/_ doy ANy T
— Ya -Da o
/ dps - deeXp{ p1($1h Ta) — 1 €i|ip1| }
_ D, a
wooxoxpd PN @ = ana)  Daclon|® L 5 g
h h
donde € = (t, — t,)/N. Luego, el kernel K (zyty|x,t,) definido por (2.5.5) puede escribirse
como
, o0 1
Kp(zpty|zets) = ]\}1_{1(1)0 /_OO dxy - ”dl‘N_IW

x[ dpl---deeXp{ Zp] — Tjq }
xexp{—hD eZ|pj|a—erV x; }

7=1
En el limite continuo N — ooy € — 0, se obtiene

z(ty)=zyp

Ke(mtlaats) = |

z(ta)=2a

X exp {; /tt dr [p(r)i(r) — Ha(p(T),z(T))]} (2.5.14)

Da(r) / Dp(7)

donde la integral de trayectoria del espacio fase [,;* Dx(7) [ Dp(7) - - - estd dada por la ecuacién

(2.5.13), & denota la derivada temporal, H,, es el Hamiltoniano fraccionario

H.(p,z) = D,|p|* + V() (2.5.15)
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con los cambios p — p(7)y x — x(7), y {(p(7),z(7)} es la trayectoria de la particula en el
espacio fase.
El kernel K (7ty|7,t,), definido por (2.5.5), describe la evolucidn del sistema cuéntico fraccio-

nario
Vs ts) = [ K u (Tt Futa) (s ta), (2.5.16)

donde ;(77,, t,) es la funcién de onda fraccionaria del estado inicial (al tiempo t,), y ¥ 7(7%, )
es la funcion de onda del estado final (al tiempo ;).

Para obtener la ecuacion diferencial para la funcién de onda (7, t), se aplica la ecuacion
(2.5.16) para el caso especial en que el tiempo ¢, difiere de ¢, solo un intervalo infinitesimal
€

V(7 t+€) = /dﬁKL(F, t+ el ) t).

Haciendo uso de la aproximacién de Feynman [/*7 d7V (7(7)) v €V [(F+17)/2, ] y la definicién

dada por (2.5.6), se obtiene

. I P =7 Daelpl® i (F4r 5
@/J(T,t+e)—/dr (2ﬁh>3/oodpexp{z W i— heV 5 S| p () t).

Expandiendo ambos lados en series de potencias y tomando los dos primeros términos

w(F,t)—i—eaw(i’t) - [ ! /Zdﬁexp{iﬁ(ﬂ_’?)}

0 (2mh)3 h
D.e|p]® i P41 -

1-— 1— - "t). (2.5.1

(-2 [ (727 ) o s
Luego, tomando en cuenta las definiciones de las transformadas de Fourier
1 T

rt) = 7 — D’ 2.5.1

00 = gy [ e {53 i) @:5.18)
. . T,

o(p,t) = /dr exp {_Zh} WY(7, ), (2.5.19)

e introduciendo la derivada fraccionaria de Riesz (—h?A)/2

1 DT
32 a/2 — — — a —
se obtiene de la ecuacion (2.5.17)

oY(r,t)

(7, t) + € pr

= (7, t) — @'D}if(—h%)a/%(ﬁ t) — ;EV(F, ) (7, t).
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Esto se cumple para el orden € si ¢ (7, t) satisface la ecuacion diferencial

Z_hawgz,t) = Do (—R2A)2 4 V(7 (7 1), (2:521)

la cual es la ecuacion de Schrodinger fraccionaria.

La ecuacién (2.5.21) puede escribirse en forma de operador como

o
ihg - = Hat) (2.5.22)

donde H, es el operador Hamiltoniano fraccionario
H, = Do(—H*A)Y? 4 V(7 1). (2.5.23)

Cuando H, no depende explicitamente del tiempo, existe una solucion especial a la ecuacion

(2.5.21) de la forma:
V(7 ) = e TEG(P),
donde ¢(7) satisface
Ho¢(r) = E¢(T)

Do(=R2A)*4(F) + V(PM)$(7) = E¢(7) (2.5.24)

conl <a<2.
Siendo la ecuacion (2.5.24) la ecuacion de Schrodinger fraccionaria independiente del tiempo

(o estacionaria) [46].

2.5.2. Particula libre

Resolviendo, de acuerdo con [9,47] la ecuacién de Schrodinger fraccionaria unidimensional

(2.5.21) para V = 0 con la condicién inicial
U(r,t = 0) = Yo(7). (2.5.25)

Aplicando la transformada de Fourier (2.5.19) y usando la derivada fraccionaria de Riesz (2.5.20)

se obtiene la funcién de onda ¢(p, t) en la representacién del momento

dp(p, )

i
ot

= D,|p|“eo(p, 1), (2.5.26)
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con la condicidn inicial g (p) dado por

eo(p) = polp,t =0) = [ O:O e ey (7). (2.5.27)

Resolviendo (2.5.26) y (2.5.27) se obtiene

D, |plet
¢(p,t) = exp { ’;;'} ®o(p)- (2.5.28)

Asi, la solucién de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria unidimensional con la condicién

inicial dada por (2.5.25), puede ser presentada como

1 o) 00 2 D «
W(7,t) = %/_m dF’/_OO dp exp {z’p(r ") _;Dalp t}l/)o(f’) (2.5.29)

h

%0 1 1/ n \Y°
/m Mo g \ip) T

donde la integral sobre dp se expresa en términos de la funcién H de Fox 1‘[2121

(G G )] Yo()  (2.5.30)



Capitulo 3

Ejemplos de la ecuacion de Schrodinger

fraccionaria existentes

Tiempo después de que Laskin publicara sus trabajos sobre la mecénica cudntica fracciona-
ria [7-10], surgieron trabajos de otros investigadores respecto al tema. Algunos replicando los
calculos realizados por Laskin, otros presentando soluciones de la ecuacidn tanto para la particu-
la libre como para diferentes potenciales y otros presentando enfoques diferentes para llegar a
una nueva forma de la ecuacion de Schrédinger fraccionaria.

Uno de los primeros trabajos en aparecer fue el de Debnath, que present6 el uso de las ecua-
ciones diferenciales e integrales fraccionarias en mecdnica de fluidos asi como la ecuacién de
Schrédinger fraccionaria [48].

En 2004 Naber construy6 la ecuacion de Schrodinger fraccionaria en el tiempo [49]. Encontro
que era equivalente a la ecuacion de Schrodinger habitual pero con un Hamiltoniano que de-
pendia del tiempo y no era local en el tiempo. Resolvié la ecuacidn para el caso de la particula
libre y el pozo de potencial. La probabilidad y los niveles de energia resultantes incrementaban
con el tiempo a un valor limite dependiendo del orden de la derivada temporal. En el limite
t — oo la energia de los estados propios era similar a la dada por la ecuacidén de Schrodinger
habitual pero dividida por el orden de la derivada temporal al cuadrado y teniendo un exponente
dependiente del orden de la derivada temporal. Inicialmente la energia de los estados propios es

la misma que para la ecuacion de Schrodinger habitual. A medida que el tiempo pasa, la energia
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de cada nivel incrementa, al igual que el espacio entre los niveles de energia . Por tanto, si el
espectro de radiacién emitida se controlara a lo largo del tiempo, para un pozo fraccionario, se
veria un corrimiento al azul y el espacio entre las lineas espectrales también aumentaria.

Luego Bhatti y Debnath obtuvieron en 2004 las soluciones de la particula libre de la ecuacién
de Schrodinger fraccionaria temporal y la ecuacidon de Dirac [50]. Representaron la solucién
de la ecuacion de Schrodinger por una Gaussiana tridimensional generalizada, cuyas graficas
se representaron en términos de varios valores fraccionarios. Asi también presentaron las solu-
ciones a la ecuacién de Dirac y proporcionaron graficas para mostrar el comportamiento de la
solucién para un rango de valores fraccionarios. Observaron que cuando el orden de la derivada
temporal es &« = 1/2 la solucidn estaba completamente amortiguada. A medida que se acercaba
a 1, las soluciones comenzaban a comportarse de manera habitual. También mostraron que las
soluciones correspondientes al orden integral de las ecuaciones de Schrodinger y Dirac seguian
como casos especiales de las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias correspondientes.
Las soluciones se obtuvieron en términos de las funciones G de Mittag-Leffer usando las trans-
formadas conjuntas de Fourier y Laplace.

Anos después, Gou y Xu resolvieron en 2006 la ecuacién de Schrodinger fraccionaria para la
particula libre y para el pozo de potencial infinito [47]. Obtuvieron la solucion fundamental
del problema de Cauchy para la particula libre, los niveles de energia y las funciones de on-
da normalizadas de una particula en un pozo de potencial. En el problema de penetracién de
barrera, determinaron los coeficientes de reflexion y de transmision de una particula en una
pared de potencial rectangular. Y en el problema de dispersion cudntica, de acuerdo a la ecua-
cién de Schrodinger fraccionaria, proporcionan la funcion de Green de la ecuacion integral de
Lippmann-Schwinger.

En 2007, Wang y Xu construyeron la ecuacion de Schrodinger fraccionaria con derivadas frac-
cionarias de espacio y tiempo [51]. Resolvieron la ecuacion para el caso de la particula libre
y un pozo de potencial cuadrado por el método de transformadas integrales, transformada de
Fourier y transformada de Laplace, y las soluciones las expresaron en términos de la funcién G
de Mittag-Leffter. Encontraron que algunos resultados cldsicos pueden ser obtenidos cuando los

valores de las derivadas fraccionarias toman valores particulares.
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Ese mismo afio, Bhatti obtuvo la funcién de onda de la particula libre de la ecuacién de onda
fraccionaria en el tiempo [52]. Present6 la funcién de onda en términos de la funcién de Green
tridimensional generalizada que involucra potencias de tiempo fraccionarias como la variable ¢.
Dedujo el principio de incertidumbre de Heisenberg de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria
utilizando el valor integral del pardmetro fraccionario o = 1.

Dong y Xu estudiaron la ecuacién de Schrodinger fraccionaria espacial, propuesta por Laskin,
con potencial lineal, potencial delta y potencial de Coulomb bajo la representacion del momento
utilizando la transformada de Fourier [53]. Mediante el uso de la transformada de Mellin y su
transformacion inversa obtuvieron los niveles de energia y las funciones de onda en términos
de la funcion H de Fox para una particula en un campo de potencial lineal y un potencial delta.
Mostraron la forma integral de las funciones de onda para una particula en el campo potencial
de Coulomb y demostraron que los niveles de energia discutidos por Laskin en [10] satisfacen
una igualdad de limite infinito de la funcién H. Ademads todos sus resultados contenian los de
la mecanica cudantica estdndar como casos particulares. En 2008, construyeron la ecuacion de
Schrédinger fraccionaria con derivadas fraccionarias espacial y temporal [54]. Luego estudiaron
el comportamiento de evolucién temporal del sistema cudntico fraccionario en campos poten-
ciales independientes del tiempo. Encontraron que las propiedades de evolucidon temporal del
sistema cudntico no solo dependian del orden de la derivada fraccionaria temporal, sino tam-
bién del signo de los valores propios de la ecuacidn espacial. Encontraron también que el valor
limite de probabilidad podia ser mayor o menor a uno, lo que significaba que la ecuacién de
Schrodinger fraccionaria describe el sistema cudntico donde la probabilidad no es conservada y
las particulas pueden ser extraidas o absorbidas por los potenciales. Probaron que no hay canti-
dades que se conserven en el sistema cudntico fraccionario espacio-temporal.

Ese mismo afio estudiaron la ecuacion de Schrodinger fraccionaria para el pozo de potencial infi-
nito, un potencial periddico y un potencial delta [55]. Encontraron que la condicion de continui-
dad o discontinuidad de una derivada fraccionaria de una funcién de onda debe ser considerada
para resolver la ecuacién de Schrodinger fraccionaria. Obtuvieron mas estados de paridad que
los obtenidos por la mecanica cuéntica estdndar para el pozo de potencial infinito. Derivaron las

ecuaciones de energia correspondientes y resolvieron por métodos graficos. Mostraron también
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la validez del teorema de Bloch y revelaron la estructura de la banda de energia para el potencial
periddico.

En 2009, Eid et al. [56] resolvieron la ecuacion de Schrodinger fraccionaria en un espacio frac-
cionario a—dimensional con un potencial de Coulomb proporcional a TB%Q, 2 < B < 4. Las
funciones de onda fueron estudiadas en términos de dimensionalidades espaciales a 'y 3y los
resultados para 3 = 3 fueron comparados con los presentados en la literatura. Partieron de la
ecuacion de Schrodinger fraccionaria independiente del tiempo en coordenadas esféricas en un
espacio a—dimensional. Resolvieron la ecuacidn por variables separables y obtuvieron las so-
luciones para la parte radial para varios valores de /3. Para el caso § = 3 obtuvieron el resultado
presentado en la literatura, pero para otros valores considerados, la forma de la solucion difiere
de las otras. Los resultados obtenidos en este articulo pueden aplicarse a modelos de espacios
de dimension fraccionaria con un potencial de Coulomb fraccionario para excitones! en sélidos
anisotrépicos.

En 2010, De Oliveira et al. resolvieron la ecuacion de Schrodinger fraccionaria presentada por
Laskin para potenciales delta y doble delta para todas las energias [57]. Presentaron las solucio-
nes en términos de la funcién de Fox H. En 2011 estudiaron el efecto ttinel a través de potenciales
delta y doble delta en la mecanica cudntica fraccionaria [42]. Luego de resolver la ecuacion de
Schrodinger fraccionaria para estos potenciales, calcularon los coeficientes de reflexion y de
transmision correspondientes. Observaron que esos coeficientes tienen un comportamiento in-
teresante, particularmente, que se puede tener efecto tinel de energia cero cuando el orden de la
derivada de Riesz es diferente de 2. Ademads, obtienen que para ambos potenciales, el limite de
energia cero del coeficiente de transmision estd dado por 75 = cos?(7/a) donde « es el orden
de la derivada.

En el mismo afio, Muslih ef al. [58] presentaron una ecuacion de Schrédinger fraccionaria y su
solucion. Obtuvieron la ecuacion mediante dos métodos, primero usando el principio variacional
y luego de la ecuacion de Klein-Gordon fraccionaria. Demostraron que ambos métodos llevan a
la misma ecuacién de Schrodinger fraccionaria. Obtuvieron las soluciones para la particula en

un pozo de potencial infinito, y estas soluciones fueron obtenidas en términos de los senos de la

'Un excitén es una cuasiparticula (o excitacién elemental) de los s6lidos formada por un electrén y un hueco

ligados a través de la interaccion coulombiana. Se da tinicamente en semiconductores y aislantes.
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funcion G de Mittag-Leffter.

Saxena et al. [59] presentaron la solucién de la generalizacion fraccionaria de la ecuacion de
Schrodinger unidimensional siguiendo el método conjunto de las transformadas de Laplace y
Fourier. La solucién obtenida se presento en términos de la funciéon H de Fox. Obtuvieron co-
mo caso especial un resultado obtenido anteriormente por Debnath [48] para la solucién de la
ecuacion de Schrodinger generalizada. Ese mismo afio presentaron la solucion de la ecuacion
de Schrodinger fraccionaria en el espacio y el tiempo unidimensional [60] siguiendo el mismo
método que su trabajo anterior. Presentaron su resultado principal en forma de teorema y pre-
sentaron tres casos especiales en forma de corolarios.

En 2011, Dong estudi6 el sistema cudntico fraccionario de muchos cuerpos utilizando el método
de matriz de densidad [61]. Obtuvo resultados del modelo de Thomas-Fermi, obtuvo la presion
cudntica del gas de electrones libres. También mostr6 la validez de los teoremas de Hohenberg-
Kohn en la mecanica cudntica fraccionaria espacial y generalizo la teoria funcional de la densi-
dad a la mecdnica cudantica fraccionaria.

Por su parte, Laskin present6 en 2012 una revision de los fundamentos fisicos de la mecanica
cuantica [46]. En los fundamentos cubre la ecuaciéon de Schrodinger fraccionaria, la derivada
fraccionaria de Riesz, el enfoque por integrales de trayectoria a la mecdanica cudntica fracciona-
ria, la hermiticidad del operador Hamiltoniano fraccionario, la ley de conservacion de la paridad
y la densidad de corriente. Las aplicaciones fisicas que presenta son la dindmica de la particula
libre, una nueva representacion para el kernel de la particula libre, el pozo de potencial infinito,
estados ligados en un pozo de potencial J, potencial lineal, atomo de Bohr fraccionario y el os-
cilador fraccionario. Revisa también los fundamentos del enfoque por integrales de trayectoria
de Lévy a la mecdnica estadistica fraccionaria. Los resultados presentados en su trabajo son re-
presentados en términos de la funcién de Fox H.

Uno de los primeros trabajos que puso en duda los resultados obtenidos por Laskin fue el de
Jeng et al. [62]. En este trabajo se analizaba el pozo de potencial infinito unidimensional y mos-
traba que el supuesto estado fundamental presentado por varios articulos [7-9,47, 55], que se
basan en un enfoque por partes, definitivamente no era la solucion de la ecuacion de Schrodinger

fraccionaria para el pardmetro fraccionario general o para el caso del pozo de potencial infinito,
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pero que los resultados obtenidos por Dong y Xu [53] para el potencial delta eran correctos.
Presentaron una solucién a la ecuacién de Schrodinger fraccionaria para el oscilador arménico
unidimensional con o = 1.

Ante esta situacion, Bayin publicé un trabajo [63] en el que analiza el problema del pozo de po-
tencial infinito y prueba que, contrario a lo establecido por Jeng et al. [62], con un tratamiento
exacto y adecuado, las soluciones de la ecuacidon de Schrodinger fraccionaria presentadas por
Laskin son correctas. También discute un enfoque potencial efectivo y presenta una solucion a
la particula libre para la ecuacién de Schrodinger fraccionaria espacio-temporal en coordenadas
generales en términos de la funcién H de Fox, mismos que fueron obtenidos por Guo y Xu [47].
Present6 también, para mayor claridad, informacion adicional sobre las integrales criticas y des-
cribié como se logra su continuacién analitica [64].

Posterior a esto, Hawkins y Schwarz [65] argumentaron que el cdlculo realizado por Bayin en
su trabajo [63] no era consistente puesto que utilizaba técnicas integrales de contorno estandar
a pesar de la ausencia de un integrando analitico. Presentaron ellos un calculo que afirmaban
correcto, respaldado por su trabajo previo [62] que demostraba que las supuestas soluciones por
partes no resuelven la ecuacién de Schrodinger fraccionaria para el pozo de potencial infinito.
Segun sus resultados, si la solucion del estado base dado por Laskin fuera correcta, entonces
su integral calculada deberia ser proporcional a cos(mx/2a), pero no era el caso. Sus solucio-
nes mostraban que las soluciones de Laskin no eran correctas, sin embargo, tampoco mostraban
cuales si eran las soluciones correctas.

Para ello, Bayin dio detalles adicionales sobre como se evaluaban las integrales [66], y mostraba
que no habia inconsistencia alguna para el caso de pozo de potencial. Mostré que para n en
general, en lo que respecta a la representacion integral de la solucién en el espacio de momen-
to, no hay inconsistencia [67]. Para determinar la fuente de una posible inconsistencia, también
examino las diferentes representaciones de la derivada de Riesz, que juega un papel central en
la controversia y muestra que todas tienen la misma transformada de Fourier cuando se evalian
con suposiciones consistentes.

Luchko reviso6 la ecuacion de Schrodinger fraccionaria para el caso de la particula que se mueve

en un pozo de potencial infinito [68]. Proporciona un tratamiento matemdtico exhaustivo sobre
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las soluciones a la ecuacion de Schrodinger fraccionaria para una particula que se mueve en un
pozo de potencial infinito. El problema en cuestion se reformula en términos de tres ecuaciones
integrales con los kernel de potencia. Incluso, si las ecuaciones no parecen muy complicadas,
no se conoce ninguna solucion a estas ecuaciones de forma explicita. Las ecuaciones obtenidas
se utilizan para mostrar que los eigenvalores y eigenfunciones de la ecuacién de Schrodinger
fraccionaria para una particula en un pozo de potencial infinito presentado por Laskin en el afio
2000 no pueden ser vélidas.

Zhao et al. investigaron en 2013 la ecuacion de Schrodinger fraccionaria local en el sistema
Cantoriano unidimensional [69]. Las soluciones de aproximaciones se obtuvieron utilizando el
método de expansion de series fraccionaria local. Las soluciones obtenidas mostraron que su
método es una herramienta simple y eficaz para resolver ecuaciones diferenciales parciales den-
tro del operador de derivada fraccionaria local.

Achar et al. [70] también obtuvieron la ecuacién de Schrodinger fraccionaria para una particula
no relativista siguiendo el método de integrales de trayectoria de Feynman. Corrigieron ciertos
errores en el trabajo de Naber [49]. Obtuvieron la ecuacién de continuidad correcta para la den-
sidad de probabilidad asi como una solucién de la funcién de Green para el caso de la particula
libre. La probabilidad total para una particula libre se mostr6 que es cero en el limite para un
tiempo infinito, en contraste con los resultados de Naber de una probabilidad total mayor a 1.
Proporcionaron una generalizacion para el caso de la particula en un campo de potencial.
Mahata discutié en 2013 los trabajos recientes para la derivacidon de la mecdanica cuéntica frac-
cionaria [71]. Discuti6 la ecuacion de Schrodinger fraccionaria con y sin un término local.
Ademas discuti6 las aplicaciones de un enfoque fraccionaria a la ecuacién de Schrodinger para
la particula libre y el pozo de potencial.

En el afio 2016, Wei [72] senal6 algunas deficiencias en dos documentos de Laskin. Argument6
que la relacién de incertidumbre fraccionaria no se cumplia en general y que la ecuacién de con-
tinuidad de probabilidad en la mecénica cudntica carecia de un término fuente, lo que conducia
a la teletransportacioén de particulas. Por su parte, Laskin aclaré que el comentario presentaba
declaraciones erroneas [73]. Presentd un mapa entre la mecanica cuantica estandar y la mecani-

ca cudntica fraccionaria para enfatizar las caracteristicas de la mecdnica cudntica fraccionaria y
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para evitar interpretaciones erroneas de la relacion de incertidumbre fraccionaria. Ademads de-
mostré que la ecuacion de probabilidad fraccionaria que presento en sus articulos es correcta en
su area de aplicacion.

Por otro lado, en afios recientes, han aparecido trabajos mostrando resultados a través de méto-
dos numéricos para el problema de eigenvalores del operador Laplaciano fraccionario. Trabajos
como el de Zoia et al. [74] muestran estos resultados para diferentes condiciones de frontera
en un intervalo finito. Kwasnicki [75] obtiene los primeros niveles de energia para el proble-
ma unidimensional en un intervalo finito. Guerrero y Moreles [76] propusieron un método por
aproximacion por funcién de volumen de control para resolver ecuaciones que involucran La-
placianos fraccionarios mientras que Duo y Zhang [77] calcularon el estado base y el primer
estado excitado de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria en un pozo de potencial infinito. Los
resultados que obtuvieron fueron comparados con los obtenidos por Zoia y Kwasnicki. Los re-
sultados obtenidos de forma numérica en estos trabajos muestran un comportamiento asintético

de los eigenvalores del Laplaciano fraccional.



Capitulo 4

Analisis de la distribucion de estados

cuanticos para el pozo de potencial

En afios recientes se han estudiado problemas variacionales que involucran operadores dife-
renciales no locales. Estos operadores usualmente se definen via integracién global y permiten
describir procesos difusivos en presencia de interacciones de largo alcance. El operador modelo
es el Laplaciano fraccional (—A)®, para0 < s < 1.

En el modelado de procesos de difusion para un material confinado de una regién delimitada (2
se debe de tomar en cuenta la naturaleza no local del problema. Las condiciones de frontera que

naturalmente se pueden acoplar a las ecuaciones de la forma
(=A)Y’u=f enQ

reflejan interacciones de largo alcance. Se consideran dos tipos de tales condiciones de frontera.
Ambas surgen juntas con el operador Laplaciano fraccionario y se conocen como condiciones
de frontera tipo Navier y tipo Dirichlet respectivamente [78].

Las condiciones de frontera tipo Navier para el operador (—A)® se definen como
1L|3Q = AU|6Q = A2u|ag == A5_1u|aﬂ = 0. (401)

El operador correspondiente (—Agq)% (espectral) es la s—ésima potencia del operador Lapla-

ciano convencional.

57
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Por otro lado, las condiciones de frontera tipo Dirichlet para el operador (—A)® se definen como

ou 0%u oy

lan =0, (4.0.2)

donde n es el vector unitario normal a Jf2. Contrario al operador Laplaciano tipo Navier (—Agq)%,
el operador Laplaciano tipo Dirichlet (—Ag)3%, no se define como potencia espectral del Lapla-

ciano convencional. Ambos operadores se definen positivos y tienen espectro discreto, donde
N D
)\s,i > As,i

siendo que A}, y AL, representan los eigenvalores de (—A)%, y (—A)$, respectivamente [78,79].

Para ver como se relacionan ambos operadores, se pueden enfatizar en el caso del primer
término de ambas condiciones de frontera, esto es, cuando la solucién evaluada en la frontera se
anule. En la literatura se consideran dos nociones de operadores fraccionarios, la integral (que se
reduce al Laplaciano clasico) y la espectral (conocido como Laplaciano fraccional local) [79].

Paraun s € (0, 1), el operador de Laplace fraccional en el punto x se define por

(—A)pu(z) = C(ﬂg ) /n 2u(z) = u(Tyﬁfz)s_ uz = y) dy, (4.0.3)

donde ¢(n, s) es una constante de normalizacién que depende solamente de n y s.

Un operador diferente, en ocasiones denotado por A, se define como la potencia del operador
de Laplace y se obtiene usando la descomposicidn espectral del laplaciano. Sea {2 un dominio
delimitado suave en R" y sean \; y e, k € N, los eigenvalores y eigenfunciones correspon-
dientes del operador laplaciano —A en €2 con condiciones de frontera de Dirichlet cero sobre

012, es decir
—Aek = /\kek cn Q,

(4.0.4)
er = 0 sobre OS2,
normalizada de tal manera que || e || 2= 1. Para algin s € (0, 1) y algtin u con
u(z) = ae;(x) x € Q, (4.0.5)
ieN
se considera el operador
Asu = (=A)yu =3 _ aiXe;, (4.0.6)

ieEN
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donde a; representa la proyeccion de u sobre la direccion e;.

Estos dos operadores son diferentes. El operador espectral depende del dominio €2 considerado
(dado que )\; y e; dependen de €2), mientras que el integral evaluado en algin punto es indepen-
diente del dominio en el cual se establece la ecuacion. Por la definicion del operador espectral,
sus eigenvalores son \j y ey, esto es, la s—ésima potencia de los eigenvalores y las mismas

eigenfunciones del operador Laplaciano estandar.

Se consideran entonces los problemas de eigenvalores en un dominio suavemente delimitado
(2 € R, con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneo cero:
(—A)yu = Auen €,

(4.0.7)
u = 0 sobre 0f)

(=A)Hu = Auen €,
v (4.0.8)
u=0enR"\ Q
A partir de esto, se puede proceder a resolver el problema de eigenvalores para la ecuacion de
Schrodinger fraccionaria con condiciones de frontera tipo Dirichlet haciendo uso del operador

Laplaciano fraccional con las condiciones de frontera tipo Navier, esto debido a que el espectro

del operador integral es mas dificil de describir explicitamente.

4.1. Pozo de potencial unidimensional

Para corroborar los resultados obtenidos por Laskin en sus trabajos [9, 46, 80], se procede al
andlisis del caso de la particula en un pozo de potencial.
Una particula en una barrera de potencial unidimensional se mueve en un campo potencial de la

forma

00, |z|>a
V(z) = (4.1.1)

0, |z|]<a.
Es de nuestro interés el encontrar las soluciones de la ecuacion de Schrodinger (2.5.24) unidi-

mensional que describe los estados estacionarios con energias bien definidas. Asi, en la regién
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media donde el potencial se anula, la ecuacion de eigenvalores es
Do(—R2N)2¢(x) = E¢(x). (4.1.2)
Reacomodando algunos términos se puede establecer que
(=A)*2¢(x) = k*(x), (4.13)
donde
E

N
De acuerdo a (4.0.7) y las definiciones proporcionadas en (4.0.5) y (4.0.6), puede establecerse

kO[

4.1.4)

entonces la relacion

S aiki g =k aid, (4.1.5)
ieN ieN
de donde se obtiene
> aigi(kf — k%) = 0. (4.1.6)
iEN

Debido a que el operador de Riesz es hermitiano [10], las ¢’s son una base ortogonal, con ello
se sigue que la tnica solucion posible a la ecuacion anterior es que a; (k¥ — k%) = 0, lo cual
implica a su vez que bien a; = 0 0 k; = k para cada 7. Al suponer que k es diferente de cada k;
automdticamente se tiene que todos los a; = 0 lo cual nos lleva a la eigenfuncidn trivial nula. Sin
embargo, si £ fuese igual a alguna £, entonces todos los a; con ¢ diferentes de j deben ser cero y
la eigenfuncion del nuevo operador en cuestion es una combinacion lineal de los eigenfunciones
asociadas al eigenvalor k;, igual en nimero a la degeneracion de dicho eigenvalor.

Asi entonces

K = k2, 4.1.7)

k =k;. (4.1.8)

De (2.4.14) y (4.1.4) se obtiene

(4.1.9)

y con ayuda de (2.4.19) se obtiene

Ex =D, () n®. (4.1.10)
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Las soluciones son de la forma

on(z) = Chsen %(w +a),

(4.1.11)
paran € N. La normalizacién [*_ |¢(x)[*dz = 1 conlleva a que Cy = 1/+/a.

4.2. Generalizacion al caso del pozo 3D

Teniendo en cuenta el potencial dado por

co, o] > a,lyl > b,z > ¢
V(z,y,z2) = 4.2.1)
0,  cualquier otro caso
con las condiciones de frontera
Plag = 0. (4.2.2)
La ecuacidn a resolver es de la forma

Do(=h*D)*2¢(i") = Eg(F). (4.2.3)
Separando al solucién de forma que

O(7) = ¢u () by (y) 0= (2),

4.2.4)
y haciendo uso nuevamente del operador espectral, se obtiene en este caso para cada coordenada

> akid; = k"D aidi.

(4.2.5)
ieN iEN
Dado que k = (k2 + k2 + k2)'/%y
NgT Ty n,m
kac - 2a 5 kfy - %, kz - z, (426)
los niveles de energia son de la forma
Ar\® (n2  nl n? o2
EN,lmn = Da <2> <a2 + 672 + 67 s (427)
y las soluciones admitidas son de la forma

ONimn(2,y, 2) = Csen(k,(z + a)) sen(k,(y + b)) sen(k,(z + ¢)) (4.2.8)



62 ANALISIS DE LA DISTRIBUCION DE ESTADOS CUANTICOS

Cuando la caja es simétrica (a = b =c = %)

L L L
ONimn (T, Yy, 2) = C'senk, (x + 2) sen k, (y + 2) sen k. (z + 2) (4.2.9)
y
hm “ /2
EN,lmn =D, (L) (ni + nz + ni) . (4210)

Resultados similares fueron obtenidos mediante enfoques distintos por Dong [81] y Wei [82].
En el apéndice B se presenta un procedimiento distinto para la obtencion de los eigenvalores y

eigenfunciones en términos las soluciones conocidas.

4.3. Densidad de estados

Para un sistema fisico especifico se necesita evaluar el nimero de estados de energia posibles
(N) por volumen (V). Este sistema puede consistir en moléculas de un gas ideal, electrones en
un metal o la radiacién de cuerpo negro. El nimero de estados dependeré de la energia debido
a la naturaleza ondulatoria de las particulas. Una particula con longitudes de onda més cortas
tiene mas formas de caber en una caja de tamafio fijo que una particula con longitud de onda
mas grande. Dado que a una longitud de onda mas corta le corresponde una energia mayor, el
nimero de estados N (F) incrementa conforme incrementa la energia.

El niimero de estados de energia posibles por volumen (n4(E)) se escribe como
ny(E) = ——. 4.3.1)

La densidad de estados p se define como la derivada de n, con respecto a &~ como

dng
p(E) = dg- (4.3.2)

Esta ultima relacion serd positiva puesto que n, incrementa con £. La densidad de estados es
el nimero de estados por volumen por unidad de energia. La funcién de densidad de estados
especifica cuales estados son permitidos, mas no cudles estan ocupados [83].

Para el caso de electrones en un metal, se puede tomar al electrén como una particula relativista

en una caja.
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Asi, definiendo el radio vector R en el espacio n

R=\/ni +ni+n2 (4.3.3)

y teniendo en cuenta la ecuacién (4.2.10), se puede expresar la energia en términos de R.

E=D, <7”> R (4.3.4)
L
© / /
L s ENYY 2L/ EN\Y®
— =) == (=) . 4.3,
=g (Da> h <Da> (4.3.5)

Figura 4.1: Esquema de Rayleigh para el conteo del niimero de valores permitidos para n,, n,

2 2 | 2 2
y n; donde n; + n, + n; es menor que <.

Dentro del radio R, el nimero de estados es un octavo del volumen de la esfera dado que se
involucran solo valores positivos de n (Fig. 4.1). También debe multiplicarse por 2 para tener en
cuenta los dos posibles valores del espin del electrén [84].

Por lo tanto,

N = (2) (;) gwR:‘. (4.3.6)
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Luego, sustituyendo (4.3.5) en la ecuacién anterior obtenemos

_ 8rlL? < E )3/a
D, '

N(E) =
El ndmero de estados por unidad de volumen es

T T g

N 87T<E>3/a
D, '

Asi, la densidad de estados para un electrén no relativista viene dada por

dn 8 3/ 3/
— s _ 2% ap Ja 1'

(4.3.7)

(4.3.8)

4.3.9)
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Resultados y discusion

Para entender el resultado de N (F), debemos saber cémo se define k, esto es, haciendo la
analogia entre la ecuacion estandar y la ecuacidn fraccionaria, es decir, reescribiendo en la forma

de una ecuacion de difusion.

Do(~1?A)*%¢ = E¢

E
A a/2 4
De aqui que
E
k* =
D, h~

Los valores que tomard £ dependerdn de las condiciones de frontera aplicadas a las eigenfun-
ciones del operador fraccionario.

Lo anterior no contradice a las soluciones obtenidas por Laskin [46]. De la ecuacion (4.2.10) po-
demos ver que para el caso unidimensional, obtenemos los mismos resultados que Laskin para
los niveles de energia, y de la ecuacion (4.2.9) obtenemos las mismas funciones de onda que los
reportados en la literatura. Con ello se comprueba lo establecido por Musina [78], Servadei [79]
y Barrios [85], que para el caso del operador espectral, los eigenvalores y las eigenfunciones de
dicho operador se establecen en términos de los eigenvalores y eigenfunciones del Laplaciano
convencional.

Estos resultados son correctos en el dominio de solucion de la caja. Cabe aclarar que los trabajos

presentados por Laskin y otros investigadores no aclaran la forma de obtencion de la soluciodn;
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esta puede ser obtenida en el caso en que se hace uso del operador Laplaciano fraccional es-
pectral, o en términos de los trabajos de Musina [78], cuando se hace uso de las condiciones de
frontera tipo Navier.

En el caso limite cuando o« — 2, las soluciones obtenidas mediante el operador espectral tienden
a tomar los mismos valores que las soluciones de la ecuacion de Schrodinger reportados en la

literatura.

Respecto a la distribucion de los estados cuénticos, estos seguirdn formando una red regular,
sin embargo, estardn dentro del limite de la funcién definida por R, dicha distribucién se ve
afectada por el valor de . Para el caso limite, cuando o toma el valor de 2, tenemos que esta
distribucion queda dentro de la esfera de radio R, sin embargo, en el caso de la aplicacién de
un operador fraccionario, la forma del volumen contenedor de los valores posibles que puedan
tomar los nimeros cudnticos n; se vera afectada por el valor de a.

La relacion (4.3.7) es igual al primer término de la funcion de conteo de la ley de Weyl para el
comportamiento asintdtico de eigenvalores del Laplaciano, esto es

V3
N(k) =
(k) 372
tomando en cuenta que se consideran ambas polarizaciones del electron.
En [86] se puede encontrar una comparativa numérica entre los eigenvalores de los distintos

operadores Laplacianos fraccionales.

Para un electron sujeto a la influencia de una red atdémica, esta sujecion representaria su
confinamiento en un potencial, que para nosotros seria en una primera idealizacion una caja o
potencial infinito. Siguiendo el procedimiento de Bloch (Apéndice C) para establecer las ban-
das permitidas se puede observar que el espesor y la distribucion de estas bandas se veria bien
diferenciado para los casos del espectro estandar y el espectro fraccionario, esto debido a la pre-
sencia del factor fraccionario . Se debe tener presente que a diferentes sistemas, en este caso,
un pozo convencional y uno fractal, no es de esperarse resultados iguales. Por otro lado, el desa-
rrollo de nuevas herramientas es para abordar nuevas situaciones en las que una aproximacion

fractal pudiera ser més adecuada. Como ejercicio mental, puede pensarse por ejemplo en un ma-
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terial compuesto a escalas mesoscopicas con un patron de componentes no regular sino més bien
fractal, serd posible entonces imaginar un espectro de confinamiento que no necesariamente sea
analizable en términos del teorema de Bloch estandar y tal vez si posiblemente en términos de
estas nuevas herramientas.

Monsoriu et al. [87] presentan propiedades de dispersion de particulas cudnticas en secuencias
de potenciales periddicos finitos que convergen a un potencial fractal haciendo uso de matrices
de transferencia. Obtuvieron y compararon coeficientes de reflexion para ambos potenciales y
mostraron que para el caso del potencial fractal el coeficiente de reflexion presenta una estructura

auto-similar a la distribucién fractal de dicho potencial.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se procedid a buscar la solucién del problema de eigenvalores para la ecuacion de Schrodin-

ger fraccionaria en el caso del potencial infinito, esto, con el fin de obtener una funcién que
permita establecer el nimero de estados cudnticos permitidos para la particula en cuestion. Se
encontr6 que al cambiar el tipo de condicién de frontera aplicado al problema en cuestion,
cambian las propiedades del operador fraccionario empleado, convirtiéndolo en un operador es-
pectral. Esto llevé a que el problema pudiese ser resuelto de una forma mdés sencilla, puesto
que se ocuparon los eigenvalores y eigenfunciones del operador Laplaciano de Dirichlet (esto
es, el operador Laplaciano estdndar con condiciones de frontera de Dirichlet cero). Con el caso
unidimensional resuelto, se procedid a obtener la solucidn para el caso tridimensional, donde los
niveles de energia permitidos se pueden representar como potencia del espectro del Laplaciano
convencional, puesto que la relacién mostrada en (4.2.10) puede ser expresada como potencia
fraccional de las energias permitidas para la particula en el caso estandar.
Una vez obtenidas las soluciones del problema, se procedio al cdlculo de la densidad de estados
para nuestro problema. Se obtuvo que el nimero de estados permitidos dependera del factor «,
donde « viene representado por dos veces el valor de la potencia del Laplaciano convencional,
ademds, representa el orden de derivacion utilizada en el problema. El valor que se obtiene de [V
es igual al primer término de la ley de Weyl para el comportamiento asintético de eigenvalores
del operador Laplaciano.

Ya obtenidos los resultados para el caso del pozo de potencial tridimensional, se procedié a com-
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probar que estos eran similares a los reportados en la literatura. Esto es, que efectivamente los
eigenvalores fueran una potencia del espectro del caso estandar y que las eigenfunciones fueran

las mismas.

Aunque el procedimiento mostrado en el apéndice B, siguiendo el mismo método que con
el caso estandar, arroja los mismos resultados que los de la literatura, por la propia forma de

definicion de la solucién nos lleva a que la ecuacion de eigenvalores no se satisfaga.



Bibliografia

[1] M. Dalir & M. Bashour, Applications of fractional calculus, Applied Mathematical Scien-
ces, 4(21):1021-1032, 2010.

[2] S. Wang, M. Xu & X. Li, Green’s function of time fractional diffusion equation and its ap-
plications in fractional quantum mechanics, Nonlinear Analysis: Real World Applications,

10(2):1081-1086, 2009.

[3] G. Zaslavsky, Chaos, fractional kinetics, and anomalous transport, Physics Reports,

371(6):461-580, 2002.

[4] D. Hernandez, Difusién anémala: fundamentos y aplicaciones, Misceldnea Matemaditica,

2014(58):37-51, 2014.

[5] R. Feynman & A. Hibbs, Quantum mechanics and path integrals, Dover Publications, 1*
ed., 1965.

[6] B. Mandelbrot, The fractal geometry of nature, W.H. Freeman and Company, 1982.

[7] N. Laskin, Fractional quantum mechanics and Lévy path integrals, Physics Letters A,

268(4-6):298-305, 2000.
[8] N. Laskin, Fractional quantum mechanics, Physical Review E, 62(3):3135-3145, 2000.

[9] N. Laskin, Fractals and quantum mechanics, Chaos: An Interdisciplinary Journal of Non-

linear Science, 10(4):780-790, 2000.

[10] N. Laskin, Fractional Schrodinger equation, Physical Review E, 66(5):056108, 2002.

71



72 BIBLIOGRAFIA

[11] W. Arendt, R. Nittka, W. Peter & F. Steiner, Weyl’s law: spectral properties of the Laplacian
in mathematics and physics, en W. Arendt & W. Schleich, eds., Mathematical Analysis of
Evolution, Information, and Complexity, cap. 1, pags. 1-71, Wiley-VCH Verlag GmbH &
Co. KGaA, 2009.

[12] L. Nottale, Scale relativity and fractal space-time: a new approach to unifying relativity

and quantum mechanics, Imperial College Press, 2011.

[13] L. Nottale, Fractal space-time and microphysics: towards a theory of scale relativity,

World Scientific, 1993.

[14] S. Samko, A. Kilbas & O. Marichev, Fractional integrals and derivatives: theory and ap-

plications, Gordon and Breach Science Publishers, 1* ed., 1993.

[15] A. Kilbas, H. Srivastava & J. Trujillo, Theory and applications of fractional differential

equations, n° 204 en North-Holland Mathematics Studies, Elsevier, 1* ed., 2006.

[16] 1. Guce, On fractional derivatives: the non-integer order of the derivative, International

Journal of Scientific and Engineering Research, 4(3):1, 2013.

[17] L Podlubny, Fractional differential equations: an introduction to fractional derivates, frac-
tional differential equations, to methods of their solution and some of their applications,

tomo 198 de Mathematics in Science and Engineering, Academic Press, 1% ed., 1999.

[18] V. Tarasov, Local fractional derivatives of differentiable functions are integer-order deriva-

tives or zero, International Journal of Applied and Computational Mathematics, 2(2):195—

201, 2015.

[19] R. Herrmann, Fractional calculus: an introduction for physicists, World Scientific, 2* ed.,

2014.
[20] C. Pozrikidis, The fractional Laplacian, CRC Press, 2016.

[21] V. Tarasov, Fractional dynamics: applications of fractional calculus to dynamics of parti-
cles, fields and media, Nonlinear Physical Science, Springer Science & Business Media,

2011.



BIBLIOGRAFIA 73

[22] W. Chen, Time-space fabric underlying anomalous diffusion, Chaos, Solitons & Fractals,

28(4):923-929, 2006.

[23] M. Matlob & Y. Jamali, The concepts and applications of fractional order differential cal-
culus in modeling of viscoelastic systems: A primer, Critical Reviews in Biomedical Engi-

neering, 47(4):249-276, 2019.

[24] K. Falconer, Fractal geometry: mathematical foundations and applications, Wiley, 3° ed.,
2014.

[25] M. Spiegel, Theory and problems of real variables: Lebesgue measure and integration with

application to Fourier series, McGraw-Hill, 1969.
[26] J. Munkres, Topology, Pearson Education, 2000.
[27] R. Strichartz, Differential equations on fractals, Princeton University Press, 2006.
[28] J. Kigami, Analysis on fractals, 143, Cambridge University Press, 2001.

[29] K. Svozil, Quantum field theory on fractal spacetime: a new regularisation method, Journal

of Physics A: Mathematical and General, 20(12):3861-3875, 1987.

[30] F. Ren, J. Liang, X. Wang & W. Qiu, Integrals and derivatives on net fractals, Chaos,
Solitons & Fractals, 16(1):107-117, 2003.

[31] R. Feynman, R. Leighton & M. Sands, The Feynman lectures on physics, tomo 1 Mainly
mechanics, radiation and heat, Addison-Wesley Publishing Company, 1965.

[32] C. Gardiner, Handbook of stochastic methods for physics, chemistry, and the natural scien-

ces, tomo 13 de Springer Series in Synergetics, Springer-Verlag, 3* ed., 2004.

[33] R. Metzler & J. Klafter, The restaurant at the end of the random walk: recent developments
in the description of anomalous transport by fractional dynamics, Journal of Physics A:

Mathematical and General, 37(31):R161-R208, 2004.

[34] A. Polyanin & A. Manzhirov, Handbook of integral equations, CRC Press, 2% ed., 2008.



74 BIBLIOGRAFIA
[35] L. Tarasov, Basic concepts of quantum mechanics, Mir Publishers, 1980.

[36] R. Feynman, R. Leighton & M. Sands, The Feynman lectures on physics, tomo 3 Quantum
mechanics, Addison-Wesley Publishing Company, 1965.

[37] V. Fock, On the interpretation of quantum mechanics, Czechoslovak Journal of Physics,

7(6):643-656, 1957.
[38] P. Dirac, The principles of quantum mechanics, Oxford University Press, 1981.

[39] 1. Savelyev, Fundamentals of theoretical physics, tomo 2 Quantum mechanics, Mir Publis-

hers, 1982.

[40] L. Savelyev, Physics: a general course, tomo 3 Quantum optics, atomic physics, solid state

physics, physics of the atomic nucleus and elementary particles, Mir Publishers, 1989.
[41] R. Shankar, Principles of quantum mechanics, Plenum Press, 2° ed., 1994.

[42] E. de Oliveira & J. Vaz Jr, Tunneling in fractional quantum mechanics, Journal of Physics

A: Mathematical and Theoretical, 44(18):185303, 2011.
[43] P. Lévy, Théorie de I’addition des variables aléatoires, Gauthier-Villars, 1937.

[44] A.Mathai & R. Saxena, The H-function with applications in statistics and other disiplines,
Wiley Eastern, 1978.

[45] A. Mathai, R. Saxena & H. Haubold, The H-Function: theory and applications, Springer-
Verlag, 1% ed., 2010.

[46] N. Laskin, Principles of fractional quantum mechanics, en J. Klafter, S. Lim & R. Metzler,

eds., Fractional dynamics: recent advances, cap. 17, World Scientific, 2012.

[47] X. Guo & M. Xu, Some physical applications of fractional Schrodinger equation, Journal
of Mathematical Physics, 47(8):082104, 2006.

[48] L. Debnath, Fractional integral and fractional differential equations in fluid mechanics,

Fractional Calculus and Applied Analysis, 6, 2003.



BIBLIOGRAFIA 75

[49] M. Naber, Time fractional Schrodinger equation, Journal of Mathematical Physics,
45(8):3339-3352, 2004.

[50] M. Bhatti & L. Debnath, On fractional Schrodinger and Dirac equations, International
Journal of Pure and Applied Mathematics, 15:1-12, 2004.

[51] S. Wang & M. Xu, Generalized fractional Schrodinger equation with space-time fractional

derivatives, Journal of Mathematical Physics, 48(4):043502, 2007.

[52] M. Bhatti, Fractional Schrodinger wave equation and fractional uncertainty principle, In-

ternational Journal of Contemporary Mathematical Sciences, 2(19):943-950, 2007.

[53] J. Dong & M. Xu, Some solutions to the space fractional Schrodinger equation using mo-

mentum representation method, Journal of Mathematical Physics, 48(7):072105, 2007.

[54] J. Dong & M. Xu, Space-time fractional Schrodinger equation with time-independent po-
tentials, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 344(2):1005-1017, 2008.

[55] J. Dong & M. Xu, Applications of continuity and discontinuity of a fractional derivative
of the wave functions to fractional quantum mechanics, Journal of Mathematical Physics,

49(5):052105, 2008.

[56] R. Eid, S. Muslih, D. Baleanu & E. Rabei, On fractional Schrédinger equation in a-
dimensional fractional space, Nonlinear Analysis: Real World Applications, 10(3):1299—
1304, 20009.

[57] E.de Oliveira, F. Costa & J. Vaz Jr, The fractional Schrodinger equation for delta potentials,
Journal of Mathematical Physics, 51(12):123517, 2010.

[58] S. Muslih, O. Agrawal & D. Baleanu, A fractional Schrodinger equation and its solution,
International Journal of Theoretical Physics, 49(8):1746-1752, 2010.

[59] R. K. Saxena, R. Saxena & S. Kalla, Computational solution of a fractional generalization
of the Schrodinger equation occurring in quantum mechanics, Applied Mathematics and

Computation, 216(5):1412-1417, 2010.



76

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

BIBLIOGRAFIA

R. K. Saxena, R. Saxena & S. Kalla, Solution of space-time fractional Schrodinger equation
occurring in quantum mechanics, Fractional Calculus and Applied Analysis, 13(2):177-

190, 2010.

J. Dong, Applications of density matrix in the fractional quantum mechanics: Thomas-
Fermi model and Hohenberg-Kohn theorems revisited, Physics Letters A, 375(30-
31):2787-2792, 2011.

M. Jeng, S. Xu, E. Hawkins & J. Schwarz, On the nonlocality of the fractional Schrodinger
equation, Journal of Mathematical Physics, 51(6):062102, 2010.

S. Bayin, On the consistency of the solutions of the space fractional Schrédinger equation,

Journal of Mathematical Physics, 53(4):042105, 2012.

S. Bayin, Comment on “On the consistency of the solutions of the space fractional
Schrodinger equation” [J. Math. Phys. 53, 042105 (2012)], Journal of Mathematical Phy-
sics, 53(8):084101, 2012.

E. Hawkins & J. Schwarz, Comment on “On the consistency of solutions of the space frac-
tional Schrodinger equation” [J. Math. Phys. 53, 042105 (2012)], Journal of Mathematical
Physics, 54(1):014101, 2013.

S. Bayin, Comment on “On the consistency of the solutions of the space fractional
Schrédinger equation” [J. Math. Phys. 53, 042105 (2012)], Journal of Mathematical Phy-
sics, 54(7):074101, 2013.

S. Bayin, Consistency problem of the solutions of the space fractional Schrodinger equa-

tion, Journal of Mathematical Physics, 54(9):092101, 2013.

Y. Luchko, Fractional Schrodinger equation for a particle moving in a potential well, Jour-

nal of Mathematical Physics, 54(1):012111, 2013.

Y. Zhao, D. Cheng & X. Yang, Approximation solutions for local fractional Schrodinger
equation in the one-dimensional Cantorian System, Advances in Mathematical Physics,

2013:1-5, 2013.



BIBLIOGRAFIA 77

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

B. Achar, B. Yale & J. Hanneken, Time fractional Schrédinger equation revised, Advances

in Mathematical Physics, 2013(1):290216, 2013.

A. Mahata, On Fractional Schrodinger equation and its application, International Journal

of Scientific and Engineering Research, 4(2):1-5, 2013.

Y. Wei, Comment on “Fractional quantum mechanics” and “Fractional Schrodinger equa-

tion”, Physical Review E, 93(6):066103, 2016.

N. Laskin, Reply to “Comment on “Fractional quantum mechanics” and “Fractional

Schrédinger equation”, Physical Review E, 93(6):066104, 2016.

A. Zoia, A. Rosso & M. Kardan, Fractional Laplacian in bounded domains, Physical Re-
view E, 76(2):021116, 2007.

M. Kwasnicki, Eigenvalues of the fractional Laplace operator in the interval, Journal of

Functional Analysis, 262(5):2379-2402, 2012.

A. Guerrero & M. Moreles, On the numerical solution of the eigenvalue problem in fractio-

nal quantum mechanics, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation,

20(2):604-613, 2015.

S. Duo & Y. Zhang, Computing the ground and first excited states of the fractional

Schrodinger equation in an infinite potential well, Communications in Computational Phy-

sics, 18(2):321-350, 2015.

R. Musina & A. Nazarov, On fractional Laplacians, Communications in Partial Differential

Equations, 39(9):1780-1790, 2014.

R. Servadei & E. Valdinoci, On the spectrum of two different fractional operators, Procee-

dings of the Royal Society of Edinburgh Section A: Mathematics, 144(4):831-855, 2014.

N. Laskin, Lévy flights over quantum paths, Communications in Nonlinear Science and

Numerical Simulation, 12(1):2—-18, 2007.



78 BIBLIOGRAFIA

[81] J. Dong, Lévy path integral approach to the solution of the fractional Schrédinger equation

with infinite square well, 2013, arXiv preprint arXiv:1301.3009.

[82] Y. Wei, The infinite square well problem in the standard, fractional, and relativistic quan-
tum mechanics, International Journal of Theoretical and Mathematical Physics, 5(4):58—

65, 2015.
[83] J. Rohlf, Modern physics to o to Z°, John Wiley & sons, 1994.

[84] F. Richtmyer, E. Kennard & J. Cooper, Introduction to modern physics, McGraw-Hill, 6*
ed., 1969.

[85] B. Barrios, E. Colorado, A. de Pablo & U. Sdnchez, On some critical problems for the frac-
tional Laplacian operator, Journal of Differential Equations, 252(11):6133-6162, 2012.

[86] S.Duo, H. Wang & Y. Zhang, A comparative study on nonlocal diffusion operators related
to the fractional Laplacian, 2017, arXiv preprint arXiv:1711.06916.

[87] J. Monsoriu, F. Villatorio, M. Marin, J. Urchueguia & P. de Cérdoba, A transfer matrix met-
hod for the analysis of fractal quantum potentials, European Journal of Physics, 26(4):603—
611, 2005.

[88] A. Saichev & G. Zaslavsky, Fractional kinetic equations: solutions and applications,

Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, 7(4):753-764, 1997.

[89] J. Monsoriu, F. Villatorio & M. Marin, Fundamentos de fisica cudntica para ingenieria,

cap. 4, pags. 325-339, Limusa, 2007.



Apéndice A

Pozo de potencial y particula libre

A.1. Ecuacion de Schrodinger

Partiendo de la forma general de la ecuaciéon de Schrodinger

Ly vy =il (A.LD)

se propone una solucion de la forma
(@Y, 2,t) = o, y,2) f(1). (A.1.2)

Sustituyendo en la ecuacion (A.1.1)
— :; V2o +Vfp= ihgz?;l]; (A.1.3)

Dividiendo esta dltima por ¢ f

—%VQQO‘F Vo dhdf

= A.l14
- 7t ( )
Luego
h2
_ %v%’p +Vyp=Eyp (A.1.5)
donde
th df
= ——. A.l1.6
Tt ( )
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Para obtener la forma de f, se puede reescribir la ecuacidn anterior en la forma

df FE
- = ——dt
Fo
resultando en
f=e it (A.1.7)

Asi, la forma de la funcion de onda queda como

D@y, 2, 1) = (x,y, 2)e 7 (A.18)

A.2. Pozo de potencial unidimensional

Para el caso del pozo de un potencial unidimensional

00, &< —L/2
Vir) =10, -L/2<z<L/2 (A2.1)
oo, x>1L/2

la ecuacion de eigenvalor esta dado por

d*>)  2m B
—+ ﬁ(E — V)Y =0. (A.2.2)

Dividiendo el espacio en regiones I, [ ]y [11, las soluciones son ©;, ¥ y ¥ respectivamente.
En las regiones I 'y I11, se satisface la ecuacion (A.2.2) solo si ¢ = 0. Asi entonces, en la region

11, las soluciones permitidas son de la forma

Y = Aet® 4 Bemhe (A.2.3)

omE
k= 7;; . (A.2.4)

Se necesita que la funcién de onda sea continua. Por ello

con

Yi(=L/2) = (=L/2) =0
Yr(L/2) = ¢ (L/2) = 0.
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Asi, la ecuacién (A.2.3) toma la forma

Ae L2 4 BetkL/2 — (A.2.5)
Ae*/? 1 Be= L2 — (), (A.2.6)
o en forma matricial
o—ikL/2  ikL/2 A 0 o
GikL/2  ikL)2 gl \o (A.2.7)

que tiene soluciones solo si el determinante es cero

e kL e — _9isen(kL) =0 (A.2.8)
esto es,

k, = 7 "= 0,+1,+2,---. (A.2.9)

Asi, de (A.2.5)
multiplicando por e*'7 , se obtiene

Dado que ¢™™ = (—1)", la ecuacién (A.2.3) genera dos familias de soluciones

s N ;N
B (e"fx — eZT"”*’) , npar,

n(z) = (A2.10)
B (e”'%m + einle) , n impar

6
Bsen (“*fx), n par,
Un(z) = () (A2.11)
B cos (%x) , nimpar.
Por el principio de superposicion puede establecerse que
V(1) = 11 + catdy (A.2.12)

donde c; =4 " + 4" yco =17 " —¢". Entonces

Yn(z) = C (e BT — e ), (A2.13)
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con lo cual la solucion toma la forma

Pp(z) =C (e—iT(z+§) _ 6%’T(z+§)> — (C'sen n% <;g + §> . (A.2.14)

Para los valores de energia tenemos de las ecuaciones (A.2.4) y (A.2.9)

21.2 1 2
E, = Wk _ (fm> n? (A.2.15)

om  2m \ L

A.3. Particula libre unidimensional

Partiendo de la ecuacién (A.2.2) y asumiendo que V' = 0, se obtiene la ecuacién de Schrodin-

ger para la particula libre

2mE
V2 + 7;_:2 b =0, (A3.1)
Llevandolo a la forma
V2 + k%) = 0, (A.3.2)
las soluciones son
—— (A.3.3)
donde
2mE  p?
2 _ _
k* = b (A.3.4)

Sustituyendo el valor de k en la ecuacion (A.3.3) e introduciendo la expresion (A.3.4), se obtiene

la funcién de onda ) para la particula libre

?

U t) =exp{—

(Bt F - F)} . (A3.5)



Apéndice B

Pozo de potencial para la ecuacion de

Schrodinger fraccionaria

El procedimiento mostrado a continuacién permite obtener los eigenvalores y eigenfuncio-
nes del operador Laplaciano fraccional para el caso del pozo de potencial. Aunque los resultados
obtenidos son los mostrados en la literatura, el mismo procedimiento no es del todo correcto,
puesto que desde un principio se presenta la solucién en términos de la solucién del problema

de eigenvalores para el caso del Laplaciano estandar.

B.1. Pozo de potencial unidimensional

Para una particula moviéndose en un pozo de potencial unidimensional
00, |z|>a

Viz) = (B.1.1)
0, |z|]<a,

se consideran las condiciones de frontera
¢(—a) = ¢(a) = 0. (B.1.2)
Partiendo de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria independiente del tiempo (2.5.24)
Do(~12A)*(x) = E¢(x),

83
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se lleva a la forma
F

~ D.he

Haciendo uso de la definiciéon de Liouville [24] para la derivada de orden fraccional o de la

(o) ¥ 0 () (). (B.1.3)

funcién exponencial e**
da

@ekl‘ — kaekx’
y tomando en cuenta la relacion [88]
da
—(=A)/? .
( ) d’xz |a 9
asi, de la ecuacion (B.1.3) expresamos
donde
Ey
kK = . B.1.5
R, ( )
Establecemos la solucion de (B.1.4) de la forma
p(z) = Ae™ + Be ™, (B.1.6)
Al evaluar las condiciones de frontera (B.1.2), obtenemos
p(—a) = Ae™* 4 Beita = (B.1.7)
¢(a) = Ae™* + Be~*e = 0, (B.1.8)
que escrito en forma matricial
e—ika eika A 0
A ‘ = , (B.1.9)
ezka e—zka B 0
sus soluciones se obtienen cuando
e 2tka _ g2k — 9 sen(2ka) = 0, (B.1.10)
es decir, cuando
p="" (B.1.11)
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Asi, las soluciones de (B.1.4) toman la forma

o(2) = Asen (%x) , npar

B cos (%x) , N impar

La combinacion de ambas soluciones puede escribirse de la forma

Csengs(r+a), |r|/<a

0, |z| > a.

Para obtener el valor de C, se procede a normalizar la funcién ¢(z)

[ ow)o @)z =1

—00

C? /wsen2 Z—Z(az+a)da: =1

C? o nm
-5 | [1—005@(3:4—&)} de =1
2
02(20,) =1

1 1/2
= () .
a

Asi
1/2
(i) 2 sen P(r+a), |z/<a
Pn(x) =
Oa |ZE| > Q.
Luego
k/,Oé = E = <m)a’
D, he 2a
entonces
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(B.1.12)

(B.1.13)

(B.1.14)

(B.1.15)

(B.1.16)

(B.1.17)
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B.2. Pozo de potencial tridimensional

Para el caso del pozo de potencial tridimensional

o, el <alyl <ble| <c
Viz,y,z) =

0, Cualquier otro caso

con las condiciones de frontera tipo Navier

bloa =0

Partiendo de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria (2.5.24) donde V' = 0,

Do(—~1*A)*29(7) = E$(7)

se obtiene
d{[’iagb(x’ Y, Z) + ka¢(x7 Y, Z) - 07
donde
En
k* = .
heD,,
Como

(b(xv Y, x) = ¢x(x)¢y(y)¢z(z>v

las soluciones se escriben de la forma
bo() = Ape™™ 4+ Bye ™" " = A, sen (k) + B, sen(k,)
oy(y) = Ayeik-”y + Bye_ikyy = A, sen(k,y) + Bysen(kyy)
¢.(2) = A.e™* 4+ B,e7™** = A, sen(k,z) + B.sen(k,z).
Aplicando las condiciones de frontera (B.2.2)
j(—a;) = Aje™™ + Bjei% =0
¢j(a;) = A;je* 1% + Bje~™i% = (.
con

:x7y7z

a; = a,b,c.

(B.2.1)

(B.2.2)

(B.2.3)

(B.2.4)

(B.2.5)

(B.2.6)

(B.2.7)
(B.2.8)

(B.2.9)

(B.2.10)
(B.2.11)
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Reescribiendo en forma matricial resulta
e—ikjaj ez’kjaj AJ O
eikjaj e—ikjaj B] O

cuyo determinante es cero cuando

e~ 2ikja; _ o2ikja; 9 sen(2kja;) =0
n;m
5= Sy
aj

Asi, las soluciones son de la forma

A, sen( x]), n; par

2a;
¢i(7;) = ’
Bj cos (%@) , nj impar.
La combinacion resulta
steny(:ﬁijaj), |£L‘]| S a;
¢;(x;) = v
0, ’.’L'J‘ > aj.
Luego,
. n;m
6 = o(r.5.2) = T[Cysen 2" (; 40
J J
Ny Ny, T n,m
— (’'sen =T My b sen D2T
sen — (x + a) sen 9% (y + b) sen 5 (z+¢),
con

C' = C,C,C..

Normalizando la funcion, obtenemos

[T [ bt 216y, 2oyt =1

donde

oG T

I, = /_aj sen 2%‘Lj(xj—l—aj)dxj
1 o n;m

= = 1 —cos 2= (z; + a;)| dz;

2 ), [ q, T j

| v
= = j = aj.
—a;

[\
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(B.2.12)

(B.2.13)

(B.2.14)

(B.2.15)

(B.2.16)

(B.2.17)

(B.2.18)
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Asi entonces

C'QHI]- = C"abe = 1

J

1 1/2
:C’:( ) .

abe
Con ello, la ecuacién (B.2.16) queda como

1 Ny T

1/2
Prgnyn. (T,Y,2) = <> sen — (x 4 a) sen M(y + b) sen n;—ﬁ(z + ¢).
c

abe 2a 2b

Conociendo que

o= >k
J
2

_ Z(]’”

J 261]'

71'2 TL2 n2 n2
— x Y z
- 4(a2+2+cz>

Sustituyendo (B.2.22) en (B.2.5)

o 2 n2 2\ @/2
kY = <W> @_’_ y_f_&
2 a? b2 2

B FE
D h’
asi, )
hr\“ (n2  n? 2\ /2
Ennn_Da ~ = -2 =
=D () (4 4 %)

Nl

Cuandoa=b=c=

(B.2.19)

(B.2.20)

(B.2.21)

(B.2.22)

(B.2.23)

(B.2.24)

1/2 T L
Pronyn. (T,Y, 2) = (L3> sen —— (x + 2) sen —— (y + 2) sen — <z + 2) (B.2.25)

(B.2.26)



Apéndice C

Modelo de Kroning-Penney

L
V(x) A —
'
X
(a) Potencial en una red cristalina
V(x) 4 L b a
v P — —
@ | ap |am
>
b 0 a X

(b) Modelo de Kroning-Penney

Figura C.1: Comparacion entre el potencial real en un sélido y el modelo de Kroning-Penney.

El modelo de Kroning-Penney describe los estados de energia de un electrén en un cristal
suponiendo que la estructura cristalina consiste en un potencial periddico formado por barreras

rectangulares.

89
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Al resolver la ecuacion de Schrodinger fraccionaria en las regiones indicadas en la figura (C.1)

se obtiene
Yr(x) = A1e™7 + Brem e (C.0.1)
Yrr(z) = Axe™* + Bye 2" (C.0.2)
con ) )
= (%;hav) vk (tha) E (09

Aplicando las condiciones impuestas por el Teorema de Bloch se puede obtener la soluciéon en

la region (I1I),
Grrr(x) = dy(x — L)e™ = (Ae® 8 4 Brem @Dkl (C.04)
Imponiendo las condiciones de continuidad de la funcién de onda y su derivada en = 0 resulta

Yr(0) = ¥(0)

A +B, = Ay+ B, (C.0.5)
Vr(0) = b (0)
kA, — ki By = oAy — koDs. (C.0.6)

De forma andloga para x = a se obtiene

Yrr(a) = Yr(a)

Ape™® 4 Byem 20 = (Ayem ™M+ Be™?), (C.0.7)
Vrla) = Yipp(a)
kQAQ@ikQa — k’ng@iikQa = (klAleiiklb — leleiklb)eikL. (COS)

Reescribiendo en forma matricial se obtiene

1 -1 1 -1 Ay 0

B G | Il I (el PR (e X
e—zklbesz _ezkga ezklbesz _e—zkga Bl 0
klefikﬂ)e’ik[/ _k,26ik2a _k.leilﬂbeik[/ k.267’ik2a B2 0
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cuando la determinante de la matriz es cero, se obtiene

(eiklbfikga X eik2a*iklb) (—k;f — k3 + 2l<:1/<;2) +

+ (eiklerikga + efiklbfik2a> (k% + kg + 2/€1k2) — 4k, 1, (eikL + e%kL)

KA
2k ko

+ (ezklbeﬂkza 4 gik2ag—ikib y pikibgikea | efzklbefzkga) —9 (esz + e’”“L>

[elklbefzkga 4 ezkgaefzklb o ezklbezkga - efzklbefzkga} +

Simplificando, obtenemos

kiR

ST sin(k1b) sin(kqa) + cos(k1b) cos(kea) = cos(kL) (C.0.10)
1K2

dicha funcién puede expresarse como funcion de la energia como

f(E) = cos(kL). (C.0.11)

Figura C.2: Esquema de los valores permitidos y los valores prohibidos de energia

Cuando o = 2, la funcién f(F) permanece dentro del intervalo [—1, 1] solamente para
ciertos valores de energia denominadas energias permitidas como se muestra en la figura (C.2).

Los valores restringidos se conocen como bandas de energia prohibidas. La figura (C.3) muestra
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en linea continua la relacion de dispersion de la energia en funcién del momento de la onda de

Bloch asociada y la correspondiente para el electrén libre en linea discontinua [89].

E(k)
4 s
Py S—] L oLk

— i
Primera zona
de Brillouin

Segunda zona de Brillouin

Figura C.3: Relacion de dispersion de una onda de Bloch
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