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Resumen

En el presente trabajo se propone un modelo tedrico que nos permita
describir modos plasmoénicos unidimensionales, de manera que estos se pro-
paguen en nanoalambres. El estudio parte del andlisis de un alambre recto
donde los modos plasmoénicos se modelan mediante un acoplamiento dipolar
y se establece una analogia con resortes acoplados. Tomando los resortes aco-
plados como punto de partida, se establece un analisis extremal el cual nos
permite hallar las ecuaciones de movimiento del sistema. Una vez estableci-
do esto, nos interesa analizar alambres con curvatura y torsiéon por lo que
se realiza un analisis semejante al del alambre recto, al que se paramétriza
en términos de la longitud de arco. Esto nos permite obtener plasmones en
el triedro de Frenet-Serret. Teniendo ya establecido el modelo se realiza una
descripcion de la relacion de dispersion. El modelo tedrico permite explicar de
manera satisfactoria los resultados experimentales reportados en la literatura

plasmonica.
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Capitulo 1

Introduccion

Los metales ademas de reflejar la luz, tienen una propiedad éptica menos
conocida, bajo ciertas condiciones las ondas electromagnéticas pueden viajar
por las superficies metalicas sin alejarse de ella. Este campo electromagnéti-
co de superficie involucra a los electrones libres de la superficie metalica tal
como se muestra en el esquema de la figura [1.1, Este tipo de onda electro-

magnética recibe el nombre de plasmén de superficie [I].
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Figura 1.1: Onda electromagnética propagédndose en la interfaz metal-dieléctrico.



Los modos plasménicos de superficie son ondas electromagnéticas generadas
por las oscilaciones de electrones en un metal. Estas ondas electromagnéticas

se propagan a lo largo de una interfaz metal-dieléctrico [2], 3], 4].

Los plasmones de superficie no solo se pueden producir por oscilaciones de
electrones sino también por luz generada en un dispositivo 6ptico. Una pro-
piedad importante de los plasmones de superficie es su acoplamiento con
fotones a través de superficies rugosas, de modo que el plasmoén participa en

fenémenos 6pticos como la dispersién Raman y scattering [5].

En 1956 David Pines fue el primero en utilizar el nombre de plasmones para
describir el campo electromagnético que se propaga en una superficie. En
1957 Rufus Ritchie demostré que los modos plasmonicos pueden existir en
superficies metalicas a los que llamo plasmones de superficie, tras observar
una pérdida de energia en electrones en superficies delgadas. En 1998 Tho-
mas Ebbensen y Peter Wolf mostraron que la luz emitida por un laser que
pasa a través de orificios metdlicos se puede acoplar con los electrones libres

de una superficie metélica para excitar plasmones de superficie [6].

Las tendencias contemporaneas en 6ptica plasmonica consisten en establecer
un paralelismo con los modelos de éptica tradicional. La onda del campo
electromagnético en ambos casos implica que el analisis matematico presente
algunas similitudes. Sin embargo las caracteristicas fisicas podrian ser com-

pletamente diferentes [7].



Un tema importante, consiste en establecer la relacion entre las propieda-
des geométricas de la region de focalizacién con las condiciones de frontera.
El caso mas simple ocurre cuando el campo electromagnético emerge desde
una rendija en forma de curva plana. Para este caso, la geometria de foca-
lizacién corresponde con la evoluta de la curva, sin embargo, a pesar de ser
el caso mas sencillo se han obtenido algunas caracteristicas interesantes, por
ejemplo cuando la rendija en forma de curva tiene una forma cispide, apa-

recen los efectos de bifurcacion.

Si la rendija en forma de curva plana es remplazada por un alambre metalico;
la iluminacién puede generar campos plasmoénicos en forma de ondas unidi-
mensionales que se propagan a lo largo del metal [8]. Esto puede ser utilizado
para el disefio de antenas plasménicas [9, [10], guias de onda [1T], 12} 13, [14],

resonadores [10] [15], metamateriales [10], etc.

En este trabajo de tesis se plantea un método tedrico para poder analizar y
describir la propagaciéon de modos plasmoénicos en alambres que poseen di-
mensiones de nanometros para el didmetro y de micras para la longitud que
en el resto del trabajo llamaremos nanoalambres, a los modos plasmoénicos
que se propagan en un nanoalambre los llamaremos modos plasménicos uni-
dimensionales, para la descripcion de estas ondas utilizaremos como sistema
de referencia el triedro de Frenet-Serret. Con este formalismo se obtendré la
relacion de dispersién como funcion de la curvatura, esta relacién no habia

sido estudiada hasta ahora desde este punto de vista.



Este trabajo se ha dividido en 5 capitulos siendo éste el primero, en el
capitulo 2 se realiza un estudio de los modos plasménicos de superficie y
modos plasmonicos de largo recorrido. En el capitulo 3 se realiza un estudio
de geometria diferencial, especificamente de las ecuaciones de Frenet-Serret,
ecuacion de Euler-Lagrange y el concepto de transversalidad. En el capitulo
4 se describe el trabajo realizado que consta principalmente en la propuesta
de un modelo tedrico para la descripcién de modos plasménicos unidimen-
sionales, es decir modos plasmoénicos propagandose en un nanoalambre con
curvatura y torsion, lo que nos permite conocer la relacion de dispersion en
funcion de la curvatura. Por ultimo en el capitulo 5 se dan las conclusiones

y trabajos a futuro.
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Capitulo 2

Descripcion de modos

plasmonicos

En este capitulo se describen los modos plasménicos de superficie en
peliculas metalicas y con base en las ecuaciones de Maxwell se obtiene la
relacion de dispersion para plasmones de superficie. De igual forma se realiza

un estudio y generalizacién de plasmones de largo recorrido.



2.1. Ecuaciones de Maxwell

El conjunto de expresiones integrales que se conocen como ecuaciones de

Maxwell en el sistema internacional son:

ﬂqsﬁ-d? — ///U(S)pdv (2.1)

ﬁiﬁ-d? ~ 0 (2.2)
frar - [ Pz 29

float = [ (F+Z)3 e

Donde B es el campo eléctrico, E la induccion magnética, 7 la densidad
de corriente, p la densidad de carga, ¢ es la permitividad eléctrica y p la

permeabilidad magnética.

Las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir de forma diferencial con ayuda

del teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de Stokes

%?-d? - //S(T)VX?-d? (2.5)

ﬁi?-d? - ///U(S)v?du. (2.6)

Por lo que las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial quedan de la si-
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guiente forma:

V.- E =
vV-B =

0B
Vx E = - (2.9)

VxB = u(?%%). (2.10)

S ol

Por lo que las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial para un medio sin

cargas (p = 0) ni corrientes (7 = 0) quedan en la siguiente forma:

vV-D =0 (2.11)
V-B =0 (2.12)
Vx E = —% (2.13)
VxH oD

= = (2.14)

Donde B es el desplazamiento dieléctrico, ﬁ es el campo magnético. B, ﬁ

y ﬁ, ﬁ se relacionan mediante el siguiente par de ecuaciones

D = 5063 (2.15)
B = uouH. (2.16)
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Aplicando rotacional a la ecuacion y sustituyendo las ecuaciones [2.15)]

y considerando un medio no magnético se tiene que:

O F

2@ _
Vv EoMOE —— o

(2.17)

La ecuacién es la ecuacion de onda para el campo eléctrico, cuya solucién
esta dada por [1} 2], B]:

E = BoedF 71, (2.18)

donde la magnitud del vector de onda es conocida como la relacion de dis-

persion.
De manera analoga se puede obtener la ecuacién de onda para § [T, 2, 3].

Considerando el caso en el que una onda electromagnética se propaga en
la interfaz metal-dieléctrico tal y como se muestra en la figura [M]
Para este caso el campo eléctrico y magnético en el dieléctrico estan dados

como [5]:

H
Ey = (Ep,0,Ey) e tethazme (2.19)
_>
Hy = (0,H,,0) ¢ kaathaz—wt) (2.20)
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tryy

£, medio dieléctrico

Figura 2.1: Representacién de una onda electromagnética propagdndose en la interfaz
metal-dieléctrico.

y en el metal por

) .
By = (Ey,0, Ey)eltheehazemed) (2.21)
— .

Hy = (0,Hyp,0)¢F=2hozemet), (2.22)

donde k;; y ki son las componentes x del vector de onda. Las cuales se

relacionan con el coeficiente de absorcion.

Las ecuaciones[2.19 son conocidas como modos plasmoénicos, donde
deben satisfacer la ecuacién de la cual se obtienen las siguientes

ecuaciones.

K2, = i—zsl—k; (2.23)
2
w

k2, = C—QgQ—kgz (2.24)



sustituyendo las ecuaciones [2.19 en la ecuacién y considerando las

condiciones de frontera para el campo eléctrico y magnético

Ezl - Ez2
Hyl - Hy2
se tiene que:
ka1 €1
B 2.25
ko €2 ( )

por condiciones a la frontera en la interfaz metal-dieléctrico definimos 5 como:

kzl = kz2 = ﬁ

y dividiendo las ecuaciones y y sustituyendo la ecuacién [2.25| se

tiene que:

=12, |12 (2.26)

C €1+ &9

donde [ es conocida como la relacion de dispersion, w es la frecuencia angular
de la onda electromagnética, ¢ la velocidad de la luz, €1 y 9 son las permi-
tividades del dieléctrico y el medio conductor respectivamente. La grafica de
la figura [4] muestra la relacién de dispersién para los modos plasménicos

de volumen y modos plasmonicos de superficie. Las lineas punteadas I y II
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€d

denotan la relacion de dispersion w =ck y w = respectivamente [5, [6].

ﬂ

~ 4 7
w
@p
4 7
’ 4
L 4
Wps ;77
7 4
4
4 7’
/7
/7 7
s Y o —_—
,1 P plasmén de superficie
7 2
/,

v

Figura 2.2: Relacién de dispersién para modos plasménicos de volumen y modos
plasmoénicos de superficie.

2.2. Modos plasmoénicos

Se define como plasma a un gas de particulas cargadas, las cuales pue-
den exhibir comportamientos coherentes al ser perturbados por un campo
electromagnético. Un plasmoén es un cuanto de oscilacion del plasma en un
material conductor, el cual es resultado de las oscilaciones colectivas de los
electrones libres de un conductor. Al interactuar estas cargas eléctricas con
un fotén, generan una cuasiparticula llamada polaritén [7]. En los metales
los electrones de conduccion pueden moverse libremente por lo que en estos

materiales se pueden producir plasmones. Usualmente las oscilaciones de los

15



plasmones son a frecuencias épticasﬂ Existen dos tipos de plasmones los cua-

les son plasmones de volumen y plasmones de superficie.

Los plasmones de volumen son aquellos en donde los electrones pueden os-
cilar a través de un volumen de un metal los cuales tienen la frecuencia de

plasma dada por [§]:
Ne?

meEo

(2.27)

wp:

donde N es la densidad de electrones, e la carga del electron, m, la masa del

electrom.

Los plasmones de superficie (ps) son ondas electromagnéticas que se propagan
entre la interfaz de un dieléctrico y un conductor. Estas ondas electromagnéti-
cas de superficie surgen debido al acoplamiento de campos electromagnéticos
con los electrones libres de un conductor. La frecuencia de los plasmones de

superficie se encuentra en el siguiente rango de frecuencias [9]

Wyst [0, %} . (2.28)

La interaccién entre medios dieléctricos y metalicos con ondas electromagnéti-
cas puede ser explicada usando electrodindmica cldsica. Aun si los medios
poseen dimensiones de nanometros. La descripcién de esta interaccién puede
ser modelada mediante las ecuaciones de Maxwell, sin necesidad de usar la

mecanica cuantica [9].

13 % 1011 — 3 x 1016 Hz [1]
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La parte espacial del campo eléctrico para un modo plasmoénico de super-

ficie estd dada como [10]:
B(m, z) = (al/i\—i- CLQ?C\) e~ el (2.29)

donde [ es la relacién de dispersién dada por la ecuacién [2.26] o es un

parametro que determina la razon decreciente de E en la coordenada .

En un medio libre de carga el campo eléctrico debe satisfacer V - ﬁ = 0.
Esta condicion implica que los parametros aq, as, a y 3 de la ecuacion [2.29

estan relacionados por:

1oaq

. (2.30)

a9 = —

La permitividad de un medio conductor de acuerdo al modelo de Drude es un
ntimero complejo [6]. En consecuencia la relaciéon de dispersién 5 (ecuacion
tiene también una representacion compleja. Una consecuencia de la par-
te imaginaria de 3 es que el modo plasménico de superficie (ecuacién
se propaga en pequenas distancias desvaneciéndose completamente alrededor
los 100 pm [1I0], lo cual representa una limitante en la implementacién de la

Optica plasmoénica de superficie.

Estos modos electromagnéticos estan relacionados con el movimiento de los

electrones libres que se asocian longitudinalmente y transversalmente en la

17



superficie. La oscilaciéon de cargas en el fendmeno plasmoénico son determi-
nadas por la trayectoria del campo eléctrico, la cual podria ser obtenida
estableciendo una analogia con el modelo de polarizacion clasica. Donde la

trayectoria del campo eléctrico en el plano z — z esta dado por [10]:

E? E? 2F. F,
ai (aa1)2 aay
5] 5]

Donde podemos expresar 3 = |S]e® y dy = 0 — 5. Notese que 0 depende de

cosdp = e 2" sin® . (2.31)

la permitividad del medio metalico.

2.3. Modos plasmoénicos de largo recorrido

Los modos plasmonicos de superficie de largo recorrido se propagan en
una interfaz de una pelicula delgada metal-dieléctrico, para la cual se consi-
dera el indice de refraccion como una funciéon exponencial decreciente, este
indice de refraccién permite el estudio de los efectos de resonancia, por lo que
el andlisis se realiza usando la teoria de acoplamiento de modos. Para obte-
ner un modo plasménico de largo recorrido es necesario adaptar la relacién
de dispersion . Los efectos de resonancia surgen cuando son permitidas las
interacciones con otros modos plasménicos de superficie, modificando asi la
trayectoria de las oscilaciones de carga. Por lo que el nuevo modo plasménico
de superficie tiene una amplitud dependiente de la coordenada z como se

muestra en la Figura [2.3] donde se representa el sistema bajo andlisis.
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Figura 2.3: Esquema de la interaccién entre 2 modos plasménicos de superficie.

Del lado izquierdo el espesor entre la pelicula metalica es suficientemente
grande por lo que no genera interferencia ente los plasmones. En el lado dere-
cho el espesor de la pelicula metalica es suficientemente pequena permitendo
entonces la interferencia entre los dos plasmones que estan propagandose en
ambos lados de la pelicula delgada, lo que modifica la relacién de dispersion
[T0]. En ambos casos la linea continua representa un plasmén de superficie
elemental generado en la interfaz £, — &9, la linea punteada representa un

plasmén de superficie elemental generado en la interfaz 9 — e3.

El indice de refraccion para la interfaz es aproximado por:

n=mn;+ae " (2.32)

para | = |> d, donde a es una constante pequena que es determinada por la

combinacion de los materiales involucrados, p es una constante determinada
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por los parametros a; y el espesor de la pelicula es 2d. Nétese que cuando
x — oo el indice de refraccién expresado recupera la expresiéon clasica para
un medio dieléctrico. El motivo de proponer la expresion para el indice de re-
fraccion viene dado del hecho que el haz se propaga paralelo y suficientemente
cerca de la superficie plana. Por lo que se tiene que el término exponencial

permite modelar los efectos del campo electromagnético en la superficie.

Los campos plasmonicos tienen una representacion vectorial, donde cada

componente escalar debe satisfacer la ecuacién de Helmholtz:

V2 + ki (nf + 2niae ") ¢ = 0. (2.33)

, . _ 2 . ~
El término (ae ?*)” es despreciado puesto que a es una constante pequena.
La teoria de acoplamiento nos permite proponer una solucién en la interfaz

metal-dieléctrico de la siguiente forma:

o(,y,2) = Aje 1 lr=dleifz 4 Ajemaaledlgifez, (2.34)

Esta solucion solo es vélida en las regiones cercanas a la interfaz, es decir
la region sombreada en la figura|2.3] Tomando en cuenta el signo correspon-
diente para los términos de fase y sustituyendo la ecuacién en 2.33] se
obtienen las ecuaciones diferenciales para las funciones de amplitud A; »(z)

como se muestra en el apéndice A [11]
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DA |
i1+ 2am Age” (e mo0z — (2.35)
z

DA |
iy + 2amy Aye” ez = g, (2.36)
z

donde las segundas derivadas han sido omitidas debido a la evolucion lenta

de AZ(Z),

DPA, _ OPA,

5~ aa =0 (2.37)

El pardametro p en la expresion para el indice de refraccién dada en la ecuacion
corresponde con los parametros «; por medio de la relacion p = a;+as, la
cual es la condicién requerida para resonancia entre los dos modos plasmoéni-
cos de superficie. Los efectos de resonancia modifican la trayectoria de la

oscilaciéon de las cargas cambiando en consecuencia la relacion de dispersion

Una configuracién simétrica se obtiene cuando la permitividad en ambos

sitios de la pelicula delgada tiene los mismos valores. Por lo que se tiene que

B1 = P2 = B; a3 = as = a. Por lo que el sistema de ecuaciones diferenciales
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2.35), toma la siguiente forma

0A,

Zﬁ— + 2an1A26_2ad = 0,
0z

(2.38)
0A
iB=2 + 2an; Aje~24 = 0. (2.39)
0z
La solucién es de la forma
Aip(z) = 01’261-2(2?16-2&(1) + 02,1€_iz(2a;16_2ad)7 (2.40)

donde c; 9, co1 son constantes arbitrarias. Entonces se tiene que la expresién

para modos plasmonicos de largo recorrido es

€1+eg

1 1
1z< ;1652 2 1oan, ( S1e2 2e2°‘d>
o(r,y,2) = Ce e ° << ) v (35) : (2.41)

donde la relacién de dispersién (ecuacién [2.26)) es modificada, la cual esta da-
da por la siguiente expresion

w

1 _1
£1€ 2 €1€ 2
b =— 1= + 2an; =2 e 2d )
C €1+ &9 €1+

; (2.42)

De la ecuacion [2.42] se puede ver que en esta representacion la suma de la

parte imaginaria es menor que la parte imaginaria de la relacion de dispersion

de la ecuacién [2.26] lo cual permite incrementar la longitud de la propagacion
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de los modos plasmonicos de superficie. Ademas el coeficiente para el término
exponencial decreciente depende de los pardametros del indice de refraccién los
cuales son necesarios para describir los efectos de la superficie. Estos efectos
son relevantes cuando las dos superficies estan muy cercanas o cuando una
particula se coloca en la superficie tomando en cuenta que a # 0, sin embargo
cuando d — oo la relacion de dispersién recupera la forma de la ecuacién

2.20

2.4. Interaccion entre dos modos plasmoéni-
cos de largo recorrido: caso coherente.

La ecuacién [2.41] es la expresién para una componente del campo eléctri-
co que se propaga a lo largo de la coordenada z. Con el fin de generar la
interferencia entre dos modos plasmoénicos de largo recorrido, es necesario
representar un modo plasmonico que se propague en el plano y — z. Por lo
que la expresion correspondiente puede ser obtenida por medio de una rota-
cién respecto al eje x, teniendo la siguiente transformacion de coordenadas

2z — zcosf + ysinf

La configuracion fisica para generar la interferencia entre dos modos plasmoéni-
cos es similar al experimento de Young que consiste en dos aberturas de
diametro menor a la longitud de onda, realizadas en una pelicula delgada

conductora. De cada abertura emerge un modo plasmonico de largo recorri-
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do, por lo que la expresién para la interferencia coherente es:
E(z, y,z) = (ai + bsin 6] + bcos Q/k?)e_o‘””eimz cos 0+ysin6)

—l—(a/z'\ — bsin 93 + bcos 9/];)6_(11366%(2 cosf—ysin6)

— 2| (ai + beos 9%) cos(By sin 6) + ibsin O sin(Sy sin 9)3] e~ Teifzcost (9 43)

Siendo 3 la expresion obtenida en la ecuacién [2.42] Si consideramos un mo-
do plasménico libre de difraccién obtendremos que la intensidad del campo
eléctrico para distancias largas de propagacion no tiene cambios. Entonces

se tiene que la intensidad del campo esta dada por:

I(z,y,2) = 4[(a® + b* cos® 0) cos®(By sin 0)

+ b%sin? § sin®( By sin §)]e 2012~ 2HmB)z, (2.44)

Para angulos 6 pequenos, la expresion para un modo plasmoénico puede ser

aproximado de la siguiente forma

ﬁ(x, y,z) = 2(ai + b?{:\) cos(By sin §)e ™17 ihz 080, (2.45)
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La ecuacion [2.45[se considera como una expresion para un modo plasmonico
completamente coherente en la aproximacién paraxial [I0]. Usando el hecho
de que a y b podrian ser niimeros complejos, la distribucion de la intensidad

del campo podria describirse como:
I(z,y, 2) = ¢ cos®(Bysin § + n)e 2212 2mB)z (2.46)

donde 7 es un término de fase.

Hasta hora se tiene que los modos plasménicos de superficie sinusoidales re-
presentan una expresion para un modo plasménico de superficie generalizado
completamente coherente. Notese que la ecuacion [2.46| es una representacion
paramétrica para modos plasménicos de superficie. Los pardmetros 6 y n per-
miten incorporar funciones parcialmente coherentes como se describira mas

adelante.

En la figura se muestra la distribucion de intensidad del campo para
un modo plasmoénico. Para una pelicula de oro con un espesor de 20 nm y
una longitud de onda de 500 nm, en un sustrato que tiene un indice de refrac-
cién de 2, para un rango de valores de p de 0.01 nm~! a 0.023 nm~!. Estos
valores son usados para un modo plasmoénico de superficie que se propaga
100 nm dentro de un medio dieléctrico. Con dichos parametros se espera que

el modo plasmoénico se propague entre 500 pum a 1000 pm.
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Figura 2.4: Perfil sinusoidal de la distribucién de intensidad del campo generado por
interferencia de 2 modos plasménicos de largo recorrido propagandose en el plano x = 0.

2.5. Tipos de plasmones.

Un modo plasménico de superficie parcialmente coherente puede obtener-
se mediante una superposicién de modos plasmoénicos sinusoidales, el pardame-
tro 0 en la ecuacién [2.46| es una variable aleatoria con una funcién de proba-
bilidad p(6). Entonces el promedio de la funcién de distribucién de intensidad

del campo es:

(I(,y, 2)) = e~2rwe=2m(3): / C(68) cos?(By sin 0 + n)p(0)do
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_ 201z -2Im(p)z / C(1 + cos(2By sin b + n)p(6)dd, (2.47)

donde C es una constante.

s
2
considerando 1 = 0. Se tiene que el promedio de la intensidad del campo

Si la funcién de densidad p(f) es uniforme en el intervalo —g <0<

estd dado por una funcién Bessel de primer orden Jg

(I(z,y,2)) = e 2M7e 2ME= (1 + Jy(28y)), (2.48)

donde son omitidos los términos no relevantes y se toma en cuenta que

™

Jo(x) = — /02 cos(z sin 6)d6. (2.49)

™

Tomando en cuenta los mismos valores usados en la figura [2.4] se obtiene la
distribucion del promedio de la intensidad del campo como se muestra en la

figura teniendo un modo propagandose cerca de 500 pum.

El promedio de la intensidad del campo para el modo plasménico de su-

perficie Dark Hollow se considera n = g y p(0) es uniforme en el intervalo

27



1000

9500

800

700

600

500

(1)

400

300

200

1000 ',’I'.].UO 3000 4000
Vi fim)

Figura 2.5: Distribucién del promedio de intensidad de campo en el plano y — z para un
modo plasmonico de superficie Bessel Jj.

|

T
<fh< 5 por lo que la ecuacién [2.47| toma la siguiente forma:

(I(z,y,2)) = e~ 2aze=2ImB)z / C(1 — cos*(2By sin 0) p(6)df

_ e—zalxe—le(ﬂ)Z(l — JO(QBy)). (2-50)

Este resultado presenta un contraste inverso en el promedio de la distribucién
de intensidad del campo respecto a un modo plasmonico de superficie Bessel

Jo como se muestra en la figura [2.6] En este caso la longitud de propagacién
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es cerca de 50 um.
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Figura 2.6: Distribucién del promedio de intensidad de campo en el plano y-z para un
modo plasmoénico de superficie Dark Hollow

Para la intensidad del campo de una funciéon de densidad de probabilidad
2
Gaussiana p(f) = ae 2 en el intervalo —g <6< g y considerando n = 0,

se tiene que la ecuacion toma la forma:

(I(r,y,2)) = e 2rre 2y

L[ iasysing =22 1 —i28ysing =02
1—|—2 e e2d9+2 e ez db|. (2.51)
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Esta puede aproximarse como la transformada de Fourier de una funcién
Gaussiana, teniendo como promedio la intensidad descrita en la figura [2.7]
con una longitud de propagacion de aproximadamente de 700 yum. Superando

la distribucién de intensidad Bessel.

2000
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400

200

500 1000
W L )

1500 2000

Figura 2.7: Distribucién del promedio de intensidad de campo en el plano y-z para un
modo plasménico de superficie Gaussiano.

En todos los casos la relacién de dispersién esta dada por la ecuacion [2.42]
A pesar de que todos los modos tienen la misma relacién de dispersién, la

longitud de propagacion puede controlarse con la superposicién de modos

como se muestra en las figuras 2.5 [2.6] y [2.7] [10].
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Capitulo 3

Fundamentos matematicos de
geometria diferencial y calculo

variacional

En esta seccion se analizan curvas en el espacio tridimensional y con base
en las ecuaciones de Frenet-Serret se tiene un nuevo sistema de referencia, el
cual puede estar colocado en cualquier punto de la curva. De igual forma se
realiza un estudio de célculo variacional, obteniendo la ecuacion de Euler y

la condicién de transversalidad.

3.1. Fundamentos de geometria diferencial

La geometria diferencial puede describirse rigurosamente como el estudio

de curvas y superficies por medio del cédlculo [I].
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Supongamos que tenemos una curva C' cuya representacién paramétrica esta da-
da por:
r=ux(t); y=y(t); =z = z(t); (3.1)

donde la longitud de arco estd dada como:

0= / ds (3.2)

donde
ds = /(dz)? + (dy)? + (dz)2. (3.3)
y
ds dx 2 dy 2 dz 2 \/ﬁ
as _ azx ay az\" _ s - - 4
dt \/(dt) +(dt> +(dt) Ayt (34)
por lo que
t
s = / Va2 +y? 4 22dt (3.5)
to
entonces
ds* = da* + dy* + dz* = (dz, dy, dz) - (dz, dy, dz) (3.6)
dr dy dz de dy dz
l=(—,—>,— | | —,—, — .
(ds’ds’ds) (ds’ds’ds) (8.7)

de la ecuacion anterior se tiene el vector tangente unitario como:

= <dac dy dz) 38)

ds’ ds’ ds
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de donde se obtiene que:

r=wx(s);y =y(s); 2 = 2(s); (3.9)

Posteriormente se calcula un vector ortogonal a ?

T.T=1, (3.10)

%(?.?):2(?-£i>:0. (3.11)

De la ecuacién anterior se tiene que ? es perpendicular a %, por tanto
dT
zge:nﬁ, (3.12)

donde k es la curvatura y 7 es el vector normal.

De las ecuaciones y se construye el vector binormal

T =T x7. (3.13)
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— - =
Tomando en cuenta que b ? =0y b - b =1 se tiene la siguiente ecuacion

%
db
= —7 7, (3.14)

donde 7 es la torsion.

3.2. Ecuaciones de Frenet-Serret

Sea T (t) = 7 (x(t),y(t), 2(t)) entonces por las ecuaciones y [3.5]
7 (t) = 7 (s) por lo que
d7 (s)

T = 2 (3.15)

De la ecuacién |3.12] se tiene

d?W

— =K

- (3.16)

De forma similar en la cual se obtuvo la ecuacién [3.14], se calcula el vector

binormal, por lo que

%
db
E = —Tﬁ.
Partiendo de
W =1 (3.17)
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se tiene

d _ _ dn
ds (77 - 7) (n ds ( )
de la cual se obtiene:
[ dit _ 0 (3.19)
ds '

Entonces se tiene que % es un vector que esta sobre el plano generado por

— —
by ?, por lo que consideramos que ? T =0 y b - =0 y manipulando

algebraicamente se deduce que

%
(Z—Z " g—4 (3.20)

Uniendo las ecuaciones|3.12] [3.14] y |3.20|se obtienen las ecuaciones de Frenet-

Serret
47 0k 0\ [T
di | =1 —x 0 7 7 | (3.21)
- —
% 0 —7 0 b

Tomando en cuenta los vectores tangente, normal y binormal se obtiene un
nuevo sistema de referencia triedral como se muestra en la figura 3.1} Donde
el vector tangente con el vector normal forman el plano osculante, el vector
tangente con el binormal el plano rectificante y el vector normal con el bi-

normal el plano normal.
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X

Figura 3.1: Sistema de referencia triedral de Frenet-Serret.

A continuacion se calcula la curvatura y la torsion de la curva.

Recordando que ? = d?d# y que

2 2
d?_d?:d?d?:ﬁ 322)
ds ds ds?  ds? ’

donde R es k71, siendo R el valor absoluto del radio de curvatura, que es

también el radio del circulo osculante, el cual se encuentra en el plano oscu-

lante [2].
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%
db

Y partiendo de 7 = —7 - Ts se obtiene la expresion para la torsion da-
s

da por la siguiente ecuacién [2], 3]

T =

_ = — 3.23
K ds? ds % K ds3 ( )

1427 (d? 1 d3?>

Para llevar la proyeccién de una curva en el sistema de referencia de Frenet-

Serret partiremos de las ecuaciones [3.15), y la siguiente relaciéon

&7
T KT — k2T + KT D, (3.24)

Proyectando la curva 7(3) en los planos osculante, normal y rectificante
alrededor de ?(30), el desarrollo de Taylor de 7 alrededor de este punto

esta dado por:

?(s) = 7)(30) + 7’(50)(3 — S0)+

1 " 2 1 " 3
5? (s0) (s — s0) +6? (s0) (s — s0)° + - - -. (3.25)

Trasladando el origen inicial a 7(50) y haciendo una rotacion de ejes de tal

ﬁ
forma que los vectores 7 = (1,0,0), = (0,1,0) y b = (0,0,1) definan

el nuevo sistema de coordenadas y sustituyendo 7/, 7" v 7" se tiene la
aproximacién a tercer orden:
2.3 .2 /.3 3
k?s® ks?  K's® KTs
7o) = (s- 5 S BRI, (320
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De la ecuacion se calculan las curvas proyectadas en el plano normal,
rectificante y osculante considerando unicamente el primer término, por lo

que se deducen las siguientes expresiones.

Para el plano normal
9k 22
3
= ) 3.27
4 272 ( )

La cual corresponde a una curva tipo cuspide, como se muestra en la figura

3.2

gje I

Figura 3.2: Curva cispide en el plano normal.

Para el plano osculante:

y=—"-: (3.28)



La cual corresponde a la ecuacion de una parabola, como se muestra en la

figura [3.3|

y=x’
4 T T T T T
e i R R R R ......................................... J
e et T e ......................................... =
SN TH N NN SR W .
Bl o W e B T B g i
£ :

ek :

Y B L e R P RN IENY STNE TR 2l
Bl st et S e e ........................................ d
7| ORI ... SN, I ......................................... )
S L. - T A
D 1 1 ' 1 1
-3 2 1 a 1 2 3

eje x

Figura 3.3: Curva parabdlica en el plano osculante.

Y para el plano rectificante :

(3.29)

La cual corresponde a la ecuacion de una ciibica, como se muestra en la figura

.
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gje z

Figura 3.4: Curva cibica en el plano rectificante.

3.3. Conceptos de calculo variacional

El calculo variacional estudia los métodos que permiten hallar los valores
maximos o minimos de los funcionales. Se llaman funcionales a las magni-
tudes variables cuyos valores se determinan mediante la eleccién de una o

varias funciones [5].

Analizando la funcional dada por la siguiente ecuacién

olyte) = [ " P,y a)de, (3.30)

o
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si los puntos de la frontera de las curvas admisibles estan fijos: y(z¢) = yo v
y(x1) = y1. Donde la funcién F(y,y/, x) tiene derivadas continuas de segundo

orden.

Tomemos una cierta curva admisible y = y(z) cercana a y = y(x) donde

éstas estan incluidas en la familia monoparamétrica de curvas

y(a,a) = y(z) + a(y(z) - y(x)), (3.31)

cuando a = 0, se obtiene la curva y = y(x); para a = 1 se tiene y = y(z).
Donde F(x) — y(z) es la variacién de la funcién y(z) y la denotaremos por

0y.

En los problemas variacionales la variacion dy desempena un papel analo-
go al del incremento de la variable independiente Ax en los problemas del
estudio de los extremos de una funcién f(z). La variacién oy = y(x) —y(x) es
una funcién de z. Esta funcién puede ser derivada una o varias veces, siendo
(0y) =7 (z) — y'(x) = 0y, es decir la derivada de la variacién es igual a la

variacién de derivada; andlogamente 6y = 7"(z) — y"(x).
De este modo, consideramos la familia y(z, ), donde y(z, «) = y(x) + ady,
que contiene para o = 0, la curva en la cual se alcanza el extremo y para

a = 1 cierta curva admisible cercana, llamada curva de comparacién.

Si consideramos los valores de la funcional B.30s6lo en las curvas de la familia
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y = y(z, @), la funcional se transforma en una funcién de a:

vly(z, @)] = p(a) (3.32)

debido a que el valor del parametro a determina una curva de la familia
y = y(x, «), determinando también con esto el valor de la funcional v[y(z, a)].
Esta funcién ¢(«) tiene un extremo en o = 0 puesto que para dicho valor
se obtiene y = y(z), teniendo la funcional, por hipdtesis, un extremo con
respecto a cualquier curva cercana admisible y en particular con respecto a
las curvas cercanas de la familia y = y(z, ). La condicién necesaria para que

la funcién () tenga un extremo en o = 0 se debe cumplir

¢'(0) =0 (3.33)

Como

o(a) = /x1 F(y(z, ),y (z,a), z) dx (3.34)

entonces
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Puesto que ¢’(0) es la variacién de la funcional se puede denotar por dv. La
condicién necesaria para que la funcional v tenga un extremo, consiste en la
anulacion de su variacién v = 0. Para la funcional de la ecuacién [3.30] esta

condicién tiene la forma

OF F
/ [a—yéy + a—éy’} dr = 0. (3.37)

Integrando el segundo término de la suma por partes y tomando en cuenta

que 0y’ = (dy)’ obtenemos

oF 1™ nIoF  d OF
v = |=—6 | Sydx. .
‘ {8?/ yLo+/xo {@y dw@y’} e (3.58)
Pero
5y |x:a:o = O, (339)
0Y |z=2y = 0, (3.40)

y en virtud de que todas las curvas admisibles en el problema considerado

pasan por lo puntos frontera fijos y, se tiene

OF F
v = / {a— - ia—] dydz. (3.41)
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De este modo, la condicién necesaria de extremo toma la forma

2 10F d OF
— — —— | dydz = 0. 3.42
/x1 [83/ d:c@y’] var (342)
Por lo que
oF d OF
= _ 2 A4
oy  dx 0y 0 (343)

es la ecuacién conocida como la ecuacién de FEuler o Euler-Lagrange.

3.4. Condicion de transversalidad

En el apartado anterior se analiz la funcional de la ecuacién [3.30] donde
se supuso que los puntos frontera (zo,vo) v (z1,y1) eran conocidos. Supon-
gamos ahora que uno o ambos puntos frontera pueden desplazarse. Entonces
la clase de curvas admisibles se amplia, ademas de las curvas de compara-
cion que tienen los puntos comunes de la curva analizada, se pueden tomar

también las curvas con puntos frontera desplazados.
Por esto, si en cierta curva y = y(z) se alcanza un extremo en el proble-

ma con puntos frontera moéviles, entonces con mayor razén se alcanzard un

extremo con respecto a la clase mas restringida de curvas que tienen pun-
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tos frontera comunes con la curva y = y(x), por lo tanto debe cumplirse la
condicién necesaria fundamental de extremo en el problema con fronteras
inmdviles, es decir la funcién y(z) debe ser solucién de la ecuacién de Euler-

Lagrange (ecuacién |3.43)).

De este modo las curvas y = y(z), en las cuales se realiza el extremo en

el problema con fronteras moviles, deben ser extremales.

La solucion general de la ecuacion de Euler contiene dos constantes arbitra-
rias, para cuya determinacion es necesario tener dos condiciones. En el pro-

blema con puntos inméviles dichas condiciones son y(xo) = yo v y(z1) = y1-

En el problema con fronteras méviles falta una o ambas condiciones y las
condiciones que faltan para la determinacién de las constantes arbitrarias
de la solucién general de la ecuacién de Euler deben ser obtenidas a partir
de la condicién necesaria fundamental de extremo: la igualdad a cero de la

variacion ov.

Como en el problema con fronteras moéviles el extremo se alcanza sélo en
las soluciones y = y(z, Cy,Cy) de la ecuacién de Euler, en adelante se pue-
de considerar el valor de la funcional solo en las funciones de esta familia.
Entonces la funcional v [y(z, Cy, Cs)] se transforma en una funcién de los
pardametros C y Cy y de los limites de integracién xq y x1, y la variacion de
la funcional coincide con la diferencial de esta funcion. Consideremos para

simplificar que uno de los puntos frontera, por ejemplo (zg,yo) esté fijo y el
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otro (z1,y;) puede trasladarse y pasar por el punto (z7 + dx1,y; + dy1).

Consideraremos préoximas a las curvas admisibles y = y(x) y y = y(z) + dy,
si los médulos de las variaciones 0y y 0y’ son pequenos, asi como los médulos

de los incrementos dx; y 0y;.

Los extremales que pasan por el punto (zg, o) forman un haz de extremales
y = y(x,C}) en las curvas de este haz la funcional v [y(z, C1)] se transforma
en una funcién de C; y zy. Si las curvas del haz y = y(z,C}) no se cortan
en un entorno de la extremal considerada, entonces v [y = y(z, Cy)] puede
considerarse como funciéon uniforme de x; y y;, puesto que al dar estos se

determina el valor de la funcional.

Calculemos la variacién de la funcional v[y = y(z,C})] en los extremales
del haz y = y(z,C}) cuando el punto frontera se desplaza de la posicién
(x1,11) ala (zq + dx1, 51 + 0y1), puesto que la funcional v se transforma en
una funcién de x; y y; en las curvas del haz, su variacién coincide con la dife-
rencial de esta funcién. Separemos del incremento dv la parte lineal principal

con respecto a dxy v 0yq:

z1+0x1 1
Av = / F(y+5y,y'+5y’,x)dx—/ F(y,y, x)dr;

Zo o

140z
= / F(y+oy,y + 0y, x)dx

1

48



+ / [F(y+dy,y' + 0y, x) — F(y,y', x)| d, (3.44)

o

donde el primer sumando del segundo término se soluciona mediante el teore-
ma de valor medio y el segundo sumando se calcula desarrollando la funcion

subintegral por la férmula de Taylor.

Por lo que de la ecuacion [3.44] se obtiene:
Av = F|x:x15x1 -+ F;|x:m1 (53/1 — y'(ml)éxl)

= (F =y Fy)|a=2, 071 + Fylo=a103 (3.45)

o bien

dﬂ(%l, yl) = (F — y/Fy’>’:p:z1d'x1 + Fy’lx::pldyla (346)

donde v(x1,y;) es la funcién en la que se transforma la funcional v en la
extremales y = y(z,C}) v dxy = Azy = dzy, dy; = Ay; = 0y; son los
incrementos de las coordenadas del punto frontera. La condicién necesaria

fundamental del extremo dv = 0 toma la forma

(F - y/Fy’)|x:x165B1 + Fy’|x:x16yl =0. (347)

Si las variaciones dx1 y 0y, son independientes, de aqui se deduce que:

(F - y/Fy/)‘Ile == 07 Fy/|x:zl - O (348)
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Sin embargo hay que considerar el caso en el que las variaciones dx; y 0y

son dependientes.

Supongamos por ejemplo que el segundo punto frontera (xy, ;) puede tras-

ladase por cierta curva

Y1 = @(r1). (3.49)

Entonces dy; ~ ¢'(x1)dz; y por lo tanto, la condicién toma la forma

[F + (¢ =y a_FL i 0x1 = 0 o bien, como dx, varia arbitrariamente,
1

[F (P — y/)g_ﬂ =0 (3.50)

=x1

Esta condicion (ecuacién [3.50)) establece una dependencia entre los coeficien-
tes angulares ¢’ y 3/ en el punto frontera, y se llama condicién de transver-

salidad.

La condicién de transversalidad, conjuntamente con la condicion y; = (1),
permite en general determinar una o varias extremales del haz y = y(z, C}),
en las cuales puede alcanzarse el extremo. Si el punto frontera (z¢,yo) pue-
de trasladarse por cierta curva yo = @(xp), entonces se deduce, en forma

completamente andloga que en el punto (zg, yy) también debe satisfacerse la
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condicién de transversalidad [5] .

oF

[F + (¢' — y’)a—y} . =0. (3.51)

Para el caso de la propagacién de la luz las transversales son simplemen-
te los frentes de onda de la onda de luz y las extremales son los rayos de luz.
Por una transversal se quiere decir una curva o superficie que esta en todas

las partes ortogonales a una familia de extremales [6].
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Capitulo 4

Descripcion de modos

plasmonicos unidimensionales

En este capitulo se plantea un modelo teérico para los modos plasmoéni-
cos unidimensionales que se propagan en nanoalambres con curvatura y tor-
sion. Con base en la geometria diferencial se realiza una parametrizacién en
término de longitud de arco para los nanoalambres, con ello se obtiene una
expresion para la relaciéon de dispersion y al mismo tiempo se realiza un

analisis para dicha relacion.

4.1. Modos plasmoénicos unidimensionales

En el capitulo 2 se analizaron los modos plasménicos de superficie que
se propagaban a lo largo de peliculas metalicas, donde la longitud y el an-
cho de la pelicula son de dimensiones micrométricas. Debido a que en este

capitulo nos interesa realizar una descripcién de modos plasmonicos de su-
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perficie unidimensionales o simplemente los llamaremos modos plasmoénicos
unidimensionales, por lo que se limita a la pelicula metalica a ser una tira
metdalica 6 un nanoalambre [I]. A los modos plasménicos que se propagan en

nanoalambres los llamaremos modos plasmoénicos unidimensionales.

Los modos plasmonicos unidimensionales son la excitacion de electrones en
una sola dimensién los cuales se propagan sélo a lo largo del alambre, lo cual
es una limitante al movimiento de los electrones [2} 3]. Los modos plasménicos
unidimensionales podrian propagarse en nanoalambres y acoplarse fuera de
él como fotones [4]. En las siguientes secciones se propone un modelo tedrico
que nos permita la descripcion de los modos plasmoénicos unidimensionales.
Para la descripcién de los modos plasmoénicos unidimensionales se inicia con
un analisis para alambres rectos y enseguida para alambres con curvatura
y torsion, posteriormente se analiza la relacién de dispersién para alambres

con curvatura y torsion.

4.2. Modo plasmodnico de superficie en un na-
noalambre recto

Cuando un material tiene contacto con el campo eléctrico este se polariza
como se muestra en la figura [4.1, en la cual se muestra el modelo que se
toma como base para poder realizar el analisis de los modos plasménicos en

nanoalambres.
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/\/\ |(+ )G )G -?Inanoalambre

Figura 4.1: Polarizacién de un material en presencia de un campo eléctrico.

Puesto que el campo eléctrico varia en el tiempo, lo cual implica que también
las polarizaciones varfan, por lo que tenemos dipolos acoplados [5]. Conside-
rando que en un diferencial del alambre se forman un par de polarizaciones,
las cuales seran modeladas como pequenas oscilaciones de resortes, como se

muestra en la figura 4.2}

+ -) + -) + -

X1 |xg —x2] %

Figura 4.2: Interaccién entre dipolos acoplados como un sistema de resortes acoplados.

Los resorte xy y w9 tienen asociada una masa, las cuales supondremos son
iguales, de la misma manera las constantes elasticas. Es decir m; = mgy = m,
ki = ks =k y ko = k,. Enseguida se hace una analogia con un sistema clasi-
co el cual es descrito con la ecuacion de Euler-Langrange la cual es un caso
particular de la ecuacién de Euler cuando ' =T — U = L, donde L es la

lagrangiana del sistema, 7" es la energfa cinética y U es la energia potencial [6].
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De donde se tiene que

1 1 .
T = §mﬁ + §mx§ (4.1)
1 1
= ik(l’% + LL’%) + §ka(l’1 — Ig)z. (42)

Por lo que la lagrangiana del sistema queda dada como:

1 1 1 1
L= imﬁ + 5m9’3§ - 51{;(:15% + 23) — ika(xl — )% (4.3)

Sustituyendo la ecuacion en la ecuacién de Euler-Lagrange (ecuacién
3.43)) se obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema bajo anélisis, las

cuales estan dadas por las ecuaciones [.4] y

- k’l‘l - k’a(QTl — [L’Q) — mii’l =0 (44)

—]{31’2 + ka({El — .172) - mi}g = 0. (45)

Sumando la ecuacién [£.4] y la ecuacién [4.5] se tiene

k(a:l + .’BQ) + m(:’v’l + fz) =0

(i’l + ZL‘Q) + WQ(ZL'l + 1'2) = 07 (46)
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donde w? = —.
m

Y restando la ecuacién [4.4] y la ecuacién [4.5] se tiene

k‘(l’l — 1’2) + 2]’%(1’1 — 1'2) + m(xl — 272) =0

(&1 — &) + w? (2 — 29) + 202 (11 — 79) = 0,

a

m

T

donde w? =

Por lo que podemos obtener la solucion dada por:

(fL'1+l'2) = —w2($1+l’2>

(B — ) = —w?(1 —a2) — 2w (21 — T2).

Si consideramos la suma de la ecuacién 4.8y la ecuacion |4.9(como la ecuacion

de movimiento de todo nuestro sistema tenemos que:

X = (ZEl + IQ) + (ZEl - 172) = —w2(x1 + 132) — (w2 + 2&)3)(1‘1 - ZL'Q). (410)

Por lo que la solucién a nuestro sistema estd dada como:

X = Cl($1 + .’L’Q) + Cg(l‘l — Ig).

o7

(4.11)



De las ecuaciones [.8 y [£.9] se puede obtener

(1 +22) = acoswt (4.12)

(x1 —x3) = bcoswit, (4.13)

donde w? = w? + 2w? = N?w? donde N es un niimero entero, que lleva al
sistema al caso de resonancia. Sustituyendo las ecuaciones y en la

ecuaciéon [4.11] se tiene:

X = ¢; coswt + ¢y coswqt. (4.14)

Debido que se tiene un analisis en un segmento pequeno del alambre se puede

decir que ¢; = ¢c5 = A, por lo que se tiene:

X = A(coswt + coswst). (4.15)

Puesto que se quiere que z sea una onda que se propague en espacio y tiempo

tenemos que:

X = A(cos(kx — wt) + cos(k1z — wit)) (4.16)

X = A(cos(kx — wt) + cos(Nkx — Nwt)). (4.17)

Y puesto que se quiere una condicién de resonancia N = 2 debido a que es
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el valor mas pequeno para obtener un ciclo completo y de acuerdo a [7] se

puede obtener que

X = Acos(kx — @t). (4.18)

Donde k y @ son los promedios de los vectores de onda y frecuencias res-
pectivamente. Puesto que el estudio bajo analisis es un modo plasmoénico de

superficie unidimensional a @ le pediremos valores de wys por lo que A = A,

. : ., - w
por lo que la relacién de dispersién queda ahora como k = k = 22,
c

4.3. Plasmén de superficie unidimensional en
un nanoalambre con curvatura y torsion

Iniciemos suponiendo que tenemos un alambre con curvatura y torsion,
tal como se muestra en la figura [£.3] de la cual consideraremos un diferen-
cial de la longitud de arco ds, al cual se le realizard un analisis semejante
al aplicado al alambre recto. Considerando ahora s; y so, m; = mgy = m,
ki = ks = k y ko = k, para el sistema de resortes acoplados, por lo que se

plantea la Lagragiana del sistema dada por la siguiente ecuacion.

1 1 1 1
L= §msf + §ms§ - ék(sf +53) — Eka(sl — 59)% (4.19)
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Figura 4.3: Interaccién de dipolos acoplados como un sistema de resortes acoplados en
un alambre con curvatura y torsién.

Sustituyendo la ecuacion en la ecuaciéon de Euler-Lagrange (ecuacion

3.43|) pueden obtenerse las siguientes ecuaciones

- k’Sl - ka(Sl — 52) — m§1 = 0, (420)

—]CSQ + k’a(Sl — 82) - m§2 = 0. (421)

Sumando y restando las ecuaciones y se obtienen las siguientes

ecuaciones

(51 + 82) = —w2(51 + 82), (422)

(81 — 8) = —w?(s1 — s2) — 2wi(s1 — 82). (4.23)

De forma analoga al analisis realizado para un alambre recto, puede obtenerse
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la solucién general para nuestro sistema de la siguiente manera

S = Acos(ks — wt). (4.24)

Debido a que ya conocemos la funcién de onda en un alambre con curvatura
y torsion, podemos caracterizar esta ecuacién en términos de los parametros
de Frenet-Serret, tomando en cuenta que en este sistema de referencia el eje

- .
? le nombramos z, Wz y b — y, se tiene:

r = A, cos(ks — @t) (4.25)
y = A, cos(ks — wt) (4.26)
z = A, cos(ks — wt). (4.27)

Hasta ahora no se ha mencionado de los valores de w y de k. Por lo que
W = wps, puesto que estamos interesados en analizar modos plasménicos de

superficie, por lo que k = Kps.

Partiendo de que k,s estd dada como

ks = (4.28)

suponiendo que As — \,5, debido a que estamos analizando una longitud de

arco del alambre, si esta es del tamano de la longitud de onda se preservaria
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las propiedades del alambre y del campo eléctrico. por lo que se tiene que

2T
= — 4.2
e = o (129)
donde s = R#, por lo que
2
= . 4.
kps 70 (4.30)

De esta forma tenemos que k,, es la relacién de dispersién para un modo

plasménico unidimensional, la cual depende de R y 8 o de la curvatura y 6.

4.4. Anadlisis de la relaciéon de dispersion £,

En las dos secciones anteriores se propuso un analisis para describir los
modos plasmoénicos unidimensionales, de donde se obtuvo una expresion pa-
ra la relacion de dispersion, por lo que ahora se realizard un andlisis de la
relacion de dispersién obtenida en la seccién anterior, es decir la ecuacion

4. 501

Para este analisis se tomaran en cuenta algunos valores de R para el na-
noalambre los cuales serdn sustituidos en la ecuacién [£.30 Si suponemos que
R — 0 se puede ver que la relacién de dispersion ky,, — oo, al decir que R — 0
se habla de existencia de picos en el nanoalambre, de acuerdo con el valor k,

en estos puntos la luz es irradiada. Si suponemos que el radio de curvatura
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del alambre R — oo puede verse que la relaciéon de dispersion k,s — 0 , es de-

cir que se tiene un nanoalambre recto y la luz en estos puntos no es irradiada.

Los resultados anteriores son consistentes con algunos resultados que han
sido reportado de manera experimental por algunos autores, para el primer
caso supuesto se presentan los resultados obtenidos por [8, O, 0], donde se
muestran la propagaciéon de los modos plasmoénicos en nanoalambres con di-
ferentes radios de curvaturas, como puede observarse en la figuras a) [8],
b) [9], [9] y 4.7 a.3) [10] donde puede verse que para diferentes alam-
bres, ya sean de Ag o Au, se tienen radios de curvaturas extremadamente
cerradas, por lo que en estos puntos el modo plasmon es irradiado en forma
de fotones, donde los puntos mas intensos son los puntos donde se hace inci-
dir la luz. Para el segundo caso consideremos la figura a.1), donde puede
verse que unicamente emite luz en los extremos y puede verse que la luz no
es irradiada en otros puntos del alambre. Para valores de radios de curvatura
grandes se muestran los resultados de la[d.4]b), a) y4.7/a.2), donde puede
verse que para estos alambres la luz no es irradiada debido a los valores de
radio de curvatura. Con los datos experimentales anteriores podemos ver que

nuestro modelo ha podido describir estos fenémenos de manera satisfactoria.

63



Figura 4.4: Modos plasménicos propagdndose en un alambre de Au con espesor de a)
40 y b) 70 nm de 2 y 12 um de radio de curvatura respectivamente. Como se muestra en

las imagenes cuando el radio es mas pequeno se irradia mas luz que para valores de radio
mayor.
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Figura 4.5: a) Alambre de Ag de 7 um con un radio de curvatura de 4 um. b) Alambre
de 5 pm con 2 curvaturas altamente irradiantes.
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Figura 4.6: Propagacién de plasmones en nanoalambres de Ag con multiples puntos
emitiendo luz.
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Figura 4.7: Multiples nanoalambres de Ag, en a) se muestran los alambres y en b) se
muestra la propagacién de modos plasménicos en los respectivos alambres. Donde a.1) no
estd curvado, a.2) tiene un radio de curvatura grande y a.3) tiene curvaturas muy cerradas
con grietas.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos a

futuro

En el capitulo 2 se realizé un estudio de los modos plasmonicos de su-
perficie, con base en las ecuaciones de Maxwell se obtiene la relacién de
dispersiéon. Puesto que los modos plasménicos de superficie son propagados
por distancias cortas, lo cual es una limitante, se realizé un estudio para lo-
grar plasmones de largo recorrido y con ello se hall6 la relacién de dispersion
para estos modos plasmoénicos, donde la parte imaginaria de esta relacion
es menor que la de los modos plasmonicos de superficie, lo que permite que

estos modos se propaguen por una mayor distancia.

En el capitulo 3 se realizé un estudio tedrico de geometria diferencial, prin-
cipalmente se revisaron las ecuaciones de Frenet-Serret, este estudio nos per-
mite realizar una parametrizacién de curvas en el espacio. Al mismo tiempo

se realiza un estudio a la ecuacién de Euler-Lagrange la cual nos permite
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modelar nuestro sistema. Asi como el concepto de transversalidad, el cual

nos permite decir que toda emision es perpendicular a la superficie.

Finalmente en el capitulo 4 se ha planteado una descripcion de modos plasmoni-
cos unidimensionales, es decir, los modos plasmoénicos en nanoalambres. Para
poder realizar esta descripcion se ha partido de la interaccién de un campo
eléctrico con un material del cual se tienen dipolos acoplados, para poder
describir la interaccién entre estos dipolos nos hemos limitado a analizar tini-
camente 2 dipolos en una diferencial de longitud del nanoalambre haciendo
una analogia con resortes acoplados, permitiéndonos esta analogia plantear
la Lagargiana del sistema. Una vez teniendo la Lagaragiana del sistema y
con base en la ecuacién de Euler-Lagarange obtenemos la ecuacién de mo-
vimiento a la que hemos considerando un modo plasmoénico unidimensional.
De forma similar se ha modelado un modo plasménico en un nanoalambre

con curvatura y torsion.

Una vez teniendo la descripcién de modos plasmonicos de superficie en na-
noalambres con curvatura y torsion se ha realizado un analisis para la relacion
de dispersién, encontrando que ésta depende del radio de curvatura, por lo
que se ha realizado un analisis para los valores extremos, es decir para cuando
R — 0 y para cuando R — 0o, de donde hemos obtenido que para estos va-
lores extremos nuestros resultados cualitativos son consistentes con algunos
resultados experimentales tal y como se muestra en el capitulo anterior. Lo
que nos permite decir que nuestro modelo tedrico es una buena aproximacion,

dejando este problema como un problema abierto.
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Siguiendo en esta linea de investigacion un trabajo a futuro es determinar
la expresién para la amplitud de los modos plasmoénicos unidimensional la
cual es mas compleja puesto que se debe considerar las caracteristicas del
material y el dieléctrico. De igual forma se podria realizar un analisis para
los valores de la curvatura que permitan que el modo plasmoénico viaje sin

esparcirse.
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Apéndice A

Partiendo de la ecuacion de Hemholtz dada por:
V20 + kin*p = 0, (A1)
donde n = ny + ae™P*, por lo que la ecuacién queda como:
V2 + ki (n? + 2ane ™ )p = 0, (A.2)

donde (aeP*)? se ha despreciado puesto que a es una constante pequena

comparada con n.

Para un acoplamiento de modos la funcién ¢ esta dada por:

@ = Ay (z)ealemdlgibrz L Ay (5)ezle—dlgibez (A.3)

Sustituyendo la ecuacién en y considerando los signos respectivos
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se tiene:

2A1€ a1 (d—zx) zﬁ1z+a2A e —ag(z—d) zﬁzz 6214 e ai( ac)ei,é’lz

aAz —ag(w d) zﬁzz

0A
_/62214 e—ag z—d) ZB2Z+Zﬁ1 1 —al(d x) lﬂlz—l—ZﬁQ

+ k2(n? 4 2an e PT) (A )z A pmaelemd)pifezy — (A 4)
donde las segundas derivadas han sido omitidas debido a la evolucion lenta
de A;(z), debido a que se propaga en el eje z

9% A, N 9%A,
022 922

= 0. (A.5)

De la ecuacién [A.4] se deduce que:

aAl e (d—=x)

A A ,
161 P ez 4 ip, _822 e 02(z=d) gif2z

+ 2an,e PP (Ajem @) ibiz Ay emanle=d)gifaz)y — ) (A.6)

donde p = a1 + as.

Considerando la ecuacion y los signos respectivos para x, se obtienen
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el siguiente par de ecuaciones

HA,

z’ﬁla— 1 2an, Aye—(ata)di(B=Bz _
z

Y

9A |
2626_2 + 2an1A16_(a1+a2)d6_1(/32—/31)z —0.
z
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(A7)

(A.8)
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