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Resumen

La importancia de mitigar las vibraciones no deseadas tanto en estructuras estacionarias como

no estacionarias, radica en proteger la integridad estructural del sistema por lo que pueden afectar

la vida útil y comprometer su fiabilidad. Por tal motivo, para prevenir el daño estructural se han

implementado sistemas de amortiguamiento capaces de disminuir las amplitudes de vibración.

Dentro del área de absorbedores dinámicos de vibración (DVA’s), es bien conocida la analogía

fuerza-corriente entre los dispositivos mecánicos y eléctricos. Sin embargo, la correspondencia se

complementa al introducir un nuevo dispositivo denominado inersor. Este dispositivo posee la

propiedad de modificar las frecuencias naturales y disminuir las amplitudes de vibración del sistema

al modificar la inertancia (masa aparente) del dispositivo. De hecho, el inersor presenta la propiedad

de mejoramiento de masa aparente sin la necesidad de incrementar su masa gravitacional. Este

efecto dinámico mejora las capacidades de amortiguamiento en los sistemas de control pasivo de

vibración. Además, diversos estudios han demostrado que al optimizar los parámetros físicos de los

sistemas anti-vibratorios basados en inersores se obtiene un excelente rendimiento de control en

el sistema dinámico. Por lo que, en este trabajo se presenta tanto el proceso de calibración como

la evaluación de rendimiento dinámico de un novedoso DVA basado en inersor conectado a una

estructura tipo viga. Para evaluar el rendimiento dinámico a través de los parámetros físicos del

dispositivo, se emplea la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio de rendimiento H∞.

Además, se hace una comparativa entre ambos métodos de optimización obteniendo resultados

numéricos, los cuales demuestran que el dispositivo propuesto funciona bien en la supresión de

vibración de la estructura armónicamente excitada.
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Capı́tulo 1
Introducción

Una viga es un elemento estructural que resiste principalmente las cargas transversales apli-

cadas al eje de la viga. Tales elementos estructurales son ampliamente utilizados en diferentes

construcciones de ingeniería civil, así como en bastidores de máquinas y automóviles, componentes

de aviones y otros sistemas mecánicos. Es evidente, que la estructura tipo viga es un elemento

típico en ingeniería mecánica y civil, que también es uno de los modelos más simples de estructuras

continuas.

De acuerdo con la teoría de vibraciones, todo cuerpo que posee masa y elasticidad tiene la

capacidad de vibrar. Además, esta vibración puede ser ocasionada por fuerzas dinámicas externas.

Las fuerzas dinámicas incluyen personas, viento, olas, tráfico, terremotos o explosiones. Por lo

que cualquier estructura puede estar sujeta a fuerzas dinámicas. La mitigación de vibraciones no

deseadas en las estructuras es una parte importante del proceso de diseño, especialmente para

estructuras que pueden estar sujetas a una fuerza de excitación externa. Adicionalmente, si la

frecuencia de estas fuerzas de excitación se equipara a las frecuencias naturales de la estructura, se

produce el fenómeno de resonancia. En esta condición, las amplitudes de vibración se incrementan

de forma monótona, lo cual compromete la integridad estructural del sistema bajo resonancia. Por lo

anterior, vale la pena formular un problema de dinámica estructural para investigar la reducción de

vibraciones indeseables de una estructura tipo viga, ya que la vibración puede afectar la vida útil de

la estructura, o incluso destruirla y es importante para la confiabilidad de la estructura. Para evitar

el daño estructural, se han implementado diferentes sistemas útiles que disminuyen la amplitud de

la vibración, conocidos como sistemas de amortiguamiento. Entre los cuales, se encuentran topes de

impacto, amortiguadores viscosos, absorbedores dinámicos de vibración, inersores, amortiguadores

con fluidos inteligentes, entre otros.
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Capítulo 1 1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

A lo largo de los años, se han realizado estudios acerca de los sistemas de amortiguamiento

para mejorar la respuesta de vibración del sistema optimizando los parámetros de su diseño e

implementando nuevos dispositivos y materiales inteligentes, ofreciendo así un mejor rendimiento

de control en intervalos más extensos de frecuencias de operación. Entre estos dispositivos, se

encuentra el inersor propuesto recientemente por Smith [1], quien lo definió como un dispositivo

que almacena energía mecánica por medio de volantes de inercia (discos inerciales) modificando

también las frecuencias naturales de los sistemas, donde la fuerza aplicada en sus terminales de

entrada y salida es proporcional a la aceleración relativa entre ellas. De hecho, el inersor ha sido

aplicado en diferentes tipos de estructuras con diferentes enfoques anti-vibratorios.

1.1. Planteamiento del problema

Dentro del área de las vibraciones mecánicas, la mayoría de los estudios relacionados con los

sistemas de amortiguamiento se han popularizado desde la invención del inersor y se ha retomado

el interés en las investigaciones en síntesis de redes mecánicas pasivas, la cual es parte primordial

para el entendimiento del diseño de control de sistemas mecánicos basados en inersores. El objetivo

de los sistemas de amortiguamiento es mitigar la vibración del sistema al optimizar los parámetros

de su diseño e implementando nuevos materiales y dispositivos que den como resultado un mayor

rendimiento de control en las estructuras.

De acuerdo con la literatura, existen variedades de sistemas mecánicos que han sido modelados

matemáticamente y que han demostrado una ventaja superior cuando se emplean los inersores. Un

ejemplo de ello es el sistema de la figura 1.1, donde se muestra una estructura tipo viga doblemen-

te empotrada (viga de Euler-Bernoulli) conectada a una red mecánica (o impedancia mecánica)

constituida por un inersor, un resorte y un amortiguador de fluido viscoso, que está sujeta a una

carga distribuida f(x)g(t). Cabe mencionar que, este tipo de red mecánica es bien conocida como

el amortiguador de doble masa sintonizada con inercia rotacional [2].

Los resultados reportados en [3] indican que al emplear un inersor con un fluido reológico

disminuye la respuesta de vibración en un 50% en comparación con la respuesta de vibración del

mismo sistema pero sin emplear el inersor. Lo que sugiere dos cosas: la primera es que los sistemas

absorbedores de vibración basados en inersores suprimen vibración a baja y alta frecuencia de

excitación y la segunda, es evaluar el rendimiento dinámico de las diferentes topologías de redes

mecánicas basadas en inersores conectadas al DVA tradicional.
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Capítulo 1 1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Figura 1.1: Esquema reportado en la literatura de una estructura tipo viga con absorbedor dinámico
de vibración basado en inersor (IDVA) [3].

Siguiendo este razonamiento, Barredo et al. [4] demostraron que los absorbedores dinámicos de

vibración (DVA’s) en arreglos en serie son más eficientes y robustos en comparación con los DVA’s

en paralelo. Además que los DVA’s en paralelo tienen un inconveniente en aplicaciones prácticas

porque el espacio destinado para su implementación es reducido [5]. Por consiguiente, cuando se

tiene una terminal del inersor conectada a tierra mecánica, ésta posee un gran potencial en cuanto

a su rendimiento. Así, cuando se conectan los diferentes diseños de redes mecánicas entre la masa

de un DVA clásico y la conexión a tierra se tiene un ISDVA que requiere un análisis matemático

para su caracterización y optimización. Razón por la cual, en este trabajo de tesis se aborda la

estructura propuesta en la figura 1.2, donde se realizarán todas las actividades planteadas en la

sección de objetivos y metas teniendo en cuenta el modelo dinámico de la estructura.

El modelo propuesto en la figura 1.2 es una configuración de una estructura tipo viga doble-

mente empotrada (viga de Euler-Bernoulli) de longitud L sujeta a una carga distribuida f(x)g(t),

donde f(x) es una función espacial y g(t) una función temporal determinística. Para determinar el

comportamiento dinámico del dispositivo propuesto, se propone una fuerza de excitación externa

tipo armónica. La viga se encuentra en serie mediante dos arreglos de DVA’s (DVA-A y DVA-B) y

un inersor conectado al suelo (tierra mecánica). Cada DVA está compuesto por un amortiguador

y un resorte, con coeficientes de amortiguamiento y rigidez, cn y kn (n = 1, 2) respectivamente,

los cuales se conectan a las masas mn (n = 1, 2), respectivamente. La configuración del sistema

atenuador de vibraciones se encuentra localizado en el punto x = a. Para obtener el diseño óptimo
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del dispositivo, se empleará la técnica de los puntos fijos extendida [6] a fin de lograr la calibración

de las frecuencias y se evaluará la medida del rendimiento dinámico a través de la técnica H∞ [7].

Figura 1.2: Esquema del modelo de la viga Euler-Bernoulli con el ISDVA’s.

1.2. Justificación

Todo sistema mecánico y estructural presenta cierto grado de vibración en respuesta a la acción

de fuerzas externas que inciden sobre él. La intensidad de la vibración depende de las características

de la fuente de excitación y de las propiedades físicas del sistema, tales como: masa, amortiguamiento

y rigidez. Adicionalmente, las amplitudes de vibración alcanzan sus valores máximos en condición

de resonancia, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza de excitación se iguala a alguna de las

frecuencias naturales del sistema. La presencia de vibración en niveles incontrolados en máquinas

y estructuras, puede provocar diferentes tipos de fallas en los elementos que las componen, tales

como: desgaste, fatiga, un funcionamiento inadecuado o incluso la fractura. Por este motivo, para

controlar la amplitud de vibración, se implementan sistemas de amortiguamiento que generan

fuerzas que actúan en contra de las fuerzas de excitación externa. Por ejemplo, el absorbedor

de vibración dinámico, es un dispositivo de control pasivo que disminuye la amplitud de vibración

de una estructura por medio del movimiento de una masa sujeta a diferentes configuraciones de

dispositivos mecánicos como: resortes y amortiguadores. Actualmente, a estas configuraciones se

ha agregado un nuevo dispositivo denominado inersor, lo cual ha incrementado substancialmente el
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rendimiento dinámico del DVA clásico o tradicional en cuanto a supresión de vibración se refiere.

Por lo anterior, en este trabajo de investigación se propone el control pasivo de vibraciones

en estructuras estacionarias tipo viga, mediante el diseño de un absorbedor de vibración de alto

rendimiento dinámico. El sistema de control pasivo estará formado por la conexión en serie de dos

absorbedores de vibración dinámicos en conjunto con un inersor conectado a tierra mecánica. Cabe

mencionarse que esta configuración no se ha estudiado anteriormente en el control de vibración en

estructuras tipo viga.

1.3. Hipótesis

Se supone que al efectuar la implementación del inersor de alto rendimiento dinámico a la

estructura tipo viga, se obtendrá un alto porcentaje de reducción de la vibración. Adicionalmente,

se espera obtener un incremento considerable en el ancho de banda de supresión de vibración en

comparación con el DVA clásico.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Diseñar teóricamente un absorbedor de vibración sintonizado de alto rendimiento para minimi-

zar vibraciones armónicas.

1.4.2. Objetivos específicos

i. Obtener el modelo dinámico adimensional en el dominio temporal y frecuencial de la estruc-

tura tipo viga conectada al absorbedor de vibración de alto rendimiento.

ii. Aplicar la técnica de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida con el propósito de

obtener soluciones de forma cerrada para el diseño óptimo del absorbedor dinámico propuesto.

iii. Obtener numéricamente soluciones óptimas para el criterio de rendimiento H∞ con el propó-

sito de minimizar las amplitudes de vibración de la estructura tipo viga sujeta a vibración

armónica.

iv. Realizar las simulaciones numéricas tomando en cuenta los parámetros óptimos obtenidos a

partir de los criterios de optimización.

v. Comparar de los resultados obtenidos a partir de las técnicas de optimización empleadas.
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1.5. Metas

i. Desarrollo del modelo matemático del sistema a estudiar mediante la implementación de la

segunda Ley de Newton y/o el formalismo de Euler-Lagrange.

ii. Desarrollar ecuaciones algebraicas simplificadas para el cálculo de los parámetros óptimos de

diseño, que minimizan las amplitudes de vibración del sistema viga–absorbedor de vibración

de alto rendimiento, mediante la implementación de la técnica de calibración de los puntos

fijos extendida.

iii. Obtener de forma numérica los valores de los parámetros necesarios para el diseño óptimo de

los absorbedores de vibración de alto rendimiento dinámico basados en inersor, mediante la

implementación el criterio de rendimiento H∞.

iv. Realizar una comparación de los resultados obtenidos a partir de la implementación de las

dos técnicas de optimización, mediante gráficas de la función de respuesta en frecuencia del

sistema viga–absorbedor de vibración de alto rendimiento dinámico.

1.6. Metodología

La metodología a utilizar para la elaboración de este trabajo de tesis se basa en el método de la

investigación tecnológica presentado por Canales et al. [8]. En la figura 1.3 se muestra un esquema

de esta metodología.

Figura 1.3: Metodología de la investigación planteada en este trabajo de tesis [8].

Consiste básicamente de las siguientes fases:

i. Documentación. Esta etapa tiene particular importancia ya que considera la búsqueda, reco-

lección y clasificación de la información sobre un tema específico, que posteriormente servirá

de base para el desarrollo de un producto o tema de investigación. La documentación recaba-

da en esta etapa servirá para la elaboración del estado del arte del tema de investigación, así
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como para desarrollar el marco teórico que contiene las leyes físicas, técnicas y metodologías

que servirán de base para el desarrollo de la tesis.

Para este trabajo de tesis se investigará sobre los absorbedores de vibración dinámicos basados

en inersores, con la finalidad de construir un panorama general acerca de estos dispositivos y su

implementación en el control pasivo de vibraciones. Adicionalmente, es necesario conocer las

técnicas de optimización disponibles en la literatura para el diseño óptimo de los absorbedores

de vibración.

ii. Determinación del problema. La determinación del problema es una operación mediante la

cual se especifica claramente y de un modo concreto sobre qué se va a realizar la investigación.

En este caso en particular, se aborda el problema del control de la vibración lateral armónica

de estructuras tipo viga, mediante la implementación de absorbedores de vibración dinámicos

en serie basados en inersores (ISDVA’s). Asimismo, para el diseño del ISDVA’s se requiere

de la aplicación de técnicas de optimización para la obtención de los parámetros óptimos que

minimicen las máximas amplitudes de vibración del sistema.

iii. Creación de la hipótesis. Esta etapa se señala lo que se quiere demostrar y es donde se definen

las explicaciones tentativas del fenómeno a investigar. En efecto, son respuestas provisionales

a las preguntas de investigación, es decir, son respuestas tentativas ante una presunción de he-

chos. Por lo regular las hipótesis no son necesariamente verdaderas. Sin embargo, es necesaria

la comprobación mediante el desarrollo del trabajo de investigación para afirmarla o refutarla.

Generalmente, las investigaciones de carácter tecnológico se direccionan en crear y someter

a prueba mediante herramientas o técnicas matemáticas y físicas una serie de problemas que

se desean abordar, así como los procedimientos que influyen en las soluciones propuestas.

Para este trabajo de tesis la hipótesis planteada es la siguiente:

• Se supone que al efectuar la implementación del inersor de alto rendimiento dinámico

a la estructura tipo viga, se obtendrá un alto porcentaje de reducción de la vibración.

Adicionalmente, se espera obtener un incremento considerable en el ancho de banda de

supresión de vibración en comparación con el DVA clásico.

iv. Definición de método. Se utilizarán las ecuaciones de equilibrio de Newton y la mecánica

lagrangiana para el desarrollo del modelo matemático que rige el comportamiento dinámico

de la estructura tipo viga con el ISDVA’s. Posteriormente, haciendo uso del análisis modal y

después de un tratamiento matemático, se obtendrá la función de respuesta en frecuencia de la
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estructura tipo viga. Con la función de respuesta en frecuencia del sistema, se formularán dos

problemas de optimización, los cuales se abordarán a partir de las técnicas de optimización:

puntos fijos extendida y H∞.

v. Resolución, validación y verificación. Mediante el uso de herramientas matemáticas, el mo-

delo matemático es sometido a diferentes consideraciones física y matemáticamente lógicas

y posibles que demuestran la efectividad de los métodos empleados. Si se trata de una teo-

ría general, en dichas suposiciones se deben aterrizar a los casos más simples o sencillos que

previamente se conocen a través de la literatura ya reportada.

vi. Análisis de resultados y conclusiones. Una vez obtenidos los resultados analíticos o numéricos

se comparan detalladamente con los reportados en la literatura y se plantea si los resultados

obtenidos afirman o refutan la hipótesis. También se evalúa si se cumplieron con los objetivos

y metas propuestas al inicio de la tesis. Cuando no se cumplen en su totalidad los objetivos

o metas se plantean posibles soluciones al problema y se responde a la interrogante del por

qué no fue posible su resolución total. De manera breve, se formulan ideas que enriquecen al

tema de investigación para trabajos a futuro y cómo continuar con la investigación.

vii. Redacción del informe final. Cuando se concluye el proceso del análisis de investigación, se

realiza la redacción del documento de tesis. Este documento debe cumplir el objetivo funda-

mental de comunicar con mayor claridad y coherencia posible los resultados, descubrimientos,

comprobaciones o análisis logrados a lo largo de todo el proceso de investigación.

1.7. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis está organizado por siete capítulos, los cuales se especifican a continuación:

• En el Capítulo 1 se introduce al tema de investigación, enfatizando la importancia en los

estudios de vibraciones mecánicas. También se presenta el planteamiento del problema, la

justificación del mismo, la hipótesis, los objetivos, metas planteadas y la metodología a seguir

para el desarrollo de la tesis.

• En el Capítulo 2 se expone la investigación documental y se detallan los hechos correlacio-

nados que dieron origen a las investigaciones sobre los absorbedores dinámicos de vibración.

Además, se incorpora información sobre los inersores (arreglos mecánicos, tipos de diseño y

aplicaciones).

Universidad Tecnológica de la Mixteca Página 8



Capítulo 1 1.7. ESTRUCTURA DE LA TESIS

• En el Capítulo 3 se presenta toda la teoría (leyes, teoremas, técnicas, definiciones y conceptos)

en la que se fundamenta el desarrollo de la tesis. Se efectúa un repaso a los temas de: análisis

dimensional (teorema Π de Buckingham), ecuaciones diferenciales parciales en vibración late-

ral de vigas, ecuaciones de Euler-Lagrange, análisis modal y teorema de Vieta. Asimismo, se

ejemplifica la técnica de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida y el criterio

de rendimiento H∞ a través de una configuración simple para su mejor entendimiento.

• En el Capítulo 4 se encuentra el desarrollo matemático del modelo de la estructura tipo viga

propuesta en este trabajo de tesis.

• En el Capítulo 5 se muestran los resultados analíticos y numéricos obtenidos a través de las

técnicas de optimización.

• Finalmente, en el Capítulo 6 se exponen las conclusiones de acuerdo a los resultados obtenidos

con la realización de la tesis. También, se establecen propuestas para trabajos futuros que

pueden desarrollarse.
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Capı́tulo 2
Estado del arte

2.1. Absorbedores dinámicos de vibración

Un método que ha resultado eficiente para el control de vibraciones en varios campos de la

ingeniería, es la implementación de dispositivos mecánicos denominados absorbedores dinámicos

de vibración (DVA’s, por sus siglas en inglés) o también conocidos como amortiguadores de masas

sintonizadas (TMD’s, por sus siglas en inglés). Básicamente un sistema con DVA clásico se compone

de dos partes principales: el sistema primario o estructura principal y el sistema secundario o el

absorbedor, como se aprecia en la figura 2.1. El objetivo del absorbedor es disminuir las ampli-

tudes de vibración de la estructura principal y se logra mediante el equilibrio dinámico entre los

desplazamientos de la estructura principal y el absorbedor. Hermann Frahm [9], propuso el primer

absorbedor dinámico de vibración y patentó su invento en 1909, lo que dio origen a numerosos

estudios en vibraciones mecánicas .

En 1928, Ormondroyd y Den Hartog [10] calcularon soluciones analíticas para el diseño ópti-

mo del DVA por medio de la técnica de los puntos fijos después de advertir la existencia de las

frecuencias invariantes. Luego en 2005, Ozer y Royston [11] extendieron esta técnica a sistemas

mecánicos de múltiples grados de libertad. Por otro lado, Asami et al. [12] y Nishihara y Asami

[13, 14] utilizaron los métodos de optimización H∞ y H2 basados en la técnica de perturbación

y el teorema de Vieta para el desarrollo de soluciones analíticas para el diseño óptimo del DVA.

Posteriormente en 2015, Argentini et al. [15] obtuvieron soluciones analíticas para el diseño óptimo

del TMD sujeto a fuerzas de excitación de desbalance rotatorio.
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Figura 2.1: Absorbedor dinámico de vibración: (a) no amortiguado, (b) amortiguado.

El propósito de estos métodos de optimización es minimizar las amplitudes de vibración en las

frecuencias de resonancia de la estructura principal. Sin embargo, estos métodos de optimización no

proporcionan el límite de amortiguamiento máximo para obtener el desempeño máximo del absor-

bedor. Por otra parte, Krenk [16] demostró que es posible obtener la relación de amortiguamiento

máximo para producir la misma amplitud de vibración en todas las frecuencias de excitación, y así

mismo minimizar el desplazamiento dinámico del absorbedor. Esta relación de amortiguamiento es

15% más grande que el factor de amortiguamiento clásico. Adicionalmente, Krenk y Hogsberg [17,

18] aplicaron este principio para desarrollar un procedimiento de calibración del factor de magnifi-

cación de una estructura flexible.

Por otro lado, existe un dispositivo absorbedor de vibración cuya configuración difiere de la

del DVA clásico. Este dispositivo se conoce como absorbedor de vibración dinámico no tradicional

(NDVA, por sus siglas en inglés). En esta configuración, un amortiguador viscoso lineal se conecta

directamente a tierra en lugar del sistema principal, ver figura 2.2. Ren [19], Liu y Liu [20], propu-

sieron el principio de optimización del NDVA en términos de minimizar la respuesta de amplitud

máxima del sistema principal bajo excitación armónica, además sus resultados demostraron que

el NDVA es más efectivo en el control de la vibración del sistema principal en comparación con

el DVA tradicional. Por su parte, Wong y Cheung [21] obtuvieron los parámetros óptimos para

el diseño del NDVA mediante la técnica de los puntos fijos para la supresión de vibración de un

sistema principal bajo excitación armónica en la base. Cheung y Wong [22] utilizaron la técnica de

los puntos fijos para el desarrollo de los parámetros óptimos del NDVA que minimizan la función
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de movilidad de un sistema principal sujeto a una excitación armónica. Asimismo, Cheung y Wong

[23, 24] presentaron soluciones de los parámetros óptimos del NDVA utilizando las técnicas de op-

timización H∞ y H2. El criterio seleccionado para la optimización es la minimización de la energía

de vibración total y la amplitud de vibración resonante de la estructura principal, respectivamente.

Figura 2.2: Absorbedor de vibración dinámico: (a) tradicional, (b) no tradicional.

Recientemente, se propuso un nuevo dispositivo mecánico para el control de vibración de siste-

mas de suspensión en vehículos, denominado inersor [1, 25, 26]. Se ha demostrado que el inersor

mejora la respuesta dinámica y el ancho de banda efectivo del DVA cuando se conecta en serie

o paralelo con resortes y amortiguadores [27]. De hecho, en 2102 Ikago et al. [28] propusieron un

nuevo dispositivo para el control de vibración sísmica llamado amortiguador de masas viscosas

sintonizado (TVMD), el cual demostró ser más eficiente que los DVA’s convencionales. Más tarde,

Lazar et al. [29] propusieron el amortiguador de inercia sintonizado (TID) para el control de vibra-

ción estructural. Luego, Garrido et al. [2] estudiaron la configuración de un resorte conectado en

serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor llamada amortiguador de masas sintonizado

de doble inercia rotacional (RIDTMD) y calcularon los parámetros óptimos mediante el método de

optimización cuadrática secuencial (SQP). Después de esto, Marian y Giaralis [30] aplicaron este

método para derivar los parámetros para el diseño óptimo de sistemas estructurales con excitación

estocástica en la base. Posteriormente en 2017, Javidialesaadi y Wierschem [31] extendieron la téc-

nica de los puntos fijos para optimizar la respuesta dinámica del amortiguador de masas sintonizado

de doble inercia rotacional (RIDTMD), sin embargo, solo calcularon soluciones numéricas. Asimis-

mo, Pietrosanti et al. [32] propusieron tres metodologías de optimización numérica para el diseño

óptimo del amortiguador de masa sintonizado basado en inersores (TMDI), las cuales se basan en
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minimizar la varianza del desplazamiento relativo y la aceleración de la estructura principal del

TMDI.

Por otra parte, Hu y Chen [33] demostraron que tres configuraciones de los inersores mejoran el

desempeño dinámico de los absorbedores dinámicos de vibración amortiguados basados en inersores

(IDVA’s). Estas configuraciones son: la configuración C3 (la conexión en serie de un resorte, un

inersor, y un amortiguador); la configuración C4 (la conexión de un inersor conectado en serie a

un arreglo en paralelo de resorte-amortiguador) y la configuración C6 (la conexión de un resorte

conectado en serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor). Además, ellos utilizaron el

sistema de cómputo numérico de Matlab para la búsqueda de patrones con múltiples puntos de inicio

y así obtener soluciones numéricas para el diseño óptimo de los IDVA’s. Más adelante, Barredo et al.

[6] propusieron la técnica de los puntos fijos extendida. Mediante esta técnica obtuvieron soluciones

analíticas para el diseño óptimo de las impedancias mecánicas C3, C4 y C6 propuestas por Hu y

Chen [33].

2.2. Analogía fuerza-corriente

Una red mecánica (idealizada) de tipo traslacional consta de elementos mecánicos (como resor-

tes, masas, amortiguadores y palancas) que están interconectados de manera rígida. Es habitual

restringir el movimiento para que sea paralelo a un eje fijo y relativo a un punto de referencia fijo

en un marco inercial, llamado suelo. El par de puntos finales del resorte y el amortiguador se de-

nominan nodos (o terminales). Para la masa, una terminal es la posición de su centro de gravedad,

mientras que la otra terminal es el suelo.

Un puerto es un par de nodos (o terminales) en un sistema mecánico al que se aplica una fuerza

F igual y opuesta y que experimenta una velocidad relativa v. Alternativamente, se puede aplicar

una velocidad que resulta en una fuerza.

Figura 2.3: Diagrama de cuerpo libre de un elemento mecánico de un puerto con par fuerza-velocidad
(F, v), donde v = v2 − v1 [1].
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En la figura 2.3 se muestra un diagrama de cuerpo libre de una red mecánica de un puerto

(dos terminales) que muestra la convención de signos por la cual una F positiva da una fuerza de

compresión y una v = v2− v1 positiva (v2 > v1), corresponde a los nodos que se mueven juntos. El

producto de F y v tiene unidades de potencia [W ] y se denomina par fuerza-velocidad. En general,

no es necesario que ninguno de los nodos en un puerto esté conectado a tierra.

De esta manera, la analogía entre la fuerza-corriente, a veces llamada movilidad en dispositivos

mecánicos y eléctricos está representado en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Analogía fuerza-corriente entre un sistema mecánico y eléctrico.

Sistema mecánico Equivalencia Sistema eléctrico

fuerza ←→ corriente

velocidad ←→ voltaje

tierra mecánica ←→ tierra eléctrica

resorte ←→ inductor

amortiguador ←→ resistencia

energía cinética ←→ energía eléctrica

energía potencial ←→ energía magnética

palanca ←→ transformador

velocidad en el punto cero ←→ potencial en el punto cero

La correspondencia entre la masa-capacitor se omite de la lista anterior porque una terminal

del elemento de masa es una tierra mecánica, lo que significa que la ecuación es análoga a la del

capacitor, pero no es tan general [1]. A esta correspondencia se le llama inersor.

2.3. Inersores

Se encontró una analogía entre los sistemas mecánicos y eléctricos, que condujeron a numerosas

aplicaciones. Uno de ellos es un dispositivo llamado inersor [34].

Figura 2.4: Símbolo del inersor [35].
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El inersor fue introducido por Malcom Smith, el cual es un dispositivo mecánico de dos ter-

minales, que absorbe energía de rotación y tiene su equivalente eléctrico con el capacitor [1]. Este

dispositivo consiste en agregarle masa al sistema, que se considera despreciable en comparación con

los demás elementos que lo integran. Tiene la principal propiedad de modificar las frecuencias natu-

rales y disminuir las amplitudes de vibración del sistema. Un inersor puede estar constituido por un

conjunto de elementos mecánicos tales como piñón, cremallera, engranes y volantes de inercia [3, 25].

Matemáticamente, la fuerza que se desarrolla en el inersor se escribe como [35]:

F = b(v̇2 − v̇1) (2.1)

Con v2 > v1. Donde la constante de proporcionalidad b es la inertancia y está dada en unidades de

masa. De la ecuación (2.1), es posible notar que la fuerza igual y opuesta aplicada en los nodos es

proporcional a la aceleración relativa entre los dos nodos (o terminales), ver figura 2.4.

La energía cinética en un inersor se puede calcular mediante la siguiente expresión:

Einersor = b

2 (v2 − v1)2 (2.2)

Recordando que la fuerza aplicada a sus dos terminales es proporcional a la aceleración relativa

entre ellos, el inersor es el elemento mecánico “faltante” entre las analogías de los sistemas mecánicos

y eléctricos, y su equivalente eléctrico es el capacitor. [36, 37].

Figura 2.5: Correspondencia entre circuitos eléctricos y mecánicos. En la analogía fuerza-corriente,
las fuerzas sustituyen las corrientes y las velocidades sustituyen los voltajes [36].
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En la figura 2.5 se muestra la analogía fuerza-corriente, donde fue añadida la correspondencia

del inersor con el capacitor.

Existen diferentes tipos de diseños de inersores, los más populares son:

i. Configuración inersor de piñón-cremallera

(a) Esquema del modelo mecánico del inersor de
piñón-cremallera [35].

(b) Implementación física elaborada en
el Departamento de Ingeniería de la
Universidad de Cambridge [35].

Figura 2.6: Configuración del inersor piñón-cremallera.

ii. Configuración inersor husillo de bolas

(a) Esquema del modelo mecánico del inersor
husillo de bolas [25].

(b) Implementación física elaborada en el
Departamento de Ingeniería de la Univer-
sidad de Cambridge [25].

Figura 2.7: Configuración de inersor husillo de bolas.
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iii. Configuración inersor de fluido

(a) Esquema del modelo mecánico del inersor
de fluido [38].

(b) Implementación del inersor de fluido
magnetoreológico [3].

Figura 2.8: Configuración de inersor de fluido.

iv. Configuración inersor rotacional

Figura 2.9: Esquema del modelo mecánico del inersor rotacional [36].

v. Configuración inersor bomba de engranajes

Figura 2.10: Esquema del modelo mecánico del inersor bomba de engranajes [36].
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2.3.1. Redes mecánicas con inersores

Existen diferentes tipos de configuraciones o arreglos entre dos terminales a y b en los que se

pueden implementar los inersores, amortiguadores y resortes. Entre los más representativos son los

que se muestran en la figura 2.11 [33, 35].

• C1 → arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador

• C2 → arreglo en serie de un inersor y un amortiguador

• C3 → arreglo en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador

• C4 → arreglo en serie de un inersor con un arreglo en paralelo de un resorte y un amortiguador

• C5 → arreglo en serie de un amortiguador con un arreglo en paralelo de un resorte y un

inersor

• C6 → arreglo en serie de un resorte con un arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador

Figura 2.11: Tipos de arreglos mecánicos basados en inersores. Donde: b es la inertancia, c es el
coeficiente de amortiguamiento y k1 es la constante del resorte [33, 39].

En la figura 2.12 se muestra una aplicación real de un arreglo en serie con inersores.
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Figura 2.12: Arreglo de un inersor en paralelo con un resorte conectado en serie con un arreglo de un
amortiguador en paralelo con un resorte. a) Diagrama del circuito con inersores, b) implementación
mecánica [25].

2.3.2. Aplicaciones del inersor

Una aplicación muy popular en la comunidad automovilística fue en 2008 con la implementación

de un nuevo componente de suspensión mecánica, llamado "J-damper" en la Fórmula 1, como se

muestra en la figura 2.13. Sus orígenes fueron académicos y resultó ser la mejor implementación de

trabajos académicos en circuitos mecánicos y eléctricos de la Universidad de Cambridge [25].

Figura 2.13: Kimi Raikkonen en el Gran Premio de España 2005 conduciendo el McLaren MP4-20
que lo condujo a la victoria con ayuda del inersor. Foto de LAT Photographic [25].
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La implementación de los inersores en mecanismos físicos para aumentar la estabilidad ante la

respuesta aleatoria debido a los sismos y terremotos es de suma importancia para prevenir grandes

daños estructurales y pérdidas humanas. Takewaki et al. [40] propusieron una configuración de

amortiguador inercial similar al inersor-husillo de bolas, donde demuestra que existe una reducción

de la respuesta sísmica en edificios, y la efectividad va relacionada con la aceleración relativa entre

dos nodos, definición que corresponde al inersor.

En la figura 2.14, se considera un modelo mecánico que puede implementarse en edificaciones y

consiste en ir agregando un inersor en cada piso. Por lo que, existe una variación en los coeficientes de

influencia durante el proceso. Lo cual indica que al implementar más inersores sobre la edificación, su

comportamiento será más estable y tendrá pequeñas variaciones cuando sea sometido a vibraciones

en comparación a la edificación que no posee inersores.

Figura 2.14: Estructuras con y sin inersores. a) Cuatro estructuras de tres grados de libertad
compuesto por resortes, amortiguadores e inersores en cada piso simulando su implementación en
una edificación; b) Se muestra la ventaja de la variación al implentar en cada piso un inersor, entre
más inersores, mayor es la estabilidad de la edificación [40].
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Capı́tulo 3
Marco teórico

3.1. Análisis dimensional

La utilidad del análisis dimensional radica en obtener una orientación de los parámetros físicos

que se emplean para la realización de un experimento. Las dimensiones de las cantidades físicas

involucradas en un sistema físico (mecánico) se dan en términos de tres dimensiones elementales,

tales son: longitud L, masa M y tiempo T , que tienen unidades de metro, kilogramo y segundo,

respectivamente, de acuerdo al Sistema Internacional de Unidades.

La metodología del análisis dimensional está basada en tener en ambos lados de una ecuación

las mismas dimensiones finales. Cabe mencionar, que no se proporciona información sobre las

constantes adimensionales que se ven involucradas en el sistema analizado, por tanto es conveniente

que se deba considerar su existencia en las ecuaciones obtenidas por el análisis dimensional. Éstas

magnitudes se pueden corroborar de forma experimental [41].

En la tabla 3.1 se muestran las dimensiones y las abreviaturas de algunas variables físicas que

son mayormente utilizadas en varias áreas de la física. Se encuentran expresadas en términos de las

tres dimensionales elementales: L,M y T .
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Tabla 3.1: Análisis dimensional de algunos parámetros utilizados frecuentemente en física. Recordar
que la fuerza (igual a masa × aceleración), el trabajo (igual a fuerza × distancia), la rigidez (igual
a fuerza/distancia) y el amortiguamiento (igual a fuerza/velocidad).

Variable física Dimensión Abreviatura

velocidad longitud

tiempo
LT−1

aceleración longitud

(tiempo)2 LT−2

densidad masa

(longitud)3 ML−3

fuerza masa · longitud
(tiempo)2 MLT−2

trabajo masa · (longitud)2

(tiempo)2 ML2T−2

amortiguamiento masa

tiempo
MT−1

rigidez masa

(tiempo)2 MT−2

A manera de ejemplo, supongamos que se obtiene la siguiente ecuación:

P = 7
9ρv

2 (3.1)

Donde: P es la presión, ρ es la densidad volumétrica y v es la velocidad [42].

Al efectuar el análisis dimensional no será posible descubrir si el factor 7/9 es correcto, porque

se trata de una constante y es adimensional. De manera general, la constante de la ecuación (3.1)

debe ser verificada mediante la experimentación.

Se sabe que la presión es fuerza por unidad de área. Al aplicar el análisis dimensional se demos-

trará si la ecuación es congruente.

ρ = ML−3 y v2 = L2T−2
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Por tanto,

ρv2 = ML−3L2T−2 = ML−1T−2 = P

Con lo que se corrobora la congruencia de las unidades correspondientes a la presión.

3.1.1. Teorema Π de Buckingham

El procedimiento para encontrar los factores adimensionales Π’s de un sistema físico, es co-

nocido como el método de repetición de variables. El primero en enunciarlo fue Aimé Vaschy en

1892 y el primero en publicarlo fue Dimitri Riabouchinski en 1911, pero ganó popularidad por la

incorporación y la relevancia en los trabajos del físico Edgar Buckingham en 1914 [43].

El teorema Π de Buckingham representa una parte fundamental en el análisis dimensional. Tam-

bién formaliza el método de análisis dimensional de Rayleigh [44]. Este teorema expresa que es posi-

ble describir un fenómeno físico con una cantidad de parámetros adimensionales (Π1,Π2, . . . ,Πn−r),

que es menor o igual que la cantidad de parámetros adimensionales involucrados (q1, q2, . . . , qn).

Teorema 1 Si (q1, q2, . . . , qn) son n variables físicas involucradas en un problema físico y existe

una relación funcional entre las variables de la forma:

Ω(q1, q2, . . . , qn) = 0 (3.2)

entonces, las n variables se pueden combinar, de tal forma que se forman (n− j) variables adimen-

sionales independientes, donde j es el rango de la matriz dimensional [45].

Cada factor adimensional es conocido como número Π. Al reescribir (3.2) se tiene:

Ψ(Π1,Π2, . . . ,Πn−r) = 0 (3.3)

Así, es posible encontrar los Πi por medio de la siguiente ecuación:

Πi = ΓBi

j∏
m=1

Γck
Pk
, con: i = 1, 2, . . . , n− j (3.4)

Donde: ΓB son las variables involucradas en el problema, ΓP son las variables de referencia o

fundamentales (variables repetidas) y los ck se eligen para que cada Πi sea adimensional. De esta

manera, se expresa una relación entre las Πi como:
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Π1 = Ω(Π2,Π3, . . . ,Πn−j) (3.5)

Este teorema, solo nos ayuda a encontrar una manera de generar conjuntos de variables adi-

mensionales, sin embargo el método no deduce las variables físicamente signicativas, es decir, las

que se necesiten para resolver el problema. Cada caso (n− j) forman una base [43].

A continuación, se muestra un ejemplo para comprender detallamente la metodología del teo-

rema Π de Buckingham [45].

Figura 3.1: Esquema del movimiento del péndulo simple.

Se tiene un pendulo de longitud l, periodo D sometido a la aceleración gravitacional g y efectúa

pequeñas oscilaciones.

• El fenómeno está determinado por tres magnitudes dimensionales (n = 3): l, D y g.

• Se supone una ley adimensional de la forma:

f(l,D, g) = 0 (3.6)

• Estableciendo las dimensiones:

[l] = L1

[D] = T 1

[g] = L1T−2

Por lo tanto, hay dos dimensiones involucradas (m = 2).
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• Se forma la siguiente matriz:

M =

[l]L [D]L [g]L
[l]T [D]T [g]T

 =

1 0 1

0 −1 −2

 (3.7)

M es de rango r = 2.

• Las magnitudes adimensionales (Π) que se forman con l, D y g son: n− r = 1.

• Existe una relación de equivalencia entre f(l,D, g) = 0 y F (Π) = 0.

• Para obtener Π, se construye un sistema de ecuaciones dado por

Π = lxDygz (3.8)

sujeta a la condición de adimensionalidad [Π] = 1.

[Π] = [L1]x[T 1]y[L1T−2]z = 1 (3.9)

• El sistema de ecuaciones es:

x+ z = 0 y y − 2z = 0 (3.10)

• Una solución al sistema de ecuaciones es:

y = 1, z = 1
2 y x = −1

2 (3.11)

• Por consiguiente,

Π = l−
1
2D1g

1
2 = D

√
g

l
(3.12)

Por lo que:

F

(
D

√
g

l

)
= 0⇐⇒ f(l,D, g) = 0 (3.13)

• Al proponer una función lineal en F , entonces Π = c, con c constante. Por lo tanto, el periodo

del péndulo es:

D = c

√
l

g
(3.14)

Al emplear el análisis dimensional, se verifican las unidades.
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• Nótese que el valor de c se corrobora a través de la experimentación. La expresión real es:

D = 2π
√
l

g
(3.15)

3.2. Sistema con excitación armónica

El modelo matemático que gobierna un sistema dinámico lineal es:

meqẍ+ ceqẋ+ keqx = Feq(t) (3.16)

Donde: Feq(t) es la entrada (función de entrada o forzada) del sistema. La salida o respuesta del

sistema es una solución de la ecuación diferencial sujeta a las condiciones iniciales del problema.

meq, ceq y keq es la masa equivalente, el coeficiente de amortiguamiento equivalente y la rigidez

equivalente del sistema, respectivamente [46].

La forma más simple de un movimiento periódico es el movimiento armónico. Generalmente en

sus representaciones matemáticas son empleadas las funciones seno y coseno. La fuerza de excitación

armónica simple es la fuerza externa (Feq) más común que actúa sobre un sistema [47]. Sin embargo,

existen diversos tipos de excitaciones periódicas, como se muestra en la figura 3.2. Éstas producen

una vibración forzada de la estructura y vibra a la frecuencia de excitación periódica.

Figura 3.2: Ejemplos de excitaciones periódicas [48].

Tomando una fuerza de excitación armónica compleja, la vibración forzada se describe mate-

máticamente como:

Feq = F0e
iωt (3.17)

Donde: F0 es la amplitud de excitación, ω es la frecuencia de excitación externa. Cabe señalar

la diferencia entre ω y la frecuencia natural ωn, la cual está en función de las propiedades masa y

rigidez del sistema en cuestión.
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3.3. Ecuaciones diferenciales parciales en deflexión de vigas

Existen numerosas estructuras que están constituidas a base de vigas, columnas o placas, todas

ellas sufren desviaciones o distorsiones debido a su propio peso o por algún agente externo como

fuerzas externas. El método de separación de variables es una de las formas menos complejas en

comparación con las funciones de Green, la cual nos sirve para modelar matemáticamente sistemas

físicos vibratorios, tales como cuerdas, vigas y placas.

Figura 3.3: Esquema del modelo de la viga [48].

Al tomar de ejemplo, la vibración lateral de una viga [48]. Para ello, se considera el esquema de

un elemento de la viga uniforme, como el que se muestra en la figura 3.3, que tiene una longitud

total L, área de sección transversal A, momento de inercia centroidal I y está constituido por un

material con propiedades físicas de densidad de masa ρ y módulo de elasticidad E que está sujeta

a una fuerza externa por unidad de longitud f(x, t). El desplazamiento transversal de la viga está

dado por ω(x, t).

Figura 3.4: Fuerzas que actúan en un elemento diferencial de la viga [48].

Tomando en cuenta el DCL de la figura 3.4, se tiene que la ecuación de movimiento causada

por la fuerza es:

V −
(
V + ∂V

∂x
dx

)
+
∫ x+dx

x
f(ξ, t)dξ = ρA

∂2ω

∂t2
dx (3.18)
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Al aplicar el teorema del valor medio, se obtiene:

f(x, t)− ∂V

∂x
= ρA

∂2ω

∂t2
(3.19)

Tomando en cuenta el DCL de la figura 3.4, se tiene que la ecuación de movimiento causada

por el momento es:

M −
(
M + ∂M

∂x
dx

)
−
(
V + ∂V

∂x
dx

)
dx+

∫ x+dx

x
(ξ − x)f(ξ, t)dξ = ρA

∂2ω

∂x2 dx

(
dx

2

)
(3.20)

Aplicando el teorema del valor medio y despreciando los términos mayores de orden 2 para los

elementos infinitesimales, la ecuación (3.20) se simplifica a:

V = −∂M
∂x

(3.21)

De la teoría de la deflexión de vigas y considerando la convención de signos de acuerdo al DCL:

M = −EI ∂
2ω

∂x2 (3.22)

Considerando las propiedades de una viga uniforme, se tiene:

EI
∂4ω(x, t)
∂x4 + ρA

∂2ω(x, t)
∂t2

= f(x, t) (3.23)

Esta ecuación representa la dinámica vibratoria de una viga sujeta a una fuerza externa [49].

3.3.1. Condiciones de frontera en vigas

Las condiciones de frontera para vibraciones transverales de vigas utilizadas más frecuentemente

son [49, 50]:

i. Extremo libre

• Momento de flexión

EI
∂2w

∂x2 = 0 (3.24)

• Fuerza cortante
∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)
= 0 (3.25)
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ii. Extremo simplemente apoyado (de pasador)

• Deflexión

w = 0 (3.26)

• Momento de flexión

EI
∂2w

∂x2 = 0 (3.27)

iii. Extremo fijo (empotrado)

• Deflexión

w = 0 (3.28)

• Pendiente
∂w

∂x
= 0 (3.29)

iv. Corredizo (deslizándose)

• Pendiente
∂w

∂x
= 0 (3.30)

• Fuerza cortante
∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)
= 0 (3.31)

En la figura 3.5 se muestra a detalle las condiciones de frontera más utilizadas junto con sus

ecuaciones de frecuencia, modos normales y las frecuencias naturales.
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Figura 3.5: Condiciones de frontera más usuales para la vibración transversal de una viga [49].

3.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange

A mediados del siglo XVIII y principios del siglo XIX, surgió la idea que planteaba que la

evolución de un sistema se puede obtener al minimizar una integral, la cual es conocida como

integral de acción, en donde el integrando es conocida como la lagrangiana L, y es definida como

la diferencia entre las energías cinéticas y las energías potenciales asociadas al sistema en estudio

[51].
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El principio de Lagrange y el principio de Hamilton son de los pilares fundamentales de la

mecánica clásica. Mediante el principio extendido de Hamilton es posible obtener las ecuaciones

de movimiento de un sistema, a partir de las energías cinéticas, energías potenciales y el trabajo

virtual debido a fuerzas no conservativas. Sin embargo, el principio de Hamilton en ocasiones no es

el método más eficiente para obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema.

De manera general, el principio de Hamilton establece que la evolución de un sistema físico

se determina a través de un principio variacional, que está basado en la lagrangiana asociada a

cada sistema, la cual contiene toda la información sobre las variables del sistema y las fuerzas que

actúan sobre él, es decir, que se emplean de manera natural o implícita las ecuaciones de restricción

en la teoría, las cuales disminuyen de manera simultánea el número de ecuaciones necesarias para

describir la dinámica del sistema [52].

La expresión matemática de las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d

dt

∂

∂q̇k
(T − U)− ∂

∂qk
(T − U) = 0, k = 1, 2, . . . , n (3.32)

Donde: T es la energía cinética, U es la energía potencial y qk son las coordenadas generalizadas.

Definiendo a la lagrangiana como:

L(q1, q2, · · · , qn, q̇1, q̇2, · · · , q̇n, t) = T − U

por lo que, las ecuaciones de movimiento de un sistema dinámico son:

d

dt

∂L
∂q̇k
− ∂L
∂qk

= 0, k = 1, 2, . . . , n (3.33)

La ecuación (3.33) son las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas conservativos [53].

Cabe señalar, que la función lagrangiana no es única, es decir, pueden existir diferentes funciones

lagrangianas para un sistema físico, que al final se obtienen el mismo conjunto de ecuaciones de

movimiento para el sistema dinámico. Concretamente, la lagrangiana no es única pero las ecuaciones

de movimiento si lo son [54].
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3.4.1. Función de disipación de Rayleigh

Para obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema mecánico en donde existen fuerzas de

fricción, se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange en su forma generalizada:

d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂T

∂qk
+ ∂U

∂qk
+ ∂D

∂q̇k
= Fk, k = 1, 2, . . . , n (3.34)

Donde: Fk son las fuerzas no-conservativas generalizadas (k = 1, 2, .., n), D es una función de

las velocidades generalizadas, conocida como función de disipación de Rayleigh, la cual aplica para

sistemas con amortiguamiento viscoso [55].

En términos de la lagrangiana:

d

dt

(
∂L
∂q̇k

)
− ∂L
∂qk

+ ∂D

∂q̇k
= Fk, k = 1, 2, . . . , n (3.35)

Las fuerzas generalizadas de las ecuaciones de Euler-Lagrange aplican para sistemas no conser-

vativos y debe cumplir con la condición que las fuerzas no conservativas sean proporcionales a la

velocidad de las partículas y opuestas a su movimiento. Es decir, son fuerzas disipativas porque el

sistema pierde energía por su acción [56].

Así, para describir la dinámica de sistemas no conservativos es suficiente con obtener la función

lagrangiana (energías cinéticas y potenciales) y las energías de disipación (de amortiguamiento).

3.5. Análisis modal

El método más general y efectivo para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

variables es el de serie de potencias. Cuando se tiene una ecuación diferencial parcial que sea

lineal y homogénea en una función incógnita de dos variables independientes y sus derivadas, la

suma de dichas soluciones serán también solución. Además, suponiendo condiciones de convergencia

"fuertes", se puede expresar como:

y =
∞∑
n=1

yn (3.36)

Definición 1 Un conjunto de funciones como {f0(x), f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . .} se dice que es

ortogonal con respecto a la función de peso ω(x) en el intervalo a ≤ x ≤ b si [57]:

∫ b

a
ω(x)fn(x)fm(x)dx =

 0, si n 6= m,

6= 0, si n = m.
(3.37)
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Y su representación en series, es de la forma:

∞∑
n=0

cnfn(x) (3.38)

Donde: cn son coeficientes numéricos y {fn(x)} es un conjunto ortogonal.

Teorema 2 Dado un conjunto de funciones:

{φ0(x), φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x), . . .}, (3.39)

linealmente independientes y continuas en el intervalo a ≤ x ≤ b, y dada una función de peso

ω(x) positiva y continua en el mismo intervalo, tendremos un conjunto de funciones:

{f0(x), f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . .} (3.40)

con las siguientes propiedades [57]:

i. Cada fn es una combinación lineal de las φ.

ii. Las fn(x) son linealmente independientes en el intervalo a ≤ x ≤ b.

iii. {fn(x)} es un conjunto ortogonal con respecto a la función de peso ω(x) en el intervalo

a ≤ x ≤ b.

En los sistemas continuos, existen gran variedad de métodos para encontrar la respuesta forzada

del sistema, como el método de coeficientes indeterminados, la transformada de Laplace y el análisis

modal. Éste último es la herramienta más efectiva y la mayormente utilizada.

Si tenemos una fuerza externa y(x, t) que representa el término no homogéneo de una ecuación

diferencial parcial y se desea determinar el desplazamiento debido a la vibración transversal de una

viga, ésta se puede representar en serie de potencias para expandir f(x, t) de la forma [48]:

y(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t)φn(x) (3.41)

Donde:

fn(t) = (y(x, t), φn(x)) (3.42)
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φn(x) es la función n-ésima modal y se determina por las condiciones de frontera del sistema y

sus valores propios.

Para el caso de una viga empotrada, las ecuaciones que satifacen dichas condiciones, son las

siguientes [58]:

∫ L

0
fi(x)fj(x)dx = Lδij y d4fi(x)

dx4 = β4
i fi(x) (3.43)

En donde: βi es el valor característico (eigenvalor) de la ecuación característica de la viga, L es

la longitud total de la viga y δij es la delta de Kronecker definida por [53]:

δij =

1, si i = j,

0, si i 6= j.

El análisis modal está basado en las respuestas de vibración de un sistema dinámico lineal, el

cual puede ser expresado mediante una combinación lineal de movimientos armónicos simples (mo-

dos naturales de vibración). Al utilizar este análisis, es posible obtener las características dinámicas

intrínsecas de una estructura, la cual se representa en las formas modales, frecuencias naturales y

los factores de amortiguamiento.

El modelo espacial, está dado por la descripción de las características físicas del sistema o

estructura, los cuales están dados en términos de la masa, rigidez y amortiguamiento.

3.6. Teorema de Vieta

Cuando se trabajan con ecuaciones algebraicas es inherente tratar de resolverlas y encontrarle

un significado tangible a las soluciones obtenidas. El resolver las ecuaciones involucra obtener todas

sus raíces (complejas o reales), de forma exacta o aproximada [59]. En ocasiones basta con encontrar

una aproximación a dicha solución, sin embargo en el proceso de efectuar cierto procedimiento para

encontrar las raíces de forma analítica, es posible encontrar y vincular más información relacionadas

a las propiedades que caracterizan al problema, tal es el caso de las llamadas ecuaciones de Vieta.

Para emplear las ecuaciones de Vieta se considera una ecuación mónica (an = 1) de la forma:

anx
n + an−1x

n−1 + ·+ a1x
1 + a0 = 0 (3.44)
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La ecuación (3.44) contiene n raíces x1, x2, . . . , xn. Éstas raíces pueden encontrarse con base en

los términos a0, a1, a2, . . . , an−1 independientes del polinomio.

Generalizando las soluciones de la ecuación (3.44) y relacionándolas con los términos indepen-

dientes se tienen [60]:

an−1 = −(x1 + . . .+ xn) (3.45)

an−2 = (x1x2 + . . .+ x1xn + x2x3 + . . .+ xn−1xn) (3.46)
...

an−j = (−1)j
∑

1≤i1≤...≤ij≤n
xi1xi2 · · ·xij (3.47)

...

a0 = (−1)nx1x2 . . . xn (3.48)

Para el caso de una ecuación cuártica, es decir, con n = 4.

x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0 (3.49)

Los coeficientes de la ecuación (3.49) se pueden expresar en términos de las sumas y productos

de sus raíces x1, x2, x3, x4 las cuales se expresan como:

a3 = −(x1 + x2 + x3 + x4) (3.50)

a2 = (x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4) (3.51)

a1 = −(x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4) (3.52)

a0 = x1x2x3x4 (3.53)

Para el caso de los absorbedores de vibración dinámicos basados en inersores (IDVA’s), Barredo

et al. [6] propusieron una nueva metodología basándose en las fórmulas de Vieta para la obtención

de los parámetros óptimos de los absorbedores de vibración dinámicos basados en inersor.

Para comprender la utilidad de las ecuaciones de Vieta, se plantea el siguiente ejemplo.

Considérese una ecuación cuadrática en x de la forma:

x2 + px+ q = 0 (3.54)
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con raíces a y b. Entonces se puede expresar como:

(x− a)(x− b) = 0 (3.55)

Luego, efectuando su expansión:

x2 − (a+ b)x+ ab = 0 (3.56)

En consecuencia,

p = −(a+ b) y q = ab (3.57)

De esta forma se relaciona la suma y el producto de las raíces de una ecuación cuadrática con sus

coeficientes.

3.7. Matriz de Jacobi

El matématico Augustin Louis Cauchy fue el pionero en utilizar unos determinantes particu-

larmente especiales, pero Carl Gustav Jacobi fue quien las implementó en un método para evaluar

integrales múltiples y se conoce como determinante jacobiana de la matriz jacobiana.

Definición 2 El jacobiano de la transformación T en <3 dada por:

x = f(u, v, w), y = g(u, v, w) y z = h(u, v, w)

es [61]:

J (x, y, z) = ∂(x, y, z)
∂(u, v, w) =



∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w


(3.58)

Por lo tanto, la matriz jacobiana está formada por las derivadas parciales de primer orden de

una función y puede emplearse para aproximar linealmente a dicha función en un punto. En un

sentido más estricto, la matriz jacobiana depende de la base y las coordenadas elegidas. Por lo que

es más propio hablar de tranformación lineal jacobiana.
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Extendiendo el concepto del determinante jacobiano para una función vectorial. Supóngase que:

F : <n → <m

la cual es una función que va del espacio euclídeo n-dimensional al m-dimensional. En donde F

está determinada por:

Λi = Fi(τ1, . . . , τn), y Λ = F (τ) = (F1(τ), . . . , Fm(τ)) (3.59)

y tiene m funciones escalares reales.

Así, la matriz jacobiana de tamaño m× n es:

J (τ1, . . . , τn) = ∂(Λ1, . . . ,Λm)
∂(τ1, . . . , τn) =



∂Λ1
∂τ1
· · · ∂Λ1

∂τn

... . . . ...
∂Λm
∂τ1
· · · ∂Λm

∂τn


(3.60)

Por consiguiente, el jacobiano es la generalización de la derivada de una variable a varias varia-

bles.

3.8. Optimización

La optimización es un proceso que encuentra la respuesta ante un problema y proporciona un

mejor resultado. Se clasifican en: lineales y no lineales.

Generalmente, para aplicar algún método de optimización se antecede a un problema matemá-

tico para determinar soluciones óptimas que cumplen con ciertas características específicas de los

modelos matemáticos.

Un problema de optimización incluye el término minimización o maximización y está compuesto

principalmente de los siguientes elementos [62]:

• Un conjunto de restricciones

• Un conjunto de soluciones factibles que contengan todas las combinaciones posibles de valores

de variables independientes que satisfacen el conjunto de resctricciones.
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• Una función objetivo, que vincula las soluciones factibles con el desempeño-rendimiento del

sistema.

Teorema 3 Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un valor máximo y

un valor mínimo en ese intervalo [61].

En la figura 3.6 se ilustra el concepto de máximo y mínimo de una función. Mediante los criterios

de derivadas se obtendrá información sobre los máximos y mínimos globales o locales.

Figura 3.6: Máximo y mínimo de una función arbitraria [63].

En problemas de optimización, es importante conocer las primeras y segundas derivadas de la

función objetivo. La información que se obtiene al calcular la primera derivada de una función es:

i. Proporciona una trayectoria de máxima inclinación de la función objetivo.

ii. Indica si se ha alcanzado la trayectoria óptima.

Y la información obtenida a través de la segunda derivada es:

i. Indicará si es un máximo cuando f ′′(x) es negativa o un mínimo cuando f ′′(x) es positiva.

3.8.1. Matriz Hessiana

En 1844, Ludwig Otto Hess introdujo la matriz hessiana o el hessiano, en un artículo referente

a curvas cúbicas y cuadráticas. Esto sucedió después de que Jacobi introdujo la matriz jacobiana.

Definición 3 La matriz hessiana es la matriz de una función de una sola componente y está

formada por las segundas derivadas parciales.

Supóngase una función escalar de varias variables:

Λ: <n 3 (τ1, · · · , τn)→ (τ1, · · · , τn) ∈ <
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El hessiano es la matriz de las segundas derivadas cruzadas de la función Λ, de la forma:

H(Λ) =



∂2Λ
∂τ2

1

∂2Λ
∂τ1τ2

· · · ∂2Λ
∂τ1∂τn

∂2Λ
∂τ2∂τ1

∂2Λ
∂τ2

2
· · · ∂2Λ

∂τ2∂τn
... ... . . . ...

∂2Λ
∂τn∂τ1

∂2Λ
∂τn∂τ2

· · · ∂2Λ
∂τ2
n


(3.61)

Suponiendo que τ0 es un punto crítico de Λ, se tiene [64]:

i. Si todos los menores del determinante del hessiano son positivos, entonces Λ tiene en τ0 un

mínimo relativo.

ii. Si la sucesión de los menores del determinante del hessiano es alternada de la siguiente forma:

∆1Λ(τ0) < 0,∆2Λ(τ0) > 0,∆3Λ(τ0) < 0, . . . , (−1)n∆nΛ(τ0) > 0,

entonces Λ tiene en τ0 un máximo relativo.

iii. Cuando no se presenta alguno de los casos anteriores y si el determinante de la matriz hessiana

es distinto de cero, entonces se asegura que no existen máximos o mínimos.

iv. Cuando el determinante de la matriz hessiana es cero, no es posible obtener información sobre

el punto crítico.

Los valores característicos o eigenvalores de la matriz hessiana H(Λ) indican la deflexión de la

respuesta en las frecuencias invariantes de los parámetros óptimos del sistema respecto a la relación

de masa de la estructura principal y la masa del DVA. Si las condiciones de diseño del sistema son

óptimas, la curvas asociados a los eigenvalores tienden a cero.
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3.9. Técnica de los puntos fijos

Esta metodología fue descrita por Den Hartog [65] y consiste en minimizar la amplitud máxima

de la respuesta adimensional (normalizada) de un sistema mecánico.

Está basada principalmente en dos condiciones (estados del sistema) de operación de los absor-

bedores dinámicos de vibraciones, cuando el:

i. Amortiguamiento es cero (ζ → 0)

ii. Amortiguamiento tiende a infinito1 (ζ →∞).

Figura 3.7: Gráfica de un DVA clásico en donde aparecen los puntos fijos P y Q correspondientes
al comportamiento de los estados del sistema para cuando el amortiguamiento es cero e infinito.

Estas dos condiciones conducen a los llamados puntos invariantes o puntos fijos respecto al

factor de amortiguamiento del sistema y se determina mediante la respuesta en estado estable, tal

y como se ilustra en la figura 3.7.

Definición 4 Todas las curvas pasan a través de los puntos fijos y son independientes del amorti-

guamiento [65].

En la figura 3.8 se ejemplifica la definición 4 y se muestra el comportamiento cuando la rela-

ción de amortiguamiento toma valores arbitrarios incluyendo las dos condiciones fundamentales de

operación del DVA.
1Refiérase a ∞ como la representación de una cantidad sin límite. Otra representación sería ζ2 ∈ [0,+∞)
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Figura 3.8: Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al DVA clásico considerando
diferentes valores del factor de amortiguamiento. Nótese que todas las líneas pasan a través de los
puntos fijos P y Q.

Nota 1 Dicho de otro modo, la técnica de optimización de los puntos fijos se basa en la considera-

ción de dos estados del sistema, amortiguamiento cero y amortiguamiento infinito para los cuales

las amplitudes de vibración del sistema (masa principal) son iguales. A partir de esta consideración

y mediante un tratamiento matemático se obtienen los parámetros óptimos del sistema.

Figura 3.9: Gráfica de la respuesta en estado estable H1 de un sistema vs la relación de frecuencias.
Nótese el comportamiento entre los puntos fijos P y Q del sistema cuando se cambian los valores
para el factor de amortiguamiento [66].
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Todas las curvas que se encuentran entre los puntos fijos P y Q de la figura 3.9, tienen diferentes

amplitudes que conllevan a cambios bruscos de la respuesta del sistema cuando éste entra en

resonancia. El propósito del criterio de rendimiento H∞ y la técnica de calibración de frecuencias

de los puntos fijos extendida es encontrar la respuesta óptima entre dichos puntos para aumentar

el rango de supresión de vibración del DVA.

Nota 2 El mejor balance dinámico del sistema primario se obtendrá cuando su curva FRF óptima

sea más plana en todo el rango de frecuencias de excitación.

3.10. Técnica de los puntos fijos extendida

Barredo et al. [6] proponen una generalización de la teoría de Den Hartog, la cual se puede

implementar para el desarrollo de expresiones algebraicas de forma cerrada, para el diseño óptimo

de absorbedores de vibración dinámicos basados en inersor.

La técnica de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida2 consiste en modificar los

puntos invariantes del sistema, obteniendo variables óptimas que están relacionadas con la respuesta

del sistema R(s) y su norma euclideana ‖H‖. Matemáticamente se representa como:

R(s) = ‖H‖ (3.62)

Sirva de ejemplo el sistema mecánico que se muestra en la figura 3.10 para comprender detalla-

mente la metodología de los puntos fijos extendida.

Figura 3.10: Absorbedor dinámico de vibración basado en inersores en arreglo tipo C3 (IDVA-C3)
[6].

2También llamada, técnica de sintonización de frecuencias de los puntos fijos extendida
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De manera general, se especifica la metodología de los puntos fijos extendida mediante los

siguientes pasos:

i. Obtener el modelo matématico del sistema.

Las ecuaciones de movimiento en el dominio s de Laplace (dominio frecuencial) del sistema que

se muestra en la figura 3.10 son:

Ms2X +KX + k1(X −X1) = F − Fd (3.63)

ms2X1 + k1(X1 −X) = Fd (3.64)

en donde Fd = sY (X −X1). El término Y (s) es la impedancia mecánica del arreglo tipo C3 y

se expresa como:

Y =
[
s

k2
+ 1
bs

+ 1
c

]−1
(3.65)

ii. Obtener la función de transferencia H(s) del sistema, también conocida como la respuesta

R(s) del sistema, ver ecuación (3.62).

iii. Sustituir la expresión s = jω.

en donde j es la parte imaginaria. Esta expresión es válida porque el sistema dinámico es causal

y oscilante establemente si y sólo si, todos los polos de la función de transferencia H(s) están en el

semiplano izquierdo. Por lo tanto, la región de convergencia para H(s) incluye el eje jω [67].

iv. Reescribir la función de transferencia H(s) de la siguiente manera:

H(s) = A+ jB

C + jD
(3.66)

v. Sustituir los parámetros adimensionales asociados al teorema Π de Buckingham.

Las variables adimensionales Vadim que rigen al IDVA C3 son:

ω2
1 = K

M
ω2

2 = k1
m

ω2
3 = k2

b
(3.67)

ζ = c

2mω2
µ = b

m
η = ω3

ω2
(3.68)

β = m

M
q = ω2

ω1
Ω = ω

ω1
(3.69)

Las variables adimensionales están relacionadas directamente con las propiedades intrínsecas

del sistema IDVA C3.
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vi. Obtener el módulo de H(s) a través de la multiplicación de su conjugado complejo.

|H(s)|2 = A2 +B2

C2 +D2 (3.70)

vii. Aplicar las dos condiciones fundamentales de la técnica de los puntos fijos de la sección 3.9

para el absorbedor dinámico de vibración.

• Cuando el amortiguamiento es cero (ζ → 0), la ecuación (3.70) se convierte en:

|H(s)|2ζ→0 = A2

C2 (3.71)

Para el IDVA-C3, se obtiene:

|H(s)|2ζ→0 = [Ω4−q2(1+(µ+1)η2)Ω2+η2q4]2

{Ω6+[−1+[(−1+(−β−1)µ)η2−β−1]q2]Ω4+q2[q2η2(β+1)+1+(µ+1)η2]Ω2−η2q4}2 (3.72)

• Cuando el amortiguamiento tiende a infinito (ζ →∞), la ecuación (3.70) se convierte en:

|H(s)|2ζ→∞ = B2

D2 (3.73)

Particularmente, se obtiene:

|H(s)|2ζ→∞ =
[
−Ω2 + q2]2

[−Ω4 + (1 + q2(β + 1)) Ω2 − q2]2
(3.74)

viii. Igualar las ecuaciones (3.71) y (3.73)

Al efectuar la igualación, se obtienen dos posibles resultados. Sin embargo, una solución será la

trivial y la otra será la que proporcione mayor información de solución al sistema. Generalmente,

la ecuación resultante es de grado 8.

ix. Realizar el siguiente cambio de variable:

ε = Ω2 (3.75)

De esta manera, la ecuación resultante se reduce a cuarto grado.

x. Convertir en una ecuación mónica.
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xi. Igualar a h el lado derecho de la ecuación (3.74).

h =
[
−Ω2 + q2]2

[−Ω4 + (1 + q2(β + 1)) Ω2 − q2]2
(3.76)

De nueva cuenta,

xii. Realizar el mismo cambio de variable de la ecuación (3.75).

xiii. Convertir en una ecuación mónica.

Así pues, se tienen dos ecuaciones mónicas de grado 4. Obtenidas en el paso X y paso XIII.

xiv. Obtener las soluciones óptimas mediante el teorema de Vieta de la sección 3.6 siguiendo las

secuencias mostradas a continuación.

Al aplicar las dos condiciones fundamentales de la técnica de los puntos fijos, se obtienen dos

ecuaciones mónicas de cuarto grado, que son independientes de la relación de amortiguamiento, las

cuales se obtienen a partir de la respuesta en estado estable de la configuración mecánica a analizar

y están descritas de manera general como:

λ4 + aλ3 + bλ2 + cλ1 + dλ0 = 0 (3.77)

λ4 + eλ3 + fλ2 + gλ1 + hλ0 = 0 (3.78)

Las raíces de las ecuaciones (3.77) y (3.78) deben ser iguales. A partir del teorema de Vieta, se

igualan las sumas y los productos de las raíces de ambas ecuaciones, las cuales están en función de

los coeficientes del polinomio de cada ecuación.

Secuencia 1: Igualar los coeficientes de λ3 y resolver para q2.

La ecuación resultante es una condición necesaria pero no suficiente para producir la misma am-

plitud de vibración en las frecuencias invariantes del IDVA. La condición se satisface empleando el

desarrollo completo del teorema de Vieta.

Secuencia 2: Igualar los coeficientes de λ0 y resolver para h.

Secuencia 3: Igualar los coeficientes de λ1 y resolver para h.

Secuencia 4: Igualar los coeficientes de λ2 y resolver para h.
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Secuencia 5: Igualar las ecuaciones obtenidas para h de las secuencias 2 y 3, y resolver para q2.

Secuencia 6: Igualar las ecuaciones obtenidas para h de las secuencias 2 y 4, y resolver para q2.

Hasta este punto existen tres soluciones para q. Para calcular los valores adecuados de µ y η es

necesario lo siguiente.

Secuencia 7: Igualar las ecuaciones obtenidas para q2 de las secuencias 1 y 5, y resolver para η2.

Secuencia 8: Igualar las ecuaciones obtenidas para q2 de las secuencias 1 y 6, y resolver para η2.

La ecuación resultante de la secuencia 7 también satisface a la ecuación resultante de la secuencia

8, porque es una solución de η para toda β.

Secuencia 9: Sustituir las ecuaciones obtenidas para η de las secuencias 7 y 8, y resolver para µ.

El parámetro obtenido en la secuencia 9, es el parámetro adimensional óptimo de la relación de

masas, es decir, µopt.

Secuencia 10: Sustituir el parámetro µopt de la secuencia 9 en la secuencia 7 y resolver para η.

El parámetro obtenido en la secuencia 10, es el parámetro adimensional óptimo de la relación

de frecuencias naturales entre en el inersor y el absorbedor, es decir, ηopt.

Secuencia 11: Sustituir el parámetro µopt de la secuencia 9 y el parámetro ηopt de la secuencia 10

en la secuencia 5 y resolver para q.

El parámetro obtenido en la secuencia 11, es el parámetro adimensional óptimo de la relación

de frecuencias naturales entre la masa principal y la masa del absorbedor, es decir, qopt.

De esta manera, los parámetros óptimos para el IDVA-C3 son:

µopt = 2β
β + 1 (3.79)

ηopt =
√
β + 1 (3.80)

qopt = 1
β + 1 (3.81)

Secuencia 12: Sustituir los parámetros µopt, ηopt y qopt en la secuencia 3 y resolver para h.
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El parámetro obtenido en la secuencia 12 es la aproximación de la norma de H∞ [6] y es la

amplitud de la vibración en los puntos invariantes, es decir, ‖H∞‖.

Por lo tanto, la amplitud en los puntos fijos del IDVA-C3 es:

‖H∞‖ =
√
β + 1
β

(3.82)

Recordar que h ≈ ‖H∞‖2. En la figura 3.11 se muestra la gráfica de la ecuación (3.82) utili-

zando los parámetros óptimos del conjunto de ecuaciones (3.79)-(3.81) manteniendo un factor de

amortiguamiento arbitrario ζ= 0.30.

Figura 3.11: Gráfica de la aproximación de la norma ‖H∞‖ vs la relación de frecuencias Ω del
IDVA-C3 utilizando los parámetros óptimos y un factor de amortiguamiento arbitrario ζ = 0.30.

xv. Obtener la solución óptima para el factor de amortiguamiento ζopt a partir de la teoría de

Krenk [16].

La teoría de Krenk se emplea para aplanar la curva de respuesta en frecuencia de la estructura

principal y determinar el factor de amortiguamiento óptimo ζopt. La aplicación de la teoría de Krenk

sugiere que para obtener el amortiguamiento óptimo ζopt del sistema, se producirán tres frecuencias

resonantes no amortiguadas3 Ω0, Ω1 y Ω2, como se ilustra en la figura 3.11.

Por lo tanto, para calcular Ω1 y Ω2 se iguala a cero el denominador de la ecuación (3.73). Des-

pués, se sustituyen los parámetros óptimos µopt, ηopt, qopt y se resuelve la ecuación resultante en

términos de Ω. De esta manera, las raíces obtenidas serán las frecuencias resonantes no amortigua-
3También conocidas como frecuencias invariantes.

Universidad Tecnológica de la Mixteca Página 49



Capítulo 3 3.10. TÉCNICA DE LOS PUNTOS FIJOS EXTENDIDA

das Ω1 y Ω2.

De manera similar, para calcular la frecuencia resonante no amortiguada Ω0 se iguala a cero el

denominador de la ecuación (3.71) y al sustituir los parámetros óptimos µopt, ηopt, qopt se obtiene

una ecuación en Ω. Al resolver la ecuación resultante, se toma la raíz que cumpla con la siguiente

condición: Ω1 < Ω0 < Ω2. Ver figura 3.11.

Para obtener el factor de amortiguamiento óptimo, Barredo et al. [4] sugieren que se calcule el

valor cuadrático medio RMS de los tres niveles de amortiguamiento producidos en las frecuencias

resonantes no amortiguadas del sistema acoplado.

Para el IDVA-C3, el factor de amortiguamiento óptima es:

ζopt =
√

11
6

√
β

β + 1 (3.83)

En la tabla 3.2 se muestran los resultados para los parámetros óptimos (ecuaciones (3.79),

(3.80), (3.81) y (3.83)) y sus valores numéricos correspondiente al IDVA-C3 al aplicar la técnica de

calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida. Se considera β = 0.1.

Tabla 3.2: Resumen de los parámetros óptimos y sus respectivos valores numéricos para el IDVA-C3
obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos extendida.

Puntos fijos extendida

Parámetros Valor

µopt = 0.1818

ηopt = 1.0488

qopt = 0.9090

h = 3.3166

ζopt = 0.1666

En la figura 3.12 se muestra la gráfica de la función de respuesta en frecuencia FRF empleando

los parámetros óptimos del conjunto de ecuaciones (3.79)-(3.81) y el factor de amortiguamiento

óptimo ζopt.
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Figura 3.12: Gráfica de la FRF vs la relación de frecuencias Ω del IDVA-C3 utilizando los parámetros
óptimos y el factor de amortiguamiento óptimo mediante la técnica de calibración de frecuencias
de los puntos fijos extendida.

Nótese que en la figura 3.12 y 3.13 al emplear la técnica de optimización de los puntos fijos

extendida se aplana la curva.

Figura 3.13: Comparación entre la técnica de los puntos fijos extendida y la técnica de Den Hartog.
El aplanamiento de la curva entre los puntos fijos es más notorio al ocupar la técnica de los puntos
fijos extendida [6].

3.11. Criterio H∞

El objetivo de la optimización por el criterio de rendimiento H∞ es minimizar la magnitud

máxima de la respuesta en frecuencia normalizada (o de forma adimensional), es decir, minimizar
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las amplitudes de vibración en las frecuencias de resonancia de la respuesta en frecuencia R(s) de

la masa de la estructura principal, conocida como la norma ‖H∞‖ [35, 68].

El criterio H∞ es de las más conocidas en la teoría de la minimización de la respuesta vibratoria

en el control pasivo de vibraciones mediante absorbedores de vibración dinámicos. Al minimizar la

norma ‖H∞‖ se mejora la respuesta de estado estable del sistema acoplado a los DVA’s. Lo que

conlleva a formular un problema de optimización de la siguiente manera [69]:

mı́n
(

máx
Popt

|HIDVA(Ω)|
)

= máx (|HIDVA(Popt, β,Ω)|) (3.84)

Popt son los parámetros a optimizar del sistema y se restringe a que sean soluciones reales y

positivas {Popt ≥ 0} de la siguiente ecuación:

∂|HIDVA(Ω)|2

∂Ω2 = 0 (3.85)

La interpretación física a las dos restricciones de la ecuación (3.84) son: el intervalo físico ad-

misible para analizar la relación de frecuencias Ω y las limitaciones físicas de diseño para construir

el dispositivo.

La idea básica para comprender el problema de optimización min-max (ver ecuaciones (3.84) y

(3.85)) radica en que la técnica de los puntos fijos descrita por Den Hartog se emplean los puntos

fijos para minimizar de forma aproximada la norma ‖H∞‖ y en la técnica de optimización de H∞
se emplean las frecuencias de resonancia para minimizar de forma exacta la norma ‖H∞‖ [35].

Para resolver el problema de optimización min-max de forma numérica, que se formuló en las

ecuaciones (3.84) y (3.85) se puede utilizar el método de optimización de programación cuadrática

secuencial o el método de Nishihara. Este último posee una alta preción en la resolución numérica.

3.11.1. Método de Nishihara

En 2002, Nishihara y Asami presentaron una metodología analítica para la solución exacta de

los parámetros óptimos para el DVA, la cual es comparada con la metodología clásica de los puntos

fijos. Sin embargo, esta metodología solo funcionaba para sistemas de dos grados de libertad [12].

Años más tarde, implementaron la metodología para sistemas de más de dos grados de libertad [7].

Nota 3 Es muy complicado encontrar una solución analítica para sistemas estructurales amorti-

guados en el sistema primario. Hasta el momento no se ha obtenido una solución exacta para este
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caso mediante la técnica de optimización H∞. Sin embargo, una solución aproximada para utili-

zar el método de Nishihara, sería cuando se fija en un valor igual a cero, es decir, tomando en

consideración amortiguamientos despreciables o nulos en el sistema primario.

La idea novedosa de Nishihara fue proponer un artificio matemático en términos de la norma

‖H∞‖. Matemáticamente se expresa como:

r2 = 1− 1
h2
max

=⇒ hmax = 1√
1− r2

(3.86)

Además de introducir una función, descrita como:

fn = Denominador− Numerador
h2
max

(3.87)

La ecuación (3.87) se emplea para minimizar el valor máximo hmax de la función de transferen-

cia referente a la norma ‖H∞‖.

A continuación, se describe el procedimiento de la metodología de optimización de Nishihara.

El proceso es similar a la metodología de los puntos fijos extendida hasta el paso VI de la sección

3.10.

i. Obtener el módulo de H(s) a través de la multiplicación de su conjugado complejo.

|H(s)|2 = A2 +B2

C2 +D2 (3.88)

ii. Definir las variables numerador N y denominador D , de la siguiente manera:

N = A2 +B2 y D = C2 +D2 (3.89)

iii. Se propone la función descrita por Nishihara para determinar el valor mínimo hmin de la

amplitud máxima hmax mediante la siguiente ecuación:

h =
√

1
1− r2 (3.90)

iv. Reescribir la ecuación de la siguiente manera:

D − N

h2 = 0 (3.91)
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v. Sustituir los términos correspondientes.

vi. Convertir en una ecuación mónica.

La ecuación resultante tiene la forma:

Ω12 + c1Ω10 + c2Ω8 + c3Ω6 + c4Ω4 + c5Ω2 + c6 = 0 (3.92)

vii. A partir del teorema de Vieta, la suma y productos de las raíces de la ecuación (3.92), se

pueden expresar mediante el siguiente sistema de ecuaciones en términos de los coeficientes

cn.

f1 −→ (4c2 − c2
1)
√
c6 + 4c5 = 0 (3.93)

f2 −→ c1c5 + 4c6 + 2c3
√
c6 = 0 (3.94)

f3 −→ 4c6 (c1
√
c6 + c4)− c2

5 = 0 (3.95)

Las ecuaciones f1, f2 y f3 están expresadas en términos de los parámetros a optimizar: η, q,

µ y ζ2 y del parámetro h incluido en la ecuación (3.90).

viii. Sustituir los coeficientes cn en las ecuaciones para f1, f2 y f3 y llevar a su mínima expresión.

ix. Hallar la matriz jacobiana con base en los parámetros a optimizar.


∂f1
∂q

∂f1
∂η

∂f1
∂ζ

∂f1
∂µ

∂f2
∂q

∂f2
∂η

∂f2
∂ζ

∂f2
∂µ

∂f3
∂q

∂f3
∂η

∂f3
∂ζ

∂f3
∂µ

 =


A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

A3 B3 C3 D3

 (3.96)

La matriz jacobiana es de tamaño 3×4 y se satisface para cualquier determinante menor de

3×3 igualada a cero.

x. Obtener los determinantes f4 y f5 de 3×3 asociados a la matriz jacobiana.

f4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f4 = A1B2C3 −A1B3C2 −A2B1C3 +A2B3C1 +A3B1C2 −A3B2C1 = 0 (3.97)
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f5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D1 A1 B1

D2 A2 B2

D3 A3 B3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f5 = A1C2D3 −A1C3D2 −A2C1D3 +A2C3D1 +A3C1D2 −A3C2D1 = 0 (3.98)

xi. Proponer un valor arbitrario para β y sustituirlo en las ecuaciones f1, f2, f3, f4 y f5.

xii. Resolver el sistema de ecuaciones no lineales de 5×5 por el método de Newton-Rhapson

estableciendo valores iniciales apropiados.

Los resultados obtenidos de los parámetros óptimos mediante la técnica de los puntos fijos

extendida se toman como valores iniciales.

Retomando el ejemplo del IDVA-C3 de la figura 3.10 y al aplicar el método de Nishihara se

obtuvieron los siguientes resultados para los parámetros óptimos del IDVA-C3 mostrados en la

tabla 3.3. Se considera β = 0.1.

Tabla 3.3: Resumen de los parámetros óptimos y sus respectivos valores numéricos para el IDVA-C3
obtenidos mediante el criterio H∞.

Criterio H∞
Parámetros Valor

µopt = 0.2208

ηopt = 1.0485

qopt = 0.9083

ζopt = 0.1657

En la tabla 3.4 se recopilan los parámetros óptimos obtenidos a través de la técnica de los puntos

fijos extendida y el criterio H∞.
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Tabla 3.4: Comparación de los parámetros óptimos y sus respectivos valores numéricos para el
IDVA-C3 obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos extendida y el método de Nishihara.

Puntos fijos extendida Criterio H∞
Parámetros Valor Parámetros Valor

µopt = 0.1818 µopt = 0.2208

ηopt = 1.0488 ηopt = 1.0485

qopt = 0.9090 qopt = 0.9083

ζopt = 0.1666 ζopt = 0.1657

En la figura 3.14 se muestra las dos gráficas correspondientes al IDVA-C3 al utilizar los dos

métodos de optimización vistos en las secciones 3.10 y 3.11.1 con base en los parámetros óptimos

de la tabla 3.4. Se considera β = 0.1.

Figura 3.14: Comparación entre la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio H∞. Nótese
que el aplanamiento de la curva es mas visible al ocupar el criterio de rendimiento H∞.
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Capı́tulo 4
Modelo matemático

En este capítulo se desarrollaron e implementaron los modelos matemáticos descritos dentro

del marco teórico y fundamentado en la literatura de absorbedores de vibración dinámicos en serie

basados en inersor.

4.1. Respuesta en frecuencia

El modelo propuesto en la figura 4.1 es una configuración de una estructura tipo viga doble-

mente empotrada (viga de Euler-Bernoulli) de longitud L sujeta a una carga distribuida f(x)g(t),

donde f(x) es una función espacial y g(t) una función temporal determinística. Para determinar

el comportamiento dinámico del inersor, se propone una fuerza de excitación externa de tipo ar-

mónica. La viga se encuentra en serie con dos arreglos de DVA’s (DVA-A y DVA-B) y un inersor

conectado al suelo (tierra mecánica). Cada DVA está compuesto por un amortiguador y un resorte,

con coeficientes de amortiguamiento y rigidez, cn y kn (n = 1, 2) respectivamente, los cuales se

conectan a las masas mn (n = 1, 2), respectivamente. La configuración del sistema atenuador de

vibraciones se encuentra localizado en el punto x = a.

En el apéndice A se muestra el análisis y desarrollo matemático completo de la estructura.
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Figura 4.1: Esquema del modelo de la viga propuesta en este trabajo.

Donde:

f(x)g(t) carga distribuida

y(x, t) desplazamiento transversal de la viga

L longitud de la viga

m1 masa asociada el DVA-A

k1 rigidez correspondiente al DVA-A

c1 amortiguamiento correspondiente al DVA-A

y1(t) desplazamiento correspondiente a m1 del DVA-A

m2 masa asociada el DVA-B

k2 rigidez correspondiente al DVA-B

c2 amortiguamiento correspondiente al DVA-B

y2(t) desplazamiento correspondiente a m2 del DVA-B y al inersor

b inertancia

Para describir el comportamiento dinámico del sistema, se utilizan las ecuaciones de Euler-

Lagrange en su forma generalizada y la teoría de la vibración lateral de vigas. Así, la ecuación de

movimiento que rige el comportamiento dinámico del sistema de la figura 4.1 es:

EI
∂4y(x, t)
∂x4 + ρA

∂2y(x, t)
∂t2

= F − {m1ÿ1(t) + (m2 + b)ÿ2(t)}δ(x− a) (4.1)

Universidad Tecnológica de la Mixteca Página 58



Capítulo 4 4.1. RESPUESTA EN FRECUENCIA

Donde: A es el área de sección transversal, I momento de inercia centroidal, ρ es la densidad

de masa, E es el módulo de elasticidad y δ(x− a) es la función delta de Dirac.

Para obtener la solución de la vibración forzada de la viga, se emplea el principio de superpo-

sición de modos (análisis modal). Las condiciones para el desplazamiento transversal de la viga, se

expresan como:

y(x, t) =
∞∑
i=1

qi(t)φi(x) y d4φi(x)
dx4 = β4

i φi(x) (4.2)

Donde: βi es el valor característico (eigenvalor) de la ecuación característica de la viga y φi es

el i-ésimo modo de vibración de la viga.

Al sustituir la ecuación (4.2) en (4.1) y suponiendo que sistema se encuentra influenciado por

una fuerza de excitación armónica, tal que F = f(x)g(t) con g(t) = eiωt, resultando en un sistema

dinámico lineal invariante en el tiempo (LTI). Para ello, se encuentran las respuestas en función

de la frecuencia de la viga Qi(ω) y de las amplitudes en frecuencia asociadas a los desplazamientos

del DVA-A y DVA-B, Y1(ω) y Y2(ω) respectivamente. Al multiplicar por la función modal φi(x) y

aplicando las propiedades de la función delta de Dirac, se obtiene:
∞∑
i=1

Qi(ω)φi(x)
[
EIβ4

i − ρAω2
]
φi(x) = f(x)φi(x) + ω2{m1Y1(ω) + (m2 + b)Y2(ω)}φi(a) (4.3)

Para determinar la respuesta general en función de la frecuencia del desplazamiento transversal

de la viga, se considera que la excitación armónica afecta al DVA-A y al DVA-B. De esta manera,

se representa como:

Y (x, ω) = G2(x, ω)−H(ω)G1(x, ω)Y (a, ω) (4.4)

En donde:

ai =
∫ ∞

0
f(x)φi(x)dx (4.5)

G1(x, ω) =
∞∑
i=1

φi(x)φi(a)
L(EIβ4

i − ρAω2)
(4.6)

G2(x, ω) =
∞∑
i=1

aiφi(x)
L(EIβ4

i − ρAω2)
(4.7)

H(ω) = ω2(−M2m1ω
2 + (m1 +M2)ic2ω + (m1 +M2)k2)k1

−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2
(4.8)
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Donde M2 = m2 + b. Al evaluar la posición del ISDVA’s en la posición x = a, se obtiene la

expresión en términos de Y (a, ω). Por lo que H(ω) se reescribe como:

H(ω) = m1ω
2J (4.9)

donde J es:

J = (−M2m1ω
2 + (m1 +M2)ic2ω + (m1 +M2)k2)k1

m1(−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2) (4.10)

La ecuación (4.10) es la función dimensional de respuesta en frecuencia de los DVA’s. Para

encontrar la misma función pero en su forma adimensional, se introducen las siguientes variables

adimensionales que relacionan las propiedades intrínsecas de la estructura.

ω2
A = k1

m1
ω2
B = k2

m2
ζ2 = c2

2m2ωB
δ = b

m2
(4.11)

µ = m2
m1

q = ωA
ω1

η = ωB
ωA

Ω = ω

ω1
(4.12)

γi = ωi
ω1

ω2
i = EIβ4

i

ρA
β = (µ+ 1) m1

ρAL
(4.13)

Donde:

ω2
A frecuencia natural al cuadrado asociado al DVA-A

ω2
B frecuencia natural al cuadrado asociado al DVA-B

ζ2 factor de amortiguamiento asociado al DVA-B

δ relación de masas entre la inertancia y el DVA-B

µ relación de masas entre el DVA-B y el DVA-A

q relación de frecuencias naturales no amortiguadas para el DVA-A

η relación de frecuencias naturales no amortiguadas entre el DVA-B y el DVA-A

Ω relación de frecuencia forzada

γi relación de frecuencias naturales

ω2
i frecuencia natural al cuadrado del i-ésimo modo de vibración

β relación de masas de los DVA’s y la masa de la estructura principal

Así, la respuesta dinámica de la ecuación (4.10) en el dominio de la frecuencia en su forma

adimensional es:

J = q2 [(1 + (δ + 1)µ)η2q2 + 2iΩ(1 + (δ + 1)µ)ζ2ηq − (δ + 1)Ω2]
−(δ + 1)Ω4 + 2i(1 + (δ + 1)µ)ζ2ηqΩ3 + (1 + (δ + 1)µ)η2 + δ + 1)q2Ω2 − 2iζ2ηq3Ω− q4η2

(4.14)
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Por lo tanto, al sustituir la frecuencia de excitación del sistema se reescribe H(ω) como:

H(ω) = m1ω
2
1J1 (4.15)

Donde: J1 = JΩ2.

De esta forma, la función de respuesta en frecuencia del desplazamiento transversal de la viga

cuando actúa una fuerza de excitación armónica, es:

S(x,Ω) = 1
ρALω2

1

∞∑
i=1

φi(x) ·


ai

γ2
i − Ω2 −

φi(a)
γ2
i − Ω2 ·


∞∑
i=1

βaiφi(a)
γ2
i − Ω2

µ+ 1
J1

+
∞∑
i=1

βφ2
i (a)

γ2
i − Ω2


 (4.16)

La función de respuesta en frecuencia de la aceleración transversal de la viga cuando actúa una

fuerza de excitación armónica, es:

Sa(x,Ω) = −ω2
1ΩS(x,Ω) (4.17)

La ecuación (4.17) también es la respuesta en frecuencia del desplazamiento de la viga cuando

se considera una excitación inercial.
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Capı́tulo 5
Resultados

5.1. Técnica de los puntos fijos extendida

En este apartado se exponen los resultados numéricos de la estructura empleando la metodo-

logía de los puntos fijos extendida propuesta por Barredo et al. [6] al considerar la respuesta del

sistema en estado estable.

Para la implementación de la técnica de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida,

se comienza con la función de respuesta en frecuencia (FRF) en estado estable de la estructura tipo

viga con el ISDVA’s. Por lo tanto, al considerar el modo fundamental de vibración (γi = 1) y al

evaluar en el punto x = a, se obtiene:

S(a,Ω) = µ+ 1
J1βφ2

1(a)− Ω2(µ+ 1) + (µ+ 1)
(5.1)

Con la finalidad de obtener la magnitud de la ecuación (5.1), se reescribe como el cociente entre

dos números complejos, es decir,

H(s) = A+Bi

C +Di
(5.2)

Donde los coeficientes A, B, C y D se describen en el apéndice B.

Para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la ecuación (5.2) por el

conjugado complejo del numerador y denominador, respectivamente. Obteniendo:

|H(s)|2 = A2 +B2

C2 +D2 (5.3)
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Al aplicar la condición I) de la técnica de los puntos fijos (sección 3.9) a la ecuación (5.3), se

obtiene:

|H|2ζ2→0 = Θ1(δ,Ω, µ, η, q)
[Θ2(φ, β, δ,Ω, µ, η, q) + Θ3(φ, β, δ,Ω, µ, η, q)]2

(5.4)

Las funciones Θi se describen en el apéndice B.

De la misma manera, al aplicar la condición II) de la técnica de los puntos fijos (sección 3.9) a

la ecuación (5.3), se obtiene:

|H|2ζ2→∞ = [q2−(1+(δ+1)µ)Ω2]2(1+µ)2

[−(1+µ)(1+(δ+1)µ)Ω4+((δ+1)µ2+((βδφ2
1+βφ2

1+1)q2+δ+2)µ+1+(βφ2
1+1)q2)Ω2−(1+µ)q2]2 (5.5)

Siguiendo el procedimiento descrito en la sección 3.10, se obtienen dos ecuaciones mónicas de

cuarto grado independientes del factor de amortiguamiento. Se continúa con la metodología de la

técnica de los Puntos fijos extendida hasta llegar a la Secuencia 9, obteniendo:

µopt =

2βδφ2
1(a) + 2βφ2

1(a)− δ − 1 + 2

√√√√(δ + 1)
[
δ

(
βφ2

1(a)− 1
2

)2
+
(
βφ2

1(a) + 1
2

)2
]

2(δ + 1) (5.6)

El parámetro obtenido en la Secuencia 10 es:

ηopt =

√√√√√√√√
4(δ + 1)2β(δ + 1)φ2

1(a) + 2

√√√√(δ + 1)
[
δ

(
βφ2

1(a)− 1
2

)2
+
(
βφ2

1(a) + 1
2

)2
]
− δ + 1


2 (5.7)

El parámetro obtenido en la Secuencia 11 es:

qopt =

√√√√√2βδφ2
1 + 2βφ2

1 +
√

(4β2δφ4
1 + 4β2φ4

1 − 4βδφ2
1 + 4βφ2

1 + δ + 1)(δ + 1) + (δ + 1)√
(4β2δφ4

1 + 4β2φ4
1 − 4βδφ2

1 + 4βφ2
1 + δ + 1)(δ + 1) + (δ + 1)

(5.8)

El parámetro obtenido en la Secuencia 12 es:

‖H∞‖ =
√

2
2

√√√√√(4β2δφ4
1 + 4β2φ4

1 − 4βδφ2
1 + 4βφ2

1 + δ + 1)(δ + 1)
β(δ + 1)φ2

1
(5.9)

La ecuación (5.9) representa la amplitud de vibración del sistema en los puntos invariantes, que

también es la amplitud mínima de vibración de la estructura tipo viga con el dispositivo ISDVA’s.
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Dado que el conjunto de ecuaciones (5.6)-(5.8) se encuentran en términos de β, φ1(a) y δ, se

establen valores fijos para estas variables con el objetivo de encontrar soluciones numéricas para

los parámetros óptimos del sistema y de esta forma poder visualizar los resultados obtenidos. Los

valores numéricos propuestos se muestran en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Valores establecidos para cada variable independiente.

Variable Valor

β = 0.10

φ1(a) =
√

2

δ = 1.0

Mediante el uso de algún sistema de cómputo numérico se sustituye el conjunto de valores de la

tabla 5.1 en los parámetros óptimos µopt, ηopt, qopt y ‖H∞‖ (ecuaciones (5.6)-(5.9)). Los resultados

se muestran en la tabla 5.2 considerando 6 cifras significativas.

Tabla 5.2: Valores numéricos obtenidos para los parámetros óptimos y la respuesta en frecuencia
del sistema en su forma adimensional.

Parámetro Valor

µopt = 0.23850

ηopt = 0.95749

qopt = 1.09205

H = 2.27872

Después de sustituir los valores numéricos de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuación (5.4), se obtiene

la FRF del sistema considerando un amortiguamiento igual a cero, es decir ζ2 → 0.

H
µopt,ηopt,qopt

ζ2→0 = 1.238

√√√√ (
2.000Ω4 − 3.998Ω2 + 1.304

)2
(2.476Ω6 − 7.905Ω4 + 6.948Ω2 − 1.614)2 (5.10)

De la misma manera, al sustituir los valores numéricos de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuación

(5.5), se obtiene la FRF del sistema para la consideración de amortiguamiento infinito, ζ2 →∞.

H
µopt,ηopt,qopt

ζ2→∞ = 1.238

√√√√ (
−1.477Ω2 + 1.192

)2
(−1.829Ω4 + 3.658Ω2 − 1.476)2 (5.11)
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También, se propone un amortiguamiento ζ2 = 0.30 para visualizar el comportamiento de la

relación de amortiguamiento cuando se tiene un valor arbitrario. Al sustituir los valores numéricos

de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuación (5.3), se obtiene:

H
µopt,ηopt,qopt

ζ2=0.30 =

√√√√ 1.533
(
2.000Ω4 − 3.998Ω2 + 1.304

)2 + 1.533
(
−0.926Ω3 + 0.747Ω

)2
(2.476Ω6 − 7.905Ω4 + 6.948Ω2 − 1.614)2 + (−1.148Ω5 + 2.295Ω3 − 0.926Ω)2

(5.12)

La representación gráfica de las ecuaciones (5.10), (5.11) y (5.12) se muestra en la figura 5.1.

Para hallar las coordenadas rectangulares de los puntos fijos P1, P2, P3 y P4, se sabe que h ≈ ‖H∞‖2.

Por lo tanto, al igualar las ecuaciones (5.10) y (5.11) se resuelve para Ω, obteniendo:

P1 = (0.8052, 2.2788), P2 = (1.0837, 2.2788), P3 = (0.6211, 2.2788) y P4 = (1.3381, 2.2788)

Figura 5.1: Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al ISDVA’s vs la relación
de frecuencias Ω utilizando los parámetros óptimos y un coeficiente de amortiguamiento arbitrario.

El conjunto de soluciones óptimas µopt, ηopt y qopt generan los parámetros necesarios para pro-

ducir la misma amplitud de vibración en las frecuencias invariantes del ISDVA’s. Sin embargo, para

aplanar la curva de respuesta en frecuencia del ISDVA’s en todas las frecuencias de excitación, es-

tos parámetros no son suficientes y es forzoso encontrar la relación de amortiguamiento óptima ζ2opt .

Al aplicar la teoría de Krenk para obtener el amortiguamiento óptimo ζ2opt del ISDVA’s, se

producen tres frecuencias resonantes no amortiguadas: Ω1, Ω2 cuando ζ2 →∞ y Ω0 cuando ζ2 → 0.

• Para Ω1 y Ω2 cuando ζ2 →∞ , se obtiene:
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− 1.830Ω4 + 3.660Ω2 − 1.477 = 0 (5.13)

La ecuación (5.13) se resuelve de forma numérica y se consideran las 2 soluciones positivas:

Ω1 = 0.7489, Ω2 = 1.200 (5.14)

• Para Ω0 cuando ζ2 → 0 , se obtiene:

2.476Ω6 − 7.905Ω4 + 6.948Ω2 − 1.614 = 0 (5.15)

De igual manera, la ecuación (5.15) se aproxima de forma numérica y se toma el valor que

cumpla con la condición: Ω1 ≤ Ω0 ≤ Ω2. Así,

Ω0 = 0.9652 (5.16)

Para obtener de manera numérica la relación de amortiguamiento óptimo, la cual aplana la

curva de respuesta en frecuencia de la estructura principal, se sustituyen las soluciones óptimas

µopt, ηopt, qopt, ‖H∞‖ (ecuaciones (5.6)-(5.9)), Ω1 y Ω2 cuando ζ2 → ∞ (ecuación (5.14)) y Ω0

cuando ζ2 → 0 (ecuación (5.16)), en la ecuación (5.3). Esto producirá 3 valores de amortiguamiento

en cada frecuencia resonante no amortiguada, como se muestra en la tabla 5.3.

Tabla 5.3: Valores numéricos de la relación de amortiguamiento para cada frecuencia resonante no
amortiguada.

Amortiguamiento Valor numérico

ζ2A = 0.5217

ζ2B = 0.4536

ζ2C = 0.5594

El factor de amortiguamiento óptimo se obtiene calculando el valor cuadrático medio de los

valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia resonante no amortiguada.

ζ2opt =

√
ζ2

2A
+ ζ2

2B
+ ζ2

2C

3 = 0.513 (5.17)

Por lo tanto, al sustituir los valores de las tablas 5.1-5.2 y el factor de amortiguamiento óptimo

ζ2opt (ecuación (5.17)) en la ecuación (5.3) se obtiene:
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H
µopt,ηopt,qopt

ζ2opt
=
√

1.533(2.0Ω4 − 3.998Ω2 + 1.304)2 + 1.533(−1.581Ω3 + 1.276Ω)2

(2.476Ω6 − 7.905Ω4 + 6.948Ω2 − 1.614)2 + (−1.958Ω5 + 3.917Ω3 − 1.581Ω)2

(5.18)

La representación gráfica de las ecuaciones (5.12) y (5.18) se muestra en la figura 5.2.

Figura 5.2: Gráfica de la respuesta en frecuencia H(Ω) con los parámetros óptimos incluyendo la
relación de amortiguamiento óptimo.

En la figura 5.2, se aprecia la respuesta de la estructura tipo viga con el ISDVA’s con los valores

óptimos de los parámetros adimensionales asociados al teorema Π de Buckingham sujeta a la

fuerza de excitación armónica. Esta respuesta se compara con la respuesta obtenida para diferentes

valores de relación de amortiguamiento ζ2. Se nota que el comportamiento vibratorio del sistema se

estabiliza (curva azul) conforme a los puntos invariantes y a la relación de amortiguamiento óptima

ζopt, es decir, la amplitud de vibración de la curva azul disminuye notablemente.

En la tabla 5.4 se estiman los valores numéricos asociados a los parámetros óptimos del sistema

µopt, ηopt, qopt y ζ2opt al variar la relación de masas β conforme al 5%, 8% y 10%. Asimismo, en la

figura 5.3 se muestra la representación gráfica.
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Tabla 5.4: Valores numéricos de los parámetros óptimos al modificar el valor de β.

Puntos fijos extendida

δ=1 y φ1=
√

2

β µopt ηopt qopt ζ2opt ‖H∞‖

0.05 0.10990 1.15938 1.04834 0.38613 3.17790

0.08 0.18500 1.03231 1.07522 0.47273 2.53101

0.10 0.23850 0.95749 1.09205 0.51346 2.27872

Figura 5.3: Gráfica para los distintos valores de β obtenidos por la técnica de calibración los puntos
fijos extendida.

5.2. Criterio H∞

Para este trabajo se utiliza el método de Nishihara descrita en [7], con la finalidad de obtener

soluciones precisas a partir el método de optimización.

Se comienza con la función de respuesta en frecuencia adimensional H(s) de la viga con el

ISDVA’s (ecuación (5.3)) y se definen las siguientes variables:

Num =
[
(δ + 1)Ω4 −

(
(1 + (δ + 1)µ)η2 + δ + 1

)
Ω2q2 + q4η2

]2
(1 + µ)2 + [−2ηζ2·

q(1 + (δ + 1)µ)Ω3 + 2ηζ2q
3Ω
]2

(1 + µ)2
(5.19)
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Den =
[
(1 + µ)(δ + 1)Ω6 + [(−(1 + µ)(1+ (δ + 1)µ)η2 − (δ + 1)

(
βφ2

1(a) + µ+ 1
))
q2

−(1 + µ)(δ + 1)] Ω4 +
[
η2
(
(βδφ2

1(a)+ βφ2
1(a) + 1)µ+ βφ2

1(a) + 1
)
q2 + ((1 + (δ + 1)·

µ)η2 + δ + 1
)

(1 + µ)
]
q2Ω2 − q4η2 (1 + µ)]2 +

[
−2ηζ2q(1 + µ) (1 + (δ + 1)µ) Ω5

+2
[(

(βδφ2
1(a) + βφ2

1(a) + 1)µ+ βφ2
1(a) + 1

)
q2 + (1 + µ)(1 + (δ + 1)µ)

]
ηζ2qΩ3

−2ηζ2q
3(1 + µ)Ω

]2
(5.20)

En donde Num y Den corresponden al numerador y denominador de la ecuación (5.3) respecti-

vamente.

Por consiguiente, se emplea la ecuación (3.86) propuesta por Nishihara:

h =
√

1
1− r2 (5.21)

De la forma de la ecuación (3.87) se define:

Denominador− Numerador
h2 = 0 (5.22)

Al sustituir el conjunto de ecuaciones (5.19)-(5.21) en la ecuación (5.22), se obtiene una ecua-

ción de grado 12 en Ω. Posteriormente, se convierte a una ecuación mónica.

La ecuación resultante tiene la forma:

Ω12 + c1Ω10 + c2Ω8 + c3Ω6 + c4Ω4 + c5Ω2 + c6 = 0 (5.23)

Donde los coeficientes cn se describen en el Apéndice C.

Al realizar el cambio de variable y = Ω2 para disminuir la ecuación (5.23) a grado 6 respecto de y.

Se encuentra que la ecuación correspondiente a fn es:

fn → y6 + c1y
5 + c2y

4 + c3y
3 + c4y

2 + c5y
1 + c6 = 0 (5.24)

fn → (y − yA)2(y − yB)2(y − yC)2 = 0 (5.25)

Al expandir la ecuación (5.25) y comparar los términos correspondientes con los coeficientes cn
de la ecuación (5.24) se obtiene el sistema de ecuaciones (3.93)-(3.95) corrrespondientes a f1, f2 y

f3.

Universidad Tecnológica de la Mixteca Página 70



Capítulo 5 5.2. CRITERIO H∞

f1(β, δ, φ1, µ, q, η, r, ζ2) = G4 + 1
2G2 + 1

4G3 −
1
4G1 (5.26)

f2(β, δ, φ1, µ, q, η, r, ζ2) = 2G7G8 +G5G6 (5.27)

f3(β, δ, φ1, µ, q, η, r, ζ2) = G9 − 2G10 (5.28)

Las funciones fn(β, δ, φ1, q, η, r, ζ2) para n = 1,. . ., 5 son expresiones muy extensas y se expresan

por Gi(β, δ, φ1, q, η, r, ζ2). Por lo tanto, la matriz jacobiana JN asociada al sistema es:

JN =


∂f1
∂q

∂f1
∂η

∂f1
∂ζ2

∂f1
∂µ

∂f2
∂q

∂f2
∂η

∂f2
∂ζ2

∂f2
∂µ

∂f3
∂q

∂f3
∂η

∂f3
∂ζ2

∂f3
∂µ

 (5.29)

Para hallar las ecuaciones f4 y f5, se consideran los determinantes de 3×3 más ‘simples’ asocia-

dos a la matriz jacobiana, con la finalidad de ahorrar memoria de cómputo para su solución. Así,

los determinantes f4 y f5 son:

f4(β, δ, φ1, µ, q, η, r, ζ2) =
∣∣∣∣∂(f1, f2, f3)
∂(q, η, ζ2)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂q

∂f1
∂η

∂f1
∂ζ2

∂f2
∂q

∂f2
∂η

∂f2
∂ζ2

∂f3
∂q

∂f3
∂η

∂f3
∂ζ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.30)

f5(β, δ, φ1, µ, q, η, r, ζ2) =
∣∣∣∣∂(f1, f2, f3)
∂(µ, q, ζ2)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂µ

∂f1
∂q

∂f1
∂ζ2

∂f2
∂µ

∂f2
∂q

∂f2
∂ζ2

∂f3
∂µ

∂f3
∂q

∂f3
∂ζ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.31)

De este modo, se obtiene un sistema de 5 ecuaciones no lineales (f1, f2, f3, f4 y f5) con 5

incógnitas (µ, η, q, r y ζ2). Para solucionar el sistema de ecuaciones se utiliza método de Newton-

Raphson tomando como valores iniciales las soluciones obtenidas en la técnica de calibración de

frecuencias de los puntos fijos extendida, ver tabla 5.3.

Los resultados obtenidos para los parámetros óptimos a través del método de Nishihara con los

valores de β = 0.10, δ = 1 y φ1 =
√

2 (tabla 5.1) se muestran en la tabla 5.5 .
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Tabla 5.5: Resultados numéricos de los parámetros óptimos obtenidos mediante el método de
Nishihara.

Criterio H∞
Parámetros Valor

µopt = 0.34842

ηopt = 0.83795

qopt = 1.19237

ζ2opt = 0.67656

r = 0.91077

Al despejar la variable H(s) de la ecuación (5.3) y sustituir los valores numéricos de la tabla

5.5, se obtiene,

HNish =
√

1.817(2.0Ω4 − 4.534Ω2 + 1.418)2 + 1.817(−2.294Ω3 + 1.921Ω)2

2.696Ω6 − 9.381Ω4 + 8.505Ω2 − 1.911)2 + (−3.093Ω5 + 6.336Ω3 − 2.589Ω)2 (5.32)

En la figura 5.4 se muestra la gráfica de la ecuación (5.32).

Figura 5.4: Gráfica de H(Ω) utilizando los parámetros óptimos.

Finalmente, la comparación de las gráficas para los parámetros óptimos obtenidos por medio de

la técnica de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida (ecuación (5.18)) y el criterio

H∞ (ecuación (5.32)) se muestra en la gráfica 5.5.
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Figura 5.5: Comparación de los resultados obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos
extendida (EFPT) y el criterio H∞.

Es posible deducir que el aplanamiento de la curva es mayor cuando se emplea el criterio de

rendimiento H∞ porque la técnica de los puntos fijos extendida solo es una aproximación a la solu-

ción analítica. Sin embargo, el beneficio de emplear la técnica de calibración de frecuencias de los

puntos fijos extendida es superior porque existe mayor ahorro en la capacidad de cómputo.

En la tabla 5.6 se reportan los valores numéricos para los parámetros óptimos obtenidos a través

del criterio de rendimiento H∞ para diferentes valores de β correspondientes al 5 %, 8 % y 10 %.

Tabla 5.6: Valores numéricos de los parámetros óptimos al modificar el valor de β.

Criterio H∞
δ = 1 y φ1 =

√
2

β µopt ηopt qopt ζ2opt ‖H∞‖

0.05 0.14942 1.09085 1.09151 0.49984 3.42508

0.08 0.26741 0.92593 1.15543 0.62330 2.70377

0.10 0.34842 0.83795 1.19237 0.67656 2.42191

En la figura 5.6 se muestra la representación gráfica de la respuesta en frecuencia de la estructura

primaria acoplada al ISDVA’s considerando los parámetros óptimos de la tabla 5.6, al cambiar el

valor de β.
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Figura 5.6: Gráfica para los distintos valores de β obtenidos por el criterio de rendimiento H∞.

Finalmente, en la tabla 5.7 se hace una recopilación de las tablas 5.4 y 5.6 de los parámetros

óptimos obtenidos por medio de la técnica de calibración de frecuencias de los puntos fijos extendida

y el criterio H∞, respectivamente.

Tabla 5.7: Tabla resumen de los valores numéricos para los parámetros óptimos al modificar el valor
de β obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio H∞ estableciendo
δ = 1 y φ1 =

√
2.

Parámetros óptimos para el ISDVA’s

δ=1 y φ1=
√

2

Puntos fijos extendida Criterio H∞
β µopt ηopt qopt ζ2opt µopt ηopt qopt ζ2opt

0.05 0.10990 1.15938 1.04834 0.38613 0.14942 1.09085 1.09151 0.49984

0.08 0.18500 1.03231 1.07522 0.47273 0.26741 0.92593 1.15543 0.62330

0.10 0.23850 0.95749 1.09205 0.51346 0.34842 0.83795 1.19237 0.67656

Para calcular el porcentaje en la supresión de vibraciones, se calcula el índice del ancho de

banda de supresión de vibraciones %SBi. De esta manera, se considera la función de respuesta en

frecuencia del sistema tipo viga con absorbedor dinámico de vibración en serie basado en inersores

(ISDVA’s), ver figura 4.1 y la FRF del sistema tipo viga con absorbedor dinámico de vibración clá-

sico (DVA), ver figura D.2. Para comparar ambos sistemas, se toma como referencia la FRF cuando

no existe absorbedor dinámico de vibración en la estructura tipo viga (estructura sin control). En la
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figura 5.7 se muestran las curvas mencionadas anteriormente. Cabe mencionar, que para las curvas

del ISDVA’s y el DVA clásico se emplearon las FRF’s obtenidas por el criterio H∞.

Figura 5.7: Comparación de las curvas de las FRF y el índice del ancho de banda de supresión de
vibraciones %SBi del ISDVA’s y el DVA clásico. Los parámetros óptimos para el ISDVA’s son:
µopt = 0.34842, ηopt = 0.83795, qopt = 1.19237 y ζ2opt = 0.67656, mientras para el DVA clásico son:
Topt = 0.83322 y ζopt = 0.25217, ver Apéndice D.

Por consiguiente, la ecuación para calcular el agrandamiento del ancho de banda operativo del

sistema es:

%SBISDVA = SBISDVA − SBDVA clásico
SBDVA clásico

× 100 % (5.33)

De la misma forma, para calcular el índice de reducción de la amplitud de vibración del ISDVA’s

con respecto al DVA clásico, se encuentran los puntos máximos correspondientes a cada FRF entre

los puntos invariantes asociados a cada amplitud máxima de la FRF. Por lo tanto, la ecuación para

el índice de reducción de la amplitud de vibración del sistema es:

%SPISDVA = SPDVA clásico − SPISDVA
SPDVA clásico

× 100 % (5.34)

Al efectuar el cálculo, se obtiene que el %SBISDVA para el ISDVA’s es del 17.21 % y el %SPISDVA

es del 27.45 % en comparación con la estructura tipo viga con DVA clásico. Por lo tanto, el ISD-

VA’s de alto rendimiento dinámico mejora y supera al DVA clásico. Consecuentemente, el ISDVA’s

produce un adecuado desempeño en la mitigación de vibraciones cuando se encuentra sujeta una

fuerza de excitación armónica. Dicho de otro modo, la interpretación del índice de rendimiento,

sugiere que el rango de frecuencias de excitación en el que la estructura primaria (viga) sujeta al

ISDVA’s o el DVA clásico supera a una estructura sin control (solamente la viga).
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Conclusiones

A partir del desarrollo matemático empleado en este trabajo de investigación, se pudo encon-

trar un diseño óptimo de un absorbedor dinámico de vibración basado en inersor conectado a una

estructura tipo viga doblemente empotrada. El análisis matemático se efectúa sobre la estructura

tipo viga cuando se ejerce una fuerza de excitación externa de tipo armónica. La viga está acoplada

a un arreglo en serie de dos absorbedores dinámicos de vibración A y B. Cada DVA, se encuentra

conformado por un elemento de masa situado en serie con un arreglo en paralelo de un amortigua-

dor y un resorte. Una de las terminales del inersor se encuentra conectada a tierra mecánica y la

otra terminal se conectada a la masa del DVA-B.

Para efectuar el análisis cinemático, fue necesario obtener las ecuaciones de movimiento a partir

de la teoría de Euler-Lagrange considerando fuerzas no conservativas generalizadas. Seguido de la

obtención de los parámetros adimensionales, a partir del teorema Π de Buckingham, lo que conduce

a la respuesta en frecuencia adimensional del sistema. La validación del modelo matemático de for-

ma numérica, se realizó mediante el uso de un sistema de cómputo numérico utilizando los criterios

de optimización H∞, basado en el método de Nishihara, siendo un método rápido y eficiente para la

solución numérica de los parámetros óptimos del ISDVA’s y la técnica de los puntos fijos extendida,

siendo una aproximación de la norma H∞ que considera el teorema de Vieta y la teoría de Steen

Krenk. Particularmente, la técnica de los puntos fijos extendia solo requiere del conocimiento de la

suma y los productos de las raíces reales de ecuaciones cuárticas, sin la necesidad de resolver un

conjunto de ecuaciones no lineales que para su solución dependen directamente de la capacidad de

procesamiento de cómputo y puede llegar a ser engorroso.
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Por lo tanto, al comparar los resultados obtenidos para los parámetros óptimos correspondientes

a la técnica de los puntos fijos extendida y el método de Nishihara, se demuestra que se logró

minimizar las amplitudes de vibración del sistema relacionadas con la respuesta adimensional en

frecuencia del sistema en un intervalo de frecuencias establecido. Adicionalmente, se corrobora la

similitud de los mismos.

De lo que se concluye que, al calcular el índice de del ancho de banda de supresión de vibraciones

existe una ventaja superior al 17% cuando se utiliza el ISDVA’s propuesto, en comparación con

el DVA clásico cuando actúa una fuerza externa de tipo armónica. De esta manera, la hipótesis

planteada al inicio de este trabajo de investigación ha sido demostrada exitosamente.

6.1. Trabajos futuros

Para complementar el trabajo desarrollado en esta tesis, se proponen los siguientes estudios

futuros para mejorar algunos aspectos del mismo y ampliar los resultados obtenidos.

• Obtener el modelo matemático de la estructura tipo viga doblemente empotrada considerando

otros tipos de fuerzas de excitación, como fuerzas inerciales o aleatorias.

• Realizar la implementación física del modelo matemático de la estructura tipo viga con ISD-

VA’s.

• Corroborar los resultados obtenidos de forma teórica vs los resultados experimentales, para

demostrar la efectividad del modelo matemático y sus medidas de incertidumbre para evaluar

la validez de los datos conseguidos.

• Desarrollar un método matemático que considere analíticamente todos los coeficientes de

amortiguamiento presentes en un sistema mecánico.

• Considerar diferentes topologías de redes mecánicas basadas en inersores para obtener la

mejor respuesta en estado estable sujeta a una fuerza de vibración externa.
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Apéndice A
Modelo matemático

A partir las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtienen las energías asociadas al sistema de la

figura 4.1.

T = 1
2Mv [ẏ(x, t)]2 + 1

2m1 [ẏ1(t)]2 + 1
2m2 [ẏ2(t)]2 + 1

2b [ẏ2(t)]2 (A.1)

U = 1
2Kv [y(x, t)]2 + 1

2k1 [y1(t)− y(a, t)]2 + 1
2k2 [y2(t)− y1(t)]2 (A.2)

D = 1
2c1 [ẏ1(t)− ẏ(a, t)]2 + 1

2c2 [ẏ2(t)− ẏ1(t)]2 (A.3)

Donde Mv y Kv son la masa y la rigidez de la viga respectivamente. Empleando la ecuación

(3.34), se encontraron las 3 ecuaciones de movimiento asociadas al sistema.

• Para la viga, cuyo desplazamiento es y(x, t):

Mvÿ(x, t) +Kvy(x, t) = F (x, t) + k1[y1(t)− y(a, t)] + c1[ẏ1(t)− ẏ(a, t)] (A.4)

Dado que el lado izquierdo de la ecuación (A.4) está en términos de una función y que depende

de la posición x y el tiempo t respecto a la viga, se sustituye la ecuación (3.23) en la ecuación (A.4).

EI
∂4y(x, t)
∂x4 + ρA

∂2y(x, t)
∂t2

= F (x, t) + {k1[y1(t)− y(a, t)] + c1[ẏ1(t)− ẏ(a, t)]}δ(x− a) (A.5)

Donde δ(x−a) es la función delta de Dirac. La expresión entre corchetes puede ser aproximada

por la función delta e indica que es válida cuando la distancia x es igual a la ubicación a del

ISDVA’s. En realidad representa una distribución de carga infinitamente grande en el punto x = a.
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• Para el DVA-A, cuyo desplazamiento es y1(t):

m1ÿ1(t) + k1 [y1(t)− y(a, t)] + c1 [ẏ1(t)− ẏ(a, t)] = k2 [y2(t)− y1(t)] + c2 [ẏ2(t)− ẏ1(t)] (A.6)

• Para el DVA-B, cuyo desplazamiento es y2(t):

k2 [y2(t)− y1(t)] + c2 [ẏ2(t)− ẏ1(t)] = −(m2 + b)ÿ2(t) (A.7)

Igualando las ecuaciones (A.6) y (A.7), se tiene:

k1 [y1(t)− y(a, t)] + c1 [ẏ1(t)− ẏ(a, t)] = −m1ÿ1(t)− (m2 + b)ÿ2(t) (A.8)

El término del lado izquierdo de la ecuación (A.8) aparece del lado derecho de la ecuación (A.5).

Sustituyendo (A.8) en (A.5), se tiene:

EI
∂4y(x, t)
∂x4 + ρA

∂2y(x, t)
∂t2

= F − {m1ÿ1(t) + (m2 + b)ÿ2(t)}δ(x− a) (A.9)

La solución para la vibración forzada de la viga, se puede determinar con el principio de su-

perposición de modos. Para esto de las ecuaciones (3.41) y (3.43), la deflexión de la viga y sus

condiciones de frontera se expresan como:

y(x, t) =
∞∑
i=1

qi(t)φi(x) y d4φi(x)
dx4 = β4

i φi(x) (A.10)

Sustituyendo la ecuación (A.10) en (A.9),

EI

[ ∞∑
i=1

qi(t)β4
i φi(x)

]
+ ρA

[ ∞∑
i=1

φi(x)d
2qi(t)
dt2

]
= F − {m1ÿ1(t) + (m2 + b)ÿ2(t)}δ(x− a) (A.11)

Suponiendo una fuerza de excitación armónica, la variable F se expresa como:

F = F (x, t) = f(x)g(t)

Así,

EI

[ ∞∑
i=1

qi(t)β4
i φi(x)

]
+ρA

[ ∞∑
i=1

φi(x)d
2qi(t)
dt2

]
= f(x)g(t)−{m1ÿ1(t)+(m2+b)ÿ2(t)}δ(x−a) (A.12)

Suponemos,

g(t) = eiωt, qi(t) = Qi(ω)eiωt, y2(t) = Y2(ω)eiωt
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Obteniendo las segundas derivadas, sustituyendo y simplificando,
∞∑
i=1

Qi(ω)φi(x)
[
EIβ4

i − ρAω2
]

= f(x) + ω2{m1Y1(ω) + (m2 + b)Y2(ω)}δ(x− a) (A.13)

Multiplicando por la función modal φi(x) y aplicando la propiedad fundamental de la función

δ−Dirac:
∞∑
i=1

Qi(ω)φi(x)
[
EIβ4

i − ρAω2
]
φi(x) = f(x)φi(x) + ω2{m1Y1(ω) + (m2 + b)Y2(ω)}φi(a) (A.14)

Para determinar y1(t), que corresponde a la coordenada de movimiento del DVA-A, en términos

de Y1(ω). De la ecuación (A.6), consideramos una fuerza de excitación armónica.

y1(t) = Y1(ω)eiωt ⇒ ẏ1(t) = iωY1(ω)eiωt ⇒ ÿ1(t) = −ω2Y1(ω)eiωt

y2(t) = Y2(ω)eiωt ⇒ ẏ2(t) = iωY2(ω)eiωt

y(a, t) = Y (a, ω)eiωt ⇒ ẏ(a, t) = iωY (a, ω)eiωt

Sustituyendo en la ecuación (A.6) y resolviendo para Y1(ω):

Y1(ω) = iω[c2Y2(ω) + c1Y (a, ω)] + k2Y2(ω) + k1Y (a, ω)
−m1ω2 + (c1 + c2)iω + k1 + k2

(A.15)

Para amortiguamientos estructurales bajos, es decir, considerando c1 = 0.

Y1(ω) = (k2 + iωc2)Y2(ω) + k1Y (a, ω)
−m1ω2 + c2iω + k1 + k2

(A.16)

De la misma manera, para determinar y2(t) en términos de Y2(ω), correspondiente a la coor-

denada de movimiento del ISDVA’s. De la ecuación (A.7), consideramos una fuerza de excitación

armónica.

y2(t) = Y2(ω)eiωt ⇒ ẏ2(t) = iωY2(ω)eiωt ⇒ ÿ2(t) = −ω2Y2(ω)eiωt

y1(t) = Y1(ω)eiωt ⇒ ẏ1(t) = iωY1(ω)eiωt

Sustituyendo en la ecuación (A.7) y resolviendo para Y2(ω):

Y2(ω) = Y1(ω)[iωc2 + k2]
iωc2 − ω2(m2 + b2) + k2

(A.17)

Se tiene Y1(ω) y Y2(ω). Sustituyendo (A.17) en (A.16) y resolviendo para Y1(ω).

Y1(ω) = (M2k1ω
2 − ic2k1ω − k1k2)Y (a, ω)

−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2
(A.18)
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donde M2 = m2 + b.

De esta manera, tenemos Y1(ω) en términos de Y (a, ω), que es la posición del DVA-A. Ahora,

se pondrá a Y2(ω) en términos de Y (a, ω). Sustituyendo la ecuación (A.16) en (A.17).

Y2(ω) = −(ic2k1ω + k1k2)Y (a, ω)
−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2

(A.19)

Sustituyendo las ecuaciones (A.18) y (A.19) en la ecuación (A.14).

∞∑
i=1

Qi(ω)φi(x)
[
EIβ4

i − ρAω2
]
φi(x) = f(x)φi(x) + ω2φi(a)Y (a, ω)·[

m1
(
M2k1ω

2 − ic2k1ω − k1k2
)
−M2 (ic2k1ω + k1k2)

−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2

]
(A.20)

Integrando respecto a x. Considerando a ρ y A como constantes, tomando la propiedad de la

integral de la ecuación (3.43) y multiplicando por la función modal φi(x).

∞∑
i=1

Qi(ω)φi(x) =
( ∞∑
i=1

φi(x)
∫ L

0 φi(x)f(x)dx
L(EIβ4

i − ρAω2)

)
+ ω2Y (a, ω)

( ∞∑
i=1

φi(x)φi(a)
L(EIβ4

i − ρAω2)

)
·[

m1
(
M2k1ω

2 − ic2k1ω − k1k2
)
−M2 (ic2k1ω + k1k2)

−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2

]
(A.21)

Definiendo:

ai =
∫ ∞

0
f(x)φi(x)dx (A.22)

G1(x, ω) =
∞∑
i=1

φi(x)φi(a)
L(EIβ4

i − ρAω2)
(A.23)

G2(x, ω) =
∞∑
i=1

aiφi(x)
L(EIβ4

i − ρAω2)
(A.24)

H(ω) = ω2(−M2m1ω
2 + (m1 +M2)ic2ω + (m1 +M2)k2)k1

−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2
(A.25)

Dado que:

Y (x, ω) =
∞∑
i=1

Qi(ω)φi(x)

Se reescribe la ecuación (A.21):

Y (x, ω) = G2(x, ω)−H(ω)G1(x, ω)Y (a, ω) (A.26)

Para obtener la expresión Y (a, ω), se evalúa en la posición del ISDVA’s. Por lo que:
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Y (a, ω) = G2(a, ω)
1 +G1(a, ω)H(ω) (A.27)

Sustituyendo en la ecuación (A.26),

Y (x, ω) = G2(a, ω)− G1(a, ω)G2(x, ω)
H−1(ω)G1(a, ω) (A.28)

Multiplicando y dividiendo por m1, la ecuación (A.25) se reescribe como:

H(ω) = m1ω
2J (A.29)

Donde J es:

J = (−M2m1ω
2 + (m1 +M2)ic2ω + (m1 +M2)k2)k1

m1(−M2m1ω4 + (M2 +m1)ic2ω3 + [(M2 +m1)k2 +M2k1]ω2 − ic2k1ω − k1k2) (A.30)

Recordando que M2 = m2 + b. Se definen las siguientes variables adimensionales.

ω2
A = k1

m1
ω2
B = k2

m2
ζ2 = c2

2m2ωB
δ = b

m2
(A.31)

µ = m2
m1

q = ωA
ω1

η = ωB
ωA

Ω = ω

ω1
(A.32)

γi = ωi
ω1

ω2
i = EIβ4

i

ρA
β = (µ+ 1) m1

ρAL
(A.33)

Así, la ecuación (A.30) en su forma adimensional queda expresada como:

J = q2 [(1 + (δ + 1)µ)η2q2 + 2iΩ(1 + (δ + 1)µ)ζ2ηq − (δ + 1)Ω2]
−(δ + 1)Ω4 + 2i(1 + (δ + 1)µ)ζ2ηqΩ3 + (1 + (δ + 1)µ)η2 + δ + 1)q2Ω2 − 2iζ2ηq3Ω− q4η2

(A.34)

De la ecuación (A.32), se tiene ω = Ωω1. Sustituyendo en la ecuación (A.25):

H(ω) = m1ω
2
1J1 (A.35)

Donde: J1 = Ω2J .

Sustituyendo (A.35) en (A.28) junto con las variables adimensionales correspondientes.

Y (x, ω) =
∞∑
i=1

aiφi(x)
L(EIβ4

i − ω2ρA)
−

[ ∑∞
i=1 aiφi(a)

L(EIβ4
i − ω2ρA)

]
·
[ ∑∞

i=1 φi(x)φi(a)
L(EIβ4

i − ω2ρA)

]
1

m1ω2
1J1

+
[ ∑∞

i=1 φ
2
i (a)

L(EIβ4
i − ω2ρA)

] (A.36)

De las ecuaciones (A.32) y (A.33) despejamos para ω, EIβ4
i , ω2

i y m1 y efectuando el desarrollo

algebraico correspondiente se obtiene.
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S(x,Ω) = 1
ρALω2

1

∞∑
i=1

φi(x) ·


ai

γ2
i − Ω2 −

φi(a)
γ2
i − Ω2 ·


∞∑
i=1

βaiφi(a)
γ2
i − Ω2

µ+ 1
J1

+
∞∑
i=1

βφ2
i (a)

γ2
i − Ω2


 (A.37)

Evaluando en x = a y considerando el primer modo de vibración.

S(a,Ω)ρALω2
1

a1φ1(a) = µ+ 1
J1βφ2

1(a)− Ω2(µ+ 1) + (µ+ 1)
(A.38)
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Apéndice B
Puntos fijos extendida

A = (1 + µ) ·
[
−(δ + 1)Ω4 +

(
(1 + (δ + 1)µ)η2 + δ + 1

)
Ω2q2 − q4η2

]
(B.1)

B = (1 + µ) ·
[
2ηζ2q (1 + (δ + 1)µ) Ω3 − 2ζ2ηq

3Ω
]

(B.2)

C =
{

(1 + µ)(δ + 1)Ω6 +
[(
−η2(δ + 1)µ2 +

(
−(δ + 2)η2 − δ − 1

)
µ− η2

− (δ + 1)(βφ2
1(a) + 1)

)
q2 − (1 + µ)(δ + 1)

]
Ω4 + q2

[
η2
(
(βδφ2

1(a) + βφ2
1(a) + 1)µ

+ βφ2
1(a) + 1

)
q2 + (1 + µ)

(
η2(δ + 1)µ+ η2 + δ + 1

)]
Ω2 − q4η2(1 + µ)

} (B.3)

D =
{

2ζ2q
[
−(1 + µ) (1 + (δ + 1)µ) Ω4 +

[
(δ + 1)µ2 +

[
(βδφ2

1(a) + βφ2
1(a) + 1)q2

+ δ + 2]µ+ 1 + (βφ2
1(a) + 1)q2

]
Ω2 − q2(1 + µ)

]
ηΩ
} (B.4)

Θ1(δ,Ω, µ, η, q) =
[
(δ + 1)Ω4 −

(
(1 + (δ + 1)µ)η2 + δ + 1

)
q2Ω2 + q4η2

]2
(1 + µ)2

Θ2(φ, β, δ,Ω, µ, η, q) = (1 + µ)(δ + 1)Ω6 +
[(
−(1 + µ) (1 + (δ + 1)µ) η2

−(δ + 1)(βφ2
1 + µ+ 1)

)
q2 − (1 + µ)(δ + 1)

]
Ω4

Θ3(φ, β, δ,Ω, µ, η, q) =
[(

(βδφ2
1 + βφ2

1 + 1)µ+ βφ2
1 + 1

)
η2q2 +

(
(1 + (δ + 1)µ)η2

+ δ + 1)(1 + µ)]q2Ω2 − q4η2(1 + µ)

(B.5)
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Método de Nishihara

c1 =
{[(

4η2ζ2
2µ

3 + (4ζ2
2 − 2)η2µ2 + (−2η2 − 2)µ− 2βφ2

1 − 2
)
δ2

+
(
8η2ζ2

2µ
3 + (16ζ2

2 − 4)η2µ2 +
(
−4 + (8ζ2

2 − 6)η2
)
µ− 4βφ2

1 − 2η2 − 4
)
δ

+4η2ζ2
2µ

3 +
(
12ζ2

2 − 2
)
η2µ2 +

(
−2 + (12ζ2

2 − 4)η2
)
µ+

(
4ζ2

2 − 2
)
η2 − 2βφ2

1 − 2
]
q2

−2(δ + 1)2(1 + µ)
}
·
( 1

(δ + 1)2(1 + µ)

)

c2 =
( 1

(δ + 1)2(1 + µ)

)
·
{[
η4(δ + 1)2µ4 + 2(δ + 1)

(
(−4βφ2

1ζ
2
2 + η2 + 1)δ − 4βφ2

1ζ
2
2 + 2η2

−4ζ2
2 + 1

)
η2µ3 +

((
1 + η4 +

(
4 + (−8ζ2

2 + 4)βφ2
1

)
η2
)
δ2 +

(
2 + 6η4 +

(
(−32ζ2

2 + 8)βφ2
1

−16ζ2
2 + 12

)
η2
)
δ + 1 + 6η4 +

(
(−24ζ2

2 + 4)βφ2
1 − 24ζ2

2 + 8
)
η2
)
µ2 +

((
(4βφ2

1 + 2)η2

+2βφ2
1 + 2

)
δ2 +

(
2η4 +

(
(−16ζ2

2 + 12)βφ2
1 − 8ζ2

2 + 12
)
η2 + 4βφ2

1 + 4
)
δ + 4η4

+
(
(−24ζ2

2 + 8)βφ2
1 − 24ζ2

2 + 10
)
η2 + 2βφ2

1 + 2
)
µ+

(
βφ2

1 + 1
)2
δ2 + 4

(
βφ2

1
2 + η2 + 1

2

)
·

(
βφ2

1 + 1
)
δ + η4 − 8

(
ζ2

2 −
1
2

)(
βφ2

1 + 1
)
η2 +

(
βφ2

1 + 1
)2
]
q4 − 8(1 + µ)

(
η2ζ2

2 (δ + 1)2µ3

+
((

ζ2
2 −

1
2

)
δ + 3ζ2

2 −
1
2

)
(δ + 1)η2µ2 +

((
−η

2

2 −
1
2

)
δ2 +

(
−1 +

(
2ζ2

2 −
3
2

)
η2
)
δ

−1
2 +

(
3ζ2

2 − 1
)
η2
)
µ+

(
−βφ

2
1

4 − 1
2

)
δ2 +

(
−1− η2

2 −
βφ2

1
2

)
δ +

(
ζ2

2 −
1
2

)
η2

−βφ
2
1

4 − 1
2

)
q2 + r2(δ + 1)2(1 + µ)2

}
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c3 =
(

−2q2

(δ + 1)2(1 + µ)2

)
·
{
q2(1 + µ)((δ + 1)µ+ 1)

(
(δ + 1)µ2 +

(
(βδφ2

1 + βφ2
1 + 1)q2

+δ + 2 )µ+ 1 + (βφ2
1 + 1)q2

)
η4 +

(
−2r2ζ2

2 (δ + 1)2µ4 − 4
(((

βφ2
1ζ

2
2 −

1
2

)
δ + βφ2

1ζ
2
2

+2ζ2
2 −

1
2

)
q2 + r2

((
ζ2

2 −
1
4

)
δ + 2ζ2

2 −
1
4

))
(δ + 1)µ3 +

(
−2
((

βφ2
1ζ

2
2 −

1
2

)
δ

+βφ2
1ζ

2
2 + ζ2

2 −
1
2

)
(βδφ2

1 + βφ2
1 + 1)q4 +

((
4 + (−4ζ2

2 + 2)βφ2
1

)
δ2 +

(
(−16ζ2

2 + 4)βφ2
1

−16ζ2
2 + 12

)
δ + (−12ζ2

2 + 2)βφ2
1 − 24ζ2

2 + 8
)
q2 − 2

((
ζ2

2 − 1
)
δ2 +

(
6ζ2

2 −
5
2

)
δ + 6ζ2

2

−3
2

)
r2
)
µ2 +

(
(βφ2

1 + 1)
(
βδ2φ2

1 +
(
2 + (−4ζ2

2 + 2)βφ2
1

)
δ + (−4ζ2

2 + 1)βφ2
1 − 4ζ2

2 + 2
)
q4

+
(
(2βφ2

1 + 2)δ2 +
(
(−8ζ2

2 + 6)βφ2
1 − 8ζ2

2 + 12
)
δ +

(
−12ζ2

2 + 4
)
βφ2

1 − 24ζ2
2 + 10

)
q2

+r2
(
δ2 + (−4ζ2

2 + 4)δ − 8ζ2
2 + 3

))
µ+

(
(βφ2

1 + 1)2q4 + (2βφ2
1 + 4)q2 + r2

)
(−2ζ2

2 + δ + 1)
)
η2

+(1 + µ)
(
(q2 + r2)µ+ (βφ2

1 + 1)q2 + r2
)

(δ + 1)2
}

c4 =
[(
r2(δ + 1)2µ4 + 2

(
(βδφ2

1 + βφ2
1 + 2)q2 + r2(δ + 2)

)
(δ + 1)µ3 +

(
(βδφ2

1 + βφ2
1 + 1)2q4

+ (2βδ2φ2
1 + (8βφ2

1 + 8)δ + 6βφ2
1 + 12)q2 + r2(δ2 + 6δ + 6)

)
µ2 +

(
2(βφ2

1 + 1)(βδφ2
1 + βφ2

1

+ 1)q4 +
(
4βδφ2

1 + 6βφ2
1 + 4δ + 12

)
q2 + 2r2(δ + 2)

)
µ+ (βφ2

1 + 1)2q4 + (2βφ2
1 + 4)q2 + r2

)
η4

+ 2
(
r2(δ + 1)(−4ζ2

2 + δ + 1)µ2 +
((
βδ2φ2

1 + (2 + (−4ζ2
2 + 2)βφ2

1)δ + (−4ζ2
2 + 1)βφ2

1 − 4ζ2
2

+ 2) q2 + r2(δ2 + (−4ζ2
2 + 4)δ − 8ζ2

2 + 3)
)
µ+ 2

(
(βφ2

1 + 1)q2 + r2
)

(−2ζ2
2 + δ + 1)

)
(1 + µ)η2

+ r2(δ + 1)2(1 + µ)2
]
·
(

q4

(δ + 1)2(1 + µ)2

)

c5 =
{
−2
[(
r2(δ + 1)µ2 +

(
r2(δ + 2) + (βδφ2

1 + βφ2
1 + 1)q2

)
µ+

(
βφ2

1 + 1
)
q2 + r2

)
η2

+r2
(
−2ζ2

2 + δ + 1
)

(1 + µ)
]
q6η2

}
/
{

(δ + 1)2(1 + µ)
}

c6 = q8r2η4

(δ + 1)2
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Apéndice D
Viga con DVA clásico

En este apartado se recapitulan los resultados para los parámetros óptimos del sistema tipo viga

con el DVA clásico, obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos y el método de Nishihara.

Figura D.1: Estructura tipo viga con configuración de control de vibraciones basada en inersor [58].

Los parámetros óptimos obtenidos por Jin et al. [58] a través de la técnica de los puntos fijos

para la estructura tipo viga basada en inersor mostrada en la figura D.1 son:

Topt =
√

1 + d

(1 + d)µφ2
1(a) + 1

(D.1)

ζopt =
√

3(1 + d)2µφ2
1(a)

8
[
(1 + d)µφ2

1(a) + 1
] (D.2)

Donde T es la relación de frecuencia óptima y ζ es la relación de amortiguamiento óptima.

89



Capítulo D

Figura D.2: Estructura tipo viga con DVA clásico [58].

Si se considera b = 0, se obtiene una estructura tipo viga con un absorbedor dinámico de

vibración clásico, como se ilustra en la figura D.2. Por lo tanto, los parámetros óptimos son:

Topt,b=0 = 1
µφ2

1(a) + 1
(D.3)

ζopt,b=0 =
√

3µφ2
1(a)

8
(
µφ2

1(a) + 1
) (D.4)

Estableciendo un valor fijo para la variable µ, con la finalidad de obtener soluciones numéricas y

efectuar la comparación con los valores obtenidos por el método de Nishihara. Los resultados para

µ = 0.1, se muestran en la tabla D.1.

Tabla D.1: Comparación de los parámetros óptimos y sus respectivos valores numéricos para la
configuración viga-DVA clásico obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos [58] y el método
de Nishihara.

Puntos fijos Método de Nishihara

Parámetro Valor Parámetro Valor

Topt = 0.83333 Topt = 0.83322

ζopt = 0.24999 ζopt = 0.25217
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