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Resumen

La importancia de mitigar las vibraciones no deseadas tanto en estructuras estacionarias como
no estacionarias, radica en proteger la integridad estructural del sistema por lo que pueden afectar
la vida 1til y comprometer su fiabilidad. Por tal motivo, para prevenir el dafio estructural se han

implementado sistemas de amortiguamiento capaces de disminuir las amplitudes de vibracion.

Dentro del drea de absorbedores dindmicos de vibracién (DVA’s), es bien conocida la analogia
fuerza-corriente entre los dispositivos mecanicos y eléctricos. Sin embargo, la correspondencia se
complementa al introducir un nuevo dispositivo denominado inersor. Este dispositivo posee la
propiedad de modificar las frecuencias naturales y disminuir las amplitudes de vibracién del sistema
al modificar la inertancia (masa aparente) del dispositivo. De hecho, el inersor presenta la propiedad
de mejoramiento de masa aparente sin la necesidad de incrementar su masa gravitacional. Este
efecto dindmico mejora las capacidades de amortiguamiento en los sistemas de control pasivo de
vibracién. Ademaés, diversos estudios han demostrado que al optimizar los pardmetros fisicos de los
sistemas anti-vibratorios basados en inersores se obtiene un excelente rendimiento de control en
el sistema dindmico. Por lo que, en este trabajo se presenta tanto el proceso de calibracién como
la evaluaciéon de rendimiento dindmico de un novedoso DVA basado en inersor conectado a una
estructura tipo viga. Para evaluar el rendimiento dindmico a través de los parametros fisicos del
dispositivo, se emplea la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio de rendimiento H.
Ademads, se hace una comparativa entre ambos métodos de optimizacion obteniendo resultados
numéricos, los cuales demuestran que el dispositivo propuesto funciona bien en la supresién de

vibracién de la estructura armoénicamente excitada.
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FEinersor Energia cinética del inersor

F Magnitud escalar de la fuerza aplicada a las terminales del inersor

f(z) Funcién espacial

f(z)g(t) Carga distribuida

f(x,t) Fuerza externa por unidad de longitud

Fo Amplitud de excitacion

fi,f2,f3.f4,f5 Ecuaciones a optimizar por el método de Nishihara

F Fuerzas no-conservativas generalizadas

g(t) Funcién temporal deterministica
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por Nishihara
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I Momento de inercia centroidal
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Capitulo

Introduccion

Una viga es un elemento estructural que resiste principalmente las cargas transversales apli-
cadas al eje de la viga. Tales elementos estructurales son ampliamente utilizados en diferentes
construcciones de ingenieria civil, asi como en bastidores de maquinas y automéviles, componentes
de aviones y otros sistemas mecanicos. Es evidente, que la estructura tipo viga es un elemento
tipico en ingenieria mecéanica y civil, que también es uno de los modelos mas simples de estructuras

continuas.

De acuerdo con la teoria de vibraciones, todo cuerpo que posee masa y elasticidad tiene la
capacidad de vibrar. Ademés, esta vibracién puede ser ocasionada por fuerzas dindmicas externas.
Las fuerzas dinamicas incluyen personas, viento, olas, trafico, terremotos o explosiones. Por lo
que cualquier estructura puede estar sujeta a fuerzas dindmicas. La mitigacién de vibraciones no
deseadas en las estructuras es una parte importante del proceso de diseno, especialmente para
estructuras que pueden estar sujetas a una fuerza de excitacién externa. Adicionalmente, si la
frecuencia de estas fuerzas de excitacién se equipara a las frecuencias naturales de la estructura, se
produce el fenémeno de resonancia. En esta condicién, las amplitudes de vibracién se incrementan
de forma mondétona, lo cual compromete la integridad estructural del sistema bajo resonancia. Por lo
anterior, vale la pena formular un problema de dindmica estructural para investigar la reduccién de
vibraciones indeseables de una estructura tipo viga, ya que la vibraciéon puede afectar la vida util de
la estructura, o incluso destruirla y es importante para la confiabilidad de la estructura. Para evitar
el dano estructural, se han implementado diferentes sistemas ttiles que disminuyen la amplitud de
la vibracién, conocidos como sistemas de amortiguamiento. Entre los cuales, se encuentran topes de
impacto, amortiguadores viscosos, absorbedores dinamicos de vibracion, inersores, amortiguadores

con fluidos inteligentes, entre otros.



Capitulo 1 1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

A lo largo de los afios, se han realizado estudios acerca de los sistemas de amortiguamiento
para mejorar la respuesta de vibracion del sistema optimizando los parametros de su disefio e
implementando nuevos dispositivos y materiales inteligentes, ofreciendo asi un mejor rendimiento
de control en intervalos mas extensos de frecuencias de operacién. Entre estos dispositivos, se
encuentra el inersor propuesto recientemente por Smith [1], quien lo definié como un dispositivo
que almacena energia mecanica por medio de volantes de inercia (discos inerciales) modificando
también las frecuencias naturales de los sistemas, donde la fuerza aplicada en sus terminales de
entrada y salida es proporcional a la aceleracién relativa entre ellas. De hecho, el inersor ha sido

aplicado en diferentes tipos de estructuras con diferentes enfoques anti-vibratorios.

1.1. Planteamiento del problema

Dentro del area de las vibraciones mecéanicas, la mayoria de los estudios relacionados con los
sistemas de amortiguamiento se han popularizado desde la invencién del inersor y se ha retomado
el interés en las investigaciones en sintesis de redes mecanicas pasivas, la cual es parte primordial
para el entendimiento del disefio de control de sistemas mecanicos basados en inersores. El objetivo
de los sistemas de amortiguamiento es mitigar la vibracion del sistema al optimizar los pardmetros
de su disefio e implementando nuevos materiales y dispositivos que den como resultado un mayor

rendimiento de control en las estructuras.

De acuerdo con la literatura, existen variedades de sistemas mecanicos que han sido modelados
matematicamente y que han demostrado una ventaja superior cuando se emplean los inersores. Un
ejemplo de ello es el sistema de la figura 1.1, donde se muestra una estructura tipo viga doblemen-
te empotrada (viga de Euler-Bernoulli) conectada a una red mecanica (o impedancia mecénica)
constituida por un inersor, un resorte y un amortiguador de fluido viscoso, que esta sujeta a una
carga distribuida f(x)g(t). Cabe mencionar que, este tipo de red mecénica es bien conocida como

el amortiguador de doble masa sintonizada con inercia rotacional [2].

Los resultados reportados en [3] indican que al emplear un inersor con un fluido reoldgico
disminuye la respuesta de vibracién en un 50 % en comparacién con la respuesta de vibraciéon del
mismo sistema pero sin emplear el inersor. Lo que sugiere dos cosas: la primera es que los sistemas
absorbedores de vibracién basados en inersores suprimen vibracion a baja y alta frecuencia de
excitaciéon y la segunda, es evaluar el rendimiento dinamico de las diferentes topologias de redes

mecéanicas basadas en inersores conectadas al DVA tradicional.
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fx)g(®)

m
 yn®

Figura 1.1: Esquema reportado en la literatura de una estructura tipo viga con absorbedor dindmico
de vibracién basado en inersor (IDVA) [3].

Siguiendo este razonamiento, Barredo et al. [4] demostraron que los absorbedores dindmicos de
vibracién (DVA’s) en arreglos en serie son mas eficientes y robustos en comparacién con los DVA’s
en paralelo. Ademés que los DVA’s en paralelo tienen un inconveniente en aplicaciones précticas
porque el espacio destinado para su implementacién es reducido [5]. Por consiguiente, cuando se
tiene una terminal del inersor conectada a tierra mecédnica, ésta posee un gran potencial en cuanto
a su rendimiento. Asi, cuando se conectan los diferentes disenos de redes mecdnicas entre la masa
de un DVA clésico y la conexién a tierra se tiene un ISDVA que requiere un anélisis matemaético
para su caracterizacion y optimizacién. Razon por la cual, en este trabajo de tesis se aborda la
estructura propuesta en la figura 1.2, donde se realizaran todas las actividades planteadas en la

seccién de objetivos y metas teniendo en cuenta el modelo dindmico de la estructura.

El modelo propuesto en la figura 1.2 es una configuracién de una estructura tipo viga doble-
mente empotrada (viga de Euler-Bernoulli) de longitud L sujeta a una carga distribuida f(z)g(t),
donde f(x) es una funcién espacial y g(¢) una funcién temporal deterministica. Para determinar el
comportamiento dindmico del dispositivo propuesto, se propone una fuerza de excitacion externa
tipo armoénica. La viga se encuentra en serie mediante dos arreglos de DVA’s (DVA-A y DVA-B) y
un inersor conectado al suelo (tierra mecénica). Cada DVA estd compuesto por un amortiguador
y un resorte, con coeficientes de amortiguamiento y rigidez, ¢, y k, (n = 1,2) respectivamente,
los cuales se conectan a las masas m, (n = 1,2), respectivamente. La configuracién del sistema

atenuador de vibraciones se encuentra localizado en el punto x = a. Para obtener el disefio éptimo
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del dispositivo, se empleard la técnica de los puntos fijos extendida [6] a fin de lograr la calibracién

de las frecuencias y se evaluard la medida del rendimiento dindmico a través de la técnica Ho, [7].

fF(x)g(t)

_¥J’1(t)
€3

pva-B| m, —
y2(t)

Figura 1.2: Esquema del modelo de la viga Euler-Bernoulli con el ISDVA’s.

1.2. Justificacion

Todo sistema mecénico y estructural presenta cierto grado de vibracién en respuesta a la accién
de fuerzas externas que inciden sobre €él. La intensidad de la vibracién depende de las caracteristicas
de la fuente de excitacion y de las propiedades fisicas del sistema, tales como: masa, amortiguamiento
y rigidez. Adicionalmente, las amplitudes de vibracién alcanzan sus valores maximos en condicién
de resonancia, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza de excitacién se iguala a alguna de las
frecuencias naturales del sistema. La presencia de vibracién en niveles incontrolados en maquinas
y estructuras, puede provocar diferentes tipos de fallas en los elementos que las componen, tales
como: desgaste, fatiga, un funcionamiento inadecuado o incluso la fractura. Por este motivo, para
controlar la amplitud de vibracién, se implementan sistemas de amortiguamiento que generan
fuerzas que actiian en contra de las fuerzas de excitacion externa. Por ejemplo, el absorbedor
de vibracién dindmico, es un dispositivo de control pasivo que disminuye la amplitud de vibracién
de una estructura por medio del movimiento de una masa sujeta a diferentes configuraciones de
dispositivos mecédnicos como: resortes y amortiguadores. Actualmente, a estas configuraciones se

ha agregado un nuevo dispositivo denominado inersor, lo cual ha incrementado substancialmente el
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rendimiento dindmico del DVA cldsico o tradicional en cuanto a supresién de vibracién se refiere.
Por lo anterior, en este trabajo de investigacion se propone el control pasivo de vibraciones
en estructuras estacionarias tipo viga, mediante el disefio de un absorbedor de vibracién de alto
rendimiento dindmico. El sistema de control pasivo estard formado por la conexién en serie de dos
absorbedores de vibracién dindmicos en conjunto con un inersor conectado a tierra mecénica. Cabe
mencionarse que esta configuraciéon no se ha estudiado anteriormente en el control de vibracién en

estructuras tipo viga.

1.3. Hipétesis

Se supone que al efectuar la implementacién del inersor de alto rendimiento dindmico a la
estructura tipo viga, se obtendra un alto porcentaje de reduccion de la vibracion. Adicionalmente,
se espera obtener un incremento considerable en el ancho de banda de supresiéon de vibracién en

comparaciéon con el DVA clasico.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Disenar teéricamente un absorbedor de vibracién sintonizado de alto rendimiento para minimi-
zar vibraciones armoénicas.
1.4.2. Objetivos especificos

I. Obtener el modelo dinamico adimensional en el dominio temporal y frecuencial de la estruc-

tura tipo viga conectada al absorbedor de vibracién de alto rendimiento.

11. Aplicar la técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida con el proposito de

obtener soluciones de forma cerrada para el disefio 6ptimo del absorbedor dindmico propuesto.

11I. Obtener numéricamente soluciones 6ptimas para el criterio de rendimiento Ho, con el propo-
sito de minimizar las amplitudes de vibracién de la estructura tipo viga sujeta a vibracién

armonica.

1v. Realizar las simulaciones numéricas tomando en cuenta los parametros éptimos obtenidos a

partir de los criterios de optimizacion.

v. Comparar de los resultados obtenidos a partir de las técnicas de optimizacién empleadas.
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1.5. Metas

I. Desarrollo del modelo matematico del sistema a estudiar mediante la implementacién de la

segunda Ley de Newton y/o el formalismo de Euler-Lagrange.

11. Desarrollar ecuaciones algebraicas simplificadas para el cdlculo de los parametros 6ptimos de
diseno, que minimizan las amplitudes de vibracién del sistema viga—absorbedor de vibracién
de alto rendimiento, mediante la implementacién de la técnica de calibracién de los puntos

fijos extendida.

1. Obtener de forma numérica los valores de los pardmetros necesarios para el diseno éptimo de
los absorbedores de vibracion de alto rendimiento dindmico basados en inersor, mediante la

implementacion el criterio de rendimiento Ho.

1v. Realizar una comparaciéon de los resultados obtenidos a partir de la implementaciéon de las
dos técnicas de optimizacion, mediante graficas de la funcién de respuesta en frecuencia del

sistema viga—absorbedor de vibracién de alto rendimiento dindmico.

1.6. Metodologia

La metodologia a utilizar para la elaboracion de este trabajo de tesis se basa en el método de la
investigacién tecnolégica presentado por Canales et al. [8]. En la figura 1.3 se muestra un esquema

de esta metodologia.

[Documentacién] ©> | Determinacion del problema) 2> [Creacion de la hipotesis]

O

|Resoluci(m, validacién, verificacién y resolucion | <a |Definici6n del método |

O

| Analisis de resultados y conclusiones | mp |Redacci(m del informe ﬁnall

Figura 1.3: Metodologia de la investigacién planteada en este trabajo de tesis [8].

Consiste basicamente de las siguientes fases:

1. Documentacion. Esta etapa tiene particular importancia ya que considera la btisqueda, reco-
leccion y clasificacién de la informacién sobre un tema especifico, que posteriormente servird
de base para el desarrollo de un producto o tema de investigacion. La documentacién recaba-

da en esta etapa servird para la elaboracién del estado del arte del tema de investigacion, asi
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II.

III.

Iv.

como para desarrollar el marco tedrico que contiene las leyes fisicas, técnicas y metodologias

que serviran de base para el desarrollo de la tesis.

Para este trabajo de tesis se investigara sobre los absorbedores de vibracién dindmicos basados
en inersores, con la finalidad de construir un panorama general acerca de estos dispositivos y su
implementacién en el control pasivo de vibraciones. Adicionalmente, es necesario conocer las
técnicas de optimizacién disponibles en la literatura para el disefio 6ptimo de los absorbedores

de vibracién.

Determinacion del problema. La determinacién del problema es una operacién mediante la
cual se especifica claramente y de un modo concreto sobre qué se va a realizar la investigacion.
En este caso en particular, se aborda el problema del control de la vibracién lateral arménica
de estructuras tipo viga, mediante la implementaciéon de absorbedores de vibracién dindmicos
en serie basados en inersores (ISDVA’s). Asimismo, para el diseno del ISDVA’s se requiere
de la aplicacién de técnicas de optimizacién para la obtencion de los parametros éptimos que

minimicen las maximas amplitudes de vibracién del sistema.

Creacion de la hipotesis. Esta etapa se senala lo que se quiere demostrar y es donde se definen
las explicaciones tentativas del fenémeno a investigar. En efecto, son respuestas provisionales
a las preguntas de investigacion, es decir, son respuestas tentativas ante una presuncion de he-
chos. Por lo regular las hipétesis no son necesariamente verdaderas. Sin embargo, es necesaria
la comprobacién mediante el desarrollo del trabajo de investigacién para afirmarla o refutarla.
Generalmente, las investigaciones de caracter tecnoldgico se direccionan en crear y someter
a prueba mediante herramientas o técnicas matematicas y fisicas una serie de problemas que

se desean abordar, asi como los procedimientos que influyen en las soluciones propuestas.

Para este trabajo de tesis la hipétesis planteada es la siguiente:

e Se supone que al efectuar la implementacion del inersor de alto rendimiento dinamico
a la estructura tipo viga, se obtendra un alto porcentaje de reduccion de la vibracién.
Adicionalmente, se espera obtener un incremento considerable en el ancho de banda de

supresion de vibraciéon en comparacién con el DVA clésico.

Definicion de método. Se utilizaran las ecuaciones de equilibrio de Newton y la mecanica
lagrangiana para el desarrollo del modelo matematico que rige el comportamiento dindmico
de la estructura tipo viga con el ISDVA’s. Posteriormente, haciendo uso del anélisis modal y

después de un tratamiento matematico, se obtendra la funcion de respuesta en frecuencia de la
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VI.

VII.

1.7.

estructura tipo viga. Con la funcién de respuesta en frecuencia del sistema, se formularan dos
problemas de optimizacién, los cuales se abordaran a partir de las técnicas de optimizacién:

puntos fijos extendida y Hyo.

. Resolucion, validacion y verificacion. Mediante el uso de herramientas matemaéticas, el mo-

delo matematico es sometido a diferentes consideraciones fisica y matematicamente légicas
y posibles que demuestran la efectividad de los métodos empleados. Si se trata de una teo-
ria general, en dichas suposiciones se deben aterrizar a los casos mas simples o sencillos que

previamente se conocen a través de la literatura ya reportada.

Andlisis de resultados y conclusiones. Una vez obtenidos los resultados analiticos o numéricos
se comparan detalladamente con los reportados en la literatura y se plantea si los resultados
obtenidos afirman o refutan la hipdtesis. También se evaliia si se cumplieron con los objetivos
y metas propuestas al inicio de la tesis. Cuando no se cumplen en su totalidad los objetivos
o metas se plantean posibles soluciones al problema y se responde a la interrogante del por
qué no fue posible su resolucién total. De manera breve, se formulan ideas que enriquecen al

tema de investigacion para trabajos a futuro y como continuar con la investigacién.

Redaccion del informe final. Cuando se concluye el proceso del andlisis de investigacion, se
realiza la redaccién del documento de tesis. Este documento debe cumplir el objetivo funda-
mental de comunicar con mayor claridad y coherencia posible los resultados, descubrimientos,

comprobaciones o analisis logrados a lo largo de todo el proceso de investigacion.

Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis estd organizado por siete capitulos, los cuales se especifican a continuacién:

e En el Capitulo 1 se introduce al tema de investigacion, enfatizando la importancia en los

estudios de vibraciones mecédnicas. También se presenta el planteamiento del problema, la
justificacién del mismo, la hipdtesis, los objetivos, metas planteadas y la metodologia a seguir

para el desarrollo de la tesis.

En el Capitulo 2 se expone la investigacion documental y se detallan los hechos correlacio-
nados que dieron origen a las investigaciones sobre los absorbedores dindmicos de vibracién.
Ademés, se incorpora informacién sobre los inersores (arreglos mecénicos, tipos de disefio y

aplicaciones).
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e En el Capitulo 3 se presenta toda la teorfa (leyes, teoremas, técnicas, definiciones y conceptos)
en la que se fundamenta el desarrollo de la tesis. Se efectiia un repaso a los temas de: analisis
dimensional (teorema IT de Buckingham), ecuaciones diferenciales parciales en vibracién late-
ral de vigas, ecuaciones de Euler-Lagrange, analisis modal y teorema de Vieta. Asimismo, se
ejemplifica la técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida y el criterio

de rendimiento H., a través de una configuracién simple para su mejor entendimiento.

e En el Capitulo 4 se encuentra el desarrollo mateméatico del modelo de la estructura tipo viga

propuesta en este trabajo de tesis.

e En el Capitulo 5 se muestran los resultados analiticos y numéricos obtenidos a través de las

técnicas de optimizacion.

e Finalmente, en el Capitulo 6 se exponen las conclusiones de acuerdo a los resultados obtenidos
con la realizacién de la tesis. También, se establecen propuestas para trabajos futuros que

pueden desarrollarse.

Universidad Tecnologica de la Mizteca Pégina 9






Capitulo

Estado del arte

2.1. Absorbedores dinamicos de vibracion

Un método que ha resultado eficiente para el control de vibraciones en varios campos de la
ingenieria, es la implementacién de dispositivos mecdnicos denominados absorbedores dindmicos
de vibracién (DVA’s, por sus siglas en inglés) o también conocidos como amortiguadores de masas
sintonizadas (TMD’s, por sus siglas en inglés). Basicamente un sistema con DVA clésico se compone
de dos partes principales: el sistema primario o estructura principal y el sistema secundario o el
absorbedor, como se aprecia en la figura 2.1. El objetivo del absorbedor es disminuir las ampli-
tudes de vibracién de la estructura principal y se logra mediante el equilibrio dindmico entre los
desplazamientos de la estructura principal y el absorbedor. Hermann Frahm [9], propuso el primer
absorbedor dindmico de vibraciéon y patenté su invento en 1909, lo que dio origen a numerosos

estudios en vibraciones mecanicas .

En 1928, Ormondroyd y Den Hartog [10] calcularon soluciones analiticas para el diseno 6pti-
mo del DVA por medio de la técnica de los puntos fijos después de advertir la existencia de las
frecuencias invariantes. Luego en 2005, Ozer y Royston [11] extendieron esta técnica a sistemas
mecanicos de multiples grados de libertad. Por otro lado, Asami et al. [12] y Nishihara y Asami
[13, 14] utilizaron los métodos de optimizacién H., y Hz basados en la técnica de perturbacién
y el teorema de Vieta para el desarrollo de soluciones analiticas para el disefio éptimo del DVA.
Posteriormente en 2015, Argentini et al. [15] obtuvieron soluciones analiticas para el diseno éptimo

del TMD sujeto a fuerzas de excitacion de desbalance rotatorio.
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Capitulo 2 2.1. ABSORBEDORES DINAMICOS DE VIBRACION

Absorbedor de

/ vibracién dindmico =

F(t)l L?kJ F(t)l

K\ / K

Estructura principal

(a) {b)
Figura 2.1: Absorbedor dindmico de vibracién: (a) no amortiguado, (b) amortiguado.

El propoésito de estos métodos de optimizacién es minimizar las amplitudes de vibracién en las
frecuencias de resonancia de la estructura principal. Sin embargo, estos métodos de optimizaciéon no
proporcionan el limite de amortiguamiento méaximo para obtener el desempeno méaximo del absor-
bedor. Por otra parte, Krenk [16] demostré que es posible obtener la relacién de amortiguamiento
méximo para producir la misma amplitud de vibracién en todas las frecuencias de excitacion, y asi
mismo minimizar el desplazamiento dindmico del absorbedor. Esta relacién de amortiguamiento es
15 % mas grande que el factor de amortiguamiento clasico. Adicionalmente, Krenk y Hogsberg [17,
18] aplicaron este principio para desarrollar un procedimiento de calibracién del factor de magnifi-

cacién de una estructura flexible.

Por otro lado, existe un dispositivo absorbedor de vibracién cuya configuracién difiere de la
del DVA clésico. Este dispositivo se conoce como absorbedor de vibraciéon dindmico no tradicional
(NDVA, por sus siglas en inglés). En esta configuracién, un amortiguador viscoso lineal se conecta
directamente a tierra en lugar del sistema principal, ver figura 2.2. Ren [19], Liu y Liu [20], propu-
sieron el principio de optimizacién del NDVA en términos de minimizar la respuesta de amplitud
maxima del sistema principal bajo excitacién armoénica, ademas sus resultados demostraron que
el NDVA es mas efectivo en el control de la vibracién del sistema principal en comparaciéon con
el DVA tradicional. Por su parte, Wong y Cheung [21] obtuvieron los pardmetros éptimos para
el diseno del NDVA mediante la técnica de los puntos fijos para la supresién de vibracién de un
sistema principal bajo excitacién arménica en la base. Cheung y Wong [22] utilizaron la técnica de

los puntos fijos para el desarrollo de los pardmetros 6ptimos del NDVA que minimizan la funcién
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de movilidad de un sistema principal sujeto a una excitacién arménica. Asimismo, Cheung y Wong
[23, 24] presentaron soluciones de los pardmetros 6ptimos del NDVA utilizando las técnicas de op-
timizacién Ho, y Ho. El criterio seleccionado para la optimizacién es la minimizacién de la energia

de vibracion total y la amplitud de vibracién resonante de la estructura principal, respectivamente.

Absorbedor de

" vibracién dina’mi:o\

]

- _Lﬁ xlr <
FO e S Fo| Sk
M |'—"x xrl M | EHe

K \Estru:tu ra prin:ipa/ K

(a) (b)

Figura 2.2: Absorbedor de vibracién dindmico: (a) tradicional, (b) no tradicional.

Recientemente, se propuso un nuevo dispositivo mecanico para el control de vibracién de siste-
mas de suspension en vehiculos, denominado inersor [1, 25, 26]. Se ha demostrado que el inersor
mejora la respuesta dindmica y el ancho de banda efectivo del DVA cuando se conecta en serie
o paralelo con resortes y amortiguadores [27]. De hecho, en 2102 Ikago et al. [28] propusieron un
nuevo dispositivo para el control de vibraciéon sismica llamado amortiguador de masas viscosas
sintonizado (TVMD), el cual demostr6 ser mas eficiente que los DVA’s convencionales. Mas tarde,
Lazar et al. [29] propusieron el amortiguador de inercia sintonizado (TID) para el control de vibra-
ci6én estructural. Luego, Garrido et al. [2] estudiaron la configuracién de un resorte conectado en
serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor llamada amortiguador de masas sintonizado
de doble inercia rotacional (RIDTMD) y calcularon los parametros éptimos mediante el método de
optimizacién cuadritica secuencial (SQP). Después de esto, Marian y Giaralis [30] aplicaron este
método para derivar los pardametros para el disefio 6ptimo de sistemas estructurales con excitacién
estocéstica en la base. Posteriormente en 2017, Javidialesaadi y Wierschem [31] extendieron la téc-
nica de los puntos fijos para optimizar la respuesta dindmica del amortiguador de masas sintonizado
de doble inercia rotacional (RIDTMD), sin embargo, solo calcularon soluciones numéricas. Asimis-
mo, Pietrosanti et al. [32] propusieron tres metodologias de optimizacién numeérica para el disefio

6ptimo del amortiguador de masa sintonizado basado en inersores (TMDI), las cuales se basan en
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minimizar la varianza del desplazamiento relativo y la aceleracion de la estructura principal del

TMDI.

Por otra parte, Hu y Chen [33] demostraron que tres configuraciones de los inersores mejoran el
desempertio dindmico de los absorbedores dindmicos de vibraciéon amortiguados basados en inersores
(IDVA’s). Estas configuraciones son: la configuracién C3 (la conexién en serie de un resorte, un
inersor, y un amortiguador); la configuraciéon C4 (la conexién de un inersor conectado en serie a
un arreglo en paralelo de resorte-amortiguador) y la configuracién C6 (la conexién de un resorte
conectado en serie a un arreglo en paralelo de amortiguador-inersor). Ademas, ellos utilizaron el
sistema de computo numérico de Matlab para la bisqueda de patrones con multiples puntos de inicio
y asi obtener soluciones numéricas para el disefio 6ptimo de los IDVA’s. Més adelante, Barredo et al.
[6] propusieron la técnica de los puntos fijos extendida. Mediante esta técnica obtuvieron soluciones
analiticas para el diseno 6ptimo de las impedancias mecdnicas C3, C4 y C6 propuestas por Hu y

Chen [33].

2.2. Analogia fuerza-corriente

Una red mecanica (idealizada) de tipo traslacional consta de elementos mecénicos (como resor-
tes, masas, amortiguadores y palancas) que estan interconectados de manera rigida. Es habitual
restringir el movimiento para que sea paralelo a un eje fijo y relativo a un punto de referencia fijo
en un marco inercial, llamado suelo. El par de puntos finales del resorte y el amortiguador se de-
nominan nodos (o terminales). Para la masa, una terminal es la posicién de su centro de gravedad,

mientras que la otra terminal es el suelo.

Un puerto es un par de nodos (o terminales) en un sistema mecanico al que se aplica una fuerza
F igual y opuesta y que experimenta una velocidad relativa v. Alternativamente, se puede aplicar

una velocidad que resulta en una fuerza.

F Red F
.L Mecanica .L
v n

Figura 2.3: Diagrama de cuerpo libre de un elemento mecénico de un puerto con par fuerza-velocidad
(F,v), donde v = vy — vy [1].
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En la figura 2.3 se muestra un diagrama de cuerpo libre de una red mecanica de un puerto
(dos terminales) que muestra la convencién de signos por la cual una F' positiva da una fuerza de
compresion y una v = vy — v1 positiva (vy > v1), corresponde a los nodos que se mueven juntos. El
producto de F'y v tiene unidades de potencia [IW] y se denomina par fuerza-velocidad. En general,
no es necesario que ninguno de los nodos en un puerto esté conectado a tierra.

De esta manera, la analogia entre la fuerza-corriente, a veces llamada movilidad en dispositivos

mecanicos y eléctricos estd representado en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Analogia fuerza-corriente entre un sistema mecénico y eléctrico.

Sistema mecénico Equivalencia Sistema eléctrico
fuerza — corriente
velocidad — voltaje
tierra mecanica — tierra eléctrica
resorte — inductor
amortiguador — resistencia
energia cinética — energia eléctrica
energia potencial — energia magnética
palanca —> transformador
velocidad en el punto cero —> potencial en el punto cero

La correspondencia entre la masa-capacitor se omite de la lista anterior porque una terminal
del elemento de masa es una tierra mecanica, lo que significa que la ecuacion es analoga a la del

capacitor, pero no es tan general [1]. A esta correspondencia se le llama inersor.

2.3. Inersores

Se encontré una analogia entre los sistemas mecanicos y eléctricos, que condujeron a numerosas

aplicaciones. Uno de ellos es un dispositivo llamado inersor [34].

F F

L. N

Figura 2.4: Simbolo del inersor [35].
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El inersor fue introducido por Malcom Smith, el cual es un dispositivo mecanico de dos ter-
minales, que absorbe energia de rotacién y tiene su equivalente eléctrico con el capacitor [1]. Este
dispositivo consiste en agregarle masa al sistema, que se considera despreciable en comparacién con
los demas elementos que lo integran. Tiene la principal propiedad de modificar las frecuencias natu-
rales y disminuir las amplitudes de vibracién del sistema. Un inersor puede estar constituido por un

conjunto de elementos mecéanicos tales como pifién, cremallera, engranes y volantes de inercia [3, 25].

Mateméticamente, la fuerza que se desarrolla en el inersor se escribe como [35]:
F = b(2 — 01) (2.1)

Con v9 > v1. Donde la constante de proporcionalidad b es la inertancia y esta dada en unidades de
masa. De la ecuacion (2.1), es posible notar que la fuerza igual y opuesta aplicada en los nodos es

proporcional a la aceleracién relativa entre los dos nodos (o terminales), ver figura 2.4.

La energia cinética en un inersor se puede calcular mediante la siguiente expresion:
b 2
Einersor = 5 (UQ - Ul) (22)

Recordando que la fuerza aplicada a sus dos terminales es proporcional a la aceleracion relativa
entre ellos, el inersor es el elemento mecanico “faltante” entre las analogias de los sistemas mecéanicos

y eléctricos, y su equivalente eléctrico es el capacitor. [36, 37].

Mecanico Eléctrico
f.- N T\- h’i —'i-o / ﬁ. ( \'{I .—"»
vy v
Vs v; Resorte Inductor
dF di _1
E:k(vz vy) d—;:T(vzf 1)
— v . .
£, é j . . i
b v2o Masa : " Capacitor
—mdv _~dlva—vy)
F=m at i=C o
F E‘j F i i
Va |:| vy
"2 " 1 Resistor
F=clv;—vi)  Amortiguador I=gln-v)

Figura 2.5: Correspondencia entre circuitos eléctricos y mecanicos. En la analogia fuerza-corriente,
las fuerzas sustituyen las corrientes y las velocidades sustituyen los voltajes [36].
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En la figura 2.5 se muestra la analogia fuerza-corriente, donde fue afiadida la correspondencia

del inersor con el capacitor.

Existen diferentes tipos de disefios de inersores, los més populares son:

I. Configuraciéon inersor de pifién-cremallera

cremallera pifiones
T
F, . F,
o -
L Xy LXl
terminal 2 engranes volante terminal 1

(a) Esquema del modelo mecénico del inersor de  (b) Implementacién fisica elaborada en
pifén-cremallera [35]. el Departamento de Ingenieria de la

Universidad de Cambridge [35].

Figura 2.6: Configuracion del inersor pifién-cremallera.

11. Configuraciéon inersor husillo de bolas

Terminal 2 Tuerca Volante  Tornillo Terminal 1

(a) Esquema del modelo mecénico del inersor  (b) Implementacién fisica elaborada en el
husillo de bolas [25]. Departamento de Ingenierfa de la Univer-

sidad de Cambridge [25].

Figura 2.7: Configuracién de inersor husillo de bolas.
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1. Configuracion inersor de fluido

Tubo helicoidal

Entrada Entrada

\IX 4£!

Biela Piston  Cilindro hidraulico

F2
—
|

(a) Esquema del modelo mecénico del inersor  (b) Implementacién del inersor de fluido

de fluido [38]. magnetoreoldgico [3].

Figura 2.8: Configuracién de inersor de fluido.

1v. Configuracién inersor rotacional

T, 0, o, T

AR =T

Volante Cubierta Caja de cambios

Figura 2.9: Esquema del modelo mecénico del inersor rotacional [36].

v. Configuracién inersor bomba de engranajes

Amortiguador-resorte Cilindro Pistén

| -/ -
FO0 o «—

—> o ]

Tubo Engranaje Barra

Motor de bomba
Engranaje

Figura 2.10: Esquema del modelo mecénico del inersor bomba de engranajes [36].
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2.3.1. Redes mecanicas con inersores

Existen diferentes tipos de configuraciones o arreglos entre dos terminales a y b en los que se
pueden implementar los inersores, amortiguadores y resortes. Entre los mas representativos son los

que se muestran en la figura 2.11 [33, 35].

e (1 — arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador

e (9 — arreglo en serie de un inersor y un amortiguador

e (3 — arreglo en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador

e (; — arreglo en serie de un inersor con un arreglo en paralelo de un resorte y un amortiguador

e (5 — arreglo en serie de un amortiguador con un arreglo en paralelo de un resorte y un

inersor

e (g — arreglo en serie de un resorte con un arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador

Ct C, C3
b d
& ki
c b
¢ c
Cs Gs Co
ki1 b —4 .
kI b
b ¢ ki1

Figura 2.11: Tipos de arreglos mecanicos basados en inersores. Donde: b es la inertancia, c es el
coeficiente de amortiguamiento y k; es la constante del resorte [33, 39].

En la figura 2.12 se muestra una aplicacién real de un arreglo en serie con inersores.
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(a) (b)

Figura 2.12: Arreglo de un inersor en paralelo con un resorte conectado en serie con un arreglo de un
amortiguador en paralelo con un resorte. a) Diagrama del circuito con inersores, b) implementacién
mecanica [25].

2.3.2. Aplicaciones del inersor

Una aplicacién muy popular en la comunidad automovilistica fue en 2008 con la implementacién
de un nuevo componente de suspensiéon mecanica, llamado "J-damper"” en la Férmula 1, como se
muestra en la figura 2.13. Sus origenes fueron académicos y resulté ser la mejor implementacion de

trabajos académicos en circuitos mecanicos y eléctricos de la Universidad de Cambridge [25].

Figura 2.13: Kimi Raikkonen en el Gran Premio de Espafia 2005 conduciendo el McLaren MP4-20
que lo condujo a la victoria con ayuda del inersor. Foto de LAT Photographic [25].
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La implementacion de los inersores en mecanismos fisicos para aumentar la estabilidad ante la
respuesta aleatoria debido a los sismos y terremotos es de suma importancia para prevenir grandes
danos estructurales y pérdidas humanas. Takewaki et al. [40] propusieron una configuracion de
amortiguador inercial similar al inersor-husillo de bolas, donde demuestra que existe una reduccién
de la respuesta sismica en edificios, y la efectividad va relacionada con la aceleracién relativa entre

dos nodos, definicién que corresponde al inersor.

En la figura 2.14, se considera un modelo mecénico que puede implementarse en edificaciones y
consiste en ir agregando un inersor en cada piso. Por lo que, existe una variacién en los coeficientes de
influencia durante el proceso. Lo cual indica que al implementar més inersores sobre la edificacién, su
comportamiento serd més estable y tendré pequefias variaciones cuando sea sometido a vibraciones

en comparacién a la edificacién que no posee inersores.
L i L

T By &y
oy =l i =
T e Gyl

(a) sin amortiguamienio caso 1 caso 2
*—— s -
1 -y - —» -y
'/ mds
" pequeiio
mds pequerio mds grande muis grande
(b) sin amortiguamiento caso 1 caso 2 caso 3

Figura 2.14: Estructuras con y sin inersores. a) Cuatro estructuras de tres grados de libertad
compuesto por resortes, amortiguadores e inersores en cada piso simulando su implementacién en
una edificacién; b) Se muestra la ventaja de la variacién al implentar en cada piso un inersor, entre
mas inersores, mayor es la estabilidad de la edificacién [40].
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Marco teorico

3.1. Andlisis dimensional

La utilidad del analisis dimensional radica en obtener una orientacién de los parametros fisicos
que se emplean para la realizacién de un experimento. Las dimensiones de las cantidades fisicas
involucradas en un sistema fisico (mecénico) se dan en términos de tres dimensiones elementales,
tales son: longitud L, masa M y tiempo 7', que tienen unidades de metro, kilogramo y segundo,

respectivamente, de acuerdo al Sistema Internacional de Unidades.

La metodologia del anélisis dimensional esta basada en tener en ambos lados de una ecuacién
las mismas dimensiones finales. Cabe mencionar, que no se proporciona informaciéon sobre las
constantes adimensionales que se ven involucradas en el sistema analizado, por tanto es conveniente
que se deba considerar su existencia en las ecuaciones obtenidas por el analisis dimensional. Estas

magnitudes se pueden corroborar de forma experimental [41].

En la tabla 3.1 se muestran las dimensiones y las abreviaturas de algunas variables fisicas que
son mayormente utilizadas en varias areas de la fisica. Se encuentran expresadas en términos de las

tres dimensionales elementales: L, M y T.

23



Capitulo 3 3.1. ANALISIS DIMENSIONAL

Tabla 3.1: Anélisis dimensional de algunos parametros utilizados frecuentemente en fisica. Recordar
que la fuerza (igual a masa x aceleracién), el trabajo (igual a fuerza x distancia), la rigidez (igual
a fuerza/distancia) y el amortiguamiento (igual a fuerza/velocidad).

Variable fisica Dimensién Abreviatura
[ itud
velocidad M LT !
tiempo
[ itud
aceleraciéon M LT—?
(tiempo)?
masa
densidad — ML3
ensida (longitud)3
fuerza masq -longitud VLT
(tiempo)?
. 2
trabajo masa : (longitud) M LPT-2
(tiempo)?
amortiguamiento masa MT!
tiempo
masa
igid —_— MT—?
rigidez (Fiempo)?

A manera de ejemplo, supongamos que se obtiene la siguiente ecuacién:

79

P = i (3.1)

Donde: P es la presién, p es la densidad volumétrica y v es la velocidad [42].

Al efectuar el andlisis dimensional no serd posible descubrir si el factor 7/9 es correcto, porque
se trata de una constante y es adimensional. De manera general, la constante de la ecuacién (3.1)

debe ser verificada mediante la experimentacién.

Se sabe que la presion es fuerza por unidad de area. Al aplicar el analisis dimensional se demos-

trara si la ecuacion es congruente.

p=ML3 vy *=L1°T"7?
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Por tanto,
ov?=ML3BL*T2=ML'T2=P
Con lo que se corrobora la congruencia de las unidades correspondientes a la presién.

3.1.1. Teorema II de Buckingham

El procedimiento para encontrar los factores adimensionales II’s de un sistema fisico, es co-
nocido como el método de repeticion de variables. El primero en enunciarlo fue Aimé Vaschy en
1892 y el primero en publicarlo fue Dimitri Riabouchinski en 1911, pero gan6 popularidad por la

incorporacién y la relevancia en los trabajos del fisico Edgar Buckingham en 1914 [43].

El teorema IT de Buckingham representa una parte fundamental en el analisis dimensional. Tam-

bién formaliza el método de andlisis dimensional de Rayleigh [44]. Este teorema expresa que es posi-

ble describir un fenémeno fisico con una cantidad de pardmetros adimensionales (I1;, I, ..., IT,_,),
que es menor o igual que la cantidad de parametros adimensionales involucrados (qi, g2, ..., qn)-
Teorema 1 Si (q1,42,...,qn) son n variables fisicas involucradas en un problema fisico y existe

una relacion funcional entre las variables de la forma:

Q(QMQQw-an) =0 (32)

entonces, las n variables se pueden combinar, de tal forma que se forman (n— j) variables adimen-

sionales independientes, donde j es el rango de la matriz dimensional [45].

Cada factor adimensional es conocido como nimero II. Al reescribir (3.2) se tiene:

U(IIy, Iy, ..., I,,—) =0 (3.3)
Asi, es posible encontrar los II; por medio de la siguiente ecuacion:
J
I; =Tp, [[T%, con: i=1,2,...,n—j (3.4)
m=1

Donde: I'g son las variables involucradas en el problema, I'p son las variables de referencia o
fundamentales (variables repetidas) y los ¢ se eligen para que cada II; sea adimensional. De esta

manera, se expresa una relacién entre las II; como:
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I, = Q(Ily, s, . .., 1L, ) (3.5)

Este teorema, solo nos ayuda a encontrar una manera de generar conjuntos de variables adi-
mensionales, sin embargo el método no deduce las variables fisicamente signicativas, es decir, las

que se necesiten para resolver el problema. Cada caso (n — j) forman una base [43].

A continuacién, se muestra un ejemplo para comprender detallamente la metodologia del teo-

rema II de Buckingham [45].

Figura 3.1: Esquema del movimiento del péndulo simple.

Se tiene un pendulo de longitud [, periodo D sometido a la aceleracion gravitacional g y efectia

pequenias oscilaciones.

e El fenémeno estd determinado por tres magnitudes dimensionales (n = 3): [, D y g.

e Se supone una ley adimensional de la forma:

f(,D,g) =0 (3.6)
e Estableciendo las dimensiones:
] =L}
[D] =T!
lg) = L'T™?

Por lo tanto, hay dos dimensiones involucradas (m = 2).
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e Se forma la siguiente matriz:

M es de rango r = 2.
e Las magnitudes adimensionales (II) que se forman con I, D y g son: n —r = 1.
e Existe una relacién de equivalencia entre f(I,D,g) =0y F(II) = 0.

e Para obtener II, se construye un sistema de ecuaciones dado por
I =1*DYg* (3.8)
sujeta a la condicién de adimensionalidad [II] = 1.
M) = [T PIL T2 = 1 (3.9)
e El sistema de ecuaciones es:

r+2z=0 y y—22=0 (3.10)

e Una solucion al sistema de ecuaciones es:

(3.11)

e Por consiguiente,
M={":Dg2 = Dﬁ (3.12)
Por lo que:

F (Dﬁ) — 0= f(I,D,g) =0 (3.13)

e Al proponer una funcién lineal en F', entonces IT = ¢, con ¢ constante. Por lo tanto, el periodo

l
D= c\/; (3.14)

Al emplear el anélisis dimensional, se verifican las unidades.

del péndulo es:
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e Notese que el valor de ¢ se corrobora a través de la experimentacién. La expresion real es:

!
D = 27‘(’\/; (3.15)

3.2. Sistema con excitacion armonica
El modelo matematico que gobierna un sistema dindmico lineal es:

Meqd + Ceqd + keqt = Fey(t) (3.16)

Donde: Fe4(t) es la entrada (funcién de entrada o forzada) del sistema. La salida o respuesta del
sistema es una solucién de la ecuacion diferencial sujeta a las condiciones iniciales del problema.
Meg, Ceq Y keq €5 la masa equivalente, el coeficiente de amortiguamiento equivalente y la rigidez

equivalente del sistema, respectivamente [46].

La forma maés simple de un movimiento periédico es el movimiento arménico. Generalmente en
sus representaciones matematicas son empleadas las funciones seno y coseno. La fuerza de excitacién
armonica simple es la fuerza externa (Fe,) mas comin que actiia sobre un sistema [47]. Sin embargo,
existen diversos tipos de excitaciones periddicas, como se muestra en la figura 3.2. Estas producen

una vibracién forzada de la estructura y vibra a la frecuencia de excitacién periédica.

- T - R 17—

N/
N

Figura 3.2: Ejemplos de excitaciones periddicas [48].
Tomando una fuerza de excitacién armoénica compleja, la vibracién forzada se describe mate-
maticamente como:
F., = Foe™! (3.17)
Donde: Fy es la amplitud de excitaciéon, w es la frecuencia de excitacién externa. Cabe senalar

la diferencia entre w y la frecuencia natural w,, la cual esta en funcién de las propiedades masa y

rigidez del sistema en cuestién.
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3.3. Ecuaciones diferenciales parciales en deflexion de vigas

Existen numerosas estructuras que estan constituidas a base de vigas, columnas o placas, todas
ellas sufren desviaciones o distorsiones debido a su propio peso o por algiin agente externo como
fuerzas externas. El método de separacion de variables es una de las formas menos complejas en
comparacion con las funciones de Green, la cual nos sirve para modelar mateméaticamente sistemas

fisicos vibratorios, tales como cuerdas, vigas y placas.

—x T

|
iw(x, 1) 9

AN

Figura 3.3: Esquema del modelo de la viga [48].

Al tomar de ejemplo, la vibracién lateral de una viga [48]. Para ello, se considera el esquema de
un elemento de la viga uniforme, como el que se muestra en la figura 3.3, que tiene una longitud
total L, area de seccién transversal A, momento de inercia centroidal I y estd constituido por un
material con propiedades fisicas de densidad de masa p y médulo de elasticidad E que esta sujeta
a una fuerza externa por unidad de longitud f(z,t). El desplazamiento transversal de la viga estd

dado por w(z,t).

/ fl 1
M I;"‘I S ""\ M+ gTM dx = I‘I‘;"‘
L , IV w
Vieo—— V4 —d pPA —dx
~——  — "% o
Fuerzas externas Fuerzas efectivas

Figura 3.4: Fuerzas que actian en un elemento diferencial de la viga [48].

Tomando en cuenta el DCL de la figura 3.4, se tiene que la ecuacién de movimiento causada
por la fuerza es:

oV z+dx 8w
Ve (Vi Goda) 4 [T (e tds = pAG S do (3.18)
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Al aplicar el teorema del valor medio, se obtiene:

2
oV _ a2 (3.19)

flat) = or o2

Tomando en cuenta el DCL de la figura 3.4, se tiene que la ecuacién de movimiento causada

por el momento es:

M — (M + %]\jdx) - (V + g‘x/dx> dx + /:erx(é —x)f(&t)dE = pAgZ;da; (d;:) (3.20)

Aplicando el teorema del valor medio y despreciando los términos mayores de orden 2 para los

elementos infinitesimales, la ecuacién (3.20) se simplifica a:

oM

V="

(3.21)

De la teoria de la deflexién de vigas y considerando la convencion de signos de acuerdo al DCL:

2
M= —Elg;; (3.22)

Considerando las propiedades de una viga uniforme, se tiene:

4 2
EIa w(z,t) n A8 w(z,t)

Ozt p o2 = f(z,1) (323)

Esta ecuacién representa la dindmica vibratoria de una viga sujeta a una fuerza externa [49].

3.3.1. Condiciones de frontera en vigas

Las condiciones de frontera para vibraciones transverales de vigas utilizadas mas frecuentemente

son [49, 50
1. Extremo libre

e Momento de flexién

d*w
EFIl—— =0 3.24
52 (3.24)
e Fuerza cortante )
0 o0“w
— | EF]l—= | = 2
ox < 8372) 0 (3:25)
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1I. Extremo simplemente apoyado (de pasador)

o Deflexién

w=0 (3.26)
e Momento de flexién ,
o0“w
El—=0 3.27
Ox? ( )
1. Extremo fijo (empotrado)
o Deflexién
w=20 (3.28)
e Pendiente
ow
77 2
o 0 (3.29)
1v. Corredizo (deslizéndose)
e Pendiente
ow
— =0 3.30
e (3.30)
e Fuerza cortante )
0 o“w
— | EI—= | =0 3.31
Oz ( 83:2> ( )

En la figura 3.5 se muestra a detalle las condiciones de frontera mas utilizadas junto con sus

ecuaciones de frecuencia, modos normales y las frecuencias naturales.
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Condiciones

en los extremos Ecuacion
de la viga de frecuencia Modo (funcién normal) Valor de B8,/
Ambos extremos sen B3,/ =0 W, (x) = C,[sen B,x] Bil=m
articulados Byl = 2w
FI B3l =37
4 Byl = 4
Ambos extremos  cos 3,/ - cosh B,/ = 1 W, (x) = C,[sen B,x + senh B,x Byl = 4.730041
libres + a, (cos Bx + cosh B,x)] Bl = 7.853205
| donde Byl = 10.995608
a, = (Scn B,l — senh B,J) fﬁ,{ = [114,13?1]65
"\ cosh BT = cos B.1 = ( para el mo-
cosh Byl = cos B, do de cuerpo rigido)
Ambos extremos  €0S B,[ - cosh B,/ = 1 W, (x) = C,[senh B,x,x —sen B,x B/ = 4730041
empotrados + a, (cosh B,x — cos B,x)] B,/ = 7.853205

cos B,/ — cosh B,/

/E t donde Bl = 10.995608
g o, = (Senh Buf — 5€n an) 1841 = ]41%?165
"

Un extremo cos B,/ .cosh B,/ = —1 W, (x) = C,[sen B,x — senh B,x Bl = 1875104
empotrado — @, (cos B,x — cosh 3,x)] Byl = 4.694091
y el otro libre donde Bal = 7.854757

Y — . = (scn B,l + senh B,J) Bl = 10.995541
n

cos B,/ + cosh B,/

Un extremo tan .81'1'JI — tanh Bm' ~0 W!r("_) = C”[Sen ;3”)( = senh an 'Blf = 3.926602
empotrado + «a, (cosh B,x — cos B,x)] Bl = 7.068583
y el otro articulado donde Bl = 10.210176
/4; . — [senp,l—senh B, Pyl =13.351768
" \cos B,l — cosh B,1
Un extremo tan B,/ —tanh B,/ =0  Wy(x) = Cy[sen B,x + a, senh B,x]  g/1= 3926602
articulado donde Bl = 7.068583
J el otro libre o = [_sen Bl Bsl = 10.210176
4_l n Senh B.1 B, B4l = 13.351768

(B! = 0 para el mo-
do de cuerpo rigido)

Figura 3.5: Condiciones de frontera mas usuales para la vibracién transversal de una viga [49].

3.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange

A mediados del siglo XVIII y principios del siglo XIX, surgié la idea que planteaba que la
evolucién de un sistema se puede obtener al minimizar una integral, la cual es conocida como
integral de accién, en donde el integrando es conocida como la lagrangiana L, y es definida como

la diferencia entre las energias cinéticas y las energias potenciales asociadas al sistema en estudio
[51].
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El principio de Lagrange y el principio de Hamilton son de los pilares fundamentales de la
mecanica clasica. Mediante el principio extendido de Hamilton es posible obtener las ecuaciones
de movimiento de un sistema, a partir de las energias cinéticas, energias potenciales y el trabajo
virtual debido a fuerzas no conservativas. Sin embargo, el principio de Hamilton en ocasiones no es

el método mas eficiente para obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema.

De manera general, el principio de Hamilton establece que la evoluciéon de un sistema fisico
se determina a través de un principio variacional, que estd basado en la lagrangiana asociada a
cada sistema, la cual contiene toda la informacién sobre las variables del sistema y las fuerzas que
acttan sobre él, es decir, que se emplean de manera natural o implicita las ecuaciones de restriccién
en la teoria, las cuales disminuyen de manera simultdnea el niimero de ecuaciones necesarias para

describir la dindmica del sistema [52].

La expresion matemaética de las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d 0 0
—— (T — ——(T - = =1,2,... 3.32
G0 @V =5 (T-U)=0.  k=12..n (3:2)

Donde: T es la energia cinética, U es la energia potencial y ¢i son las coordenadas generalizadas.

Definiendo a la lagrangiana como:
E(QlaQQ)"' 7qn7Q1ana"' 7qﬂ>t) =T-U

por lo que, las ecuaciones de movimiento de un sistema dinamico son:

doL oL

— = = =0 k=1,2,... 3.33
dt dq,  Oqs ’ Sl ( )

La ecuacién (3.33) son las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas conservativos [53].

Cabe senalar, que la funcién lagrangiana no es tnica, es decir, pueden existir diferentes funciones
lagrangianas para un sistema fisico, que al final se obtienen el mismo conjunto de ecuaciones de
movimiento para el sistema dinamico. Concretamente, la lagrangiana no es tinica pero las ecuaciones

de movimiento si lo son [54].
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3.4.1. Funcidn de disipaciéon de Rayleigh

Para obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema mecéanico en donde existen fuerzas de

friccidn, se utilizan las ecuaciones de FEuler-Lagrange en su forma generalizada:

d(‘”) or  oU oD k=1,2,....n (3.34)

N )5+ 5+ 57— = Fk,
dt \ Oqy Oqr  Oqr Oy
Donde: Fj, son las fuerzas no-conservativas generalizadas (kK = 1,2,..,n), D es una funcién de
las velocidades generalizadas, conocida como funcion de disipacion de Rayleigh, la cual aplica para
sistemas con amortiguamiento viscoso [55].

En términos de la lagrangiana:

d(“) oL oD k=12 . .n (3.35)

% aiqk - 87% + 87(]]@ = Ik,

Las fuerzas generalizadas de las ecuaciones de Euler-Lagrange aplican para sistemas no conser-

vativos y debe cumplir con la condicién que las fuerzas no conservativas sean proporcionales a la

velocidad de las particulas y opuestas a su movimiento. Es decir, son fuerzas disipativas porque el
sistema pierde energia por su accién [56].

Asi, para describir la dindmica de sistemas no conservativos es suficiente con obtener la funcién

lagrangiana (energfas cinéticas y potenciales) y las energias de disipacién (de amortiguamiento).

3.5. Analisis modal

El método mas general y efectivo para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
variables es el de serie de potencias. Cuando se tiene una ecuacién diferencial parcial que sea
lineal y homogénea en una funcién incégnita de dos variables independientes y sus derivadas, la
suma de dichas soluciones seran también solucién. Ademas, suponiendo condiciones de convergencia

"fuertes", se puede expresar como:

Y= Un (3.36)
n=1
Definicién 1 Un conjunto de funciones como {fo(z), fi(x), fa(z),..., fu(x),...} se dice que es

ortogonal con respecto a la funcion de peso w(x) en el intervalo a < x <b si [57]:

b sin#+m
[ @@ @ = ST (3.37)

#0, sin=m.
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Y su representaciéon en series, es de la formas:

[e.o]

S enfulz) (3.38)

n=0

Donde: ¢, son coeficientes numéricos y { f,(z)} es un conjunto ortogonal.

Teorema 2 Dado un conjunto de funciones:

{po(x), ¢1(x), pa(x), ..., Pn(x),.. .}, (3.39)

linealmente independientes y continuas en el intervalo a < x < b, y dada una funcion de peso

w(x) positiva y continua en el mismo intervalo, tendremos un conjunto de funciones:
{fo(@), fi(2), fa(®), ..., fu(®),.. .} (3.40)

con las siguientes propiedades [57:

I. Cada f, es una combinacién lineal de las ¢.
11. Las f,(x) son linealmente independientes en el intervalo a < x < b.

ur. {fn(z)} es un conjunto ortogonal con respecto a la funcion de peso w(x) en el intervalo

a<x<b.

En los sistemas continuos, existen gran variedad de métodos para encontrar la respuesta forzada
del sistema, como el método de coeficientes indeterminados, la transformada de Laplace y el analisis

modal. Este dltimo es la herramienta més efectiva y la mayormente utilizada.

Si tenemos una fuerza externa y(x,t) que representa el término no homogéneo de una ecuacién
diferencial parcial y se desea determinar el desplazamiento debido a la vibracién transversal de una

viga, ésta se puede representar en serie de potencias para expandir f(z,t) de la forma [48]:
o
y(@,t) =Y fa(t)pn(2) (3.41)
n=1
Donde:

fn(t> = (y(ﬂ?,t),gf)n(.f)) (3'42)
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¢n(x) es la funcién n-ésima modal y se determina por las condiciones de frontera del sistema y

sus valores propios.

Para el caso de una viga empotrada, las ecuaciones que satifacen dichas condiciones, son las
siguientes [58]:

dat

= /Bilfz (;c) (3.43)

L
/0 fi(x) fi(x)dx = Léi; vy

En donde: §; es el valor caracteristico (eigenvalor) de la ecuacién caracteristica de la viga, L es

la longitud total de la viga y ¢;; es la delta de Kronecker definida por [53]:

1, sii=j

0ij = o
0, sii#j.

El analisis modal esta basado en las respuestas de vibracién de un sistema dindamico lineal, el
cual puede ser expresado mediante una combinacion lineal de movimientos arménicos simples (mo-
dos naturales de vibracién). Al utilizar este anélisis, es posible obtener las caracteristicas dindmicas
intrinsecas de una estructura, la cual se representa en las formas modales, frecuencias naturales y

los factores de amortiguamiento.

El modelo espacial, estd dado por la descripcién de las caracteristicas fisicas del sistema o

estructura, los cuales estan dados en términos de la masa, rigidez y amortiguamiento.

3.6. Teorema de Vieta

Cuando se trabajan con ecuaciones algebraicas es inherente tratar de resolverlas y encontrarle
un significado tangible a las soluciones obtenidas. El resolver las ecuaciones involucra obtener todas
sus raices (complejas o reales), de forma exacta o aproximada [59]. En ocasiones basta con encontrar
una aproximacion a dicha solucién, sin embargo en el proceso de efectuar cierto procedimiento para
encontrar las raices de forma analitica, es posible encontrar y vincular més informacién relacionadas

a las propiedades que caracterizan al problema, tal es el caso de las llamadas ecuaciones de Vieta.

Para emplear las ecuaciones de Vieta se considera una ecuacién ménica (a, = 1) de la forma:

ant™ 4+ an_12" '+ -+ a1zt + a0 =0 (3.44)
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La ecuacién (3.44) contiene n raices x1,x2, . .., T,. Estas raices pueden encontrarse con base en

los términos ag, ai,as, ..., a,—1 independientes del polinomio.

Generalizando las soluciones de la ecuacién (3.44) y relacionédndolas con los términos indepen-

dientes se tienen [60]:

an-1=—(1+ ...+ ) (3.45)
ap—o = (r122 + ... + 128 + T2x3 + ... + Tp_12y) (3.46)
an_j = (_1)] Z xilx’ig e ﬂfij (347)

1<i1<..<i;<n

ap = (—1)"x129... 29 (3.48)
Para el caso de una ecuacién cuartica, es decir, con n = 4.
4 3 2 _
x* + asx’ + agr” + a1z +ag =0 (3.49)

Los coeficientes de la ecuacién (3.49) se pueden expresar en términos de las sumas y productos

de sus raices x1,x2,x3, x4 las cuales se expresan como:

az = —(z1 + 22 + 23 + 4) (3.50)
az = (122 + 2123 + 2124 + T223 + T2xy4 + T374) (3.51)
a1 = —(z1x2x3 + T1T2x4 + T1T3T4 + T2T3T4) (3.52)
ag = T1T2T3%4 (3.53)

Para el caso de los absorbedores de vibracion dinamicos basados en inersores (IDVA’s), Barredo
et al. [6] propusieron una nueva metodologia basdndose en las férmulas de Vieta para la obtencién

de los parametros éptimos de los absorbedores de vibraciéon dinamicos basados en inersor.

Para comprender la utilidad de las ecuaciones de Vieta, se plantea el siguiente ejemplo.

Considérese una ecuacion cuadratica en x de la forma:

2?4+ pr+q=0 (3.54)
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con raices a y b. Entonces se puede expresar como:

(r—a)(x—0b)=0 (3.55)
Luego, efectuando su expansién:
22— (a+b)xr+ab=0 (3.56)
En consecuencia,
p=—(a+b) y g=ab (3.57)

De esta forma se relaciona la suma y el producto de las raices de una ecuaciéon cuadratica con sus

coeficientes.

3.7. Matriz de Jacobi

El matématico Augustin Louis Cauchy fue el pionero en utilizar unos determinantes particu-
larmente especiales, pero Carl Gustav Jacobi fue quien las implement6 en un método para evaluar

integrales multiples y se conoce como determinante jacobiana de la matriz jacobiana.

Definicién 2 El jacobiano de la transformacion T en R dada por:

= f(u,v,w), y=g(u,v,w) y  z=h(uv,w)
es [61]:
0x Or Ox|
ou Ov Ow
~ O(z,y,2) Oy Jy Oy
j(ZB?y?Z) - 8(u,'[},w) - % % aiw (358)
0z 0z 0z
[ Ou Ov Ow |

Por lo tanto, la matriz jacobiana estd formada por las derivadas parciales de primer orden de
una funciéon y puede emplearse para aproximar linealmente a dicha funciéon en un punto. En un
sentido mas estricto, la matriz jacobiana depende de la base y las coordenadas elegidas. Por lo que

es mas propio hablar de tranformacién lineal jacobiana.
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Extendiendo el concepto del determinante jacobiano para una funcién vectorial. Supongase que:
F: R — R™

la cual es una funcién que va del espacio euclideo n-dimensional al m-dimensional. En donde F

estd determinada por:

N =Fi(11,...,7), y A=F(r)=(Fi(1),...,Fpn(7)) (3.59)

y tiene m funciones escalares reales.

Asi, la matriz jacobiana de tamafio m X n es:

[ 0A, A |
0Ty ot
O(Ar,... A,
j(Tl,...,Tn):a((Tllu‘T)): (360)
N .. OAp
| 011 oty |

Por consiguiente, el jacobiano es la generalizacién de la derivada de una variable a varias varia-

bles.

3.8. Optimizacion

La optimizacién es un proceso que encuentra la respuesta ante un problema y proporciona un
mejor resultado. Se clasifican en: lineales y no lineales.

Generalmente, para aplicar algiin método de optimizacién se antecede a un problema matema-
tico para determinar soluciones éptimas que cumplen con ciertas caracteristicas especificas de los

modelos matemaéaticos.

Un problema de optimizacién incluye el término minimizacién o maximizaciéon y estd compuesto

principalmente de los siguientes elementos [62]:

e Un conjunto de restricciones

e Un conjunto de soluciones factibles que contengan todas las combinaciones posibles de valores

de variables independientes que satisfacen el conjunto de resctricciones.
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e Una funcién objetivo, que vincula las soluciones factibles con el desempefno-rendimiento del

sistema.

Teorema 3 Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza un valor mdaximo y

un valor minimo en ese intervalo [61].

En la figura 3.6 se ilustra el concepto de méaximo y minimo de una funcién. Mediante los criterios

de derivadas se obtendra informacién sobre los méaximos y minimos globales o locales.

AY Max

Min

Figura 3.6: Méximo y minimo de una funcién arbitraria [63].

En problemas de optimizacién, es importante conocer las primeras y segundas derivadas de la

funcién objetivo. La informacién que se obtiene al calcular la primera derivada de una funcién es:
I. Proporciona una trayectoria de maxima inclinacion de la funcién objetivo.
11. Indica si se ha alcanzado la trayectoria éptima.
Y la informacion obtenida a través de la segunda derivada es:

I. Indicard si es un méximo cuando f”(x) es negativa o un minimo cuando f”(x) es positiva.

3.8.1. Matriz Hessiana

En 1844, Ludwig Otto Hess introdujo la matriz hessiana o el hessiano, en un articulo referente

a curvas cubicas y cuadraticas. Esto sucedié después de que Jacobi introdujo la matriz jacobiana.

Definiciéon 3 La matriz hessiana es la matriz de una funcion de una sola componente y estd

formada por las sequndas derivadas parciales.

Supodngase una funcién escalar de varias variables:

A:%ng('y‘l’--o77'”)—)(7'17"',7'“)6%
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El hessiano es la matriz de las segundas derivadas cruzadas de la funciéon A, de la forma:

L 92A A 9% |
8712 ot T2 oT107y,
PN PN 9PA
H(A) = om0 073 0107y (3.61)
PN PN DPA
| 0,011 01072 877{ |

Suponiendo que 7y es un punto critico de A, se tiene [64]:

I. Si todos los menores del determinante del hessiano son positivos, entonces A tiene en 7y un

minimo relativo.

11. Si la sucesion de los menores del determinante del hessiano es alternada de la siguiente forma:

AlA(T()) <0, AQA(T()) > 0, AgA(To) <0,..., (—1)”AnA(7‘0) > 0,

entonces A tiene en 75 un méximo relativo.

111. Cuando no se presenta alguno de los casos anteriores y si el determinante de la matriz hessiana

es distinto de cero, entonces se asegura que no existen maximos o minimos.

1v. Cuando el determinante de la matriz hessiana es cero, no es posible obtener informacién sobre

el punto critico.

Los valores caracteristicos o eigenvalores de la matriz hessiana H(A) indican la deflexién de la
respuesta en las frecuencias invariantes de los parametros éptimos del sistema respecto a la relacién
de masa de la estructura principal y la masa del DVA. Si las condiciones de disefio del sistema son

Optimas, la curvas asociados a los eigenvalores tienden a cero.
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3.9. Técnica de los puntos fijos

Esta metodologia fue descrita por Den Hartog [65] y consiste en minimizar la amplitud maxima
de la respuesta adimensional (normalizada) de un sistema mecénico.

Esta basada principalmente en dos condiciones (estados del sistema) de operacién de los absor-
bedores dinamicos de vibraciones, cuando el:

I. Amortiguamiento es cero (¢ — 0)

1. Amortiguamiento tiende a infinito! ({ — o0).

10

Figura 3.7: Grafica de un DVA clésico en donde aparecen los puntos fijos P y @) correspondientes
al comportamiento de los estados del sistema para cuando el amortiguamiento es cero e infinito.

Estas dos condiciones conducen a los llamados puntos invariantes o puntos fijos respecto al
factor de amortiguamiento del sistema y se determina mediante la respuesta en estado estable, tal

y como se ilustra en la figura 3.7.

Definicion 4 Todas las curvas pasan a través de los puntos fijos y son independientes del amorti-

guamiento [65].

En la figura 3.8 se ejemplifica la definicién 4 y se muestra el comportamiento cuando la rela-
cién de amortiguamiento toma valores arbitrarios incluyendo las dos condiciones fundamentales de

operacién del DVA.

'Refiérase a oo como la representacién de una cantidad sin limite. Otra representacién serfa ¢z € [0, +00)
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Figura 3.8: Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al DVA clésico considerando
diferentes valores del factor de amortiguamiento. Nétese que todas las lineas pasan a través de los

puntos fijos Py Q.

Nota 1 Dicho de otro modo, la técnica de optimizacion de los puntos fijos se basa en la considera-

cion de dos estados del sistema, amortiguamiento cero y amortiguamiento infinito para los cuales

las amplitudes de vibracion del sistema (masa principal) son iguales. A partir de esta consideracion

y mediante un tratamiento matemdatico se obtienen los pardmetros optimos del sistema.

10 i ' T
T ' ===1=0.25 g=0.80 (=0.00
! i i —u=0.25 q=0.80 (=0.15
8 H : v 11=0,25 =080 ¢=0.23|
" : — 1=0.25 q=0.80 (=0.35
1 ' === 1;=0.25 q=0.80 (=0.45
6 Ty \ 4=0.25 ¢=0.80 (=0.55|
na \ wer 1,20,25 q=0.80 (=0.65
H.(q,11,{, Q) ' \ — ;=025 ¢=0.80 (=0.75
4 [ P 4=0.25 q=0.80 (=0.85
! — 1=0.25 q=0.80 (=0.95
I
2
1 ’
1 ’
v "
\\ 'f
0 1 4 1 1
0 0.5 0.8 1 1.5 2
w
0=
Wy

Figura 3.9: Grafica de la respuesta en estado estable H; de un sistema vs la relacion de frecuencias.
Notese el comportamiento entre los puntos fijos Py @ del sistema cuando se cambian los valores

para el factor de amortiguamiento [66].
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Todas las curvas que se encuentran entre los puntos fijos Py ) de la figura 3.9, tienen diferentes
amplitudes que conllevan a cambios bruscos de la respuesta del sistema cuando éste entra en
resonancia. El proposito del criterio de rendimiento Hs, y la técnica de calibracion de frecuencias
de los puntos fijos extendida es encontrar la respuesta éptima entre dichos puntos para aumentar

el rango de supresion de vibracién del DVA.

Nota 2 El mejor balance dindmico del sistema primario se obtendrd cuando su curva FRF dptima

sea mds plana en todo el rango de frecuencias de excitacion.

3.10. Técnica de los puntos fijos extendida

Barredo et al. [6] proponen una generalizacion de la teoria de Den Hartog, la cual se puede
implementar para el desarrollo de expresiones algebraicas de forma cerrada, para el diseno éptimo
de absorbedores de vibracién dindmicos basados en inersor.

La técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida?® consiste en modificar los
puntos invariantes del sistema, obteniendo variables 6ptimas que estan relacionadas con la respuesta

del sistema R(s) y su norma euclideana || H||. Matemé&ticamente se representa como:
R(s) = || H]| (3.62)

Sirva de ejemplo el sistema mecanico que se muestra en la figura 3.10 para comprender detalla-

mente la metodologia de los puntos fijos extendida.

IDVA

Estructura
principal

\
AN 7
\C ’
A Y ’
~ s
~® ..

Impedancia
mecanica

Figura 3.10: Absorbedor dindmico de vibracién basado en inersores en arreglo tipo C3 (IDVA-C3)

[6].

2También llamada, técnica de sintonizacién de frecuencias de los puntos fijos extendida
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De manera general, se especifica la metodologia de los puntos fijos extendida mediante los

siguientes pasos:
I. Obtener el modelo matématico del sistema.

Las ecuaciones de movimiento en el dominio s de Laplace (dominio frecuencial) del sistema que

se muestra en la figura 3.10 son:

Ms*’X + KX + k(X —X,)=F — Fy (3.63)
ms? X1+ ki1(X1 — X) = Fy (3.64)

en donde Fy = sY (X — X;). El término Y (s) es la impedancia mecanica del arreglo tipo C3 y

Se€ expresa Ccomao:

s 1 177!
Y = | =
[kg—i_bs—i_c}

(3.65)

1I. Obtener la funcién de transferencia H(s) del sistema, también conocida como la respuesta
R(s) del sistema, ver ecuacién (3.62).

1. Sustituir la expresién s = jw.

en donde j es la parte imaginaria. Esta expresiéon es vilida porque el sistema dindmico es causal
y oscilante establemente si y sélo si, todos los polos de la funcién de transferencia H(s) estan en el

semiplano izquierdo. Por lo tanto, la regién de convergencia para H(s) incluye el eje jw [67].

1v. Reescribir la funcién de transferencia H(s) de la siguiente manera:

A+jB
H(s) = 3.66
()= 575 (360
V. Sustituir los parametros adimensionales asociados al teorema II de Buckingham.
Las variables adimensionales V4;,, que rigen al IDVA C3 son:
K k1 ko
c b w3
<:2 p=— n=— (3.68)
mwo m w2
m wa w
- = 2= Q=— 3.69
P=u = o (3.69)

Las variables adimensionales estan relacionadas directamente con las propiedades intrinsecas

del sistema IDVA C3.
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VI. Obtener el médulo de H(s) a través de la multiplicacién de su conjugado complejo.

A%+ B?

2
HEN = ooy e

(3.70)

VII. Aplicar las dos condiciones fundamentales de la técnica de los puntos fijos de la seccién 3.9

para el absorbedor dindmico de vibracion.

e Cuando el amortiguamiento es cero (¢ — 0), la ecuacién (3.70) se convierte en:

2 A2
HEE 0= 55 (3.71)

Para el IDVA-C3, se obtiene:

|H(S)|2 _ [94_‘12(1+(N+1)772)Q2+772q4]2
(=0 ™ {Q6 -1+ [(—1+(—B—D) )2 ——1]g2] Q4 +¢2 (202 (B+1)+1+(u+ 1202 —n2g* )

(3.72)

e Cuando el amortiguamiento tiende a infinito (( — 00), la ecuacién (3.70) se convierte en:

2 B?
’H(S)\g—m = D2 (3.73)
Particularmente, se obtiene:
-2+ ¢’

[H()[Z 00 = (3.74)

[+ (14 ¢2(8+ 1) Q2 — g%

vil. Igualar las ecuaciones (3.71) y (3.73)

Al efectuar la igualacién, se obtienen dos posibles resultados. Sin embargo, una solucién serd la
trivial y la otra sera la que proporcione mayor informaciéon de solucién al sistema. Generalmente,

la ecuacion resultante es de grado 8.
1X. Realizar el siguiente cambio de variable:
e =02 (3.75)

De esta manera, la ecuacién resultante se reduce a cuarto grado.

X. Convertir en una ecuaciéon moénica.
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XI. Igualar a h el lado derecho de la ecuacién (3.74).

h= 2+ q’) (3.76)
Q4+ (14 ¢2(B+ 1)) Q% — ¢ '

De nueva cuenta,

X1I. Realizar el mismo cambio de variable de la ecuacién (3.75).

x11. Convertir en una ecuaciéon moénica.
Asi pues, se tienen dos ecuaciones moénicas de grado 4. Obtenidas en el paso X y paso XIII

X1v. Obtener las soluciones éptimas mediante el teorema de Vieta de la seccién 3.6 siguiendo las

secuencias mostradas a continuacion.

Al aplicar las dos condiciones fundamentales de la técnica de los puntos fijos, se obtienen dos
ecuaciones moénicas de cuarto grado, que son independientes de la relaciéon de amortiguamiento, las
cuales se obtienen a partir de la respuesta en estado estable de la configuracién mecanica a analizar

y estan descritas de manera general como:

Mpad® 007+ el +aX’ =0 (3.77)
MeeX+ 2+ g\ +m00=0 (3.78)

Las raices de las ecuaciones (3.77) y (3.78) deben ser iguales. A partir del teorema de Vieta, se
igualan las sumas y los productos de las raices de ambas ecuaciones, las cuales estan en funciéon de

los coeficientes del polinomio de cada ecuacion.
Secuencia 1: Igualar los coeficientes de A3 y resolver para ¢>.

La ecuacién resultante es una condicién necesaria pero no suficiente para producir la misma am-
plitud de vibracién en las frecuencias invariantes del IDVA. La condicién se satisface empleando el

desarrollo completo del teorema de Vieta.
Secuencia 2: Igualar los coeficientes de A" y resolver para h.
Secuencia 3: Igualar los coeficientes de A! y resolver para h.

Secuencia 4: Igualar los coeficientes de A? y resolver para h.
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Secuencia 5: Igualar las ecuaciones obtenidas para h de las secuencias 2 y 3, y resolver para ¢2.
Secuencia 6: Igualar las ecuaciones obtenidas para h de las secuencias 2 y 4, y resolver para ¢2.

Hasta este punto existen tres soluciones para ¢. Para calcular los valores adecuados de p y n es

necesario lo siguiente.
Secuencia 7: Igualar las ecuaciones obtenidas para ¢ de las secuencias 1 y 5, y resolver para n?.
Secuencia 8: Igualar las ecuaciones obtenidas para ¢ de las secuencias 1 y 6, y resolver para n?.

La ecuacién resultante de la secuencia 7 también satisface a la ecuacion resultante de la secuencia

8, porque es una solucién de n para toda 5.
Secuencia 9: Sustituir las ecuaciones obtenidas para 1 de las secuencias 7 y 8, y resolver para pu.

El pardmetro obtenido en la secuencia 9, es el parametro adimensional 6ptimo de la relacion de

masas, es decir, flop;.
Secuencia 10: Sustituir el pardmetro ji,,; de la secuencia 9 en la secuencia 7 y resolver para 7.

El parametro obtenido en la secuencia 10, es el parametro adimensional 6ptimo de la relaciéon

de frecuencias naturales entre en el inersor y el absorbedor, es decir, 7op;-

Secuencia 11: Sustituir el pardmetro piq,¢ de la secuencia 9 y el pardmetro 7,y de la secuencia 10

en la secuencia 5 y resolver para q.

El pardametro obtenido en la secuencia 11, es el parametro adimensional éptimo de la relacién
de frecuencias naturales entre la masa principal y la masa del absorbedor, es decir, gopt.

De esta manera, los pardmetros 6ptimos para el IDVA-C3 son:

2
o = 50 (3.79)
Topt = V B+1 (380)
1
Qopt = B"i’ 1 (381)

Secuencia 12: Sustituir los pardmetros fiopt, Nopt ¥ Gopt €1 la secuencia 3 y resolver para h.
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El pardmetro obtenido en la secuencia 12 es la aproximacién de la norma de Ho, [6] y es la
amplitud de la vibracién en los puntos invariantes, es decir, ||Huol|-

Por lo tanto, la amplitud en los puntos fijos del IDVA-C3 es:

_[B+1
| Hooll = 5 (3.82)

Recordar que h =~ ||Hoo|?. En la figura 3.11 se muestra la grifica de la ecuacién (3.82) utili-
zando los pardmetros éptimos del conjunto de ecuaciones (3.79)-(3.81) manteniendo un factor de

amortiguamiento arbitrario (= 0.30.

10 1 ]

H($)

Figura 3.11: Gréfica de la aproximacién de la norma |[Hs| vs la relacién de frecuencias 2 del
IDVA-C3 utilizando los pardmetros éptimos y un factor de amortiguamiento arbitrario ¢ = 0.30.

XV. Obtener la solucién éptima para el factor de amortiguamiento (,,; a partir de la teoria de

Krenk [16].

La teoria de Krenk se emplea para aplanar la curva de respuesta en frecuencia de la estructura
principal y determinar el factor de amortiguamiento 6ptimo (op¢. La aplicacion de la teoria de Krenk
sugiere que para obtener el amortiguamiento éptimo (o del sistema, se producirdn tres frecuencias

resonantes no amortiguadas® Qqg, Q1 y Qs, como se ilustra en la figura 3.11.

Por lo tanto, para calcular ©; y Q9 se iguala a cero el denominador de la ecuacién (3.73). Des-
pués, se sustituyen los pardmetros 6ptimos fiopt, Nopts Gopt Y S€ resuelve la ecuacion resultante en

términos de €). De esta manera, las raices obtenidas seran las frecuencias resonantes no amortigua-

3También conocidas como frecuencias invariantes.
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das Ql y QQ.

De manera similar, para calcular la frecuencia resonante no amortiguada g se iguala a cero el
denominador de la ecuacién (3.71) y al sustituir los pardmetros 6ptimos fiopt, Nopt, Gopt S€ Obtiene
una ecuacién en 2. Al resolver la ecuacién resultante, se toma la raiz que cumpla con la siguiente

condicién: 21 < Qg < Qq. Ver figura 3.11.

Para obtener el factor de amortiguamiento éptimo, Barredo et al. [4] sugieren que se calcule el
valor cuadratico medio RMS de los tres niveles de amortiguamiento producidos en las frecuencias

resonantes no amortiguadas del sistema acoplado.

Para el IDVA-C3, el factor de amortiguamiento éptima es:

Vil | B

Copt = 5 V51 (3.83)

En la tabla 3.2 se muestran los resultados para los parametros 6ptimos (ecuaciones (3.79),
(3.80), (3.81) y (3.83)) y sus valores numéricos correspondiente al IDVA-C3 al aplicar la técnica de

calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida. Se considera g = 0.1.

Tabla 3.2: Resumen de los parametros éptimos y sus respectivos valores numéricos para el IDVA-C3
obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos extendida.

Puntos fijos extendida
Parametros Valor
Hopt = 0.1818
Nopt = 1.0488
Qopt = 0.9090
h = 3.3166
Copt = 0.1666

En la figura 3.12 se muestra la grafica de la funciéon de respuesta en frecuencia FRF empleando
los pardmetros 6ptimos del conjunto de ecuaciones (3.79)-(3.81) y el factor de amortiguamiento

6ptimo Cope-
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10 T T T

—(=0.30

8l _Copt=0'16 i

Figura 3.12: Gréfica de la FRF vs la relacién de frecuencias 2 del IDVA-C3 utilizando los pardametros

optimos y el factor de amortiguamiento éptimo mediante la técnica de calibracién de frecuencias
de los puntos fijos extendida.

Notese que en la figura 3.12 y 3.13 al emplear la técnica de optimizacién de los puntos fijos

extendida se aplana la curva.

10 T

T T T T
—Puntos fijos extendida (¢=0.16)
= ~Den-Hartog (¢{=0.21)

Figura 3.13: Comparacién entre la técnica de los puntos fijos extendida y la técnica de Den Hartog.

El aplanamiento de la curva entre los puntos fijos es més notorio al ocupar la técnica de los puntos
fijos extendida [6].

3.11. Criterio H

El objetivo de la optimizaciéon por el criterio de rendimiento H,, es minimizar la magnitud

méaxima de la respuesta en frecuencia normalizada (o de forma adimensional), es decir, minimizar
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las amplitudes de vibracién en las frecuencias de resonancia de la respuesta en frecuencia R(s) de

la masa de la estructura principal, conocida como la norma ||H|| [35, 68].

El criterio H, es de las méas conocidas en la teoria de la minimizacion de la respuesta vibratoria
en el control pasivo de vibraciones mediante absorbedores de vibracién dindamicos. Al minimizar la
norma ||Hx| se mejora la respuesta de estado estable del sistema acoplado a los DVA’s. Lo que

conlleva a formular un problema de optimizacién de la siguiente manera [69]:

min (nlgax yHIDVA(Q)|> — méx (| Hipva (Popts 5, Q)) (3.84)

opt

P, son los pardmetros a optimizar del sistema y se restringe a que sean soluciones reales y

positivas {P,,+ > 0} de la siguiente ecuacion:

O|Hipva (Q)]?

207 =0 (3.85)

La interpretacién fisica a las dos restricciones de la ecuacién (3.84) son: el intervalo fisico ad-
misible para analizar la relaciéon de frecuencias §2 y las limitaciones fisicas de diseno para construir

el dispositivo.

La idea bésica para comprender el problema de optimizacién min-maz (ver ecuaciones (3.84) y
(3.85)) radica en que la técnica de los puntos fijos descrita por Den Hartog se emplean los puntos
fijos para minimizar de forma aproximada la norma ||Hs|| v en la técnica de optimizacién de Hoo
se emplean las frecuencias de resonancia para minimizar de forma exacta la norma ||Hx| [35].

Para resolver el problema de optimizacién min-max de forma numérica, que se formulé en las
ecuaciones (3.84) y (3.85) se puede utilizar el método de optimizacién de programacién cuadratica

secuencial o el método de Nishihara. Este iltimo posee una alta precién en la resolucién numeérica.

3.11.1. Meétodo de Nishihara

En 2002, Nishihara y Asami presentaron una metodologia analitica para la solucién exacta de
los parametros 6ptimos para el DVA| la cual es comparada con la metodologia clasica de los puntos
fijos. Sin embargo, esta metodologia solo funcionaba para sistemas de dos grados de libertad [12].

Anos més tarde, implementaron la metodologia para sistemas de més de dos grados de libertad [7].

Nota 3 Es muy complicado encontrar una solucion analitica para sistemas estructurales amorti-

guados en el sistema primario. Hasta el momento no se ha obtenido una solucion eracta para este

Universidad Tecnoldgica de la Mizteca Pégina 52



Capitulo 3 3.11. CRITERIO H,

caso mediante la técnica de optimizacion Hy,. Sin embargo, una solucion aproximada para utili-
zar el método de Nishihara, seria cuando se fija en un valor igual a cero, es decir, tomando en

consideracion amortiguamientos despreciables o nulos en el sistema primario.

La idea novedosa de Nishihara fue proponer un artificio matemético en términos de la norma

||Hsl||. Matematicamente se expresa como:

1 1

2 _ _
e, T e (3.86)
Ademads de introducir una funcién, descrita como:
N d
fn = Denominador — w (3.87)
max

La ecuacion (3.87) se emplea para minimizar el valor maximo Ay,q; de la funcién de transferen-

cia referente a la norma ||H|.

A continuacién, se describe el procedimiento de la metodologia de optimizacién de Nishihara.
El proceso es similar a la metodologia de los puntos fijos extendida hasta el paso VI de la seccién

3.10.

I. Obtener el mdédulo de H(s) a través de la multiplicaciéon de su conjugado complejo.

2 _
[H(s)I" = = D2 (3.88)
11. Definir las variables numerador .4 y denominador &, de la siguiente manera:
N =A*+DB> y  9=C%4D? (3.89)

I1I. Se propone la funcién descrita por Nishihara para determinar el valor minimo Ay, de la

amplitud maxima h,,q, mediante la siguiente ecuacién:

1
h = 3.90
— (3.90)
1v. Reescribir la ecuacién de la siguiente manera:
N
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V. Sustituir los términos correspondientes.

vi. Convertir en una ecuacién monica.

La ecuacion resultante tiene la forma:
Q2 400 4 008 + e300 + e+ 502+ =0 (3.92)

vIl. A partir del teorema de Vieta, la suma y productos de las raices de la ecuaciéon (3.92), se

pueden expresar mediante el siguiente sistema de ecuaciones en términos de los coeficientes

Cp.

fi — (4cy — ¢3)\/co +4c5 = 0 (3.93)
fo —> cre5 + 4cg + 203\/% =0 (3.94)
fs — 4eg (c14/c6 + ca) — cg =0 (3.95)

Las ecuaciones f1, fo v f3 estan expresadas en términos de los pardmetros a optimizar: 7, q,

'y (o y del pardmetro h incluido en la ecuacién (3.90).

VIII. Sustituir los coeficientes ¢, en las ecuaciones para fi, fo y f3 y llevar a su minima expresion.

1x. Hallar la matriz jacobiana con base en los parametros a optimizar.

0 e} 0 e}

J;1 J;l icl of1 Ay, By Ci Dy
0 e} 0 e} — A B D 3.96
79{]2 af; afg af: 2 2 02 2 ( . )
o 0 0 0 A

La matriz jacobiana es de tamafio 3x4 y se satisface para cualquier determinante menor de

3x3 igualada a cero.

X. Obtener los determinantes f; y f5 de 3x3 asociados a la matriz jacobiana.

Ay By O
f4 - AQ BQ CQ
Az Bz Cs
f4 = A1ByC3 — A1 B3Cy — Ay B1C3 + A3 B3Ch + A3B1Cy — A3ByCh =0 (397)
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Dy AT B
fs= Dy Ay By
D; Az Bs
f5 = A1C9D3 — A1C3D9 — AsC1 D3 + AsC3Dq + A3C1 Dy — A3C3 D1 =0 (398)

XI. Proponer un valor arbitrario para § y sustituirlo en las ecuaciones f1, fo, f3, fa v f5.

XI1. Resolver el sistema de ecuaciones no lineales de 5x5 por el método de Newton-Rhapson

estableciendo valores iniciales apropiados.

Los resultados obtenidos de los pardmetros 6ptimos mediante la técnica de los puntos fijos

extendida se toman como valores iniciales.

Retomando el ejemplo del IDVA-C3 de la figura 3.10 y al aplicar el método de Nishihara se
obtuvieron los siguientes resultados para los pardmetros éptimos del IDVA-C3 mostrados en la

tabla 3.3. Se considera § = 0.1.

Tabla 3.3: Resumen de los parametros éptimos y sus respectivos valores numéricos para el IDVA-C3
obtenidos mediante el criterio Hy.

Criterio Hy
Parédmetros Valor
Hopt = 0.2208
Nopt = 1.0485
Qopt = 0.9083
Copt = 0.1657

En la tabla 3.4 se recopilan los pardametros 6ptimos obtenidos a través de la técnica de los puntos

fijos extendida y el criterio Hyo.
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Tabla 3.4: Comparacion de los pardmetros éptimos y sus respectivos valores numéricos para el
IDVA-C3 obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos extendida y el método de Nishihara.

Puntos fijos extendida Criterio Heo
Parametros Valor | Parametros Valor
Hopt = 0.1818 Hopt = 0.2208
Nopt = 1.0488 Nopt = 1.0485
Qopt = 0.9090 Qopt = 0.9083
Copt = 0.1666 Copt = 0.1657

En la figura 3.14 se muestra las dos graficas correspondientes al IDVA-C3 al utilizar los dos
métodos de optimizacién vistos en las secciones 3.10 y 3.11.1 con base en los pardmetros 6ptimos

de la tabla 3.4. Se considera g = 0.1.

10 T T T T
—Puntos fijos extendida

—Nishihara

Figura 3.14: Comparacién entre la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio Hy,. Notese
que el aplanamiento de la curva es mas visible al ocupar el criterio de rendimiento H.
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Capitulo

Modelo matematico

En este capitulo se desarrollaron e implementaron los modelos matematicos descritos dentro
del marco tedrico y fundamentado en la literatura de absorbedores de vibraciéon dindamicos en serie

basados en inersor.

4.1. Respuesta en frecuencia

El modelo propuesto en la figura 4.1 es una configuracién de una estructura tipo viga doble-
mente empotrada (viga de Euler-Bernoulli) de longitud L sujeta a una carga distribuida f(z)g(t),
donde f(x) es una funcién espacial y ¢g(t) una funcién temporal deterministica. Para determinar
el comportamiento dindmico del inersor, se propone una fuerza de excitacién externa de tipo ar-
moénica. La viga se encuentra en serie con dos arreglos de DVA’s (DVA-A y DVA-B) y un inersor
conectado al suelo (tierra mecénica). Cada DVA estd compuesto por un amortiguador y un resorte,
con coeficientes de amortiguamiento y rigidez, ¢, y k, (n = 1,2) respectivamente, los cuales se
conectan a las masas m,, (n = 1,2), respectivamente. La configuracién del sistema atenuador de

vibraciones se encuentra localizado en el punto z = a.

En el apéndice A se muestra el analisis y desarrollo matemaético completo de la estructura.
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4.1. RESPUESTA EN FRECUENCIA

Figura 4.1:

Donde:

k1
c1

Y1 (t)

ko
c2

y2(t)

DvA-A

DVA-B

Esquema del modelo de la viga propuesta en este trabajo.

carga distribuida

desplazamiento transversal de la viga

longitud de la viga

masa asociada el DVA-A

rigidez correspondiente al DVA-A
amortiguamiento correspondiente al DVA-A
desplazamiento correspondiente a mi del DVA-A
masa asociada el DVA-B

rigidez correspondiente al DVA-B
amortiguamiento correspondiente al DVA-B
desplazamiento correspondiente a mo del DVA-B y al inersor

inertancia

Para describir el comportamiento dindmico del sistema, se utilizan las ecuaciones de Euler-

Lagrange en su forma generalizada y la teoria de la vibracién lateral de vigas. Asi, la ecuacién de

movimiento que rige el comportamiento dinamico del sistema de la figura 4.1 es:

ET

o*y(x,t)

L5 = F — (i (t) + (ma + )i(0)}5(w — o) (4.1)
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Donde: A es el area de seccién transversal, I momento de inercia centroidal, p es la densidad

de masa, E es el médulo de elasticidad y §(z — a) es la funcién delta de Dirac.

Para obtener la solucién de la vibracién forzada de la viga, se emplea el principio de superpo-
siciéon de modos (anélisis modal). Las condiciones para el desplazamiento transversal de la viga, se

expresan Comao:

dxt

D=3 aWa v O gy (1.2)
=1

Donde: j3; es el valor caracteristico (eigenvalor) de la ecuacién caracteristica de la viga y ¢; es

el i-ésimo modo de vibracién de la viga.

Al sustituir la ecuacién (4.2) en (4.1) y suponiendo que sistema se encuentra influenciado por
una fuerza de excitaciéon arménica, tal que F' = f(x)g(t) con g(t) = ™! resultando en un sistema
dindmico lineal invariante en el tiempo (LTI). Para ello, se encuentran las respuestas en funcién
de la frecuencia de la viga Q;(w) y de las amplitudes en frecuencia asociadas a los desplazamientos
del DVA-A y DVA-B, Yj(w) y Ya(w) respectivamente. Al multiplicar por la funciéon modal ¢;(x) y

aplicando las propiedades de la funcién delta de Dirac, se obtiene:
Z Qi(@)oi(x) [E18! — pAu?] 6i(x) = F(2)di(x) + P (mYi(w) + (ma + b)Ya(w)}gila)  (4.3)

Para determinar la respuesta general en funcién de la frecuencia del desplazamiento transversal
de la viga, se considera que la excitacién armonica afecta al DVA-A y al DVA-B. De esta manera,

se representa Ccomao:

Y(z,w) = Ga(z,w) — Hw)G1(z,w)Y (a,w) (4.4)

En donde:
a= [ f@o(a)ds (45)
Gi(z,w) = ; a g;/(g 4)% ,im) (4.6)

> az¢z )
; L(EIBI - pAw?) (4.7)

H(w) = w2 (—Momiw? + (m1 + Ma)icow + (m1 + Ma)ko) k1 (48)
—Mgm1w4 + (MQ + ml)i62w3 + [(MQ + ml)kg + Mgkl] w? — icokiw — k1ko '
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Donde My = mg 4+ b. Al evaluar la posicion del ISDVA’s en la posicién = = a, se obtiene la

expresion en términos de Y (a,w). Por lo que H(w) se reescribe como:

H(w) = miw?J (4.9)

donde J es:
(—Maomiw? + (my + Ma)icow + (m1 + Ma)k2)ky
ml(—M2m1w4 + (MQ + ml)iCQW?’ + [(MQ + ml)kg + MQ/ﬁ] w? — icokiw — k‘lkg)

g (4.10)

La ecuacién (4.10) es la funcién dimensional de respuesta en frecuencia de los DVA’s. Para
encontrar la misma funcién pero en su forma adimensional, se introducen las siguientes variables

adimensionales que relacionan las propiedades intrinsecas de la estructura.

Co b

Gl e =gt = @

M:% q:%/f nz%j Q:wil (4.12)

%= % wp = Ep{f? B=(u+1) leL (4.13)
Donde:

2 frecuencia natural al cuadrado asociado al DVA-A
w%  frecuencia natural al cuadrado asociado al DVA-B
(s factor de amortiguamiento asociado al DVA-B
0  relacién de masas entre la inertancia y el DVA-B
p relacién de masas entre el DVA-B y el DVA-A
q relacién de frecuencias naturales no amortiguadas para el DVA-A
n  relacién de frecuencias naturales no amortiguadas entre el DVA-B y el DVA-A
Q  relacién de frecuencia forzada
v;  relacién de frecuencias naturales
w?  frecuencia natural al cuadrado del i-ésimo modo de vibracién

B relacién de masas de los DVA’s y la masa de la estructura principal

Asi, la respuesta dindmica de la ecuacién (4.10) en el dominio de la frecuencia en su forma

adimensional es:

¢* [(1+ (0 + 1)p)nq® + 201 + (8 + 1)p)¢ang — (6 + 1)Q7]

O+ +2i(1+ (6 + 1)p)Cng® + (L + (6 + 1)p)n? + 6 + 1)g2Q2 — 2ilong>Q — Q‘znz )
4.14

J=—
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Por lo tanto, al sustituir la frecuencia de excitacién del sistema se reescribe H(w) como:
H(w) = miw?Jy (4.15)

Donde: J; = JQ2.

De esta forma, la funcion de respuesta en frecuencia del desplazamiento transversal de la viga

cuando actta una fuerza de excitacién armodnica, es:

2 2
ai pi(a) o
S(z, Q) i — . 4.16
(=, pALw2 Z¢ V-0 - | pt+l | X BeEa) (419
Ji R

La funcién de respuesta en frecuencia de la aceleracién transversal de la viga cuando actia una

fuerza de excitacién armonica, es:
Sa(z,Q) = —w?QS(z,Q) (4.17)

La ecuacion (4.17) también es la respuesta en frecuencia del desplazamiento de la viga cuando

se considera una excitacién inercial.
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Resultados

5.1. Técnica de los puntos fijos extendida

En este apartado se exponen los resultados numéricos de la estructura empleando la metodo-
logia de los puntos fijos extendida propuesta por Barredo et al. [6] al considerar la respuesta del

sistema en estado estable.

Para la implementacion de la técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida,
se comienza con la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) en estado estable de la estructura tipo
viga con el ISDVA’s. Por lo tanto, al considerar el modo fundamental de vibracién (v; = 1) y al

evaluar en el punto x = a, se obtiene:

B p+1
() = @) Rt D+ (it ) (5:1)

Con la finalidad de obtener la magnitud de la ecuacién (5.1), se reescribe como el cociente entre

dos niimeros complejos, es decir,

A+ Bi
- C+Di

H(s) (5.2)

Donde los coeficientes A, B, C'y D se describen en el apéndice B.

Para obtener la norma de H(s) en el espacio euclidiano, se multiplica la ecuacién (5.2) por el
conjugado complejo del numerador y denominador, respectivamente. Obteniendo:

_ A?+ B?

2
HOF = ey pe

(5.3)
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Capitulo 5 5.1. TECNICA DE LOS PUNTOS FIJOS EXTENDIDA

Al aplicar la condicién I) de la técnica de los puntos fijos (seccién 3.9) a la ecuaciéon (5.3), se
obtiene:

@1 (57 Q? s, 1, q)
[62(¢7 57 5, Qa M, 1, Q) + 63(¢, 67 67 Q7 M, 1, q)}Z

2
|H|§2—>0 = (5.4)

Las funciones ©; se describen en el apéndice B.

De la misma manera, al aplicar la condicién II) de la técnica de los puntos fijos (seccién 3.9) a
la ecuacién (5.3), se obtiene:

[~ (1+(6+ 1)) (14+4)?
[ (1) (1 (5+1) )24+ ( (54 1) 2+ ((B3¢2+B62+1)q2 +6+2) prt 1+(Bd2+1)g2 ) Q2 — (141)g?]”

2
P, o = (55)

Siguiendo el procedimiento descrito en la secciéon 3.10, se obtienen dos ecuaciones ménicas de
cuarto grado independientes del factor de amortiguamiento. Se continiia con la metodologia de la

técnica de los Puntos fijos extendida hasta llegar a la Secuencia 9, obteniendo:

) ) 1 2 1 2
28563(a) + 26%(a) — 5 — 142, (5 + 1) [6 (862 - 5) + (B2 + 5) ]
Hopt = 2((5 T 1) (56)
El parametro obtenido en la Secuencia 10 es:
406
Topt = ( i 1) 3 (57)
2 2
{2/3(6 +1)63(a) + 2J 6+ |3 (803 - 3) + (86 +5) | —o+ 1}
El parametro obtenido en la Secuencia 11 es:
28067 + 2603 + \/ (482061 + 45261 — 45503 + 4863 + 5+ 1)(6 + 1) + (5 + 1) 55
Qopt = .
v V(482061 + 45204 — 45503 + 463 + 6+ 1)(6 + 1) + (6 + 1)
El parametro obtenido en la Secuencia 12 es:
Y2 $ V(452561 + 43261 — 45067 + 4803 + 6+ 1)(5 + 1) o

La ecuacién (5.9) representa la amplitud de vibracién del sistema en los puntos invariantes, que

también es la amplitud minima de vibracién de la estructura tipo viga con el dispositivo ISDVA’s.
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Dado que el conjunto de ecuaciones (5.6)-(5.8) se encuentran en términos de (3, ¢1(a) y 0, se
establen valores fijos para estas variables con el objetivo de encontrar soluciones numéricas para
los parametros 6ptimos del sistema y de esta forma poder visualizar los resultados obtenidos. Los

valores numéricos propuestos se muestran en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Valores establecidos para cada variable independiente.

Variable Valor
B = 0.10
$r(a) = V2
o = 1.0

Mediante el uso de algiin sistema de computo numérico se sustituye el conjunto de valores de la
tabla 5.1 en los parametros 6ptimos fiopt, Nopt, Gopt ¥ |[Hoo|| (ecuaciones (5.6)-(5.9)). Los resultados

se muestran en la tabla 5.2 considerando 6 cifras significativas.

Tabla 5.2: Valores numéricos obtenidos para los parametros 6ptimos y la respuesta en frecuencia
del sistema en su forma adimensional.

Parametro Valor
Hopt = 0.23850
Nopt = 0.95749
Qopt = 1.09205

H = 2.27872

Después de sustituir los valores numéricos de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuacién (5.4), se obtiene

la FRF del sistema considerando un amortiguamiento igual a cero, es decir (o — 0.

HoptsNopt,dopt
HCQ —0 -

(5.10)

L 938 (2.00092* — 3.99802 4 1.304)
' (2.476Q6 — 7.90504 + 6.94802 — 1.614)*

De la misma manera, al sustituir los valores numéricos de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuacién

(5.5), se obtiene la FRF del sistema para la consideracién de amortiguamiento infinito, (2 — oo.

(—1.47702 + 1.192)°

5.11
(—1.829Q4 + 3.65802 — 1.476)* (5.11)

C2—>OO

Hﬂzopt »Tlopt,qopt = 1 . 238 J
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También, se propone un amortiguamiento (o = 0.30 para visualizar el comportamiento de la
relacién de amortiguamiento cuando se tiene un valor arbitrario. Al sustituir los valores numéricos

de las tablas 5.1 y 5.2 en la ecuacién (5.3), se obtiene:

1.533 (2.00002% — 3.99802 + 1.304)° 4 1.533 (—0.92603 + 0.747Q)

H/Jopt»nothIopt —
(2=030 (2.476Q6 — 7.905Q% + 6.94802 — 1.614)% + (—1.148Q5 + 2.29503 — 0.92692)*
(5.12)

La representacién grafica de las ecuaciones (5.10), (5.11) y (5.12) se muestra en la figura 5.1.
Para hallar las coordenadas rectangulares de los puntos fijos Py, Py, P3y Py, se sabe que h ~ || Hoo||%.

Por lo tanto, al igualar las ecuaciones (5.10) y (5.11) se resuelve para €2, obteniendo:

P, = (0.8052,2.2788), P, = (1.0837,2.2788), P = (0.6211,2.2788) y P, = (1.3381,2.2788)

H(€2)

Figura 5.1: Respuesta en frecuencia de la estructura primaria acoplada al ISDVA’s vs la relacién
de frecuencias {2 utilizando los parametros éptimos y un coeficiente de amortiguamiento arbitrario.

El conjunto de soluciones 6ptimas fiopt, Nopt ¥ Qopt generan los pardmetros necesarios para pro-
ducir la misma amplitud de vibracion en las frecuencias invariantes del ISDVA’s. Sin embargo, para
aplanar la curva de respuesta en frecuencia del ISDVA’s en todas las frecuencias de excitacion, es-

tos pardmetros no son suficientes y es forzoso encontrar la relaciéon de amortiguamiento éptima (o, -

Al aplicar la teorfa de Krenk para obtener el amortiguamiento 6ptimo (s, del ISDVA’s, se

producen tres frecuencias resonantes no amortiguadas: €1, 2 cuando (2 — 0o y g cuando (2 — 0.

e Para 21 y Q9 cuando (o — 0o , se obtiene:
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— 18300 4 3.6600% — 1.477 = 0 (5.13)

La ecuacion (5.13) se resuelve de forma numérica y se consideran las 2 soluciones positivas:

Q) = 0.7489, Qy = 1.200 (5.14)
e Para )y cuando (» — 0, se obtiene:

2.47605 — 7.9050% + 6.9480% — 1.614 =0 (5.15)

De igual manera, la ecuacién (5.15) se aproxima de forma numérica y se toma el valor que

cumpla con la condicién: €7 < Qy < Qs. Asi,

Qo = 0.9652 (5.16)

Para obtener de manera numérica la relacién de amortiguamiento éptimo, la cual aplana la
curva de respuesta en frecuencia de la estructura principal, se sustituyen las soluciones 6ptimas
Hopt, Nopts Qopt, ||Hooll (ecuaciones (5.6)-(5.9)), Q1 y Q2 cuando (3 — oo (ecuacién (5.14)) y Qo
cuando (2 — 0 (ecuacién (5.16)), en la ecuacion (5.3). Esto producird 3 valores de amortiguamiento

en cada frecuencia resonante no amortiguada, como se muestra en la tabla 5.3.

Tabla 5.3: Valores numéricos de la relacion de amortiguamiento para cada frecuencia resonante no
amortiguada.

Amortiguamiento Valor numérico
(2, = 0.5217
Cap = 0.4536
G20 = 0.5594

El factor de amortiguamiento éptimo se obtiene calculando el valor cuadratico medio de los

valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia resonante no amortiguada.

2 2 2
oo = \/ Dt et e _ g5 (5.17)

3

Por lo tanto, al sustituir los valores de las tablas 5.1-5.2 y el factor de amortiguamiento éptimo

(2., (ecuacién (5.17)) en la ecuacién (5.3) se obtiene:
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Fptiont Hoptsdopt. _ \/ 1.533(2.0Q* — 3.99802 + 1.304)% + 1.533(—1.58103 + 1.2769)
Y (

2.476Q6 — 7.9050* + 6.94802 — 1.614)% + (—1.95805 + 3.917Q3 — 1.58102)2
(5.18)

C2opt

La representacién grafica de las ecuaciones (5.12) y (5.18) se muestra en la figura 5.2.

10 T \

¢,=0.30
8l __¢, =051|]

opt

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.2: Gréfica de la respuesta en frecuencia H(£2) con los pardmetros éptimos incluyendo la
relacion de amortiguamiento éptimo.

En la figura 5.2, se aprecia la respuesta de la estructura tipo viga con el ISDVA’s con los valores
optimos de los pardametros adimensionales asociados al teorema II de Buckingham sujeta a la
fuerza de excitacién armonica. Esta respuesta se compara con la respuesta obtenida para diferentes
valores de relacion de amortiguamiento (5. Se nota que el comportamiento vibratorio del sistema se
estabiliza (curva azul) conforme a los puntos invariantes y a la relacién de amortiguamiento 6ptima

Copt» €s decir, la amplitud de vibracién de la curva azul disminuye notablemente.

En la tabla 5.4 se estiman los valores numéricos asociados a los parametros éptimos del sistema
Hopts Nopts Qopt Y G2, &l variar la relacién de masas 3 conforme al 5%, 8 % y 10 %. Asimismo, en la

figura 5.3 se muestra la representacién grafica.
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Tabla 5.4: Valores numéricos de los parametros 6ptimos al modificar el valor de .

Puntos fijos extendida
=1y P1=2
B Hopt Nopt Qopt C2opt [ Hoo |l
0.05 0.10990 1.15938 1.04834 0.38613 3.17790
0.08 0.18500 1.03231 1.07522 0.47273 2.53101
0.10 0.23850 0.95749 1.09205 0.51346 2.27872

—[3=0.05
4 —(3=0.08 .

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.3: Gréfica para los distintos valores de 5 obtenidos por la técnica de calibracién los puntos
fijos extendida.

5.2. Criterio H

Para este trabajo se utiliza el método de Nishihara descrita en [7], con la finalidad de obtener

soluciones precisas a partir el método de optimizacion.

Se comienza con la funcién de respuesta en frecuencia adimensional H(s) de la viga con el

ISDVA’s (ecuacién (5.3)) y se definen las siguientes variables:

N = [(04+ 10" = (14 (0 + D) + 6 +1) ¢ + q4772}2 (1+ 1) + [-2nCe-

X (5.19)
a(1+ (0 + D)@ + 2GR (14 p)
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Den = [(14+m)(0 +1)Q° + [(=(1+ ) (14 G+ Dp)n® = (5 +1) (BgR(a) + p+1))
—(1+ @)@+ )] + [? (8563 (a)+ Bot(a) + D+ Bot(a) +1) ¢ + (1 + (5 +1):
Wi 40+ 1) (14 1)] 297 = g'n? L+ p)” + [~20Gg(1+ ) (14 (0 + D) ° (5.20)
+2 [((B363(a) + Bet(@) + Dp+ Bot(a) +1) ¢+ (1+ w)(1+ (5 + 1)) | nCaq®?

206’ (1 + )]

En donde Ny, y De, corresponden al numerador y denominador de la ecuacién (5.3) respecti-

vamente.

Por consiguiente, se emplea la ecuacién (3.86) propuesta por Nishihara:

= 21
h 1—1r2 (5.21)
De la forma de la ecuacién (3.87) se define:
N
Denominador — %ador =0 (5.22)

Al sustituir el conjunto de ecuaciones (5.19)-(5.21) en la ecuacién (5.22), se obtiene una ecua-

cién de grado 12 en 2. Posteriormente, se convierte a una ecuacién monica.

La ecuacion resultante tiene la forma:
Q2 400 4+ P + 35 + e+ 502+ =0 (5.23)

Donde los coeficientes ¢, se describen en el Apéndice C.
Al realizar el cambio de variable y = 2 para disminuir la ecuacién (5.23) a grado 6 respecto de y.

Se encuentra que la ecuacién correspondiente a f, es:

fo = 9%+ a1y’ + oy’ + ey’ + cay® + esy' 6 =0 (5.24)

fo—= (=942 —yB)*WY—yc)*=0 (5.25)

Al expandir la ecuacién (5.25) y comparar los términos correspondientes con los coeficientes ¢,

de la ecuacion (5.24) se obtiene el sistema de ecuaciones (3.93)-(3.95) corrrespondientes a f1, fa y

ES
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1 1 1
fl(ﬁa(su ¢17M7Q777’ r, CQ) = G4+ §G2 + ZG?) - ZGl (526)
f2(ﬁ’5a ¢15M7Q777a r, C?) = 2G7G8 + G5G6 (527)
f3(6767 ¢1;M7q777; r, CQ) = G(9 - 2G10 (528)
Las funciones f,, (8,0, ¢1,q,n,7,(2) paran = 1,..., 5 son expresiones muy extensas y se expresan

por G;(B, 90, ¢1,q,n,7,(2). Por lo tanto, la matriz jacobiana Jy asociada al sistema es:

of 0fh Oh AN
dg  On 0C Ou

_ o 8f 8f2 Of
IN=1% o oG on (5.29)

Ofs Ofs 0fs 0Ofs
dg  On 0¢ Ou

Para hallar las ecuaciones fy y f5, se consideran los determinantes de 3x3 mas ‘simples’ asocia-
dos a la matriz jacobiana, con la finalidad de ahorrar memoria de cémputo para su solucién. Asi,

los determinantes fs y f5 son:

ofi Ofi 0N

dq On 9

f4(6767 (bla,ua q,n, T, C_:Q) = |92 Of 0fs (530)

dq On 9
ofs 9fs 9fs
dg  On  0OC

‘5(f1, f2, f3)
8((],7’],C2)

df1 of1  9f1i
op dq  0C2
_ | 8f2 Ofz Of
- % % g (531
ofs  Ofs Ofs
ou dq  0(2

0
f5(6,5, ¢17M7Q7n7 T, CQ) - ’W

De este modo, se obtiene un sistema de 5 ecuaciones no lineales (f1, f2, f3, fa y f5) con 5
incégnitas (i, 1, ¢, 7'y (2). Para solucionar el sistema de ecuaciones se utiliza método de Newton-
Raphson tomando como valores iniciales las soluciones obtenidas en la técnica de calibracién de

frecuencias de los puntos fijos extendida, ver tabla 5.3.

Los resultados obtenidos para los pardmetros 6ptimos a través del método de Nishihara con los

valores de 3 =0.10, § = 1 y ¢1 = v/2 (tabla 5.1) se muestran en la tabla 5.5 .
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Tabla 5.5: Resultados numéricos de los pardmetros optimos obtenidos mediante el método de
Nishihara.

Criterio Hy
Parametros Valor
Hopt = 0.34842
Nopt = 0.83795
opt = 1.19237
C20pt = 0.67656
r = 0.91077

Al despejar la variable H(s) de la ecuacién (5.3) y sustituir los valores numéricos de la tabla

5.5, se obtiene,

1.817(2.09* — 4.53402 + 1.418)2 + 1.817(—2.29403 + 1.9210)2
Hyish = \/ ( ha )+ ( i ) (5.32)

2.696026 — 9.3810% + 8.50502 — 1.911)2 + (—3.09305 + 6.3362% — 2.58902)2

En la figura 5.4 se muestra la gréfica de la ecuacién (5.32).

Criterio H
o0
5 T ‘ ‘
_(2 =0.676

4 L opl n
,-\3 [ 7
S
’ i / i

1 |- -

0 1 | | | |

04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Q

Figura 5.4: Gréafica de H(2) utilizando los pardmetros 6ptimos.

Finalmente, la comparacion de las graficas para los parametros 6ptimos obtenidos por medio de
la técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida (ecuacién (5.18)) y el criterio

Hy (ecuacién (5.32)) se muestra en la grafica 5.5.
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Comparacion de los métodos de optimizacion

_CNishihara: 0.676
4r —Ceppr=0-513 |
A3 [ 7
=
T
) +
1 - ,
0 L L L L L
04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6

Figura 5.5: Comparacién de los resultados obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos
extendida (EFPT) y el criterio Huo.

Es posible deducir que el aplanamiento de la curva es mayor cuando se emplea el criterio de
rendimiento H, porque la técnica de los puntos fijos extendida solo es una aproximacién a la solu-
cién analitica. Sin embargo, el beneficio de emplear la técnica de calibraciéon de frecuencias de los

puntos fijos extendida es superior porque existe mayor ahorro en la capacidad de computo.

En la tabla 5.6 se reportan los valores numéricos para los pardmetros 6ptimos obtenidos a través

del criterio de rendimiento H,, para diferentes valores de 3 correspondientes al 5%, 8 % y 10 %.

Tabla 5.6: Valores numéricos de los parametros 6ptimos al modificar el valor de .

Criterio Hy
d=1 y 1 =V2
B Hopt Nopt Qopt G2 opt [ Hoo |l
0.05 0.14942 1.09085 1.09151 0.49984 3.42508
0.08 0.26741 0.92593 1.15543 0.62330 2.70377
0.10 0.34842 0.83795 1.19237 0.67656 2.42191

En la figura 5.6 se muestra la representacion grafica de la respuesta en frecuencia de la estructura
primaria acoplada al ISDVA’s considerando los pardmetros 6ptimos de la tabla 5.6, al cambiar el

valor de f.
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5 T
—3=0.05
4l —$3=0.08 .
—3=0.10

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 5.6: Grafica para los distintos valores de S obtenidos por el criterio de rendimiento Hy.

Finalmente, en la tabla 5.7 se hace una recopilacién de las tablas 5.4 y 5.6 de los pardmetros
oOptimos obtenidos por medio de la técnica de calibracién de frecuencias de los puntos fijos extendida

y el criterio Hy,, respectivamente.

Tabla 5.7: Tabla resumen de los valores numéricos para los pardmetros 6ptimos al modificar el valor
de B obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos extendida y el criterio H., estableciendo

§=1y¢1=v2.

Parametros 6ptimos para el ISDVA’s
0=1 y gbl :\/§

Puntos fijos extendida Criterio Hoo

B Hopt Tlopt Gopt CQOPt Hopt Tlopt Gopt CQOpt
0.05 0.10990 1.15938 1.04834 0.38613 0.14942 1.09085 1.09151 0.49984
0.08 0.18500 1.03231 1.07522 0.47273 0.26741 0.92593 1.15543 0.62330
0.10 0.23850 0.95749 1.09205 0.51346 0.34842 0.83795 1.19237 0.67656

Para calcular el porcentaje en la supresién de vibraciones, se calcula el indice del ancho de
banda de supresién de vibraciones %S B;. De esta manera, se considera la funcién de respuesta en
frecuencia del sistema tipo viga con absorbedor dindmico de vibracién en serie basado en inersores
(ISDVA’s), ver figura 4.1 y la FRF del sistema tipo viga con absorbedor dindmico de vibracién clé-
sico (DVA), ver figura D.2. Para comparar ambos sistemas, se toma como referencia la FRF cuando

no existe absorbedor dindmico de vibracion en la estructura tipo viga (estructura sin control). En la
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figura 5.7 se muestran las curvas mencionadas anteriormente. Cabe mencionar, que para las curvas

del ISDVA’s y el DVA clésico se emplearon las FRF’s obtenidas por el criterio Hye.

5 T : HE T .:‘ . T
P iv 1 —I|SDVAs

SB T B F
DVA CLASICO ™ ~~._ % H 1 I

4l i i |—DVA clasico i
o : EN DVA solo con resorte

53 — -Estructura sin control
I 2

1

%.2 0‘4 0|6 Olé 1‘ 1 ‘2 1I4 1‘6 1 ‘8

Figura 5.7: Comparacién de las curvas de las FRF y el indice del ancho de banda de supresién de
vibraciones %SB; del ISDVA’s y el DVA clésico. Los pardmetros 6ptimos para el ISDVA’s son:
Hopt = 0.34842, 1opr = 0.83795, qopr = 1.19237 y (o, = 0.67656, mientras para el DVA clésico son:
Topt = 0.83322 y (opr = 0.25217, ver Apéndice D.

Por consiguiente, la ecuacion para calcular el agrandamiento del ancho de banda operativo del

sistema es:

SBispva — SBpvA clésico
S BDVA clasico

%SBISDVA = x 100 % (533)

De la misma forma, para calcular el indice de reduccién de la amplitud de vibracion del ISDVA’s
con respecto al DVA clasico, se encuentran los puntos maximos correspondientes a cada FRF entre
los puntos invariantes asociados a cada amplitud maxima de la FRF. Por lo tanto, la ecuacién para
el indice de reduccién de la amplitud de vibracién del sistema es:

SPpva clasico — SPispva
SPpva clasico

%SPISDVA = X 100% (5.34)

Al efectuar el cdlculo, se obtiene que el %S Bispya para el ISDVA’s es del 17.21 % y el %S Pispva
es del 27.45% en comparaciéon con la estructura tipo viga con DVA clésico. Por lo tanto, el ISD-
VA’s de alto rendimiento dindmico mejora y supera al DVA cléasico. Consecuentemente, el ISDVA’s
produce un adecuado desempeiio en la mitigacion de vibraciones cuando se encuentra sujeta una
fuerza de excitacién armonica. Dicho de otro modo, la interpretacion del indice de rendimiento,
sugiere que el rango de frecuencias de excitaciéon en el que la estructura primaria (viga) sujeta al

ISDVA’s o el DVA clésico supera a una estructura sin control (solamente la viga).
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Conclusiones

A partir del desarrollo matematico empleado en este trabajo de investigacién, se pudo encon-
trar un disefio 6ptimo de un absorbedor dindmico de vibracién basado en inersor conectado a una
estructura tipo viga doblemente empotrada. El anélisis matematico se efectiia sobre la estructura
tipo viga cuando se ejerce una fuerza de excitacién externa de tipo arménica. La viga esta acoplada
a un arreglo en serie de dos absorbedores dindmicos de vibracién A y B. Cada DVA, se encuentra
conformado por un elemento de masa situado en serie con un arreglo en paralelo de un amortigua-
dor y un resorte. Una de las terminales del inersor se encuentra conectada a tierra mecénica y la

otra terminal se conectada a la masa del DVA-B.

Para efectuar el andlisis cinemético, fue necesario obtener las ecuaciones de movimiento a partir
de la teoria de Euler-Lagrange considerando fuerzas no conservativas generalizadas. Seguido de la
obtencién de los parametros adimensionales, a partir del teorema II de Buckingham, lo que conduce
a la respuesta en frecuencia adimensional del sistema. La validacion del modelo matematico de for-
ma numérica, se realizé mediante el uso de un sistema de computo numérico utilizando los criterios
de optimizacion H,, basado en el método de Nishihara, siendo un método rapido y eficiente para la
solucién numérica de los pardametros 6ptimos del ISDVA’s y la técnica de los puntos fijos extendida,
siendo una aproximacién de la norma H., que considera el teorema de Vieta y la teoria de Steen
Krenk. Particularmente, la técnica de los puntos fijos extendia solo requiere del conocimiento de la
suma y los productos de las raices reales de ecuaciones cudrticas, sin la necesidad de resolver un
conjunto de ecuaciones no lineales que para su soluciéon dependen directamente de la capacidad de

procesamiento de computo y puede llegar a ser engorroso.
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Capitulo 6.1. TRABAJOS FUTUROS

Por lo tanto, al comparar los resultados obtenidos para los pardmetros éptimos correspondientes
a la técnica de los puntos fijos extendida y el método de Nishihara, se demuestra que se logrd
minimizar las amplitudes de vibracion del sistema relacionadas con la respuesta adimensional en
frecuencia del sistema en un intervalo de frecuencias establecido. Adicionalmente, se corrobora la
similitud de los mismos.

De lo que se concluye que, al calcular el indice de del ancho de banda de supresién de vibraciones
existe una ventaja superior al 17 % cuando se utiliza el ISDVA’s propuesto, en comparacién con
el DVA clasico cuando actiia una fuerza externa de tipo arménica. De esta manera, la hipotesis

planteada al inicio de este trabajo de investigacién ha sido demostrada exitosamente.

6.1. Trabajos futuros

Para complementar el trabajo desarrollado en esta tesis, se proponen los siguientes estudios

futuros para mejorar algunos aspectos del mismo y ampliar los resultados obtenidos.

e Obtener el modelo matematico de la estructura tipo viga doblemente empotrada considerando

otros tipos de fuerzas de excitacién, como fuerzas inerciales o aleatorias.

e Realizar la implementacion fisica del modelo matematico de la estructura tipo viga con ISD-

VA’s.

e Corroborar los resultados obtenidos de forma teérica vs los resultados experimentales, para
demostrar la efectividad del modelo matemético y sus medidas de incertidumbre para evaluar

la validez de los datos conseguidos.

e Desarrollar un método matematico que considere analiticamente todos los coeficientes de

amortiguamiento presentes en un sistema mecanico.

e Considerar diferentes topologias de redes mecanicas basadas en inersores para obtener la

mejor respuesta en estado estable sujeta a una fuerza de vibracién externa.
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Apéndice

Modelo matematico

A partir las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtienen las energias asociadas al sistema de la

figura 4.1.
T = My [j( OF + g [0 + 3ma (0] + S0 13(0)” (A1)
2 ’ 2 2 2
U = 5Ky, OF + 5k lin(6) — 9@ 0 + 3k [oa(®) — (1)) (42)
D= Jer[inlt) — ile O + gz liat) — (1)) (A3)

Donde M, y K, son la masa y la rigidez de la viga respectivamente. Empleando la ecuacién

(3.34), se encontraron las 3 ecuaciones de movimiento asociadas al sistema.
e Para la viga, cuyo desplazamiento es y(x,t):
Myj(x,t) + Koy(z,t) = F(z,t) + kayi (t) = y(a, 0)] + a1 [91(t) — 9(a, 1)] (A4)

Dado que el lado izquierdo de la ecuacion (A.4) estd en términos de una funcién y que depende

de la posicién z y el tiempo ¢ respecto a la viga, se sustituye la ecuacién (3.23) en la ecuacion (A.4).

O*y(w,t)
ozl

O%y(x, 1)

EI —
ot?

+pA = Flo,t) + (k) — y(@, O] + ealin (@) — (@, D]}z —a)  (A5)

Donde 6(x —a) es la funcién delta de Dirac. La expresién entre corchetes puede ser aproximada
por la funcién delta e indica que es valida cuando la distancia x es igual a la ubicacién a del

ISDVA’s. En realidad representa una distribucién de carga infinitamente grande en el punto = = a.
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e Para el DVA-A, cuyo desplazamiento es y; (t):
madj(t) + ki [y1 () — y(a, )] + e1 [11 () — 9(a, )] = k2 [y2(t) — 1 (O] + 2 [f2(t) — (1) (A.6)

e Para el DVA-B, cuyo desplazamiento es ys(1):
ko [y2(t) — y1()] + 2 [f2(t) — 1.(8)] = —(m2 + b)ia(t) (A7)

Igualando las ecuaciones (A.6) y (A.7), se tiene:
ki [ya(t) — yla, O] + e [11(2) — 9(a, )] = —magin(t) — (ma + b)ij2(t) (A-8)

El término del lado izquierdo de la ecuacion (A.8) aparece del lado derecho de la ecuacién (A.5).

Sustituyendo (A.8) en (A.5), se tiene:

O*y(x,t)
Oxt

%y (x,t)
o2

EI +pA = F —{miiji(t) + (m2 + b)ii2(t)}0(z — a) (A.9)

La solucién para la vibracion forzada de la viga, se puede determinar con el principio de su-
perposiciéon de modos. Para esto de las ecuaciones (3.41) y (3.43), la deflexién de la viga y sus

condiciones de frontera se expresan como:

so ) =Y amet) v T g (A.10)
=1

Sustituyendo la ecuacién (A.10) en (A.9),

+ pA

Er [i w(0B6:(2)

) 2
> o) 5;2(“] = P = {mui(t) + (ma + Bia()}d(z —a) (A1)
=1

Suponiendo una fuerza de excitaciéon armonica, la variable F' se expresa como:

F=F(z,t) = f(z)g(t)

Asi,
00 00 2.
EI [Zqi(t)ﬁf‘@(:c) +pA Zﬁbi(x)d;l];(t)] = f(2)g(t)—{madi1 (t)+ (ma+b)ija () }d(z—a) (A.12)
i=1 i=1
Suponemos,

gt) =€, a(t) = Qi(w)e™,  ya(t) = Ya(w)e™
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Obteniendo las segundas derivadas, sustituyendo y simplificando,
> Quw)ei(x) [EIB! - pAw?] = f(2) + wH{miYi(w) + (ma + D)Ya(w)}o(@ —a)  (A.13)
i=1
Multiplicando por la funcién modal ¢;(x) y aplicando la propiedad fundamental de la funcién
d—Dirac:
3 Qu()ile) [EIB! — pAw] 6u(2) = F@)di(w) + W {muYi(w) + (ma + D)Ya(w)}éi(a) (A.14)
i=1
Para determinar y; (t), que corresponde a la coordenada de movimiento del DVA-A | en términos
de Y7 (w). De la ecuacién (A.6), consideramos una fuerza de excitacién armoénica.

) =Yiwe™ = g =iwhwe = §t) = —wVi(w)e
ya(t) = Yo (w)e™! = U2 (t) = iwYs(w)e™!

y(a,t) = Y(a,w)e™! = y(a,t) = iwY (a,w)e™"

Sustituyendo en la ecuacién (A.6) y resolviendo para Y7 (w):

iw[cYo(w) + a1Y (a,w)] + koYao(w) + k1Y (a,w)

Yi(w) = - A.15
1( ) —m1w2 + (Cl + CQ)ZCU + k1 + ko ( )
Para amortiguamientos estructurales bajos, es decir, considerando ¢; = 0.
k ] Y5 k1Y
Yi(w) = 2 iwea)¥o(w) + k1Y (e, w) (A.16)

—miw? + cgiw + k1 + ka

De la misma manera, para determinar y2(¢) en términos de Ya(w), correspondiente a la coor-
denada de movimiento del ISDVA’s. De la ecuacion (A.7), consideramos una fuerza de excitacion

armonica.
ya(t) = YQ(w)ei‘“t = ya(t) = z'ng(w)ei‘“t = Ja(t) = —wQYg(w)eM

yi(t) =Yi(w)e™ = () = iwY(w)e!

Sustituyendo en la ecuacién (A.7) y resolviendo para Ya(w):

Y1 (w)[iwcz + ]ﬁg]

Y- = A.17
2(w) iwey — w?(ma + b)) + ko ( )
Se tiene Y] (w) y Ya(w). Sustituyendo (A.17) en (A.16) y resolviendo para Y7 (w).
Makiw? — i ~kiko)Y
Yi(w) . ( lew ZClew klkg) (a,w) (A.18)

- —M2m1w4 + (MQ + ml)iCQLdg + [(MQ + m1>k2 + Mgk‘l]w2 —icokiw — k1ks

Universidad Tecnologica de la Mizteca Pagina 81



Capitulo A

donde My = mg + b.
De esta manera, tenemos Y;(w) en términos de Y (a,w), que es la posicién del DVA-A. Ahora,

se pondrd a Y2(w) en términos de Y (a,w). Sustituyendo la ecuacién (A.16) en (A.17).

—(icgkiw + k1k2)Y (a, w)

Y- — A.19
2(00) —M2m1w4 + (MQ + ml)iCQW?’ + [(MQ + ml)kg + Mgkl]wz —icokiw — k1ko ( )
Sustituyendo las ecuaciones (A.18) y (A.19) en la ecuacién (A.14).
> Qi) (2) [BIB} — pAw?| ¢i(x) = f(2)i(x) + w?i(a)Y (a,w):
mq (M2k1w2 — iCQlew — klkz) — M2 (’iClew + k1]€2) (A 20)
—M2m1w4 + (M2 + ml)i02w3 + [(Mg + ml)k‘g + leﬁ] w? — icokiw — k1ko '

Integrando respecto a x. Considerando a p y A como constantes, tomando la propiedad de la

integral de la ecuacién (3.43) y multiplicando por la funcién modal ¢;(z).

S ¢i(z) Jy’ ¢i(w)f(x)dx o~ di(x)di(a)
i:Zl QZ(W) <Z E})ﬂ4 pAwQ) ) + WQY(CL,OJ) (lzl L(Elﬁf — pAw2)> .

mi (M2k1w2 — iClew — klk‘g) — M2 (’iClew + klkg) (A 21)
—Momqwt + (Mo + ml)iCQW?’ + [(My + mq)ka + Mok w? —icokiw — kiko '
Definiendo:
wi= [ @i (r22)
— __ ¢i(z)¢i(a)
Gi(z,w) = ; L(BIB? — pAa?) (A.23)
> az¢z )
=Y (A.24)
= L EIB4 pAw?)
H(w) _ (—M2m1w2 + (m1 + Mg)iCQW + (m1 + Mz)k‘g)k‘l (A 25)
—M2m1w4 + (M2 + ml)iCQWS + [(MQ + ml)kQ + Mgk‘l] w? — icokiw — k1ko '
Dado que:
= Qi(w)¢i(x)
i=1
Se reescribe la ecuacién (A.21):
Y(z,w) = Ga(r,w) — Hw)G1(z,w)Y (a,w) (A.26)

Para obtener la expresion Y (a,w), se evalia en la posicion del ISDVA’s. Por lo que:
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Ga(a,w)

Yy _ A.27
(0.6) = TG (A.27)
Sustituyendo en la ecuacién (A.26),
Gl (aa CU)GQ(.Z',CU)
Y =G — A.28
() = G0 = ) w) 42
Multiplicando y dividiendo por mj, la ecuacién (A.25) se reescribe como:
H(w) = myw?J (A.29)
Donde J es:
g (—Mamaw? + (my + Ma)icow + (mq + Ma)ka)k: (A.30)
my(—Mamyw* + (M + mq)icow? + [(Ma + mq) ks + Maoky] w? — icokiw — k1ks) '
Recordando que My = mq + b. Se definen las siguientes variables adimensionales.
k k c b
2 1 2 2 2
wa ma v mo <2 2m2w3 mo ( )
mi w1 wA w1
Wi 2 BIp}
;= 2 2 _ J 1 A.
7= == 8= (u+1) (4.33)

Asi, la ecuacién (A.30) en su forma adimensional queda expresada como:

¢* [(1+ (6 + Dw)n*q® + 21 + (6 + Dp)Gang — (6 + 1))

—(04+ 1) + 2i(1 + (0 4+ 1)) CangS¥ + (1 + (6 + L)p)n? + 0 4+ 1)¢?Q2 — 2i¢ang3Q — Q(4772 )
A.34

J =

De la ecuacién (A.32), se tiene w = Qw;. Sustituyendo en la ecuacién (A.25):

H(w) = miw?Jy (A.35)
Donde: J; = Q2J.

Sustituyendo (A.35) en (A.28) junto con las variables adimensionales correspondientes.
Yz aidi(a) | | XE di(x)di(a)
i aidi(x) L(Elﬂz4 — w?pA) L(EIBZ4 — w?pA)
= LBIS —wPpd) ! =107 (@)
L(EIB} — w?pA)

(A.36)

mlw%Jl

De las ecuaciones (A.32) y (A.33) despejamos para w, EI3#, w? y my y efectuando el desarrollo

algebraico correspondiente se obtiene.
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Ba;pi(a
S(z, Q) i %i(a) Zl 7? A.37
(2, pALwQqul %2—92_%‘2_92. pw+1 Zﬁ¢2 a) (A.37)
Ji — 7 — Q2

Evaluando en x = a y considerando el primer modo de vibracién.

S(a, Q)pALw? _ p+1
arpr(a)  J1Bd(a) — R(u+ 1)+ (u+1) (A.38)
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Puntos fijos extendida

(1) [0+ + ((1+ (0 + Dp)n® + 5+ 1) 02> — g*p?]

(14 1) - [2nGoq (1 + (5 + 1)) O° = 26omg>Q]

{0+ @+ D28+ [(—r2E+ D + (0 + 20 = 5= 1) p—n?
— (0+1)(Bo3(a) + 1)) ¢* = (1+ w)(6 + 1) Q' + ¢* [n? ((ﬁ&zﬁ( )+ Be3(a) + 1)p
+ B63(a) +1) ¢ + (L4 ) (PO + Dp+n* +3+1)| 92 = ¢'n*(1 + p) |

D = {2Gq [~(1 4 1) (1 + (+ ) Q' + |6+ p + [ (8363 (a) + B (a) + )¢

(
+ 0+ 2p+ 1+ (Bod(a) + 1)¢?] Q% = (1 + )| 2}

A
B
C

016, aymq) = [+ DR — (14 G+ Dyan® +5+ 1) 22+ ¢*?] (1 + )
O2(6, 8,6, 1,m,0) = (1+ ) (3 + 1) + [ (=(1+ ) (1 + (G + D))
—(@+ 1B + p+1) ¢ = A+ )0 +1)] 9
03(9, 8,0, 1, m.q) = [ (863 + BT + Dpu+ 867 + 1)’ + (1 + (5 + D)’

1)1+ u)]q292 — ' (1 +p)
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Método de Nishihara

er = { (4G’ + (4G — 202w + (=20 — 2) — 2807 — 2) &
+ (8°Gu® + (1663 — 4)nPp? + (4 + (86 — 6)0° ) i — 4867 — 20° — 4) 6
+an? Gt + (1263 — 2) n?p? + (—2+ (126 — ) p+ (463 — 2) ? — 286% — 2| ¢

~2(5 +1)%(1+p) } ((5+1)21(1+M)>

1

“= ((5 T12(1 1 p)
—4G +1) 2 + (140" + (44 (=8¢ + B6?) 1?) 0% + (2+ 6 + ((—32¢3 + 8) 363
—16¢3 +12) 1) 6+ 1+ 65* + ((—24¢3 + )86 — 2463 +8) 1) 2 + (((486% + 2

+286% +2) 0% + (20" + ((—16¢3 +12)863 — 83 +12) n* + 4863 + 4) 6 + 4’

) A0+ 12t 4200+ 1) ((—4803G + i +1)8 — 4863 + 20

2
+((~24G3 +8)86% — 24G3 +10) 1P + 2867 +2) ji+ (863 +1)" 0> +4 (ﬂfl +1 + ;) :

1

(5% + 1) 8+ =8 (¢ - 3 ) (0 + 1) + (5% +1)"| a* — 801+ ) (P36 + 1P

+ <<§§ — ;) §+3¢G - ;) (6 + D) + ((—U; — ;) 62 + <—1+ <2§§ - ;) 772> §
—%'f‘ (3422—1)772>u+ (—Bf—;) 6% + (—1—7722—65%><%L (g%—;)rf
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5.2
cs = ((6 n 1)22(q1 + u)2> AP+ (@ + Dp1) (6+ 1 + (3567 + 5ot +1)¢?

1

32 )k 1 (5% + 1062 )t + (220 02t - 4 (( (9063 - 5 ) 0+ 563G

v - )t (G- g)orad-g)) @+ (-2( (003~ )0
HBEG+ G~ 5 ) (9063 + 3ok + D' + ((4+ (463 +2)867) 6 + ((-16¢} + )36}

5

~16¢3 +12) 6+ (—12¢3 + 2)B¢} — 24¢3 + 8) ¢* - 2 ((c% —1)0%+ (64% - 2) 546G

=3) )+ (864 1) (58263 + (24 (-4G3 + 2862) 6+ (463 + )56t — 43 +2) ¢!
+ ((286% +2)8% + ((—863 + 6)B867 — 8¢5 +12) 6 + (=126} +4) Bg} — 24¢3 +10) ¢?
12 (62 4+ (—4G3 +4)6 — 83 +3) ) jr+ ((Bot + 1) + (266F + )¢® +7?) (-2 + 5+ 1)) n?

+(1+ ) (@ + )+ (B3 + 1)g® +72) (6 + 1)}

er = [(r2(@+ 1) +2 (8563 + Bo? + 2)g* + 720 +2)) (5 + Dpi® + (8067 + Bt + 1)%¢*
+ (26563 + (8863 + 8)6 + 6867 + 12)¢> +r2(8? + 65 +6) ) u* + (2867 + 1) (8667 + Bt
+ 1)g* + (48667 + 6807 + 40+ 12) ¢* + 22(5 + 2) ) p + (B6F + 1)%¢" + (2861 + 4)¢* +r*) '
+2 (20 + 1)(=4G + 5+ 1) + (80261 + 2+ (—4G3 +2)861)5 + (—4¢F +1)80 — 4¢3

+ 2) 426+ (—4AG +4)5 — 82 + 3)) [+ 2 ((5¢% + 1)+ r2> (=23 +6+ 1)) (1+ p)n?

+ 26+ 1)2(1+ p)?] ( ¢ )
(6 +1)2(1 +p)?

es = {=2[(r2(@+ 1) + (120 +2) + (B06% + Bo + )a?) i+ (8o +1) ¢ +72)

+r2 (<23 +0+1) 1+ ] ¢} / {0+ 120+ )}
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Apéndice
Viga con DVA clasico

En este apartado se recapitulan los resultados para los parametros 6ptimos del sistema tipo viga

con el DVA clésico, obtenidos a través de la técnica de los puntos fijos y el método de Nishihara.

Sx)g(0)

Figura D.1: Estructura tipo viga con configuracién de control de vibraciones basada en inersor [58].

Los pardmetros 6ptimos obtenidos por Jin et al. [58] a través de la técnica de los puntos fijos

para la estructura tipo viga basada en inersor mostrada en la figura D.1 son:

;o Vitd
P (1 + d)pg?(a) + 1

_ |31+ d)?udi(a)
Copt —\/ [(1 +d),u¢2(a) ] (D2)

Donde T es la relacion de frecuencia 6ptima y ¢ es la relaciéon de amortiguamiento éptima.

(D.1)
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fx)e(®)

FY ¥

y(x.0)

Figura D.2: Estructura tipo viga con DVA clasico [58].

Si se considera b = 0, se obtiene una estructura tipo viga con un absorbedor dindmico de

vibracién clasico, como se ilustra en la figura D.2. Por lo tanto, los pardametros éptimos son:

1
Topt,b:() = qu%(a) 1 (D3)
a 3u¢3 (a)
Copt,b:O - 3 (N(ﬁ%(a) i 1) (D4)

Estableciendo un valor fijo para la variable u, con la finalidad de obtener soluciones numeéricas y
efectuar la comparacion con los valores obtenidos por el método de Nishihara. Los resultados para

u = 0.1, se muestran en la tabla D.1.

Tabla D.1: Comparacién de los pardametros 6ptimos y sus respectivos valores numéricos para la
configuracién viga-DVA cldsico obtenidos mediante la técnica de los puntos fijos [58] y el método
de Nishihara.

Puntos fijos Método de Nishihara
Parametro Valor | Parametro Valor
Topt = 0.83333 Topt = 0.83322
Copt = 0.24999 Copt = 0.25217
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