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Resumen

Se presenta una descripcion tedrica de un cristal fotonico 1D hecho de cortinas
dieléctricas: se dan las expresiones correspondientes para acoplamientos dependien-
tes de la posicion y potenciales en sitio, proporcionando un sistema en el que nuestras
predicciones pueden ser probadas, como se reporto en [1]. La viabilidad de un cristal
fotonico con propiedades dependientes del tiempo se discute brevemente. Las ecua-
ciones de movimiento para los operadores de red se resuelven para Hamiltonianos
con y sin dependencia temporal. Se estudian cadenas finitas, infinitas y semi-infinitas
no homogéneas con los correspondientes grupos dindmicos SU(2), SU(1,1) y Heisen-
berg v se calculan los propagadores cristalinos asociados en forma cerrada mediante
las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, en el caso de los grupos semisimples, y
mediante otras técnicas algebraicas de caracter estandar para la cadena de Heisen-
berg. Se discuten las propiedades de propagacién para cada cadena y se encuentra
que, cuando se tiene en cuenta un potencial lineal, se producen oscilaciones de Bloch
en este tipo de cristales unidimensionales (no homogéneos). La dinamica resultante
contrasta con la del Hamiltoniano de amarre fuerte estandar [2]. Renacimientos,
transporte de estados, alfombras cuénticas asi como propagacion de Gaussianas son
susceptibles de discusion para la cadena SU(2). Finalmente, allanamos el camino
hacia los propagadores cristalinos exactos de redes no homogéneas 2D con SU(3) y
SO(4) como grupos dindmicos.
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Abstract

A theoretical description of a 1D photonic crystal made of dielectric slabs is pre-
sented: the corresponding expressions for position-dependent couplings and on-site
potentials are given, providing a system in which our predictions may be tested,
as reported in [1|. The feasibility of a photonic crystal with time-dependent pro-
perties is briefly discussed. Equations of motion for lattice operators are solved
for Hamiltonians with and without time dependence. Inhomogeneous finite, infinite
and semi-infinite chains with corresponding SU(2), SU(1,1) and Heisenberg dynami-
cal groups are studied and the associated crystalline propagators are calculated by
means of the discrete Mello-Moshinsky equations, in the case of semisimple groups,
and by other standard algebraic techniques for the Heisenberg chain. Propagation
properties are discussed for each chain and it is found that, when a linear potential
is taken into account, Bloch oscillations take place in this type of one-dimensional
lattices (inhomogeneous). The resulting dynamics contrast with that of the standard
tight-binding Hamiltonian [2|. Revivals, transport of states, quantum carpets as well
as propagation of Gaussians, are susceptible of discussions for the SU(2) chain. Fi-
nally, we pave the road toward exact crystalline propagators of 2D inhomogenous
lattices with SU(3) and SO(4) as dynamical groups.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivaciéon para estudiar cristales artificiales

Una de las primeras aplicaciones de la mecanica cuantica se dio en el estudio de
cristales, aquellos materiales cuyos constituyentes estan altamente ordenados, siendo
un ejemplo bien conocido el resultado sobre el sorprendente comportamiento de los
electrones en esos entornos periddicos [3]. Sin duda, la fisica del estado solido se
beneficié enormemente de la entonces nueva ciencia con el desarrollo de la teoria de
bandas de los so6lidos, lo que a su vez condujo a la revolucion electronica.

Un siglo casi ha pasado desde el establecimiento de dicha teoria fisica que aho-
ra ha sido verificada muchas veces de forma exitosa. No obstante, el interés por
esos sistemas fisicos no ha desaparecido, al contrario. Aunque originalmente se tenia
en mente a electrones en dtomos, hoy en dia se han concebido una gran variedad
de sistemas experimentales analogos. Estructuras cristalinas han sido creadas de
diferentes elementos, gobernados por leyes dindmicas equivalentes, que van desde
ondas electromagnéticas en medios dieléctricos periodicos (cristales fotonicos) [1-6],
cristales fononicos [7], [8], asi como microondas interactuando con discos ceramicos

dispuestos en arreglos ingeniosamente diseiados [9—12], y, mas recientemente, ondas
mecanicas en resonadores conectados por barras de aluminio [13]. Otro ejemplo in-
teresante lo constituyen los metamateriales cuanticos |14], en los que las propiedades

efectivas dependen directamente del estado de algin subsistema cuantico. Por otro
lado, la litografia por haz de electrones, una técnica bien establecida, juega un papel
clave en el diseno de estructuras periédicas en una dimensién a escala nanomeétrica
[15]. Entre los ejemplos més refinados, que llegan al nivel de manipular unos cuantos
atomos, figuran los condensados de Bose-Einstein en redes de luz [16-18], y de varios
gases ultrafrios en trampas periodicas [19-22|. En varios estudios esto ha conducido,
con toda la intencién, a la emulacion de dindmica microscopica con el objetivo de
estudiar novedosas teorias de la materia a escala macroscopica y asi ganar acceso
a fendmenos que ocurren a ese nivel (atémico y molecular), como es el caso de los
puntos de Dirac en el grafeno [23, 24].

La naturaleza ondulatoria de la materia y la validez de la asercion opuesta,
en el marco de evoluciéon unitaria, nos permite adoptar una vision unificada de
la dinamica de todos estos sistemas y por lo tanto un formalismo tnico ha sido

17



1.2. Evoluciéon de paquetes y propagadores

visualizado para el estudio de estados no estacionarios |2, 25, 26]. Ahora es evidente
que una descripciéon exacta de la dinamica de paquetes de ondas en medios cristalinos
con distintas topologias se necesita. Ein este contexto, el interés en la propagacion
de ondas en cristales naturalmente nos lleva a considerar la accién de un campo
externo actuando sobre ellos. Asi, desde ondas mecénicas en ambientes clasicos hasta
electrones en la materia (solidos), el comportamiento ondulatorio bajo la accion de
un campo externo es de gran interés. Por lo tanto, las contribuciones tedricas en este
sentido son apreciadas hoy mas que nunca. Lo anterior ha conducido naturalmente
al estudio de estos fendmenos desde un enfoque de propagadores.

1.2. Evolucion de paquetes y propagadores

Una descripcion exacta de la dindmica de ondas en cristales con dependencia ex-
plicita del tiempo tiene sus raices en el trabajo fundamental de Mello y Moshinsky
[27] y Quesne y Moshinsky [28]. Ellos demostraron que la representacion unitaria de
transformaciones canoénicas no lineales, y por lo tanto el propagador, en mecéanica
cuantica, se obtiene facilmente de la solucién de un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales acopladas (este conjunto de ecuaciones diferenciales después es trasformado en
otro, ahora de relaciones de recurrencia acopladas, cuando uno considera al espacio
discreto) y que en el caso lineal (oscilador armonico) estén representadas por nticleos
Gaussianos, respectivamente.

Recientemente, las ecuaciones de Mello-Moshinsky (MM), como se conocen [29)],
han sido generalizadas al &mbito del espacio discreto [26], el cual corresponde fisica-
mente a estructuras cristalinas. Alli se demostré que el estudio de las representacio-
nes espaciales de una nueva clase de transformaciones canénicas no lineales conduce
a un nuevo tipo de ecuaciones MM: las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas. La
amplia aplicabilidad de éstas dltimas se ha ejemplificado con el calculo del propaga-
dor para la escalera de Wannier-Stark a una banda [2]. Fen6menos como conos de luz
efectivos en espacio-tiempo fueron descubiertos. Este problema fue iluminado atn
mas mediante la introduccion de campos externos dependientes del tiempo, cuya
solucion (a través de las MM discretas) demostré superar en efectividad a la serie de
Dyson [25] vy que, entre otras cosas, permite controlar la forma de las distribuciones
resultantes pues las causticas se pueden poner en funcién del campo externo. Desde
entonces, un nuevo conjunto de problemas ha sido de considerable interés, entre ellos
el de propagacion en medios no homogéneos, sobre lo que versa este trabajo.

1.3. Nuevos problemas

Los medios no homogéneos se caracterizan por no tener las mismas propiedades
en todos los puntos que lo constituyen. En cadenas de amarre fuerte una forma
de conseguir esto es mediante la introduccion de acoplamientos dependientes de la
posicion. El objetivo de este trabajo es calcular un conjunto de expresiones en for-
ma cerrada para propagadores cristalinos de cadenas no homogéneas mediante las
Ecs. de Mello-Moshinsky discretas y con esto revisar una serie de métodos de teoria
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1.3. Nuevos problemas

de grupos para esta clase de problemas exactamente resolubles asi como analizar
el contenido fisico de cada ntcleo. Para lograr esto, nos basamos en las conocidas
algebras de Lie tridimensionales de los grupos SU(2), SU(1,1) y Heisenberg. Los sis-
temas fisicos correspondientes son los de cadenas no homogéneas finitas, infinitas y
semi-infinitas. Un campo externo permitido da lugar al popular fenémeno de oscila-
ciones de Bloch, esta vez en cadenas no homogéneas, lo cual se analiza a fondo para
cada cadena. Por otro lado, la finitud de la cadena SU(2) nos da la oportunidad de
discutir la reconstruccion y el transporte de estados asi como las llamadas alfombras
cuanticas, junto con la propagacion de paquetes Gaussianos. Su realizacion fisica es
propuesta a través del modelo de un cristal foténico unidimensional.

Este trabajo se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 2 presentamos
un modelo de un cristal (fotonico) unidimensional hecho de cortinas dieléctricas.
Los acoplamientos y potenciales en sitio correspondientes se dan como funciones
del ancho y de la separacion de las cortinas, aunque se remarca la dependencia de
la permitividad, explorando la viabilidad de nuestro modelo de campo externo de-
pendiente del tiempo. Esto hace posible dar una receta general para implementar
acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios. A continuacion, en el capitulo 3,
procedemos a revisar brevemente el formalismo de propagadores cristalinos desarro-
llado por Sadurni [2], [25],[26]. Es con este marco teérico que continuamos, ahora
resolviendo un conjunto de ecuaciones de movimiento para operadores de red con
Hamiltonianos que incluso contemplan dependencia temporal. Las restricciones se
imponen a los acoplamientos en base a los conmutadores. Las soluciones se reformu-
lan como un tipo particular de ecuaciones MM discretas y, después de una revision
de la teoria de grupos semisimples de rango uno, todavia en el capitulo 3, damos
el propagador para las cadenas con grupos dindmicos dados por SU(2) y SU(1,1).
Finalmente, las propiedades de propagacion se escudrinan en el capitulo 4 junto con
el propagador de Heisenberg restante, que ahi se calcula y se analiza. El capitulo 5
da una idea de lo que deberian ser los propagadores cristalinos exactos para crista-
les bidimensionales no homogéneos con SU(3) y SO(4) como grupos dinamicos, de
hecho, se da el propagador de este ultimo cristal. Concluimos en el capitulo 6.
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Capitulo 2

Realizacion de cristal fotonico con
medios dieléctricos

En la presente seccion se obtiene una ecuacion de Schrédinger efectiva para una
cortina dieléctrica, tal y como lo hizo Sadurni en [1], con esto veremos que es posible
emular un pozo de potencial finito de mecénica cuantica en un sistema clasico a
través de una disposiciéon adecuada de elementos dieléctricos cuya interaccién con
un campo eléctrico se describe haciendo uso de las leyes del electromagnetismo. En
seguida, se calculan acoplamientos para dos pozos de potencial, pues, como bien se
sabe, resultan ondas evanescentes en la region entre cortinas. También se dan expre-
siones para las energias en sitio efectivas. Finalmente, los resultados se generalizan
a una cadena de cortinas dieléctricas proporcionando una forma de disenar acopla-
mientos y potenciales en sitio arbitrarios, de forma particular, los que se estudian
en este trabajo. Se discuten las cualidades de este sistema asi como la factibilidad
de un cristal foténico con permitividad dependiente del tiempo.

2.1. Ecuaciéon de Schrodinger efectiva para una cor-
tina dieléctrica, a partir de las ecuaciones de
Maxwell

Consideremos una cortina de ancho L y de constante dieléctrica ¢; sumergida
en un medio de permitividad menor, €5, como se muestra en la Fig. 2.1. La cortina
dieléctrica esta orientada paralela al eje . Ademas, supongamos un modo transversal
eléctrico continuo E que se propaga en la direcciéon dada por el vector k que yace
en el plano x = 0. Mostraremos que dicho sistema emula un pozo de potencial finito
de mecanica cuantica.

Para lograr tal cometido, recordemos que la propagacién de dicho campo esta
gobernada por la conocida ecuacion de Helmholtz 3D general:

1

2 2 2
V7E + uiw e(r)E—l—VL<r)

E- Ve (r)] = 0. (2.1)
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2.1. Ecuacion de Schrédinger efectiva para una cortina dieléctrica, a partir de las
ecuaciones de Maxwell

€2 €2

Figura 2.1: Cortina de constante dieléctrica ¢; sumergida en un medio de permitivi-
dad ey. Aqui elegimos €; > €5 para garantizar la existencia de estados ligados dentro
de la cortina.

Con un campo de la forma E = ¢ (y) e*:*%, i. e. una onda electromagnética polari-
zada en la direcciéon X, que oscila en la direcciéon z y cuya amplitud es modulada por
una funcion que depende de y, y con la funcion dieléctrica e (r) variando tinicamen-
te en la direccion y, podemos mostrar que el argumento del gradiente en el tercer
término del lado izquierdo de la ec. (2.1) es igual a cero. Esto nos lleva a reducir la
ec. (2.1) a

V2E + pjw’e (r) E = 0. (2.2)

La funcion e(r) se define como
i _L L
e(r):{€1 S?ye (-5 3] (2.3)

y da cuenta de la presencia de la cortina dieléctrica. En unidades en las que ¢ = 1,
obtenemos las ecuaciones

(V’+eaw?)E=0, req,

2.4
(V2+62w2)E:O, ré¢Q, (2.4)
donde €2 ha sido definida como la region en la que y € [—%, %]

Estudiemos qué pasa en la region de constante dieléctrica €;. Puesto que E =
E.x, con E, = ¢ (y) e*=* sustituir esta expresion en (2.2) produce

(V’E, + eiw’E,) x = 0. (2.5)
Al calcular el Laplaciano, tenemos
e
2 ik, z 2
VE, =e¢ (8?/2 - kzd))? (26)
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2.1. Ecuacion de Schrédinger efectiva para una cortina dieléctrica, a partir de las
ecuaciones de Maxwell

este resultado es reemplazado en (2.5), con lo que la parte escalar es
(V°E, + e1w’E,) = e**[¢" + (e1w® — k2)¢] = 0. (2.7)

La Ec. (2.7) se puede poner como un problema de valores propios, teniendo en cuenta
que la solucién es valida para todo z, escribimos

— ¢ —aw’o = —k29, (2.8)

esta forma se parece més a la Ec. de Schrédinger. Hemos elegido esta presentacion
para la Ec. (2.8) ya que resulta de utilidad para la analogia. Una ecuacion diferencial
similar se obtiene en la regiéon en la que la constante dieléctrica es €5, a saber

— ¢ — e’ = —K2¢. (2.9)
Ahora, definamos la siguientes cantidades

_ 2
Uy : (62 ) 61)&) <0 (210)

E= €W — k’z.
La motivacion detras de estas definiciones se origina de la observacién de que las
ecuaciones diferenciales obtenidas nos recuerdan, cada una, a la Ec. de Schrodinger
con potencial efectivo del tipo € (r) w?. Entonces, el potencial efectivo que caracteriza
al arreglo de dieléctricos se puede escribir como Uy en la region entre —L /2y L/2,
vea la Fig. 2.2. Finalmente, la ecuacién de Schrodinger efectiva para una cortina
dieléctrica es

—j—; LUOL/2— ly])| 6ly) = Eely). (2.11)

donde © es la funcion de Heaviside. Se puede pensar a la Ec. (2.11) como el equiva-
lente a la ecuacion de Schrodinger estacionaria con Hamiltoniano efectivo
82
H, = —a—yQJon@(L/?— lyl), (2.12)
donde el subindice “e” significa “efectivo”.

Con una energia efectiva negativa, £ < 0 para estados ligados, obtenemos ex-
presiones de la forma

y—%‘ . L
exXp | ——— S1y > 35
(2.13)

L

+ . L
X ) St¥s 73

exp

para las soluciones simétricas, mientras que para |y| < % la funcion ¢ (y) es trigo-
nométrica. Las funciones (2.13) son ondas evanescentes definidas de tal forma que
s6lo nos preocupamos por la distancia a las esquinas del pozo. La energia efectiva se
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2.1. Ecuacion de Schrédinger efectiva para una cortina dieléctrica, a partir de las
ecuaciones de Maxwell

(61-€)w?

Figura 2.2: Pozo de potencial efectivo correspondiente a una cortina de constante
dieléctrica €; sumergida en un medio de permitividad menor, €5. El potencial efectivo
Uy es negativo.

relaciona con la profundidad de piel mediante la ecuacion \ = ﬁ, como se puede

verificar.
Para hallar los potenciales en sitio hay que resolver la ecuacion trascendental

C‘Q_ZZ

t =Y> = 2.14
an z p; ; (2.14)
con )
L 9 L
e=oVIll+E y  C=l{5 ) (2.15)
que resulta de la continuidad de las soluciones en |y| = %, tal y como se hace en

mecanica cuantica. Se sabe que existe al menos un estado ligado para dicho pozo
el cual es de nuestro interés, para encontrar su energia efectiva sélo debemos hacer
(? < 1y resolver (2.14). Tomando en cuenta un pozo poco profundo, un estimado
de la energia de dicho estado es

_L2U02 . L2(61 — 62)20.)4

F = = — . 2.16
1 1 (2.16)
Este resultado nos da la siguiente expresion para la profundidad de piel
2
A ———— (2.17)

L(er — €3)w?

Ambas expresiones dependen justamente de parametros controlables del sistema
como el ancho de la cortina y las constantes dieléctricas en juego por lo que la
profundidad de piel se puede ajustar facilmente.

Otro caso de interés es aquel en el que el pozo es bastante profundo. Nos en-
focaremos en los estados cercanos a la base del pozo. Es bien sabido que cuando
¢? > 1, los valores de z, para las funciones de onda simétricas, se acercan al valor
correspondiente al pozo de potencial infinito, es decir

z

bo|

2m+1), m=0,1,2.... (2.18)
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2.2. Estimacion de acoplamientos y energias en sitio para dos pozos de potencial

Hay que recordar que el ntimero de valores posibles de m depende de qué tan profun-
do sea el pozo y de cuan ancha sea la cortina. En otras palabras, para los estados del
fondo del pozo, no hace mucha diferencia que el pozo sea finito, siempre y cuando
sea lo suficientemente profundo. Esto nos permite poner la profundidad de piel en
términos de las variables geométricas del pozo pues notemos que de (2.18) y (2.15)
se sigue que

2 (2m + 1)?

Em%Uo—F 12

(2.19)

con lo que la profundidad de piel es

2m+1
\/|U0 )|

Asi que tenemos otra forma en la que A\ depende del ancho del pozo. Con esto hemos
encontrado un sistema clasico capaz de emular los fenémenos cuénticos asociados al
pozo de potencial finito, de especial interés es el sistema que consiste de una cadena
de atomos con electrones fuertemente enlazados.

(2.20)

2.2. Estimacion de acoplamientos y energias en sitio
para dos pozos de potencial

Imaginemos ahora dos cortinas dieléctricas acomodadas como se muestra en la
Fig. 2.3. Es posible obtener una expresion para las energias en sitio y los acopla-

L+L'
2

-= L d+
2

Figura 2.3: Dos cortinas dieléctricas de ancho L y L’ y grosor de piel A y X, respec-
tivamente, separadas una distancia d. En la region entre L/2 y L/2+ d las ondas se
traslapan.
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2.2. Estimacion de acoplamientos y energias en sitio para dos pozos de potencial

mientos para las dos cortinas dieléctricas, para calcular esta ultima cantidad se hace
uso de la integral de traslape. Es evidente que cada cortina estd caracterizada por
una profundidad de piel y ancho respectivos.
En el marco de la aproximacién de amarre fuerte a primeros vecinos, la integral
de traslape esta dada por
o
A= / dy pH 9", (2.21)

o0

aqui primamos para sefialar que se trata de la funcién correspondiente a la segun-
da cortina y no para indicar una derivada como lo hemos hecho antes. Parte del
integrando es

Ho () = (—% L ue(L)2 - ry|>) () = B9 ), (2.22)

puesto que tanto ¢ como ¢’ son funciones reales. De esta forma, el acoplamiento se
aproxima a
Z+d d2¢/
A~ — dyp—— 2.23
J, g (2.23)
pues notemos que en la region entre L/2 y L/2 + d el potencial efectivo es cero, i.
e. las cortinas equivalen a dos pozos de potencial finito, cada uno de ancho L y L/,
separados una distancia d.
Recordemos que las soluciones de la Ec. de Schrodinger efectiva en la region de
interés estan dadas por las expresiones para ondas evanescentes

¢(y) = N exp (5 ; y) y  ¢'(y)=Nexp (ﬂﬂ) : (2.24)

por lo que al calcular la integral

5 L—y\ N y— (£ +4d)
A =~ _/15 dy | Nexp [ 2 S 2 EXP + : (2.25)
obtenemos el acoplamiento dado por
A+ N _ A= N
A(d) = A(0)exp (— I8N d) sinh ( o d) : (2.26)

en funcién de la separacidén entre cortinas. Esta dependencia es muy importante
pues significa que la propagacion de las ondas en este sistema se puede controlar tan
solo con alejar o acercar a las cortinas entre si. En cuanto a las energias en sitio,
podemos mostrar que estan dadas por (2.16) o por (2.19), tomando como variable
los anchos correspondientes a cada cortina. En lo que sigue damos un ualtimo paso
hacia la descripcion completa de un sistema capaz de emular modelos de amarre
fuerte unidimensionales.
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2.3. Generalizacién a cadenas de cortinas dieléctricas

2.3. Generalizacion a cadenas de cortinas dieléctri-
cas

Con los resultados obtenidos, generalizar a cadenas de cortinas dielectricas no
resulta tan complicado. Para hacerlo, supongamos una cadena de cortinas dieléc-

Figura 2.4: Cristal fotonico 1D. Cadena de cortinas de constante dieléctrica €; su-
mergidas en un medio de permitividad e,. Las cortinas se pueden colocar delibera-
damente de tal forma que una ley de acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios
se pueda disenar.

tricas cada una de ancho L™ separadas por una distancia d,, como se muestra en
la Fig. 2.4, entonces los acoplamientos se pueden obtener mediante la integral de
traslape (2.21) con ayuda de las siguientes definiciones:

(n|Hln +1) = —Aq,
(n|H|n +2) = —A,,

(n|Hn £ k) = —Ay, (2.27)

para los acoplamientos entre primeros, segundos, ..., k-ésimos vecinos. En la apro-
ximacion de amarre fuerte a primeros vecinos s6lo A; es significativo. Las energias
en sitio se pueden estimar, vea (2.16) y (2.19), y difieren tinicamente en el ancho de
cada cortina. De la relacion A = l/m, como hemos visto, se pueden determinar
las profundidades de piel.

La invertibilidad de las expresiones obtenidas en la secci6n anterior nos propor-
ciona directamente la receta de donde colocar cada cortina dieléctrica y también de
cuales deben ser los anchos para lograr satisfacer algiin conjunto de propiedades ob-
jetivo. Consideremos un conjunto de acoplamientos y potenciales en sitio deseados
{A,,V,}, con n el sitio de red. Luego, aproximando la Ec. (2.26) solamente con la
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2.3. Generalizacion a cadenas de cortinas dieléctricas

exponencial, como se sefiala en [1], el conjunto correspondiente de separaciones y
anchos se obtienen facilmente mediante (2.16), (2.19) y (2.26) como:

2
LW = — = Vet — Va|, <1 (2.28)

w2(€1 —62)
2 1
Lg)zw, m=0,1,2,..., (>1 (2.29)
Ny

2 A,
d, = — ( VARS |Vn+1|> 10g<m), (2.30)

con V2 =V, para (2.29). Estas expresiones se derivan de las definiciones que he-
mos utilizado, e. g., A\, = 1/4/|E,| conduce a (2.30), y donde hemos tomado la
expresion general Vigse, — V;, para (2.28). Asi, vemos que podemos construir leyes
de acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios bajo una elecciéon apropiada de
separaciones y anchos {dmL(")}. Como veremos en este trabajo, entre las formas
de interés para la amplitud de salto se encuentran funciones que van como la raiz
de polinomios cuadréticos y lineales.

Es importante enfatizar las caracteristicas de este cristal fotonico y lo que sig-
nifican para el estudio de modelos de amarre fuerte. Como lo hemos visto, tanto
los acoplamientos como las energias en sitio son funciones de dos variables que po-
demos controlar: el ancho de las cortinas dieléctricas y la separacion entre éstas,
esto nos permite sintonizar los acoplamientos a placer y con esto explorar distintos
escenarios, segin se desee. Por otro lado, una pregunta natural que se nos ocurre del
estudio de estos sistemas, en el que incluso consideramos (tedricamente) un cristal
con propiedades dependientes del tiempo, va sobre si es posible construir un cris-
tal con caracteristicas de ese tipo. Primeramente, uno pensaria que el sistema se
controla bien variando el ancho de las cortinas dieléctricas o su separacion, sin em-
bargo, observemos que (2.16) también puede ser ajustada variando la permitividad.
Lo anterior abre la posibilidad de considerar funciones dieléctricas dependientes del
tiempo. Esto es muy interesante, como puede notarse. Estamos familiarizados con
la dependencia en frecuencia de la funcién dieléctrica mas no del tiempo.

Algunos estudios muestran que tal escenario puede ser fisicamente realizable, por
ejemplo, en [30] se explora, mediante simulaciones, la posibilidad de variar la fun-
cion dieléctrica de monocapas moleculares de ANT (antracenotiol) sobre sustratos
de oro con ayuda de pulsos laser de corta duracion (del orden de centenas de ps). Se
reporta una variacion de 8.18 a 8.94 en el valor de la funcion dieléctrica antes y en el
momento donde la intensidad del pulso es maxima, después de la cual vuelve a su es-
tado original. Otra propuesta, dada en [31], consiste en implementar la dependencia
temporal de la permitividad con ayuda de medios movibles, la idea general estriba
en hacer uso de un medio no lineal isotropico que se mueve con cierta velocidad y
sobre el cual incide, de forma paralela al movimiento, un pulso intenso, e. g., de tipo
Gaussiano. Este genera una respuesta no lineal de la polarizacién del medio, que
para medios isotropicos, como el que se propone, significa considerar sé6lo hasta el
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2.3. Generalizacién a cadenas de cortinas dieléctricas

término no lineal correspondiente al del efecto Kerr 6ptico, i. e. el de tercer orden, lo
anterior se traduce en una funcion dieléctrica dependiente del espacio y del tiempo.
Funciones del tiempo lineales y exponenciales se discuten. Los resultados reporta-
dos en [32] son otro ejemplo interesante puesto que en él se considera una cortina
dieléctrica, como la que se muestra en la Fig. 2.1, aunque de permitividad que varia
armonicamente en el tiempo. El mecanismo propuesto para alcanzar esta modula-
cion temporal es mediante el uso de una tira de dos conductores que encapsulan a un
medio ferroeléctrico, el cual desempena el papel de la cortina. Como senalan, para
producir una funcion dieléctrica variable en el tiempo, el sistema ha de colocarse en
un campo electromagnético intenso. De hecho, una consideraciéon de este tipo parece
conducir a una forma maéas general de sentenciar las ecuaciones de Maxwell debido
a que al considerar dependencia temporal de la permitividad se puede mostrar que
se obtiene una ley de Ampere-Maxwell generalizada, dando lugar a un nuevo tér-
mino, de acuerdo con [33]. En la misma referencia se da a conocer que los campos
eléctricos y magnéticos en presencia de una funciéon dieléctrica variable en el tiempo
evolucionan de forma independiente. Las simulaciones de moléculas de ANT, que
discutimos al comenzar esta indagatoria, confirman estos resultados tedricos. En
conjunto, esto puede permitirnos implementar potenciales en sitio dependientes del
tiempo, un escenario que se estudia en el presente trabajo.

De esta forma, tenemos un sistema novedoso en el cual se pueden implementar
modelos de amarre fuerte en una dimension incluso con dependencia temporal; res-
pecto al caso bidimensional, la propagacion de ondas electromagnéticas en medios
con propiedades variables en el tiempo, como la permitividad, han sido analizados
en [34]. Como en el caso 1D, donde el cristal se construye de cortinas dieléctricas,
para redes bidimensionales, uno puede utilizar, por ejemplo, un conjunto de discos
ceramicos [12].
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Capitulo 3

Formalismo de propagadores
discretos unidimensionales

En el presente capitulo damos un repaso a la teoria de propagadores cristali-
nos desarrollada de forma extensa recientemente por Sadurni [2], [25]. El camino
que trazamos consiste en discutir la Ec. de Schrodinger en su forma discreta. En
este sentido, también discutiremos una version discreta de la funcién de Green y
su conexion con los propagadores cristalinos, todo esto en una dimension. Conti-
nuaremos hablando de las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, obtenidas por
Sadurni [26]. Con esto plantearemos y resolveremos problemas mediante linealiza-
cion algebraica. Este formalismo nos permitiré obtener acoplamientos entre sitios de
una cadena unidimensional en base a los conmutadores asi como expresiones para
los campos sobre el cristal. Finalmente la teoria de grupos semisimples de rango uno
nos habilita para resolver las ecuaciones de recurrencia que obtenemos de las Ecs. de
Mello-Moshinsky discretas lo que a su vez nos permite encontrar expresiones para
nuestros propagadores cristalinos, dependiendo de los valores que elijamos para los
parametros de nuestro modelo.

3.1. Ecuacion de Schrodinger discreta y funcién de
Green discreta

En esta seccion mostraremos que la discretizacion de la ecuacion de Schodinger
conduce naturalmente a un Hamiltoniano en términos de operadores de red, de
traslacion y posicion discreta, que actiian sobre estados localizados (de Wannier) y
que el propagador correspondiente satisface las propiedades de una funcion de Green.
Nuestro punto de partida sera la Ec. de Schrodinger para una particula libre:

h? d?v O

= 1h—. Nl
2m dz? ! ot (3-1)

Es bien sabido que la ecuacién de Schrédinger en una dimension describe, segin la

interpretacién probabilistica de Born, la evolucion espacio-temporal de la amplitud
de probabilidad de encontrar a un sistema en un estado arbitrario. Nuestra tarea
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3.1. Ecuacién de Schrédinger discreta y funcion de Green discreta

consiste en calcular una ecuaciéon de Schrodinger discreta. Seguimos de cerca la
referencia |2].

Para empezar, el punto clave para discretizar (en el espacio) a la Ec. de Schrodin-
ger de una particula libre consiste en discretizar la derivada en (3.1). Esto se logra
con la definicién de derivada a través del limite central, mediante ésta, la derivada
de una funcion, digamos u(z), es aproximadamente

yoy ou(@+h)—u(x—h)
u'(x) ~ 57 : (3.2)

para h lo suficientemente pequeno. Con esto en mente, notamos de inmediato que

la segunda derivada se aproxima a

wo o u(@+2h) —2u(x) +u(x —2h)
u'(r) ~ oh)? : (3.3)

Asi, la ecuacion de Schrodinger (3.1) se puede aproximar sobre una red en una
dimension sustituyendo la segunda derivada del Laplaciano por la Ec. (3.3), haciendo
esto obtenemos

_h_2<b(x—i—a,7')—2<;§(x,7')+¢(:c—a,7') B ,hagzﬁ(x,T)
2m a? - or

donde hemos identificado 2h con el parametro de red, a. La Ec. (3.4) se puede
reescribir, utilizando el indice discreto n, como

_ 2 i (1) = 260 (1) + 601 (1) _ , 00n(1),

2m a? or

(3.5)

Reescalando el tiempo a ¢ = —7 y tomando ¢, (t) = €"¢,,(7), una transformacion
que contiene la misma fisica, obtenemos

G

1
_5 [wn+1 (t) + 7ﬂnfl (t>] =1 ot (36)

La Ec. (3.6) es la Ec. de Schrédinger discreta y describe la dinamica de ondas de am-
plitud de probabilidad en el espacio discreto definido por n. La ecuacién estacionara

correspondiente
1
=5 [V +vn] = 'y (37)
tiene como solucién a las funciones de Bloch de la forma ¢y = —=¢™" con B, =

—cosk y k € (0,27), tomando a = 1. El siguiente Hamiltoniano se puede extraer
de (3.6)

H = —% (T+11), (3.8)

el cual estd dado en términos de operadores de traslacion discreta. Podemos escribir
el operador de evolucién temporal en descomposicién espectral como

2m 21
um:mwmz/ mﬂmewmzj'%NWW%* (3.9)
0 0
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3.1. Ecuacion de Schrédinger discreta y funcion de Green discreta

donde (n|k) = 9F es una onda de Bloch, y donde hemos insertado una relacion

de completitud. La expansion de Jacobi-Anger de €% y la integracion de (3.9)
produce
Upm = 1" Jp_m(t) (3.10)
y finalmente, el propagador es
Ky () = O()i" " Jpem(1). (3.11)

como se obtuvo en [2].
Vale recordar ahora una propiedad fundamental de toda funciéon de Green G
bajo la acciéon de su operador diferencial asociado D, a saber

DG(z) = 6(x), (3.12)

esto es, el operador convierte a la funciéon de Green en la funcién delta cuando
acttia sobre ella. Esto también quiere decir que podemos pensar a la funciéon de
Green GG como la inversa del operador diferencial definido por D. Resulta que K, el
propagador discreto que hemos obtenido para la Ec. de Schrédinger de una particula
libre cumple la siguiente igualdad:

1 B
5 Et1n(®) + Kot (O] = i Ko () = =i0 () (3.13)

por lo que el propagador asociado a la Ec. de Schrédinger discreta para una particula
libre (3.1) es, ademas, la funcion de Green del operador diferencial definido por la
misma.

Mostremos detalladamente que K,,, satisface la propiedad que define a una
funcion de Green, es decir, que nos da deltas cuando el operador diferencial, como
lo define la ecuacién de Schrédinger discreta, actiia sobre él. Para ver esto, primero
tenga en cuenta que K, satisface (3.6) parat > 0 ya que ¢,,(t) = > Upn () (0)
y ¥n(t) satisface la ecuacion de Schrodinger. Ahora, si se permite que t tome el
valor cero, primero podemos trabajar con una versiéon simplificada del problema, i.
e. tomemos simplemente K, ,, luego podemos mostrar que

5 Kan() + Kooa (0] = O 51 LA — Ja(0)] = O(0AG)  (3.14)

va que J_, = (—=1)"J,. A continuacién, vemos que

0 _ 000(t)Jo(t)
aKn,n(t) =i = 5(t)Jo(t) — O(t) J1(t) (3.15)
Tomadas en conjunto, (3.14) y (3.15) producen
5 R lf) Ko (0] = 10 Koa(t) = =8 (1) Kult), (3.0

pero sabemos que el lado derecho de la Ec. (3.16) da cero para t > 0, cuando m # n,
por lo que lo podemos escribir simplemente como —id (¢) en lugar de —id (t) K, ,,(¢)
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3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

va que K, (0) = 6, v también sabemos que para m = n es cero para t > 0 debido
a la funcion delta de Dirac, por lo tanto, es claro que se sigue el resultado deseado,
Ec. (3.13). Puesto que trabajamos con los indices n y m, nos referimos al propagador
K, Ec. (3.11), como la funcion de Green discreta de la Ec. de Schrodinger discreta
(3.6).

De forma mas general, nos gustaria incluir un campo discreto de potencial depen-
diente del tiempo a la Ec. de Schrodinger discreta. Lo anterior es bastante directo si
escribimos al campo, digamos E(t), con unidades de energia/posicion, de esta forma,
la ecuacién correspondiente es

h2 ¢n+1 (T) - 2¢n <T> + (anfl (T) . a¢n<7—)
- — E =ih———=. 1
Y 2 + E(t)nag(r) =ik 57 (3.17)
Nuevamente simplificamos reescalando el tiempo a través de la definicion t = —h7/2ma?
y con ayuda de la transformacion ¢, (7) = e*'4),(t), obteniendo
2ma? O, (t
Ypg1 () + Ypo1 (T) — E(t)ny,(t) =i Unl ) (3.18)

h? ot
2ma’

- E(7) con lo cual (3.18) se puede reescribir como

o
s () s () + a0y = i 200,

Finalmente, definimos a(t) = —

(3.19)

esta dltima ecuacion es la Fc. de Schrodinger discreta dependiente del tiempo para
una particula bajo la accion de un campo también dependiente del tiempo, «(t). De
la Ec. (3.19) se puede extraer el Hamiltoniano

H(t)=T+T"+ a(t)N, (3.20)

donde los operadores Ty T nos trasladan en uno en la posicion discreta n vy N es
el observable de posicién, como se definirdn a continuacion.

Recomendamos al lector tener en mente a los Hamiltonianos (3.6), (3.20) ya que
un planteamiento similar serda nuestro punto de partida para nuestra investigacion
de propagadores cristalinos unidimensionales de cristales no homogéneos que desa-
rrollamos en las siguientes secciones. Un propagador parecido a aquel de la particula
libre se puede obtener para la Ec. (3.20), se recomienda consultar [25] para conocer
més informacion al respecto.

3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

Las ecuaciones de Mello-Moshinsky se establecieron para calcular la representa-
cion de transformaciones canonicas no lineales en el espacio de configuracion [29].
Recientemente, Sadurni mostré que es posible obtener unas ecuaciones de Mello-
Moshinsky discretas en el espacio que corresponden fisicamente a cristales de di-
mensiones arbitrarias, en [26] se exploran los casos particulares de cristales homo-
géneos uni- y bidimensionales, ademas se puede encontrar una discusion de efectos
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3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

novedosos de difracciéon en el espacio discreto. En esta secciéon daremos una revision
de la teoria correspondiente a las Ecs. de Mello-Moshinsky discretas que resultaran
fundamentales para obtener propagadores cristalinos de una cadena unidimensional
bajo la accién de un campo externo con acoplamientos variables.

Para comenzar nuestra discusion, queremos decir que, en la biisqueda de una teo-
ria analoga a la de Mello y Moshinsky en el espacio discreto, naturalmente pensamos
en variables canénicas en cristales, tal como se hace para el estudio de transforma-
ciones canodnicas en el espacio fase bidimensional, por ejemplo, donde las variables
candnicas conjugadas son z y p, las cuales cumplen con la relaciéon de conmutacion

[z, p] = ih, (3.21)

la cual permanece invariante bajo transformaciones canonicas.

Lo primero que se nos ocurriria seria construir un par de operadores en varia-
bles discretas, digamos &, 7, que satisfagan una ecuacion analoga a (3.21), es decir
[€, 7] = ihy desarrollar las analogias correspondientes. Sin embargo, Sadurni mostré
que, aunque es posible construir un par de dichos operadores, resulta conveniente
trabajar, en vez de con estos, con un par de operadores independientes no canénicos
pero cuyo conmutador si se transforma canénicamente. Estos operadores son justa-
mente los operadores de red: los operadores de desplazamiento T, T y el operador
de posicion discreta N, que presentamos en la discusion de la Ec. de Schrédinger
discreta y su eleccion radica en lo facil que resulta realizar calculos con ellos, ya
que su aplicacion sobre estados atomicos localizados se expresa de manera bastante
simple en comparacion con las expresiones que se obtienen para la aplicacion del
par &, 7, sobre estos mismos estados, vea [20].

Una definicion formal de los operadores de red se da a través de

N = E, T = exp(—iap) (3.22)
a

cuya acciéon se puede intuir puesto que se dan en términos de los operadores de posi-
cion continua y traslacion. La eleccion de este par se justifica al notar que cualquier
transformacion unitaria sobre x y p nos lleva a una transformacion similar para 7'y
N. Nuevamente, a denota al parametro de red. Las relaciones de conmutacion entre
estos operadores son las siguientes

[T, T"] =0, INT)=T, y [N, TV =-T11, (3.23)
junto con el hecho obvio de que
TT' =T'T = 1. (3.24)
Con esto ya estamos preparados para considerar una transformacion de la forma
N' = N'(N,T), T'=T'(N,T). (3.25)

Tal y como lo hicieron Quesne y Moshinsky para el caso del oscilador armoénico
[28], la Ec. (3.25) describe la evolucién de los operadores N y T' bajo la accion de
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3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

algin Hamiltoniano, como se vera mas adelante. Ahora, como lo hicieron Mello y
Moshinsky |27], proponemos las siguientes transformaciones no lineales

N' = at)T + o ()Tt + Bt)N

(3.26)
T =~)T + () T" + 6(t)N

donde «a, v, ( vy 6 € C mientras que § € R. Decimos que no son lineales pues
recuerde que 7T = 1/T. Debemos hacer énfasis en que, aunque el par de operadores
N, T no es canonico, su conmutador [N, T| = T si es covariante en el sentido de que
[N',T'] =T, esta condicion impone restricciones sobre los coeficientes de (3.26) que
se especifican en [20].

En este punto vale la pena senalar lo siguiente, como se comentd anteriormente,
los operadores de red 7'y N tienen una interpretacion clara al ser aplicados sobre
estados localizados

Tin) =|n+1), N|n) =n|n), (3.27)

es decir, estos operadores nos desplazan en uno de nuestra posicion en la red y nos
dicen en donde estamos, respectivamente. La eleccion de este par de operadores se
justifica ya que sus elementos matriciales tienen la forma

esta simplicidad se hereda a las ecuaciones para obtener los elementos matriciales
de U lo cual resulta de gran ayuda.
Finalmente, puesto que T, 7" y N, N’ estan relacionados mediante la transfor-
macion unitaria
T'=UTU', N =UNU", (3.29)
podemos reescribir (3.26) de la forma
UN = a(t)TU + o*()TTU + B(t)NU (3.30)
UT =~t)TU + ((t)TTU + 6(t)NU, '

donde s6lo hemos multiplicado por U por la derecha. Los elementos matriciales de
(3.30) se obtienen de inmediato en la base de estados atomicos, siendo

nUpy = O‘(t)Um—Ln +a*(t) Unt1n + B(t)mUpn

3.31
Um,n—l—l - ’Y(t)Um—l,n + C(t>Um+1,n + 5<t)mUmn7 ( )

el conjunto de ecuaciones (3.31) conforma un par de relaciones de recurrencia acopla-
das y es conocido como las Ecs. de Mello-Moshinsky (MM) discretas [26], aunque en
este trabajo también nos referimos a ellas como las Ecs. de Sadurni-Mello-Moshinsky
(SMM). Estas ecuaciones nos ofrecen una via alterna para determinar los elementos
matriciales del operador unitario U, es decir, la representacion unitaria de la trans-
formacion en el espacio discreto. A su vez, los elementos matriciales del operador
unitario U, nos permiten escribir nuestros propagadores cristalinos de forma directa
a través de la definicion
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donde © es la funcién de Heaviside. En lo que sigue, sin pérdida de generalidad,
tomaremos At = t para todos nuestros propagadores. A lo largo de este trabajo
veremos varios ejemplos de esta clase de nicleos para redes unidimensionales no
homogéneas ilustrando las propiedades de propagacion de pulsos en dichos cristales.
La clave esta en encontrar U a través de las Ecs. MM discretas. Enfatizaremos la
relevancia de tales ecuaciones para este tipo de problemas asi como sus limitaciones.
Para alcanzar nuestro objetivo, comenzaremos por discutir una serie de problemas
cuya solucion nos permite escribir nuestras Ecs. MM discretas.

3.3. Problemas resolubles a través de linealizaci6on
algebraica

A continuacién mostraremos la relevancia que adquieren las Ecs. de Mello-
Moshinsky discretas en el estudio de modelos de amarre fuerte. En esta seccion
exploramos una serie de problemas resolubles mediante linealizacién algebraica en
conexiéon con la propagacion de pulsos en una cadena unidimensional bajo la ac-
cion de un campo externo. Mostraremos que las relaciones de conmutacién o, en
otras palabras, el dlgebra que satisfacen los operadores 7'y N, hacen posible en-
contrar expresiones para el acoplamiento entre sitios de una cadena unidimensional
en funcion de la posicion discreta n asi como expresiones correspondientes para los
campos posibles. Un estudio cuidadoso nos permite describir la evolucion de los
operadores de red con ayuda de la ecuacion de movimiento de Heisenberg, donde
resulta relevante el dlgebra de los operadores en cuestion. Las ecuaciones de movi-
miento se resuelven con ayuda de distintas técnicas, segin sea el caso. Finalmente
estas soluciones se reescriben como un conjunto de relaciones de recurrencia para
las entradas matriciales del operador unitario U, es decir, obtenemos nuestras ecua-
ciones de Mello-Moshinsky discretas. La solucién de estas ecuaciones se deja para la
siguiente seccion.

3.3.1. Soluciéon a la Ecuacién de Heisenberg lineal para tres
operadores con coeficientes independientes del tiempo:
N, TyT!

Empecemos considerando la Ec. de Schrodinger para una particula bajo la accion
de un potencial dependiente de la posicién

S T U =i (3.33)

En linea con nuestra discusion, se puede mostrar que la discretizacion de (3.33)
conduce a la siguiente version discreta de la Ec. de Schrodinger dependiente del
tiempo

a/l/bn
ot

wn+1 + ¢n71 + V(n)wn =1 . (334)
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De la ecuacién precedente resulta el siguiente Hamiltoniano
H=T+T'+V(N). (3.35)

Estos problemas discretos tienen una conexién directa con la aproximaciéon de ama-
rre fuerte a primeros vecinos. Recordemos que el Hamiltoniano de amarre fuerte
convencional es

H = AT +T'AT + V4, (3.36)

donde A € R (o0 sea A = AT) es el acoplamiento entre sitios vecinos y representa la
energia de transferencia o de salto, para electrones en el caso de cristales de estado
solido, de un orbital a otro proximo, mientras que Vj es el potencial en sitio para
cualquier electréon en cuestion.

En este trabajo, estudiaremos un Hamiltoniano de amarre fuerte méas general
en el que consideramos tanto acoplamientos como potenciales dependientes de la
posicion en la cadena unidimensional, a saber

H = A(N)T +T'AT(N) + V(N). (3.37)

Empecemos por explorar el caso mas simple posible que, sin embargo, nos da una
idea de como avanzar hacia casos méas generales. Concretamente, el problema consis-
te en resolver la Ec. de movimiento de Heisenberg para los operadores N, T'y T ante
el escenario fisico descrito por (3.37). Recordemos que 77 = 1/T por lo que escribir
una ecuacion correspondiente para 77 resulta redundante y se evitarid en mucho de
lo que sigue. Para tener una mejor idea del planteamiento del problema, considere-
mos la cadena unidimensional que se muestra en la Fig. 3.1. El Hamiltoniano que
corresponde a este sistema es justamente (3.37) y en lo que sigue determinaremos
qué funciones son posibles para el acoplamiento y el campo externo.

Primero queremos saber como evoluciona el sistema, para esto usamos la con-
vencion antes expuesta

Tlny=|n+1), THn)=|n—-1) y N|n)=n|n), (3.38)

que se desprende de (3.22), donde N es un observable. La ecuacion de movimiento
en la imagen de Heisenberg es

= [AY) H], (3.39)

la cual nos permite conocer la evolucion de los operadores (en la imagen de Hei-
senberg, donde los operadores son los que evolucionan y no los vectores de estado)
con el tnico requisito de conocer el conmutador del operador en cuestion con el
Hamiltoniano del sistema, el responsable de la evolucion temporal. Aqui resulta
indispensable el algebra (3.23) que nos hace la vida méas facil al permitirnos calcu-
lar las relaciones de conmutacién necesarias para analizar la evolucion de nuestros
operadores. Estas relaciones son

[T,H] = [T,A(N)T + T"A(N) + V(N)]

(3.40)
= [T, A(N)]T + T[T, A(N)] + [T,V (N)]
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In-2) |n-1) |n) |n+1) |n+2)

Figura 3.1: Cadena unidimensional. La cadena 1D consiste, por ejemplo, de una
secuencia de atomos con acoplamientos a primeros vecinos. Curiosamente el cristal
unidimensional nos recuerda a los multipletes del grupo SU(2).

para T,
[T", H] = [T", A(N)T + T'A(N) + V(N)] -
= [TY,A(N)]T + T[T, A(N)] + [T, V(N)] (3.41)
para T, que resulta redundante, y
[N, H] = [N,A(N)T + T"A(N) + V(N)] (3.42)

= A(N)[N,T] + [N, T']A(N) = A(N)T — TTA(N),

para el operador de posicién discreta, N. Notemos que podemos escribir nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial

g (N N
in—|T|=||T)|, H]|, (3.43)

y, ya que queremos una evolucion lineal, exigimos que se cumpla

d N a B v N
Zh% T|=1d g « T 1. (3.44)
TT o 6// ,}// TT

Aqui, aunque las entradas matriciales de (3.44) son elementos de C, en general,
veremos a continuacion cuéles son las restricciones sobre ellas.

Para esto, analicemos por separado cada ecuacion diferencial lineal de primer
orden en el tiempo. Empecemos con la correspondiente al operador de posicion
discreta, tenemos

dN
ih— = A(N)T —TTA(N) = aN + BT +~T", (3.45)
ahora, notemos que el extremo izquierdo de la Ec. 3.45 es antihermitiano, entonces
hacemos del mismo tipo al extremo derecho lo cual nos conduce a que v = —f3*, es
decir nuestra nueva ecuacion es
Al f wrpt
zh%:A(N)T—T A(N) =aN + pT — p*T", (3.46)
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de la cual podemos concluir que « = 0 y que f = A(N) € R, por la realidad de la
funciéon de acoplamiento.

En seguida, con el conocimiento de que A(N) es constante en la cadena (algo que
se esperaba pues notemos que se trata de una situacion correspondiente al modelo
convencional de amarre fuerte), escribimos

dT
donde, del hecho de que un nimero conmuta con lo que sea, hemos eliminado los
primeros dos conmutadores. Calculando [T, V(V)] e imponiendo linealidad, tenemos
drT

ih— = [T,V(N)] =[V(N —-1) = V(N)]T =o'N + 5T ++T", (3.48)
lo cual implica que o/ =+ =0y que f/ = V(N —1) = V(N) € R, es decir, que la
diferencia de potencial es constante entre sitios vecinos. Esto ultimo nos dice que el
potencial es de la forma

V(N)==f'N 4+ Vy = Ve (N) + W, (3.49)

el cual difiere ya en algo al Hamiltoniano de amarre fuerte estandar, aqui podemos
observar un campo externo con una dependencia lineal de la posicién. De esta forma,
hemos encontrado expresiones para A(N) y V() correspondientes al algebra de los
operadores N, T'y T, (3.23). Hay que sefialar que obtener la ecuacion de movimiento
para T es trivial pues notamos la siguiente relacion:

dTt dT\'
A = — (m—) 7 (3.50)

haremos uso de ella varias veces en lo que viene.
Ya para terminar esta parte, la evolucion de nuestro vector de operadores esté
dada por

L (N 0 A(N _A(N) N
) =0o viv-1)—vv 0 T (3.51)
di\ 7t 0 0 VIN+ 1) — vy \r

donde tanto el acoplamiento como la diferencia de potencial son constantes y no
dependen realmente de la posicion, i. e.,

g (N 0 B —p N
mﬁ T|=(0p o0 T, (3.52)
Tt 0 0 —p) \1t

con Sy B’ € R. Lasolucion de (3.52) es directa, como se puede observar, por ejemplo,
para T', tenemos T'(t) = e‘lﬁhtT(

0); damos la soluciéon completa de una vez

B 0) + 2~ 1Tt
e 17(0) + 5,[6 J77(0) (3.5
iB't

T(t)=e " T0) THt)=er T7(0),
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o en forma matricial

Bt iB8't
N(t) 1 Sle - Sle™™ =11\ /N(0)
T@t) | =10 e 0 T(0) | - (3.54)
TT(t) 0 0 ez TtH(0)

Mas adelante, veremos cudl es el propagador correspondiente a (3.54) y discutiremos
algunas de sus propiedades.

3.3.2. Solucién a la Ecuacién de Heisenberg lineal para tres

operadores con coeficientes independientes del tiempo:
N, Ay A

A continuacion, mostraremos que, redefiniendo el producto de operadores en el
Hamiltoniano de la ec. (3.37) a través de

A= A(N)T, (3.55)

y considerando relaciones de conmutacion méas generales entre A y N, es posible
hallar una nueva expresion para el acoplamiento que producira, como veremos mas
adelante, nuevos efectos sobre la propagacion de pulsos en la cadena. Utilizando la
definicion (3.55) el Hamiltoniano ahora es

H=A+A"+V(N), (3.56)

esta definicion sutil traerd consigo consecuencias bastante interesantes.
Nuevamente, nos interesa la evolucion temporal de nuestro sistema cuéntico por
lo cual calculamos las ecuaciones de movimiento para A, AT y N

d N N
ih— | A | = Al H]|, (3.57)
imponiendo linealidad, tenemos
p N o 6/ —ﬁ/* N
iha Al =1 « 6} 0l A, (3.58)
At —a* —y* =g At

donde hemos etiquetado a los coeficientes de las combinaciones lineales de esta forma
porque resultard conveniente, y donde, de una vez, hemos hecho uso de (3.50).
Calculemos los conmutadores necesarios.

Empezamos con el operador de posicion discreta

[N, H] = A(N)[N,T] + [N, T"]A(N) = A(N)T — TTA(N) = A— A", (3.59)
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observemos bien, esta relacion de conmutacion ya es lineal, los coeficientes resultan
ser o/ =0y  =1=p". Continuamos con A, tenemos

(A, H] = [A, A+ AT+ V(N)] = [A, AT] + [A, V()] (3.60)

de donde vemos que necesitamos los conmutadores [A, AT] y [A, V(N)], un calculo
directo produce

[A, AT = A*(N) — A*(N +1),

[A, V(N)] = AN) [V(N — 1) = V(N)] T, (3.61)
que al sustituir en (3.60) nos da
(A, H] = A2(N) A2( +1)+A(N)[V(N —-1)=V(N)|T
A*(N) - Az( +1)+[V(N —1) = V(N) AWN)T »
_A2( )—A2(N+ 1) +[V(N-1)—V(N) A (3.62)

= aN + BA +~AT,

pues las funciones de N conmutan. Lo anterior implica, por la independencia de los
operadores, las siguiente relaciones

aN = A*(N) — A*(N + 1),
B=V(N—1)-V(N), (3.63)
v =0.

El sistema de ecuaciones diferenciales ahora tiene coeficientes definidos lo que per-
mite reescribirlo como

SN 0 1 -1\ /N N
zhd— Al=la p 0 Al=M| A, (3.64)
b\ gt —a 0 —p) \at At

ya que tanto a como (3 son ntimeros reales. La solucion de (3.64) es

(t | N(0)
A(t) | = e ™M A0) || (3.65)
Al(t) AT(0)

Por otra parte, de las relaciones (3.63) concluimos que el potencial esta dado por
V(N) = —BN +Vj. Para hallar una expresion correspondiente a A(N), dejemos que
aN actie sobre algtn estado localizado |n), esto da

aN |n) = an|n) = [A*(N) — A*(N +1)] |n) = [A%*(n) — A*(n+1)]|n), (3.66)
para resolver esta relacion de recurrencia, intentamos el ansatz

A%(n) = con® + e1n + ¢, (3.67)
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con el cual obtenemos que el acoplamiento esta dado por

AX(n) = —%n2 + %n + ¢ (3.68)
o bien
A(n) = i\/—%nQ + %n + ¢p. (3.69)

Esto es muy importante pues vemos que el acoplamiento ahora si depende de la
posicion. Por otro lado, el Hamiltoniano queda como

H:\/%(N—N2)+COT+TT\/%(N—N2)—i—cO—BN—i—VO, (3.70)

y recalcamos que el potencial resulté ser el mismo que para el problema tratado en
la discusion precedente.

Resulta necesario senalar que ain queda generalidad por cubrir. Si a las ecua-
ciones de movimiento lineales les agregamos un término independiente extra de tal
forma que el sistema de ecuaciones diferenciales ahora sea

dN

mﬁ =N+ [A+~+A +¢

L dA ;

zh% =aN+A+~yAT+6 (3.71)
At

z’hdd—t = —a*N —v*A — B*AT — 67,

este se puede reducir, mediante el procedimiento ya ensayado, a

d N 0O 1 -1 N a
sl al=a 5 o]{al+(o] (3.72)
AT —a 0 -8 AT c

En general, para resolver algo del tipo (3.71), es decir, de la forma

d N N a
zha Al=M|A]+1|b], (3.73)
At At c
escribimos
d N a
(iha -M)|A|=|b], (3.74)
At c
que es equivalente a
_ d _ N a
ihe WML LMt AL Y = | b (3.75)
dt A
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como se puede comprobar facilmente. De la ecuaciéon anterior, tenemos

N a

d 7 3
ih— { en™Mi [ A =e™M ||, (3.76)
integrando
) N 1 t a NQ
M A == / ™My | dt 4 ik | Ao (3.77)
Af ) Jo c Al
y despejando, la solucion finalmente es
N(t) 6_%Mt t : a N(O)
At) | = = / et b ) dt +in | A0) | . (3.78)
Al(t) ! 0 c At (0)

En adicién, vale la pena enfatizar que, debido a que el conmutador entre A y Af
ahora es
[A,AT] = aN +34, (3.79)

podemos mostrar que el acoplamiento correspondiente es

A(N) = i\/%(N — N2) = 6N + ¢y, (3.80)

notando que ahora tenemos un término de control extra, y que el campo externo es
igual al que ya hemos encontrado, o sea V(N) = =N + V4.

Como podemos notar, la soluciéon de nuestras ecuaciones recae en el calculo de
la matriz exponencial e"#™*, Con M definida por (3.64), un célculo produce el
siguiente resultado

" 1 w?—=22 I T
e o=— | a* A E, (3.81)
w —
al’ = A
donde hemos definido
(a,ﬁ,t) = [(cosf — 1) + iwsin b
A, B,t) = (o + %) cos 0 + a + iwfBsin § (3.82)
==Z(a,5,t) = a (1l —cosb)

wt
junto con 0 = 5 w = y/2a + (2 para ahorrar espacio.

3.3.3. Solucién a la Ecuacién de Heisenberg lineal para tres
operadores con coeficientes dependientes del tiempo:
N, Ay A

Ahora consideremos el Hamiltoniano méas general que cualquiera que hemos ex-
plorado hasta ahora: con dependencia temporal en todos sus coeficientes. El Ha-
miltoniano con el que trataremos a continuacion nos debe recordar a (3.20), sin
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embargo, notaremos que aqui nuestro Hamiltoniano tiene coeficientes dependien-
tes del tiempo asi como un término extra independiente, también dependiente del
tiempo. Veamos de qué hablamos. Consideremos el Hamiltoniano dependiente del
tiempo dado por

H=at)A+a" t)AT+B8)N+5(1). (3.83)

Este Hamiltoniano describe una cadena unidimensional en presencia de un campo
que varia linealmente con la posicion y es modulado en el tiempo por 3(t), también
los acoplamientos son modulados, en este caso por a(t), el término independiente
en realidad no aporta mucho. Para entender esto, observemos que 0 (t) se puede
absorber en la funcién de onda haciendo

b (t) = e H T 0Odg () (3.84)

con lo cual vemos que podemos prescindir de dicho término del Hamiltoniano. Ade-
més, podemos reparametrizar el tiempo, pues como podemos factorizar cantidades
complejas como modulo por fase, tenemos que (3.83) es equivalente a

o) _ .0l

B o ar

= {eiafgaA +e oAl 4 —é & N} 1Y), (3.85)

donde hemos definido

;= / a (#)] ' (3.86)

y donde ademas, ya hemos omitido el término independiente §(¢). En seguida pro-
ponemos una transformacion de norma de la forma

) = e ), (3.87)

y calculamos la siguiente cantidad

2'yN ih—2L ’w> _ ei’yNZ'hi(e—i'yN|ZE>) _ ei’yNih 6—i’yNM . Zd_fYNe—z'yth)]
dr dr dr dr
(3.88)
d d ~
C';” N|¢) <m$ + hd—ZN) ).

Premultiplicando (3.85) por ¢V y haciendo uso de (3.88) tenemos
o) (,d dy A i p (1)
'L'yN ih—2L ih— h N 'L'yN iarga g iarg aAT
or ar )=t A e a1
_ ei"/N {eiargOcA + e—iargaAT + 6 (t) N} 6—7)\/NW}>.

o ()]

(3.89)
Sin embargo, las siguientes relaciones son validas:
ei'yNAe—in — GWA,

e N ATe™ N = e AT, (8.0)
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como se puede demostrar, por lo que podemos escribir

. d dry ~ : , . . B (t) -
h— + h—N = e M8 A targap =iy At N : 3.91
<z ot )W) {e e"A+e e +|a(t)| ) (3.91)
Finalmente, si hacemos v = — arg a obtenemos
d A B
h— +h—N =JA+ AT+ —= 3.92
(ingt+ 2N Y 10 = {4 ar+ 21y, 3.92)
ahora s6lo renombramos como (t) a |§ 8' — hi—z y escribimos
) _ 3 B — Hld (3.93)
ih = {A+ AV + B(t)N} |o) = H|y).

Este desarrollo permite darnos cuenta de que (3.83) es equivalente a (3.93), es decir,
a un Hamiltoniano que incluye solamente un campo que depende linealmente de
la posicion y es modulado en el tiempo mediante 3(¢), por lo tanto, de ahora en
adelante trataremos so6lo con él.

Como ya sabemos, las ecuaciones de movimiento estan dadas por (3.57) y otra
vez exigimos linealidad

g N o 6/ ’7/ N
Zh% Al=la B 7~ Al, (3.94)
AT o ﬂ// ,}// AT

esta vez notando que aqui si permitimos dependencia temporal en todos los coefi-
cientes. Los conmutadores que necesitamos son: el conmutador de N con H dado
por

[N, H] = A(N)[N,T] + [N, T]A(N) = A(N)T — T'A(N) = A— AT, (3.95)

una expresion que ya habiamos encontrado y que notamos que implica que o/ = 0,
B =1= —+'. En seguida, el conmutador de A con H es

(A, H) = [A, A+ AT+ B(O)N] = [4,AT] + B(1)[A, N, (3.96)
y los conmutadores requeridos resultan ser

[4, AT] = A*(N) — A*(N +1)

AN = —A (3.97)
cuya sustitucion en (3.96) produce
A H =A(N?—-A(N+1)2-5(tA
A H] = ANN)? = AN + 1) = 51 -

= aN 4 BA + ~AT,

Analizando esta tltima ecuacion, concluimos que aN = A(N)? — A(N + 1), lo cual
implica que A(N) = £,/=5N? + N + ¢ sigue siendo la funcion de acoplamiento

46
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que ya habiamos encontrado, que 3 = —f3(t), es decir, el coeficiente 3 de (3.94)
resulta dependiente del tiempo, y que v = 0. Para nuestra ultima ecuacion de
movimiento hacemos uso de (3.50). Con esto, hemos hallado la matriz que evoluciona
al vector de operadores, a saber

SN 0 1 -1\ [N N
zhd— Al={ a =581t 0 Al=M@it) | A, (3.99)
B\ at ot 0 Ar)r) \at At

vemos que el sistema difiere del caso independiente del tiempo tnicamente en que
aqui 8 = —f3(t). Note también que tanto o como [(t) son reales.

La solucion al sistema de ecuaciones diferenciales ihv (t) = M(t)v (t) la obte-
nemos notando la dependencia temporal de la matriz M = M(t) y escribiendo a
M(t) en la base de Gell-Mann. La base de Gell-Mann consiste de las matrices de
Gell-Mann dadas por

010 0 — 0 1 0 0
M= (10 0], A=z 0 0], A3=|(0 -1 0
000 0 0 O 0 0 0
0 0 1 00 — 000
AM=100 0], Ad=10 0 0|, =10 01 (3.100)
1 00 t 0 0 010
00 O 10 0 1
/\7 - O 0 —1 y )\8 - 0 1 O — .
07 0 00 -2 V3

Todas son de traza cero y junto con la matriz identidad de 3 x 3 forman una base
para el espacio de matrices de 3 x 3.
En dicha base, M se expresa como una combinaciéon lineal de sus elementos, a

saber
8

M(t) = my(t) A (3.101)

i=0
siendo los coeficientes de la combinacién lineal cantidades dependientes de tiempo,
ademas \g = 13.3. Entonces, la ecuacion diferencial vectorial es

N
ih (i _M (t)) Al=o (3.102)

y sabemos que para una matriz que en general no conmuta a tiempos distintos, i. e.
M (t), M (t')] # 0, tenemos como solucion a la serie de Dyson

N(t) i [t No
A =expi: —— "dt - Ao |, i
AT((tt)) p{ p /t 0 M (t') dt } p (3.103)
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vea el apéndice A para una derivacion detallada de la solucion. Ahi mostramos, con
ayuda de la definiciéon

exp {; —% /t:M () dt’ :} _ i (i;L)”Cn (), (3.104)

n=0

donde Cy(t) =1y

t t1 1
to to

tr_
to

que la siguiente relacion se cumple:

C, (1) = / ML () Cy (1) (3.106)

to

una vez mas, en el apéndice se encuentran los argumentos de la razén de ser de
(3.106). Si queremos los elementos matriciales de C,, (t) Vn escribimos (3.106) en la
base de Gell-Mann

C, (1) = / () M fens ()],
o (3.107)
_ / dmi (1) [en s (E)], Mg,

to

donde se suma sobre indices repetidos y donde la cantidad m; (¢') [c,-1 (¥')]; s6lo
es un escalar. Ademaés, de la relaciones de conmutacién y anticonmutacion de las

matrices de Gell-Mann, tenemos

1

)\i>\j - 2

1 :
P\i, )\]] + 5 {)\Z, )\J} = ZfijkAk + dljk)\k = eijk)\k, (3108)

con fijo =0y dijo = %5@'- De hecho, todos los demas coeficientes son conocidos y
estan tabulados en [35], p. 190. De esta forma, la expresion para C,(t), Ec. (3.107),
se puede reescribir como

C, (t) = cF(t)\ (3.109)

siendo los coeficientes de la combinacién lineal

& (1) = / s (1) (1) e (3.110)

to

Con esto queda determinada la solucion del problema correspondiente al Hamilto-
niano de la Ec. (3.93).
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3.3.4. Acoplamientos y campos en funcién de la posicién en
el cristal

A continuacién se resumen las expresiones obtenidas para los acoplamientos y
campos en funcién de la posicion en el cristal para cada uno de los problemas
estudiados. Hacemos algunos comentarios sobre sus caracteristicas. Comencemos
por el problema correspondiente al Hamiltoniano (3.36), el acoplamiento y el campo
resultaron ser

A(N) =8

3.111
V(N)=—8'N+Vy = Ve + Vo ( )

con f3, 8" € R. Entonces, cuando los operadores de red N, T'y T satisfacen el algebra
(3.23), resulta que el acoplamiento es constante como en el modelo convencional de
amarre fuerte. Lo que es distinto a dicho modelo es la presencia del campo externo
Vixt- Ahora nuestro sistema cuantico es mas interesante pues la dinamica de las ondas
debe responder a la presencia de este campo. Es claro que la eleccién particular
B = 0 resulta en el modelo convencional de amarre fuerte a primeros vecinos.

Al avanzar, lo siguiente que encontramos fue que, para el Hamiltoniano (3.56),
las expresiones posibles para el acoplamiento y el campo son

(0 «
AN) = £4/-2N2 + 2N + o
() SRR (3.112)

donde el acoplamiento ahora ya depende de la posicién discreta mientras que el
campo es igual al caso anterior. Observemos que las propiedades de propagacion de
pulsos en la cadena depende directamente de las caracteristicas del acoplamiento y el
campo y que éstas se modifican a través de una variacion adecuada de los parametros
de nuestro modelo. Este hecho tan importante tiene su origen en algo que quizés no
enfatizamos en su momento. Procedamos a hacerlo ahora.

Si regresamos a la discusion del problema asociado con el Hamiltoniano (3.56)
podemos notar, siendo algo observadores, que al calcular los conmutadores nos en-
contramos e hicimos uso, aunque quizas de forma un poco implicita, del dlgebra de
los operadores N, Ay A" definida de manera general por

[A, AT =aN, [N,A]=A, y [N AT]=-AT (3.113)

la primera relacién de conmutacion, entre Ay AT, se puede notar comparando (3.61)
y (3.62) mientras que las dos tltimas se calculan directamente. Esta observacion es
fundamental. Resulta que el algebra (de Cartan) de los operadores que describen
nuestro sistema definen los escenarios fisicamente posibles.

Después, hemos considerado dependencia temporal, lo que resulté en las siguien-
tes expresiones para el acoplamiento y el campo

[0 (6]
AN)=+,/-2N2 4 SN
(V) SRR (3.114)
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A%(n)

Heisenberg

— 6=0, a=1

— 6=0, a=0
6=0, a=-1

SuU(1,1)

— 6--1,a-0

ISO(1, 1) o
a=0.

SU(@)
a=0.29

/ NN

Figura 3.2: Acoplamientos en funcion de la posiciéon segtn el valor de los parametros
alfa y delta. Los grupos dinamicos correspondientes se muestran. Vemos que las
distintas combinaciones de valores definen el dominio de A(n). Cuatro casos son
posibles, a = 0 produce un dominio infinito, o semi-infinito, segin el valor de 9,
a = —1 también permite infinitos valores propios de N, finalmente o = 1 restringe
a n entre Noym vV Nmax, UN intervalo finito.

notamos que, aunque tenemos una funcién para el acoplamiento idéntica al caso
independiente del tiempo, el campo ahora depende del tiempo lo cual nos permitiria
controlar las propiedades de propagaciéon de pulsos en el cristal.

En cuanto a los operadores N, A y Af, tanto en el caso del Hamiltoniano con
coeficientes dependientes e independientes del tiempo, una expresion mas general es
posible para el acoplamiento, a saber

A(N) = i\/%(N—NQ) — 6N + co, (3.115)

cuando admitimos un parametro independiente en nuestras ecuaciones de movimien-
to. El conmutador entre A y AT se ve modificado en este caso y esta dado por la Ec.
(3.79). Se prefiere esta expresion para el acoplamiento, (3.115), porque, trabajando
con ella, los demas casos discutidos, con coeficientes independientes del tiempo, se
pueden obtener al elegir los valores de o y 0 adecuados. En cuanto al campo ex-
terno, la conclusiéon es que siempre se trata de una funcién lineal de la posicién,
como veremos en el siguiente capitulo, esta forma simple da lugar a fen6menos muy
interesantes.

Para proseguir, discutiremos la expresion mas general posible para los acopla-
mientos, i. e. (3.115). Una simple observacion nos permite entender que de los po-
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3.3. Problemas resolubles a través de linealizaciéon algebraica

sibles valores para a podemos centrarnos en los valores representativos dados por
a € {—1,0,1} los cuales cubren las posibilidades de que a sea negativo, cero o
positivo. Exploremos qué sucede en cada caso.

Empecemos por la izquierda de la recta real. Un valor negativo para « significa
que la forma de nuestra funcion de acoplamiento al cuadrado, A%(N) (elegimos
esta presentacion para el acoplamiento para evitar trabajar directamente con la raiz
cuadrada), es la de una parabola que abre hacia arriba, como se observa en la Fig.
3.2.

Esta forma de los acoplamientos nos dice algunas cosas. Primero, que el dominio
de nuestra funcion de acoplamiento es infinito, aqui hablamos de A(N), lo que
nos lleva a entender que este acoplamiento describe una cadena unidimensional no
homogénea de tamano infinito. ;Por qué?, recordemos que el acoplamiento debe
ser real para todo n, y que la raiz cuadrada de un niimero positivo siempre es
real. Podemos decir también que el acoplamiento, es mas intenso a medida que nos
alejamos del centro.

En seguida, el caso a = 0 lo trataremos de una forma algo sofisticada en vez de
simplemente imponer valores para los coeficientes en el acoplamiento, aunque resul-
taria equivalente. A primera vista, un valor nulo para « implica que el acoplamiento
al cuadrado ahora depende linealmente de la posicién discreta n, lo cual es cierto.
Sin embargo, por razones que se expondran mas adelante nos gustaria aproximarnos
a la recta que se observa en la Fig. 3.2 asegurando que su pendiente sea la unidad.
Para lograr esto, consideremos el acoplamiento (3.115). Podemos escribirlo de la
forma

A(N) = %(N—z\ﬂ) — 6N + o, (3.116)

ahora, eligiendo ¢y = 0 y factorizando, tenemos
AX(N) = —%N(N —(§/a—1)) = aN(N —b), (3.117)

entonces, el limite que nos interesa es aquel en el que a — 0 y ab — —1. De hecho,
observemos que

1
ab— —1 implica a — —3 (3.118)

esto quiere decir que el limite se “alcanza” si alejamos mucho del origen a la raiz
distinta de cero del polinomio que define al acoplamiento, i. e. b — o0, y a la vez
disminuimos « acordemente, i. e. a — 0. Este proceso se puede ver en la Fig. 3.2.
La expresion resultante es

A(N) = £VN. (3.119)

Este acoplamiento varia como la raiz de la posicion discreta y puesto que queremos
amplitudes de salto reales observamos que el dominio ahora s6lo incluye a los indices
n > 0, i. e. la cadena es semi-infinita.

Finalmente, el caso a = 1 corresponde, hablando del acoplamiento al cuadrado,
a una parabola que abre hacia abajo, como se puede observar en la Fig. 3.2, las
propiedades de la funcién de acoplamiento son un tanto claras, el dominio ahora
esté restringido a un intervalo finito, donde se garantiza que el acoplamiento sea real,
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3.3. Problemas resolubles a través de linealizacién algebraica

como lo venimos mencionando. Entonces, estamos ante lo que resulta ser una cadena
de tamano finito, definida por el valor positivo de a. En lo que sigue detallaremos
més el rol de oy 0 pues el dlgebra de los operadores de red es de suma importancia
y ésta queda definida por los parametros aqui discutidos.

3.3.5. Ecuaciones de recurrencia en general

Ahora es el turno de hablar de nuestras Ecs. MM discretas, para esto, primero,
a manera de ejemplo, damos las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, y de una
vez su solucioén, para el primer problema que tratamos, descrito por el Hamiltoniano
(3.36). Recordemos que las ecuaciones de movimiento son

e i
N(t) L Gl =1 gle™m =11} /N(0)
Tt | =1|o e 5 0 T(0) | . (3.120)
rim) |, o \rh)

Ademas, sabemos que en la imagen de Heisenberg, la evolucién de un sistema cuan-
tico esta dada por la Ec. de movimiento de Heisenberg

o) = UTO® (0)U, (3.121)

con esto, unas Ecs. MM discretas se pueden obtener de (3.120) al hacer uso de
(3.121), escribamos (3.120) de la forma

N(O)U = UN(0) + g[e—”ff —UT(0) + %[ei‘?t —1uTt(0)

TO)W =T UTO)  THO)U = T UTH0),

(3.122)

donde hemos multiplicado por U por la derecha. Ensandwichando con estados ato-
micos, tenemos

mUmn = ’I’LUmn + ﬁ/(e_i%t — 1)Um,n+1 + E[(eiﬁht — 1)Um,n—1
g B (3.123)
i8't iB't
Um—l,n =e & Um,n—l—l Um—l—l,n =en Um,n—l-

Este problema ya ha sido tratado por Yellin [36], aunque de forma distinta. También
es un caso particular de un Hamiltoniano con un campo dependiente del tiempo que
fue profundamente estudiado por Sadurni [25], por lo que daremos la solucion en
pocos pasos. Como lo hizo Sadurni, notemos que

ig't

Umn =€t Umfl,nfl (3124)
implica
Up = €22 5V, (3.125)
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lo cual, al sustituir en la primera relacion de recurrencia en (3.122), produce

6 iB't B’ ﬁ iB't B’

(m—n)Vp_n= E(e’ mo—1De 'V + E(e mo—1)e 2wV, (3.126)
o puesto de otra forma
(m = n)V_y = g(e—’éﬁf — e Vs + g(ei‘%t e T, (3.127)

que inmediatamente nos permite utilizar funciones trigonométricas
B _ir B i .
(m—n)Vp_n= 526 2 sin(Bt/2h)Vy—n_1 + 526 2 sin(fBt/2h)Vi—ni1. (3.128)
Definiendo v = m — n, finalmente tenemos

V,=e¢ 3V, +e2 V.. (3.129)

14
25in(Bt/2h) 3/

La solucién es familiar

in( L
Umn _ e—i(m—n)w/Qei(m—Fn)%tJm_n (6 Sll’lﬁ(/th)>

- (3.130)
_ Z'n—mei(m—ﬁ-n);%tt]m_n (ﬁ Sln(2_ht)> ’

/6/

donde J es la funcion de Bessel del primer tipo. Mencionemos que el problema co-
rresponde a un sistema cuintico que consiste en una cadena unidimensional con
acoplamiento constante, igual a 3, y en presencia de un campo externo que varia
linealmente con la posicion discreta, (3.49). La escalera de Stark guarda una relacion
directa con dicho Hamiltoniano. Este caso particular lo presentamos solamente por
propositos ilustrativos y referimos a |25| para una discusion profunda de un resul-
tado mas general. En lo que sigue nos concentraremos en el Hamiltoniano (3.56) y
obtendremos sus Ecs. de Mello-Moshinsky discretas correspondientes al caso inde-
pendiente del tiempo.

Centremos nuestra atenciéon de nuevo en las ecuaciones de movimiento, esta
vez correspondientes al Hamiltoniano (3.56). Lo que haremos en lo que sigue sera
escribir nuestras ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, en forma de relaciones de
recurrencia, para el operador de evolucién temporal, responsable de la evolucion de
los operadores en la imagen de Heisenberg.

Se sabe que la soluciéon para el caso de la ec. de Heisenberg lineal con coeficientes
independientes del tiempo, para los operadores N, Ay AT, es la matriz exponencial

iMt

e~ n , con M definida por (3.64). Recordando la solucion

N(t) L (@P—22 T TN [N
Aty | == | ol* A 2| (A, (3.131)
Apt) ¥ al = A) \A
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sabemos que representa el siguiente sistema de ecuaciones

1

N(t) = = [(w® —2Z)N(0) + I A(0) + TA(0)]
Alt) = é [aT* N(0) + A*A(0) + ZAT(0)] (3.132)
Al(t) = é [aT'N(0) + ZA(0) + AAT(0)] .

A continuacion se escriben las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas para los
operadores N, A y A" mediante el procedimiento ya discutido, tenemos para el
operador de posicion discreta

[N(0)Ul i = (m/| N(OYU |m) = m'Upprrm

_ é (| U [(w? — 22)N(0) + T*A(0) + TAH(0)] m)

1
= E [m(wz — ZE)Um/m + A(m —+ 1)F*Um’,m+l -+ A(m)FUm/’m_l] ,
(3.133)

donde se ha hecho uso de la definicién de A y Af. Para estos tltimos tenemos las
siguientes ecuaciones

(AU = (| AU [} = A Upy—1.m
= 5 (| U (TN (0) + A*A(0) + ZA'(0)) fm) (3.134)

1
= F (maF*Um/m + A(m + 1)A*Um/7m+1 + A(m)EUm/7m,1)

1
[A0) Ui = = (mal Uppn + A(m + D)ZEUp a1 + A(M)AUp 1)
= A<m/ + ]-)Um’—i—l,ma

(3.135)

para Af. En su presentacion final, factorizando al complejo I, las relaciones de
recurrencia adquieren la siguiente forma

m'w? — m(w? — 2E)

Ui =A(m+ Ve 80,00

T (3.136)
+ A(m)e ™ Uy 1
AU,y = Ui + A DA U,y

W A(m') Lm = ma L + A(m+1) mt1 (3.137)

+ A(m)Z2Upy 1

A(m' + D)Upprm = mal Uy, + A DZEUptm

W A(M + 1)Uy 41, mao + A(m + 1) metl (3.138)

+ A(m)AUm@m,l.
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Estas relaciones de recurrencia conectan las entradas contiguas de la matriz que
representa al operador de evolucion temporal en la base de estados localizados y su
solucién nos da directamente el propagador mediante la definicion (3.32). El con-
junto de relaciones de recurrencia para U: (3.136), (3.137) y (3.138) son nuestras
Ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas para el operador de evolucion temporal
correspondiente al Hamiltoniano (3.56). Un camino hacia la solucion de estas re-
laciones de recurrencia se traza con la teoria que revisaremos a continuaciéon. La
soluciéon la damos mas adelante.

3.4. Teoria de grupos semisimples SU(2) y SU(1,1)

Una observacion interesante es que el conjunto de operadores {A, AT N} tiene
una estructura de grupo. De hecho, esto es lo que ha permitido obtener diversas
expresiones analiticas para los propagadores, como ejemplo [2], [25] asi como el
presente trabajo. En efecto, hemos visto que varias relaciones de conmutacion son
posibles, todas codificadas en la expresion general [A, AT] = aN + 6. Mas atin, es
el grupo al que estos operadores pertenecen lo que define las propiedades fisicas de
las cadenas tales como el tamano y los acoplamientos. Por lo tanto, vemos necesario
un estudio detallado de teoria de grupos. En la presente seccidon describimos las
propiedades de los grupos semisimples de rango uno asi como el caso degenerado
que encarna el algebra de Heisenberg. Se presenta una descripcion sisteméatica de
sus propiedades algebraicas.

3.4.1. Constantes de estructura, algebra de Cartan y forma
de Killing

Empecemos motivando fisicamente la discusion. Recordemos que en mecénica
cuantica el momento angular es definido como el generador de las rotaciones. Co-
mo es bien sabido, las rotaciones forman el grupo conocido como SO(3). Se puede
mostrar que las relaciones de conmutaciéon entre las componentes del operador de
momento angular en mecanica cuantica son

Resulta que SU(2), uno de los grupos en los que estamos interesados, es localmente
isomorfo a SO(3), como se puede probar, por lo que el algebra de Lie su(2) es
isomorfa al algebra del momento angular so(3), esto significa que las constantes de
estructura del algebra de SU(2) estan dadas por el simbolo de Levi-Civita €, el
cual es totalmente antisimétrico con €193 = 1, multiplicado por .

Ademas, tomando la siguientes combinaciones lineales

J+ = Jl + ZJQ y J_= Jl — iJQ, (3140)
podemos mostrar que estos nuevos operadores satisfacen las relaciones de conmuta-
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cion
[y, J_] =2J;

3.141
[Jg, J:t] == :l:J:t ( )

El conjunto (3.141) se conoce como el algebra de Cartan de SU(2) y consiste en
operadores de subida, J, de bajada, J_ y de “peso”, Js.

La forma de Killing para su(2) se obtiene con ayuda de sus constantes de estruc-
tura y da

Jox = —€ojk€Nkj, (3142)
mientras que de la relacion entre el simbolo de Levi-Civita y la delta de Kronecker
se sigue que (3.142) se reduce a

gox = 250)\7 (3143)
esta dltima ecuacion nos permite saber que el determinante de g, es

det g,\ = det 20,5 = 8 # 0. (3.144)

Por lo tanto, el algebra su(2) es semisimple, de acuerdo al criterio de Cartan.
El operador de Casimir para grupos compactos se define como la suma de los
cuadrados de los generadores del grupo. Para SU(2) tenemos el operador de Casimir

3
V=N =T+ I+ (3.145)
n=1

el cual conmuta con cualquier generador de SU(2)
(3%, 0] =0, k=123, (3.146)

lo anterior implica que J? y, digamos, J5 se pueden diagonalizar simultaneamente y
permite identificar a sus vectores propios mediante dos etiquetas, j y m, que cumplen
las ecuaciones de valores propios

I |j,m) = j(G + 1) |j,m)

. . (3.147)
J3 |]7m> - m|j7m> .

Las representaciones unitarias irreducibles que se obtienen al elegir alguno de los J;
son equivalentes.

En esta base, {|j, m)}, en la que J3 es diagonal, los elementos matriciales de los
operadores de subida y bajada, J. = J; +iJs, son

(G m!| Jelg,m) = V(G Fm)(G £ m+ 1)800m me1, (3.148)

donde m y m’ van de —j a j en pasos enteros, y donde j = %, con N € Ny. Los de
J3 son
<j/, m’| Jg ‘j, m> = m§j/,j§m/,m. (3149)
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Para proseguir, consideremos el grupo no compacto SU(1,1). Sus generadores,
K;, 1 =0,1,2, satisfacen las relaciones de conmutacion

[Kla Kﬂ = _iK07
K, Ko) = iK, (3.150)
(Ko, K1] = iKs.

Vale la pena notar que las relaciones de conmutacion de su(1,1) difieren de aquellas
de su(2) por un signo, a saber, el de Ky. Explicitamente, las constantes de estructura
distintas de cero son

Cioo = —Co19 = —1, Conn = —Coo1 =1, Coiz = —Cip2 = 1. (3.151)

La base de Cartan-Weyl para SU(1,1) se obtiene al definir las siguientes combi-
naciones lineales

K. =K, +iK,

. (3.152)
K_= K1 — ZKQ,
que junto con K cumplen las nuevas relaciones de conmutacion
K, K |=-2K
(Ko, K] ‘ (3.153)
[KOJ Kﬂ:] - j:KOJ

de nueva cuenta, estas relaciones de conmutacion difieren de las de SU(2) por el
signo correspondiente a K. Las relaciones (3.153) se conocen como el algebra de
Cartan de SU(1,1). Esta base vectorial define de forma tnica a SU(1,1), como lo
hace el algebra de Lie (3.150). De esta forma, nuevamente hemos puesto al algebra
en una forma estdndar que consiste en operadores de escalera, K, y K_, y de peso,
KQ.

La semisimplicidad de SU(1,1) se verifica con ayuda de la forma de Killing, que
para SU(1,1) da

-1 0 0
=20 -1 0], (3.154)
0 0 1

con lo que es facil ver que el determinante de (3.154) es det g,» = 8 # 0, lo cual
prueba que SU(1,1) es un grupo semisimple.
Finalmente, el operador de Casimir para el grupo SU(1,1) se define como

K?’= K} + K - K] (3.155)

que recuerda a un producto interno de Minkowski, con la convenciéon de tipo espacio.
Ademas, conmuta con todo K, es decir

[K* K;] =0, i=0,1,2. (3.156)

Contrario a SU(2), para SU(1,1) existen diversas representaciones unitarias irre-
ducibles inequivalentes todas de dimension infinita, por tratarse de un grupo no
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compacto, segin sea el valor de k, el cual, en general, es elemento de C. Se tienen
las ecuaciones de valores propios

K’ |kan> = k(]' - k) |7’L, k> )

3.157
Ko k,n) = n [k, n) (3.157)

11
202
valores € = 0, 1/2, que definen las representaciones unitarias irreducibles C’g y C';/ 2,
denominadas por Bargmann como las representaciones de la clase continua entera y
medio entera [37]. En la base definida por (3.157), los elementos matriciales de los

operadores K son

donden=n'+econn € Zyec( |. De especial interés para nosotros son los

(K 0| Ky |k,n) = /(n+E)(nF k£ 1) 00 ns1, (3.158)

donde n puede ser entero o medio entero, segin el valor de e y k = % + ip, con
p € R/{0}. Esta representacion, la de la clase continua, de dimension infinita,
puede ser pensada como una generalizacion de la representacion finita del dlgebra
de momento angular y de espin, descritos por SU(2) [38]. De esta forma, hemos
presentado los unicos operadores de Casimir que existen tanto para SU(2) como
para SU(1,1) tal y como lo garantiza el rango igual a 1 de estos grupos semisimples.

3.4.2. Algebra de Heisenberg como caso degenerado

Otra algebra de Lie muy importante en fisica la conforman los operadores de
posicion, x, de momento en la direccion z, que denotaremos simplemente como
p, v el operador identidad, 1, ellos satisfacen las relaciones de conmutacion bien
conocidas

[z,p| =ihl, [z,1]=0, [p,1]=0, (3.159)

el algebra (3.159) es conocida como algebra de Heisenberg, a su vez dicha algebra
posee una subalgebra abeliana generada por 1 y = con las relaciones de conmutacion
triviales dadas por

[z,1] = [z,z] = [1,1] = 0. (3.160)

Por lo tanto, el algebra de Heisenberg no es simple pues contiene un ideal, una
subalgebra invariante que consiste de 1 y x, ni semisimple, pues ademés de ser un
ideal, la subélgebra {1,x} es abeliana, también {1, p} lo es, asi que el algebra de
Heisenberg se clasifica como un caso degenerado, de acuerdo a [35].

Como antes, consideremos las combinaciones lineales

2—1/2 p
_ Py _i2y 3.161
o=——+i =) pol C e (3.161)

donde xy = \/mw/h. Junto con 1, los operadores definidos en (3.161) conforman el
algebra del oscilador armonico

[a,a'] =1, [a,1] =0, [d',1]=0. (3.162)
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a' y a son conocidos como los operadores de creacion y aniquilacion, respectivamen-
te. Sobre estados de oscilador armonico, los operadores de creaciéon y aniquilacion
actian de la forma

aln) =+vnln—1), dn)y=vn+1ijn+1), (3.163)

y se puede demostrar que n € Ny. Un operador de peso también existe en este
contexto y se define como N = a'a. Es claro que se cumple

Nn) =n|n), (3.164)
con las nuevas relaciones de conmutacién
[aT,a] =1, [N, aT] =a', [N,a] = —a (3.165)

que se parecen mas a (3.141) y (3.153).

3.4.3. Aplicacién a las cadenas de amarre fuerte

Habiendo revisado la teoria de grupos semisimples de rango uno, surge la pre-
gunta de como nos puede ayudar a resolver el problema de la propagacion de pulsos
en un cristal. Para responder a tal pregunta veamos qué podemos decir de los con-
mutadores para casos especificos definidos por nuestros parametros. Es importante
recordar que los operadores N, A y A satisfacen las relaciones de conmutacién méas
generales

[A,AT] =aN +4, [N,A]=A, [NA]=-4" (3.166)

de donde es posible observar que los valores de a y ¢ definen al algebra al que co-
rresponden. Esta observacion nos lleva a terrenos que pueden ser explorados con
nuestros conocimientos algebraicos, es decir, los parametros o y 0 definen comple-
tamente al dlgebra de Cartan para los operadores N, A y A" asi como definen la
intensidad del acoplamiento en la cadena, Ec. (3.115), y por tanto las propiedades de
propagacion de pulsos en ésta. Esta asociacion entre fisica y matematica nos permite
controlar la dindmica en la cadena que puede ser construida con ayuda de técnicas
de ingenieria como se detallo en el capitulo 2.

Observemos qué pasa para diversos valores representativos de a y §. Primero
tratemos el caso = 0; ante esto recordemos que los valores representativos de «
son elementos del conjunto {—1,0,1}. Empezando con el valor positivo de o = 1,
tenemos que las relaciones de conmutaciéon (3.166) toman la forma

[A,AT] =N, (3.167)

Estas relaciones de conmutacion pueden ser identificadas con (3.141) de tal forma
que concluimos que para a = 1, los operadores N, A, y AT son generadores de SU(2).
Como se puede imaginar ahora, el valor &« = —1, permite identificar, en base a las
relaciones de conmutacion

[A, AT] = =N, (3.168)
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a A, ATy a N como generadores de SU(1,1) como se puede notar de (3.153). Final-
mente, para el caso a = 0, tenemos

[A, AT] =0, (3.169)

que ademés implica que el acoplamiento es constante, por lo que la definicion de
A = A(N)T = AT, nos lleva a las relaciones equivalentes

[1,7'] =0, [N,T)=T |[N,T"]=-T", (3.170)

las cuales, como bien recordamos, son justamente las relaciones de conmutacion
(3.23), discutidas desde nuestro punto de partida. Considerando las combinaciones
lineales

1 1
Q=5(T"+T7), Q" =5(T"-T) (3.171)

obtenemos como resultado las relaciones de conmutacion

Q=0 [N,Q]=-Q" [N,Q]=-0Q, (3.172)

del algebra conocida como iso(1,1). Como hemos mencionado, este tiltimo problema
ya ha sido estudiado [36].

De hecho, para el caso de la ec. de Heisenberg lineal para los operadores N, Ay
AT con coeficientes dependientes del tiempo v § = 0, al tener el sistema de ec.

N(t) N(0) EuN + Epp A+ B Af
Alt) | =E@) [ A0) | = [ EarN + ExA + Ep A (3.173)
Al(t) AT(0) E3 N + E3 A+ Ej, At

obligamos que se cumpla Vt

[A(t), AT(t)] = aN(t),
[N (1), A(t)] = A(2), (3.174)
[N(t), AT(t)] = —Al(t)

con lo cual obtenemos el conjunto de condiciones sobre las entradas de la matriz
E(t)

Ey = \E22’2 + \E23’27

Eyy = EnE53 — Ey By,

E13 - E21E53 - E23E;17

Ey = a(F19ESy — ExEYy), (3.175)
E22 - E11E22 - E21E127

Eoy = By By — B B,

By = L3, Es=Ej;,  Esy = Ep,

con a # 0, correspondiente a los grupos semisimples SU(2) y SU(1,1), para que el
algebra se preserve Vt.
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Cuando § # 0, la expresion que tiene sentido es aquellaen laquea =0y § = —1,
i e.

[A,AT] = -1, (3.176)

esto es justamente (3.165), el algebra del oscilador armoénico. Los signos de los con-
mutadores difieren un poco debido a la definicion A = A(N)T', quedarda més claro
cuando calculemos el propagador de la cadena de Heisenberg.

3.4.4. Solucibén a las recurrencias con la funcién D de Wigner

Hasta ahora solamente hemos revisado algo de teoria sobre grupos semisimples,
no obstante, el momento inminente de resolver nuestras recurrencias ha llegado. En
esta seccion describimos la motivacion asi como los pasos a seguir para probar que
la solucién a nuestras Ecs. MM discretas es la conocida funcion D de Wigner.

En nuestra teoria de propagadores cristalinos, la cadena finita queda descrita por
el lgebra su(2). Una forma de apreciar esto es recordando que podemos identificar

A—J., A= J_, (3.177)

esto no es otra cosa que restringir el tamano de la cadena a uno finito pues, como
bien sabemos, j define el tamafio de las representaciones de su(2), de tal forma que
m vaya de —j a j, es decir m, que ahora es posicion en la cadena, s6lo puede tomar
27 + 1 valores distintos, o en otras palabras, la cadena tiene un tamano de 25 + 1.
Con esta identificacion, la relacion de conmutacion entre A y AT implica

o0h 6
N=2g, -2 (3.178)

o (6]

donde §/a es una constante irrelevante en H. La expresion para N se obtuvo al
notar que

aN + 6= [A AT = [Jy, J_] = [Ty +idy, Jy + i)

3.179
= iy, ) +i[J,, J) = —i(ihJ.) + i(—ihJ.) = 2R, (8.179)

y despejar a N en términos de J,. Es asi que el Hamiltoniano de amarre fuerte (3.56)
ahora es

oh 4 2 5
H=Jp+idy+Js—idy+c(—J, — ) =2y + —J, — =, (3.180)
(0} (0] « (6%
que puede ser reescrito como
H =mn-J+cte, (3.181)

con ayuda del vector n := (2,0, 2<), donde el vector unitario i =n/[n| es

2,0, 2he
n= ( 2 (3.182)

NZEw v yEe
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Si n es independiente de t, entonces el operador de evolucion temporal esta dado
por la exponencial del Hamiltoniano (3.181), esto es

' Jent .
U= exp (—Z hn ) - €19, (3.183)

por lo que concluimos que U es un rotacion, ésta es nuestra motivaciéon para resolver
nuestras Ecs. MM discretas como sigue.

A continuacion probaremos que, en efecto, la solucién a nuestras ecuaciones de
Mello-Moshinsky discretas (3.136), (3.137) y (3.138) es una rotacion. Procedamos a
calcular las recurrencias para D, el operador de rotacién en mecanica cuantica. En
angulos Eulerianos, la funcion D de Wigner es

D3 (6,0,00) = e~ (), (3.184)

donde la tnica parte no trivial es la llamada funciéon de Wigner reducida

& (0) = (jm| exp (—%Jye) ) (3.185)

La eleccion de la convencion de rotacidon z — y — z se hace pues con ésta la realidad
del exponencial complejo estd garantizada. Trabajemos entonces con recurrencias
para d pequena, primero calculemos

jm|exp L0 J, |jm’) = m'd’_ (0
FL Yy mm

= (jm| Dy(0).J.D}(0)D,(6) |jm') (3.186)
= (jm| (cosO.J, + sin6J,) D,(0) |jm')
= (%),

donde hemos hecho uso de (3.147) y donde D,().J.D}(f) es justamente .J. rotado.
Como truco ingenioso se ha introducido D](0)D,(#) = 1. Nos detenemos un mo-
mento poniendo un asterisco que indica pausa para mostrar por qué la dltima linea
es cierta, las rotaciones infinitesimales dan

1 1 10 10
1--J0).1+-J0)~=J, ——|J,, .| =J, — —theys J,
( h ) ) ( +FL Yy ) h [ Yy ] FLZ €231 (3187)

donde identificamos las aproximaciones para dngulos pequenos de las funciones tri-
gonométricas sinf y cosf a primer orden en 6, lo cual muestra que al final, para
una rotacion finita, J, rotado alrededor del eje y toma la forma

Dy(8).J.D}(0) = cos 0.J. + sin6.J,. (3.188)
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Podemos continuar
(%) = (jm| (cos 0.J, + sin6.J,) D,(0) |jm”)
= (jm| <cos€J + sin 6 (J ;J )> D, (0) |im’)

Vii+m)(G—m+1)

2
VG —m)(j+m+1)
2

+ hm (jm| D, (0) |jm’) cos¥,

=h sin@ (j,m — 1| D,(0) |jm’) (3.189)

+h

sinf (j,m + 1/ D, (6) |jm')

donde se ha puesto a J, en términos de los operadores de escalera de SU(2) y después
se ha usado (3.148). Vemos de (3.186) y (3.189) que lo anterior es cierto si y solo si

Vi+m)(j—m+1)

m'd ,(0) = 5 sin 0’| w (0)
G-—mG+m+1) (3.190)

+mecosfd’  (6),

donde hemos hecho A = 1. Esta es nuestra primera relacion de recurrencia, que
también se puede escribir como

m’ —mcos0

2d),. (0) = VG+m)G—m+Dd, ., )

+VG—m)G+m+D)d, . (0).

sin 6

(3.191)

Ahora, utilizando J, y J_, en lugar de J,, tenemos

(jm| Dy(0)Jx |jm'y = A {jm| Dy(0)y/(j F m/)(j £m’ + 1) |j,m’ £ 1)
VEFm)GEm + D&, e (0) (3.192)

= (jm| Dy (0)J=D, " (0)D,(0) |jm') = ().

h
h

Calculemos el resultado de rotar a los operadores de escalera

D,(0)J.D; ' (0) = D,(0)J, D, (0) + D, (0)iJ,D; ()
= cos0J, —sin0J, £ iJ,
Je +J- sinf.J, + ZJ — ) (3.193)
9 29
— COSH%JJF + COSGT:FlJ —sinfJ,,

= cosf

aqui hemos usado (3.140) para poner a Jy en términos de J, y J,. Note que la
expresion para J, rotado se ha calculado como antes se ha hecho para .J,, vea
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3.187), también note que J, no rota, algo obvio, por lo tanto
y g

+1 1
(#%) = (jm| (%h + %J_ ~sin QJZ) D, (6) |jm’)

= O G m) G~ m T 1) (om — 11D,(6) m) (3.154)
L SOF L TG T m D) Gom + 11D, (0)jm)

2
— sin@hm (jm|D,(0)|jm") ,

o bien, resumiendo (3.192) y (3.194)

VUEFm)GEm D), ey (0)

cosf +1 - - j
= T\/(J +m)(j—m+1d, . (0)

cos F 1 ‘ (3.195)
+ IGO0 (0)

—msindd’, ., (0),

en unidades en las que h = 1, completando asi nuestra segunda recurrencia para d.

En general, si queremos las relaciones de recurrencia para Dﬁnm,(qﬁ, 0,1), simple-
mente multiplicamos las ecuaciones (3.191) y (3.195) por e ™¢~™% y asi obtenemos
las relaciones de recurrencia en su presentacion final, a saber

- m' —mecos@ o
op Z P S+ m)(i—m+ e DI ,

+V (G —m)(G+m+1)e’D] L,

sin 6

donde la dependencia explicita de los angulos de Euler ha sido omitida para op-
timizar el espacio. Haciendo —m’ — —(m/ £ 1 F 1), (3.195) queda de la siguiente
forma

VEFm)GEm + 1D (6,0,9)

cosf £1 - - it i
= T\/(j +m)(] _m+ 1)6 ¢D;771—17m’ <¢79;"¢)

cos ¥ 1 o (3.197)
+ I G=m) G F m DDl (9,0,9)

—msinfD? (¢,6,1),

vemos que estas relaciones de recurrencia son bastante similares a (3.136) y (3.137),
como se esperaba. Procedamos a identificar las cantidades equivalentes.

Para el caso de la Ec. de Heisenberg lineal con coeficientes independientes del
tiempo para los operadores N, A y Af, podemos comparar las ecuaciones (3.136),
(3.137) con las relaciones de recurrencia de las matrices D de Wigner (3.196), (3.197)
notando que la siguiente identificacion es posible

A(m) = \/% (m—m?2) +co — A(m):=+/(j+m)(j—m+1), (3.198)

64



3.4. Teoria de grupos semisimples SU(2) y SU(1,1)

para hacer esto, es necesario factorizar el acoplamiento obtenido en nuestro modelo
de tal forma que

A(m) = 4/ =A(m), (3.199)

donde s6lo hemos extraido el factor y/«/2; por supuesto, esto implica

2
% =G +1). (3.200)

Sustituyendo (3.199) en la primera de las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas,
(3.136), tenemos

m'w? — m(w? — 25)

V5Tl

Um’m = A(m)eiargFUm“m_l

(3.201)

+ A(m + 1)€_iargFUml7m+17

mientras que al hacer lo mismo en la segunda relacion de recurrencia, (3.137), pro-
duce

WA Ui —1.m = mV 20 Uppry + A(m + DA Upr i

X (nm (3.202)
+ A(m):UQO_l.

El resultado es que los angulos de Fuler ahora son funciones de nuestros parametros
a, By t; las siguientes ecuaciones los definen

V2a|l

sinf = R (3.203)
w? — 25
cost = T, (3204)
¢p=—argl, ¢—1v=02n+1)m neN,. (3.205)

Finalmente, la solucion de las Ecuaciones Mello-Moshinsky discretas (3.136), (3.137)
v (3.138), es

Upim = D> (,0,9), (3.206)

i. e., la representacion en el espacio discreto del operador de evolucién temporal es la
funcion D de Wigner. Abundaremos en la discusion de este resultado en el siguiente
capitulo y veremos que aunque la motivacion original fue la cadena finita SU(2),
D también describe a la cadena SU(1,1) por continuacion analitica. De hecho, en
los limites apropiados puede describir la cadena homogénea ISO(1,1) o la cadena de
Heisenberg. La generalidad de la solucion es extraordinaria.
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Capitulo 4
Analisis de propagacion de pulsos

En el presente capitulo se analizan las propiedades de propagacion de pulsos en
cadenas no homogéneas de distintos tamanos retomando lo que hemos construido
hasta el momento. Veremos que la cadena finita se describe con el algebra su(2), que
la cadena infinita se describe con el algebra su(1,1) y que el algebra de Heisenberg
da cuenta del comportamiento de una cadena semi-infinita. Detallaremos cada una
de las propiedades que se obtienen de los propagadores cristalinos para cada cristal,
tanto para la cadena libre como para la cadena con un campo externo, i. e. para
cuando sobre un electron, por ejemplo, actia una fuerza constante. Esto nos llevara
al sorprendente fenémeno de oscilaciones de Bloch en cadenas inhomogéneas.

4.1. Cadena finita SU(2)

Nuestro punto de partida es la cadena descrita por a > 0 correspondiente al
algebra de SU(2). Varios puntos son claros pero vale la pena mencionarlos por la
relevancia de su significado fisico. Sabemos que los multipletes de SU(2) quedan
definidos por el valor del “espin” j que puede ser entero o medio entero, de esto se
sigue que la cadena, puede ser de tamano par o impar. Esto da como resultado 2541
valores distintos para n, el cual, de acuerdo a (3.178) no es otra cosa que el valor
propio de N. Asi que n puede ir de —j a j. En otras palabras, la cadena es finita.
En lo que sigue, estudiaremos qué sucede cuando en la cadena tenemos un pulso
localizado a tiempo cero en diversas posiciones iniciales representativas.

Otro punto importante, para logar una mejor comprension en nuestra investi-
gacién, consiste en senialar cual es el papel de [ en nuestro modelo. Hemos visto
que el valor de 8 cuantifica la intensidad del campo externo, vea (3.112), por lo que
resulta intrigante conocer los efectos de su presencia sobre la dindmica del sistema.
Analizaremos cada uno de estos puntos en lo que sigue.

4.1.1. Particula libre SU(2)

Empezaremos estudiando la evolucion de un paquete de ondas localizado en algin
sitio dentro de una cadena SU(2) cuyas caracteristicas son simplemente su finitud
y la funcién de acoplamiento o amplitud de salto, la cual hemos graficado en color
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al

Figura 4.1: Dinamica de pulsos en un cristal SU(2) libre. Propagacion de pulsos en
un cristal finito sin campo externo desde diversas posiciones iniciales: (a) desde el
lado negativo, con n; = —10, (b) desde el centro de la cadena, (c¢) desde el extremo
positivo de la cadena. Especificamente, el tamano de la cadena es 31, o sea de “espin”
j = 15. En todas las figuras que involucran al cristal finito SU(2) el tiempo va de 0

a 27 /2.

rojo en la Fig. 3.2. Esta funcion de acoplamiento explicard la mayor parte de las
caracteristicas de propagacion que observaremos asi que es una buena idea repasar
sus caracteristicas. El acoplamiento, de forma general, es una parabola que abre hacia
abajo, como ya lo hemos dicho, la forma de esta funcién de acoplamiento delimita
el espectro de N, por lo que efectivamente describe a la cadena finita, ademaés, es
una funciéon par. Haremos més comentarios sobre como esta forma particular de la
amplitud de salto explica el comportamiento de propagacion observado.

El formalismo general de los propagadores cristalinos nos dice que, dado un
estado inicial, digamos 1,,(0), podemos escribir el estado a tiempo t como

¢m(t) = Z Umn(t)wnm)' <4'1>

Un estado inicial de especial interés es aquel que consta de un pulso en, digamos, el
sitio n’, esto es, una condicion inicial de la forma 1), (0) = d,,,. La sustitucion de tal
condicion en (4.1) produce

¢m(t> = Upn (t)7 (42)

esto es, la amplitud de probabilidad de encontrar a la particula en el sitio m dado
que inicialmente se encontraba en el sitio n’ es el propagador cristalino, para t > 0.
De esta forma, la distribuciéon de probabilidad se obtiene elevando al cuadrado al
propagador.

De la solucion a las Ecs. MM discretas sabemos que el propagador es

Ko (t) =0@)D7, . (4.3)
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Una caracteristica de nuestro propagador de SU(2) que se puede anticipar se deduce
de una de las relaciones de simetria de la funcion D de Wigner, para entender esto,
basta con notar que, al final, las distribuciones de probabilidad s6lo dependen de la

. . . . 2 C2 . .
matriz de Wigner reducida, la d, i. e. ‘Djmm,| = |dﬁnm, , asi que la identidad

& (0) = (1)

mm —m, 7m’(9)7

(4.4)

p. 79 de [39], muestra que ‘d{nm, g ’d]_m o 2, i. e. las distribuciones de probabili-
dad que involucran a estos indices, con m de —j a 7, han de ser la imagen especular
una de la otra. En la Fig. 4.1 hemos graficado las distribuciones de probabilidad para
ciertas posiciones iniciales representativas. Hemos elegido un tamano de cadena im-
par para presentar distribuciones simétricas, aunque una eleccion distinta (tamano

par) es posible. A continuacion hacemos algunos comentarios.

La explicaciéon de lo que se observa en los paneles recae principalmente en los
siguientes elementos: el principio de superposicion, la funcion de acoplamiento entre
los sitios de cadena y la finitud del cristal. Una observacion interesante es que en cada
uno de los paneles 4.1a, 4.1b y 4.1¢ se da algo que se conoce como el renacimiento o
reconstrucciéon del paquete de ondas. Abundaremos en la discusiéon de este resultado
més adelante. Procederemos a discutir, de forma ordenada, los principales elementos
que dan cuenta del comportamiento del paquete localizado en la cadena SU(2), de
tamano finito y con acoplamientos dependientes de la posicién como una parabola
que abre hacia abajo.

Como lo hemos mencionado, la superposicion de ondas, en general, electromagné-
ticas, o de probabilidad en mecanica cuantica, etc., juega un papel muy importante
en la dindmica del sistema. De hecho, es bien sabido que la superposiciéon explica
la interferencia, esto es, contesta la pregunta de por qué en ciertos sitios las ondas
se refuerzan y en otros, al contrario, se anulan. Pero en este caso, ;superposicion
de qué exactamente? bien, sabemos que un paquete de ondas altamente localizado
en el espacio de posicion estd compuesto de un ntimero infinito de componentes
monocromaticas, cada una de las cuales es dispersada segtn lo dicta la relaciéon de
dispersion del cristal correspondiente. Por lo tanto, esperamos que cuando estudie-
mos la propagaciéon de ondas monocromaticas, tema que serd discutido mas tarde,
ganemos un entendimiento més profundo del comportamiento observado.

Por otro lado, la viabilidad de un enfoque de suma sobre caminos en el espacio
discreto ha sido analizada de forma rigurosa en [2]| para la cadena homogénea, no
obstante, una formulacion anédloga en este contexto luce complicada puesto que las
composiciones infinitesimales, fundamentales para un planteamiento de esta natu-
raleza, no son “bien comportadas”.

Aqui entra otro elemento importante. Puesto que el cristal es finito, cuando
el pulso alcanza a propagarse hasta los extremos del cristal, el frente de ondas
rebota de las paredes para dirigirse al sitio simétrico especular que corresponde a la
posicion en la que inicialmente se encontraba, ahi el estado inicial se reconstruye, las
condiciones para el renacimiento en una posiciéon distinta a la inicial, o transporte,
como es llamado el fendmeno, las expondremos mas adelante. También notamos que
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4.1. Cadena finita SU(2)

medio ciclo después el sistema vuelve a su estado original, con el pulso reconstruido
en el sitio de partida.

Finalmente, un aspecto relevante que debe ser senalado, y que nos permite dis-
cutir otro elemento imprescindible, es la velocidad de propagacién en la cadena, la
cual esta directamente relacionada con la amplitud de salto [10], como se puede in-
tuir. Empezando por el centro, distribuciéon simétrica 4.1b, es claro que la velocidad
de propagacion disminuye con el paso del tiempo, i. e. tenemos una desaceleracion.
Recorremos una distancia cada vez menor en el mismo intervalo de tiempo. Esto le
da el aspecto de una V ligeramente curvada, hasta antes del rebote. Esta propiedad
se entiende si uno toma en cuenta que la amplitud de salto es maxima en el centro y
minima en las orillas, por lo que la propagacion en el centro es més rapida mientras
que en las orillas es mas lenta. Después del rebote estas caracteristicas se invierten
y ahora el frete de ondas acelera hasta reconstruir el estado inicial.

Este principio se sigue respetando incluso en puntos distintos al centro. Tal es el
caso de las Fig. 4.1a y 4.1c. En 4.1a, por ejemplo, el pulso comienza en un sitio en el
que estamos mas cerca del minimo que del méximo de la funcion de acoplamiento,
esto se refleja en su propagacion. Del lado izquierdo, el pulso se propaga cada vez
més despacio. Es necesario senalar que, en nuestros diagramas, el eje horizontal
representa la posicion discreta, mientras que el vertical denota al tiempo, continuo.
Siguiendo con 4.1a, del lado derecho la propagacion del pulso se da a una velocidad
cada vez mayor: jel frente de ondas aceleral. En el sitio inicial, que para 4.1a es
n; = —10, donde el 0 esta en el centro de la cadena (al ser ésta de tamano impar), el
valor de la amplitud de salto es intermedio. De ahi hacia la derecha, crece, hasta el
centro, del centro hacia el borde derecho el acoplamiento nuevamente es decreciente.
La coincidencia de esta funcion con las propiedades de propagacion es la anticipada.
En efecto, en 4.1a, vemos que la velocidad de propagacién aumenta desde n;, = —10
hasta n = 0, una vez ahi, en el origen, el frente de ondas se propaga sufriendo
desaceleracion.

El dltimo panel, donde el sitio inicial es un extremo del cristal, Fig. 4.1c, se
explica en los mismos términos. Vale la pena resaltar que aqui se observa, al igual
que en 4.1a, la aceleracion y el frenado del frente de ondas delatando nuevamente la
forma de los acoplamientos. Queremos enfatizar que la inequivalencia de la evolucion
para condiciones iniciales puntuales partiendo de sitios distintos se puede entender
por la inhomogeneidad provocada por la dependencia espacial que tiene la funcion
de acoplamiento. No es lo mismo comenzar en el centro que en sitios distintos.

Uno debe ser cauto en atribuir el comportamiento observado a la naturaleza
“puramente cuantica” del pulso pues esto no es cierto. De hecho, los resultados que
aqui presentamos valen para toda clase de sistemas equivalentes, “ondas clasicas”
moviéndose en arreglos similares, que igualmente pueden superponerse e interferir.
Una descripciéon puramente cuantica nos permitiria explotar propiedades sin analogo
clasico como el entrelazamiento. Esta descripcion general es posible por la equivalen-
cia de las ecuaciones de onda en la aproximacién de amarre fuerte de varios sistemas,
como la que presentamos para el cristal fotonico del Cap. 2. Por lo tanto, lo funda-
mental en estos sistemas es més bien la naturaleza ondulatoria en el sentido amplio
de la palabra.
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Ahora, discutamos lo que hemos pospuesto a lo largo de esta exposicion, a saber,
por qué el pulso se reconstruye o renace después de cierto tiempo. Las condiciones
de division perfecta (balanceada) y reconstruccion de un paquete de ondas en una
cadena finita han sido estudiadas en [11], por ejemplo. Como sefialan, para que se
dé el renacimiento de un estado inicial, se deben de cumplir algunas cosas: primero,
que el Hamiltoniano goce de simetria especular [12], i. e. que el acoplamiento entre
sitios sea una funcién tal que A;_,, = A, en términos de nuestra notaciéon, donde
L es el tamano de la cadena, en este caso, L = 25+ 1, con nde 1 a 25+ 1, o
equivalentemente, A;_, = A; .1 con n de —j a j. Un Hamiltoniano de este tipo
también impone restricciones sobre el campo externo, a saber Vi i1, = Vjji,.
Ciertamente este es el caso del Hamiltoniano de la cadena finita SU(2) sin campo,
donde la funcion de acoplamiento esta dada por (3.112) y donde la condicién sobre
V,, se cumple trivialmente pues V,, = 0 para todo n. A continuaciéon se discuten las
condiciones para el transporte de estados en términos mas intuitivos.

Para explicar esto, recuerde que D es una rotacién, por lo que cuando actiia
sobre un estado inicial localizado, digamos |n), éste es rotado. Esta operacion sobre
el estado inicial da cuenta del transporte del pulso, del sitio inicial m al sitio final —m,
cuando 6 = (2n + 1)7 y una reconstruccion en la posicion inicial cuando 6 = 2n,
con n € Ny. Por lo tanto, en términos simples nuestra condiciéon para que el pulso se
reconstruya es que el estado inicial rote. Esto es bastante claro ya que el propagador
es la D de Wigner. Las siguientes relaciones garantizan que el pulso se reconstruya:

& (20 + D)) = (=1)@Hi-m's (4.5)
dan’<27Tn) = (_1)2nj5mm/a (46)
p. 80 de [39], validas para posiciones iniciales y tamanos de cadena arbitrarios, m’

y j. La primera da cuenta del transporte de la distribucién inicial, en general, i. e.
cuando el pulso inicialmente en m’ se reconstruye en su sitio opuesto —m’ mientras
que la segunda igualdad significa que después de un tiempo de ¢t = 27mn/w el pulso
se reconstruye donde inicialmente se liberd, al notar que # = wt, con h = 1. Estos
puntos son observados en los paneles de la Fig. 4.1; w = \/2a + 62 =1240=+2.
Habiendo dicho lo anterior, ahora es claro que cualquier distribucién inicial que se
propague en el cristal finito SU(2) se reconstruira periédicamente.

Nuestra expresion para el propagador de SU(2) en forma cerrada nos da la opor-
tunidad de discutir sobre lo que sucede cuando varios pulsos se colocan en la red.
Con este fin observe la Fig. 4.2. Compare 4.2b con la Fig. 3 de [11], donde se grafica
el niimero de ocupacién al cuadrado medio de dos bosones que no interactuan para la
cadena de pseudoespin j = 39/2 y nuestro resultado. La principal diferencia, o me-
jor dicho, la tnica diferencia que se observa entre las distribuciones de probabilidad
referidas es que en la nuestra la interferencia de los pulsos produce un desbalance
en la distribuciéon como se puede constatar en el centro de la cadena asi como en las
orillas, esto se inhibe en el trabajo antes citado mediante una modificacion ligera a la
ley de acoplamientos para los sitios cercanos al centro, condicion a la que los autores
llegan de forma numérica, sin embargo, la necesidad de tal enfoque se pone en duda
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MAX

Figura 4.2: Dos particulas en un cristal SU(2). Propagacion de dos pulsos en un
cristal finito sin campo desde posiciones simétricas. (a) Propagacion desde |n| =7
con j = 15y (b) desde |n| = 21/2 con j = 39/2. Los pulsos se reconstruyen a tiempo
t =m/ V2 en los sitios opuestos a aquellos en que se encontraban inicialmente,
provocando el patron de interferencia que se observa en la region en la que sus
caminos se cruzan.

con la Fig. 4.2a, la cual muestra que incluso en el Hamiltoniano con simetria SU(2)
es posible obtener distribuciones balanceadas en una cadena de tamano impar.

Algo que hay que aclarar es que el transporte a tiempo ¢t = mr/\/§ permite
que los paquetes de ondas se reconstruyan en posiciones distintas a la inicial, de
hecho hemos visto que un tnico pulso que comienza en el sitio m se reconstruye a
medio ciclo en el sitio —m, con m de —j a j, como es bien sabido [12] y como lo
hemos mostrado en este trabajo mediante las identidades (4.5) y (4.6), por lo que
las distribuciones 4.2a, 4.2b deben ser interpretadas como tal, i. e. a medio ciclo, el
pulso alimentado en el lado derecho se reconstruye en el lado izquierdo y viceversa;
tenemos la distribucion original medio ciclo después. De hecho, las distribuciones
pueden ser mas elaboradas y adquirir mas detalles si consideramos mas pulsos asi
como cadenas de mayor tamano. Muestra de ello es el panel 4.3 donde presentamos
algunas distribuciones de probabilidad para cuando mas de dos pulsos se propagan
en la cadena, los patrones de interferencia observados han llegado a ser llamados
alfombras cuanticas o de luz [13] y se entenderan mejor a continuacion al considerar
la evolucion de otro tipo de paquetes de ondas: los Gaussianos.

Otro tipo de distribucién inicial de interés, que complementa nuestra discusion
y que se puede evaluar de forma exacta, es la correspondiente a paquetes de ondas
Gaussianos de la forma

¥n(0) = cexp [z’k’o(n —n;) —y(n — ni)Q], (4.7)

especificamente, nos interesan paquetes cuya distribucion en el espacio de cuasimo-
mento sea justamente como la de los pulsos en el espacio de posicion, i. e. con cuasi-
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0 MAX

Figura 4.3: Tapices sobre espacio-tiempo SU(2). Patrones de interferencia resultan-
tes cuando varios pulsos se dejan propagar desde distintas posiciones iniciales. En
todas las figuras de este panel la cadena es de tamano 46. Siempre se respeta la
reconstruccion (el transporte) del pulso, inicialmente en m, en su opuesto —m, con
m de —j a j. Estos patrones de interferencia pueden ser producidos por luz evanes-
centemente acoplada en un cristal fotonico como el que se describio en el capitulo
2.

momento bien definido, kg, esto es, consideraremos paquetes Gaussianos para los que
v < 1. Hemos graficado la evolucion de varios paquetes de este tipo en la Fig. 4.4.
Los resultados son esclarecedores si entendemos lo que pasa en la cadena homogénea,
por ejemplo. Con una relacion de dispersion del tipo E(k) = A cos(k) la velocidad

de grupo es v,(k) = —Asin(k), ahora, en el caso libre el cuasimomento es constante,
k =0, por lo que la “posiciéon de grupo” es simplemente x,(t) = z4(0) — Asin(ko)t
lo cual produce los conocidos conos de luz efectivos en espacio tiempo [2|. En efecto,

la velocidad de grupo méaxima se da para Gaussianas con cuasimomento |k| = 7/2
y las “trayectorias” correspondientes delimitan las regiones de propagacion. Es la
superposicion de este tipo de ondas, con k en el intervalo de —7 a 7 lo que compo-
ne a un paquete altamente localizado en el espacio de posicion asi que se entiende
el patron de interferencia resultante: un pulso en una cadena ISO(1,1) se propaga
balisticamente pues sus constituyentes monocromaticas son dispersadas en distintas
direcciones en el cristal con velocidad de a lo méas |v,| = A lo cual produce el patron
de interferencia pseudo-relativista. Aunque no es una exposicion rigurosa, hemos
decidido hacer estos comentarios porque iluminan la fisica del problema.

De forma similar para la cadena finita SU(2), donde la evolucion de las compo-
nentes monocromaticas de un pulso se pueden evaluar de forma exacta mediante

U (t) = Z Upncexp|iko(n — n;) — v(n — ni)g}, (4.8)

n=—j

vemos que las ondas “de un so6lo color” son dispersadas por el cristal de una forma
un tanto mas compleja que como lo hace el cristal homogéneo infinito. En la Fig.
4.4 hemos graficado la evolucion de ondas con cuasimomento en lo que llamamos
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(a) (b) () (d) (e) (f) (&) (h) (1)

B

0 MAX

Figura 4.4: Dispersion de ondas Gaussianas monocrométicas en la cadena SU(2)
libre. Propagacién de ondas Gaussianas con cuasimomento dentro de la primera
zona de Brillouin. Los valores de k van de —7 a 7, para ser claros: (a) —m, (b)
—7r/10, (¢) —m/2, (d) —7/5, (e) 0; para las figuras (f)-(i) los valores de k son las
contrapartes positivas de los valores negativos antes mencionados; v vale 0,01.

la primera zona de Brillouin del cristal SU(2). Los resultados se parecen a lo que
sucede en la cadena ISO(1,1) en el sentido de que la dispersion de cada componente
monocromatica nos da una idea de lo que sucede en el cristal cuando un pulso
se propaga. Es bien sabido que una relacion de dispersion no lineal como la de
ISO(1,1), SU(2), etc., hacen que la velocidad de grupo y la velocidad de fase difieran.
Ingenuamente, se podria decir que aqui parece valida una relacion del tipo z, =
f(zg, k) ‘ ko €N UNa aproximacion semiclasica. La soluciéon a esta ecuacion diferencial
no lineal en x, hipotética, describiria las trayectorias de los paquetes Gaussianos
mientras que la integral de f(z,k) a lo largo de la primera zona de Brillouin nos
darfa la relacion de dispersion, o eso es lo que nos gustaria. Hay que enfatizar que
se ha mostrado que dicho enfoque es inconsistente, destacando las observaciones
vertidas sobre el tema inicialmente por Zak [11] . Esto muestra la importancia del
formalismo de propagadores cristalinos dado que resuelve el debate en torno a la
formulaciéon rigurosa de la dindmica de paquetes de ondas en la aproximacion a
una banda. Lo que si podemos decir es que un pulso, hecho de una superposicion
de componentes monocromaéticas, las cuales son dispersadas de la forma en que
se muestra en la Fig. 4.4, se propaga como lo hace puesto que corresponde a la
evolucion de la superposicion de dichas ondas que al final producen la distribucion
4.1b. También es claro que las Gaussianas con velocidad maxima corresponden a
|k| = my a k = 0 mientras que las de velocidad minima a |k| = 7/2 dando una
mejor idea de la relaciéon de dispersion del cristal SU(2). Como en ISO(1,1) [25], en
SU(2) las ondas de velocidad méaxima parecen definir en buena medida la forma de
las causticas.

Para concluir esta seccién, queremos decir que aunque uno podria estar tentado
en catalogar lo que se observa en 4.1b como una oscilaciéon de Bloch, esto no tiene
sentido en este contexto, nos reservaremos el nombre para el caso en el que un campo
externo actia sobre la cadena. De hecho, otro de los resultados importantes de este
trabajo, es el hallazgo de oscilaciones de Bloch en cristales inhomogéneos, como
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veremos a continuacion.

4.1.2. Particula en presencia de un campo externo SU(2)

A continuacion, veremos qué sucede cuando, aparte de la inhomogeneidad de
la cadena, tenemos un campo externo, el cual puede ser un campo eléctrico para
el caso de un electréon, un campo gravitacional para el caso de un condensado de
Bose-Einstein, o una variacion adecuada del ancho de las cortinas dieléctricas de un
cristal fotonico, como el que caracterizamos en el capitulo 2, etcétera. Mostraremos
que, atin en el caso de una cadena inhomogénea, el fenémeno de oscilaciones de
Bloch se presenta. Este descubrimiento tiene un gran significado: la generalizacion
del fenébmeno a una cadena inhomogénea. De esta forma, mostraremos que incluso
en cristales inhomogéneos finitos (en este caso), un electron oscilara, como se sabe
que lo hace en la cadena infinita homogénea [25]. La Fig. 4.5 muestra lo que sucede
cuando un campo externo se enciende y variamos su intensidad mediante 5. En
seguida hacemos algunos comentarios.

Lo que podemos observar de inmediato en los paneles es que se da un fenémeno
de confinamiento de la propagacion del pulso. El influyente trabajo de Bloch [3]
da pistas para explicar lo que hemos encontrado. Como un punto de referencia im-
portante recuerde que, en el mundo clasico, es bien sabido que una particula (en
el espacio continuo) bajo la accion de una fuerza constante acelera uniformemente.
Inesperadamente, Bloch descubrié que este no era el caso para un electréon dentro
de un cristal. Un fondo periodico fue suficiente para que la dindmica de una par-
ticula desafiara nuestra intuicién. En realidad, el electréon describe una trayectoria
oscilatoria en la red, cuya amplitud va como 1/5 y cuya frecuencia es directamente
proporcional a 3, con 3 la intensidad del campo. Esto se puede “obtener”, por ejem-
plo, para el caso de la cadena de amarre fuerte homogénea a través de su relacion
de dispersion (una funcion trigonométrica), integrando la velocidad para obtener
la posicién como funcién del tiempo, una derivacion que satisface las expectativas
fisicas pero carece de justificaciéon matemaética.

Note que el arreglo del que se obtuvo la conclusion anterior consiste de un cristal
homogéneo infinito mientras que lo que tenemos aqui es un escenario notoriamente
distinto. En primer lugar, el cristal es finito, y ademas, no se trata de un cristal ho-
mogéneo sino que los acoplamientos dependen de la posicién en la cadena, contrario
al modelo de amarre fuerte estandar. Esto produce un comportamiento singular del
pulso, como la reconstruccion del estado inicial que ya hemos senalado en la seccion
previa.

En la cadena SU(2) sometida al campo externo, un fenémeno interesante se
presenta cuando el campo es débil, distribuciones 4.5a-4.5¢ de la Fig. 4.5. En ellas se
puede ver que el efecto de un campo tenue sobre la cadena consiste en transformar
las distribuciones no perturbadas. En 4.5a, por ejemplo, notamos que, ain cuando
alcanzamos el tiempo de transporte libre, que definimos como t = 7/w, ya no se
da mas la reconstruccion del pulso sino hasta un momento méas tarde. Los paneles
restantes, 4.5d a 4.5g, muestran que, incluso en un cristal de este tipo, el resultado
de Bloch sigue siendo valido en cuanto a que la amplitud de las oscilaciones es cada

75



4.1. Cadena finita SU(2)
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Figura 4.5: Emergencia de oscilaciones de Bloch. Propagaciéon de pulsos en una
cadena finita SU(2) en presencia de un campo externo. La presencia de una fuerza
constante confina las oscilaciones ya que disminuye su amplitud, ademas aumenta
la frecuencia de oscilacion. Los valores de la intensidad del campo externo son (a)

B = 0,25, (b) B =05, (C) B=1, (d) B =2, (e) B =3, (f) B =10, (g) B = 50.

(b) () (d) (e) (f)

B
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Figura 4.6: Oscilaciones de Bloch asimétricas SU(2). El campo produce oscilaciones
de Bloch del paquete de ondas en esta cadena finita inhomogénea incluso para po-
siciones distintas al centro resultando en oscilaciones asimétricas. Aqui un pulso se
propaga desde una posicion inicial n; = —10 con intensidad de campo externo (a)
g =1, (b) =3, (c) =10,y desde n; = 15 con los mismos valores de .

vez mas pequena a medida que el campo es mas intenso y que la frecuencia aumenta
como lo hace el campo. En el dltimo panel podemos notar que, en esta aproximacion
a una banda y en el limite de 5 muy grande, el pulso es obligado a permanecer en su
posicion inicial. Mas adelante veremos que la validez del fenémeno de oscilaciones de
Bloch no solamente es aplicable al cristal SU(2), sino que la cadena infinita SU(1,1)
y la semi-infinita de Heisenberg también lo comparten.

Puesto que la posiciéon inicial no se limita al origen, en la Fig. 4.6 mostramos lo
que denominamos oscilaciones de Bloch asimétricas. Los paneles muestran que las
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Figura 4.7: Tapices de oscilaciones de Bloch sobre espacio-tiempo en cristal SU(2).
La intensidad del campo externo toma los valores representativos § = 2, 3,10 y 50

de izquierda a derecha. En el primer renglon los pulsos se ubican en |n;| = 20, 3,
en el segundo en |n;| = 23,5,14, en n; = —23,0,17 y 20 para el tercer renglon y
finalmente en n; = —19, —6,2 y 13 para el dltimo.

oscilaciones de Bloch, en posiciones distintas a n; = 0 se ajustan al entorno de pro-
pagacion, respetando las restricciones de velocidad impuestas por los acoplamientos
entre sitios. Esto sugiere que una riqueza de patrones de interferencia pueden ser
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creados, prueba de ello son los tapices de oscilaciones de Bloch, vea la Fig. 4.7.
Hasta donde sabemos, los patrones de interferencia 4.7 parecen ser de las primeras
alfombras cuanticas o de luz con campo externo. El punto clave para entender lo que
se observa esti en que cada pulso lleva a cabo oscilaciones de Bloch independientes
pero su naturaleza ondulatoria causa interferencia.

Para terminar, la propagaciéon de Gaussianas se estudia de nuevo, ahora con
campo externo, Fig. 4.8. Es de suma importancia senalar las coincidencias entre
las propiedades de propagacion para este tipo de paquetes en el cristal SU(2) y el
ISO(1,1) bajo las mismas condiciones. Es bien sabido que las Gaussianas en ISO(1,1)
con campo externo pasan de propagarse linealmente a hacerlo de forma oscilatoria,
aqui también se nota que la “trayectoria” de propagacion es de tipo sinusoidal, con
esto es claro que su superposicion produce oscilaciones de Bloch. Esto ayuda a
vislumbrar un poco mas del funcionamiento interno del cristal al alimentar un pulso.
La distribucion que resulta por superposicion corresponde a la Fig. 4.5e.

(a) (b) () (d) (e) (f) (&) (h) (1)

B

0 MAX

Figura 4.8: Dispersion de ondas Gaussianas monocrométicas en una cadena SU(2)
con campo externo. Los valores de cuasimomento y de 7 son los mismos que se
especificaron en la Fig. 4.4. El efecto de un campo externo consiste en disminuir
la amplitud y aumentar la frecuencia de oscilacion, lo cual puede ser tomado como
una oscilacion de Bloch del paquete Gaussiano. Todas las distribuciones inicialmente
estan centradas alrededor de n; =0y § = 3.

Recapitulando, vimos que en el caso libre un pulso siempre se reconstruye des-
pués de cierto tiempo sin importar su posicion inicial y que esto sucede porque el
Hamiltoniano evoluciona al sistema de tal forma que el estado inicial rota en el
tiempo. La velocidad del frente de ondas siempre se puede entender con ayuda de la
amplitud de salto, observando que el frente de ondas puede acelerar o frenar debido
a la inhomogeneidad del espacio. Ademas, los paquetes Gaussianos monocrométicos
son dispersados por el cristal y su superposicion explica las distribuciones que se
obtienen para los pulsos. También vimos que un campo externo produce oscilacio-
nes de Bloch, tal y como sucede en la cadena homogénea libre, resultando en una
generalizacion de este fenémeno a un cristal finito SU(2) (inhomogéneo). En general,
la propagacién de muchos pulsos tiene por principio rector la reconstrucciéon de la
distribucion inicial después del tiempo t(8) = 27 /w(5).
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4.2. Cadena infinita SU(1,1)

Hemos visto lo que sucede en la cadena finita SU(2) comprobando que, en efecto,
se presentaron fenémenos muy interesantes. Toca el turno de considerar una cade-
na infinita inhomogénea la cual se caracteriza por tener como grupo dinamico a
SU(1,1). Procederemos como lo hemos hecho hasta ahora, comenzando por estudiar
el caso de la cadena en ausencia de campo externo. Veremos que el acoplamiento
define en buena medida las propiedades de propagaciéon. La accién de un campo ex-
terno que varia linealmente con la posicion es considerada en la segunda subseccion.
Ahi, descubriremos que el campo, una vez mas, produce oscilaciones de Bloch, un
resultado fascinante.

4.2.1. Particula libre SU(1,1)

La dindmica de una particula libre en un cristal infinito SU(1,1) difiere sustan-
cialmente de aquella de SU(2). La descripcion teoérica de este problema hace uso
de los operadores de red, como en todos los problemas que aqui tratamos, aprove-
chando que estos tienen una estructura de grupo que hace posible parametrizar los
acoplamientos con ayuda de « cuyo valor define el escenario fisico. De hecho, hemos
dedicado parte de este trabajo a explicar la relacion de este parametro con los aco-
plamientos. En lo que sigue, investigaremos el comportamiento de un pulso liberado
en un cristal unidimensional infinito de acoplamientos crecientes, con ley parabolica.
El cuadrado de esta funcion es una parabola que abre hacia arriba asegurando que
el espectro de valores propios del operador de posiciéon discreta consista de todos los
elementos de Z/2.

Un punto de partida natural consiste en sentenciar las condiciones sobre los
parametros de nuestro modelo que hacen que lo que describamos sea una cadena
infinita. Lo expuesto en la seccion 3.4.1 deberia bastarnos para dar una respuesta.
La condicién de que la cadena sea infinita significa que el dominio del acoplamiento
ha de ser infinito, entonces nos preguntamos por alguna manera de lograrlo. Una
primera idea es considerar el polinomio cuadratico que lo define y hacer que sea
mayor a cero para todo n, de este razonamiento vemos que la tinica forma de que
esto suceda es que el “espin” sea complejo. Explicaremos esto a continuacion.

Consideremos la expresion para los acoplamientos, Ec. 3.112, que obtuvimos
anteriormente. Fsta vez elijamos a < 0 de tal forma que el grupo dindmico sea
SU(1,1). Factorizando la constante tenemos

A(n) —:i:\/E;| nQ—n—%. (4.9)

Previamente hemos identificado 22 con j(j+1) para SU(2). Podemos hacer lo mismo
para SU(1,1), lo importante es que garanticemos que A siempre sea real y que el
espectro de N sea un conjunto infinito. Siguiendo [38], notamos que la condicion de
cadena infinita se traduce en exigir que % < n? —n. Por otro lado, el minimo de la
funcion n? —n se da paran = 1/2, de donde se sigue que % < —1/4. Esta condicion

se cumple si j es de la forma j = —1/2 + ip pues si es asi obtenemos j(j + 1) =

79



4.2. Cadena infinita SU(1,1)

(¢) n; =35 (d) n; =35

0 MAX

Figura 4.9: Propagacion de pulsos en una cadena infinita SU(1,1) en ausencia de
campo externo. Evolucion espacio-temporal de un pulso inicialmente localizado (a)
en el origen de la cadena, (b) en el sitio 15. (¢) El comportamiento es similar para
un pulso mas alejado del centro, posicion inicial n; = 35. (d) Mostramos otro rango
de posiciones para el mismo pulso, n; = 35, se puede observar que el frente de ondas
acelera en la region de acoplamientos crecientes. En (e) y (f) tenemos lo propio para
el lado negativo de la cadena. El tiempo ahora va de 0 a 27.

—1/4—p?, logrando asf que A(n) € R para todo n en Z/2, o sea, que j(j+1) < —1/4.
De hecho, una condicién equivalente es obtenida si tomamos 7 — k£ —1, de tal forma
que el invariante de Casimir ahora es k(k — 1), lo cual implica k = 1/2 + ip, el
valor sugerido en (3.158). Observe que hemos elegido |o| = —a dentro del radical
en (4.9) asi que todo es consistente. Ademaés, es bien sabido que los indices, aunque
ahora ya no guardan una relacién directa con el “espin”, si siguen siendo enteros o
medio enteros, i. e. valores propios del operador de posiciéon. Recordemos que para
SU(2), el espin acotaba los valores que los sitios de cadena podian tomar, aqui el
“espin” complejo hace posible que los indices no estén acotados. Este razonamiento
concuerda bien con la teoria de SU(1,1) que hemos revisado anteriormente.

Con esto en mente, hemos graficado la solucion de las Fcs. de Mello-Moshinsky
discretas para espin complejo de la forma j = —1/2 +ip, « < 0y 8 = 0 en los
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4.2. Cadena infinita SU(1,1)

paneles de la Fig. 4.9. Es decir, el propagador para la cadena SU(1,1) es:

Ko (t) = O(t) DY/, (4.10)

nm

Los rasgos observados son més que interesantes. Para comenzar con su anélisis,
consideremos el caso mas simple correspondiente a un pulso alimentado en el centro
de la cadena, panel 4.9a. Aunque uno imaginaria que una cadena infinita no tiene un
centro, eso s6lo sucede si el espacio es homogéneo; aqui, la presencia del acoplamiento
entre sitios con dependencia espacial permite definir uno. En la Fig. 3.2 hemos
graficado en color verde a la funcion de acoplamientos correspondiente a SU(1,1)
segln la cual el acoplamiento es minimo, mas distinto de cero, justo en el origen
de la cadena. Dicho acoplamiento aumenta sin limite superior desde el centro hacia
afuera. Como veremos en lo que sigue, esta funcion explica muchos de los rasgos que
se observan en nuestras figuras.

Para empezar, es importante tener en mente el resultado de la cadena de amarre
fuerte infinita unidimensional homogénea (de acoplamientos constantes) estudiada
en [2] ya que la diferencia entre aquella y la cadena que aqui estudiamos consiste
tinicamente en que los acoplamientos aqui dependen de la posicion. Sabemos de
esta referencia que en la cadena homogénea existe una velocidad de propagacion
maxima, un resultado que nos recuerda a la dindmica relativista. Respecto a lo que
nos concierne, lo que observamos en la Fig. 4.9a es que jel frente de ondas acelera!.
En efecto, el pulso en su posicion inicial estd rodeado de un medio que propicia
un aumento de la velocidad del frente de ondas puesto que la amplitud de salto
siempre es creciente hacia ambos lados, justo por lo que hemos mencionado unas
lineas arriba: partiendo del centro, el acoplamiento es simétrico y siempre crece
hacia los “extremos” del cristal. Este paisaje provoca el efecto observado. Note que
el principio de conservacion de la probabilidad se cumple para cada rebanada de
tiempo por ser una evolucion unitaria. O sea que sumando sobre todos los sitios para
cualquier tiempo t, deberiamos obtener la unidad. Una caracteristica interesante
de la propagacion es que el esparcimiento de la probabilidad es tan rapido que no
alcanzamos a ver mas al pulso después de cierto tiempo, tanto porque la probabilidad
se ha repartido ya entre muchos sitios, para tiempos crecientes, como porque la
cadena es muy grande, para posiciones alejadas.

A estas alturas hemos sido testigos del peculiar comportamiento de los pulsos
en medios cristalinos. Ondas acopladas evanescentemente, como la luz en cristales
fotonicos, producirian estos patrones de interferencia. El tamano de la cadena igual
es relevante ya que, por la forma de la funcion de acoplamiento, el pulso tiende a
propagarse muy lejos del centro en un lapso de tiempo pequeno. Note que, como
en la cadena finita SU(2), la amplitud de salto también explica el cambio en la
velocidad del frente de ondas en la cadena infinita SU(1,1).

En el siguiente panel, Fig. 4.9b, hemos considerado un pulso inicialmente locali-
zado en n; = 15. El patron de interferencia obtenido es muy llamativo. Observe la
asimetria en la propagacion del frente de ondas, una consecuencia de la inhomoge-
neidad de la cadena. No tenemos méas propagacion balistica como se obtuvo en [2].
Particularmente, si estamos en n; = 15, la amplitud de salto crece hacia la derecha;
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4.2. Cadena infinita SU(1,1)

hacia la izquierda disminuye hasta n = 0 para volver a crecer hacia menos infinito.
Esto se refleja en las propiedades de propagacion. Desde n; = 15, el frente de ondas
acelera hacia la derecha, movimiento caracterizado por la curva céncava hacia abajo.
Hacia la izquierda, el frente de ondas desacelera hasta llegar al centro desde donde
nuevamente acelera hacia la izquierda, aunque la intensidad ya es muy tenue para
que el efecto pueda ser observado. Esto se repite para cada punto del frente de ondas
produciendo el tapiz de interferencia.

Los siguientes paneles, 4.9¢-4.9d, muestran lo que sucede cuando un pulso co-
mienza a propagarse desde el sitio nimero 35. Tenga en cuenta que en nuestros pa-
neles mostramos 101 sitios que se enumeran de —50 a 50, para las figuras 4.9a-4.9¢ y
4.9e, mientras que para 4.9d y 4.9f, aunque mostramos una porcién de la cadena del
mismo tamano, los sitios que se muestran van de —10 a 90 y de —90 a 10, respecti-
vamente, esto con el fin de mostrar la evolucién desde otra toma. Continuando con
la segunda fila de figuras, ain podemos ver la asimetria en la propagacion ademas
de que el patron de interferencia ahora es més fino.

Finalmente, en los paneles 4.9¢ y 4.9f comprobamos que la funcién de acopla-
miento es par pues las propiedades de propagaciéon son parecidas a las del lado
positivo de la cadena. El frente de ondas acelera hacia el lado donde la funcién es
creciente y desacelera hacia el lado contrario hasta alcanzar el valor minimo de la
amplitud de salto, desde donde acelera de nuevo. Contrario a SU(2), para SU(1,1)
no podemos evaluar de forma exacta la evolucion de Gaussianas monocromaticas, no
obstante, intuimos que aquellas con velocidad cuya magnitud sea maxima describen
la forma de las causticas.

4.2.2. Particula en presencia de un campo externo SU(1,1)

La presencia de un campo externo naturalmente modificara la dinamica del pulso.
Como veremos a continuacion, el campo asume el mismo papel que para el cristal
finito SU(2) y la cadena de amarre fuerte homogénea ISO(1,1): el de confinar al
pulso y producir oscilaciones de Bloch. Estudiaremos estos fenémenos notables en
seguida.

Empecemos nuestro estudio partiendo de una cadena infinita SU(1,1) con un
campo de intensidad débil. Resulta que el campo puede tomar valores en dos in-
tervalos desconectados, en uno de ellos la evolucion libre es modificada ligeramente
mientras que en el otro encontramos oscilaciones de Bloch. El origen de estos inter-
valos de valores que 3 puede asumir se puede entender con ayuda de la expresion
para el angulo 6 de la funcion D de Wigner con a < 0. Lo que tenemos son dos
intervalos para el campo externo relacionados directamente con el propagador de
SU(1,1) y separados por una discontinuidad para el caso w = 0, con w definida por
w = /2a + (2. De hecho, de (3.203) y (3.204) encontramos que

V2|l

tanf =
w2 —2=7

(4.11)
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(a) n' =0, B2 =0,01 (b) n' =0, % =1,9999

B

0 MAX

Figura 4.10: Campo en el intervalo (0,+/2|a|) sobre la cadena infinita SU(1,1).
Propagacion de pulsos desde el origen en una cadena infinita en presencia de un
campo externo de baja intensidad. Especificamente, la magnitud del campo toma
un valor en el intervalo (0, \/2|al). Por simplicidad, se muestran los valores de 3%
a = —1. El efecto resultante consiste en disminuir la magnitud de la aceleracion del
frente de ondas. El tiempo va de 0 a 27.

con I' y = dados por (3.82). Esto da la siguiente expresion para 6:

0 — tan-! { V/2a[B%(cos wt — 1)2 + w? sin? wi] } | (4.12)

B2 + 2a cos wt

Es con ayuda de (4.12) que imponemos las condiciones sobre a y f tanto para la
cadena finita SU(2) como para la cadena infinita SU(1,1) implementando asi las
restricciones necesarias. De hecho, el parametro definitivo es j como ya lo hemos
explicado.

El problema es que la ecuacion w = 0 tiene dos soluciones que en principio,
describen escenarios fisicos totalmente distintos. Efectivamente, la soluciéon de 2a +
B%? = 0 es, en términos de o, B = £v/—2a, lo cual tiene sentido simultaneamente
para a < 0. Esto parece conducir a una ambigiiedad. Es decir, w = 0 contiene los
escenarios fisicos de cadena de Heisenberg libre (o = 0, § = 0) y cadena SU(1,1) con
campo (o = —|al, f = £4/2|a|). En la siguiente seccion calcularemos, otra vez con
métodos algebraicos, el propagador de la cadena de Heisenberg con y sin campo. Por
ahora, concentrémonos en SU(L,1). En lo que sigue veremos que si 5 € (0,/2|a|)
no encontramos oscilaciones de Bloch aunque, como es de esperarse, la propagacion
si se ve alterada. En contraste, cuando [ supera el valor de y/2|al, i. e. cuando se
encuentra en el intervalo (1/2]a|, +00) las oscilaciones de Bloch se muestran incluso
de forma asimétrica debido a la inhomogeneidad de la cadena infinita SU(1,1). El
comportamiento resultante se entiende claramente: para el intervalo no oscilatorio
la “frecuencia” es imaginaria produciendo funciones hiperboélicas; por otro lado, para
B > \/2|al, w es real, manteniendo las funciones trigonométricas de las que emerge
el comportamiento oscilatorio.

Para un campo con magnitud en el intervalo (0, \/2|c|) tenemos los gréficos que
se muestran en la Fig. 4.10. Varios comentarios son pertinentes. En 4.10a a 4.10b
notamos que el efecto de confinamiento es apreciable teniendo en cuenta que la
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)n' =0, 52_2000001 ) n' =0, 52_21
yn' =0, 82 =25 yn'=0,82=3

yn'=0,82=5 yn' =0, 82 =100

—;

0 MAX

Figura 4.11: Oscilaciones de Bloch SU(1,1). Propagacion de pulsos en una cade-
na infinita en presencia de un campo externo cuya magnitud esta en el intervalo
(v/2|a, +00). Un resultado fantastico es la aparicién de las conocidas oscilaciones
de Bloch a medida que aumentamos la intensidad del campo externo. Note que
t € [0, 4m].

cadena es infinita. Podemos ver que el pulso comienza a ser limitado respecto a la
region en la que puede propagarse. De hecho, la aceleracion del frente de ondas es
menor.

Un resultado més impresionante se presenta cuando el campo supera el valor de
\/2|a|. En la Fig. 4.11 se puede observar lo que sucede. Sin duda, los resultados
son asombrosos. jEncontramos oscilaciones de Bloch en la cadena infinita SU(1,1)!.
Haremos algunos comentarios sobre nuestros hallazgos. Empecemos con el primer
panel, 4.11a. En este caso, el campo es tan tenue que atin se alcanza a percibir como el
frente de ondas acelera desde el centro de la cadena. Es decir, este valor del campo no
alcanza como para hacer visible modificaciones drasticas en la dinamica de la cadena,
al menos para posiciones cercanas al centro, que es mucho pedir considerando que la
cadena es infinita. Sin embargo, en posiciones mas alejadas ya se da una diferencia
enorme, aunque también es seguro que sigue siendo dificil de visualizarla por lo
pequeno que son los valores no nulos de la distribucién en zonas apartadas del origen.
Aclaremos que esto si es una oscilaciéon de Bloch por lo expuesto con respecto a w.
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(b) n' = 35, 32 = 1,9999

0 MAX

Figura 4.12: Propagacion de pulsos en una cadena SU(1,1) bajo un campo en el inter-
valo no oscilatorio (0, y/2|a|). Mostramos los valores de 3? cuando a = —1. Hemos
elegido por posicion inicial al sitio nimero 35. Vemos que la regién de propagacion
es limitada. t € [0, 27].

0 MAX

Figura 4.13: Oscilaciones de Bloch asimétricas SU(1,1). Propagacion de pulsos en
una cadena infinita en presencia de un campo externo. Aqui mostramos lo que pasa
cuando el pulso se localiza inicialmente en posiciones distintas al origen, especifica-
mente el sitio inicial es n; = 35. El tiempo va de 0 a 4.

Continuando, el siguiente valor del campo externo que hemos elegido es 32 = 2,1 y
se presenta en la Fig. 4.11b, dicho valor difiere por muy poco del valor anterior, sin
embargo, hace observables las oscilaciones de Bloch en nuestro rango de vision. Esto
muestra lo sensible que es el sistema ante un pequeno incremento de la magnitud del
campo externo. Notamos que lo que emerge es el perfil de una oscilacion cuyo ancho
parece exceder los 101 sitios que se muestran. Las siguientes figuras, 4.11c-4.11e,
nos ensenan que el resultado ya conocido de atenuacion de amplitud y aumento de
la frecuencia de oscilacién siguen vigentes, mostrando que al igual que en el cristal
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(a) n' =9, B2 =21 b)yn' =9, g2=25

(dyn'=9,8=5

0 MAX

Figura 4.14: Oscilaciones de Bloch asimétricas SU(1,1) desde una posicién mas cer-
cana al origen. Propagacién de pulsos en una cadena infinita en presencia de un
campo externo. Aqui mostramos lo que pasa cuando el pulso se localiza inicialmente
en posiciones méas cercanas al origen. Esto deja claro que la amplitud de las oscila-
ciones es proporcional al acoplamiento entre sitios.

finito SU(2), en el cristal infinito SU(1,1) el resultado de Bloch también es valido.

Es maravilloso que todavia podamos distinguir los efectos provocados por la
inhomogeneidad de la cadena. Observe que en el panel 4.11b atin se nota que el frente
de ondas acelera antes de llevar a cabo la oscilaciéon. Finalmente, para un campo de
magnitud g = 10, el pulso permanece fuertemente localizado en su posiciéon inicial,
vea la Fig. 4.11f. Compare este valor del campo con aquel con el que se alcanza el
mismo estado para SU(2), éste es menor para SU(1,1) pero cambia si la ubicacion
del pulso es otra. Hasta aqui s6lo hemos explorado el caso de una cadena bajo la
accion de un campo externo con una particula localizada en el origen. A continuacion
observaremos lo que sucede cuando el sitio inicial es distinto de cero.

Dirfjase a las Figs. 4.12 y 4.13 para observar lo que sucede cuando un pulso se
libera en posiciones distintas al origen en la cadena infinita SU(1,1) y cuando un
campo externo actiia sobre el sistema. La primera figura muestra el intervalo de
valores de 3 que no produce oscilaciones de Bloch. Por otro lado, la Fig. 4.13 es més
interesante. jLas oscilaciones de Bloch resultantes son asimétricas!. Esto obedece,
claramente, a la inhomogeneidad de la cadena. Cabe senalar que en estos cristales
inhomogéneos la forma de las oscilaciones depende tanto de la posicion inicial como
de la magnitud del campo, como se puede constatar en la Fig. 4.14. Asi, vemos
que, al igual que en SU(2), el campo confina cada vez méas al pulso, sin embargo, la
magnitud necesaria para confinar al pulso aumenta a medida que el pulso comienza a
propagarse desde un sitio méas alejado del origen, donde el acoplamiento entre sitios
es mayor. Cada panel muestra un total de 101 sitios, explicitamente, se muestran
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los sitios del —10 al 90. La paridad de A(n) garantiza una dindmica similar del lado
negativo de la cadena.

En resumen, la cadena infinita SU(1,1) ha mostrado ser muy interesante. La
dindmica de un pulso en un cristal de este tipo es gobernada, principalmente, por
la funcién de amplitud de salto. Vimos que, por su forma, dicha funcién propicia
una propagacion simétrica cuando se empieza en el origen. Una caracteristica so-
bresaliente de un pulso en un cristal SU(1,1) es la aceleracion del frente de ondas.
Ademés, en presencia de un campo externo, se presentan oscilaciones de Bloch. Es-
tas oscilaciones se ven afectadas por la inhomogeneidad del cristal de tal forma que
en sitios distintos al origen las oscilaciones son asimétricas.

4.3. Cadena semi-infinita Heisenberg

Hasta ahora hemos discutido las propiedades de propagaciéon en una cadena fi-
nita SU(2) y una infinita SU(1,1). Es turno de hablar sobre la cadena semi-infinita
Heisenberg. En esta seccidon calcularemos los propagadores de la cadena de Heisen-
berg tanto para una particula libre como para una bajo la accion de una fuerza
constante. En seguida, estudiaremos las propiedades de propagacion de pulsos en
esta cadena.

4.3.1. Particula libre Heisenberg

Previamente, hemos mostrado que el dlgebra de Heisenberg conduce a un aco-
plamiento que depende como la raiz cuadrada de la posicion, la grafica se observa
en color azul, la de pendiente unitaria, en la Fig. 3.2. Esto nos motiva a considerar

el siguiente limite:
van?+bn+c — n+ c, (4.13)

esto es, cuando a — 0 y b — 1. La funcion de partida en (4.13) representa bien
nuestro acoplamiento general (3.115). El limite lo expusimos en la discusion de
acoplamientos y, como se puede notar, nos obliga a requerir que n > nym,, donde
Nin Tepresenta el valor propio méas pequeno de N, de tal forma que n + ¢ > 0, con
lo que evitamos raices de cantidades negativas o acoplamientos complejos. Ademaés,
n = nyy, debe cancelar el coeficiente para que las recurrencias se satisfagan, i. e.

A2 — A2 =06,(dn+), (4.14)

con
17 n 2 Nmin

O, = (4.15)
0, de otra forma

y donde hemos definido A,, = A(n).
Para lograrlo, no perdemos generalidad en trasladar el origen de la cadena, de
manera que
N — Nynin > 0 N — Nopin — N, (4.16)
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eligiendo e. g. ¢ = —n,,;,. Con ello, el operador A se representa, en la base del
oscilador, como

0 0 0 0
Vi 0 0 0
0 v2 0 0

A= 0 0 V3 0 —al, (4.17)

0 0 0 ... +n

la cual es justamente la representacién del operador de creacion. Analogamente,
resulta que AT = a. Podemos ver que

[A,A"] = [a',a] =aN +6 = -1 (4.18)

serfa como elegir a = 0,6 = —1.

Ahora, recordemos que x (el operador de posicion) es de espectro continuo y
en términos de los operadores de creaciéon y aniquilacion se escribe de la siguiente
forma:

h
T = 2mw(a—i—cﬁ) = %(a—i—cﬁ), (4.19)
mientras que un estado propio de = es
[2) = (nlz)|n) =D di(@)|n), (4.20)
n=0 n=0

donde hemos hecho uso de la relaciéon de completitud de la base del oscilador y
donde v, es la funcién de onda del n-ésimo estado excitado del oscilador dada por

T

1/]”('7;) = Cne_%Hn <_) 5 (421)

Zo

con H, los polinomios de Hermite. En la base del oscilador, el operador de posicion
se representa por

0 v1 0 0
V10 V2 :
0 v2 0 0
Cx | 0 0 V3 Vn—1 .
r=— . (4.22)

V2l o o0 o 0 .

: . . i

0 0 0 0
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y se diagonaliza con vectores del tipo

(vo(), 1 (), ho(x), . . .)T , (4.23)

siendo z el indice continuo de eigenvalores.
Habiendo revisado lo anterior, tomemos

H = go(a+al), (4.24)

donde ¢( tiene unidades de energia. En otras palabras, escribamos al Hamiltoniano
para la particula libre en una cadena de Heisenberg con ayuda de los operadores
de creaciéon y aniquilacién pues lo que hemos explicado hasta ahora nos permite
hacer esta identificacion. Recuerde que el Hamiltoniano general es (3.56), por lo que
la eleccion (4.24) efectivamente corresponde al caso libre. El operador de evolucion
temporal es simplemente:

iggt

U =e " (atal) (4.25)

y el propagador estd dado por (3.32). Para encontrar su representacion en la base
de ntimero podemos hacerlo con integrales, a saber

(n|U ) = / de' (nle’y ('] % 'y = / 45 (Y (1)

(4.26)

oo o2 ’ /

—< € £ et

2 _4EL

= / de' ¢, cye 0 H, (—) H,, (—) e "h
PN €o €0

donde hemos hecho uso de la relacion de completitud [ de’|¢')(€'| ya que € es de
espectro continuo; note que € = go(a + a'). La integral (4.26) se puede evaluar
facilmente.

El otro método, para calcular U,,, es el algebraico. Podemos hallar el propagador
notando que la siguiente factorizacion es valida:

. . . 82t2
exp{_%(a + CLT)} = exp (—%CLT> exp (—%a) e 2(:&2 , (427)

. 2
esto se logra con la férmula de Zanssenhaus (e/XTY) = !X etV e=7 XY 1 ) y con
los conmutadores

[a,al] =1, [a, [a,a']] = [a', [a,a']] = 0. (4.28)

Ademaés, sobre un estado de posicion discreta, un factor produce

. o] _degt\™
exp<—%a) In') = Z —( 772') a™ |n')

m (4.29)
n ( M)m n'!
= . ‘n/ - m> )
= ml (n' —m)!
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4.3. Cadena semi-infinita Heisenberg

donde hemos hecho uso de (3.163). Con estos resultados ya podemos calcular U,,,,
para esto, tomemos U como (4.27) y hagamos uso de (4.29), obtenemos

wot)erm/ n'In!
(nfUrl'y = ¢ 57 ZZ m'!m! \/(n’—m)!(n—m’)! {n = mi|n’ =mj,

m/=0 m=0

(4.30)
—1i€qQ taT
donde (n|e — % es simplemente el bra correspondiente al ket (4.29). Definiendo
zagt)m+m/ Wl
C AN
Z Z m/tm! \/("'—m)!(n—m’)! (n—min’ —m),  (4.31)
m/=0m=0

finalmente tenemos la expresion para el propagador de Heisenberg para una particula
libre, a saber

Ko (t) = O(t) e 5" Pu(t) |, (4.32)

siendo | K, (t)|? la probabilidad de pasar de un sitio de la cadena a otro.
Para evaluar el nicleo, podemos obtener una expresion para P,, con ayuda de
la definicion de los polinomios generalizados de Laguerre ya que, partiendo de (4.31)

€ot
y definiendo ¢ := 7 tenemos

( n'! o " (£)Qm
_'<_Z£)n " Zm:O(_1>m(n/7m> ‘ S1 N 2 n
o= V2 o
L m( Zf)n -n zm 0( 1)771’ (nf;n/) o sin >n (4 33)
e L () sinz
= o

( Zf)n nLn —n<52) si n/ 2 n,

/

3

donde L%(z) es el n-ésimo polinomio generalizado de Laguerre. Podemos utilizar
esta expresion para evaluar numéricamente las distribuciones correspondientes. En
la Fig. 4.15 se puede observar la dindmica de pulsos en la cadena de Heisenberg.
Ahora hacemos algunos comentarios acerca de lo que se observa en la Fig. 4.15.
Como para las otras cadenas, las figuras 4.15a-4.15d se caracterizan principalmente
por la aceleracion del frente de ondas. Aunque esto parezca cliché, la aceleracion
del frente de ondas es una caracteristica central de la propagacion en cristales inho-
mogéneos, en contraste con el cristal homogéneo ISO(1,1) donde la propagacion es
balistica [2]. Esto es claro ya que en cadenas inhomogéneas, donde los acoplamien-
tos varian (como las que estudiamos aqui), se producen cambios en la velocidad de
propagacion. Ademas, note que la magnitud de la aceleracion en la cadena de Hei-
senberg es menor a aquellas que encontramos en SU(2) y SU(1,1) por el simple hecho
de que la funcion de acoplamiento es la raiz cuadrada de una expresion lineal de la
posicion mientras que en los otros casos tenemos la raiz de un polinomio cuadratico.
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() ' =0 (b) ' =3 (c)n' =10 (d) n’ =20

L

0 MAX

Figura 4.15: Particula libre en una cadena de Heisenberg. Propagacion de pulsos en
una cadena semi-infinita inhomogénea con acoplamientos que varian como la raiz
cuadrada de una funcién lineal de la posiciéon en ausencia de campo externo. Algo
que notamos es la presencia de una pared a la izquierda de la cual el frente de ondas
rebota. Se muestran 40 sitios de red y el tiempo va de 0 a 27.

Por dltimo, algo que resalta es la pared ubicada a la izquierda. Podemos ver que
su efecto sobre la propagacion es apreciable cuando la posicién inicial es distinta de
cero, y se acentia cuando nos alejamos méas del origen. El frente de ondas rebota
de esta pared cambiando su direccion de propagacion. La Fig. 4.15a muestra que un
paquete de ondas localizado inicialmente en el origen de una cadena de Heisenberg
se propaga con minimo esparcimiento.

4.3.2. Particula en presencia de un campo externo Heisen-
berg

El problema de un pulso propagandose en una cadena de Heisenberg aiin no esta
resuelto por completo, ya que no hemos considerado campo alguno y sabemos bien
que un campo que varie linealmente con la posicion puede existir. Aqui tratamos
esta situacion. Como lo hemos hecho en las secciones previas, es el turno de estudiar
la evolucion de una particula en una cadena semi-infinita de Heisenberg cuando
un campo externo estd presente. Veremos que la dindmica resultante comparte las
caracteristicas que hemos descubierto en las demés cadenas inhomogéneas, esto es,
un paquete de ondas localizado en presencia de un campo externo llevara a cabo
oscilaciones de Bloch, con el campo asumiendo el mismo papel que en los otros casos:
el de modular la oscilacion en amplitud y frecuencia.

Para lograr este proposito, consideremos el siguiente Hamiltoniano:

H =eo(A+ AN +uN + v, (4.34)

donde AA" = /NTTTV/N = N = a'a. Para obtener el propagador correspondiente
en forma cerrada reescribamos el Hamiltoniano (4.34) de una manera conveniente.
Sea

H=eA+ AT +uN (4.35)
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la parte no trivial de (4.34), donde en general hemos considerado ¢ € C. Notemos
que la siguiente factorizacion es posible:

€* € €|
H =(VuA+ —=)(VuA' + —) — —
*\/a Vf u (4.36)
—u(a+ Syats - 1L

i. e., el Hamiltoniano se puede escribir como el producto de los operadores A y Af
trasladados por una constante. Este efecto se puede lograr con ayuda del operador
de traslacion unitaria que definiremos como sigue

G :=exp[bA —b*AT] = ehAbral =1 e_b*ATebAe%, (4.37)

para entender por qué, calculemos el conmutador de G con A, éste da

2
o]

G, A] = e TtV A A] = e T etA(—pre Ay = _prG (4.38)

de donde vemos que
G'AG = (A+ ). (4.39)

De esta forma hemos mostrado que, en efecto, G traslada en b* al operador A.
Igualmente, se puede mostrar que G traslada en b a AT,

Lo anterior nos permite escribir al Hamiltoniano (4.36) con ayuda de G mediante
una eleccion adecuada de b (de hecho b = ¢/+/u, con u € R), por lo tanto tenemos

H = u(GTAG)(GTATG) — |b]> = G (uN — |b]*)G, (4.40)

asi que ahora podemos escribir
o, 9 1 1t 9
U = exp —%G (uN — |b]")G| = G exp —%(uN— 1b]") | G (4.41)
pues notemos que (G71xG)" = G~'x"G, de tal forma que
it
Upn = (m|G~" exp [-%@N - |b|2)] Gn). (4.42)
Insertando la relacion de completitud Y- |k)k| obtenemos

Unn = Y _exp [—%mk - |by2)] (m|G7HE) (k|Gn) . (4.43)

Los elementos de G se calculan facilmente en la base del oscilador con la ya familiar
formula de Zassenhauss, vea (4.37), escribimos

[b)2

Gkn — </{:|G|n> — <k|ebA€7b*AT€,T|n>
_6@22'“: — b (=b")! kn! 5 (4.44)
a T N TR T
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(a) B= 05 (b) =1

(c) B=1 (d) B =2,75

0 MAX

Figura 4.16: Oscilaciones de Bloch-Heisenberg. Propagacion de pulsos en una cade-
na semi-infinita inhomogénea con campo externo. Las distribuciones de probabilidad
resultantes exhiben oscilaciones de Bloch asimétricas debido a la ley de acoplamien-
tos de la cadena de Heisenberg. El comportamiento caracteristico, de reduccion de la
amplitud y aumento de la frecuencia de oscilacion, se observa. Los pulsos se ubican
inicialmente en n;, = 0 y n; = 15. Hay 40 sitios de red en cada panel y el intervalo
temporal es de tamano 4.

Una propiedad importante de G' es que G~(b) = G(—b), por lo que los elementos
(m|G~tk) se obtienen facilmente de los de G.

Una expresion comun para los elementos de G se obtiene de (4.44) notando lo
siguiente:

*\1
Gk (b) _ €7|b|2 =0 (k' n -+ l)'l'(n — l)' b )
" Z v kln! bl’( b*)n k+1
. Ol" —k+I)(k=1)!

( k |b|2l

,ﬁ Zl O n—)
— e 2 o (4.45)
L b* " k\/ Zl/ k; l’) /4l

e |PT /k—;ij”(|b]2) sik>n
= e 2 °

(—=b*)nFk k—!L”‘k(|b|2) sin >k
L nlk -

donde hemos diferenciado entre k > ny n > k, con L{ los polinomios generalizados
de Laguerre. Todo esto nos permite escribir el propagador para una particula en una
cadena de Heisenberg bajo la acciéon de un campo externo, a saber

o0

Kpun(t) = ©() Y e~ 540G (0)Grn(b) (4.46)

k=0
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donde, de acuerdo a nuestra convenciéon, v = —/[. Finalmente, en la Fig. 4.16 pre-
sentamos las distribuciones de probabilidad resultantes para diversos valores de 5y
a continuacion hacemos algunos comentarios.

El comportamiento caracteristico se observa: las oscilaciones de Bloch se modulan
mediante la magnitud del campo; vemos que las oscilaciones son asimétricas debido
al medio inhomogéneo y tanto en 4.16a como en 4.16b, por ejemplo, se logra observar
que el frente de ondas acelera en el lado de acoplamientos crecientes mientras que
hace lo opuesto en el otro lado.

Ahora, aunque hemos dado una descripciéon cualitativa de nuestros resultados,
procederemos a explicar un detalle sutil que se observd para las tres cadenas que
hemos estudiado en el presente trabajo: la relacion entre la intensidad del campo y
la modulaciéon en amplitud y frecuencia del paquete de ondas. Primero, senalemos
que las oscilaciones de Bloch se han “explicado” en distintos términos, lejos de estar
bien, uno de ellos es mediante la relacion de dispersion. Por ejemplo, es comin en-
contrarse con el siguiente argumento: para la red homogénea tenemos una relacion
de dispersion trigonométrica (en la base de Bloch) de tal forma que, en una aproxi-
macién semiclésica, la ecuacién de movimiento, con A = a = 1, para un paquete de
ondas en un cristal es

dk
— = 4.47
= (1.47)
cuya soluciéon es k(t) = ko + St. Ahora, la velocidad de grupo v, = %,(f), con
E(k) = Acosk, implica dditg = —Asin(k), o sea
A
x4(t) = 24(0) + — cos(Bt) (4.48)

p

i. e. la trayectoria es oscilante con amplitud que va como 1/ y cuya frecuencia
es directamente proporcional a 3, con 8 la magnitud del campo. No obstante, uno
debe tener en cuenta que esto sblo es “valido” para la cadena ISO(1,1) y no es un
argumento riguroso, de hecho, como lo hemos senalado previamente, esta “explica-
cion” carece de justificacion matemaética, ain asi, da una idea intuitiva de por qué
un paquete de ondas en la cadena homogénea se comporta de la forma en que lo
hace, lo cual explica en parte su popularidad a pesar de su falta de veracidad; de
aqui se inspira nuestra discusion de la propagacion de Gaussianas en el cristal SU(2)
cuando hicimos alusion a esta ecuacion.

Otro argumento comin sobre por qué se producen oscilaciones de Bloch (OB) es
que existe una relacion entre las OB y la idea de que el espectro es “equiespaciado”
(en la base de Wannier) [15]. Esto es justo lo que sucede en la cadena homogénea
ISO(1,1) de distribucién de Bessel de donde es bien conocida la escalera de Stark,
E, = e+ mpB, m € Z, la cual se dice que se relaciona con la reconstruccion del
paquete de ondas pues ésta sucede al tiempo de Bloch tp = 27/5. Algo similar
ocurre en cada una de las cadenas inhomogéneas que hemos estudiado. De hecho, en
|16] han mostrado que las cadenas con simetrias SU(2), SU(1,1) y Heisenberg tienen
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una relacion de dispersion del tipo escalera de Stark. En nuestra notacion:

EEU(Z):m\/2o¢+62:mw, me{—j,...,7}
20O =/l 5 B = mw, mez (4.49)

EnIiIeisenberg —mfb — i

/8 Y

con w = /2a + (2, lo cual confirma la existencia de escaleras de Stark para cristales
inhomogéneos. De esto notamos que dichas escaleras se relacionan con la periodici-
dad de las oscilaciones a tiempo tp = 27 /w. Infortunadamente, la veracidad de este
argumento también ha sido cuestionada, principalmente por Zak [14].

Hasta donde el autor de este trabajo sabe, explicar de forma rigurosa el origen
o incluso probar la existencia de las oscilaciones de Bloch ha sido un tema de gran
controversia, en este sentido, el formalismo de propagadores cristalinos asegura que
el tiempo de Bloch si esta dado por tg = 27/w, lo cual se puede mostrar teniendo en
cuenta que los propagadores para las cadenas SU(2) y SU(1,1) quedan en términos de
funciones trigonométricas (vea (3.82)), las cuales tienen por argumento al producto
wt, con i = 1, implicando un periodo caracteristico dado por t g = 27 /w, para SU(2),
y para SU(1,1) cuando el campo esté en el intervalo que llamamos oscilatorio. Esto
también se cumple para el Hamiltoniano de amarre fuerte estandar e incluso se
ha ido mas alla de las oscilaciones de Bloch al grado de disenar la forma de las
causticas a través de la introducciéon de un campo externo dependiente del tiempo
[25]. El propagador de la cadena de Heisenberg con campo externo también contiene
informacion de esta naturaleza en el factor dado por la exponencial imaginaria. Por
lo tanto, el origen de las oscilaciones de Bloch, en la aproximaciéon a una banda, se
puede atribuir a la representacion espacial de transformaciones canoénicas en cristales
[26].

Otro punto que se aclara a continuacion es el limite de la funcién de acoplamien-
tos de SU(2) que ha sido mencionado en repetidas ocasiones, i. e., el limite donde
la pardbola se aproxima a una recta que interseca al origen (acoplamientos de la
cadena de Heisenberg) al trasladar la parabola de tal forma que una de sus raices
sea n = 0 a la vez que la hacemos cada vez mas grande (j — oo) de tal forma que
cerca del origen la parabola luce como una recta de pendiente unitaria, esto se dis-
cuti6 en la seccion 3.3.4 y se ilustré con las curvas de color azul en la Fig. 3.2. Este
limite fue originalmente previsto para hacer notar que la dinamica de la cadena de
Heisenberg se puede conocer con ayuda del propagador de la cadena SU(2), solucion
de las Ecs. de Mello-Moshinsky discretas generales (3.136)-(3.138). Para entender
esto, compare la dindmica de la cadena de Heisenberg sin campo externo con aquella
de SU(2) en la porcion negativa de la cadena, Fig. 4.1a, hasta antes de que el frente
de ondas rebote de la pared a la derecha, de esta manera no es dificil imaginar el
resultado de alejar dicha pared prestando atencion a lo que sucede junto a la pared
izquierda (las “paredes” del cristal SU(2) se han representado como bordes de color
sepia en los costados de las distribuciones). Asi, al mover la pared derecha cada vez
més lejos, tomando cadenas cada vez méas grandes (j — oo) pero permaneciendo en

m € Ny
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las cercanias de la pared izquierda, la dindmica cerca de esta pared, donde el primer
sitio desde la izquierda ahora se toma como un nuevo origen, es idéntica a la de la
cadena de Heisenberg. Matematicamente, esto es uno de los limites asintoticos de
la funcion D de Wigner, vea la ec. (4), p. 298 de [17], donde se muestra que, en
este limite, dicha funcioén se comporta como un polinomio generalizado de Laguerre,
siendo este 1ltimo caracteristico del propagador de Heisenberg. Otro de los limites
asintoticos de la D de Wigner esta dado por la ec. (1) de la misma pagina de la
referencia antes citada, en éste la D se comporta como una funcién de Bessel del
primer tipo y tiene que ver con el siguiente escenario fisico: cuando uno se ubica
en el centro de la cadena SU(2), Fig. 4.1b, y esta vez se alejan, no sélo una, sino
las dos paredes, i. e. nuevamente consideramos una cadena muy grande, entonces
la dindmica cerca del centro luce como la de la cadena ISO(1,1) caracterizada por
la propagacion balistica del pulso, dando lugar al cono de luz efectivo en espacio-
tiempo [2]. Para entenderlo mejor, hay que percatarse de que en los alrededores del
centro de la cadena de SU(2) la parabola luce como una funciéon constante cuando las
raices de ese polinomio cuadratico se alejan cada vez mas, dicha funcién constante
corresponde a los acoplamientos de la cadena de amarre fuerte estandar y se grafico
en color negro en la Fig. 3.2, este limite se puede ilustrar, como se hizo para la
cadena de Heisenberg, graficando parabolas cada vez més anchas pero manteniendo
la ubicacién del vértice, de esta forma se podria notar que dicho limite conduce a
la funcién constante. En favor de la brevedad, se omite una discusién mas detallada
de estos limites, no obstante, la idea central se ha expuesto en estas lineas.

Para terminar este capitulo queremos mencionar que, al concluir este trabajo,
hemos notado que en [16] y en las referencias ahi citadas ya han estudiado la dina-
mica de cristales fotonicos unidimensionales explotando las simetrias subyacentes.
De hecho, en dicho estudio se han considerado los mismos grupos de simetria que en
el presente trabajo. Sin embargo, es muy importante enfatizar que nuestro trabajo
generaliza de forma clara los resultados ahi reportados a través de la introduccion de
un campo externo dependiente del tiempo cuyas ecuaciones de movimiento fueron
resueltas haciendo uso de la base de Gell-Mann (3.103), (3.104), (3.109). Ademaés,
para obtener el propagador de los cristales SU(2) y SU(1,1) hemos recurrido a las
Ecs. de Mello-Moshinsky discretas, evitando el método estandar de encontrar el ope-
rador de evoluciéon temporal exponenciando el Hamiltoniano o escribiendo la serie
de Dyson, métodos que sblo cubren ciertos casos. Esto muestra la relevancia de las
Ecs. MM discretas ya que, resolviendo las relaciones de recurrencia, fuimos capaces
de obtener la representacion espacial del operador de evolucion temporal de forma
clara, general y elegante para la cadena no homogénea unidimensional. Otra nove-
dad presentada en esta investigacion es que hemos estudiado las representaciones de
la clase continua entera de SU(1,1) por lo que este trabajo constituye un ejemplo
de aplicaciéon de dicha clase de representaciones, que, en la opiniéon del autor de
este trabajo, ha encontrado pocas aplicaciones en la literatura, mientras que en [16]
hacen uso de la representacion de la serie discreta positiva. Por si fuera poco, en
el siguiente capitulo damos un vistazo a la propagacion de paquetes de ondas en
cristales bidimensionales inhomogéneos.
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Capitulo 5

Hacia redes bidimensionales

En este ultimo capitulo se cimientan las bases que nos permitiran construir los
propagadores de redes bidimensionales no homogéneas que tienen por grupos dina-
micos a SU(3) y SO(4). Discutiremos el algebra de Cartan de los grupos semisimples
de rango dos, escribiremos el Hamiltoniano de una red bidimensional no homogénea,
hablaremos sobre los multipletes de SU(3) y su relacion con las redes triangulares
asi como sobre el algebra so(4). Finalmente, en la ultima seccion daremos las Ecs.
de Mello-Moshinsky discretas que resultan de resolver las ecuaciones de movimiento
para los operadores involucrados, al menos para el cristal SO(4). Asi, presentaremos
el conjunto de relaciones que definen la representacion en el espacio discreto del
operador de evolucién temporal que corresponde a dicha red y cuya soluciéon da la
expresion del propagador cristalino asociado. Para finalizar, se da una idea sobre
como proceder para hallar el propagador del cristal SU(3).

5.1. Algebra de Cartan para grupos semisimples de
rango 2

A continuaciéon se describen las propiedades de los grupos semisimples de rango
2. El estudio de estos grupos nos permitira entender las simetrias que aparecen en
la descripcion de amarre fuerte de ciertos cristales bidimensionales no homogéneos
y con ello abrir la puerta hacia el estudio de la propagacion de paquetes de ondas
en este tipo de redes. En estas cuestiones algebraicas seguimos de cerca la referencia
53],

Se sabe que las algebras de grupos semisimples se pueden poner en forma estandar
en términos de operadores de subida, bajada y peso, tal y como sucedi6 para el caso
de los grupos semisimples de rango uno: SU(2) y SU(1,1). El rango del grupo se
define como el nimero méaximo de generadores del grupo de Lie que conmutan;
dos en el caso de grupos semisimples de rango 2, los operadores de peso, como son
denominados.

Sea un algebra de Cartan de dimensién n y rango 2. En total, hay ¢ = n — 2
operadores de escalera, la mitad de ellos son de ascenso y la otra mitad de descenso.
Si denotamos por N;, con ¢ = 1,2, a los operadores de peso y por A, ), con j =
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1,...,¢/2, a los operadores de subida, entonces se cumple
[N1, No] =0, (5.1)

i. e. estos observables pueden medirse simultaneamente. Antes de continuar, es nece-
sario aclarar que los operadores de bajada se caracterizan por tener pesos opuestos
a sus contrapartes de subida, i. e. el operador de bajada correspondiente a A, es
A_, i y hay un total de ¢/2 de ellos, como lo hemos sentenciado previamente.

Ahora, los operadores N; “pesan” a los operadores de subida y bajada, i. e.,
el conmutador de cualquiera de ellos con algin operador de escalera devuelve un
multiplo del ultimo. El factor de proporcionalidad es el peso que corresponde al
operador con que se pesa, esto es

[Ni, Ay)] = Ozgj)Aam, (5.2)

es decir, operadores de peso distintos devuelven pesos diferentes para un mismo
operador de escalera. En otras palabras, se dice que el operador de peso N; elige la
componente covariante agj) del vector raiz o) = (agj), agj)), conj=1,...,¢/2. Las
componentes contravariantes se denotaran por [aW)]*, con i = 1,2.

Por otro lado, el conmutador entre operadores de escalera con pesos opuestos se

puede escribir como

Ay, A_o] = [@D)N;, (5.3)

donde hemos adoptado la convenciéon de suma de Einstein. Lo que nos dice la Ec.
(5.3) es que el conmutador de un operador de subida con su operador de bajada
correspondiente devuelve una combinacién lineal de los operadores de peso.
Finalmente, es importante saber que las relaciones de conmutaciéon entre dos
operadores de subida o bajada de distinto tipo, o sea, que no guardan relacion con
respecto a su accién sobre los estados del cristal, estdn dadas por la expresion:

(A, Aaw] = Coatra® Agtrsams a9 +a® £0 (5.4)

donde el factor C ), es una constante y vemos que los subindices (vectores) de los
operadores de escalera se suman, esto es cierto siempre que la suma tenga sentido,
i. e. siempre que A, ), sea uno de los ¢ operadores de escalera, si esto no es asf,
entonces [A, i), A,m] = 0, esta asercion se sigue de la propiedad de cerradura del
grupo.

Entre los ejemplos de grupos semisimples de rango 2 se encuentran SU(3) y SO(4)
que son de especial interés para el desarrollo de este trabajo. En las secciones sub-
secuentes profundizaremos en el estudio de estos grupos y exploraremos su relacion
con los cristales bidimensionales no homogéneos. Por lo pronto, estamos en posicion
de formular un Hamiltoniano de amarre fuerte soluble para redes inhomogéneas 2D
y de escribir las ecuaciones de movimiento correspondientes.
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5.2. Hamiltoniano bilineal soluble general y ecua-
ciones de movimiento

En esta seccion escribiremos el Hamiltoniano general correspondiente a una red
bidimensional no homogénea con ntimero de coordinacion par, esta eleccion se hace a
sabiendas de que contiene a las redes cuadradas y triangulares como casos especificos,
de hecho, es una eleccion justificada teniendo en cuenta que el nimero de operadores
de escalera siempre es par y solamente hay dos operadores de peso disponibles. En
seguida, daremos las ecuaciones de movimiento en la imagen de Heisenberg para los
operadores de red.

Con el fin de discutir cristales no homogéneos de dos dimensiones adoptamos
un procedimiento similar al que seguimos para estudiar cristales unidimensionales.
De lo aprendido sobre el dlgebra de Cartan de grupos semisimples de rango dos, la
generalizacion a redes en dos dimensiones es directa. Sea un cristal bidimensional
no homogéneo con nimero de coordinacion ¢, el Hamiltoniano correspondiente es:

c/2
H=> A, +h c.+V(Ni,N,) (5.5)

j=1

donde Alm = A_,u. Como antes, consideremos un algebra de Cartan de dimension

n, por lo tanto, para los operadores V;, con ¢ = 1, 2, tenemos las siguientes ecuaciones
de movimiento en la imagen de Heisenberg

c/2
iN; = [N, H] = ) [Ny, Ayor] = b e+ [N, V(Ny, Ny)]
j=1

(5.6)

c/2

— ZQZ@')AQU) —h. c.,
j=1

éstos ahora se interpretan como operadores de posicién discreta. Estas ecuaciones
de movimiento se obtienen suponiendo que las componentes de los vectores raiz son
reales, usando (5.2) y recordando que los N; conmutan con cualquier funcion de ellos
mismos, como es el caso del potencial.

Para los operadores de subida A_u las ecuaciones de movimiento son un poco
mas elaboradas pero su obtencién se simplifica explotando lo que sabemos acerca
de la forma estandar de las algebras semisimples, tenemos

c/2

= ([Aaw, Aa] + [Aatr, A_o]) + [Agir, V (N1, Np)]
=1

5.7

0/2/ ( )

= E (CotraAa 400 + Cot) —at) Aat)—a»)
Jj=1

+ [Oé(i)]ka: + [Aa(i), V(Nh NQ)}
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donde, como usualmente se hace, el simbolo de suma se prima para indicar que el
término j = ¢ se excluye de la suma pues las contribuciones correspondientes a dichos
indices ya han sido tomadas en cuenta, e. g., es claro que uno de tales conmutadores
da cero mientras que el otro produce la combinacién lineal de operadores de peso que

se anota en la Ec. (5.7), i. e. se ha hecho uso de (5.3) para calcular [Aa@, AL@)]. En
general, los valores de C.),m), [@@]F y a,(f) son distintos para cada grupo de rango
2 y hacemos énfasis de nueva cuenta que, en particular, los coeficientes C ) son
distintos de cero siempre que A i) ,,¢) sea nuevamente un operador de escalera. Las
ecuaciones de movimiento para AL(].) se obtienen notando la validez de la relacion
z'/ll(j) = —(iA,»), la cual ha sido utilizada a lo largo de este trabajo.

Para simplificar la notacién, definamos A; := A w, AZT = A__. Suponiendo
que la factorizacion A; = A(Ny, No)T; es véalida, podemos encontrar la forma de
los acoplamientos si conocemos el grupo dindmico del cristal bidimensional no ho-
mogéneo. Los operadores T; son operadores de traslacion discreta y dependen de
la topologia del cristal. De especial interés son las redes finitas inhomogéneas cua-
dradas y triangulares, con grupos de simetria SO(4) y SU(3), respectivamente. A
continuacion discutimos estos ejemplos desde un enfoque de vectores primitivos.

Si el cristal es una red cuadrada inhomogénea podemos tomar como vectores
primitivos a; =iy as = j, lo cual produce dos operadores de traslacion T} = e~ ‘@i'P,
Mediante la definicion A; = A;(N, M)T;, i = 1,2, tenemos que el conmutador

[Ay, All = A2(N, M) — AN + 1, M) (5.8)

genera una relacion de recurrencia en n mientras que para el otro operador tenemos
una ecuacion similar pero en el indice m, a saber

[Ay, Al = AZ(N, M) — A2(N, M +1). (5.9)

La solucion a estas relaciones de recurrencia, que nos da la forma de los acoplamien-
tos, la daremos después de revisar un poco mas de teoria de grupos semisimples de
rango dos en las siguientes secciones, especificamente, después de revisar la teoria
correspondiente al grupo SO(4).

Introduciendo la base de estados localizados en dos dimensiones {|m,n)} pode-
mos verificar que se cumplen las relaciones de conmutacion del algebra de Cartan,
por ejemplo

[N, Ai] In,m) = [N, A(N, M)T1] |n, m)
— (NA(N, M)T; — A(N, M)T,N) |, m)
= NA(N, M) |n+1,m) — AN, M)Tin|n,m)
=NApj1m|n+1,m) —nA(N,M)|n+1,m)
=+ DA mn+1,m) —nA, 1, |n+1,m)
=Apiimn+1,m) = AN, M)T\ |n,m) = Ay |n,m),

(5.10)

o sea, [N, A;] = Aj. De igual forma, se puede mostrar que [M, A;] = [N, A3] =0y
que [M, Ayl = As y por lo tanto, vemos que estas suposiciones conducen a algunos

100



5.3. Multipletes de SU(3) y redes triangulares

coeficientes de las ecuaciones de movimiento de los operadores que describen a la
red cuadrada inhomogénea, uno de los casos especiales de (5.6) y (5.7). De hecho,
las propiedades que hemos encontrado nos recuerdan al problema de la cadena finita
con simetria SU(2); haremos mas comentarios al respecto cuando ya revisemos un
poco mas de teoria.

Ahora, el caso de la red triangular es més sutil, sabemos que es usual elegir tres
vectores primitivos a;, 1 = 1,2, 3, dos de ellos linealmente independientes. Elijamos
los vectores de red a; =i, ay = %(—i + \/gj), az = aj + ay, con operadores de trasla-
cion correspondientes T;, con @ = 1,2, 3. La inhomogeneidad puede ser implementada
como antes, tomemos A; = A;(N, M)T;, donde podemos suponer que la forma de
los acoplamientos es distinta en cada direccion. Cabe senalar que [Aj, AI] produce
la misma ecuacién de recurrencia que hemos derivado para el mismo operador en la
red cuadrada inhomogénea, esto porque el vector primitivo es el mismo. En cambio,
las relaciones de conmutacion entre A,, A3 y sus hermitianos conjugados difieren de
aquellas de la red cuadrada

[Ay, Al = A2(N, M) — A2(N —1/2, M + 1), (5.11)
[Ag, Al = AZ(N, M) — A2(N +1/2, M + 1), (5.12)

y dependen de posiciones intermedias.

Otro aspecto de interés consiste en calcular los conmutadores entre los operadores
de escalera y los de peso. Para A; nuevamente tenemos [N, A;] = A;. Como se hizo
antes, se pueden calcular los conmutadores de los operadores de traslacién en la
red triangular no homogénea con los operadores de posicién discreta. De forma
compacta, los resultados son:

1 1
[N, A = Ar, [N, Ao = =54y, [N, As] = 54
(M, A1] =0,  [M, Ay] = A, [M, As] = As.

(5.13)

Los conmutadores con los Al se pueden obtener de la identidad [N, AT] = —[N, A;] .
De nueva cuenta, estos calculos hacen explicitos algunos de los valores de los co-
eficientes necesarios para escribir las ecuaciones de movimiento de los operadores
asociados a la red triangular no homogénea, de vital importancia para poder arribar
a las Ecs. de Mello-Moshinsky discretas y con esto hallar la representacion espacial
del operador de evoluciéon temporal. Obtendremos mas informacion sobre los coefi-
cientes de la matriz que define la evolucion lineal después de estudiar al grupo SU(3),
lo cual nos hara considerar algunas condiciones de cerradura. Con esta motivacion, a
continuacion se revisa la teoria de los grupos SO(4) y SU(3) y se describe la relacion
entre ellos y las redes finitas bidimensionales que fueron discutidas preliminarmente
en esta seccion.

5.3. Multipletes de SU(3) y redes triangulares

Los multipletes de SU(3) tienen una forma geométrica que nos permite iden-
tificarlos con redes triangulares. En lo que sigue conoceremos el por qué de esta
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afirmacion. Para lograrlo, comenzaremos por describir los multipletes de SU(3) pa-
ra después establecer una relaciéon con cristales con este tipo de estructura. Con
respecto a las cuestiones algebraicas, aqui seguimos la discusion licida dada en [35].

Para introducir los multipletes de SU(3), basta recordar que, de hecho, ya nos
hemos encontrado con los generadores de SU(3). Vea nuestra solucion al proble-
ma del Hamiltoniano con coeficientes dependientes del tiempo, (3.100), ahi hemos
presentado a las matrices de Gell-Mann. Las relaciones de conmutacion entre éstas
matrices son:

[Aiy Aj] = 2ifije A (5.14)
donde las constantes de estructura, f;jx, son conocidas. Mediante la definicién F; =

§Ai, (5.14) toma la forma casi nada diferente

donde s6lo nos hemos desecho del 2. Méas bien, esta redefinicion de los generadores de
SU(3) se hace con fines practicos. Como ya es usual, ahora definimos las siguientes
combinaciones lineales

Ti = Fl + ZFQ
U:t = F4:|:ZF5 (516)
V:t = F6 + ZF7

como los operadores de escalera, esta eleccidon estd motivada por los origenes de las
matrices de Gell-Mann ya que éstas se obtienen como una extension de las matrices
de Pauli. Agregamos a estas definiciones una ultima, a saber
2

T3 = Fg, Y = ﬁFg (517)
Cominmente, en el &mbito de fisica de particulas, T5 y Y son llamados operadores de
isoespin e hipercarga, respectivamente. Como advertencia, no hay que confundir T}
con un operador de traslacién discreta, aunque hemos utilizado la misma letra, por
ahora consideremos que estos temas no guardan relacion. Se elige una base donde
estos 1ltimos operadores son diagonales, por lo tanto conmutan, o sea

[T3,Y] = 0. (5.18)

Es importante senalar que, en el marco de la teoria de grupos semisimples, (5.18)
define a los operadores de peso de su(3). En efecto, esta relacion es un ejemplo
especifico de (5.1). El conjunto {7y, Uy, Vi, T3, Y} es la llamada base de Cartan del
algebra su(3) y (5.18) es su subdlgebra abeliana méxima, cuyo nimero de elementos
mutuamente conmutantes da el rango de SU(3) igual a 2.

En seguida, los pesos de cada uno de los operadores de escalera (compare con
(5.2)) estan dados por

1 1
(15, Ty) = £Ty, [13,Us] = ¢§Ui, 15, Vi = i§Vi, (5.19)
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para T3, mientras que para Y tenemos
Y, Ty =0, [Y,Uy]==xUy, [Y,Vi] =2V, (5.20)

Los conmutadores entre operadores de escalera opuestos son una combinacién lineal
de los operadores de peso, i. e.

[T.,T.] =275,

3
[U+, U_] - §Y - T3 = 2U3a (521)

3
[V+7V*] = §Y +T3 = 2%7

verificando asi un resultado mas sobre la estructura estandar de las algebras se-
misimples, a saber (5.3). Note que hemos definido Uz y V3 para homogeneizar la
notacion; ellos también conmutan con Y, como se puede ver, asi que seria equivalen-
te elegirlos como operadores de peso. Finalmente, los conmutadores restantes entre
operadores de escalera de distinto tipo son

T4, U] =V, [T4,U-] =0,
[U-i-a V+] = 07 [U-i-v V—] = T—> (522)
[T-H v—‘r] =0, [T—i-a V—] =-U_.

Debido a que (5.22) mezcla a T con U y V, se dice que los multipletes T, U y V
estan acoplados.

La Ec. (5.18) significa que disponemos de dos etiquetas T"3 y Y’ tales que tenemos
las ecuaciones de valores propios

T3 |T's, Y'Y =T'5|T',Y"),
e (529
Y|T'3, Y =Y"|T'3,Y") .
Las parejas de niimeros cuanticos (7”3, Y”) se pueden representar graficamente en un
plano. Para saber como representarlos, hagamos uso de las relaciones de conmutacion
entre los operadores de escalera y los de peso. De (5.19) tenemos

TsTy [T'5, Yy = (T's + 1)Ts T3, Y") (5.24)

lo cual quiere decir que T4 |T"3,Y") o< [T'3 = 1,Y"), es decir, T incrementa y de-
crementa en uno el valor de T”3. Analogamente, se puede mostrar que U disminuye
y aumenta el valor de T"3 en %, y que V4 sube y baja en uno a T"3. Resultados
similares se obtienen para Y, e. g. tenemos, de (5.20), que T no cambia el valor de
Y, mientras que Uy y V4 si lo hacen en uno. Considerando el plano 75 —Y, podemos
representar en él la accion de los operadores de escalera y darnos cuenta de que éstos
acttiian a lo largo de tres lineas, dando un total de seis sentidos de traslacion.
Mediante argumentos de simetria se puede mostrar que los multipletes de SU(3)
son hexagonos regulares, o triangulos, cuando tres de sus lados tienen longitud cero.

Con el fin de ilustrar lo anterior, notemos que las subalgebras (5.21) de su(3), T,
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NN

Figura 5.1: Multiplete genérico de SU(3). En general, un multiplete de SU(3) es un
hexagono regular con tres lados de tamano p y otros tres de tamano ¢. La figura
intenta ilustrar el hecho de que la multiplicidad de los estados aumenta conforme
avanzamos hacia adentro del multiplete hasta alcanzar el primer tridngulo externo.

Uy V, son isomorfas al dlgebra de Cartan de SU(2). De esta observacion sabemos
bien que el espectro de T3, Us y V3 es finito. En consecuencia, considerando T3, los
multipletes de SU(3) han de ser simétricos respecto al eje T3 = 0; esto mismo aplica
para Us y V3. Los tres ejes resultantes se intersecan y hacen angulos de 120°. De lo
anterior concluimos que, en general, los multipletes de SU(3) son hexagonos regulares
o triangulos, figuras con tres ejes de simetria. Es muy importante senalar que la
existencia de poligonos regulares de orden superior como multipletes de SU(3) esté
condicionada a la disponibilidad de mas direcciones de desplazamiento, sin embargo,
aqui tenemos la restriccion impuesta por (5.16) lo cual hace imposible un resultado
de esas caracteristicas.

Otra observacion importante es que hacen falta s6lo dos nimeros, digamos p
v ¢, para especificar un multiplete de SU(3). Como se puede demostrar, p y ¢
son, respectivamente, el nimero de pasos que hay que dar para llegar a una de
las esquinas cercanas del borde del miltiplete, empezando en el estado con ntimero
cuantico T3 maximo y el nimero de pasos que hay que dar, en una direccién distinta,
para recorrer el siguiente lado del hexdgono de tamano igual o distinto. De forma
méas simple, los miultipletes de su(3) son hexagonos con tres lados de tamano p y
otros tres de tamano ¢q. Cuando alguno de ellos es nulo, los hexagonos se degeneran
en triangulos, como se puede intuir. En la Fig. 5.1 se puede observar un muliplete
genérico de SU(3). Las representaciones de los multipletes de SU(3) se denotan por
D(p,q) y se han graficado algunos en la Fig. 5.2. Habiendo completado esto, ahora
procedemos a establecer la relacion entre multipletes de SU(3) y redes triangulares.

Los resultados que hemos expuesto hasta ahora nos llevan a proponer, en base a
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‘ l I D(2.0)=
=11 D(1.0)=[3] D(0.1)=[3]

)=[10]

;' éD(o,2)=[Z] @1)[&

[ )=[10]
; %5 D(2.1)=[15] @Q)HS} @

)=[27]

Figura 5.2: Multipletes de SU(3). Los multipletes de SU(3) representan porciones de
una red triangular inhomogénea. En la imagen se pueden observar algunas de las re-
presentaciones mas pequenas. Los circulos que aparecen en algunas representaciones
son para indicar la multiplicidad de los estados.

las similitudes entre (5.19), (5.20) y (5.13), por ejemplo, que las siguientes identifi-
caciones son posibles:

Al — T+, A2 — U+, Ag — V+,
N—=Ty, M—=Y, (5.25)

esto significa que el cristal triangular inhomogéneo resultante tendra simetria SU(3).
Aunque es bien sabido que el estudio de los multipletes de SU(3) se ha dado en
el ambito de particulas elementales con la bien conocida teoria de quarks, nuestro
trabajo muestra que los multipletes de dicho grupo pueden describir nuestro sistema
cristalino.

5.4. Multipletes de so(4) = so(3) & so(3)

A continuacion veremos coémo los multipletes del grupo SO(4) se relacionan con
las redes cuadradas inhomogéneas, esto es muy importante ya que con esto cubri-
mos otra de las redes bidimensionales de interés. Describiremos al dlgebra de Cartan
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so(4), veremos que es igual a la suma directa de dos algebras so(3) = su(2) y estable-
ceremos una conexion de ésta con las redes cuadradas no homogéneas. Esto sentara
las bases para el anéalisis de la propagacion de paquetes de ondas en cristales con
este grupo dinamico.

El grupo SO(4) es un grupo semisimple de rango dos, su algebra, so(4), tiene
por base a los seis generadores del grupo denotados por L; v M;, con + = 1,2, 3, que
satisfacen las relaciones de conmutacion

[Li; Lj] = ieijnLi (5.26)
[M;, M;] = i€ Ly, (5.27)
[M;, Lj] = i€ M, (5.28)

Los generadores L; y M; forman un algebra cerrada, como se puede ver de las rela-
ciones de conmutacion. Esta algebra surge naturalmente al considerar el problema
de Kepler cuantico y limitarnos a estados ligados tal y como lo hizo Pauli en sus
estudios sobre el &tomo de hidrogeno.

Definiendo las siguientes combinaciones lineales

1 1
I:§(L+1\/I), K:§(L—M), (5.29)
se puede mostrar que las componentes de I y K obedecen las relaciones
[IZ, []] == ZEUka, [KZ, KJ] - ZEZ]]CKkH [Iza KJ] =0. (530)

De (5.30) podemos notar que el algebra so(4) se desacopla en dos algebras so(3)
idénticas, I y K, verificando de esta manera que so(4) = so(3) @ so(3). Asi que
trabajaremos con I y K debido a su estructura simple. Ademas, puesto que hemos
dado la informacion necesaria sobre so(3), vea la seccion 3.4.1, sabemos que cada
algebra so(3) se puede llevar a la forma (3.141). En total, tenemos dos operadores
de Casimir de la forma (3.145) que denotaremos por I? y K2. Los niimeros cuanticos
que definen estos operadores los llamaremos i y k y satisfacen

li,m) =i(i+1)|i,m), Is|i,m)=mli,m), (5.31)

K?|k,n) = k(k+1)|k,n), Kslk,n)=nlkn). (5.32)

Como es bien sabido los valores de 7 y k£ determinan los de m y n, respectivamente,
€omo

m=—i,—i+1, ... i—1,4, n=—k —-k+1,.. . k—1Fk (5.33)

donde i,k = N/2y N € Np.

Con esto estamos listos para representar graficamente a los multipletes de SO(4).
Las duplas (m,n) se puede representar en un plano y denotaremos por D(i, k) a
dichas representaciones. En la Fig. 5.3 se observan los multipletes de SO(4) para
distintos valores (enteros) de i y k de las representaciones més pequenas.
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D(0,0)=[1] D(1.0)=[3] D(0.1)=[3] D(2.0)=[5]
D(0,2)=[5] D(0.3)=[7]
D(3.0)=[7] D(1.1)=[9]
D(3.3)=[49]
D(1,2)=[15] D(2.2)=[25]
D(2,1)=[15]

Figura 5.3: Multipletes de SO(4). Varios de los multipletes de las representaciones
enteras mas pequenas se muestran aqui. Su asociaciéon con las redes cuadradas in-
homogéneas es imposible de evitar. Los acoplamientos entre sitios varian como la
raiz cuadrada de un polinomio cuadratico de la posicion, (5.35), a lo largo de las dos
direcciones perpendiculares definidas por los ejes que se muestran.

Por otro lado, el Hamiltoniano de la red cuadrada inhomogénea que describimos
en la seccion 5.2 nos lleva a elegir

NIy, A —I., A1

5.34
M—K;, A —K, A —-K_. (5:34)

Si (5.34) ha de cumplirse, entonces podemos resolver (5.8), (5.9), resultando
AN, M) = A{(N) = /co £ N — N2, Ao(N, M) = Ay (M), (5.35)

los cuales son justamente acoplamientos del tipo (3.69), un resultado esperado te-
niendo en cuenta que so(4) se desacopla en dos algebras su(2), esto apunta a una
solucion separable para el propagador como veremos en la siguiente seccion.

5.5. Recurrencias generales del propagador

Para concluir este trabajo, a continuacién se presentan las Ecs. de Mello-Moshinsky
discretas del cristal SO(4) obtenidas al resolver un caso particular de las ecuaciones
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de movimiento (5.6) y (5.7). Las recurrencias resultantes admiten un solucion sepa-
rable, esto permite conocer las propiedades de propagacion de paquetes de ondas en
cristales bidimensionales inhomogéneos con estructuras reticulares de tipo cuadrado.
El problema del cristal SU(3) se aborda de manera breve con miras hacia un trabajo
futuro. La relevancia de estos resultados se hace cada vez mas patente con el avance
del campo de los materiales y, en general, de los cristales artificiales bidimensionales.
Con lo que hemos revisado, sabemos que el Hamiltoniano de la red cuadrada

inhomogénea es:
H=I1,+K, +h c.+V(N,M) (5.36)

lo cual significa que el Hamiltoniano se puede separar en dos partes H = Hy + Ho,
tal que
[Hy, Hy] = 0. (5.37)

Esto sera claro al determinar la forma del campo externo, escribimos

I, V(N,M)]|n,m) = (AV —VA)|n,m)
= (A (N)TV = VA(N)Ty) |n,m)
=T (V(N,M) = V(N +1,M)A;(N +1)|n,m)
— (V(N — 1, M) — V(N, M), |n,m)

(5.38)

lo cual implica, al imponer linealidad, que V(N — 1, M) — V(N,M) = [, pero
también se puede mostrar, con ayuda de K, que V(N,M — 1) — V(N, M) = ps,
ambas relaciones se cumplen para un campo del tipo

V(N,M)=—01N — oM + Vg, (5.39)

de donde se sigue (5.37). Finalmente, las ecuaciones de movimiento se reducen al
siguiente sistema

N O 1 -1 0 0 0 N
Ay ap B 0 0 0 0 Ay
L d | Al —a; 0 =B 0 0 0 Al
el =1 o o o o 1 -1 ||lwm (5.40)
A 0 0 0 as B 0 Ay
Al 0 0 0 —ax 0 —B) \4f

el cual consiste de ecuaciones similares a las que obtuvimos para SU(2), en este caso,
tenemos un conjunto igual al definido por (3.64) para cada direccién de movimiento.
Entonces, la solucién de las ecuaciones de movimiento produce las siguientes Ecs.
de Sadurni-Mello-Moshinsky para SO(4):

1, ,2 2 =
U n'wi —n(wi — 25,) — A —iargT1 7
m/ n’;mmn |F | = Ap41€ m’ n';mmn+1
1

(5.41)

iarg I’
=+ Anezarg 1[]n”/,n’;m,nfl
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2 * *
Wy An’Z—]m’,n’fl;m,n = nQFl Um/,n’;m,n + AnJrlAl[]m/,n’;m,n+1 (5 42>
+ An:*lUvm’,n’;’rn,’rz—l
2 —_
Wy An/Jrl Um’,n/Jrl;m,n = narlUm/,n’;m,n + AnJrl':1U'm/,n’;m,n+1 (5 43)
+ AnAAl Um’,n’;m,n—la

correspondientes al primer bloque diagonal; un segundo conjunto de ecuaciones de
recurrencia, ahora en el indice m, es

/.2 2 =
U mwy — m(w2 B 2‘—‘2> ~ A fiargFQU
m’ n';mmn |F | = AQm+1€ m/ n’;m+1,n (5 44)
2 .
i T
+ AmeZ ae 2Um’,n’;mfl,n
2 * *
WQAm’ Um’—l,n’;m,n - maPQUm’,n’;m,n + Am—l—lAQUm’,n’;m—l—l,n (5 45)
+ AmEZUvm/,n’;mfl,n
2 —_
Wo Am’—i—l Um’+1,n’;m,7z - maF2Um’,n’;m,n + Am—l—l:2[Jm’,n’;m—4—1,n (5 46)
+ AmA2Z—]’m’,n’;mfl,n;

donde hemos escrito simplemente A; = Ay = A con la variable de posiciéon corres-
pondiente y oy = as = «, sin pérdida de generalidad. Note que
I'y =I'(e, B, t) = Bj(cosb; — 1) + iw; sin b;
Aj = A, Bj,t) = (a+ 57) cosb; + a + iw; 3 sin 6; (5.47)
=, =Z(a, pj,t) = a (1 — cosb;)

con 8; = w;t/h, w; = /2a + 5]2, j = 1,2. La solucion de las Ecs. SMM para SO(4)

es inmediata

Upit mtsmm = DE_ DL (5.48)

i. e. un producto de funciones D de Wigner, una por cada direccion de propagacion.
El propagador resultante apunta a fen6menos de transporte y reconstruccion de
un paquete de ondas localizado en un cristal inhomogéneo bidimensional SO(4),
oscilaciones de Bloch 2D y maés (vea la Fig. 5.4).

Sin embargo, para SU(3) las Ecs. SMM no son triviales, por ejemplo, para obtener
la forma de los acoplamientos en cada direccion necesitamos los elementos matriciales
de los generadores de SU(3). El de la subalgebra T es facil de obtener, para el
Hamiltoniano

tenemos que A; = Ay(N, M)T, = T, implica A2(N, M) = A2(N) =cy+ N — N2, el
acoplamiento caracteristico de SU(2), esto es asi ya que para SU(3) [4;, Al] = 2N,
vea (5.21). Para las otras direcciones de movimiento habria que resolver

AXN, M) — AN —1/2,M +1) = ;M - N (5.50)
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0 MAX

WEEAAW

Figura 5.4: Propagacion de pulsos en un cristal inhomogéneo SO(4). Las propiedades
de propagacion recuerdan a aquellas de SU(2) debido a la descomposicion so(4) =
s0(3) @ so(3) y al isomorfismo entre los grupos de rotacion y de espin. El multiplete
corresponde a D(15,15).

que resultan de (5.11) y (5.21), y también
3
AN, M) — A3(N +1/2,M +1) = M+ N (5.51)

de (5.12), junto con las restricciones impuestas por (5.22).

Una idea del resultado que esperamos obtener proviene del estudio precursor
sobre las representaciones de transformaciones finitas de U(3) que llevaron a cabo
pioneramente Chacon y Moshinsky [18]. Entre los trabajos que han dado expresiones
de las representaciones de SU(3) destacan [19], explotando el hecho de que cada
multiplete de SU(3) continene un isosinglete lo cual ayuda a simplificar los calculos,
y [50], factorizando una transformacion SU(3) en tres partes, dos de las cuales son
transformaciones SU(2). La solucion completa de este problema serd analizada en
un trabajo futuro.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Resultados obtenidos, sumario

Se ha discutido un modelo de un cristal fotonico unidimensional hecho de cortinas
dieléctricas acopladas de forma evanescente y se ha mostrado que es posible emular
un pozo finito de potencial de mecanica cuéntica. Ademas, se han dado estimaciones
de los acoplamientos a primeros vecinos, de las energias en sitio asi como de las
profundidades de piel. Esto hizo posible formular una receta general que nos dice
donde ubicar cada cortina y qué ancho deben tener para implementar fisicamente
una ley de acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios; gran parte de esto se
report6 por primera vez en [1]. Se reviso la viabilidad experimental de parametros
dependientes del tiempo. Encontramos que es posible construir cristales fotonicos
con propiedades variables en el tiempo mediante distintos mecanismos, esto hace
factible implementar un modelo dependiente del tiempo que se puede evaluar, en
principio, a cualquier orden en la expansion perturbativa dada por la serie de Dyson,
para un campo externo arbitrario dependiente del tiempo.

Para estudiar la dindmica del sistema, se escribieron ecuaciones de movimiento
para los operadores de red en la imagen de Heisenberg y se resolvieron en consecuen-
cia. De gran relevancia es la solucion del problema dependiente del tiempo donde se
probé la equivalencia entre un Hamiltoniano con coeficientes variables en el tiempo
y uno que solo tiene en cuenta un campo externo dependiente del tiempo con la
ayuda de una transformacion de norma. La solucion correspondiente se dio a través
de la base Gell-Mann. Con respecto al caso independiente del tiempo, se mostré que
la solucién de las ecuaciones de movimiento consiste en la exponencial de la matriz
de coeficientes que definen la evolucion lineal. Sobre una base algebraica, se obtuvo
la forma de los acoplamientos para cada cadena.

El Hamiltoniano independiente del tiempo se estudioé a fondo y, a partir de la
soluciéon de las ecuaciones de movimiento, se escribieron las correspondientes ecua-
ciones de Mello-Moshinsky discretas. Finalmente, se demostré que la solucion a estas
relaciones de recurrencias es la funciéon D de Wigner. De hecho, dimos expresiones
en forma cerrada para los propagadores cristalinos de cadenas no homogéneas uni-
dimensionales que tienen como grupos dinamicos a SU(2), SU(1,1) y Heisenberg. En
la Tabla 6.1 se muestra un resumen de dichos niicleos. Se discutieron las propiedades

111



6.1. Resultados obtenidos, sumario

Tabla 6.1: Propagadores cristalinos unidimensionales. Una coleccién de propagadores
para cadenas homogéneas [2], [25] y no homogéneas (este trabajo) con y sin campo
externo. El formalismo general nos permite considerar el conmutador como [A, AT] =
aN + 0, en la base de Cartan.

Conmutador Grupo Propagador cristalino

[A,AT]= =N SU(1,1) Kmn(t) ( ) 1/““’(0;,9,@ 4.10

[A, AT] = Heisenberg Kon(t) = O(t)e” 22" Py (1) 4.32

[A, AT =1  Heisenberg  Kun(t) = O() Y e MR G () Gen(B) 4,46
k=0

[A, AT =0 ISO(1,1) Ko (t) = O()1" " J—n(2) 2]

AA =0 ISO(L1)  Kunlt) = O meims i, (Aﬁ—”) [25]

de propagacion, primero para la cadena SU(2) y luego para la de SU(1,1) y la de
Heisenberg tanto los casos libres como con campo externo. Entre los hallazgos méas
relevantes se encuentran la notoria aceleraciéon de los frentes de onda y las oscila-
ciones de Bloch para todas las cadenas: se encontro que la propagacion de paquetes
de ondas de ancho del tamano de una celda se caracteriza principalmente por la
aceleracion de los frentes de onda, y que la magnitud de dicha aceleracion depende
directamente de la ley de acoplamientos. Por otro lado, tuvo lugar un fenémeno com-
partido cuando se activoé un campo externo, a saber, las oscilaciones de Bloch. Este
comportamiento oscilatorio respeta las restricciones de velocidad impuestas por la
funcién de acoplamiento que es distinta para cada cadena, pasando de una parébola
invertida para SU(2) a una que abre hacia arriba para SU(1,1), con las funciones
lineal y constante como casos limite correspondientes a la cadena de Heisenberg e
ISO(1,1), respectivamente. Por lo tanto, quedo claro que las distribuciones de proba-
bilidad sin campo externo asi como la forma de las oscilaciones de Bloch dependen
del sitio desde donde se libera el pulso y generalmente son asimétricas.

Al considerar paquetes de ondas Gaussianos, para el cristal SU(2) solamente,
se encontré que éstos son dispersados segin el valor del cuasimomento dando una
idea de la forma de la relaciéon de dispersiéon de este cristal. Lo anterior explica
por qué los pulsos evolucionan de la manera en que lo hacen si pensamos que se
tratan de una superposicion de componentes monocromaticas. Adicionalmente, se
obtuvieron patrones de interferencia periédicos en el tiempo para la misma cadena
cuando se permitié que varios pulsos se propagaran juntos con y sin campo externo,
una consecuencia trivial de las propiedades del propagador; las distribuciones en
variable espacial continua con este tipo de caracteristicas han sido llamadas alfom-
bras cuanticas, vemos asi que fendémenos similares tienen lugar en cristales. Dichos
patrones ilustran graficamente varios conceptos ondulatorios. Con respecto a la ca-
dena SU(1,1), se mostro que la solucion a las ecuaciones SMM también describe a
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este cristal. La funcion D de Wigner se tom6 como el propagador de SU(1,1) por
continuacién analitica, admitiendo espin complejo y eligiendo un valor negativo pa-
ra alfa. En términos matematicos, se estudié la serie continua de representaciones
irreducibles de SU(1,1). Finalmente, se calculé el propagador del cristal de Heisen-
berg y se discutio de la misma manera, encontrando caracteristicas similares a las ya
mencionadas. Un punto que debe enfatizarse es que la funcion D de Wigner también
describe el comportamiento de las dlgebras degeneradas de los grupos ISO(1,1) y

Heisenberg en ciertos limites, éstos se comentaron de forma breve al final del capitulo
4.

6.2. El futuro bidimensional, resultados esperados

Con respecto al mundo bidimensional, se mostré que es posible estudiar la propa-
gacion de paquetes de ondas en cristales con SO(4) y SU(3) como grupos dinamicos.
Nuestro enfoque para atacar este problema se basa principalmente, como en el ca-
so unidimensional, en la estructura estandar general de las 4lgebras semisimples de
dimension arbitraria y de rango dos en este caso particular. El formalismo de los pro-
pagadores cristalinos, a través de las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, cons-
tituye el principal elemento para la determinacion de los nicleos correspondientes.
Esto hizo posible, por ejemplo, dar una descripcion de cristales bidimensionales no
homogéneos (cuadrado y triangular) haciendo uso de operadores de traslacion y po-
siciéon discreta. Pudimos escribir explicitamente las ecuaciones de Mello-Moshinsky
discretas para el cristal SO(4) e incluso su solucién, ya que resulté ser separable,
obteniendo un producto de dos funciones D de Wigner, bien conocidas del cristal
SU(2), como consecuencia de la descomposicion de so(4) en dos copias de so(3), a
su vez isomorfa a su(2). Sin embargo, queda por obtener el propagador para la red
SU(3). En este sentido, no esperamos una soluciéon simple como lo es la funcion D,
més bien pensamos que tiene que ver con las representaciones de rotaciones de SU(3)
en altos valores de isoespin e hipercarga; la aparente dificultad de este problema se
debe a la estructura acoplada del algebra, como se explica en este texto.

Sobre las propiedades de propagacion, hemos visto superficialmente que el gru-
po SO(4) tiene un comportamiento parecido al del cristal SU(2) en el sentido de
que ambos cristales permiten el transporte y la reconstruccion de paquetes de on-
das. De hecho, es claro que, como en el caso de los tapices ondulatorios, patrones
de interferencia intrincados surgirdn en el espacio-tiempo tridimensional y que un
campo externo dard lugar a oscilaciones de Bloch bidimensionales. Queda por ver si
las oscilaciones de Bloch también aparecen en la red SU(3) y esto es algo que ain
esta por ser calculado. También parece posible evaluar la propagacion de Gaussianas
monocromaticas, al menos en la red SO(4); se espera un comportamiento similar al
de la cadena SU(2).

En resumen, una discusion completa de la propagacion de paquetes de ondas en
cristales unidimensionales se ha dado y una plataforma para la evaluaciéon experi-
mental de los diversos modelos se ha provisto en la forma especifica de un cristal
fotonico, un sistema de gran relevancia tecnologica. Todo esto ha sido posible gracias
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al método de Sadurni-Mello-Moshisnky el cual ha permitido estudiar cristales finitos
e infinitos, homogéneos |2, |25] e inhomogéneos. La aplicaciéon de este formalismo a
cristales no homogéneos bidimensionales se fundamento e incluso se obtuvo el pro-
pagador del cristal SO(4). Los avances en el campo de los cristales artificiales nos
hacen optimistas acerca de la realizaciéon experimental de nuestros modelos en un
futuro proximo asi como de su aprovechamiento para aplicaciones tecnologicas.
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Apéndice A

Serie de Dyson como solucion al
problema dependiente del tiempo

Se empieza por definir el problema. Se busca la solucién al sistema de ecuaciones
diferenciales (3.102):

N

ih <%— Mﬂff)) (ﬁ) 0, (A1)

la siguiente condicién inicial ha de cumplirse

(t) No
(t) = AO =V (A2)
=t (AW)) — (AS)

integrar (A.1) directamente nos conduce a la reformulacion del problema, ahora
tenemos

v(t)

v(t) = vo +% /t M)V (t), (A.3)

ésta es simplemente la version integral de (A.1), sin embargo, nos permite obtener
la respuesta, para esto, note que podemos iterar, i. e.

v(t)—v0+—/ dt M) {vw 2/ dtsM () v (1 )]
_v0+—/ M)V + /dtl/ dtsM(t)M(t)ve  (A.4)

dtl dt M tl M(tn>V0 + ... s
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la dltima linea nos da la oportunidad de definir la exponencial ordenada en el tiempo,
a saber

eXp{: /t:l\/[(tl)dtl ;} —14 ,i/t dt M)

dt1

dt2 (t1)M(ts) + .

(A.5)
(Z;L)"/dtl / dt,M(ty) - M(t,) + . ..

con Cy(t) = 1, entonces la solucion de (A.1) es

N(t) No
Alt)

40 :exp{:/t:l\/[(tl)dtlz} ﬁi , (A.6)

como se queria probar.
Ahora, se discute una propiedad importante de C,,. Para esto, se adopta la
siguiente notacion:

to t1 tn—1
t; t; t;

donde solamente se han renombrado los limites de integracion, ty ha sido llamado ¢;
y t ha sido tomado como ¢y para poder indizar bien el tiempo. Hacemos esto porque
en esta forma el siguiente comportamiento es obvio

Co(tn) = 1, Vn € No, (AS)

mientras que para C; tenemos

tn
Cy(ty) = / dty o M(ti1), Vn € Ny, (A.9)
t;

podemos continuar con

tn lni1
CQ(tn) = / dtn+1M<tn+1)/ dtn+2M(tn+2), Vn € NO, (AlO)
ti t;

y asi podemos seguir. Ahora que esto estd claro, regresemos a nuestra notacion
previa. Se puede ver facilmente que se cumple la siguiente identidad

Ci(t) = /t dt M(t)) = /t dt, M(t;)Colt), (A.11)

to to
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y también

Cylt) = / a6 M(L) / " ML) — / ML)C (L), (A12)

to to to

finalmente, la expresion general es

cn= [ 48 M(1)Cos (1),

to

(A.13)

la cual es utilizada en este trabajo para escribir la solucion, Ec. (A.6), en la base de
Gell-Mann.
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