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Resumen

Se presenta una descripción teórica de un cristal fotónico 1D hecho de cortinas
dieléctricas: se dan las expresiones correspondientes para acoplamientos dependien-
tes de la posición y potenciales en sitio, proporcionando un sistema en el que nuestras
predicciones pueden ser probadas, como se reportó en [1]. La viabilidad de un cristal
fotónico con propiedades dependientes del tiempo se discute brevemente. Las ecua-
ciones de movimiento para los operadores de red se resuelven para Hamiltonianos
con y sin dependencia temporal. Se estudian cadenas �nitas, in�nitas y semi-in�nitas
no homogéneas con los correspondientes grupos dinámicos SU(2), SU(1,1) y Heisen-
berg y se calculan los propagadores cristalinos asociados en forma cerrada mediante
las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, en el caso de los grupos semisimples, y
mediante otras técnicas algebraicas de carácter estándar para la cadena de Heisen-
berg. Se discuten las propiedades de propagación para cada cadena y se encuentra
que, cuando se tiene en cuenta un potencial lineal, se producen oscilaciones de Bloch
en este tipo de cristales unidimensionales (no homogéneos). La dinámica resultante
contrasta con la del Hamiltoniano de amarre fuerte estándar [2]. Renacimientos,
transporte de estados, alfombras cuánticas así como propagación de Gaussianas son
susceptibles de discusión para la cadena SU(2). Finalmente, allanamos el camino
hacia los propagadores cristalinos exactos de redes no homogéneas 2D con SU(3) y
SO(4) como grupos dinámicos.
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Abstract

A theoretical description of a 1D photonic crystal made of dielectric slabs is pre-
sented: the corresponding expressions for position-dependent couplings and on-site
potentials are given, providing a system in which our predictions may be tested,
as reported in [1]. The feasibility of a photonic crystal with time-dependent pro-
perties is brie�y discussed. Equations of motion for lattice operators are solved
for Hamiltonians with and without time dependence. Inhomogeneous �nite, in�nite
and semi-in�nite chains with corresponding SU(2), SU(1,1) and Heisenberg dynami-
cal groups are studied and the associated crystalline propagators are calculated by
means of the discrete Mello-Moshinsky equations, in the case of semisimple groups,
and by other standard algebraic techniques for the Heisenberg chain. Propagation
properties are discussed for each chain and it is found that, when a linear potential
is taken into account, Bloch oscillations take place in this type of one-dimensional
lattices (inhomogeneous). The resulting dynamics contrast with that of the standard
tight-binding Hamiltonian [2]. Revivals, transport of states, quantum carpets as well
as propagation of Gaussians, are susceptible of discussions for the SU(2) chain. Fi-
nally, we pave the road toward exact crystalline propagators of 2D inhomogenous
lattices with SU(3) and SO(4) as dynamical groups.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación para estudiar cristales arti�ciales

Una de las primeras aplicaciones de la mecánica cuántica se dio en el estudio de
cristales, aquellos materiales cuyos constituyentes están altamente ordenados, siendo
un ejemplo bien conocido el resultado sobre el sorprendente comportamiento de los
electrones en esos entornos periódicos [3]. Sin duda, la física del estado sólido se
bene�ció enormemente de la entonces nueva ciencia con el desarrollo de la teoría de
bandas de los sólidos, lo que a su vez condujo a la revolución electrónica.

Un siglo casi ha pasado desde el establecimiento de dicha teoría física que aho-
ra ha sido veri�cada muchas veces de forma exitosa. No obstante, el interés por
esos sistemas físicos no ha desaparecido, al contrario. Aunque originalmente se tenía
en mente a electrones en átomos, hoy en día se han concebido una gran variedad
de sistemas experimentales análogos. Estructuras cristalinas han sido creadas de
diferentes elementos, gobernados por leyes dinámicas equivalentes, que van desde
ondas electromagnéticas en medios dieléctricos periódicos (cristales fotónicos) [4�6],
cristales fonónicos [7], [8], así como microondas interactuando con discos cerámicos
dispuestos en arreglos ingeniosamente diseñados [9�12], y, más recientemente, ondas
mecánicas en resonadores conectados por barras de aluminio [13]. Otro ejemplo in-
teresante lo constituyen los metamateriales cuánticos [14], en los que las propiedades
efectivas dependen directamente del estado de algún subsistema cuántico. Por otro
lado, la litografía por haz de electrones, una técnica bien establecida, juega un papel
clave en el diseño de estructuras periódicas en una dimensión a escala nanométrica
[15]. Entre los ejemplos más re�nados, que llegan al nivel de manipular unos cuantos
átomos, �guran los condensados de Bose-Einstein en redes de luz [16�18], y de varios
gases ultrafríos en trampas periódicas [19�22]. En varios estudios esto ha conducido,
con toda la intención, a la emulación de dinámica microscópica con el objetivo de
estudiar novedosas teorías de la materia a escala macroscópica y así ganar acceso
a fenómenos que ocurren a ese nivel (atómico y molecular), como es el caso de los
puntos de Dirac en el grafeno [23, 24].

La naturaleza ondulatoria de la materia y la validez de la aserción opuesta,
en el marco de evolución unitaria, nos permite adoptar una visión uni�cada de
la dinámica de todos estos sistemas y por lo tanto un formalismo único ha sido
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1.2. Evolución de paquetes y propagadores

visualizado para el estudio de estados no estacionarios [2, 25, 26]. Ahora es evidente
que una descripción exacta de la dinámica de paquetes de ondas en medios cristalinos
con distintas topologías se necesita. En este contexto, el interés en la propagación
de ondas en cristales naturalmente nos lleva a considerar la acción de un campo
externo actuando sobre ellos. Así, desde ondas mecánicas en ambientes clásicos hasta
electrones en la materia (sólidos), el comportamiento ondulatorio bajo la acción de
un campo externo es de gran interés. Por lo tanto, las contribuciones teóricas en este
sentido son apreciadas hoy más que nunca. Lo anterior ha conducido naturalmente
al estudio de estos fenómenos desde un enfoque de propagadores.

1.2. Evolución de paquetes y propagadores

Una descripción exacta de la dinámica de ondas en cristales con dependencia ex-
plícita del tiempo tiene sus raíces en el trabajo fundamental de Mello y Moshinsky
[27] y Quesne y Moshinsky [28]. Ellos demostraron que la representación unitaria de
transformaciones canónicas no lineales, y por lo tanto el propagador, en mecánica
cuántica, se obtiene fácilmente de la solución de un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales acopladas (este conjunto de ecuaciones diferenciales después es trasformado en
otro, ahora de relaciones de recurrencia acopladas, cuando uno considera al espacio
discreto) y que en el caso lineal (oscilador armónico) están representadas por núcleos
Gaussianos, respectivamente.

Recientemente, las ecuaciones de Mello-Moshinsky (MM), como se conocen [29],
han sido generalizadas al ámbito del espacio discreto [26], el cual corresponde física-
mente a estructuras cristalinas. Allí se demostró que el estudio de las representacio-
nes espaciales de una nueva clase de transformaciones canónicas no lineales conduce
a un nuevo tipo de ecuaciones MM: las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas. La
amplia aplicabilidad de éstas últimas se ha ejempli�cado con el cálculo del propaga-
dor para la escalera de Wannier-Stark a una banda [2]. Fenómenos como conos de luz
efectivos en espacio-tiempo fueron descubiertos. Este problema fue iluminado aún
más mediante la introducción de campos externos dependientes del tiempo, cuya
solución (a través de las MM discretas) demostró superar en efectividad a la serie de
Dyson [25] y que, entre otras cosas, permite controlar la forma de las distribuciones
resultantes pues las cáusticas se pueden poner en función del campo externo. Desde
entonces, un nuevo conjunto de problemas ha sido de considerable interés, entre ellos
el de propagación en medios no homogéneos, sobre lo que versa este trabajo.

1.3. Nuevos problemas

Los medios no homogéneos se caracterizan por no tener las mismas propiedades
en todos los puntos que lo constituyen. En cadenas de amarre fuerte una forma
de conseguir esto es mediante la introducción de acoplamientos dependientes de la
posición. El objetivo de este trabajo es calcular un conjunto de expresiones en for-
ma cerrada para propagadores cristalinos de cadenas no homogéneas mediante las
Ecs. de Mello-Moshinsky discretas y con esto revisar una serie de métodos de teoría
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1.3. Nuevos problemas

de grupos para esta clase de problemas exactamente resolubles así como analizar
el contenido físico de cada núcleo. Para lograr esto, nos basamos en las conocidas
álgebras de Lie tridimensionales de los grupos SU(2), SU(1,1) y Heisenberg. Los sis-
temas físicos correspondientes son los de cadenas no homogéneas �nitas, in�nitas y
semi-in�nitas. Un campo externo permitido da lugar al popular fenómeno de oscila-
ciones de Bloch, esta vez en cadenas no homogéneas, lo cual se analiza a fondo para
cada cadena. Por otro lado, la �nitud de la cadena SU(2) nos da la oportunidad de
discutir la reconstrucción y el transporte de estados así como las llamadas alfombras
cuánticas, junto con la propagación de paquetes Gaussianos. Su realización física es
propuesta a través del modelo de un cristal fotónico unidimensional.

Este trabajo se estructura de la siguiente manera: en el capítulo 2 presentamos
un modelo de un cristal (fotónico) unidimensional hecho de cortinas dieléctricas.
Los acoplamientos y potenciales en sitio correspondientes se dan como funciones
del ancho y de la separación de las cortinas, aunque se remarca la dependencia de
la permitividad, explorando la viabilidad de nuestro modelo de campo externo de-
pendiente del tiempo. Esto hace posible dar una receta general para implementar
acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios. A continuación, en el capítulo 3,
procedemos a revisar brevemente el formalismo de propagadores cristalinos desarro-
llado por Sadurní [2], [25],[26]. Es con este marco teórico que continuamos, ahora
resolviendo un conjunto de ecuaciones de movimiento para operadores de red con
Hamiltonianos que incluso contemplan dependencia temporal. Las restricciones se
imponen a los acoplamientos en base a los conmutadores. Las soluciones se reformu-
lan como un tipo particular de ecuaciones MM discretas y, después de una revisión
de la teoría de grupos semisimples de rango uno, todavía en el capítulo 3, damos
el propagador para las cadenas con grupos dinámicos dados por SU(2) y SU(1,1).
Finalmente, las propiedades de propagación se escudriñan en el capítulo 4 junto con
el propagador de Heisenberg restante, que ahí se calcula y se analiza. El capítulo 5
da una idea de lo que deberían ser los propagadores cristalinos exactos para crista-
les bidimensionales no homogéneos con SU(3) y SO(4) como grupos dinámicos, de
hecho, se da el propagador de este último cristal. Concluimos en el capítulo 6.
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Capítulo 2

Realización de cristal fotónico con
medios dieléctricos

En la presente sección se obtiene una ecuación de Schrödinger efectiva para una
cortina dieléctrica, tal y como lo hizo Sadurní en [1], con esto veremos que es posible
emular un pozo de potencial �nito de mecánica cuántica en un sistema clásico a
través de una disposición adecuada de elementos dieléctricos cuya interacción con
un campo eléctrico se describe haciendo uso de las leyes del electromagnetismo. En
seguida, se calculan acoplamientos para dos pozos de potencial, pues, como bien se
sabe, resultan ondas evanescentes en la región entre cortinas. También se dan expre-
siones para las energías en sitio efectivas. Finalmente, los resultados se generalizan
a una cadena de cortinas dieléctricas proporcionando una forma de diseñar acopla-
mientos y potenciales en sitio arbitrarios, de forma particular, los que se estudian
en este trabajo. Se discuten las cualidades de este sistema así como la factibilidad
de un cristal fotónico con permitividad dependiente del tiempo.

2.1. Ecuación de Schrödinger efectiva para una cor-
tina dieléctrica, a partir de las ecuaciones de
Maxwell

Consideremos una cortina de ancho L y de constante dieléctrica ε1 sumergida
en un medio de permitividad menor, ε2, como se muestra en la Fig. 2.1. La cortina
dieléctrica está orientada paralela al eje x. Además, supongamos un modo transversal
eléctrico continuo E que se propaga en la dirección dada por el vector k que yace
en el plano x = 0. Mostraremos que dicho sistema emula un pozo de potencial �nito
de mecánica cuántica.

Para lograr tal cometido, recordemos que la propagación de dicho campo está
gobernada por la conocida ecuación de Helmholtz 3D general:

∇2E + µ2
0ω

2ε (r)E +∇
[

1

ε (r)
E ·∇ε (r)

]
= 0. (2.1)
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ϵ1
ϵ2ϵ2

L

x

y

z

Figura 2.1: Cortina de constante dieléctrica ε1 sumergida en un medio de permitivi-
dad ε2. Aquí elegimos ε1 > ε2 para garantizar la existencia de estados ligados dentro
de la cortina.

Con un campo de la forma E = φ (y) eikzzx̂, i. e. una onda electromagnética polari-
zada en la dirección x̂, que oscila en la dirección z y cuya amplitud es modulada por
una función que depende de y, y con la función dieléctrica ε (r) variando únicamen-
te en la dirección y, podemos mostrar que el argumento del gradiente en el tercer
término del lado izquierdo de la ec. (2.1) es igual a cero. Esto nos lleva a reducir la
ec. (2.1) a

∇2E + µ2
0ω

2ε (r)E = 0. (2.2)

La función ε(r) se de�ne como

ε (r) =

{
ε1 si y ∈

[
−L

2
, L

2

]
ε2 si y /∈

[
−L

2
, L

2

] (2.3)

y da cuenta de la presencia de la cortina dieléctrica. En unidades en las que c = 1,
obtenemos las ecuaciones (

∇2 + ε1ω
2
)
E = 0, r ∈ Ω,(

∇2 + ε2ω
2
)
E = 0, r /∈ Ω,

(2.4)

donde Ω ha sido de�nida como la región en la que y ∈
[
−L

2
, L

2

]
.

Estudiemos qué pasa en la región de constante dieléctrica ε1. Puesto que E =
Exx̂, con Ex = φ (y) eikzz, sustituir esta expresión en (2.2) produce(

∇2Ex + ε1ω
2Ex
)
x̂ = 0. (2.5)

Al calcular el Laplaciano, tenemos

∇2Ex = eikzz(
∂2φ

∂y2
− k2

zφ), (2.6)
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este resultado es reemplazado en (2.5), con lo que la parte escalar es(
∇2Ex + ε1ω

2Ex
)

= eikzz[φ′′ + (ε1ω
2 − k2

z)φ] = 0. (2.7)

La Ec. (2.7) se puede poner como un problema de valores propios, teniendo en cuenta
que la solución es válida para todo z, escribimos

− φ′′ − ε1ω2φ = −k2
zφ, (2.8)

esta forma se parece más a la Ec. de Schrödinger. Hemos elegido esta presentación
para la Ec. (2.8) ya que resulta de utilidad para la analogía. Una ecuación diferencial
similar se obtiene en la región en la que la constante dieléctrica es ε2, a saber

− φ′′ − ε2ω2φ = −k2
zφ. (2.9)

Ahora, de�namos la siguientes cantidades

U0 ≡ (ε2 − ε1)ω2 < 0

E ≡ ε2ω
2 − kz.

(2.10)

La motivación detrás de estas de�niciones se origina de la observación de que las
ecuaciones diferenciales obtenidas nos recuerdan, cada una, a la Ec. de Schrödinger
con potencial efectivo del tipo ε (r)ω2. Entonces, el potencial efectivo que caracteriza
al arreglo de dieléctricos se puede escribir como U0 en la región entre −L/2 y L/2,
vea la Fig. 2.2. Finalmente, la ecuación de Schrödinger efectiva para una cortina
dieléctrica es [

− ∂2

∂y2
+ U0Θ(L/2− |y|)

]
φ(y) = Eφ(y), (2.11)

donde Θ es la función de Heaviside. Se puede pensar a la Ec. (2.11) como el equiva-
lente a la ecuación de Schrödinger estacionaria con Hamiltoniano efectivo

He = − ∂2

∂y2
+ U0Θ(L/2− |y|), (2.12)

donde el subíndice �e� signi�ca �efectivo�.
Con una energía efectiva negativa, E < 0 para estados ligados, obtenemos ex-

presiones de la forma

φ (y) = N ×


exp

(
−|y−

L
2 |

λ

)
si y > L

2

exp

(
−|y+L

2 |
λ

)
si y < −L

2
,

(2.13)

para las soluciones simétricas, mientras que para |y| < L
2
la función φ (y) es trigo-

nométrica. Las funciones (2.13) son ondas evanescentes de�nidas de tal forma que
sólo nos preocupamos por la distancia a las esquinas del pozo. La energía efectiva se
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-
L

2

L

2
0

(ϵ1-ϵ2)ω
2

y

Figura 2.2: Pozo de potencial efectivo correspondiente a una cortina de constante
dieléctrica ε1 sumergida en un medio de permitividad menor, ε2. El potencial efectivo
U0 es negativo.

relaciona con la profundidad de piel mediante la ecuación λ = 1√
|E|
, como se puede

veri�car.
Para hallar los potenciales en sitio hay que resolver la ecuación trascendental

tan z =

√
ζ2 − z2

z
, (2.14)

con

z =
L

2

√
|U0|+ E y ζ2 = |U0|

(
L

2

)2

, (2.15)

que resulta de la continuidad de las soluciones en |y| = L
2
, tal y como se hace en

mecánica cuántica. Se sabe que existe al menos un estado ligado para dicho pozo
el cual es de nuestro interés, para encontrar su energía efectiva sólo debemos hacer
ζ2 � 1 y resolver (2.14). Tomando en cuenta un pozo poco profundo, un estimado
de la energía de dicho estado es

E ≈ −L
2U2

0

4
= −L

2(ε1 − ε2)2ω4

4
. (2.16)

Este resultado nos da la siguiente expresión para la profundidad de piel

λ ≈ 2

L(ε1 − ε2)ω2
. (2.17)

Ambas expresiones dependen justamente de parámetros controlables del sistema
como el ancho de la cortina y las constantes dieléctricas en juego por lo que la
profundidad de piel se puede ajustar fácilmente.

Otro caso de interés es aquel en el que el pozo es bastante profundo. Nos en-
focaremos en los estados cercanos a la base del pozo. Es bien sabido que cuando
ζ2 � 1, los valores de z, para las funciones de onda simétricas, se acercan al valor
correspondiente al pozo de potencial in�nito, es decir

z ≈ π

2
(2m+ 1), m = 0, 1, 2 . . . . (2.18)

24



2.2. Estimación de acoplamientos y energías en sitio para dos pozos de potencial

Hay que recordar que el número de valores posibles dem depende de qué tan profun-
do sea el pozo y de cuán ancha sea la cortina. En otras palabras, para los estados del
fondo del pozo, no hace mucha diferencia que el pozo sea �nito, siempre y cuando
sea lo su�cientemente profundo. Esto nos permite poner la profundidad de piel en
términos de las variables geométricas del pozo pues notemos que de (2.18) y (2.15)
se sigue que

Em ≈ U0 +
π2(2m+ 1)2

L2
(2.19)

con lo que la profundidad de piel es

λm ≈
1√

|U0 +
π2(2m+ 1)2

L2
|
. (2.20)

Así que tenemos otra forma en la que λ depende del ancho del pozo. Con esto hemos
encontrado un sistema clásico capaz de emular los fenómenos cuánticos asociados al
pozo de potencial �nito, de especial interés es el sistema que consiste de una cadena
de átomos con electrones fuertemente enlazados.

2.2. Estimación de acoplamientos y energías en sitio
para dos pozos de potencial

Imaginemos ahora dos cortinas dieléctricas acomodadas como se muestra en la
Fig. 2.3. Es posible obtener una expresión para las energías en sitio y los acopla-

Figura 2.3: Dos cortinas dieléctricas de ancho L y L′ y grosor de piel λ y λ′, respec-
tivamente, separadas una distancia d. En la región entre L/2 y L/2 + d las ondas se
traslapan.
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2.2. Estimación de acoplamientos y energías en sitio para dos pozos de potencial

mientos para las dos cortinas dieléctricas, para calcular esta última cantidad se hace
uso de la integral de traslape. Es evidente que cada cortina está caracterizada por
una profundidad de piel y ancho respectivos.

En el marco de la aproximación de amarre fuerte a primeros vecinos, la integral
de traslape está dada por

∆ =

∫ ∞
−∞

dy φHeφ
′∗, (2.21)

aquí primamos para señalar que se trata de la función correspondiente a la segun-
da cortina y no para indicar una derivada como lo hemos hecho antes. Parte del
integrando es

Heφ
′∗(y) =

(
− ∂2

∂y2
+ U0Θ(L/2− |y|)

)
φ′(y) = E ′φ′(y), (2.22)

puesto que tanto φ como φ′ son funciones reales. De esta forma, el acoplamiento se
aproxima a

∆ ≈ −
∫ L

2
+d

L
2

dyφ
d2φ′

dy2
, (2.23)

pues notemos que en la región entre L/2 y L/2 + d el potencial efectivo es cero, i.
e. las cortinas equivalen a dos pozos de potencial �nito, cada uno de ancho L y L′,
separados una distancia d.

Recordemos que las soluciones de la Ec. de Schrödinger efectiva en la región de
interés están dadas por las expresiones para ondas evanescentes

φ(y) = N exp

(
L
2
− y
λ

)
y φ′(y) = N ′ exp

(
y −

(
L
2

+ d
)

λ′

)
, (2.24)

por lo que al calcular la integral

∆ ≈ −
∫ L

2
+d

L
2

dy

[
N exp

(
L
2
− y
λ

)
N ′

λ′2
exp

(
y −

(
L
2

+ d
)

λ′

)]
, (2.25)

obtenemos el acoplamiento dado por

∆ (d) ≈ ∆ (0) exp

(
−λ+ λ′

2λλ′
d

)
sinh

(
λ− λ′

2λλ′
d

)
, (2.26)

en función de la separación entre cortinas. Esta dependencia es muy importante
pues signi�ca que la propagación de las ondas en este sistema se puede controlar tan
sólo con alejar o acercar a las cortinas entre sí. En cuanto a las energías en sitio,
podemos mostrar que están dadas por (2.16) o por (2.19), tomando como variable
los anchos correspondientes a cada cortina. En lo que sigue damos un último paso
hacia la descripción completa de un sistema capaz de emular modelos de amarre
fuerte unidimensionales.

26



2.3. Generalización a cadenas de cortinas dieléctricas

2.3. Generalización a cadenas de cortinas dieléctri-
cas

Con los resultados obtenidos, generalizar a cadenas de cortinas dielectricas no
resulta tan complicado. Para hacerlo, supongamos una cadena de cortinas dieléc-

ϵ1ϵ1ϵ1
ϵ2ϵ2ϵ2

LL'L''

x

y

z

Figura 2.4: Cristal fotónico 1D. Cadena de cortinas de constante dieléctrica ε1 su-
mergidas en un medio de permitividad ε2. Las cortinas se pueden colocar delibera-
damente de tal forma que una ley de acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios
se pueda diseñar.

tricas cada una de ancho L(n) separadas por una distancia dn como se muestra en
la Fig. 2.4, entonces los acoplamientos se pueden obtener mediante la integral de
traslape (2.21) con ayuda de las siguientes de�niciones:

〈n|H|n± 1〉 ≡ −∆1,

〈n|H|n± 2〉 ≡ −∆2,

...

〈n|H|n± k〉 ≡ −∆k, (2.27)

para los acoplamientos entre primeros, segundos, . . . , k-ésimos vecinos. En la apro-
ximación de amarre fuerte a primeros vecinos sólo ∆1 es signi�cativo. Las energías
en sitio se pueden estimar, vea (2.16) y (2.19), y di�eren únicamente en el ancho de
cada cortina. De la relación λ = 1/

√
|E|, como hemos visto, se pueden determinar

las profundidades de piel.
La invertibilidad de las expresiones obtenidas en la sección anterior nos propor-

ciona directamente la receta de dónde colocar cada cortina dieléctrica y también de
cuáles deben ser los anchos para lograr satisfacer algún conjunto de propiedades ob-
jetivo. Consideremos un conjunto de acoplamientos y potenciales en sitio deseados
{∆n, Vn}, con n el sitio de red. Luego, aproximando la Ec. (2.26) solamente con la
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2.3. Generalización a cadenas de cortinas dieléctricas

exponencial, como se señala en [1], el conjunto correspondiente de separaciones y
anchos se obtienen fácilmente mediante (2.16), (2.19) y (2.26) como:

L(n) =
2

ω2(ε1 − ε2)

√
|Vo�set − Vn|, ζ2 � 1 (2.28)

L(n)
m =

π(2m+ 1)√
V m
n − U0

, m = 0, 1, 2, . . . , ζ2 � 1 (2.29)

dn = −

(
2√

|Vn|+ |Vn+1|

)
log

(
∆n

∆(0)

)
, (2.30)

con V 0
n ≡ Vn para (2.29). Estas expresiones se derivan de las de�niciones que he-

mos utilizado, e. g., λn = 1/
√
|En| conduce a (2.30), y donde hemos tomado la

expresión general Vo�set − Vn para (2.28). Así, vemos que podemos construir leyes
de acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios bajo una elección apropiada de
separaciones y anchos

{
dn, L

(n)
}
. Como veremos en este trabajo, entre las formas

de interés para la amplitud de salto se encuentran funciones que van como la raíz
de polinomios cuadráticos y lineales.

Es importante enfatizar las características de este cristal fotónico y lo que sig-
ni�can para el estudio de modelos de amarre fuerte. Como lo hemos visto, tanto
los acoplamientos como las energías en sitio son funciones de dos variables que po-
demos controlar: el ancho de las cortinas dieléctricas y la separación entre éstas,
esto nos permite sintonizar los acoplamientos a placer y con esto explorar distintos
escenarios, según se desee. Por otro lado, una pregunta natural que se nos ocurre del
estudio de estos sistemas, en el que incluso consideramos (teóricamente) un cristal
con propiedades dependientes del tiempo, va sobre si es posible construir un cris-
tal con características de ese tipo. Primeramente, uno pensaría que el sistema se
controla bien variando el ancho de las cortinas dieléctricas o su separación, sin em-
bargo, observemos que (2.16) también puede ser ajustada variando la permitividad.
Lo anterior abre la posibilidad de considerar funciones dieléctricas dependientes del
tiempo. Esto es muy interesante, como puede notarse. Estamos familiarizados con
la dependencia en frecuencia de la función dieléctrica más no del tiempo.

Algunos estudios muestran que tal escenario puede ser físicamente realizable, por
ejemplo, en [30] se explora, mediante simulaciones, la posibilidad de variar la fun-
ción dieléctrica de monocapas moleculares de ANT (antracenotiol) sobre sustratos
de oro con ayuda de pulsos láser de corta duración (del orden de centenas de ps). Se
reporta una variación de 8.18 a 8.94 en el valor de la función dieléctrica antes y en el
momento donde la intensidad del pulso es máxima, después de la cual vuelve a su es-
tado original. Otra propuesta, dada en [31], consiste en implementar la dependencia
temporal de la permitividad con ayuda de medios movibles, la idea general estriba
en hacer uso de un medio no lineal isotrópico que se mueve con cierta velocidad y
sobre el cual incide, de forma paralela al movimiento, un pulso intenso, e. g., de tipo
Gaussiano. Éste genera una respuesta no lineal de la polarización del medio, que
para medios isotrópicos, como el que se propone, signi�ca considerar sólo hasta el
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2.3. Generalización a cadenas de cortinas dieléctricas

término no lineal correspondiente al del efecto Kerr óptico, i. e. el de tercer orden, lo
anterior se traduce en una función dieléctrica dependiente del espacio y del tiempo.
Funciones del tiempo lineales y exponenciales se discuten. Los resultados reporta-
dos en [32] son otro ejemplo interesante puesto que en él se considera una cortina
dieléctrica, como la que se muestra en la Fig. 2.1, aunque de permitividad que varía
armónicamente en el tiempo. El mecanismo propuesto para alcanzar esta modula-
ción temporal es mediante el uso de una tira de dos conductores que encapsulan a un
medio ferroeléctrico, el cual desempeña el papel de la cortina. Como señalan, para
producir una función dieléctrica variable en el tiempo, el sistema ha de colocarse en
un campo electromagnético intenso. De hecho, una consideración de este tipo parece
conducir a una forma más general de sentenciar las ecuaciones de Maxwell debido
a que al considerar dependencia temporal de la permitividad se puede mostrar que
se obtiene una ley de Ampere-Maxwell generalizada, dando lugar a un nuevo tér-
mino, de acuerdo con [33]. En la misma referencia se da a conocer que los campos
eléctricos y magnéticos en presencia de una función dieléctrica variable en el tiempo
evolucionan de forma independiente. Las simulaciones de moléculas de ANT, que
discutimos al comenzar esta indagatoria, con�rman estos resultados teóricos. En
conjunto, esto puede permitirnos implementar potenciales en sitio dependientes del
tiempo, un escenario que se estudia en el presente trabajo.

De esta forma, tenemos un sistema novedoso en el cual se pueden implementar
modelos de amarre fuerte en una dimensión incluso con dependencia temporal; res-
pecto al caso bidimensional, la propagación de ondas electromagnéticas en medios
con propiedades variables en el tiempo, como la permitividad, han sido analizados
en [34]. Como en el caso 1D, donde el cristal se construye de cortinas dieléctricas,
para redes bidimensionales, uno puede utilizar, por ejemplo, un conjunto de discos
cerámicos [12].
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Capítulo 3

Formalismo de propagadores
discretos unidimensionales

En el presente capítulo damos un repaso a la teoría de propagadores cristali-
nos desarrollada de forma extensa recientemente por Sadurní [2], [25]. El camino
que trazamos consiste en discutir la Ec. de Schrödinger en su forma discreta. En
este sentido, también discutiremos una versión discreta de la función de Green y
su conexión con los propagadores cristalinos, todo esto en una dimensión. Conti-
nuaremos hablando de las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, obtenidas por
Sadurní [26]. Con esto plantearemos y resolveremos problemas mediante linealiza-
ción algebraica. Este formalismo nos permitirá obtener acoplamientos entre sitios de
una cadena unidimensional en base a los conmutadores así como expresiones para
los campos sobre el cristal. Finalmente la teoría de grupos semisimples de rango uno
nos habilita para resolver las ecuaciones de recurrencia que obtenemos de las Ecs. de
Mello-Moshinsky discretas lo que a su vez nos permite encontrar expresiones para
nuestros propagadores cristalinos, dependiendo de los valores que elijamos para los
parámetros de nuestro modelo.

3.1. Ecuación de Schrödinger discreta y función de
Green discreta

En esta sección mostraremos que la discretización de la ecuación de Schödinger
conduce naturalmente a un Hamiltoniano en términos de operadores de red, de
traslación y posición discreta, que actúan sobre estados localizados (de Wannier) y
que el propagador correspondiente satisface las propiedades de una función de Green.
Nuestro punto de partida será la Ec. de Schrödinger para una partícula libre:

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
= i~

∂Ψ

∂t
. (3.1)

Es bien sabido que la ecuación de Schrödinger en una dimensión describe, según la
interpretación probabilistica de Born, la evolución espacio-temporal de la amplitud
de probabilidad de encontrar a un sistema en un estado arbitrario. Nuestra tarea
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3.1. Ecuación de Schrödinger discreta y función de Green discreta

consiste en calcular una ecuación de Schrödinger discreta. Seguimos de cerca la
referencia [2].

Para empezar, el punto clave para discretizar (en el espacio) a la Ec. de Schrödin-
ger de una partícula libre consiste en discretizar la derivada en (3.1). Esto se logra
con la de�nición de derivada a través del límite central, mediante ésta, la derivada
de una función, digamos u(x), es aproximadamente

u′(x) ≈ u (x+ h)− u (x− h)

2h
, (3.2)

para h lo su�cientemente pequeño. Con esto en mente, notamos de inmediato que
la segunda derivada se aproxima a

u′′(x) ≈ u (x+ 2h)− 2u (x) + u (x− 2h)

(2h)2
. (3.3)

Así, la ecuación de Schrödinger (3.1) se puede aproximar sobre una red en una
dimensión sustituyendo la segunda derivada del Laplaciano por la Ec. (3.3), haciendo
esto obtenemos

− ~2

2m

φ (x+ a, τ)− 2φ (x, τ) + φ (x− a, τ)

a2
= i~

∂φ(x, τ)

∂τ
, (3.4)

donde hemos identi�cado 2h con el parámetro de red, a. La Ec. (3.4) se puede
reescribir, utilizando el índice discreto n, como

− ~2

2m

φn+1 (τ)− 2φn (τ) + φn−1 (τ)

a2
= i~

∂φn(τ)

∂τ
. (3.5)

Reescalando el tiempo a t = ~
ma2 τ y tomando ψn(t) = eitφn(τ), una transformación

que contiene la misma física, obtenemos

−1

2
[ψn+1 (t) + ψn−1 (t)] = i

∂ψn(t)

∂t
. (3.6)

La Ec. (3.6) es la Ec. de Schrödinger discreta y describe la dinámica de ondas de am-
plitud de probabilidad en el espacio discreto de�nido por n. La ecuación estacionara
correspondiente

− 1

2

[
ψkn+1 + ψkn−1

]
= Ekψkn (3.7)

tiene como solución a las funciones de Bloch de la forma ψkn = 1√
2π
eikn con Ek =

− cos k y k ∈ (0, 2π), tomando a = 1. El siguiente Hamiltoniano se puede extraer
de (3.6)

H = −1

2

(
T + T †

)
, (3.8)

el cual está dado en términos de operadores de traslación discreta. Podemos escribir
el operador de evolución temporal en descomposición espectral como

Unm = 〈n|U |m〉 =

∫ 2π

0

dke−iEkt 〈n|k〉 〈k|m〉 =

∫ 2π

0

dke−iEktψknψ
k
m

∗
(3.9)
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3.1. Ecuación de Schrödinger discreta y función de Green discreta

donde 〈n|k〉 ≡ ψkn es una onda de Bloch, y donde hemos insertado una relación
de completitud. La expansión de Jacobi-Anger de eit cos k y la integración de (3.9)
produce

Unm = in−mJn−m(t) (3.10)

y �nalmente, el propagador es

Knm(t) = Θ(t)in−mJn−m(t). (3.11)

como se obtuvo en [2].
Vale recordar ahora una propiedad fundamental de toda función de Green G

bajo la acción de su operador diferencial asociado D, a saber

DG(x) = δ(x), (3.12)

esto es, el operador convierte a la función de Green en la función delta cuando
actúa sobre ella. Esto también quiere decir que podemos pensar a la función de
Green G como la inversa del operador diferencial de�nido por D. Resulta que K, el
propagador discreto que hemos obtenido para la Ec. de Schrödinger de una partícula
libre cumple la siguiente igualdad:

−1

2
[Kn+1,m(t) +Kn−1,m(t)]− i ∂

∂t
Kn,m(t) = −iδ (t) δn,m, (3.13)

por lo que el propagador asociado a la Ec. de Schrödinger discreta para una partícula
libre (3.1) es, además, la función de Green del operador diferencial de�nido por la
misma.

Mostremos detalladamente que Kmn satisface la propiedad que de�ne a una
función de Green, es decir, que nos da deltas cuando el operador diferencial, como
lo de�ne la ecuación de Schrödinger discreta, actúa sobre él. Para ver esto, primero
tenga en cuenta que Kmn satisface (3.6) para t > 0 ya que ψn(t) =

∑
m Umn(t)ψm(0)

y ψn(t) satisface la ecuación de Schrödinger. Ahora, si se permite que t tome el
valor cero, primero podemos trabajar con una versión simpli�cada del problema, i.
e. tomemos simplemente Kn,n, luego podemos mostrar que

1

2
[Kn+1,n(t) +Kn−1,n(t)] = Θ(t)

1

2
i [J1(t)− J−1(t)] = iΘ(t)J1(t) (3.14)

ya que J−n = (−1)nJn. A continuación, vemos que

∂

∂t
Kn,n(t) = i0

∂Θ(t)J0(t)

∂t
= δ(t)J0(t)−Θ(t)J1(t) (3.15)

Tomadas en conjunto, (3.14) y (3.15) producen

− 1

2
[Kn+1,n(t) +Kn−1,n(t)]− i ∂

∂t
Kn,n(t) = −iδ (t)Kn,n(t), (3.16)

pero sabemos que el lado derecho de la Ec. (3.16) da cero para t > 0, cuando m 6= n,
por lo que lo podemos escribir simplemente como −iδ (t) en lugar de −iδ (t)Kn,n(t)
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3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

ya que Kmn(0) = δmn y también sabemos que para m = n es cero para t > 0 debido
a la función delta de Dirac, por lo tanto, es claro que se sigue el resultado deseado,
Ec. (3.13). Puesto que trabajamos con los índices n ym, nos referimos al propagador
Kmn, Ec. (3.11), como la función de Green discreta de la Ec. de Schrödinger discreta
(3.6).

De forma más general, nos gustaría incluir un campo discreto de potencial depen-
diente del tiempo a la Ec. de Schrödinger discreta. Lo anterior es bastante directo si
escribimos al campo, digamos E(t), con unidades de energía/posición, de esta forma,
la ecuación correspondiente es

− ~2

2m

φn+1 (τ)− 2φn (τ) + φn−1 (τ)

a2
+ E(t)naφ(τ) = i~

∂φn(τ)

∂τ
. (3.17)

Nuevamente simpli�camos reescalando el tiempo a través de la de�nición t = −~τ/2ma2

y con ayuda de la transformación φn(τ) = e2itψn(t), obteniendo

ψn+1 (t) + ψn−1 (t)− 2ma3

~2
E(t)nψn(t) = i

∂ψn(t)

∂t
. (3.18)

Finalmente, de�nimos α(t) = −2ma3

~2 E(τ) con lo cual (3.18) se puede reescribir como

ψn+1 (t) + ψn−1 (t) + α(t)nψn(t) = i
∂ψn(t)

∂t
, (3.19)

esta última ecuación es la Ec. de Schrödinger discreta dependiente del tiempo para
una partícula bajo la acción de un campo también dependiente del tiempo, α(t). De
la Ec. (3.19) se puede extraer el Hamiltoniano

H(t) = T + T † + α(t)N, (3.20)

donde los operadores T y T † nos trasladan en uno en la posición discreta n y N es
el observable de posición, como se de�nirán a continuación.

Recomendamos al lector tener en mente a los Hamiltonianos (3.6), (3.20) ya que
un planteamiento similar será nuestro punto de partida para nuestra investigación
de propagadores cristalinos unidimensionales de cristales no homogéneos que desa-
rrollamos en las siguientes secciones. Un propagador parecido a aquel de la partícula
libre se puede obtener para la Ec. (3.20), se recomienda consultar [25] para conocer
más información al respecto.

3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

Las ecuaciones de Mello-Moshinsky se establecieron para calcular la representa-
ción de transformaciones canónicas no lineales en el espacio de con�guración [29].
Recientemente, Sadurní mostró que es posible obtener unas ecuaciones de Mello-
Moshinsky discretas en el espacio que corresponden físicamente a cristales de di-
mensiones arbitrarias, en [26] se exploran los casos particulares de cristales homo-
géneos uni- y bidimensionales, además se puede encontrar una discusión de efectos
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3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

novedosos de difracción en el espacio discreto. En esta sección daremos una revisión
de la teoría correspondiente a las Ecs. de Mello-Moshinsky discretas que resultarán
fundamentales para obtener propagadores cristalinos de una cadena unidimensional
bajo la acción de un campo externo con acoplamientos variables.

Para comenzar nuestra discusión, queremos decir que, en la búsqueda de una teo-
ría análoga a la de Mello y Moshinsky en el espacio discreto, naturalmente pensamos
en variables canónicas en cristales, tal como se hace para el estudio de transforma-
ciones canónicas en el espacio fase bidimensional, por ejemplo, donde las variables
canónicas conjugadas son x y p, las cuales cumplen con la relación de conmutación

[x, p] = i~, (3.21)

la cual permanece invariante bajo transformaciones canónicas.
Lo primero que se nos ocurriría sería construir un par de operadores en varia-

bles discretas, digamos ξ, π, que satisfagan una ecuación análoga a (3.21), es decir
[ξ, π] = i~ y desarrollar las analogías correspondientes. Sin embargo, Sadurní mostró
que, aunque es posible construir un par de dichos operadores, resulta conveniente
trabajar, en vez de con estos, con un par de operadores independientes no canónicos
pero cuyo conmutador sí se transforma canónicamente. Estos operadores son justa-
mente los operadores de red: los operadores de desplazamiento T , T

†
y el operador

de posición discreta N , que presentamos en la discusión de la Ec. de Schrödinger
discreta y su elección radica en lo fácil que resulta realizar cálculos con ellos, ya
que su aplicación sobre estados atómicos localizados se expresa de manera bastante
simple en comparación con las expresiones que se obtienen para la aplicación del
par ξ, π, sobre estos mismos estados, vea [26].

Una de�nición formal de los operadores de red se da a través de

N =
x

a
, T = exp(−iap) (3.22)

cuya acción se puede intuir puesto que se dan en términos de los operadores de posi-
ción continua y traslación. La elección de este par se justi�ca al notar que cualquier
transformación unitaria sobre x y p nos lleva a una transformación similar para T y
N . Nuevamente, a denota al parámetro de red. Las relaciones de conmutación entre
estos operadores son las siguientes[

T, T †
]

= 0, [N, T ] = T, y
[
N, T †

]
= −T †, (3.23)

junto con el hecho obvio de que

TT † = T †T = 1. (3.24)

Con esto ya estamos preparados para considerar una transformación de la forma

N ′ = N ′(N, T ), T ′ = T ′(N, T ). (3.25)

Tal y como lo hicieron Quesne y Moshinsky para el caso del oscilador armónico
[28], la Ec. (3.25) describe la evolución de los operadores N y T bajo la acción de
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3.2. Ecuaciones de Mello - Moshinsky discretas

algún Hamiltoniano, como se verá más adelante. Ahora, como lo hicieron Mello y
Moshinsky [27], proponemos las siguientes transformaciones no lineales

N ′ = α(t)T + α∗(t)T † + β(t)N

T ′ = γ(t)T + ζ(t)T † + δ(t)N
(3.26)

donde α, γ, ζ y δ ∈ C mientras que β ∈ R. Decimos que no son lineales pues
recuerde que T † = 1/T . Debemos hacer énfasis en que, aunque el par de operadores
N , T no es canónico, su conmutador [N, T ] = T sí es covariante en el sentido de que
[N ′, T ′] = T ′, esta condición impone restricciones sobre los coe�cientes de (3.26) que
se especi�can en [26].

En este punto vale la pena señalar lo siguiente, como se comentó anteriormente,
los operadores de red T y N tienen una interpretación clara al ser aplicados sobre
estados localizados

T |n〉 = |n+ 1〉 , N |n〉 = n |n〉 , (3.27)

es decir, estos operadores nos desplazan en uno de nuestra posición en la red y nos
dicen en dónde estamos, respectivamente. La elección de este par de operadores se
justi�ca ya que sus elementos matriciales tienen la forma

Tmn = 〈m|T |n〉 = δm,n+1, Nmn = 〈m|N |n〉 = nδm,n, (3.28)

esta simplicidad se hereda a las ecuaciones para obtener los elementos matriciales
de U lo cual resulta de gran ayuda.

Finalmente, puesto que T , T ′ y N , N ′ están relacionados mediante la transfor-
mación unitaria

T ′ = UTU †, N ′ = UNU †, (3.29)

podemos reescribir (3.26) de la forma

UN = α(t)TU + α∗(t)T †U + β(t)NU

UT = γ(t)TU + ζ(t)T †U + δ(t)NU,
(3.30)

donde sólo hemos multiplicado por U por la derecha. Los elementos matriciales de
(3.30) se obtienen de inmediato en la base de estados atómicos, siendo

nUmn = α(t)Um−1,n + α∗(t)Um+1,n + β(t)mUmn

Um,n+1 = γ(t)Um−1,n + ζ(t)Um+1,n + δ(t)mUmn,
(3.31)

el conjunto de ecuaciones (3.31) conforma un par de relaciones de recurrencia acopla-
das y es conocido como las Ecs. de Mello-Moshinsky (MM) discretas [26], aunque en
este trabajo también nos referimos a ellas como las Ecs. de Sadurní-Mello-Moshinsky
(SMM). Estas ecuaciones nos ofrecen una vía alterna para determinar los elementos
matriciales del operador unitario U , es decir, la representación unitaria de la trans-
formación en el espacio discreto. A su vez, los elementos matriciales del operador
unitario U , nos permiten escribir nuestros propagadores cristalinos de forma directa
a través de la de�nición

Kmn(t− t0) = Θ(t− t0)Umn(t− t0), (3.32)
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3.3. Problemas resolubles a través de linealización algebraica

donde Θ es la función de Heaviside. En lo que sigue, sin pérdida de generalidad,
tomaremos ∆t = t para todos nuestros propagadores. A lo largo de este trabajo
veremos varios ejemplos de esta clase de núcleos para redes unidimensionales no
homogéneas ilustrando las propiedades de propagación de pulsos en dichos cristales.
La clave está en encontrar U a través de las Ecs. MM discretas. Enfatizaremos la
relevancia de tales ecuaciones para este tipo de problemas así como sus limitaciones.
Para alcanzar nuestro objetivo, comenzaremos por discutir una serie de problemas
cuya solución nos permite escribir nuestras Ecs. MM discretas.

3.3. Problemas resolubles a través de linealización
algebraica

A continuación mostraremos la relevancia que adquieren las Ecs. de Mello-
Moshinsky discretas en el estudio de modelos de amarre fuerte. En esta sección
exploramos una serie de problemas resolubles mediante linealización algebraica en
conexión con la propagación de pulsos en una cadena unidimensional bajo la ac-
ción de un campo externo. Mostraremos que las relaciones de conmutación o, en
otras palabras, el álgebra que satisfacen los operadores T y N , hacen posible en-
contrar expresiones para el acoplamiento entre sitios de una cadena unidimensional
en función de la posición discreta n así como expresiones correspondientes para los
campos posibles. Un estudio cuidadoso nos permite describir la evolución de los
operadores de red con ayuda de la ecuación de movimiento de Heisenberg, donde
resulta relevante el álgebra de los operadores en cuestión. Las ecuaciones de movi-
miento se resuelven con ayuda de distintas técnicas, según sea el caso. Finalmente
estas soluciones se reescriben como un conjunto de relaciones de recurrencia para
las entradas matriciales del operador unitario U , es decir, obtenemos nuestras ecua-
ciones de Mello-Moshinsky discretas. La solución de estas ecuaciones se deja para la
siguiente sección.

3.3.1. Solución a la Ecuación de Heisenberg lineal para tres
operadores con coe�cientes independientes del tiempo:
N , T y T †

Empecemos considerando la Ec. de Schrödinger para una partícula bajo la acción
de un potencial dependiente de la posición

−~2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = i~

∂ψ

∂t
. (3.33)

En línea con nuestra discusión, se puede mostrar que la discretización de (3.33)
conduce a la siguiente versión discreta de la Ec. de Schrödinger dependiente del
tiempo

ψn+1 + ψn−1 + V (n)ψn = i
∂ψn
∂t

. (3.34)
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De la ecuación precedente resulta el siguiente Hamiltoniano

H = T + T † + V (N). (3.35)

Estos problemas discretos tienen una conexión directa con la aproximación de ama-
rre fuerte a primeros vecinos. Recordemos que el Hamiltoniano de amarre fuerte
convencional es

H = ∆T + T †∆† + V0, (3.36)

donde ∆ ∈ R (o sea ∆ = ∆†) es el acoplamiento entre sitios vecinos y representa la
energía de transferencia o de salto, para electrones en el caso de cristales de estado
sólido, de un orbital a otro próximo, mientras que V0 es el potencial en sitio para
cualquier electrón en cuestión.

En este trabajo, estudiaremos un Hamiltoniano de amarre fuerte más general
en el que consideramos tanto acoplamientos como potenciales dependientes de la
posición en la cadena unidimensional, a saber

H = ∆(N)T + T †∆†(N) + V (N). (3.37)

Empecemos por explorar el caso más simple posible que, sin embargo, nos da una
idea de como avanzar hacia casos más generales. Concretamente, el problema consis-
te en resolver la Ec. de movimiento de Heisenberg para los operadores N , T y T † ante
el escenario físico descrito por (3.37). Recordemos que T † = 1/T por lo que escribir
una ecuación correspondiente para T † resulta redundante y se evitará en mucho de
lo que sigue. Para tener una mejor idea del planteamiento del problema, considere-
mos la cadena unidimensional que se muestra en la Fig. 3.1. El Hamiltoniano que
corresponde a este sistema es justamente (3.37) y en lo que sigue determinaremos
qué funciones son posibles para el acoplamiento y el campo externo.

Primero queremos saber cómo evoluciona el sistema, para esto usamos la con-
vención antes expuesta

T |n〉 = |n+ 1〉 , T † |n〉 = |n− 1〉 y N |n〉 = n |n〉 , (3.38)

que se desprende de (3.22), donde N es un observable. La ecuación de movimiento
en la imagen de Heisenberg es

i~
dA(H)

dt
=
[
A(H), H

]
, (3.39)

la cual nos permite conocer la evolución de los operadores (en la imagen de Hei-
senberg, donde los operadores son los que evolucionan y no los vectores de estado)
con el único requisito de conocer el conmutador del operador en cuestión con el
Hamiltoniano del sistema, el responsable de la evolución temporal. Aquí resulta
indispensable el álgebra (3.23) que nos hace la vida más fácil al permitirnos calcu-
lar las relaciones de conmutación necesarias para analizar la evolución de nuestros
operadores. Estas relaciones son

[T,H] =
[
T,∆(N)T + T †∆(N) + V (N)

]
= [T,∆(N)]T + T †[T,∆(N)] + [T, V (N)]

(3.40)
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n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 2 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 3 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 4 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉n - 5 〉 n〉n-1〉 n+1〉 n+2〉 n+3〉 n+4〉 n+5〉

Figura 3.1: Cadena unidimensional. La cadena 1D consiste, por ejemplo, de una
secuencia de átomos con acoplamientos a primeros vecinos. Curiosamente el cristal
unidimensional nos recuerda a los multipletes del grupo SU(2).

para T , [
T †, H

]
=
[
T †,∆(N)T + T †∆(N) + V (N)

]
=
[
T †,∆(N)

]
T + T †

[
T †,∆(N)

]
+
[
T †, V (N)

] (3.41)

para T †, que resulta redundante, y

[N,H] =
[
N,∆(N)T + T †∆(N) + V (N)

]
= ∆(N)[N, T ] +

[
N, T †

]
∆(N) = ∆(N)T − T †∆(N),

(3.42)

para el operador de posición discreta, N . Notemos que podemos escribir nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial

i~
d

dt

NT
T †

 =

NT
T †

 , H

, (3.43)

y, ya que queremos una evolución lineal, exigimos que se cumpla

i~
d

dt

NT
T †

 =

 α β γ
α′ β′ γ′

α′′ β′′ γ′′

NT
T †

 . (3.44)

Aquí, aunque las entradas matriciales de (3.44) son elementos de C, en general,
veremos a continuación cuáles son las restricciones sobre ellas.

Para esto, analicemos por separado cada ecuación diferencial lineal de primer
orden en el tiempo. Empecemos con la correspondiente al operador de posición
discreta, tenemos

i~
dN

dt
= ∆(N)T − T †∆(N) = αN + βT + γT †, (3.45)

ahora, notemos que el extremo izquierdo de la Ec. 3.45 es antihermitiano, entonces
hacemos del mismo tipo al extremo derecho lo cual nos conduce a que γ = −β∗, es
decir nuestra nueva ecuación es

i~
dN

dt
= ∆(N)T − T †∆(N) = αN + βT − β∗T †, (3.46)
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3.3. Problemas resolubles a través de linealización algebraica

de la cual podemos concluir que α = 0 y que β = ∆(N) ∈ R, por la realidad de la
función de acoplamiento.

En seguida, con el conocimiento de que ∆(N) es constante en la cadena (algo que
se esperaba pues notemos que se trata de una situación correspondiente al modelo
convencional de amarre fuerte), escribimos

i~
dT

dt
= [T,∆(N)]T + T †[T,∆(N)] + [T, V (N)] = [T, V (N)], (3.47)

donde, del hecho de que un número conmuta con lo que sea, hemos eliminado los
primeros dos conmutadores. Calculando [T, V (N)] e imponiendo linealidad, tenemos

i~
dT

dt
= [T, V (N)] = [V (N − 1)− V (N)]T = α′N + β′T + γ′T †, (3.48)

lo cual implica que α′ = γ′ = 0 y que β′ = V (N − 1) − V (N) ∈ R, es decir, que la
diferencia de potencial es constante entre sitios vecinos. Esto último nos dice que el
potencial es de la forma

V (N) = −β′N + V0 ≡ Vext(N) + V0, (3.49)

el cual di�ere ya en algo al Hamiltoniano de amarre fuerte estándar, aquí podemos
observar un campo externo con una dependencia lineal de la posición. De esta forma,
hemos encontrado expresiones para ∆(N) y V (N) correspondientes al álgebra de los
operadoresN , T y T †, (3.23). Hay que señalar que obtener la ecuación de movimiento
para T † es trivial pues notamos la siguiente relación:

i~
dT †

dt
= −

(
i~
dT

dt

)†
, (3.50)

haremos uso de ella varias veces en lo que viene.
Ya para terminar esta parte, la evolución de nuestro vector de operadores está

dada por

i~
d

dt

NT
T †

 =

0 ∆(N) −∆(N)
0 V (N − 1)− V (N) 0
0 0 V (N + 1)− V (N)

NT
T †

 (3.51)

donde tanto el acoplamiento como la diferencia de potencial son constantes y no
dependen realmente de la posición, i. e.,

i~
d

dt

NT
T †

 =

0 β −β
0 β′ 0
0 0 −β′

NT
T †

 , (3.52)

con β y β′ ∈ R. La solución de (3.52) es directa, como se puede observar, por ejemplo,

para T , tenemos T (t) = e−
iβ′t
~ T (0); damos la solución completa de una vez

N(t) = N(0) +
β

β′
[e−

iβ′t
~ − 1]T (0) +

β

β′
[e

iβ′t
~ − 1]T †(0)

T (t) = e−
iβ′t
~ T (0) T †(t) = e

iβ′t
~ T †(0),

(3.53)
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o en forma matricial

N(t)
T (t)
T †(t)

 =

1 β
β′

[e−
iβ′t
~ − 1] β

β′
[e

iβ′t
~ − 1]

0 e−
iβ′t
~ 0

0 0 e
iβ′t
~


N(0)
T (0)
T †(0)

 . (3.54)

Mas adelante, veremos cuál es el propagador correspondiente a (3.54) y discutiremos
algunas de sus propiedades.

3.3.2. Solución a la Ecuación de Heisenberg lineal para tres
operadores con coe�cientes independientes del tiempo:
N , A y A†

A continuación, mostraremos que, rede�niendo el producto de operadores en el
Hamiltoniano de la ec. (3.37) a través de

A ≡ ∆(N)T, (3.55)

y considerando relaciones de conmutación más generales entre A y N , es posible
hallar una nueva expresión para el acoplamiento que producirá, como veremos más
adelante, nuevos efectos sobre la propagación de pulsos en la cadena. Utilizando la
de�nición (3.55) el Hamiltoniano ahora es

H = A+ A† + V (N), (3.56)

esta de�nición sutil traerá consigo consecuencias bastante interesantes.
Nuevamente, nos interesa la evolución temporal de nuestro sistema cuántico por

lo cual calculamos las ecuaciones de movimiento para A, A† y N

i~
d

dt

NA
A†

 =

NA
A†

 , H

, (3.57)

imponiendo linealidad, tenemos

i~
d

dt

NA
A†

 =

 α′ β′ −β′∗
α β γ
−α∗ −γ∗ −β∗

NA
A†

 , (3.58)

donde hemos etiquetado a los coe�cientes de las combinaciones lineales de esta forma
porque resultará conveniente, y donde, de una vez, hemos hecho uso de (3.50).
Calculemos los conmutadores necesarios.

Empezamos con el operador de posición discreta

[N,H] = ∆(N)[N, T ] +
[
N, T †

]
∆(N) = ∆(N)T − T †∆(N) = A− A†, (3.59)
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observemos bien, esta relación de conmutación ya es lineal, los coe�cientes resultan
ser α′ = 0 y β′ = 1 = β′∗. Continuamos con A, tenemos

[A,H] =
[
A,A+ A† + V (N)

]
=
[
A,A†

]
+ [A, V (N)], (3.60)

de donde vemos que necesitamos los conmutadores
[
A,A†

]
y [A, V (N)], un calculo

directo produce [
A,A†

]
= ∆2(N)−∆2(N + 1),

[A, V (N)] = ∆(N) [V (N − 1)− V (N)]T,
(3.61)

que al sustituir en (3.60) nos da

[A,H] = ∆2(N)−∆2(N + 1) + ∆(N) [V (N − 1)− V (N)]T

= ∆2(N)−∆2(N + 1) + [V (N − 1)− V (N)] ∆(N)T

= ∆2(N)−∆2(N + 1) + [V (N − 1)− V (N)]A

= αN + βA+ γA†,

(3.62)

pues las funciones de N conmutan. Lo anterior implica, por la independencia de los
operadores, las siguiente relaciones

αN = ∆2(N)−∆2(N + 1),

β = V (N − 1)− V (N),

γ = 0.

(3.63)

El sistema de ecuaciones diferenciales ahora tiene coe�cientes de�nidos lo que per-
mite reescribirlo como

i~
d

dt

NA
A†

 =

 0 1 −1
α β 0
−α 0 −β

NA
A†

 ≡M

NA
A†

 , (3.64)

ya que tanto α como β son números reales. La solución de (3.64) esN(t)
A(t)
A†(t)

 = e−
i
~Mt

N(0)
A(0)
A†(0)

 . (3.65)

Por otra parte, de las relaciones (3.63) concluimos que el potencial está dado por
V (N) = −βN+V0. Para hallar una expresión correspondiente a ∆(N), dejemos que
αN actúe sobre algún estado localizado |n〉, esto da

αN |n〉 = αn |n〉 = [∆2(N)−∆2(N + 1)] |n〉 = [∆2(n)−∆2(n+ 1)] |n〉 , (3.66)

para resolver esta relación de recurrencia, intentamos el ansatz

∆2(n) = c2n
2 + c1n+ c0, (3.67)
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con el cual obtenemos que el acoplamiento está dado por

∆2(n) = −α
2
n2 +

α

2
n+ c0 (3.68)

o bien

∆(n) = ±
√
−α

2
n2 +

α

2
n+ c0. (3.69)

Esto es muy importante pues vemos que el acoplamiento ahora sí depende de la
posición. Por otro lado, el Hamiltoniano queda como

H =

√
α

2
(N −N2) + c0 T + T †

√
α

2
(N −N2) + c0 − βN + V0, (3.70)

y recalcamos que el potencial resultó ser el mismo que para el problema tratado en
la discusión precedente.

Resulta necesario señalar que aún queda generalidad por cubrir. Si a las ecua-
ciones de movimiento lineales les agregamos un término independiente extra de tal
forma que el sistema de ecuaciones diferenciales ahora sea

i~
dN

dt
= α′N + β′A+ γ′A† + δ′

i~
dA

dt
= αN + βA+ γA† + δ

i~
dA†

dt
= −α∗N − γ∗A− β∗A† − δ∗,

(3.71)

este se puede reducir, mediante el procedimiento ya ensayado, a

i~
d

dt

NA
A†

 =

 0 1 −1
α β 0
−α 0 −β

NA
A†

+

ab
c

 . (3.72)

En general, para resolver algo del tipo (3.71), es decir, de la forma

i~
d

dt

NA
A†

 = M

NA
A†

+

ab
c

 , (3.73)

escribimos

(i~
d

dt
−M)

NA
A†

 =

ab
c

 , (3.74)

que es equivalente a

i~e−
i
~Mt d

dt

e i~Mt

NA
A†

 =

ab
c

 (3.75)
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como se puede comprobar fácilmente. De la ecuación anterior, tenemos

i~
d

dt

e i~Mt

NA
A†

 = e
i
~Mt

ab
c

 , (3.76)

integrando

e
i
~Mt

NA
A†

 =
1

i~


∫ t

0

e
i
~Mt

ab
c

 dt+ i~

N0

A0

A†0

 (3.77)

y despejando, la solución �nalmente esN(t)
A(t)
A†(t)

 =
e−

i
~Mt

i~

∫ t

0

e
i
~Mt

ab
c

 dt+ i~

N(0)
A(0)
A†(0)

 . (3.78)

En adición, vale la pena enfatizar que, debido a que el conmutador entre A y A†

ahora es [
A,A†

]
= αN + δ, (3.79)

podemos mostrar que el acoplamiento correspondiente es

∆(N) = ±
√
α

2
(N −N2)− δN + c0, (3.80)

notando que ahora tenemos un término de control extra, y que el campo externo es
igual al que ya hemos encontrado, o sea V (N) = −βN + V0.

Como podemos notar, la solución de nuestras ecuaciones recae en el cálculo de
la matriz exponencial e−

i
~Mt. Con M de�nida por (3.64), un cálculo produce el

siguiente resultado

e−
iMt
~ =

1

ω2

ω2 − 2Ξ Γ∗ Γ
αΓ∗ Λ∗ Ξ
αΓ Ξ Λ

 , (3.81)

donde hemos de�nido

Γ = Γ(α, β, t) ≡ β(cos θ − 1) + iω sin θ

Λ = Λ(α, β, t) ≡
(
α + β2

)
cos θ + α + iωβ sin θ

Ξ = Ξ(α, β, t) ≡ α (1− cos θ)

(3.82)

junto con θ =
ωt

~
y ω =

√
2α + β2 para ahorrar espacio.

3.3.3. Solución a la Ecuación de Heisenberg lineal para tres
operadores con coe�cientes dependientes del tiempo:
N , A y A†

Ahora consideremos el Hamiltoniano más general que cualquiera que hemos ex-
plorado hasta ahora: con dependencia temporal en todos sus coe�cientes. El Ha-
miltoniano con el que trataremos a continuación nos debe recordar a (3.20), sin
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embargo, notaremos que aquí nuestro Hamiltoniano tiene coe�cientes dependien-
tes del tiempo así como un término extra independiente, también dependiente del
tiempo. Veamos de qué hablamos. Consideremos el Hamiltoniano dependiente del
tiempo dado por

H = α (t)A+ α∗ (t)A† + β (t)N + δ (t) . (3.83)

Este Hamiltoniano describe una cadena unidimensional en presencia de un campo
que varía linealmente con la posición y es modulado en el tiempo por β(t), también
los acoplamientos son modulados, en este caso por α(t), el término independiente
en realidad no aporta mucho. Para entender esto, observemos que δ (t) se puede
absorber en la función de onda haciendo

ψ (t) = e−
i
~
∫ t δ(t)dtφ(t), (3.84)

con lo cual vemos que podemos prescindir de dicho término del Hamiltoniano. Ade-
más, podemos reparametrizar el tiempo, pues como podemos factorizar cantidades
complejas como módulo por fase, tenemos que (3.83) es equivalente a

i~
1

|α (t)|
∂ |ψ〉
∂t
≡ i~

∂ |ψ〉
∂τ

=

{
ei argαA+ e−i argαA† +

β (t)

|α (t)|
N

}
|ψ〉 , (3.85)

donde hemos de�nido

τ ≡
∫ t

|α (t′)| dt′, (3.86)

y donde además, ya hemos omitido el término independiente δ(t). En seguida pro-
ponemos una transformación de norma de la forma

|ψ̃〉 = eiγN |ψ〉 , (3.87)

y calculamos la siguiente cantidad

eiγN i~
d |ψ〉
dτ

= eiγN i~
d

dτ
(e−iγN |ψ̃〉) = eiγN i~

[
e−iγN

d|ψ̃〉
dτ
− idγ

dτ
Ne−iγN |ψ̃〉

]

= i~
d|ψ̃〉
dτ

+ ~
dγ

dτ
N |ψ̃〉 =

(
i~
d

dτ
+ ~

dγ

dτ
N

)
|ψ̃〉.

(3.88)

Premultiplicando (3.85) por eiγN y haciendo uso de (3.88) tenemos

eiγN i~
∂ |ψ〉
∂τ

=

(
i~
d

dτ
+ ~

dγ

dτ
N

)
|ψ̃〉 = eiγN

{
ei argαA+ e−i argαA† +

β (t)

|α (t)|
N

}
|ψ〉

= eiγN
{
ei argαA+ e−i argαA† +

β (t)

|α (t)|
N

}
e−iγN |ψ̃〉.

(3.89)

Sin embargo, las siguientes relaciones son válidas:

eiγNAe−iγN = eiγA,

eiγNA†e−iγN = e−iγA†,
(3.90)
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como se puede demostrar, por lo que podemos escribir(
i~
d

dτ
+ ~

dγ

dτ
N

)
|ψ̃〉 =

{
ei argαeiγA+ e−i argαe−iγA† +

β (t)

|α (t)|
N

}
|ψ̃〉. (3.91)

Finalmente, si hacemos γ = − argα obtenemos(
i~
d

dτ
+ ~

dγ

dτ
N

)
|ψ̃〉 =

{
A+ A† +

β (t)

|α (t)|
N

}
|ψ̃〉, (3.92)

ahora sólo renombramos como β̄(t) a β(t)
|α(t)| − ~dγ

dτ
y escribimos

i~
d|ψ̃〉
dτ

=
{
A+ A† + β̄(t)N

}
|ψ̃〉 = H|ψ̃〉. (3.93)

Este desarrollo permite darnos cuenta de que (3.83) es equivalente a (3.93), es decir,
a un Hamiltoniano que incluye solamente un campo que depende linealmente de
la posición y es modulado en el tiempo mediante β̄(t), por lo tanto, de ahora en
adelante trataremos sólo con él.

Como ya sabemos, las ecuaciones de movimiento están dadas por (3.57) y otra
vez exigimos linealidad

i~
d

dt

NA
A†

 =

α′ β′ γ′

α β γ
α′′ β′′ γ′′

NA
A†

 , (3.94)

esta vez notando que aquí sí permitimos dependencia temporal en todos los coe�-
cientes. Los conmutadores que necesitamos son: el conmutador de N con H dado
por

[N,H] = ∆(N)[N, T ] +
[
N, T †

]
∆(N) = ∆(N)T − T †∆(N) = A− A†, (3.95)

una expresión que ya habíamos encontrado y que notamos que implica que α′ = 0,
β′ = 1 = −γ′. En seguida, el conmutador de A con H es

[A,H] =
[
A,A+ A† + β̄(t)N

]
=
[
A,A†

]
+ β̄(t)[A,N ], (3.96)

y los conmutadores requeridos resultan ser[
A,A†

]
= ∆2(N)−∆2(N + 1)

[A,N ] = −A,
(3.97)

cuya sustitución en (3.96) produce

[A,H] = ∆(N)2 −∆(N + 1)2 − β̄(t)A

= αN + βA+ γA†.
(3.98)

Analizando esta última ecuación, concluimos que αN = ∆(N)2−∆(N + 1)2, lo cual
implica que ∆(N) = ±

√
−α

2
N2 + α

2
N + c0 sigue siendo la función de acoplamiento
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que ya habíamos encontrado, que β = −β̄(t), es decir, el coe�ciente β de (3.94)
resulta dependiente del tiempo, y que γ = 0. Para nuestra última ecuación de
movimiento hacemos uso de (3.50). Con esto, hemos hallado la matriz que evoluciona
al vector de operadores, a saber

i~
d

dt

NA
A†

 =

 0 1 −1
α −β̄(t) 0
−α∗ 0 β̄(t)∗

NA
A†

 ≡M(t)

NA
A†

 , (3.99)

vemos que el sistema di�ere del caso independiente del tiempo únicamente en que
aquí β = −β̄(t). Note también que tanto α como β̄(t) son reales.

La solución al sistema de ecuaciones diferenciales i~v̇ (t) = M(t)v (t) la obte-
nemos notando la dependencia temporal de la matriz M = M(t) y escribiendo a
M(t) en la base de Gell-Mann. La base de Gell-Mann consiste de las matrices de
Gell-Mann dadas por

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0


λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 1√
3
.

(3.100)

Todas son de traza cero y junto con la matriz identidad de 3 × 3 forman una base
para el espacio de matrices de 3× 3.

En dicha base, M se expresa como una combinación lineal de sus elementos, a
saber

M(t) =
8∑
i=0

mi(t) λi, (3.101)

siendo los coe�cientes de la combinación lineal cantidades dependientes de tiempo,
además λ0 ≡ 13×3. Entonces, la ecuación diferencial vectorial es

i~
(
d

dt
− M (t)

i~

)NA
A†

 = 0, (3.102)

y sabemos que para una matriz que en general no conmuta a tiempos distintos, i. e.
[M (t) , M (t′)] 6= 0, tenemos como solución a la serie de DysonN(t)

A(t)
A†(t)

 = exp

{
: − i

~

∫ t

t0

M (t′) dt′ :

}N0

A0

A†0

 , (3.103)
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vea el apéndice A para una derivación detallada de la solución. Ahí mostramos, con
ayuda de la de�nición

exp

{
: − i

~

∫ t

t0

M (t′) dt′ :

}
≡

∞∑
n=0

1

(i~)n
Cn (t) , (3.104)

donde C0(t) = 1 y

Cn (t) =

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnM(t1) · · ·M(tn), n ≥ 1, (3.105)

que la siguiente relación se cumple:

Cn (t) =

∫ t

t0

dt′M (t′)Cn−1 (t′) , (3.106)

una vez más, en el apéndice se encuentran los argumentos de la razón de ser de
(3.106). Si queremos los elementos matriciales de Cn (t) ∀n escribimos (3.106) en la
base de Gell-Mann

Cn (t) =

∫ t

t0

dt′mi (t
′)λi [cn−1 (t′)]j λj

=

∫ t

t0

dt′mi (t
′) [cn−1 (t′)]j λiλj,

(3.107)

donde se suma sobre indices repetidos y donde la cantidad mi (t
′) [cn−1 (t′)]j sólo

es un escalar. Además, de la relaciones de conmutación y anticonmutación de las
matrices de Gell-Mann, tenemos

λiλj =
1

2
[λi, λj] +

1

2
{λi, λj} = ifijkλk + dijkλk ≡ eijkλk, (3.108)

con fij0 = 0 y dij0 = 2
3
δij. De hecho, todos los demás coe�cientes son conocidos y

están tabulados en [35], p. 190. De esta forma, la expresión para Cn(t), Ec. (3.107),
se puede reescribir como

Cn (t) = ckn(t)λk (3.109)

siendo los coe�cientes de la combinación lineal

ckn (t) =

∫ t

t0

dt′mi (t
′) cjn−1 (t′) eijk. (3.110)

Con esto queda determinada la solución del problema correspondiente al Hamilto-
niano de la Ec. (3.93).
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3.3.4. Acoplamientos y campos en función de la posición en
el cristal

A continuación se resumen las expresiones obtenidas para los acoplamientos y
campos en función de la posición en el cristal para cada uno de los problemas
estudiados. Hacemos algunos comentarios sobre sus características. Comencemos
por el problema correspondiente al Hamiltoniano (3.36), el acoplamiento y el campo
resultaron ser

∆ (N) = β

V (N) = −β′N + V0 ≡ Vext + V0

(3.111)

con β, β′ ∈ R. Entonces, cuando los operadores de red N , T y T † satisfacen el álgebra
(3.23), resulta que el acoplamiento es constante como en el modelo convencional de
amarre fuerte. Lo que es distinto a dicho modelo es la presencia del campo externo
Vext. Ahora nuestro sistema cuántico es más interesante pues la dinámica de las ondas
debe responder a la presencia de este campo. Es claro que la elección particular
β′ = 0 resulta en el modelo convencional de amarre fuerte a primeros vecinos.

Al avanzar, lo siguiente que encontramos fue que, para el Hamiltoniano (3.56),
las expresiones posibles para el acoplamiento y el campo son

∆(N) = ±
√
−α

2
N2 +

α

2
N + c0.

V (N) = −βN + V0,

(3.112)

donde el acoplamiento ahora ya depende de la posición discreta mientras que el
campo es igual al caso anterior. Observemos que las propiedades de propagación de
pulsos en la cadena depende directamente de las características del acoplamiento y el
campo y que éstas se modi�can a través de una variación adecuada de los parámetros
de nuestro modelo. Este hecho tan importante tiene su origen en algo que quizás no
enfatizamos en su momento. Procedamos a hacerlo ahora.

Si regresamos a la discusión del problema asociado con el Hamiltoniano (3.56)
podemos notar, siendo algo observadores, que al calcular los conmutadores nos en-
contramos e hicimos uso, aunque quizás de forma un poco implícita, del álgebra de
los operadores N , A y A† de�nida de manera general por[

A,A†
]

= αN, [N,A] = A, y
[
N,A†

]
= −A†, (3.113)

la primera relación de conmutación, entre A y A†, se puede notar comparando (3.61)
y (3.62) mientras que las dos últimas se calculan directamente. Esta observación es
fundamental. Resulta que el álgebra (de Cartan) de los operadores que describen
nuestro sistema de�nen los escenarios físicamente posibles.

Después, hemos considerado dependencia temporal, lo que resultó en las siguien-
tes expresiones para el acoplamiento y el campo

∆(N) = ±
√
−α

2
N2 +

α

2
N + c0

V (N) = β̄ (t)N

(3.114)
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n

Δ2(n)

α = 0.0032

α = 0.29

α = 0.11

Heisenberg

SU(1, 1)

SU(2)

ISO(1, 1)

δ=0, α=1

δ=0, α=0

δ=0, α=-1

δ → -1, α → 0

Figura 3.2: Acoplamientos en función de la posición según el valor de los parámetros
alfa y delta. Los grupos dinámicos correspondientes se muestran. Vemos que las
distintas combinaciones de valores de�nen el dominio de ∆(n). Cuatro casos son
posibles, α = 0 produce un dominio in�nito, o semi-in�nito, según el valor de δ,
α = −1 también permite in�nitos valores propios de N , �nalmente α = 1 restringe
a n entre nmı́n y nmáx, un intervalo �nito.

notamos que, aunque tenemos una función para el acoplamiento idéntica al caso
independiente del tiempo, el campo ahora depende del tiempo lo cual nos permitiría
controlar las propiedades de propagación de pulsos en el cristal.

En cuanto a los operadores N , A y A†, tanto en el caso del Hamiltoniano con
coe�cientes dependientes e independientes del tiempo, una expresión más general es
posible para el acoplamiento, a saber

∆(N) = ±
√
α

2
(N −N2)− δN + c0, (3.115)

cuando admitimos un parámetro independiente en nuestras ecuaciones de movimien-
to. El conmutador entre A y A† se ve modi�cado en este caso y está dado por la Ec.
(3.79). Se pre�ere esta expresión para el acoplamiento, (3.115), porque, trabajando
con ella, los demás casos discutidos, con coe�cientes independientes del tiempo, se
pueden obtener al elegir los valores de α y δ adecuados. En cuanto al campo ex-
terno, la conclusión es que siempre se trata de una función lineal de la posición,
como veremos en el siguiente capítulo, esta forma simple da lugar a fenómenos muy
interesantes.

Para proseguir, discutiremos la expresión más general posible para los acopla-
mientos, i. e. (3.115). Una simple observación nos permite entender que de los po-
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sibles valores para α podemos centrarnos en los valores representativos dados por
α ∈ {−1, 0, 1} los cuales cubren las posibilidades de que α sea negativo, cero o
positivo. Exploremos qué sucede en cada caso.

Empecemos por la izquierda de la recta real. Un valor negativo para α signi�ca
que la forma de nuestra función de acoplamiento al cuadrado, ∆2(N) (elegimos
esta presentación para el acoplamiento para evitar trabajar directamente con la raíz
cuadrada), es la de una parábola que abre hacia arriba, como se observa en la Fig.
3.2.

Esta forma de los acoplamientos nos dice algunas cosas. Primero, que el dominio
de nuestra función de acoplamiento es in�nito, aquí hablamos de ∆(N), lo que
nos lleva a entender que este acoplamiento describe una cadena unidimensional no
homogénea de tamaño in�nito. ¾Por qué?, recordemos que el acoplamiento debe
ser real para todo n, y que la raíz cuadrada de un número positivo siempre es
real. Podemos decir también que el acoplamiento, es más intenso a medida que nos
alejamos del centro.

En seguida, el caso α = 0 lo trataremos de una forma algo so�sticada en vez de
simplemente imponer valores para los coe�cientes en el acoplamiento, aunque resul-
taría equivalente. A primera vista, un valor nulo para α implica que el acoplamiento
al cuadrado ahora depende linealmente de la posición discreta n, lo cual es cierto.
Sin embargo, por razones que se expondrán más adelante nos gustaría aproximarnos
a la recta que se observa en la Fig. 3.2 asegurando que su pendiente sea la unidad.
Para lograr esto, consideremos el acoplamiento (3.115). Podemos escribirlo de la
forma

∆2(N) =
α

2
(N −N2)− δN + c0, (3.116)

ahora, eligiendo c0 = 0 y factorizando, tenemos

∆2(N) = −α
2
N(N − (δ/α− 1)) ≡ aN(N − b), (3.117)

entonces, el límite que nos interesa es aquel en el que a→ 0 y ab→ −1. De hecho,
observemos que

ab→ −1 implica a→ −1

b
, (3.118)

esto quiere decir que el límite se �alcanza� si alejamos mucho del origen a la raíz
distinta de cero del polinomio que de�ne al acoplamiento, i. e. b → ∞, y a la vez
disminuimos α acordemente, i. e. a → 0. Este proceso se puede ver en la Fig. 3.2.
La expresión resultante es

∆(N) = ±
√
N. (3.119)

Este acoplamiento varia como la raíz de la posición discreta y puesto que queremos
amplitudes de salto reales observamos que el dominio ahora sólo incluye a los índices
n ≥ 0, i. e. la cadena es semi-in�nita.

Finalmente, el caso α = 1 corresponde, hablando del acoplamiento al cuadrado,
a una parábola que abre hacia abajo, como se puede observar en la Fig. 3.2, las
propiedades de la función de acoplamiento son un tanto claras, el dominio ahora
está restringido a un intervalo �nito, donde se garantiza que el acoplamiento sea real,
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como lo venimos mencionando. Entonces, estamos ante lo que resulta ser una cadena
de tamaño �nito, de�nida por el valor positivo de α. En lo que sigue detallaremos
más el rol de α y δ pues el álgebra de los operadores de red es de suma importancia
y ésta queda de�nida por los parámetros aquí discutidos.

3.3.5. Ecuaciones de recurrencia en general

Ahora es el turno de hablar de nuestras Ecs. MM discretas, para esto, primero,
a manera de ejemplo, damos las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, y de una
vez su solución, para el primer problema que tratamos, descrito por el Hamiltoniano
(3.36). Recordemos que las ecuaciones de movimiento son

N(t)
T (t)
T †(t)

 =

1 β
β′

[e−
iβ′t
~ − 1] β

β′
[e

iβ′t
~ − 1]

0 e−
iβ′t
~ 0

0 0 e
iβ′t
~


N(0)
T (0)
T †(0)

 . (3.120)

Además, sabemos que en la imagen de Heisenberg, la evolución de un sistema cuán-
tico está dada por la Ec. de movimiento de Heisenberg

O(H)(t) = U †OH(0)U, (3.121)

con esto, unas Ecs. MM discretas se pueden obtener de (3.120) al hacer uso de
(3.121), escribamos (3.120) de la forma

N(0)U = UN(0) +
β

β′
[e−

iβ′t
~ − 1]UT (0) +

β

β′
[e

iβ′t
~ − 1]UT †(0)

T (0)U = e−
iβ′t
~ UT (0) T †(0)U = e

iβ′t
~ UT †(0),

(3.122)

donde hemos multiplicado por U por la derecha. Ensandwichando con estados ató-
micos, tenemos

mUmn = nUmn +
β

β′
(e−

iβ′t
~ − 1)Um,n+1 +

β

β′
(e

iβ′t
~ − 1)Um,n−1

Um−1,n = e−
iβ′t
~ Um,n+1 Um+1,n = e

iβ′t
~ Um,n−1.

(3.123)

Este problema ya ha sido tratado por Yellin [36], aunque de forma distinta. También
es un caso particular de un Hamiltoniano con un campo dependiente del tiempo que
fue profundamente estudiado por Sadurní [25], por lo que daremos la solución en
pocos pasos. Como lo hizo Sadurní, notemos que

Umn = e
iβ′t
~ Um−1,n−1 (3.124)

implica

Umn = ei
(n+m)

2
β′t
~ Vm−n, (3.125)
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lo cual, al sustituir en la primera relación de recurrencia en (3.122), produce

(m− n)Vm−n =
β

β′
(e−

iβ′t
~ − 1)e

iβ′
2~ tVm−n−1 +

β

β′
(e

iβ′t
~ − 1)e−

iβ′
2~ tVm−n+1, (3.126)

o puesto de otra forma

(m− n)Vm−n =
β

β′
(e−

iβ′t
2~ − e

iβ′
2~ t)Vm−n−1 +

β

β′
(e

iβ′t
~ − e−

iβ′
2~ t)Vm−n+1, (3.127)

que inmediatamente nos permite utilizar funciones trigonométricas

(m− n)Vm−n =
β

β′
2e−

iπ
2 sin(βt/2~)Vm−n−1 +

β

β′
2e

iπ
2 sin(βt/2~)Vm−n+1. (3.128)

De�niendo ν = m− n, �nalmente tenemos

ν

2 sin(βt/2~)β/β′
Vν = e−

iπ
2 Vν−1 + e

iπ
2 Vν+1. (3.129)

La solución es familiar

Umn = e−i(m−n)π/2ei(m+n) β
2~ tJm−n

(
β sin

(
β
2~t
)

β′

)

= in−mei(m+n) β
2~ tJm−n

(
β sin

(
β
2~t
)

β′

)
,

(3.130)

donde J es la función de Bessel del primer tipo. Mencionemos que el problema co-
rresponde a un sistema cuántico que consiste en una cadena unidimensional con
acoplamiento constante, igual a β, y en presencia de un campo externo que varía
linealmente con la posición discreta, (3.49). La escalera de Stark guarda una relación
directa con dicho Hamiltoniano. Este caso particular lo presentamos solamente por
propósitos ilustrativos y referimos a [25] para una discusión profunda de un resul-
tado más general. En lo que sigue nos concentraremos en el Hamiltoniano (3.56) y
obtendremos sus Ecs. de Mello-Moshinsky discretas correspondientes al caso inde-
pendiente del tiempo.

Centremos nuestra atención de nuevo en las ecuaciones de movimiento, esta
vez correspondientes al Hamiltoniano (3.56). Lo que haremos en lo que sigue será
escribir nuestras ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, en forma de relaciones de
recurrencia, para el operador de evolución temporal, responsable de la evolución de
los operadores en la imagen de Heisenberg.

Se sabe que la solución para el caso de la ec. de Heisenberg lineal con coe�cientes
independientes del tiempo, para los operadores N , A y A†, es la matriz exponencial
e−

iMt
~ , con M de�nida por (3.64). Recordando la soluciónN(t)

A(t)
A(t)†

 =
1

ω2

ω2 − 2Ξ Γ∗ Γ
αΓ∗ Λ∗ Ξ
αΓ Ξ Λ

N0

A0

A†0

 , (3.131)
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sabemos que representa el siguiente sistema de ecuaciones

N(t) =
1

ω2

[
(ω2 − 2Ξ)N(0) + Γ∗A(0) + ΓA†(0)

]
A(t) =

1

ω2

[
αΓ∗N(0) + Λ∗A(0) + ΞA†(0)

]
A†(t) =

1

ω2

[
αΓN(0) + ΞA(0) + ΛA†(0)

]
.

(3.132)

A continuación se escriben las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas para los
operadores N , A y A† mediante el procedimiento ya discutido, tenemos para el
operador de posición discreta

[N(0)U ]m′m = 〈m′|N(0)U |m〉 = m′Um′m

=
1

ω2
〈m′|U

[
(ω2 − 2Ξ)N(0) + Γ∗A(0) + ΓA†(0)

]
|m〉

=
1

ω2

[
m(ω2 − 2Ξ)Um′m + ∆(m+ 1)Γ∗Um′,m+1 + ∆(m)ΓUm′,m−1

]
,

(3.133)

donde se ha hecho uso de la de�nición de A y A†. Para estos últimos tenemos las
siguientes ecuaciones

[A(0)U ]m′m = 〈m′|A(0)U |m〉 = ∆(m′)Um′−1,m

=
1

ω2
〈m′|U

(
αΓ∗N(0) + Λ∗A(0) + ΞA†(0)

)
|m〉

=
1

ω2
(mαΓ∗Um′m + ∆(m+ 1)Λ∗Um′,m+1 + ∆(m)ΞUm′,m−1)

(3.134)

para A, y

[A(0)†U ]m′m =
1

ω2
(mαΓUm′m + ∆(m+ 1)ΞUm′,m+1 + ∆(m)ΛUm′,m−1)

= ∆(m′ + 1)Um′+1,m,
(3.135)

para A†. En su presentación �nal, factorizando al complejo Γ, las relaciones de
recurrencia adquieren la siguiente forma

Um′m

[
m′ω2 −m(ω2 − 2Ξ)

|Γ|

]
= ∆(m+ 1)e−i arg ΓUm′,m+1

+ ∆(m)ei arg ΓUm′,m−1

(3.136)

ω2∆(m′)Um′−1,m = mαΓ∗Um′m + ∆(m+ 1)Λ∗Um′,m+1

+ ∆(m)ΞUm′,m−1

(3.137)

ω2∆(m′ + 1)Um′+1,m = mαΓUm′m + ∆(m+ 1)ΞUm′,m+1

+ ∆(m)ΛUm′,m−1.
(3.138)
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Estas relaciones de recurrencia conectan las entradas contiguas de la matriz que
representa al operador de evolución temporal en la base de estados localizados y su
solución nos da directamente el propagador mediante la de�nición (3.32). El con-
junto de relaciones de recurrencia para U : (3.136), (3.137) y (3.138) son nuestras
Ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas para el operador de evolución temporal
correspondiente al Hamiltoniano (3.56). Un camino hacia la solución de estas re-
laciones de recurrencia se traza con la teoría que revisaremos a continuación. La
solución la damos más adelante.

3.4. Teoría de grupos semisimples SU(2) y SU(1,1)

Una observación interesante es que el conjunto de operadores
{
A,A†, N

}
tiene

una estructura de grupo. De hecho, esto es lo que ha permitido obtener diversas
expresiones analíticas para los propagadores, como ejemplo [2], [25] así como el
presente trabajo. En efecto, hemos visto que varias relaciones de conmutación son
posibles, todas codi�cadas en la expresión general [A,A†] = αN + δ. Más aún, es
el grupo al que estos operadores pertenecen lo que de�ne las propiedades físicas de
las cadenas tales como el tamaño y los acoplamientos. Por lo tanto, vemos necesario
un estudio detallado de teoría de grupos. En la presente sección describimos las
propiedades de los grupos semisimples de rango uno así como el caso degenerado
que encarna el álgebra de Heisenberg. Se presenta una descripción sistemática de
sus propiedades algebraicas.

3.4.1. Constantes de estructura, álgebra de Cartan y forma
de Killing

Empecemos motivando físicamente la discusión. Recordemos que en mecánica
cuántica el momento angular es de�nido como el generador de las rotaciones. Co-
mo es bien sabido, las rotaciones forman el grupo conocido como SO(3). Se puede
mostrar que las relaciones de conmutación entre las componentes del operador de
momento angular en mecánica cuántica son

[Ji, Jj] = iεijkJk. (3.139)

Resulta que SU(2), uno de los grupos en los que estamos interesados, es localmente
isomorfo a SO(3), como se puede probar, por lo que el álgebra de Lie su(2) es
isomorfa al álgebra del momento ángular so(3), esto signi�ca que las constantes de
estructura del álgebra de SU(2) están dadas por el símbolo de Levi-Civita εijk, el
cual es totalmente antisimétrico con ε123 = 1, multiplicado por i.

Además, tomando la siguientes combinaciones lineales

J+ ≡ J1 + iJ2 y J− ≡ J1 − iJ2, (3.140)

podemos mostrar que estos nuevos operadores satisfacen las relaciones de conmuta-
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ción

[J+, J−] = 2J3

[J3, J±] = ±J±.
(3.141)

El conjunto (3.141) se conoce como el álgebra de Cartan de SU(2) y consiste en
operadores de subida, J+, de bajada, J− y de �peso�, J3.

La forma de Killing para su(2) se obtiene con ayuda de sus constantes de estruc-
tura y da

gσλ = −εσjkελkj, (3.142)

mientras que de la relación entre el símbolo de Levi-Civita y la delta de Kronecker
se sigue que (3.142) se reduce a

gσλ = 2δσλ, (3.143)

esta última ecuación nos permite saber que el determinante de gσλ es

det gσλ = det 2δσλ = 8 6= 0. (3.144)

Por lo tanto, el álgebra su(2) es semisimple, de acuerdo al criterio de Cartan.
El operador de Casimir para grupos compactos se de�ne como la suma de los

cuadrados de los generadores del grupo. Para SU(2) tenemos el operador de Casimir

J2 =
3∑

n=1

J2
n = J2

1 + J2
2 + J2

3 , (3.145)

el cual conmuta con cualquier generador de SU(2)[
J2, Jk

]
= 0, k = 1, 2, 3, (3.146)

lo anterior implica que J2 y, digamos, J3 se pueden diagonalizar simultáneamente y
permite identi�car a sus vectores propios mediante dos etiquetas, j ym, que cumplen
las ecuaciones de valores propios

J2 |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉
J3 |j,m〉 = m |j,m〉 .

(3.147)

Las representaciones unitarias irreducibles que se obtienen al elegir alguno de los Jk
son equivalentes.

En esta base, {|j,m〉}, en la que J3 es diagonal, los elementos matriciales de los
operadores de subida y bajada, J± = J1 ± iJ2, son

〈j′,m′| J± |j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)δj′jδm′,m±1, (3.148)

donde m y m′ van de −j a j en pasos enteros, y donde j = N
2
, con N ∈ N0. Los de

J3 son
〈j′,m′| J3 |j,m〉 = mδj′,jδm′,m. (3.149)
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Para proseguir, consideremos el grupo no compacto SU(1,1). Sus generadores,
Ki, i = 0, 1, 2, satisfacen las relaciones de conmutación

[K1, K2] = −iK0,

[K2, K0] = iK1,

[K0, K1] = iK2.

(3.150)

Vale la pena notar que las relaciones de conmutación de su(1,1) di�eren de aquellas
de su(2) por un signo, a saber, el de K0. Explícitamente, las constantes de estructura
distintas de cero son

C120 = −C210 = −1, C201 = −C021 = 1, C012 = −C102 = 1. (3.151)

La base de Cartan-Weyl para SU(1,1) se obtiene al de�nir las siguientes combi-
naciones lineales

K+ ≡ K1 + iK2

K− ≡ K1 − iK2,
(3.152)

que junto con K0 cumplen las nuevas relaciones de conmutación

[K+, K−] = −2K0

[K0, K±] = ±K0,
(3.153)

de nueva cuenta, estas relaciones de conmutación di�eren de las de SU(2) por el
signo correspondiente a K0. Las relaciones (3.153) se conocen como el álgebra de
Cartan de SU(1,1). Esta base vectorial de�ne de forma única a SU(1,1), como lo
hace el álgebra de Lie (3.150). De esta forma, nuevamente hemos puesto al álgebra
en una forma estándar que consiste en operadores de escalera, K+ y K−, y de peso,
K0.

La semisimplicidad de SU(1,1) se veri�ca con ayuda de la forma de Killing, que
para SU(1,1) da

gσλ = 2

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , (3.154)

con lo que es fácil ver que el determinante de (3.154) es det gσλ = 8 6= 0, lo cual
prueba que SU(1,1) es un grupo semisimple.

Finalmente, el operador de Casimir para el grupo SU(1,1) se de�ne como

K2 ≡ K2
1 +K2

2 −K2
0 (3.155)

que recuerda a un producto interno de Minkowski, con la convención de tipo espacio.
Además, conmuta con todo Ki, es decir[

K2, Ki

]
= 0, i = 0, 1, 2. (3.156)

Contrario a SU(2), para SU(1,1) existen diversas representaciones unitarias irre-
ducibles inequivalentes todas de dimension in�nita, por tratarse de un grupo no
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compacto, según sea el valor de k, el cual, en general, es elemento de C. Se tienen
las ecuaciones de valores propios

K2 |k, n〉 = k(1− k) |n, k〉 ,
K0 |k, n〉 = n |k, n〉 ,

(3.157)

donde n = n′ + ε con n′ ∈ Z y ε ∈ (−1
2
, 1

2
]. De especial interés para nosotros son los

valores ε = 0, 1/2, que de�nen las representaciones unitarias irreducibles C0
q y C

1/2
q ,

denominadas por Bargmann como las representaciones de la clase continua entera y
medio entera [37]. En la base de�nida por (3.157), los elementos matriciales de los
operadores K± son

〈k′, n′|K± |k, n〉 =
√

(n± k)(n∓ k ± 1)δk′,kδn′,n±1, (3.158)

donde n puede ser entero o medio entero, según el valor de ε y k = 1
2

+ iρ, con
ρ ∈ R/ {0}. Esta representación, la de la clase continua, de dimensión in�nita,
puede ser pensada como una generalización de la representación �nita del álgebra
de momento angular y de espín, descritos por SU(2) [38]. De esta forma, hemos
presentado los únicos operadores de Casimir que existen tanto para SU(2) como
para SU(1,1) tal y como lo garantiza el rango igual a 1 de estos grupos semisimples.

3.4.2. Álgebra de Heisenberg como caso degenerado

Otra álgebra de Lie muy importante en física la conforman los operadores de
posición, x, de momento en la dirección x, que denotaremos simplemente como
p, y el operador identidad, 1, ellos satisfacen las relaciones de conmutación bien
conocidas

[x, p] = i~1, [x,1] = 0, [p,1] = 0, (3.159)

el álgebra (3.159) es conocida como álgebra de Heisenberg, a su vez dicha álgebra
posee una subálgebra abeliana generada por 1 y x con las relaciones de conmutación
triviales dadas por

[x,1] = [x, x] = [1,1] = 0. (3.160)

Por lo tanto, el álgebra de Heisenberg no es simple pues contiene un ideal, una
subálgebra invariante que consiste de 1 y x, ni semisimple, pues además de ser un
ideal, la subálgebra {1, x} es abeliana, también {1, p} lo es, así que el álgebra de
Heisenberg se clasi�ca como un caso degenerado, de acuerdo a [35].

Como antes, consideremos las combinaciones lineales

a =
2−1/2

x0

(x+ i
p

mω
), a† =

2−1/2

x0

(x− i p
mω

), (3.161)

donde x0 =
√
mw/~. Junto con 1, los operadores de�nidos en (3.161) conforman el

álgebra del oscilador armónico[
a, a†

]
= 1, [a,1] = 0,

[
a†,1

]
= 0. (3.162)
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a† y a son conocidos como los operadores de creación y aniquilación, respectivamen-
te. Sobre estados de oscilador armónico, los operadores de creación y aniquilación
actúan de la forma

a |n〉 =
√
n |n− 1〉 , a† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 , (3.163)

y se puede demostrar que n ∈ N0. Un operador de peso también existe en este
contexto y se de�ne como N = a†a. Es claro que se cumple

N |n〉 = n |n〉 , (3.164)

con las nuevas relaciones de conmutación[
a†, a

]
= 1,

[
N, a†

]
= a†, [N, a] = −a (3.165)

que se parecen más a (3.141) y (3.153).

3.4.3. Aplicación a las cadenas de amarre fuerte

Habiendo revisado la teoría de grupos semisimples de rango uno, surge la pre-
gunta de cómo nos puede ayudar a resolver el problema de la propagación de pulsos
en un cristal. Para responder a tal pregunta veamos qué podemos decir de los con-
mutadores para casos especí�cos de�nidos por nuestros parámetros. Es importante
recordar que los operadores N , A y A† satisfacen las relaciones de conmutación más
generales [

A,A†
]

= αN + δ, [N,A] = A,
[
N,A†

]
= −A†, (3.166)

de donde es posible observar que los valores de α y δ de�nen al álgebra al que co-
rresponden. Esta observación nos lleva a terrenos que pueden ser explorados con
nuestros conocimientos algebraicos, es decir, los parámetros α y δ de�nen comple-
tamente al álgebra de Cartan para los operadores N , A y A† así como de�nen la
intensidad del acoplamiento en la cadena, Ec. (3.115), y por tanto las propiedades de
propagación de pulsos en ésta. Esta asociación entre física y matemática nos permite
controlar la dinámica en la cadena que puede ser construida con ayuda de técnicas
de ingeniería como se detalló en el capítulo 2.

Observemos qué pasa para diversos valores representativos de α y δ. Primero
tratemos el caso δ = 0; ante esto recordemos que los valores representativos de α
son elementos del conjunto {−1, 0, 1}. Empezando con el valor positivo de α = 1,
tenemos que las relaciones de conmutación (3.166) toman la forma[

A,A†
]

= N, (3.167)

Estas relaciones de conmutación pueden ser identi�cadas con (3.141) de tal forma
que concluimos que para α = 1, los operadores N , A, y A† son generadores de SU(2).
Como se puede imaginar ahora, el valor α = −1, permite identi�car, en base a las
relaciones de conmutación [

A,A†
]

= −N, (3.168)
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a A, A† y a N como generadores de SU(1,1) como se puede notar de (3.153). Final-
mente, para el caso α = 0, tenemos[

A,A†
]

= 0, (3.169)

que además implica que el acoplamiento es constante, por lo que la de�nición de
A = ∆(N)T = ∆T , nos lleva a las relaciones equivalentes[

T, T †
]

= 0, [N, T ] = T
[
N, T †

]
= −T †, (3.170)

las cuales, como bien recordamos, son justamente las relaciones de conmutación
(3.23), discutidas desde nuestro punto de partida. Considerando las combinaciones
lineales

Q =
1

2

(
T † + T

)
, Q∗ =

1

2

(
T † − T

)
(3.171)

obtenemos como resultado las relaciones de conmutación

[Q,Q∗] = 0, [N,Q] = −Q∗ [N,Q∗] = −Q, (3.172)

del álgebra conocida como iso(1,1). Como hemos mencionado, este último problema
ya ha sido estudiado [36].

De hecho, para el caso de la ec. de Heisenberg lineal para los operadores N , A y
A† con coe�cientes dependientes del tiempo y δ = 0, al tener el sistema de ec.N(t)

A(t)
A†(t)

 = E(t)

N(0)
A(0)
A†(0)

 =

E11N + E12A+ E13A
†

E21N + E22A+ E23A
†

E∗21N + E∗23A+ E∗22A
†

 (3.173)

obligamos que se cumpla ∀t [
A(t), A†(t)

]
= αN(t),

[N(t), A(t)] = A(t),[
N(t), A†(t)

]
= −A†(t)

(3.174)

con lo cual obtenemos el conjunto de condiciones sobre las entradas de la matriz
E(t)

E11 = |E22|2 + |E23|2 ,
E12 = E21E

∗
23 − E21E

∗
22,

E13 = E21E
∗
23 − E23E

∗
21,

E21 = α (E12E
∗
23 − E22E

∗
13) ,

E22 = E11E22 − E21E12,

E23 = E21E
∗
13 − E11E

∗
23,

E31 = E∗21, E32 = E∗23, E33 = E∗22,

(3.175)

con α 6= 0, correspondiente a los grupos semisimples SU(2) y SU(1,1), para que el
álgebra se preserve ∀t.

60



3.4. Teoría de grupos semisimples SU(2) y SU(1,1)

Cuando δ 6= 0, la expresión que tiene sentido es aquella en la que α = 0 y δ = −1,
i. e. [

A,A†
]

= −1, (3.176)

esto es justamente (3.165), el álgebra del oscilador armónico. Los signos de los con-
mutadores di�eren un poco debido a la de�nición A = ∆(N)T , quedará más claro
cuando calculemos el propagador de la cadena de Heisenberg.

3.4.4. Solución a las recurrencias con la función D de Wigner

Hasta ahora solamente hemos revisado algo de teoría sobre grupos semisimples,
no obstante, el momento inminente de resolver nuestras recurrencias ha llegado. En
esta sección describimos la motivación así como los pasos a seguir para probar que
la solución a nuestras Ecs. MM discretas es la conocida función D de Wigner.

En nuestra teoría de propagadores cristalinos, la cadena �nita queda descrita por
el álgebra su(2). Una forma de apreciar esto es recordando que podemos identi�car

A→ J+, A† → J−, (3.177)

esto no es otra cosa que restringir el tamaño de la cadena a uno �nito pues, como
bien sabemos, j de�ne el tamaño de las representaciones de su(2), de tal forma que
m vaya de −j a j, es decir m, que ahora es posición en la cadena, sólo puede tomar
2j + 1 valores distintos, o en otras palabras, la cadena tiene un tamaño de 2j + 1.
Con esta identi�cación, la relación de conmutación entre A y A† implica

N =
2~
α
Jz −

δ

α
, (3.178)

donde δ/α es una constante irrelevante en H. La expresión para N se obtuvo al
notar que

αN + δ =
[
A,A†

]
= [J+, J−] = [Jx + iJy, Jx + iJy]

= −i[Jx, Jy] + i[Jy, Jx] = −i(i~Jz) + i(−i~Jz) = 2~Jz
(3.179)

y despejar a N en términos de Jz. Es así que el Hamiltoniano de amarre fuerte (3.56)
ahora es

H = Jx + iJy + Jx − iJy + c(
2~
α
Jz −

δ

α
) = 2Jx +

2~c
α
Jz −

cδ

α
, (3.180)

que puede ser reescrito como
H = n · J + cte, (3.181)

con ayuda del vector n := (2, 0, 2~c
α

), donde el vector unitario n̂ = n/|n| es

n̂ =
(2, 0, 2~c

α
)√

4 + 4c2~2/α2
. (3.182)
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Si n es independiente de t, entonces el operador de evolución temporal está dado
por la exponencial del Hamiltoniano (3.181), esto es

U = exp

(
−iJ · n t

~

)
· eiδ(t), (3.183)

por lo que concluimos que U es un rotación, ésta es nuestra motivación para resolver
nuestras Ecs. MM discretas como sigue.

A continuación probaremos que, en efecto, la solución a nuestras ecuaciones de
Mello-Moshinsky discretas (3.136), (3.137) y (3.138) es una rotación. Procedamos a
calcular las recurrencias para D, el operador de rotación en mecánica cuántica. En
ángulos Eulerianos, la función D de Wigner es

Dj
mm′(φ, θ, ψ) = e−imφ−im

′ψdjmm′(θ), (3.184)

donde la única parte no trivial es la llamada función de Wigner reducida

djmm′(θ) = 〈jm| exp

(
− i
~
Jyθ

)
|jm′〉 . (3.185)

La elección de la convención de rotación z − y − z se hace pues con ésta la realidad
del exponencial complejo está garantizada. Trabajemos entonces con recurrencias
para d pequeña, primero calculemos

〈jm| exp

(
− i
~
Jyθ

)
Jz |jm′〉 = ~m′djmm′(θ)

= 〈jm|Dy(θ)JzD
†
y(θ)Dy(θ) |jm′〉

= 〈jm| (cos θJz + sin θJx)Dy(θ) |jm′〉
= (∗),

(3.186)

donde hemos hecho uso de (3.147) y donde Dy(θ)JzD
†
y(θ) es justamente Jz rotado.

Como truco ingenioso se ha introducido D†y(θ)Dy(θ) = 1. Nos detenemos un mo-
mento poniendo un asterisco que indica pausa para mostrar por qué la última línea
es cierta, las rotaciones in�nitesimales dan

(1− i

~
Jyθ)Jz(1 +

i

~
Jyθ) ≈ Jz −

iθ

~
[Jy, Jz] = Jz −

iθ

~
i~ε231Jx

= Jz + θJx,
(3.187)

donde identi�camos las aproximaciones para ángulos pequeños de las funciones tri-
gonométricas sin θ y cos θ a primer orden en θ, lo cual muestra que al �nal, para
una rotación �nita, Jz rotado alrededor del eje y toma la forma

Dy(θ)JzD
†
y(θ) = cos θJz + sin θJx. (3.188)
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Podemos continuar

(∗) = 〈jm| (cos θJz + sin θJx)Dy(θ) |jm′〉

= 〈jm|
(

cos θJz + sin θ

(
J+ + J−

2

))
Dy(θ) |jm′〉

= ~
√

(j +m)(j −m+ 1)

2
sin θ 〈j,m− 1|Dy(θ) |jm′〉

+ ~
√

(j −m)(j +m+ 1)

2
sin θ 〈j,m+ 1|Dy(θ) |jm′〉

+ ~m 〈jm|Dy(θ) |jm′〉 cos θ,

(3.189)

donde se ha puesto a Jx en términos de los operadores de escalera de SU(2) y después
se ha usado (3.148). Vemos de (3.186) y (3.189) que lo anterior es cierto si y sólo si

m′djmm′ (θ) =

√
(j +m)(j −m+ 1)

2
sin θdjm−1,m′ (θ)

+

√
(j −m)(j +m+ 1)

2
sin θdjm+1,m′ (θ)

+m cos θdjmm′ (θ) ,

(3.190)

donde hemos hecho ~ = 1. Esta es nuestra primera relación de recurrencia, que
también se puede escribir como

2djmm′ (θ)
m′ −m cos θ

sin θ
=
√

(j +m)(j −m+ 1)djm−1,m′ (θ)

+
√

(j −m)(j +m+ 1)djm+1,m′ (θ) .
(3.191)

Ahora, utilizando J+ y J−, en lugar de Jz, tenemos

〈jm|Dy(θ)J± |jm′〉 = ~ 〈jm|Dy(θ)
√

(j ∓m′)(j ±m′ + 1) |j,m′ ± 1〉
= ~
√

(j ∓m′)(j ±m′ + 1)djm,m′±1 (θ)

= 〈jm|Dy(θ)J±D
−1
y (θ)Dy(θ) |jm′〉 = (∗∗).

(3.192)

Calculemos el resultado de rotar a los operadores de escalera

Dy(θ)J±D
−1
y (θ) = Dy(θ)JxD

−1
y (θ)±Dy(θ)iJyD

−1
y (θ)

= cos θJx − sin θJz ± iJy

= cos θ
J+ + J−

2
− sin θJz ± i

J+ − J−
2i

=
cos θ ± 1

2
J+ +

cos θ ∓ 1

2
J− − sin θJz,

(3.193)

aquí hemos usado (3.140) para poner a J± en términos de Jx y Jy. Note que la
expresión para Jx rotado se ha calculado como antes se ha hecho para Jz, vea
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(3.187), también note que Jy no rota, algo obvio, por lo tanto

(∗∗) = 〈jm|
(

cos θ ± 1

2
J+ +

cos θ ∓ 1

2
J− − sin θJz

)
Dy(θ) |jm′〉

=
cos θ ± 1

2
~
√

(j +m)(j −m+ 1) 〈j,m− 1|Dy(θ)|jm′〉

+
cos θ ∓ 1

2
~
√

(j −m)(j +m+ 1) 〈j,m+ 1|Dy(θ)|jm′〉

− sin θ~m 〈jm|Dy(θ)|jm′〉 ,

(3.194)

o bien, resumiendo (3.192) y (3.194)√
(j ∓m′)(j ±m′ + 1)djm,m′±1 (θ)

=
cos θ ± 1

2

√
(j +m)(j −m+ 1)djm−1,m′ (θ)

+
cos θ ∓ 1

2

√
(j −m)(j +m+ 1)djm+1,m′ (θ)

−m sin θdjmm′ (θ) ,

(3.195)

en unidades en las que ~ = 1, completando así nuestra segunda recurrencia para d.
En general, si queremos las relaciones de recurrencia para Dj

mm′(φ, θ, ψ), simple-
mente multiplicamos las ecuaciones (3.191) y (3.195) por e−imφ−im

′ψ y así obtenemos
las relaciones de recurrencia en su presentación �nal, a saber

2Dj
mm′

m′ −m cos θ

sin θ
=
√

(j +m)(j −m+ 1)e−iφDj
m−1,m′

+
√

(j −m)(j +m+ 1)eiφDj
m+1,m′ ,

(3.196)

donde la dependencia explícita de los ángulos de Euler ha sido omitida para op-
timizar el espacio. Haciendo −m′ → −(m′ ± 1 ∓ 1), (3.195) queda de la siguiente
forma √

(j ∓m′)(j ±m′ + 1)e±iψDj
m,m′±1 (φ, θ, ψ)

=
cos θ ± 1

2

√
(j +m)(j −m+ 1)e−iφDj

m−1,m′ (φ, θ, ψ)

+
cos θ ∓ 1

2

√
(j −m)(j +m+ 1)eiφDj

m+1,m′ (φ, θ, ψ)

−m sin θDj
mm′ (φ, θ, ψ) ,

(3.197)

vemos que estas relaciones de recurrencia son bastante similares a (3.136) y (3.137),
como se esperaba. Procedamos a identi�car las cantidades equivalentes.

Para el caso de la Ec. de Heisenberg lineal con coe�cientes independientes del
tiempo para los operadores N , A y A†, podemos comparar las ecuaciones (3.136),
(3.137) con las relaciones de recurrencia de las matrices D de Wigner (3.196), (3.197)
notando que la siguiente identi�cación es posible

∆(m) =

√
α

2
(m−m2) + c0 → ∆̄(m) :=

√
(j +m)(j −m+ 1), (3.198)
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para hacer esto, es necesario factorizar el acoplamiento obtenido en nuestro modelo
de tal forma que

∆(m) =

√
α

2
∆̄(m), (3.199)

donde sólo hemos extraído el factor
√
α/2; por supuesto, esto implica

2c0

α
= j(j + 1). (3.200)

Sustituyendo (3.199) en la primera de las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas,
(3.136), tenemos

Um′m

[
m′ω2 −m(ω2 − 2Ξ)√

α
2
|Γ|

]
= ∆̄(m)ei arg ΓUm′,m−1

+ ∆̄(m+ 1)e−i arg ΓUm′,m+1,

(3.201)

mientras que al hacer lo mismo en la segunda relación de recurrencia, (3.137), pro-
duce

ω2∆̄(m′)Um′−1,m = m
√

2αΓ∗Um′m + ∆̄(m+ 1)Λ∗Um′,m+1

+ ∆̄(m)ΞUm′,m−1.
(3.202)

El resultado es que los ángulos de Euler ahora son funciones de nuestros parámetros
α, β y t; las siguientes ecuaciones los de�nen

sin θ =

√
2α |Γ|
ω2

, (3.203)

cos θ =
ω2 − 2Ξ

ω2
, (3.204)

φ = − arg Γ, φ− ψ = (2n+ 1) π, n ∈ N0. (3.205)

Finalmente, la solución de las Ecuaciones Mello-Moshinsky discretas (3.136), (3.137)
y (3.138), es

Um′m = Dj
mm′(φ, θ, ψ), (3.206)

i. e., la representación en el espacio discreto del operador de evolución temporal es la
función D de Wigner. Abundaremos en la discusión de este resultado en el siguiente
capítulo y veremos que aunque la motivación original fue la cadena �nita SU(2),
D también describe a la cadena SU(1,1) por continuación analítica. De hecho, en
los límites apropiados puede describir la cadena homogénea ISO(1,1) o la cadena de
Heisenberg. La generalidad de la solución es extraordinaria.
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Capítulo 4

Análisis de propagación de pulsos

En el presente capítulo se analizan las propiedades de propagación de pulsos en
cadenas no homogéneas de distintos tamaños retomando lo que hemos construido
hasta el momento. Veremos que la cadena �nita se describe con el álgebra su(2), que
la cadena in�nita se describe con el álgebra su(1,1) y que el álgebra de Heisenberg
da cuenta del comportamiento de una cadena semi-in�nita. Detallaremos cada una
de las propiedades que se obtienen de los propagadores cristalinos para cada cristal,
tanto para la cadena libre como para la cadena con un campo externo, i. e. para
cuando sobre un electrón, por ejemplo, actúa una fuerza constante. Esto nos llevará
al sorprendente fenómeno de oscilaciones de Bloch en cadenas inhomogéneas.

4.1. Cadena �nita SU(2)

Nuestro punto de partida es la cadena descrita por α > 0 correspondiente al
álgebra de SU(2). Varios puntos son claros pero vale la pena mencionarlos por la
relevancia de su signi�cado físico. Sabemos que los multipletes de SU(2) quedan
de�nidos por el valor del �espín� j que puede ser entero o medio entero, de esto se
sigue que la cadena, puede ser de tamaño par o impar. Esto da como resultado 2j+1
valores distintos para n, el cual, de acuerdo a (3.178) no es otra cosa que el valor
propio de N . Así que n puede ir de −j a j. En otras palabras, la cadena es �nita.
En lo que sigue, estudiaremos qué sucede cuando en la cadena tenemos un pulso
localizado a tiempo cero en diversas posiciones iniciales representativas.

Otro punto importante, para logar una mejor comprensión en nuestra investi-
gación, consiste en señalar cuál es el papel de β en nuestro modelo. Hemos visto
que el valor de β cuanti�ca la intensidad del campo externo, vea (3.112), por lo que
resulta intrigante conocer los efectos de su presencia sobre la dinámica del sistema.
Analizaremos cada uno de estos puntos en lo que sigue.

4.1.1. Partícula libre SU(2)

Empezaremos estudiando la evolución de un paquete de ondas localizado en algún
sitio dentro de una cadena SU(2) cuyas características son simplemente su �nitud
y la función de acoplamiento o amplitud de salto, la cual hemos gra�cado en color
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(a) (b) (c)

0

MAX

Figura 4.1: Dinámica de pulsos en un cristal SU(2) libre. Propagación de pulsos en
un cristal �nito sin campo externo desde diversas posiciones iniciales: (a) desde el
lado negativo, con ni = −10, (b) desde el centro de la cadena, (c) desde el extremo
positivo de la cadena. Especi�camente, el tamaño de la cadena es 31, o sea de �espín�
j = 15. En todas las �guras que involucran al cristal �nito SU(2) el tiempo va de 0
a 2π/

√
2.

rojo en la Fig. 3.2. Esta función de acoplamiento explicará la mayor parte de las
características de propagación que observaremos así que es una buena idea repasar
sus características. El acoplamiento, de forma general, es una parábola que abre hacia
abajo, como ya lo hemos dicho, la forma de esta función de acoplamiento delimita
el espectro de N , por lo que efectivamente describe a la cadena �nita, además, es
una función par. Haremos más comentarios sobre cómo esta forma particular de la
amplitud de salto explica el comportamiento de propagación observado.

El formalismo general de los propagadores cristalinos nos dice que, dado un
estado inicial, digamos ψn(0), podemos escribir el estado a tiempo t como

ψm(t) =
∑
n

Umn(t)ψn(0). (4.1)

Un estado inicial de especial interés es aquel que consta de un pulso en, digamos, el
sitio n′, esto es, una condición inicial de la forma ψn(0) = δnn′ . La sustitución de tal
condición en (4.1) produce

ψm(t) = Umn′(t), (4.2)

esto es, la amplitud de probabilidad de encontrar a la partícula en el sitio m dado
que inicialmente se encontraba en el sitio n′ es el propagador cristalino, para t ≥ 0.
De esta forma, la distribución de probabilidad se obtiene elevando al cuadrado al
propagador.

De la solución a las Ecs. MM discretas sabemos que el propagador es

Knn′(t) = Θ(t)Dj
n′n. (4.3)
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4.1. Cadena �nita SU(2)

Una característica de nuestro propagador de SU(2) que se puede anticipar se deduce
de una de las relaciones de simetría de la función D de Wigner, para entender esto,
basta con notar que, al �nal, las distribuciones de probabilidad sólo dependen de la
matriz de Wigner reducida, la d, i. e.

∣∣Dj
mm′

∣∣2 =
∣∣djmm′∣∣2, así que la identidad

djmm′(θ) = (−1)m−m
′
dj−m,−m′(θ), (4.4)

p. 79 de [39], muestra que
∣∣djmm′∣∣2 =

∣∣dj−m,−m′∣∣2, i. e. las distribuciones de probabili-
dad que involucran a estos índices, con m de −j a j, han de ser la imagen especular
una de la otra. En la Fig. 4.1 hemos gra�cado las distribuciones de probabilidad para
ciertas posiciones iniciales representativas. Hemos elegido un tamaño de cadena im-
par para presentar distribuciones simétricas, aunque una elección distinta (tamaño
par) es posible. A continuación hacemos algunos comentarios.

La explicación de lo que se observa en los paneles recae principalmente en los
siguientes elementos: el principio de superposición, la función de acoplamiento entre
los sitios de cadena y la �nitud del cristal. Una observación interesante es que en cada
uno de los paneles 4.1a, 4.1b y 4.1c se da algo que se conoce como el renacimiento o
reconstrucción del paquete de ondas. Abundaremos en la discusión de este resultado
más adelante. Procederemos a discutir, de forma ordenada, los principales elementos
que dan cuenta del comportamiento del paquete localizado en la cadena SU(2), de
tamaño �nito y con acoplamientos dependientes de la posición como una parábola
que abre hacia abajo.

Como lo hemos mencionado, la superposición de ondas, en general, electromagné-
ticas, o de probabilidad en mecánica cuántica, etc., juega un papel muy importante
en la dinámica del sistema. De hecho, es bien sabido que la superposición explica
la interferencia, esto es, contesta la pregunta de por qué en ciertos sitios las ondas
se refuerzan y en otros, al contrario, se anulan. Pero en este caso, ¾superposición
de qué exactamente? bien, sabemos que un paquete de ondas altamente localizado
en el espacio de posición está compuesto de un número in�nito de componentes
monocromáticas, cada una de las cuales es dispersada según lo dicta la relación de
dispersión del cristal correspondiente. Por lo tanto, esperamos que cuando estudie-
mos la propagación de ondas monocromáticas, tema que será discutido más tarde,
ganemos un entendimiento más profundo del comportamiento observado.

Por otro lado, la viabilidad de un enfoque de suma sobre caminos en el espacio
discreto ha sido analizada de forma rigurosa en [2] para la cadena homogénea, no
obstante, una formulación análoga en este contexto luce complicada puesto que las
composiciones in�nitesimales, fundamentales para un planteamiento de esta natu-
raleza, no son �bien comportadas�.

Aquí entra otro elemento importante. Puesto que el cristal es �nito, cuando
el pulso alcanza a propagarse hasta los extremos del cristal, el frente de ondas
rebota de las paredes para dirigirse al sitio simétrico especular que corresponde a la
posición en la que inicialmente se encontraba, ahí el estado inicial se reconstruye, las
condiciones para el renacimiento en una posición distinta a la inicial, o transporte,
como es llamado el fenómeno, las expondremos más adelante. También notamos que
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4.1. Cadena �nita SU(2)

medio ciclo después el sistema vuelve a su estado original, con el pulso reconstruido
en el sitio de partida.

Finalmente, un aspecto relevante que debe ser señalado, y que nos permite dis-
cutir otro elemento imprescindible, es la velocidad de propagación en la cadena, la
cual está directamente relacionada con la amplitud de salto [40], como se puede in-
tuir. Empezando por el centro, distribución simétrica 4.1b, es claro que la velocidad
de propagación disminuye con el paso del tiempo, i. e. tenemos una desaceleración.
Recorremos una distancia cada vez menor en el mismo intervalo de tiempo. Esto le
da el aspecto de una V ligeramente curvada, hasta antes del rebote. Esta propiedad
se entiende si uno toma en cuenta que la amplitud de salto es máxima en el centro y
mínima en las orillas, por lo que la propagación en el centro es más rápida mientras
que en las orillas es más lenta. Después del rebote estas características se invierten
y ahora el frete de ondas acelera hasta reconstruir el estado inicial.

Este principio se sigue respetando incluso en puntos distintos al centro. Tal es el
caso de las Fig. 4.1a y 4.1c. En 4.1a, por ejemplo, el pulso comienza en un sitio en el
que estamos más cerca del mínimo que del máximo de la función de acoplamiento,
esto se re�eja en su propagación. Del lado izquierdo, el pulso se propaga cada vez
más despacio. Es necesario señalar que, en nuestros diagramas, el eje horizontal
representa la posición discreta, mientras que el vertical denota al tiempo, continuo.
Siguiendo con 4.1a, del lado derecho la propagación del pulso se da a una velocidad
cada vez mayor: ½el frente de ondas acelera!. En el sitio inicial, que para 4.1a es
ni = −10, donde el 0 está en el centro de la cadena (al ser ésta de tamaño impar), el
valor de la amplitud de salto es intermedio. De ahí hacia la derecha, crece, hasta el
centro, del centro hacia el borde derecho el acoplamiento nuevamente es decreciente.
La coincidencia de esta función con las propiedades de propagación es la anticipada.
En efecto, en 4.1a, vemos que la velocidad de propagación aumenta desde ni = −10
hasta n = 0, una vez ahí, en el origen, el frente de ondas se propaga sufriendo
desaceleración.

El último panel, donde el sitio inicial es un extremo del cristal, Fig. 4.1c, se
explica en los mismos términos. Vale la pena resaltar que aquí se observa, al igual
que en 4.1a, la aceleración y el frenado del frente de ondas delatando nuevamente la
forma de los acoplamientos. Queremos enfatizar que la inequivalencia de la evolución
para condiciones iniciales puntuales partiendo de sitios distintos se puede entender
por la inhomogeneidad provocada por la dependencia espacial que tiene la función
de acoplamiento. No es lo mismo comenzar en el centro que en sitios distintos.

Uno debe ser cauto en atribuir el comportamiento observado a la naturaleza
�puramente cuántica� del pulso pues esto no es cierto. De hecho, los resultados que
aquí presentamos valen para toda clase de sistemas equivalentes, �ondas clásicas�
moviéndose en arreglos similares, que igualmente pueden superponerse e interferir.
Una descripción puramente cuántica nos permitiría explotar propiedades sin análogo
clásico como el entrelazamiento. Esta descripción general es posible por la equivalen-
cia de las ecuaciones de onda en la aproximación de amarre fuerte de varios sistemas,
como la que presentamos para el cristal fotónico del Cap. 2. Por lo tanto, lo funda-
mental en estos sistemas es más bien la naturaleza ondulatoria en el sentido amplio
de la palabra.
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4.1. Cadena �nita SU(2)

Ahora, discutamos lo que hemos pospuesto a lo largo de esta exposición, a saber,
por qué el pulso se reconstruye o renace después de cierto tiempo. Las condiciones
de división perfecta (balanceada) y reconstrucción de un paquete de ondas en una
cadena �nita han sido estudiadas en [41], por ejemplo. Como señalan, para que se
dé el renacimiento de un estado inicial, se deben de cumplir algunas cosas: primero,
que el Hamiltoniano goce de simetría especular [42], i. e. que el acoplamiento entre
sitios sea una función tal que ∆L−n = ∆n, en términos de nuestra notación, donde
L es el tamaño de la cadena, en este caso, L = 2j + 1, con n de 1 a 2j + 1, o
equivalentemente, ∆j−n = ∆j+n+1 con n de −j a j. Un Hamiltoniano de este tipo
también impone restricciones sobre el campo externo, a saber Vj+1+n = Vj+1−n.
Ciertamente este es el caso del Hamiltoniano de la cadena �nita SU(2) sin campo,
donde la función de acoplamiento está dada por (3.112) y donde la condición sobre
Vn se cumple trivialmente pues Vn = 0 para todo n. A continuación se discuten las
condiciones para el transporte de estados en términos más intuitivos.

Para explicar esto, recuerde que D es una rotación, por lo que cuando actúa
sobre un estado inicial localizado, digamos |n〉, éste es rotado. Esta operación sobre
el estado inicial da cuenta del transporte del pulso, del sitio inicialm al sitio �nal−m,
cuando θ = (2n + 1)π y una reconstrucción en la posición inicial cuando θ = 2nπ,
con n ∈ N0. Por lo tanto, en términos simples nuestra condición para que el pulso se
reconstruya es que el estado inicial rote. Esto es bastante claro ya que el propagador
es la D de Wigner. Las siguientes relaciones garantizan que el pulso se reconstruya:

djmm′((2n+ 1)π) = (−1)(2n+1)j−m′δm,−m′ , (4.5)

djmm′(2πn) = (−1)2njδmm′ , (4.6)

p. 80 de [39], válidas para posiciones iniciales y tamaños de cadena arbitrarios, m′

y j. La primera da cuenta del transporte de la distribución inicial, en general, i. e.
cuando el pulso inicialmente en m′ se reconstruye en su sitio opuesto −m′ mientras
que la segunda igualdad signi�ca que después de un tiempo de t = 2πn/ω el pulso
se reconstruye donde inicialmente se liberó, al notar que θ = ωt, con ~ = 1. Estos
puntos son observados en los paneles de la Fig. 4.1; ω =

√
2α + β2 =

√
2 + 0 =

√
2.

Habiendo dicho lo anterior, ahora es claro que cualquier distribución inicial que se
propague en el cristal �nito SU(2) se reconstruirá periódicamente.

Nuestra expresión para el propagador de SU(2) en forma cerrada nos da la opor-
tunidad de discutir sobre lo que sucede cuando varios pulsos se colocan en la red.
Con este �n observe la Fig. 4.2. Compare 4.2b con la Fig. 3 de [41], donde se gra�ca
el número de ocupación al cuadrado medio de dos bosones que no interactuan para la
cadena de pseudoespín j = 39/2 y nuestro resultado. La principal diferencia, o me-
jor dicho, la única diferencia que se observa entre las distribuciones de probabilidad
referidas es que en la nuestra la interferencia de los pulsos produce un desbalance
en la distribución como se puede constatar en el centro de la cadena así como en las
orillas, esto se inhibe en el trabajo antes citado mediante una modi�cación ligera a la
ley de acoplamientos para los sitios cercanos al centro, condición a la que los autores
llegan de forma numérica, sin embargo, la necesidad de tal enfoque se pone en duda
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Figura 4.2: Dos partículas en un cristal SU(2). Propagación de dos pulsos en un
cristal �nito sin campo desde posiciones simétricas. (a) Propagación desde |n| = 7
con j = 15 y (b) desde |n| = 21/2 con j = 39/2. Los pulsos se reconstruyen a tiempo
t = π/

√
2 en los sitios opuestos a aquellos en que se encontraban inicialmente,

provocando el patrón de interferencia que se observa en la región en la que sus
caminos se cruzan.

con la Fig. 4.2a, la cual muestra que incluso en el Hamiltoniano con simetría SU(2)
es posible obtener distribuciones balanceadas en una cadena de tamaño impar.

Algo que hay que aclarar es que el transporte a tiempo t = nπ/
√

2 permite
que los paquetes de ondas se reconstruyan en posiciones distintas a la inicial, de
hecho hemos visto que un único pulso que comienza en el sitio m se reconstruye a
medio ciclo en el sitio −m, con m de −j a j, como es bien sabido [42] y como lo
hemos mostrado en este trabajo mediante las identidades (4.5) y (4.6), por lo que
las distribuciones 4.2a, 4.2b deben ser interpretadas como tal, i. e. a medio ciclo, el
pulso alimentado en el lado derecho se reconstruye en el lado izquierdo y viceversa;
tenemos la distribución original medio ciclo después. De hecho, las distribuciones
pueden ser más elaboradas y adquirir más detalles si consideramos más pulsos así
como cadenas de mayor tamaño. Muestra de ello es el panel 4.3 donde presentamos
algunas distribuciones de probabilidad para cuando más de dos pulsos se propagan
en la cadena, los patrones de interferencia observados han llegado a ser llamados
alfombras cuánticas o de luz [43] y se entenderán mejor a continuación al considerar
la evolución de otro tipo de paquetes de ondas: los Gaussianos.

Otro tipo de distribución inicial de interés, que complementa nuestra discusión
y que se puede evaluar de forma exacta, es la correspondiente a paquetes de ondas
Gaussianos de la forma

ψn(0) = c exp
[
ik0(n− ni)− γ(n− ni)2

]
, (4.7)

especí�camente, nos interesan paquetes cuya distribución en el espacio de cuasimo-
mento sea justamente como la de los pulsos en el espacio de posición, i. e. con cuasi-
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(a) |ni| = 3, 20 (b) |ni| = 5, 15 (c) |ni| = 7, 23 (d) |ni| = 5, 14, 23

0 MAX

Figura 4.3: Tapices sobre espacio-tiempo SU(2). Patrones de interferencia resultan-
tes cuando varios pulsos se dejan propagar desde distintas posiciones iniciales. En
todas las �guras de este panel la cadena es de tamaño 46. Siempre se respeta la
reconstrucción (el transporte) del pulso, inicialmente en m, en su opuesto −m, con
m de −j a j. Estos patrones de interferencia pueden ser producidos por luz evanes-
centemente acoplada en un cristal fotónico como el que se describió en el capítulo
2.

momento bien de�nido, k0, esto es, consideraremos paquetes Gaussianos para los que
γ � 1. Hemos gra�cado la evolución de varios paquetes de este tipo en la Fig. 4.4.
Los resultados son esclarecedores si entendemos lo que pasa en la cadena homogénea,
por ejemplo. Con una relación de dispersión del tipo E(k) = ∆ cos(k) la velocidad
de grupo es vg(k) = −∆ sin(k), ahora, en el caso libre el cuasimomento es constante,
k̇ = 0, por lo que la �posición de grupo� es simplemente xg(t) = xg(0) −∆ sin(k0)t
lo cual produce los conocidos conos de luz efectivos en espacio tiempo [2]. En efecto,
la velocidad de grupo máxima se da para Gaussianas con cuasimomento |k| = π/2
y las �trayectorias� correspondientes delimitan las regiones de propagación. Es la
superposición de este tipo de ondas, con k en el intervalo de −π a π lo que compo-
ne a un paquete altamente localizado en el espacio de posición así que se entiende
el patrón de interferencia resultante: un pulso en una cadena ISO(1,1) se propaga
balísticamente pues sus constituyentes monocromáticas son dispersadas en distintas
direcciones en el cristal con velocidad de a lo más |vg| = ∆ lo cual produce el patrón
de interferencia pseudo-relativista. Aunque no es una exposición rigurosa, hemos
decidido hacer estos comentarios porque iluminan la física del problema.

De forma similar para la cadena �nita SU(2), donde la evolución de las compo-
nentes monocromáticas de un pulso se pueden evaluar de forma exacta mediante

ψm(t) =

j∑
n=−j

Umnc exp
[
ik0(n− ni)− γ(n− ni)2

]
, (4.8)

vemos que las ondas �de un sólo color� son dispersadas por el cristal de una forma
un tanto más compleja que como lo hace el cristal homogéneo in�nito. En la Fig.
4.4 hemos gra�cado la evolución de ondas con cuasimomento en lo que llamamos
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(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i)
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Figura 4.4: Dispersión de ondas Gaussianas monocromáticas en la cadena SU(2)
libre. Propagación de ondas Gaussianas con cuasimomento dentro de la primera
zona de Brillouin. Los valores de k van de −π a π, para ser claros: (a) −π, (b)
−7π/10, (c) −π/2, (d) −π/5, (e) 0; para las �guras (f)-(i) los valores de k son las
contrapartes positivas de los valores negativos antes mencionados; γ vale 0,01.

la primera zona de Brillouin del cristal SU(2). Los resultados se parecen a lo que
sucede en la cadena ISO(1,1) en el sentido de que la dispersión de cada componente
monocromática nos da una idea de lo que sucede en el cristal cuando un pulso
se propaga. Es bien sabido que una relación de dispersión no lineal como la de
ISO(1,1), SU(2), etc., hacen que la velocidad de grupo y la velocidad de fase di�eran.
Ingenuamente, se podría decir que aquí parece válida una relación del tipo ẋg =
f(xg, k)

∣∣
k0

en una aproximación semiclásica. La solución a esta ecuación diferencial
no lineal en x, hipotética, describiría las trayectorias de los paquetes Gaussianos
mientras que la integral de f(x, k) a lo largo de la primera zona de Brillouin nos
daría la relación de dispersión, o eso es lo que nos gustaría. Hay que enfatizar que
se ha mostrado que dicho enfoque es inconsistente, destacando las observaciones
vertidas sobre el tema inicialmente por Zak [44] . Esto muestra la importancia del
formalismo de propagadores cristalinos dado que resuelve el debate en torno a la
formulación rigurosa de la dinámica de paquetes de ondas en la aproximación a
una banda. Lo que sí podemos decir es que un pulso, hecho de una superposición
de componentes monocromáticas, las cuales son dispersadas de la forma en que
se muestra en la Fig. 4.4, se propaga como lo hace puesto que corresponde a la
evolución de la superposición de dichas ondas que al �nal producen la distribución
4.1b. También es claro que las Gaussianas con velocidad máxima corresponden a
|k| = π y a k = 0 mientras que las de velocidad mínima a |k| = π/2 dando una
mejor idea de la relación de dispersión del cristal SU(2). Como en ISO(1,1) [25], en
SU(2) las ondas de velocidad máxima parecen de�nir en buena medida la forma de
las cáusticas.

Para concluir esta sección, queremos decir que aunque uno podría estar tentado
en catalogar lo que se observa en 4.1b como una oscilación de Bloch, esto no tiene
sentido en este contexto, nos reservaremos el nombre para el caso en el que un campo
externo actúa sobre la cadena. De hecho, otro de los resultados importantes de este
trabajo, es el hallazgo de oscilaciones de Bloch en cristales inhomogéneos, como
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veremos a continuación.

4.1.2. Partícula en presencia de un campo externo SU(2)

A continuación, veremos qué sucede cuando, aparte de la inhomogeneidad de
la cadena, tenemos un campo externo, el cual puede ser un campo eléctrico para
el caso de un electrón, un campo gravitacional para el caso de un condensado de
Bose-Einstein, o una variación adecuada del ancho de las cortinas dieléctricas de un
cristal fotónico, como el que caracterizamos en el capítulo 2, etcétera. Mostraremos
que, aún en el caso de una cadena inhomogénea, el fenómeno de oscilaciones de
Bloch se presenta. Este descubrimiento tiene un gran signi�cado: la generalización
del fenómeno a una cadena inhomogénea. De esta forma, mostraremos que incluso
en cristales inhomogéneos �nitos (en este caso), un electrón oscilará, como se sabe
que lo hace en la cadena in�nita homogénea [25]. La Fig. 4.5 muestra lo que sucede
cuando un campo externo se enciende y variamos su intensidad mediante β. En
seguida hacemos algunos comentarios.

Lo que podemos observar de inmediato en los paneles es que se da un fenómeno
de con�namiento de la propagación del pulso. El in�uyente trabajo de Bloch [3]
da pistas para explicar lo que hemos encontrado. Como un punto de referencia im-
portante recuerde que, en el mundo clásico, es bien sabido que una partícula (en
el espacio continuo) bajo la acción de una fuerza constante acelera uniformemente.
Inesperadamente, Bloch descubrió que este no era el caso para un electrón dentro
de un cristal. Un fondo periódico fue su�ciente para que la dinámica de una par-
tícula desa�ara nuestra intuición. En realidad, el electrón describe una trayectoria
oscilatoria en la red, cuya amplitud va como 1/β y cuya frecuencia es directamente
proporcional a β, con β la intensidad del campo. Esto se puede �obtener�, por ejem-
plo, para el caso de la cadena de amarre fuerte homogénea a través de su relación
de dispersión (una función trigonométrica), integrando la velocidad para obtener
la posición como función del tiempo, una derivación que satisface las expectativas
físicas pero carece de justi�cación matemática.

Note que el arreglo del que se obtuvo la conclusión anterior consiste de un cristal
homogéneo in�nito mientras que lo que tenemos aquí es un escenario notoriamente
distinto. En primer lugar, el cristal es �nito, y además, no se trata de un cristal ho-
mogéneo sino que los acoplamientos dependen de la posición en la cadena, contrario
al modelo de amarre fuerte estándar. Esto produce un comportamiento singular del
pulso, como la reconstrucción del estado inicial que ya hemos señalado en la sección
previa.

En la cadena SU(2) sometida al campo externo, un fenómeno interesante se
presenta cuando el campo es débil, distribuciones 4.5a-4.5c de la Fig. 4.5. En ellas se
puede ver que el efecto de un campo tenue sobre la cadena consiste en transformar
las distribuciones no perturbadas. En 4.5a, por ejemplo, notamos que, aún cuando
alcanzamos el tiempo de transporte libre, que de�nimos como t = π/ω, ya no se
da más la reconstrucción del pulso sino hasta un momento más tarde. Los paneles
restantes, 4.5d a 4.5g, muestran que, incluso en un cristal de este tipo, el resultado
de Bloch sigue siendo válido en cuanto a que la amplitud de las oscilaciones es cada
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(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g)

0 MAX

Figura 4.5: Emergencia de oscilaciones de Bloch. Propagación de pulsos en una
cadena �nita SU(2) en presencia de un campo externo. La presencia de una fuerza
constante con�na las oscilaciones ya que disminuye su amplitud, además aumenta
la frecuencia de oscilación. Los valores de la intensidad del campo externo son (a)
β = 0,25, (b) β = 0,5, (c) β = 1, (d) β = 2, (e) β = 3, (f) β = 10, (g) β = 50.

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

0 MAX

Figura 4.6: Oscilaciones de Bloch asimétricas SU(2). El campo produce oscilaciones
de Bloch del paquete de ondas en esta cadena �nita inhomogénea incluso para po-
siciones distintas al centro resultando en oscilaciones asimétricas. Aquí un pulso se
propaga desde una posición inicial ni = −10 con intensidad de campo externo (a)
β = 1, (b) β = 3, (c) β = 10, y desde ni = 15 con los mismos valores de β.

vez más pequeña a medida que el campo es más intenso y que la frecuencia aumenta
como lo hace el campo. En el último panel podemos notar que, en esta aproximación
a una banda y en el límite de β muy grande, el pulso es obligado a permanecer en su
posición inicial. Más adelante veremos que la validez del fenómeno de oscilaciones de
Bloch no solamente es aplicable al cristal SU(2), sino que la cadena in�nita SU(1,1)
y la semi-in�nita de Heisenberg también lo comparten.

Puesto que la posición inicial no se limita al origen, en la Fig. 4.6 mostramos lo
que denominamos oscilaciones de Bloch asimétricas. Los paneles muestran que las
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0 MAX

Figura 4.7: Tapices de oscilaciones de Bloch sobre espacio-tiempo en cristal SU(2).
La intensidad del campo externo toma los valores representativos β = 2, 3, 10 y 50
de izquierda a derecha. En el primer renglón los pulsos se ubican en |ni| = 20, 3,
en el segundo en |ni| = 23, 5, 14, en ni = −23, 0, 17 y 20 para el tercer renglón y
�nalmente en ni = −19,−6, 2 y 13 para el último.

oscilaciones de Bloch, en posiciones distintas a ni = 0 se ajustan al entorno de pro-
pagación, respetando las restricciones de velocidad impuestas por los acoplamientos
entre sitios. Esto sugiere que una riqueza de patrones de interferencia pueden ser
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creados, prueba de ello son los tapices de oscilaciones de Bloch, vea la Fig. 4.7.
Hasta donde sabemos, los patrones de interferencia 4.7 parecen ser de las primeras
alfombras cuánticas o de luz con campo externo. El punto clave para entender lo que
se observa está en que cada pulso lleva a cabo oscilaciones de Bloch independientes
pero su naturaleza ondulatoria causa interferencia.

Para terminar, la propagación de Gaussianas se estudia de nuevo, ahora con
campo externo, Fig. 4.8. Es de suma importancia señalar las coincidencias entre
las propiedades de propagación para este tipo de paquetes en el cristal SU(2) y el
ISO(1,1) bajo las mismas condiciones. Es bien sabido que las Gaussianas en ISO(1,1)
con campo externo pasan de propagarse linealmente a hacerlo de forma oscilatoria,
aquí también se nota que la �trayectoria� de propagación es de tipo sinusoidal, con
esto es claro que su superposición produce oscilaciones de Bloch. Esto ayuda a
vislumbrar un poco más del funcionamiento interno del cristal al alimentar un pulso.
La distribución que resulta por superposición corresponde a la Fig. 4.5e.

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i)

0 MAX

Figura 4.8: Dispersión de ondas Gaussianas monocromáticas en una cadena SU(2)
con campo externo. Los valores de cuasimomento y de γ son los mismos que se
especi�caron en la Fig. 4.4. El efecto de un campo externo consiste en disminuir
la amplitud y aumentar la frecuencia de oscilación, lo cual puede ser tomado como
una oscilación de Bloch del paquete Gaussiano. Todas las distribuciones inicialmente
están centradas alrededor de ni = 0 y β = 3.

Recapitulando, vimos que en el caso libre un pulso siempre se reconstruye des-
pués de cierto tiempo sin importar su posición inicial y que esto sucede porque el
Hamiltoniano evoluciona al sistema de tal forma que el estado inicial rota en el
tiempo. La velocidad del frente de ondas siempre se puede entender con ayuda de la
amplitud de salto, observando que el frente de ondas puede acelerar o frenar debido
a la inhomogeneidad del espacio. Además, los paquetes Gaussianos monocromáticos
son dispersados por el cristal y su superposición explica las distribuciones que se
obtienen para los pulsos. También vimos que un campo externo produce oscilacio-
nes de Bloch, tal y como sucede en la cadena homogénea libre, resultando en una
generalización de este fenómeno a un cristal �nito SU(2) (inhomogéneo). En general,
la propagación de muchos pulsos tiene por principio rector la reconstrucción de la
distribución inicial después del tiempo t(β) = 2π/ω(β).
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4.2. Cadena in�nita SU(1,1)

4.2. Cadena in�nita SU(1,1)

Hemos visto lo que sucede en la cadena �nita SU(2) comprobando que, en efecto,
se presentaron fenómenos muy interesantes. Toca el turno de considerar una cade-
na in�nita inhomogénea la cual se caracteriza por tener como grupo dinámico a
SU(1,1). Procederemos como lo hemos hecho hasta ahora, comenzando por estudiar
el caso de la cadena en ausencia de campo externo. Veremos que el acoplamiento
de�ne en buena medida las propiedades de propagación. La acción de un campo ex-
terno que varía linealmente con la posición es considerada en la segunda subsección.
Ahí, descubriremos que el campo, una vez más, produce oscilaciones de Bloch, un
resultado fascinante.

4.2.1. Partícula libre SU(1,1)

La dinámica de una partícula libre en un cristal in�nito SU(1,1) di�ere sustan-
cialmente de aquella de SU(2). La descripción teórica de este problema hace uso
de los operadores de red, como en todos los problemas que aquí tratamos, aprove-
chando que estos tienen una estructura de grupo que hace posible parametrizar los
acoplamientos con ayuda de α cuyo valor de�ne el escenario físico. De hecho, hemos
dedicado parte de este trabajo a explicar la relación de este parámetro con los aco-
plamientos. En lo que sigue, investigaremos el comportamiento de un pulso liberado
en un cristal unidimensional in�nito de acoplamientos crecientes, con ley parabólica.
El cuadrado de esta función es una parábola que abre hacia arriba asegurando que
el espectro de valores propios del operador de posición discreta consista de todos los
elementos de Z/2.

Un punto de partida natural consiste en sentenciar las condiciones sobre los
parámetros de nuestro modelo que hacen que lo que describamos sea una cadena
in�nita. Lo expuesto en la sección 3.4.1 debería bastarnos para dar una respuesta.
La condición de que la cadena sea in�nita signi�ca que el dominio del acoplamiento
ha de ser in�nito, entonces nos preguntamos por alguna manera de lograrlo. Una
primera idea es considerar el polinomio cuadrático que lo de�ne y hacer que sea
mayor a cero para todo n, de este razonamiento vemos que la única forma de que
esto suceda es que el �espín� sea complejo. Explicaremos esto a continuación.

Consideremos la expresión para los acoplamientos, Ec. 3.112, que obtuvimos
anteriormente. Esta vez elijamos α < 0 de tal forma que el grupo dinámico sea
SU(1,1). Factorizando la constante tenemos

∆(n) = ±
√
|α|
2

√
n2 − n− 2c0

α
. (4.9)

Previamente hemos identi�cado 2c0
α

con j(j+1) para SU(2). Podemos hacer lo mismo
para SU(1,1), lo importante es que garanticemos que ∆ siempre sea real y que el
espectro de N sea un conjunto in�nito. Siguiendo [38], notamos que la condición de
cadena in�nita se traduce en exigir que 2c0

α
≤ n2−n. Por otro lado, el mínimo de la

función n2−n se da para n = 1/2, de donde se sigue que 2c0
α
≤ −1/4. Esta condición

se cumple si j es de la forma j = −1/2 + iρ pues si es así obtenemos j(j + 1) =
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(a) ni = 0 (b) ni = 15

(c) ni = 35 (d) ni = 35

(e) ni = −50 (f) ni = −50

0 MAX

Figura 4.9: Propagación de pulsos en una cadena in�nita SU(1,1) en ausencia de
campo externo. Evolución espacio-temporal de un pulso inicialmente localizado (a)
en el origen de la cadena, (b) en el sitio 15. (c) El comportamiento es similar para
un pulso más alejado del centro, posición inicial ni = 35. (d) Mostramos otro rango
de posiciones para el mismo pulso, ni = 35, se puede observar que el frente de ondas
acelera en la región de acoplamientos crecientes. En (e) y (f) tenemos lo propio para
el lado negativo de la cadena. El tiempo ahora va de 0 a 2π.

−1/4−ρ2, logrando así que ∆(n) ∈ R para todo n en Z/2, o sea, que j(j+1) ≤ −1/4.
De hecho, una condición equivalente es obtenida si tomamos j → k−1, de tal forma
que el invariante de Casimir ahora es k(k − 1), lo cual implica k = 1/2 + iρ, el
valor sugerido en (3.158). Observe que hemos elegido |α| = −α dentro del radical
en (4.9) así que todo es consistente. Además, es bien sabido que los indices, aunque
ahora ya no guardan una relación directa con el �espín�, sí siguen siendo enteros o
medio enteros, i. e. valores propios del operador de posición. Recordemos que para
SU(2), el espín acotaba los valores que los sitios de cadena podían tomar, aquí el
�espín� complejo hace posible que los índices no estén acotados. Este razonamiento
concuerda bien con la teoría de SU(1,1) que hemos revisado anteriormente.

Con esto en mente, hemos gra�cado la solución de las Ecs. de Mello-Moshinsky
discretas para espín complejo de la forma j = −1/2 + iρ, α < 0 y β = 0 en los
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paneles de la Fig. 4.9. Es decir, el propagador para la cadena SU(1,1) es:

Kmn(t) = Θ(t)D−1/2+iρ
nm . (4.10)

Los rasgos observados son más que interesantes. Para comenzar con su análisis,
consideremos el caso más simple correspondiente a un pulso alimentado en el centro
de la cadena, panel 4.9a. Aunque uno imaginaría que una cadena in�nita no tiene un
centro, eso sólo sucede si el espacio es homogéneo; aquí, la presencia del acoplamiento
entre sitios con dependencia espacial permite de�nir uno. En la Fig. 3.2 hemos
gra�cado en color verde a la función de acoplamientos correspondiente a SU(1,1)
según la cual el acoplamiento es mínimo, más distinto de cero, justo en el origen
de la cadena. Dicho acoplamiento aumenta sin límite superior desde el centro hacia
afuera. Como veremos en lo que sigue, esta función explica muchos de los rasgos que
se observan en nuestras �guras.

Para empezar, es importante tener en mente el resultado de la cadena de amarre
fuerte in�nita unidimensional homogénea (de acoplamientos constantes) estudiada
en [2] ya que la diferencia entre aquella y la cadena que aquí estudiamos consiste
únicamente en que los acoplamientos aquí dependen de la posición. Sabemos de
esta referencia que en la cadena homogénea existe una velocidad de propagación
máxima, un resultado que nos recuerda a la dinámica relativista. Respecto a lo que
nos concierne, lo que observamos en la Fig. 4.9a es que ½el frente de ondas acelera!.
En efecto, el pulso en su posición inicial está rodeado de un medio que propicia
un aumento de la velocidad del frente de ondas puesto que la amplitud de salto
siempre es creciente hacia ambos lados, justo por lo que hemos mencionado unas
lineas arriba: partiendo del centro, el acoplamiento es simétrico y siempre crece
hacia los �extremos� del cristal. Este paisaje provoca el efecto observado. Note que
el principio de conservación de la probabilidad se cumple para cada rebanada de
tiempo por ser una evolución unitaria. O sea que sumando sobre todos los sitios para
cualquier tiempo t, deberíamos obtener la unidad. Una característica interesante
de la propagación es que el esparcimiento de la probabilidad es tan rápido que no
alcanzamos a ver más al pulso después de cierto tiempo, tanto porque la probabilidad
se ha repartido ya entre muchos sitios, para tiempos crecientes, como porque la
cadena es muy grande, para posiciones alejadas.

A estas alturas hemos sido testigos del peculiar comportamiento de los pulsos
en medios cristalinos. Ondas acopladas evanescentemente, como la luz en cristales
fotónicos, producirían estos patrones de interferencia. El tamaño de la cadena igual
es relevante ya que, por la forma de la función de acoplamiento, el pulso tiende a
propagarse muy lejos del centro en un lapso de tiempo pequeño. Note que, como
en la cadena �nita SU(2), la amplitud de salto también explica el cambio en la
velocidad del frente de ondas en la cadena in�nita SU(1,1).

En el siguiente panel, Fig. 4.9b, hemos considerado un pulso inicialmente locali-
zado en ni = 15. El patrón de interferencia obtenido es muy llamativo. Observe la
asimetría en la propagación del frente de ondas, una consecuencia de la inhomoge-
neidad de la cadena. No tenemos más propagación balística como se obtuvo en [2].
Particularmente, si estamos en ni = 15, la amplitud de salto crece hacia la derecha;
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hacia la izquierda disminuye hasta n = 0 para volver a crecer hacia menos in�nito.
Esto se re�eja en las propiedades de propagación. Desde ni = 15, el frente de ondas
acelera hacia la derecha, movimiento caracterizado por la curva cóncava hacia abajo.
Hacia la izquierda, el frente de ondas desacelera hasta llegar al centro desde donde
nuevamente acelera hacia la izquierda, aunque la intensidad ya es muy tenue para
que el efecto pueda ser observado. Esto se repite para cada punto del frente de ondas
produciendo el tapiz de interferencia.

Los siguientes paneles, 4.9c-4.9d, muestran lo que sucede cuando un pulso co-
mienza a propagarse desde el sitio número 35. Tenga en cuenta que en nuestros pa-
neles mostramos 101 sitios que se enumeran de −50 a 50, para las �guras 4.9a-4.9c y
4.9e, mientras que para 4.9d y 4.9f, aunque mostramos una porción de la cadena del
mismo tamaño, los sitios que se muestran van de −10 a 90 y de −90 a 10, respecti-
vamente, esto con el �n de mostrar la evolución desde otra toma. Continuando con
la segunda �la de �guras, aún podemos ver la asimetría en la propagación además
de que el patrón de interferencia ahora es más �no.

Finalmente, en los paneles 4.9e y 4.9f comprobamos que la función de acopla-
miento es par pues las propiedades de propagación son parecidas a las del lado
positivo de la cadena. El frente de ondas acelera hacia el lado donde la función es
creciente y desacelera hacia el lado contrario hasta alcanzar el valor mínimo de la
amplitud de salto, desde donde acelera de nuevo. Contrario a SU(2), para SU(1,1)
no podemos evaluar de forma exacta la evolución de Gaussianas monocromáticas, no
obstante, intuimos que aquellas con velocidad cuya magnitud sea máxima describen
la forma de las cáusticas.

4.2.2. Partícula en presencia de un campo externo SU(1,1)

La presencia de un campo externo naturalmente modi�cará la dinámica del pulso.
Como veremos a continuación, el campo asume el mismo papel que para el cristal
�nito SU(2) y la cadena de amarre fuerte homogénea ISO(1,1): el de con�nar al
pulso y producir oscilaciones de Bloch. Estudiaremos estos fenómenos notables en
seguida.

Empecemos nuestro estudio partiendo de una cadena in�nita SU(1,1) con un
campo de intensidad débil. Resulta que el campo puede tomar valores en dos in-
tervalos desconectados, en uno de ellos la evolución libre es modi�cada ligeramente
mientras que en el otro encontramos oscilaciones de Bloch. El origen de estos inter-
valos de valores que β puede asumir se puede entender con ayuda de la expresión
para el ángulo θ de la función D de Wigner con α < 0. Lo que tenemos son dos
intervalos para el campo externo relacionados directamente con el propagador de
SU(1,1) y separados por una discontinuidad para el caso ω = 0, con ω de�nida por
ω =

√
2α + β2. De hecho, de (3.203) y (3.204) encontramos que

tan θ =

√
2α|Γ|

ω2 − 2Ξ
, (4.11)
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(a) n′ = 0, β2 = 0,01 (b) n′ = 0, β2 = 1,9999

0 MAX

Figura 4.10: Campo en el intervalo (0,
√

2|α|) sobre la cadena in�nita SU(1,1).
Propagación de pulsos desde el origen en una cadena in�nita en presencia de un
campo externo de baja intensidad. Especí�camente, la magnitud del campo toma
un valor en el intervalo (0,

√
2|α|). Por simplicidad, se muestran los valores de β2;

α = −1. El efecto resultante consiste en disminuir la magnitud de la aceleración del
frente de ondas. El tiempo va de 0 a 2π.

con Γ y Ξ dados por (3.82). Esto da la siguiente expresión para θ:

θ = tan−1

{√
2α[β2(cosωt− 1)2 + ω2 sin2 ωt]

β2 + 2α cosωt

}
. (4.12)

Es con ayuda de (4.12) que imponemos las condiciones sobre α y β tanto para la
cadena �nita SU(2) como para la cadena in�nita SU(1,1) implementando así las
restricciones necesarias. De hecho, el parámetro de�nitivo es j como ya lo hemos
explicado.

El problema es que la ecuación ω = 0 tiene dos soluciones que en principio,
describen escenarios físicos totalmente distintos. Efectivamente, la solución de 2α+
β2 = 0 es, en términos de α, β = ±

√
−2α, lo cual tiene sentido simultáneamente

para α ≤ 0. Esto parece conducir a una ambigüedad. Es decir, ω = 0 contiene los
escenarios físicos de cadena de Heisenberg libre (α = 0, β = 0) y cadena SU(1,1) con
campo (α = −|α|, β = ±

√
2|α|). En la siguiente sección calcularemos, otra vez con

métodos algebraicos, el propagador de la cadena de Heisenberg con y sin campo. Por
ahora, concentrémonos en SU(1,1). En lo que sigue veremos que si β ∈ (0,

√
2|α|)

no encontramos oscilaciones de Bloch aunque, como es de esperarse, la propagación
sí se ve alterada. En contraste, cuando β supera el valor de

√
2|α|, i. e. cuando se

encuentra en el intervalo (
√

2|α|,+∞) las oscilaciones de Bloch se muestran incluso
de forma asimétrica debido a la inhomogeneidad de la cadena in�nita SU(1,1). El
comportamiento resultante se entiende claramente: para el intervalo no oscilatorio
la �frecuencia� es imaginaria produciendo funciones hiperbólicas; por otro lado, para
β >

√
2|α|, ω es real, manteniendo las funciones trigonométricas de las que emerge

el comportamiento oscilatorio.
Para un campo con magnitud en el intervalo (0,

√
2|α|) tenemos los grá�cos que

se muestran en la Fig. 4.10. Varios comentarios son pertinentes. En 4.10a a 4.10b
notamos que el efecto de con�namiento es apreciable teniendo en cuenta que la
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(a) n′ = 0, β2 = 2,000001 (b) n′ = 0, β2 = 2,1

(c) n′ = 0, β2 = 2,5 (d) n′ = 0, β2 = 3

(e) n′ = 0, β2 = 5 (f) n′ = 0, β2 = 100

0 MAX

Figura 4.11: Oscilaciones de Bloch SU(1,1). Propagación de pulsos en una cade-
na in�nita en presencia de un campo externo cuya magnitud está en el intervalo
(
√

2|α|,+∞). Un resultado fantástico es la aparición de las conocidas oscilaciones
de Bloch a medida que aumentamos la intensidad del campo externo. Note que
t ∈ [0, 4π].

cadena es in�nita. Podemos ver que el pulso comienza a ser limitado respecto a la
región en la que puede propagarse. De hecho, la aceleración del frente de ondas es
menor.

Un resultado más impresionante se presenta cuando el campo supera el valor de√
2|α|. En la Fig. 4.11 se puede observar lo que sucede. Sin duda, los resultados

son asombrosos. ½Encontramos oscilaciones de Bloch en la cadena in�nita SU(1,1)!.
Haremos algunos comentarios sobre nuestros hallazgos. Empecemos con el primer
panel, 4.11a. En este caso, el campo es tan tenue que aún se alcanza a percibir cómo el
frente de ondas acelera desde el centro de la cadena. Es decir, este valor del campo no
alcanza como para hacer visible modi�caciones drásticas en la dinámica de la cadena,
al menos para posiciones cercanas al centro, que es mucho pedir considerando que la
cadena es in�nita. Sin embargo, en posiciones más alejadas ya se da una diferencia
enorme, aunque también es seguro que sigue siendo difícil de visualizarla por lo
pequeño que son los valores no nulos de la distribución en zonas apartadas del origen.
Aclaremos que esto sí es una oscilación de Bloch por lo expuesto con respecto a ω.
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(a) n′ = 35, β2 = 0,01 (b) n′ = 35, β2 = 1,9999

0 MAX

Figura 4.12: Propagación de pulsos en una cadena SU(1,1) bajo un campo en el inter-
valo no oscilatorio (0,

√
2|α|). Mostramos los valores de β2 cuando α = −1. Hemos

elegido por posición inicial al sitio número 35. Vemos que la región de propagación
es limitada. t ∈ [0, 2π].

(a) n′ = 35, β2 = 2,1 (b) n′ = 35, β2 = 2,5

(c) n′ = 35, β2 = 3 (d) n′ = 35, β2 = 5

0 MAX

Figura 4.13: Oscilaciones de Bloch asimétricas SU(1,1). Propagación de pulsos en
una cadena in�nita en presencia de un campo externo. Aquí mostramos lo que pasa
cuando el pulso se localiza inicialmente en posiciones distintas al origen, especí�ca-
mente el sitio inicial es ni = 35. El tiempo va de 0 a 4π.

Continuando, el siguiente valor del campo externo que hemos elegido es β2 = 2,1 y
se presenta en la Fig. 4.11b, dicho valor di�ere por muy poco del valor anterior, sin
embargo, hace observables las oscilaciones de Bloch en nuestro rango de visión. Esto
muestra lo sensible que es el sistema ante un pequeño incremento de la magnitud del
campo externo. Notamos que lo que emerge es el per�l de una oscilación cuyo ancho
parece exceder los 101 sitios que se muestran. Las siguientes �guras, 4.11c-4.11e,
nos enseñan que el resultado ya conocido de atenuación de amplitud y aumento de
la frecuencia de oscilación siguen vigentes, mostrando que al igual que en el cristal
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(a) n′ = 9, β2 = 2,1 (b) n′ = 9, β2 = 2,5

(c) n′ = 9, β2 = 3 (d) n′ = 9, β2 = 5

0 MAX

Figura 4.14: Oscilaciones de Bloch asimétricas SU(1,1) desde una posición más cer-
cana al origen. Propagación de pulsos en una cadena in�nita en presencia de un
campo externo. Aquí mostramos lo que pasa cuando el pulso se localiza inicialmente
en posiciones más cercanas al origen. Esto deja claro que la amplitud de las oscila-
ciones es proporcional al acoplamiento entre sitios.

�nito SU(2), en el cristal in�nito SU(1,1) el resultado de Bloch también es válido.
Es maravilloso que todavía podamos distinguir los efectos provocados por la

inhomogeneidad de la cadena. Observe que en el panel 4.11b aún se nota que el frente
de ondas acelera antes de llevar a cabo la oscilación. Finalmente, para un campo de
magnitud β = 10, el pulso permanece fuertemente localizado en su posición inicial,
vea la Fig. 4.11f. Compare este valor del campo con aquel con el que se alcanza el
mismo estado para SU(2), éste es menor para SU(1,1) pero cambia si la ubicación
del pulso es otra. Hasta aquí sólo hemos explorado el caso de una cadena bajo la
acción de un campo externo con una partícula localizada en el origen. A continuación
observaremos lo que sucede cuando el sitio inicial es distinto de cero.

Diríjase a las Figs. 4.12 y 4.13 para observar lo que sucede cuando un pulso se
libera en posiciones distintas al origen en la cadena in�nita SU(1,1) y cuando un
campo externo actúa sobre el sistema. La primera �gura muestra el intervalo de
valores de β que no produce oscilaciones de Bloch. Por otro lado, la Fig. 4.13 es más
interesante. ½Las oscilaciones de Bloch resultantes son asimétricas!. Esto obedece,
claramente, a la inhomogeneidad de la cadena. Cabe señalar que en estos cristales
inhomogéneos la forma de las oscilaciones depende tanto de la posición inicial como
de la magnitud del campo, como se puede constatar en la Fig. 4.14. Así, vemos
que, al igual que en SU(2), el campo con�na cada vez más al pulso, sin embargo, la
magnitud necesaria para con�nar al pulso aumenta a medida que el pulso comienza a
propagarse desde un sitio más alejado del origen, donde el acoplamiento entre sitios
es mayor. Cada panel muestra un total de 101 sitios, explícitamente, se muestran
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4.3. Cadena semi-in�nita Heisenberg

los sitios del −10 al 90. La paridad de ∆(n) garantiza una dinámica similar del lado
negativo de la cadena.

En resumen, la cadena in�nita SU(1,1) ha mostrado ser muy interesante. La
dinámica de un pulso en un cristal de este tipo es gobernada, principalmente, por
la función de amplitud de salto. Vimos que, por su forma, dicha función propicia
una propagación simétrica cuando se empieza en el origen. Una característica so-
bresaliente de un pulso en un cristal SU(1,1) es la aceleración del frente de ondas.
Además, en presencia de un campo externo, se presentan oscilaciones de Bloch. Es-
tas oscilaciones se ven afectadas por la inhomogeneidad del cristal de tal forma que
en sitios distintos al origen las oscilaciones son asimétricas.

4.3. Cadena semi-in�nita Heisenberg

Hasta ahora hemos discutido las propiedades de propagación en una cadena �-
nita SU(2) y una in�nita SU(1,1). Es turno de hablar sobre la cadena semi-in�nita
Heisenberg. En esta sección calcularemos los propagadores de la cadena de Heisen-
berg tanto para una partícula libre como para una bajo la acción de una fuerza
constante. En seguida, estudiaremos las propiedades de propagación de pulsos en
esta cadena.

4.3.1. Partícula libre Heisenberg

Previamente, hemos mostrado que el álgebra de Heisenberg conduce a un aco-
plamiento que depende como la raíz cuadrada de la posición, la grá�ca se observa
en color azul, la de pendiente unitaria, en la Fig. 3.2. Esto nos motiva a considerar
el siguiente límite: √

an2 + bn+ c →
√
n+ c, (4.13)

esto es, cuando a → 0 y b → 1. La función de partida en (4.13) representa bien
nuestro acoplamiento general (3.115). El límite lo expusimos en la discusión de
acoplamientos y, como se puede notar, nos obliga a requerir que n ≥ nmı́n, donde
nmin representa el valor propio más pequeño de N , de tal forma que n+ c ≥ 0, con
lo que evitamos raíces de cantidades negativas o acoplamientos complejos. Además,
n = nmı́n debe cancelar el coe�ciente para que las recurrencias se satisfagan, i. e.

∆2
n −∆2

n+1 = Θn(a′n+ b′), (4.14)

con

Θn =

{
1, n ≥ nmı́n

0, de otra forma
(4.15)

y donde hemos de�nido ∆n ≡ ∆(n).
Para lograrlo, no perdemos generalidad en trasladar el origen de la cadena, de

manera que
n− nmin ≥ 0 n− nmin → n, (4.16)
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4.3. Cadena semi-in�nita Heisenberg

eligiendo e. g. c = −nmin. Con ello, el operador A se representa, en la base del
oscilador, como

A
.
=



0 0 0 . . . 0 . . .√
1 0 0 . . . 0 . . .

0
√

2 0 . . . 0 . . .

0 0
√

3 . . . 0 . . .
...

...
...

. . .
... . . .

0 0 0 . . .
√
n . . .

...
...

...
...

...
. . .


= a†, (4.17)

la cual es justamente la representación del operador de creación. Análogamente,
resulta que A† = a. Podemos ver que[

A,A†
]

=
[
a†, a

]
= αN + δ = −1 (4.18)

sería como elegir α = 0, δ = −1.
Ahora, recordemos que x (el operador de posición) es de espectro continuo y

en términos de los operadores de creación y aniquilación se escribe de la siguiente
forma:

x =

√
~

2mω
(a+ a†) =

x0√
2

(a+ a†), (4.19)

mientras que un estado propio de x es

|x〉 =
∞∑
n=0

〈n|x〉 |n〉 =
∞∑
n=0

ψ∗n(x) |n〉 , (4.20)

donde hemos hecho uso de la relación de completitud de la base del oscilador y
donde ψn es la función de onda del n-ésimo estado excitado del oscilador dada por

ψn(x) = cne
− x2

2x2
0Hn

(
x

x0

)
, (4.21)

con Hn los polinomios de Hermite. En la base del oscilador, el operador de posición
se representa por

x
.
=

x0√
2



0
√

1 0 . . . 0 . . .
√

1 0
√

2
. . .

...
. . .

0
√

2 0
. . . 0 . . .

0 0
√

3
. . .
√
n− 1

. . .

0 0 0
. . . 0

. . .
...

...
...

. . .
√
n

. . .

0 0 0 . . . 0
. . .

...
...

...
. . .

...
. . .


(4.22)

88



4.3. Cadena semi-in�nita Heisenberg

y se diagonaliza con vectores del tipo(
ψ0(x), ψ1(x), ψ2(x), . . .

)T
, (4.23)

siendo x el índice continuo de eigenvalores.
Habiendo revisado lo anterior, tomemos

H = ε0(a+ a†), (4.24)

donde ε0 tiene unidades de energía. En otras palabras, escribamos al Hamiltoniano
para la partícula libre en una cadena de Heisenberg con ayuda de los operadores
de creación y aniquilación pues lo que hemos explicado hasta ahora nos permite
hacer esta identi�cación. Recuerde que el Hamiltoniano general es (3.56), por lo que
la elección (4.24) efectivamente corresponde al caso libre. El operador de evolución
temporal es simplemente:

U = e−
iε0t
~ (a+a†) (4.25)

y el propagador está dado por (3.32). Para encontrar su representación en la base
de número podemos hacerlo con integrales, a saber

〈n|U |n′〉 =

∫
dε′ 〈n|ε′〉 〈ε′| e−

iεt
~ |n′〉 =

∫ ∞
−∞

dε′e−
iε′t
~ ψ∗n(ε′)ψn′(ε

′)

=

∫ ∞
−∞

dε′ cn cn′ e
− ε
′2

ε20 Hn

(
ε′

ε0

)
Hn′

(
ε′

ε0

)
e−i

ε′t
~

(4.26)

donde hemos hecho uso de la relación de completitud
∫
dε′ |ε′〉〈ε′| ya que ε es de

espectro continuo; note que ε ≡ ε0(a + a†). La integral (4.26) se puede evaluar
fácilmente.

El otro método, para calcular Unn′ , es el algebraico. Podemos hallar el propagador
notando que la siguiente factorización es válida:

exp

{
−iε0t

~
(a+ a†)

}
= exp

(
−iε0t

~
a†
)

exp

(
−iε0t

~
a

)
e−

ε20t
2

2~2 , (4.27)

esto se logra con la fórmula de Zanssenhaus (et(X+Y ) = etXetY e−
t2

2
[X,Y ] + . . . ) y con

los conmutadores

[a, a†] = 1, [a, [a, a†]] = [a†, [a, a†]] = 0. (4.28)

Además, sobre un estado de posición discreta, un factor produce

exp

(
−iε0t

~
a

)
|n′〉 =

∞∑
m=0

(
− iε0t

~

)m
m!

am |n′〉

=
n′∑
m=0

(
− iε0t

~

)m
m!

√
n′!

(n′ −m)!
|n′ −m〉 ,

(4.29)
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donde hemos hecho uso de (3.163). Con estos resultados ya podemos calcular Unn′ ,
para esto, tomemos U como (4.27) y hagamos uso de (4.29), obtenemos

〈n|U |n′〉 = e−
ε20t

2

2~2

n∑
m′=0

n′∑
m=0

(
− iε0t

~

)m+m′

m′!m!

√
n′!n!

(n′ −m)!(n−m′)!
〈n−m′|n′ −m〉 ,

(4.30)

donde 〈n| e
−iε0ta

†
~ es simplemente el bra correspondiente al ket (4.29). De�niendo

Pnn′(t) ≡
n∑

m′=0

n′∑
m=0

(
− iε0t

~

)m+m′

m′!m!

√
n′!n!

(n′ −m)!(n−m′)!
〈n−m′|n′ −m〉 , (4.31)

�nalmente tenemos la expresión para el propagador de Heisenberg para una partícula
libre, a saber

Knn′(t) = Θ(t) e−
ε20
2~2 t

2

Pnn′(t) , (4.32)

siendo |Knn′(t)|2 la probabilidad de pasar de un sitio de la cadena a otro.
Para evaluar el núcleo, podemos obtener una expresión para Pnn′ con ayuda de

la de�nición de los polinomios generalizados de Laguerre ya que, partiendo de (4.31)

y de�niendo ξ :=
ε0t

~
, tenemos

Pnn′(t) =


√
n′!

n!
(−iξ)n−n′

∑n′

m=0(−1)m
(

n
n′−m

)(ξ)2m

m!
si n ≥ n′√

n!

n′!
(−iξ)n′−n

∑n
m′=0(−1)m

′( n′

n−m′
)(ξ)2m′

m′!
si n′ ≥ n

=


√
n′!

n!
(−iξ)n−n′Ln−n′n′ (ξ2) si n ≥ n′√

n!

n′!
(−iξ)n′−nLn′−nn (ξ2) si n′ ≥ n,

(4.33)

donde Lαn(x) es el n-ésimo polinomio generalizado de Laguerre. Podemos utilizar
esta expresión para evaluar numéricamente las distribuciones correspondientes. En
la Fig. 4.15 se puede observar la dinámica de pulsos en la cadena de Heisenberg.

Ahora hacemos algunos comentarios acerca de lo que se observa en la Fig. 4.15.
Como para las otras cadenas, las �guras 4.15a-4.15d se caracterizan principalmente
por la aceleración del frente de ondas. Aunque esto parezca cliché, la aceleración
del frente de ondas es una característica central de la propagación en cristales inho-
mogéneos, en contraste con el cristal homogéneo ISO(1,1) donde la propagación es
balística [2]. Esto es claro ya que en cadenas inhomogéneas, donde los acoplamien-
tos varían (como las que estudiamos aquí), se producen cambios en la velocidad de
propagación. Además, note que la magnitud de la aceleración en la cadena de Hei-
senberg es menor a aquellas que encontramos en SU(2) y SU(1,1) por el simple hecho
de que la función de acoplamiento es la raíz cuadrada de una expresión lineal de la
posición mientras que en los otros casos tenemos la raíz de un polinomio cuadrático.
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(a) n′ = 0 (b) n′ = 3 (c) n′ = 10 (d) n′ = 20

0 MAX

Figura 4.15: Partícula libre en una cadena de Heisenberg. Propagación de pulsos en
una cadena semi-in�nita inhomogénea con acoplamientos que varían como la raíz
cuadrada de una función lineal de la posición en ausencia de campo externo. Algo
que notamos es la presencia de una pared a la izquierda de la cual el frente de ondas
rebota. Se muestran 40 sitios de red y el tiempo va de 0 a 2π.

Por último, algo que resalta es la pared ubicada a la izquierda. Podemos ver que
su efecto sobre la propagación es apreciable cuando la posición inicial es distinta de
cero, y se acentúa cuando nos alejamos más del origen. El frente de ondas rebota
de esta pared cambiando su dirección de propagación. La Fig. 4.15a muestra que un
paquete de ondas localizado inicialmente en el origen de una cadena de Heisenberg
se propaga con mínimo esparcimiento.

4.3.2. Partícula en presencia de un campo externo Heisen-
berg

El problema de un pulso propagándose en una cadena de Heisenberg aún no está
resuelto por completo, ya que no hemos considerado campo alguno y sabemos bien
que un campo que varíe linealmente con la posición puede existir. Aquí tratamos
esta situación. Como lo hemos hecho en las secciones previas, es el turno de estudiar
la evolución de una partícula en una cadena semi-in�nita de Heisenberg cuando
un campo externo está presente. Veremos que la dinámica resultante comparte las
características que hemos descubierto en las demás cadenas inhomogéneas, esto es,
un paquete de ondas localizado en presencia de un campo externo llevará a cabo
oscilaciones de Bloch, con el campo asumiendo el mismo papel que en los otros casos:
el de modular la oscilación en amplitud y frecuencia.

Para lograr este propósito, consideremos el siguiente Hamiltoniano:

H = ε0(A+ A†) + uN + v, (4.34)

donde AA† =
√
NTT †

√
N = N = a†a. Para obtener el propagador correspondiente

en forma cerrada reescribamos el Hamiltoniano (4.34) de una manera conveniente.
Sea

H = εA+ ε∗A† + uN (4.35)
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la parte no trivial de (4.34), donde en general hemos considerado ε ∈ C. Notemos
que la siguiente factorización es posible:

H =(
√
uA+

ε∗√
u

)(
√
uA† +

ε√
u

)− |ε|
2

u

=u(A+
ε∗

u
)(A† +

ε

u
)− |ε|

2

u
,

(4.36)

i. e., el Hamiltoniano se puede escribir como el producto de los operadores A y A†

trasladados por una constante. Este efecto se puede lograr con ayuda del operador
de traslación unitaria que de�niremos como sigue

G := exp
[
bA− b∗A†

]
= ebAe−b

∗A†e−
|b|2
2 = e−b

∗A†ebAe
|b|2
2 , (4.37)

para entender por qué, calculemos el conmutador de G con A, éste da

[G,A] = e−
|b|2
2 ebA[e−b

∗A† , A] = e−
|b|2
2 ebA(−b∗e−b∗A†) = −b∗G (4.38)

de donde vemos que
G−1AG = (A+ b∗). (4.39)

De esta forma hemos mostrado que, en efecto, G traslada en b∗ al operador A.
Igualmente, se puede mostrar que G traslada en b a A†.

Lo anterior nos permite escribir al Hamiltoniano (4.36) con ayuda de G mediante
una elección adecuada de b (de hecho b = ε/

√
u, con u ∈ R), por lo tanto tenemos

H = u(G−1AG)(G−1A†G)− |b|2 = G−1(uN − |b|2)G, (4.40)

así que ahora podemos escribir

U = exp

[
−it
~
G−1(uN − |b|2)G

]
= G−1 exp

[
−it
~

(uN − |b|2)

]
G (4.41)

pues notemos que (G−1χG)n = G−1χnG, de tal forma que

Umn = 〈m|G−1 exp

[
−it
~

(uN − |b|2)

]
G|n〉 . (4.42)

Insertando la relación de completitud
∑∞

k=0 |k〉〈k| obtenemos

Umn =
∞∑
k=0

exp

[
−it
~

(uk − |b|2)

]
〈m|G−1|k〉 〈k|G|n〉 . (4.43)

Los elementos de G se calculan fácilmente en la base del oscilador con la ya familiar
fórmula de Zassenhauss, vea (4.37), escribimos

Gkn = 〈k|G|n〉 = 〈k|ebAe−b∗A†e−
|b|2
2 |n〉

= e−
|b|2
2

k∑
l′=0

n∑
l=0

bl
′

l′!

(−b∗)l

l!

√
k!n!

(k − l′)!(n− l)!
δk−l′,n−l

(4.44)
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(a) β = 0,5 (b) β = 1 (c) β = 1 (d) β = 2,75

0 MAX

Figura 4.16: Oscilaciones de Bloch-Heisenberg. Propagación de pulsos en una cade-
na semi-in�nita inhomogénea con campo externo. Las distribuciones de probabilidad
resultantes exhiben oscilaciones de Bloch asimétricas debido a la ley de acoplamien-
tos de la cadena de Heisenberg. El comportamiento característico, de reducción de la
amplitud y aumento de la frecuencia de oscilación, se observa. Los pulsos se ubican
inicialmente en ni = 0 y ni = 15. Hay 40 sitios de red en cada panel y el intervalo
temporal es de tamaño 4π.

Una propiedad importante de G es que G−1(b) = G(−b), por lo que los elementos
〈m|G−1|k〉 se obtienen fácilmente de los de G.

Una expresión común para los elementos de G se obtiene de (4.44) notando lo
siguiente:

Gkn(b) = e−
|b|2
2


∑n

l=0

√
k!n!

(k − n+ l)!l!(n− l)!
bk−n+l(−b∗)l∑k

l′=0

√
k!n!

l′!(n− k + l′)!(k − l′)!
bl
′
(−b∗)n−k+l′

= e−
|b|2
2


bk−n

√
n!

k!

∑n
l=0(−1)l

(
k
n−l

) |b|2l
l!

(−b∗)n−k
√
k!

n!

∑k
l′=0(−1)l

′( n
k−l′
) |b|2l′
l′!

= e−
|b|2
2


bk−n

√
n!

k!
Lk−nn (|b|2) si k ≥ n

(−b∗)n−k
√
k!

n!
Ln−kk (|b|2) si n ≥ k

(4.45)

donde hemos diferenciado entre k ≥ n y n ≥ k, con Lαn los polinomios generalizados
de Laguerre. Todo esto nos permite escribir el propagador para una partícula en una
cadena de Heisenberg bajo la acción de un campo externo, a saber

Kmn(t) = Θ(t)
∞∑
k=0

e−
it
~ (uk−|b|2)G−1

mk(b)Gkn(b) (4.46)
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donde, de acuerdo a nuestra convención, u = −β. Finalmente, en la Fig. 4.16 pre-
sentamos las distribuciones de probabilidad resultantes para diversos valores de β y
a continuación hacemos algunos comentarios.

El comportamiento característico se observa: las oscilaciones de Bloch se modulan
mediante la magnitud del campo; vemos que las oscilaciones son asimétricas debido
al medio inhomogéneo y tanto en 4.16a como en 4.16b, por ejemplo, se logra observar
que el frente de ondas acelera en el lado de acoplamientos crecientes mientras que
hace lo opuesto en el otro lado.

Ahora, aunque hemos dado una descripción cualitativa de nuestros resultados,
procederemos a explicar un detalle sutil que se observó para las tres cadenas que
hemos estudiado en el presente trabajo: la relación entre la intensidad del campo y
la modulación en amplitud y frecuencia del paquete de ondas. Primero, señalemos
que las oscilaciones de Bloch se han �explicado� en distintos términos, lejos de estar
bien, uno de ellos es mediante la relación de dispersión. Por ejemplo, es común en-
contrarse con el siguiente argumento: para la red homogénea tenemos una relación
de dispersión trigonométrica (en la base de Bloch) de tal forma que, en una aproxi-
mación semiclásica, la ecuación de movimiento, con ~ = a = 1, para un paquete de
ondas en un cristal es

dk

dt
= β (4.47)

cuya solución es k(t) = k0 + βt. Ahora, la velocidad de grupo vg = dE(k)
dk

, con
E(k) = ∆ cos k, implica dxg

dt
= −∆ sin(k), o sea

xg(t) = xg(0) +
∆

β
cos(βt) (4.48)

i. e. la trayectoria es oscilante con amplitud que va como 1/β y cuya frecuencia
es directamente proporcional a β, con β la magnitud del campo. No obstante, uno
debe tener en cuenta que esto sólo es �válido� para la cadena ISO(1,1) y no es un
argumento riguroso, de hecho, como lo hemos señalado previamente, esta �explica-
ción� carece de justi�cación matemática, aún así, da una idea intuitiva de por qué
un paquete de ondas en la cadena homogénea se comporta de la forma en que lo
hace, lo cual explica en parte su popularidad a pesar de su falta de veracidad; de
aquí se inspira nuestra discusión de la propagación de Gaussianas en el cristal SU(2)
cuando hicimos alusión a esta ecuación.

Otro argumento común sobre por qué se producen oscilaciones de Bloch (OB) es
que existe una relación entre las OB y la idea de que el espectro es �equiespaciado�
(en la base de Wannier) [45]. Esto es justo lo que sucede en la cadena homogénea
ISO(1,1) de distribución de Bessel de donde es bien conocida la escalera de Stark,
Em = ε + mβ, m ∈ Z, la cual se dice que se relaciona con la reconstrucción del
paquete de ondas pues ésta sucede al tiempo de Bloch tB = 2π/β. Algo similar
ocurre en cada una de las cadenas inhomogéneas que hemos estudiado. De hecho, en
[46] han mostrado que las cadenas con simetrías SU(2), SU(1,1) y Heisenberg tienen
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4.3. Cadena semi-in�nita Heisenberg

una relación de dispersión del tipo escalera de Stark. En nuestra notación:

E
SU(2)
m = m

√
2α + β2 = mω, m ∈ {−j, . . . , j}

E
SU(1,1)
m = m

√
−2|α|+ β2 = mω, m ∈ Z

EHeisenbergm = mβ − ε20
β
, m ∈ N0

(4.49)

con ω =
√

2α + β2, lo cual con�rma la existencia de escaleras de Stark para cristales
inhomogéneos. De esto notamos que dichas escaleras se relacionan con la periodici-
dad de las oscilaciones a tiempo tB = 2π/ω. Infortunadamente, la veracidad de este
argumento también ha sido cuestionada, principalmente por Zak [44].

Hasta donde el autor de este trabajo sabe, explicar de forma rigurosa el origen
o incluso probar la existencia de las oscilaciones de Bloch ha sido un tema de gran
controversia, en este sentido, el formalismo de propagadores cristalinos asegura que
el tiempo de Bloch sí está dado por tB = 2π/ω, lo cual se puede mostrar teniendo en
cuenta que los propagadores para las cadenas SU(2) y SU(1,1) quedan en términos de
funciones trigonométricas (vea (3.82)), las cuales tienen por argumento al producto
ωt, con ~ = 1, implicando un periodo característico dado por tB = 2π/ω, para SU(2),
y para SU(1,1) cuando el campo está en el intervalo que llamamos oscilatorio. Esto
también se cumple para el Hamiltoniano de amarre fuerte estándar e incluso se
ha ido más allá de las oscilaciones de Bloch al grado de diseñar la forma de las
cáusticas a través de la introducción de un campo externo dependiente del tiempo
[25]. El propagador de la cadena de Heisenberg con campo externo también contiene
información de esta naturaleza en el factor dado por la exponencial imaginaria. Por
lo tanto, el origen de las oscilaciones de Bloch, en la aproximación a una banda, se
puede atribuir a la representación espacial de transformaciones canónicas en cristales
[26].

Otro punto que se aclara a continuación es el límite de la función de acoplamien-
tos de SU(2) que ha sido mencionado en repetidas ocasiones, i. e., el límite donde
la parábola se aproxima a una recta que interseca al origen (acoplamientos de la
cadena de Heisenberg) al trasladar la parábola de tal forma que una de sus raíces
sea n = 0 a la vez que la hacemos cada vez más grande (j → ∞) de tal forma que
cerca del origen la parábola luce como una recta de pendiente unitaria, esto se dis-
cutió en la sección 3.3.4 y se ilustró con las curvas de color azul en la Fig. 3.2. Este
límite fue originalmente previsto para hacer notar que la dinámica de la cadena de
Heisenberg se puede conocer con ayuda del propagador de la cadena SU(2), solución
de las Ecs. de Mello-Moshinsky discretas generales (3.136)-(3.138). Para entender
esto, compare la dinámica de la cadena de Heisenberg sin campo externo con aquella
de SU(2) en la porción negativa de la cadena, Fig. 4.1a, hasta antes de que el frente
de ondas rebote de la pared a la derecha, de esta manera no es difícil imaginar el
resultado de alejar dicha pared prestando atención a lo que sucede junto a la pared
izquierda (las �paredes� del cristal SU(2) se han representado como bordes de color
sepia en los costados de las distribuciones). Así, al mover la pared derecha cada vez
más lejos, tomando cadenas cada vez más grandes (j →∞) pero permaneciendo en
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4.3. Cadena semi-in�nita Heisenberg

las cercanías de la pared izquierda, la dinámica cerca de esta pared, donde el primer
sitio desde la izquierda ahora se toma como un nuevo origen, es idéntica a la de la
cadena de Heisenberg. Matemáticamente, esto es uno de los límites asintóticos de
la función D de Wigner, vea la ec. (4), p. 298 de [47], donde se muestra que, en
este límite, dicha función se comporta como un polinomio generalizado de Laguerre,
siendo este último característico del propagador de Heisenberg. Otro de los límites
asintóticos de la D de Wigner está dado por la ec. (1) de la misma página de la
referencia antes citada, en éste la D se comporta como una función de Bessel del
primer tipo y tiene que ver con el siguiente escenario físico: cuando uno se ubica
en el centro de la cadena SU(2), Fig. 4.1b, y esta vez se alejan, no sólo una, sino
las dos paredes, i. e. nuevamente consideramos una cadena muy grande, entonces
la dinámica cerca del centro luce como la de la cadena ISO(1,1) caracterizada por
la propagación balística del pulso, dando lugar al cono de luz efectivo en espacio-
tiempo [2]. Para entenderlo mejor, hay que percatarse de que en los alrededores del
centro de la cadena de SU(2) la parábola luce como una función constante cuando las
raíces de ese polinomio cuadrático se alejan cada vez más, dicha función constante
corresponde a los acoplamientos de la cadena de amarre fuerte estándar y se gra�có
en color negro en la Fig. 3.2, este límite se puede ilustrar, como se hizo para la
cadena de Heisenberg, gra�cando parábolas cada vez más anchas pero manteniendo
la ubicación del vértice, de esta forma se podría notar que dicho límite conduce a
la función constante. En favor de la brevedad, se omite una discusión más detallada
de estos límites, no obstante, la idea central se ha expuesto en estas líneas.

Para terminar este capítulo queremos mencionar que, al concluir este trabajo,
hemos notado que en [46] y en las referencias ahí citadas ya han estudiado la diná-
mica de cristales fotónicos unidimensionales explotando las simetrías subyacentes.
De hecho, en dicho estudio se han considerado los mismos grupos de simetría que en
el presente trabajo. Sin embargo, es muy importante enfatizar que nuestro trabajo
generaliza de forma clara los resultados ahí reportados a través de la introducción de
un campo externo dependiente del tiempo cuyas ecuaciones de movimiento fueron
resueltas haciendo uso de la base de Gell-Mann (3.103), (3.104), (3.109). Además,
para obtener el propagador de los cristales SU(2) y SU(1,1) hemos recurrido a las
Ecs. de Mello-Moshinsky discretas, evitando el método estándar de encontrar el ope-
rador de evolución temporal exponenciando el Hamiltoniano o escribiendo la serie
de Dyson, métodos que sólo cubren ciertos casos. Esto muestra la relevancia de las
Ecs. MM discretas ya que, resolviendo las relaciones de recurrencia, fuimos capaces
de obtener la representación espacial del operador de evolución temporal de forma
clara, general y elegante para la cadena no homogénea unidimensional. Otra nove-
dad presentada en esta investigación es que hemos estudiado las representaciones de
la clase continua entera de SU(1,1) por lo que este trabajo constituye un ejemplo
de aplicación de dicha clase de representaciones, que, en la opinión del autor de
este trabajo, ha encontrado pocas aplicaciones en la literatura, mientras que en [46]
hacen uso de la representación de la serie discreta positiva. Por si fuera poco, en
el siguiente capítulo damos un vistazo a la propagación de paquetes de ondas en
cristales bidimensionales inhomogéneos.
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Capítulo 5

Hacia redes bidimensionales

En este último capítulo se cimientan las bases que nos permitirán construir los
propagadores de redes bidimensionales no homogéneas que tienen por grupos diná-
micos a SU(3) y SO(4). Discutiremos el álgebra de Cartan de los grupos semisimples
de rango dos, escribiremos el Hamiltoniano de una red bidimensional no homogénea,
hablaremos sobre los multipletes de SU(3) y su relación con las redes triangulares
así como sobre el álgebra so(4). Finalmente, en la última sección daremos las Ecs.
de Mello-Moshinsky discretas que resultan de resolver las ecuaciones de movimiento
para los operadores involucrados, al menos para el cristal SO(4). Así, presentaremos
el conjunto de relaciones que de�nen la representación en el espacio discreto del
operador de evolución temporal que corresponde a dicha red y cuya solución da la
expresión del propagador cristalino asociado. Para �nalizar, se da una idea sobre
cómo proceder para hallar el propagador del cristal SU(3).

5.1. Álgebra de Cartan para grupos semisimples de
rango 2

A continuación se describen las propiedades de los grupos semisimples de rango
2. El estudio de estos grupos nos permitirá entender las simetrías que aparecen en
la descripción de amarre fuerte de ciertos cristales bidimensionales no homogéneos
y con ello abrir la puerta hacia el estudio de la propagación de paquetes de ondas
en este tipo de redes. En estas cuestiones algebraicas seguimos de cerca la referencia
[35].

Se sabe que las álgebras de grupos semisimples se pueden poner en forma estándar
en términos de operadores de subida, bajada y peso, tal y como sucedió para el caso
de los grupos semisimples de rango uno: SU(2) y SU(1,1). El rango del grupo se
de�ne como el número máximo de generadores del grupo de Lie que conmutan;
dos en el caso de grupos semisimples de rango 2, los operadores de peso, como son
denominados.

Sea un álgebra de Cartan de dimensión n y rango 2. En total, hay c = n − 2
operadores de escalera, la mitad de ellos son de ascenso y la otra mitad de descenso.
Si denotamos por Ni, con i = 1, 2, a los operadores de peso y por Aα(j) , con j =
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1, . . . , c/2, a los operadores de subida, entonces se cumple

[N1, N2] = 0, (5.1)

i. e. estos observables pueden medirse simultáneamente. Antes de continuar, es nece-
sario aclarar que los operadores de bajada se caracterizan por tener pesos opuestos
a sus contrapartes de subida, i. e. el operador de bajada correspondiente a Aα(j) es
A−α(j) y hay un total de c/2 de ellos, como lo hemos sentenciado previamente.

Ahora, los operadores Ni �pesan� a los operadores de subida y bajada, i. e.,
el conmutador de cualquiera de ellos con algún operador de escalera devuelve un
múltiplo del último. El factor de proporcionalidad es el peso que corresponde al
operador con que se pesa, esto es

[Ni, Aα(j) ] = α
(j)
i Aα(j) , (5.2)

es decir, operadores de peso distintos devuelven pesos diferentes para un mismo
operador de escalera. En otras palabras, se dice que el operador de peso Ni elige la
componente covariante α(j)

i del vector raíz α(j) = (α
(j)
1 , α

(j)
2 ), con j = 1, . . . , c/2. Las

componentes contravariantes se denotarán por [α(j)]i, con i = 1, 2.
Por otro lado, el conmutador entre operadores de escalera con pesos opuestos se

puede escribir como

[Aα(j) , A−α(j) ] = [α(j)]iNi, (5.3)

donde hemos adoptado la convención de suma de Einstein. Lo que nos dice la Ec.
(5.3) es que el conmutador de un operador de subida con su operador de bajada
correspondiente devuelve una combinación lineal de los operadores de peso.

Finalmente, es importante saber que las relaciones de conmutación entre dos
operadores de subida o bajada de distinto tipo, o sea, que no guardan relación con
respecto a su acción sobre los estados del cristal, están dadas por la expresión:

[Aα(j) , Aα(k) ] = Cα(j)α(k)Aα(j)+α(k) , α(j) + α(k) 6= 0 (5.4)

donde el factor Cα(j)α(k) es una constante y vemos que los subíndices (vectores) de los
operadores de escalera se suman, esto es cierto siempre que la suma tenga sentido,
i. e. siempre que Aα(j)+α(k) sea uno de los c operadores de escalera, si esto no es así,
entonces [Aα(j) , Aα(k) ] = 0, esta aserción se sigue de la propiedad de cerradura del
grupo.

Entre los ejemplos de grupos semisimples de rango 2 se encuentran SU(3) y SO(4)
que son de especial interés para el desarrollo de este trabajo. En las secciones sub-
secuentes profundizaremos en el estudio de estos grupos y exploraremos su relación
con los cristales bidimensionales no homogéneos. Por lo pronto, estamos en posición
de formular un Hamiltoniano de amarre fuerte soluble para redes inhomogéneas 2D
y de escribir las ecuaciones de movimiento correspondientes.
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5.2. Hamiltoniano bilineal soluble general y ecua-
ciones de movimiento

En esta sección escribiremos el Hamiltoniano general correspondiente a una red
bidimensional no homogénea con número de coordinación par, esta elección se hace a
sabiendas de que contiene a las redes cuadradas y triangulares como casos especí�cos,
de hecho, es una elección justi�cada teniendo en cuenta que el número de operadores
de escalera siempre es par y solamente hay dos operadores de peso disponibles. En
seguida, daremos las ecuaciones de movimiento en la imagen de Heisenberg para los
operadores de red.

Con el �n de discutir cristales no homogéneos de dos dimensiones adoptamos
un procedimiento similar al que seguimos para estudiar cristales unidimensionales.
De lo aprendido sobre el álgebra de Cartan de grupos semisimples de rango dos, la
generalización a redes en dos dimensiones es directa. Sea un cristal bidimensional
no homogéneo con número de coordinación c, el Hamiltoniano correspondiente es:

H =

c/2∑
j=1

Aα(j) + h. c. + V (N1, N2) (5.5)

donde A†
α(j) = A−α(j) . Como antes, consideremos un álgebra de Cartan de dimensión

n, por lo tanto, para los operadoresNi, con i = 1, 2, tenemos las siguientes ecuaciones
de movimiento en la imagen de Heisenberg

iṄi = [Ni, H] =

c/2∑
j=1

[Ni, Aα(j) ]− h. c. + [Ni, V (N1, N2)]

=

c/2∑
j=1

α
(j)
i Aα(j) − h. c.,

(5.6)

éstos ahora se interpretan como operadores de posición discreta. Estas ecuaciones
de movimiento se obtienen suponiendo que las componentes de los vectores raíz son
reales, usando (5.2) y recordando que los Ni conmutan con cualquier función de ellos
mismos, como es el caso del potencial.

Para los operadores de subida Aα(i) las ecuaciones de movimiento son un poco
más elaboradas pero su obtención se simpli�ca explotando lo que sabemos acerca
de la forma estándar de las álgebras semisimples, tenemos

iȦα(i) = [Aα(i) , H]

=

c/2∑
j=1

([Aα(i) , Aα(j) ] + [Aα(i) , A−α(j) ]) + [Aα(i) , V (N1, N2)]

=

c/2 ′∑
j=1

(
Cα(i)α(j)Aα(i)+α(j) + Cα(i),−α(j)Aα(i)−α(j)

)
+ [α(i)]kNk + [Aα(i) , V (N1, N2)]

(5.7)
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donde, como usualmente se hace, el símbolo de suma se prima para indicar que el
término j = i se excluye de la suma pues las contribuciones correspondientes a dichos
índices ya han sido tomadas en cuenta, e. g., es claro que uno de tales conmutadores
da cero mientras que el otro produce la combinación lineal de operadores de peso que

se anota en la Ec. (5.7), i. e. se ha hecho uso de (5.3) para calcular
[
Aα(i) , A

†
α(i)

]
. En

general, los valores de Cα(i)α(j) , [α(i)]k y α(i)
k son distintos para cada grupo de rango

2 y hacemos énfasis de nueva cuenta que, en particular, los coe�cientes Cα(i)α(j) son
distintos de cero siempre que Aα(i)+α(j) sea nuevamente un operador de escalera. Las
ecuaciones de movimiento para A†

α(j) se obtienen notando la validez de la relación

iȦ†
α(j) = −(iȦα(j))†, la cual ha sido utilizada a lo largo de este trabajo.

Para simpli�car la notación, de�namos Ai := Aα(i) , A†i := A−α(i) . Suponiendo
que la factorización Ai = ∆(N1, N2)Ti es válida, podemos encontrar la forma de
los acoplamientos si conocemos el grupo dinámico del cristal bidimensional no ho-
mogéneo. Los operadores Ti son operadores de traslación discreta y dependen de
la topología del cristal. De especial interés son las redes �nitas inhomogéneas cua-
dradas y triangulares, con grupos de simetría SO(4) y SU(3), respectivamente. A
continuación discutimos estos ejemplos desde un enfoque de vectores primitivos.

Si el cristal es una red cuadrada inhomogénea podemos tomar como vectores
primitivos a1 = i y a2 = j, lo cual produce dos operadores de traslación Ti = e−iai·p.
Mediante la de�nición Ai = ∆i(N,M)Ti, i = 1, 2, tenemos que el conmutador

[A1, A
†
1] = ∆2

1(N,M)−∆2
1(N + 1,M) (5.8)

genera una relación de recurrencia en n mientras que para el otro operador tenemos
una ecuación similar pero en el índice m, a saber

[A2, A
†
2] = ∆2

2(N,M)−∆2
2(N,M + 1). (5.9)

La solución a estas relaciones de recurrencia, que nos da la forma de los acoplamien-
tos, la daremos después de revisar un poco más de teoría de grupos semisimples de
rango dos en las siguientes secciones, especí�camente, después de revisar la teoría
correspondiente al grupo SO(4).

Introduciendo la base de estados localizados en dos dimensiones {|m,n〉} pode-
mos veri�car que se cumplen las relaciones de conmutación del álgebra de Cartan,
por ejemplo

[N,A1] |n,m〉 = [N,∆(N,M)T1] |n,m〉
= (N∆(N,M)T1 −∆(N,M)T1N) |n,m〉
= N∆(N,M) |n+ 1,m〉 −∆(N,M)T1n |n,m〉
= N∆n+1,m |n+ 1,m〉 − n∆(N,M) |n+ 1,m〉
= (n+ 1)∆n+1,m |n+ 1,m〉 − n∆n+1,m |n+ 1,m〉
= ∆n+1,m |n+ 1,m〉 = ∆(N,M)T1 |n,m〉 = A1 |n,m〉 ,

(5.10)

o sea, [N,A1] = A1. De igual forma, se puede mostrar que [M,A1] = [N,A2] = 0 y
que [M,A2] = A2 y por lo tanto, vemos que estas suposiciones conducen a algunos
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coe�cientes de las ecuaciones de movimiento de los operadores que describen a la
red cuadrada inhomogénea, uno de los casos especiales de (5.6) y (5.7). De hecho,
las propiedades que hemos encontrado nos recuerdan al problema de la cadena �nita
con simetría SU(2); haremos más comentarios al respecto cuando ya revisemos un
poco más de teoría.

Ahora, el caso de la red triangular es más sutil, sabemos que es usual elegir tres
vectores primitivos ai, i = 1, 2, 3, dos de ellos linealmente independientes. Elijamos
los vectores de red a1 = i, a2 = 1

2
(−i+

√
3j), a3 = a1 +a2, con operadores de trasla-

ción correspondientes Ti, con i = 1, 2, 3. La inhomogeneidad puede ser implementada
como antes, tomemos Ai = ∆i(N,M)Ti, donde podemos suponer que la forma de
los acoplamientos es distinta en cada dirección. Cabe señalar que [A1, A

†
1] produce

la misma ecuación de recurrencia que hemos derivado para el mismo operador en la
red cuadrada inhomogénea, esto porque el vector primitivo es el mismo. En cambio,
las relaciones de conmutación entre A2, A3 y sus hermitianos conjugados di�eren de
aquellas de la red cuadrada

[A2, A
†
2] = ∆2

2(N,M)−∆2
2(N − 1/2,M + 1), (5.11)

[A3, A
†
3] = ∆2

3(N,M)−∆2
3(N + 1/2,M + 1), (5.12)

y dependen de posiciones intermedias.
Otro aspecto de interés consiste en calcular los conmutadores entre los operadores

de escalera y los de peso. Para A1 nuevamente tenemos [N,A1] = A1. Como se hizo
antes, se pueden calcular los conmutadores de los operadores de traslación en la
red triangular no homogénea con los operadores de posición discreta. De forma
compacta, los resultados son:

[N,A1] = A1, [N,A2] = −1

2
A2, [N,A3] =

1

2
A3

[M,A1] = 0, [M,A2] = A2, [M,A3] = A3.
(5.13)

Los conmutadores con los A†i se pueden obtener de la identidad [N,A†i ] = −[N,Ai]
†.

De nueva cuenta, estos cálculos hacen explícitos algunos de los valores de los co-
e�cientes necesarios para escribir las ecuaciones de movimiento de los operadores
asociados a la red triangular no homogénea, de vital importancia para poder arribar
a las Ecs. de Mello-Moshinsky discretas y con esto hallar la representación espacial
del operador de evolución temporal. Obtendremos más información sobre los coe�-
cientes de la matriz que de�ne la evolución lineal después de estudiar al grupo SU(3),
lo cual nos hará considerar algunas condiciones de cerradura. Con esta motivación, a
continuación se revisa la teoría de los grupos SO(4) y SU(3) y se describe la relación
entre ellos y las redes �nitas bidimensionales que fueron discutidas preliminarmente
en esta sección.

5.3. Multipletes de SU(3) y redes triangulares

Los multipletes de SU(3) tienen una forma geométrica que nos permite iden-
ti�carlos con redes triangulares. En lo que sigue conoceremos el por qué de esta
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a�rmación. Para lograrlo, comenzaremos por describir los multipletes de SU(3) pa-
ra después establecer una relación con cristales con este tipo de estructura. Con
respecto a las cuestiones algebraicas, aquí seguimos la discusión lúcida dada en [35].

Para introducir los multipletes de SU(3), basta recordar que, de hecho, ya nos
hemos encontrado con los generadores de SU(3). Vea nuestra solución al proble-
ma del Hamiltoniano con coe�cientes dependientes del tiempo, (3.100), ahí hemos
presentado a las matrices de Gell-Mann. Las relaciones de conmutación entre éstas
matrices son:

[λi, λj] = 2ifijkλk (5.14)

donde las constantes de estructura, fijk, son conocidas. Mediante la de�nición Fi =
1

2
λi, (5.14) toma la forma casi nada diferente

[Fi, Fj] = ifijkFk, (5.15)

donde sólo nos hemos desecho del 2. Más bien, esta rede�nición de los generadores de
SU(3) se hace con �nes prácticos. Como ya es usual, ahora de�nimos las siguientes
combinaciones lineales

T± := F1 ± iF2

U± := F4 ± iF5

V± := F6 ± iF7

(5.16)

como los operadores de escalera, esta elección está motivada por los orígenes de las
matrices de Gell-Mann ya que éstas se obtienen como una extensión de las matrices
de Pauli. Agregamos a estas de�niciones una última, a saber

T3 := F3, Y :=
2√
3
F8. (5.17)

Comúnmente, en el ámbito de física de partículas, T3 y Y son llamados operadores de
isoespín e hipercarga, respectivamente. Como advertencia, no hay que confundir T3

con un operador de traslación discreta, aunque hemos utilizado la misma letra, por
ahora consideremos que estos temas no guardan relación. Se elige una base donde
estos últimos operadores son diagonales, por lo tanto conmutan, o sea

[T3, Y ] = 0. (5.18)

Es importante señalar que, en el marco de la teoría de grupos semisimples, (5.18)
de�ne a los operadores de peso de su(3). En efecto, esta relación es un ejemplo
especí�co de (5.1). El conjunto {T±, U±, V±, T3, Y } es la llamada base de Cartan del
álgebra su(3) y (5.18) es su subálgebra abeliana máxima, cuyo número de elementos
mutuamente conmutantes da el rango de SU(3) igual a 2.

En seguida, los pesos de cada uno de los operadores de escalera (compare con
(5.2)) están dados por

[T3, T±] = ±T±, [T3, U±] = ∓1

2
U±, [T3, V±] = ±1

2
V±, (5.19)
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para T3, mientras que para Y tenemos

[Y, T±] = 0, [Y, U±] = ±U±, [Y, V±] = ±V±. (5.20)

Los conmutadores entre operadores de escalera opuestos son una combinación lineal
de los operadores de peso, i. e.

[T+, T−] = 2T3,

[U+, U−] =
3

2
Y − T3 ≡ 2U3,

[V+, V−] =
3

2
Y + T3 ≡ 2V3,

(5.21)

veri�cando así un resultado más sobre la estructura estándar de las álgebras se-
misimples, a saber (5.3). Note que hemos de�nido U3 y V3 para homogeneizar la
notación; ellos también conmutan con Y , como se puede ver, así que sería equivalen-
te elegirlos como operadores de peso. Finalmente, los conmutadores restantes entre
operadores de escalera de distinto tipo son

[T+, U+] = V+, [T+, U−] = 0,

[U+, V+] = 0, [U+, V−] = T−,

[T+, V+] = 0, [T+, V−] = −U−.
(5.22)

Debido a que (5.22) mezcla a T con U y V , se dice que los multipletes T , U y V
están acoplados.

La Ec. (5.18) signi�ca que disponemos de dos etiquetas T ′3 y Y ′ tales que tenemos
las ecuaciones de valores propios

T3 |T ′3, Y ′〉 = T ′3 |T ′3, Y ′〉 ,
Y |T ′3, Y ′〉 = Y ′ |T ′3, Y ′〉 .

(5.23)

Las parejas de números cuánticos (T ′3, Y
′) se pueden representar grá�camente en un

plano. Para saber cómo representarlos, hagamos uso de las relaciones de conmutación
entre los operadores de escalera y los de peso. De (5.19) tenemos

T3T± |T ′3, Y ′〉 = (T ′3 ± 1)T± |T ′3, Y ′〉 (5.24)

lo cual quiere decir que T± |T ′3, Y ′〉 ∝ |T ′3 ± 1, Y ′′〉, es decir, T± incrementa y de-
crementa en uno el valor de T ′3. Análogamente, se puede mostrar que U± disminuye
y aumenta el valor de T ′3 en 1

2
, y que V± sube y baja en uno a T ′3. Resultados

similares se obtienen para Y , e. g. tenemos, de (5.20), que T± no cambia el valor de
Y , mientras que U± y V± sí lo hacen en uno. Considerando el plano T3−Y , podemos
representar en él la acción de los operadores de escalera y darnos cuenta de que éstos
actúan a lo largo de tres lineas, dando un total de seis sentidos de traslación.

Mediante argumentos de simetría se puede mostrar que los multipletes de SU(3)
son hexágonos regulares, o triángulos, cuando tres de sus lados tienen longitud cero.
Con el �n de ilustrar lo anterior, notemos que las subálgebras (5.21) de su(3), T ,
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p

q

Figura 5.1: Multiplete genérico de SU(3). En general, un multiplete de SU(3) es un
hexágono regular con tres lados de tamaño p y otros tres de tamaño q. La �gura
intenta ilustrar el hecho de que la multiplicidad de los estados aumenta conforme
avanzamos hacia adentro del multiplete hasta alcanzar el primer triángulo externo.

U y V , son isomorfas al álgebra de Cartan de SU(2). De esta observación sabemos
bien que el espectro de T3, U3 y V3 es �nito. En consecuencia, considerando T3, los
multipletes de SU(3) han de ser simétricos respecto al eje T3 = 0; esto mismo aplica
para U3 y V3. Los tres ejes resultantes se intersecan y hacen ángulos de 120◦. De lo
anterior concluimos que, en general, los multipletes de SU(3) son hexágonos regulares
o triángulos, �guras con tres ejes de simetría. Es muy importante señalar que la
existencia de polígonos regulares de orden superior como multipletes de SU(3) está
condicionada a la disponibilidad de más direcciones de desplazamiento, sin embargo,
aquí tenemos la restricción impuesta por (5.16) lo cual hace imposible un resultado
de esas características.

Otra observación importante es que hacen falta sólo dos números, digamos p
y q, para especi�car un multiplete de SU(3). Como se puede demostrar, p y q
son, respectivamente, el número de pasos que hay que dar para llegar a una de
las esquinas cercanas del borde del múltiplete, empezando en el estado con número
cuántico T3 máximo y el número de pasos que hay que dar, en una dirección distinta,
para recorrer el siguiente lado del hexágono de tamaño igual o distinto. De forma
más simple, los múltipletes de su(3) son hexágonos con tres lados de tamaño p y
otros tres de tamaño q. Cuando alguno de ellos es nulo, los hexágonos se degeneran
en triángulos, como se puede intuir. En la Fig. 5.1 se puede observar un muliplete
genérico de SU(3). Las representaciones de los multipletes de SU(3) se denotan por
D(p, q) y se han gra�cado algunos en la Fig. 5.2. Habiendo completado esto, ahora
procedemos a establecer la relación entre multipletes de SU(3) y redes triangulares.

Los resultados que hemos expuesto hasta ahora nos llevan a proponer, en base a
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D(0,0)=[1] D(1,0)=[3] D(0,1)=[3]

D(2,0)=[6]

D(0,2)=[6]
D(1,1)=[8]

D(3,0)=[10]

D(0,3)=[10]

D(2,1)=[15] D(1,2)=[15]

D(2,2)=[27]

Figura 5.2: Multipletes de SU(3). Los multipletes de SU(3) representan porciones de
una red triangular inhomogénea. En la imagen se pueden observar algunas de las re-
presentaciones más pequeñas. Los círculos que aparecen en algunas representaciones
son para indicar la multiplicidad de los estados.

las similitudes entre (5.19), (5.20) y (5.13), por ejemplo, que las siguientes identi�-
caciones son posibles:

A1 → T+, A2 → U+, A3 → V+,

N → T3, M → Y, (5.25)

esto signi�ca que el cristal triangular inhomogéneo resultante tendrá simetría SU(3).
Aunque es bien sabido que el estudio de los multipletes de SU(3) se ha dado en
el ámbito de partículas elementales con la bien conocida teoría de quarks, nuestro
trabajo muestra que los multipletes de dicho grupo pueden describir nuestro sistema
cristalino.

5.4. Multipletes de so(4) = so(3) ⊕ so(3)

A continuación veremos cómo los multipletes del grupo SO(4) se relacionan con
las redes cuadradas inhomogéneas, esto es muy importante ya que con esto cubri-
mos otra de las redes bidimensionales de interés. Describiremos al álgebra de Cartan
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so(4), veremos que es igual a la suma directa de dos álgebras so(3) ∼= su(2) y estable-
ceremos una conexión de ésta con las redes cuadradas no homogéneas. Esto sentará
las bases para el análisis de la propagación de paquetes de ondas en cristales con
este grupo dinámico.

El grupo SO(4) es un grupo semisimple de rango dos, su álgebra, so(4), tiene
por base a los seis generadores del grupo denotados por Li y Mi, con i = 1, 2, 3, que
satisfacen las relaciones de conmutación

[Li, Lj] = iεijkLk (5.26)

[Mi,Mj] = iεijkLk (5.27)

[Mi, Lj] = iεijkMk (5.28)

Los generadores Li y Mi forman un álgebra cerrada, como se puede ver de las rela-
ciones de conmutación. Esta álgebra surge naturalmente al considerar el problema
de Kepler cuántico y limitarnos a estados ligados tal y como lo hizo Pauli en sus
estudios sobre el átomo de hidrógeno.

De�niendo las siguientes combinaciones lineales

I =
1

2
(L + M), K =

1

2
(L−M), (5.29)

se puede mostrar que las componentes de I y K obedecen las relaciones

[Ii, Ij] = iεijkIk, [Ki, Kj] = iεijkKk, [Ii, Kj] = 0. (5.30)

De (5.30) podemos notar que el álgebra so(4) se desacopla en dos álgebras so(3)
idénticas, I y K, veri�cando de esta manera que so(4) = so(3) ⊕ so(3). Así que
trabajaremos con I y K debido a su estructura simple. Además, puesto que hemos
dado la información necesaria sobre so(3), vea la sección 3.4.1, sabemos que cada
álgebra so(3) se puede llevar a la forma (3.141). En total, tenemos dos operadores
de Casimir de la forma (3.145) que denotaremos por I2 y K2. Los números cuánticos
que de�nen estos operadores los llamaremos i y k y satisfacen

I2 |i,m〉 = i(i+ 1) |i,m〉 , I3 |i,m〉 = m |i,m〉 , (5.31)

K2 |k, n〉 = k(k + 1) |k, n〉 , K3 |k, n〉 = n |k, n〉 . (5.32)

Como es bien sabido los valores de i y k determinan los de m y n, respectivamente,
como

m = −i,−i+ 1, . . . , i− 1, i, n = −k,−k + 1, . . . , k − 1, k, (5.33)

donde i, k = N/2 y N ∈ N0.
Con esto estamos listos para representar grá�camente a los multipletes de SO(4).

Las duplas (m,n) se puede representar en un plano y denotaremos por D(i, k) a
dichas representaciones. En la Fig. 5.3 se observan los multipletes de SO(4) para
distintos valores (enteros) de i y k de las representaciones más pequeñas.
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D(0,0)=[1] D(1,0)=[3] D(0,1)=[3] D(2,0)=[5]

D(0,2)=[5]

D(3,0)=[7]

D(0,3)=[7]

D(1,1)=[9]

D(2,1)=[15]

D(1,2)=[15] D(2,2)=[25]
D(3,3)=[49]

Figura 5.3: Multipletes de SO(4). Varios de los multipletes de las representaciones
enteras más pequeñas se muestran aquí. Su asociación con las redes cuadradas in-
homogéneas es imposible de evitar. Los acoplamientos entre sitios varían como la
raíz cuadrada de un polinomio cuadrático de la posición, (5.35), a lo largo de las dos
direcciones perpendiculares de�nidas por los ejes que se muestran.

Por otro lado, el Hamiltoniano de la red cuadrada inhomogénea que describimos
en la sección 5.2 nos lleva a elegir

N → I3, A1 → I+, A†1 → I−,

M → K3, A2 → K+, A†2 → K−.
(5.34)

Si (5.34) ha de cumplirse, entonces podemos resolver (5.8), (5.9), resultando

∆1(N,M) = ∆1(N) =
√
co +N −N2, ∆2(N,M) = ∆1(M), (5.35)

los cuales son justamente acoplamientos del tipo (3.69), un resultado esperado te-
niendo en cuenta que so(4) se desacopla en dos álgebras su(2), esto apunta a una
solución separable para el propagador como veremos en la siguiente sección.

5.5. Recurrencias generales del propagador

Para concluir este trabajo, a continuación se presentan las Ecs. de Mello-Moshinsky
discretas del cristal SO(4) obtenidas al resolver un caso particular de las ecuaciones
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de movimiento (5.6) y (5.7). Las recurrencias resultantes admiten un solución sepa-
rable, esto permite conocer las propiedades de propagación de paquetes de ondas en
cristales bidimensionales inhomogéneos con estructuras reticulares de tipo cuadrado.
El problema del cristal SU(3) se aborda de manera breve con miras hacia un trabajo
futuro. La relevancia de estos resultados se hace cada vez más patente con el avance
del campo de los materiales y, en general, de los cristales arti�ciales bidimensionales.

Con lo que hemos revisado, sabemos que el Hamiltoniano de la red cuadrada
inhomogénea es:

H = I+ +K+ + h. c. + V (N,M) (5.36)

lo cual signi�ca que el Hamiltoniano se puede separar en dos partes H = H1 + H2,
tal que

[H1, H2] = 0. (5.37)

Esto será claro al determinar la forma del campo externo, escribimos

[I+, V (N,M)] |n,m〉 = (A1V − V A1) |n,m〉
= (∆1(N)T1V − V∆1(N)T1) |n,m〉
= T1(V (N,M)− V (N + 1,M))∆1(N + 1) |n,m〉
= (V (N − 1,M)− V (N,M))I+ |n,m〉

(5.38)

lo cual implica, al imponer linealidad, que V (N − 1,M) − V (N,M) = β1, pero
también se puede mostrar, con ayuda de K+, que V (N,M − 1) − V (N,M) = β2,
ambas relaciones se cumplen para un campo del tipo

V (N,M) = −β1N − β2M + V0, (5.39)

de donde se sigue (5.37). Finalmente, las ecuaciones de movimiento se reducen al
siguiente sistema

i~
d

dt



N
A1

A†1
M
A2

A†2

 =


0 1 −1 0 0 0
α1 β1 0 0 0 0
−α1 0 −β1 0 0 0

0 0 0 0 1 −1
0 0 0 α2 β2 0
0 0 0 −α2 0 −β2





N
A1

A†1
M
A2

A†2

 (5.40)

el cual consiste de ecuaciones similares a las que obtuvimos para SU(2), en este caso,
tenemos un conjunto igual al de�nido por (3.64) para cada dirección de movimiento.
Entonces, la solución de las ecuaciones de movimiento produce las siguientes Ecs.
de Sadurní-Mello-Moshinsky para SO(4):

Um′,n′;m,n

[
n′ω2

1 − n(ω2
1 − 2Ξ1)

|Γ1|

]
= ∆n+1e

−i arg Γ1Um′,n′;m,n+1

+ ∆ne
i arg Γ1Um′,n′;m,n−1

(5.41)
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ω2
1∆n′Um′,n′−1;m,n = nαΓ∗1Um′,n′;m,n + ∆n+1Λ∗1Um′,n′;m,n+1

+ ∆nΞ1Um′,n′;m,n−1

(5.42)

ω2
1∆n′+1Um′,n′+1;m,n = nαΓ1Um′,n′;m,n + ∆n+1Ξ1Um′,n′;m,n+1

+ ∆nΛ1Um′,n′;m,n−1,
(5.43)

correspondientes al primer bloque diagonal; un segundo conjunto de ecuaciones de
recurrencia, ahora en el índice m, es

Um′,n′;m,n

[
m′ω2

2 −m(ω2
2 − 2Ξ2)

|Γ2|

]
= ∆m+1e

−i arg Γ2Um′,n′;m+1,n

+ ∆me
i arg Γ2Um′,n′;m−1,n

(5.44)

ω2
2∆m′Um′−1,n′;m,n = mαΓ∗2Um′,n′;m,n + ∆m+1Λ∗2Um′,n′;m+1,n

+ ∆mΞ2Um′,n′;m−1,n

(5.45)

ω2
2∆m′+1Um′+1,n′;m,n = mαΓ2Um′,n′;m,n + ∆m+1Ξ2Um′,n′;m+1,n

+ ∆mΛ2Um′,n′;m−1,n;
(5.46)

donde hemos escrito simplemente ∆1 = ∆2 = ∆ con la variable de posición corres-
pondiente y α1 = α2 = α, sin pérdida de generalidad. Note que

Γj = Γ(α, βj, t) ≡ βj(cos θj − 1) + iωj sin θj

Λj = Λ(α, βj, t) ≡
(
α + β2

j

)
cos θj + α + iωjβj sin θj

Ξj = Ξ(α, βj, t) ≡ α (1− cos θj)

(5.47)

con θj = ωjt/~, ωj =
√

2α + β2
j , j = 1, 2. La solución de las Ecs. SMM para SO(4)

es inmediata
Um′,n′;m,n = Dk

mm′D
i
nn′ , (5.48)

i. e. un producto de funciones D de Wigner, una por cada dirección de propagación.
El propagador resultante apunta a fenómenos de transporte y reconstrucción de
un paquete de ondas localizado en un cristal inhomogéneo bidimensional SO(4),
oscilaciones de Bloch 2D y más (vea la Fig. 5.4).

Sin embargo, para SU(3) las Ecs. SMM no son triviales, por ejemplo, para obtener
la forma de los acoplamientos en cada dirección necesitamos los elementos matriciales
de los generadores de SU(3). El de la subálgebra T es fácil de obtener, para el
Hamiltoniano

H = T+ + U+ + V+ + h. c. + V (N,M) (5.49)

tenemos que A1 = ∆1(N,M)T1 = T+ implica ∆2
1(N,M) = ∆2

1(N) = c0 +N −N2, el
acoplamiento característico de SU(2), esto es así ya que para SU(3) [A1, A

†
1] = 2N ,

vea (5.21). Para las otras direcciones de movimiento habría que resolver

∆2
2(N,M)−∆2

2(N − 1/2,M + 1) =
3

2
M −N (5.50)
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0 MAX

Figura 5.4: Propagación de pulsos en un cristal inhomogéneo SO(4). Las propiedades
de propagación recuerdan a aquellas de SU(2) debido a la descomposición so(4) =
so(3) ⊕ so(3) y al isomor�smo entre los grupos de rotación y de espín. El multiplete
corresponde a D(15,15).

que resultan de (5.11) y (5.21), y también

∆2
3(N,M)−∆2

3(N + 1/2,M + 1) =
3

2
M +N (5.51)

de (5.12), junto con las restricciones impuestas por (5.22).
Una idea del resultado que esperamos obtener proviene del estudio precursor

sobre las representaciones de transformaciones �nitas de U(3) que llevaron a cabo
pioneramente Chacón y Moshinsky [48]. Entre los trabajos que han dado expresiones
de las representaciones de SU(3) destacan [49], explotando el hecho de que cada
multiplete de SU(3) continene un isosinglete lo cual ayuda a simpli�car los calculos,
y [50], factorizando una transformación SU(3) en tres partes, dos de las cuales son
transformaciones SU(2). La solución completa de este problema será analizada en
un trabajo futuro.
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Capítulo 6

Conclusiones

6.1. Resultados obtenidos, sumario

Se ha discutido un modelo de un cristal fotónico unidimensional hecho de cortinas
dieléctricas acopladas de forma evanescente y se ha mostrado que es posible emular
un pozo �nito de potencial de mecánica cuántica. Además, se han dado estimaciones
de los acoplamientos a primeros vecinos, de las energías en sitio así como de las
profundidades de piel. Esto hizo posible formular una receta general que nos dice
dónde ubicar cada cortina y qué ancho deben tener para implementar físicamente
una ley de acoplamientos y potenciales en sitio arbitrarios; gran parte de esto se
reportó por primera vez en [1]. Se revisó la viabilidad experimental de parámetros
dependientes del tiempo. Encontramos que es posible construir cristales fotónicos
con propiedades variables en el tiempo mediante distintos mecanismos, esto hace
factible implementar un modelo dependiente del tiempo que se puede evaluar, en
principio, a cualquier orden en la expansión perturbativa dada por la serie de Dyson,
para un campo externo arbitrario dependiente del tiempo.

Para estudiar la dinámica del sistema, se escribieron ecuaciones de movimiento
para los operadores de red en la imagen de Heisenberg y se resolvieron en consecuen-
cia. De gran relevancia es la solución del problema dependiente del tiempo donde se
probó la equivalencia entre un Hamiltoniano con coe�cientes variables en el tiempo
y uno que solo tiene en cuenta un campo externo dependiente del tiempo con la
ayuda de una transformación de norma. La solución correspondiente se dio a través
de la base Gell-Mann. Con respecto al caso independiente del tiempo, se mostró que
la solución de las ecuaciones de movimiento consiste en la exponencial de la matriz
de coe�cientes que de�nen la evolución lineal. Sobre una base algebraica, se obtuvo
la forma de los acoplamientos para cada cadena.

El Hamiltoniano independiente del tiempo se estudió a fondo y, a partir de la
solución de las ecuaciones de movimiento, se escribieron las correspondientes ecua-
ciones de Mello-Moshinsky discretas. Finalmente, se demostró que la solución a estas
relaciones de recurrencias es la función D de Wigner. De hecho, dimos expresiones
en forma cerrada para los propagadores cristalinos de cadenas no homogéneas uni-
dimensionales que tienen como grupos dinámicos a SU(2), SU(1,1) y Heisenberg. En
la Tabla 6.1 se muestra un resumen de dichos núcleos. Se discutieron las propiedades
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Tabla 6.1: Propagadores cristalinos unidimensionales. Una colección de propagadores
para cadenas homogéneas [2], [25] y no homogéneas (este trabajo) con y sin campo
externo. El formalismo general nos permite considerar el conmutador como [A,A†] =
αN + δ, en la base de Cartan.

Conmutador Grupo Propagador cristalino

[A,A†] = N SU(2) Kmn(t) = Θ(t)Dj
nm(φ, θ, ψ) 4.3

[A,A†] = −N SU(1,1) Kmn(t) = Θ(t)D
−1/2+iρ
nm (φ, θ, ψ) 4.10

[A,A†] = 1 Heisenberg Kmn(t) = Θ(t)e−
ε20

2~2 t
2

Pmn(t) 4.32

[A,A†] = 1 Heisenberg Kmn(t) = Θ(t)
∞∑
k=0

e−
it(uk−|b|2)

~ G−1
mk(b)Gkn(b) 4.46

[A,A†] = 0 ISO(1,1) Kmn(t) = Θ(t)im−nJm−n(t) [2]

[A,A†] = 0 ISO(1,1) Kmn(t) = Θ(t)in−mei(m+n) ∆
2~ tJm−n

(
∆ sin( ∆

2~ t)
β′

)
[25]

de propagación, primero para la cadena SU(2) y luego para la de SU(1,1) y la de
Heisenberg tanto los casos libres como con campo externo. Entre los hallazgos más
relevantes se encuentran la notoria aceleración de los frentes de onda y las oscila-
ciones de Bloch para todas las cadenas: se encontró que la propagación de paquetes
de ondas de ancho del tamaño de una celda se caracteriza principalmente por la
aceleración de los frentes de onda, y que la magnitud de dicha aceleración depende
directamente de la ley de acoplamientos. Por otro lado, tuvo lugar un fenómeno com-
partido cuando se activó un campo externo, a saber, las oscilaciones de Bloch. Este
comportamiento oscilatorio respeta las restricciones de velocidad impuestas por la
función de acoplamiento que es distinta para cada cadena, pasando de una parábola
invertida para SU(2) a una que abre hacia arriba para SU(1,1), con las funciones
lineal y constante como casos límite correspondientes a la cadena de Heisenberg e
ISO(1,1), respectivamente. Por lo tanto, quedó claro que las distribuciones de proba-
bilidad sin campo externo así como la forma de las oscilaciones de Bloch dependen
del sitio desde donde se libera el pulso y generalmente son asimétricas.

Al considerar paquetes de ondas Gaussianos, para el cristal SU(2) solamente,
se encontró que éstos son dispersados según el valor del cuasimomento dando una
idea de la forma de la relación de dispersión de este cristal. Lo anterior explica
por qué los pulsos evolucionan de la manera en que lo hacen si pensamos que se
tratan de una superposición de componentes monocromáticas. Adicionalmente, se
obtuvieron patrones de interferencia periódicos en el tiempo para la misma cadena
cuando se permitió que varios pulsos se propagaran juntos con y sin campo externo,
una consecuencia trivial de las propiedades del propagador; las distribuciones en
variable espacial continua con este tipo de características han sido llamadas alfom-
bras cuánticas, vemos así que fenómenos similares tienen lugar en cristales. Dichos
patrones ilustran grá�camente varios conceptos ondulatorios. Con respecto a la ca-
dena SU(1,1), se mostró que la solución a las ecuaciones SMM también describe a
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este cristal. La función D de Wigner se tomó como el propagador de SU(1,1) por
continuación analítica, admitiendo espín complejo y eligiendo un valor negativo pa-
ra alfa. En términos matemáticos, se estudió la serie continua de representaciones
irreducibles de SU(1,1). Finalmente, se calculó el propagador del cristal de Heisen-
berg y se discutió de la misma manera, encontrando características similares a las ya
mencionadas. Un punto que debe enfatizarse es que la función D de Wigner también
describe el comportamiento de las álgebras degeneradas de los grupos ISO(1,1) y
Heisenberg en ciertos límites, éstos se comentaron de forma breve al �nal del capítulo
4.

6.2. El futuro bidimensional, resultados esperados

Con respecto al mundo bidimensional, se mostró que es posible estudiar la propa-
gación de paquetes de ondas en cristales con SO(4) y SU(3) como grupos dinámicos.
Nuestro enfoque para atacar este problema se basa principalmente, como en el ca-
so unidimensional, en la estructura estándar general de las álgebras semisimples de
dimensión arbitraria y de rango dos en este caso particular. El formalismo de los pro-
pagadores cristalinos, a través de las ecuaciones de Mello-Moshinsky discretas, cons-
tituye el principal elemento para la determinación de los núcleos correspondientes.
Esto hizo posible, por ejemplo, dar una descripción de cristales bidimensionales no
homogéneos (cuadrado y triangular) haciendo uso de operadores de traslación y po-
sición discreta. Pudimos escribir explícitamente las ecuaciones de Mello-Moshinsky
discretas para el cristal SO(4) e incluso su solución, ya que resultó ser separable,
obteniendo un producto de dos funciones D de Wigner, bien conocidas del cristal
SU(2), como consecuencia de la descomposición de so(4) en dos copias de so(3), a
su vez isomorfa a su(2). Sin embargo, queda por obtener el propagador para la red
SU(3). En este sentido, no esperamos una solución simple como lo es la función D,
más bien pensamos que tiene que ver con las representaciones de rotaciones de SU(3)
en altos valores de isoespín e hipercarga; la aparente di�cultad de este problema se
debe a la estructura acoplada del álgebra, como se explica en este texto.

Sobre las propiedades de propagación, hemos visto super�cialmente que el gru-
po SO(4) tiene un comportamiento parecido al del cristal SU(2) en el sentido de
que ambos cristales permiten el transporte y la reconstrucción de paquetes de on-
das. De hecho, es claro que, como en el caso de los tapices ondulatorios, patrones
de interferencia intrincados surgirán en el espacio-tiempo tridimensional y que un
campo externo dará lugar a oscilaciones de Bloch bidimensionales. Queda por ver si
las oscilaciones de Bloch también aparecen en la red SU(3) y esto es algo que aún
está por ser calculado. También parece posible evaluar la propagación de Gaussianas
monocromáticas, al menos en la red SO(4); se espera un comportamiento similar al
de la cadena SU(2).

En resumen, una discusión completa de la propagación de paquetes de ondas en
cristales unidimensionales se ha dado y una plataforma para la evaluación experi-
mental de los diversos modelos se ha provisto en la forma especí�ca de un cristal
fotónico, un sistema de gran relevancia tecnológica. Todo esto ha sido posible gracias
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al método de Sadurní-Mello-Moshisnky el cual ha permitido estudiar cristales �nitos
e in�nitos, homogéneos [2], [25] e inhomogéneos. La aplicación de este formalismo a
cristales no homogéneos bidimensionales se fundamentó e incluso se obtuvo el pro-
pagador del cristal SO(4). Los avances en el campo de los cristales arti�ciales nos
hacen optimistas acerca de la realización experimental de nuestros modelos en un
futuro próximo así como de su aprovechamiento para aplicaciones tecnológicas.
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Apéndice A

Serie de Dyson como solución al
problema dependiente del tiempo

Se empieza por de�nir el problema. Se busca la solución al sistema de ecuaciones
diferenciales (3.102):

i~
(
d

dt
− M (t)

i~

)NA
A†

 = 0, (A.1)

la siguiente condición inicial ha de cumplirse

v(t)

∣∣∣∣
t=t0

≡

N(t)
A(t)
A†(t)

∣∣∣∣∣∣
t=t0

=

N0

A0

A†0

 ≡ v0 (A.2)

integrar (A.1) directamente nos conduce a la reformulación del problema, ahora
tenemos

v(t) = v0 +
1

i~

∫ t

t0

dt1M(t1)v(t1), (A.3)

ésta es simplemente la versión integral de (A.1), sin embargo, nos permite obtener
la respuesta, para esto, note que podemos iterar, i. e.

v(t) = v0 +
1

i~

∫ t

t0

dt1M(t1)

[
v0 +

1

i~

∫ t1

t0

dt2M(t2)v(t2)

]
= v0 +

1

i~

∫ t

t0

dt1M(t1)v0 +
1

(i~)2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2M(t1)M(t2)v0

+ · · ·+ 1

(i~)n

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnM(t1) · · ·M(tn)v0 + . . . ,

(A.4)

115



la última línea nos da la oportunidad de de�nir la exponencial ordenada en el tiempo,
a saber

exp

{
:

∫ t

t0

M(t1)dt1 :

}
≡ 1 +

1

i~

∫ t

t0

dt1M(t1)

+
1

(i~)2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2M(t1)M(t2) + . . .

+
1

(i~)n

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnM(t1) · · ·M(tn) + . . .

≡
∞∑
n=0

1

(i~)n
Cn(t)

(A.5)

con C0(t) ≡ 1, entonces la solución de (A.1) esN(t)
A(t)
A†(t)

 = exp

{
:

∫ t

t0

M(t1)dt1 :

}N0

A0

A†0

 , (A.6)

como se quería probar.
Ahora, se discute una propiedad importante de Cn. Para esto, se adopta la

siguiente notación:

Cn(t0) =

∫ t0

ti

dt1

∫ t1

ti

dt2 · · ·
∫ tn−1

ti

dtnM(t1) · · ·M(tn), n ≥ 1. (A.7)

donde solamente se han renombrado los límites de integración, t0 ha sido llamado ti
y t ha sido tomado como t0 para poder indizar bien el tiempo. Hacemos esto porque
en esta forma el siguiente comportamiento es obvio

C0(tn) = 1, ∀n ∈ N0, (A.8)

mientras que para C1 tenemos

C1(tn) =

∫ tn

ti

dtn+1M(tn+1), ∀n ∈ N0, (A.9)

podemos continuar con

C2(tn) =

∫ tn

ti

dtn+1M(tn+1)

∫ tn+1

ti

dtn+2M(tn+2), ∀n ∈ N0, (A.10)

y así podemos seguir. Ahora que esto está claro, regresemos a nuestra notación
previa. Se puede ver fácilmente que se cumple la siguiente identidad

C1(t) =

∫ t

t0

dt1M(t1) =

∫ t

t0

dt1M(t1)C0(t1), (A.11)
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y también

C2(t) =

∫ t

t0

dt1M(t1)

∫ t1

t0

dt2M(t2) =

∫ t

t0

dt1M(t1)C1(t1), (A.12)

�nalmente, la expresión general es

Cn(t) =

∫ t

t0

dt1M(t1)Cn−1(t1), (A.13)

la cual es utilizada en este trabajo para escribir la solución, Ec. (A.6), en la base de
Gell-Mann.
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