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INTRODUCCION

Al modelar ciertos fenémenos, por ejemplo, la desviacién transversal de
un cable, la deformacion axial de una barra, la transferencia de calor, entre
otros procesos fisicos; se obtienen problemas de contorno en donde la ecuacion
diferencial es de tipo Sturm-Liouville:

—(p(2)u'(2))" + q(z)u(z) = f(z), € [a,b],

con [a, b] un intervalo compacto de R. En esta tesis se hace un estudio de la
existencia y unicidad de la solucion de problemas de contorno que involucran
la ecuacion diferencial de Sturm-Liouville y condiciones de contorno de tipo
Dirichlet, es decir,

—(p(x)u () + q(z)u(z) = f(z), = € [a,b]; 1)
u(a) =0, u(b) = 0.

La existencia y unicidad de la solucién del problema (1) depende de la
clase de funciones a las que pertenecen p, ¢ y f. Por ejemplo, se conoce muy
bien que el problema (1) tiene solucién tnica en C?([a,b]) cuando p, f,q €
C*([a,b]) y |p(z)] > o > 0, para todo x € [a,b]. Es natural pensar que
en las aplicaciones fisicas las funciones con las que se trabaja no son dos
veces continuamente diferenciables, o en general de clase C", de esta forma,
es conveniente tener un nuevo concepto de diferenciabilidad. Alrededor de
1950, el matematico ruso Serguéi Sobolev define un espacio de funciones que
extiende el concepto de derivada clésica, los llamados espacios de Sobolev,
teniendo como resultado el concepto de derivada débil.

Una funcién v € L?*([a,b]) tiene derivada débil, si existe una funcién

g € L*([a,b]) tal que
b b
/w’:—/ 9%

A%
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para toda ¢ € C}((a,b)), espacio de funciones de clase C'([a, b]) con soporte
compacto en el intervalo (a, b). Usualmente este espacio se conoce como espa-
cio de funciones prueba. La derivada débil de u se define como 4 = g. De esta
forma, cuando se emplea la derivada débil, el problema (1) es equivalente al

problema variacional:
b b b
/pw’Jr/ qus@Z/ fe, (2)

para toda funcién ¢ € H{, espacio de funciones ¢ € L*([a,b]) tal que el
soporte compacto de ¢ esta contenido en (a, b) y ¢ tiene derivada débil. Para
que la igualdad tenga sentido se requiere que ¢, f € L*([a,b]), pues en
este caso, la segunda y tercera integral de existen. Por otra parte, para
garantizar la existencia y unicidad del problema variacional (2), comunmente
se utiliza el teorema de Lax-Milgram, dado que L?([a, b]) es un espacio de Hil-
bert. Vea [3, Ejemplo 2, pag. 223]. Sin embargo, ;qué sucede si f & L?*([a, b])?
Existen pocos estudios sobre estos casos, el principal obstaculo es que al ge-
neralizar el espacio L*([a, b]) deja de ser de Hilbert. Ahora bien, debido a que
L*([a,b]) € L'([a,b]), en este trabajo de tesis, nos enfocamos en garantizar
la existencia y unicidad del problema (1) para el caso en que f,q € L'([a,b])
y empleando la derivada débil adecuada de L'([a,b]). Vea la definicién .
La metodologia para hallar la existencia y unicidad del problema (1) se basa
en las ideas de [5] y [7]. Al no ser L'([a,b]) un espacio de Hilbert, se usa el
teorema de la alternativa de Fredholm en lugar del teorema de Lax-Milgram.

La estructura del presente trabajo de tesis consta de tres capitulos. En
el primer capitulo se muestran definiciones y resultados con respecto a la
integral de Lebesgue, los espacios LP([a,b]) con 1 < p < oo y las funciones
absolutamente continuas AC/([a, b]). Algunos de los teoremas que se enun-
cian son: el teorema de la convergencia dominada, el teorema de Fubini, el
teorema fundamental del calculo, el teorema de integracion por partes y el
segundo teorema de valor medio. Pese a que el trabajo tiene como intencion
ser lo mas autocontenido posible, es recomendable tener como referencia a

[, 21 y [6].

En el segundo capitulo se introduce una alternativa del espacio de las
funciones prueba y se muestran algunas propiedades que generan estas fun-
ciones en relaciéon con las funciones Lebesgue integrables. A partir de este
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espacio alternativo se definen los espacios de Sobolev y se da el concepto
de derivada débil. Se muestran algunas de sus propiedades, en particular, se
enuncia un teorema fundamental del calculo para la derivada débil y un teo-
rema de integracién por partes, los cuales son fundamentales en el capitulo 3.

En el dltimo capitulo se muestra el teorema de existencia y unicidad
del problema (1) cuando se emplea la derivada débil y ¢, f € L'([a,b]) vy
p € AC(Ja,b]) con |p(x)| > a > 0, para toda x € [a, b]. Para esto se demuestra
que el problema (1) es equivalente al problema (2) y este tltimo se transforma
a un problema operacional, del cual se encuentra su solucién a partir del
teorema de la alternativa de Fredholm.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se proporcionan definiciones y resultados necesarios para
definir los espacios de Sobolev y el concepto de derivada débil. La relacién
entre el espacio de funciones Lebesgue integrables y las funciones absolu-
tamente continuas juegan un papel importante para los resultados que se
mostraran méas adelante.

1.1. Funciones Lebesgue integrables

Denotemos por R al conjunto de los nimeros reales y por R al conjunto de
los reales extendidos. Estos conjuntos seran considerados con sus topologias
usuales. Empecemos recordando algunos conceptos clasicos de la teoria de la
medida:

1. La medida exterior de un subconjunto A de R se define como

m*(A) = inf {an) :PCN, AC|J I, I, = (an,bn)},

neP neP
donde a,,b, € Ry l(1,) = b, — a,.

2. Un subconjunto A C R es Lebesgue medible, si para cada S C R se
cumple

m*(S) =m*"(SNA)+m"(SN A°).

3. La familia M formada por todos los subconjuntos Lebesgue medibles
de R es una o-dlgebra de R.
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4. La o-algebra de Borel B(R) (la o-dlgebra mas pequena que contiene a
la topologia de R) estd contenida en M.

5. La funcién p : M — R, definida por p(A) = m*(A), es una medida, la
cual se llama medida de Lebesgue. Esta medida es la que se usara en
este trabajo.

6. La medida p es una medida completa, es decir, si u(A) =0y B C A
entonces B € M.

7. Si E € M, entonces Mg = {ENA: A€ M} es una o-algebra de
E. Un elemento de Mg se llama Lebesgue medible en E. Nétese que

Mg C M.

Definicién 1.1.1. Sea £ € M y p una proposicion abierta definida sobre F.
Se dice que p se cumple casi dondequiera en F (c.d.q. en E), si existe A C F
con u(A) = 0 tal que p(z) se cumple para toda z € E\A.

Definicién 1.1.2. Sea £ € M y pongamos Y = R o Y = R. Una funcién
f:+ E =Y sedice que es medible (o Lebesgue medible), si para todo abierto

U de Y se cumple que f~1(U) € Mg.

Sea ¥ € M. Sig: E — R es una funcién continua c.d.q. en E, entonces g es
medible. También, si f : E — R es medible entonces las funciones f*y f~,

definidas por f*(z) = max{f(x),0} y f~(z) = max{—f(z), 0}, son medibles.

Definicién 1.1.3. Una funcién ¢ : E — R es simple, si se puede expresar
como ¢ = Y. a;Xpg; donde oy # aj y E;NE; = 0,814 # j; E; # 0
para todoi =1,--- ,n;y E = |J E;. Es claro que ¢ es medible si y solo si

=1
E, e Mg paratodoi=1,--- n.

Definicién 1.1.4. Si ¢ : F — R es una funcién simple, medible y no nega-
tiva, entonces la integral de Lebesgue de f se define como

/Ef = ZZ:;%H(EJ
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Definicién 1.1.5. Si f : E — R es una funcién medible y no negativa,
entonces la integral de Lebesgue de f se define como

[r=sm [0

P f
donde Q(f) es el conjunto de todas las funciones ¢ : E — R que son simples,
medibles y satisfacen 0 < ¢(z) < f(x) para toda = € E.

Teorema 1.1.6 (Lema de Fatou). Si (f,) es una sucesion de funciones,
definidas sobre E, medibles, no negativas y de valores en R, entonces

/ liminf f,, < liminf / fn-
E E

Corolario 1.1.7. Si f : E — R es medible y no negativa, entonces

/f:0<:> f=0cd.q. en E.
E

Definicién 1.1.8. Si f : F — R es una funcién medible, entonces la integral
de Lebesgue de f se define como

/Efz/Eﬁ—/Ef,
/Ef+<ooy/Ef‘<oo. (1.1)

La condicién ([1.1)) se cumple si

1< . (1.2)

siempre y cuando

Una funcién f : E — R que satisface (|1.2)) se dice que es Lebesgue integrable.
El espacio de todas las funciones medibles f : £ — R que son Lebesgue
integrables se denota por L!(FE).

Teorema 1.1.9. Si f,g € L'(E) y o es una constante, entonces

/]E(Oéfﬂtg):a[Eer/Eg
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Teorema 1.1.10. Si f € L'(E), entonces |f| € L'(E) y

[ a]= [

Teorema 1.1.11. Sean f,g : E — R medibles tales que f = g c.d.q. en E.
Si f € L'(E), entonces g € L'(E) y

o)

Por el teorema vemos que el conjunto L'(E) es un espacio vectorial
sobre R. Definamos ||-||; : L'(E) — R como

||f||1=/E|f|-

Luego ||-|]; es una semi-norma sobre L!(FE), es decir,
= 0 < fll
= leflle = lafllflh-
= [[f+ gl < WA+ gl
» Si f =0, entonces ||f||; =0.

No se cumple la implicacién: si || f||; = 0, entonces f = 0. Sin embargo,
por el corolario lo que tenemos es que, si ||f||; = 0, entonces f = 0
c.d.q. en E. Por tanto, L'(E) es un espacio semi-normado. Una propiedad
sobresaliente de este espacio, es que es un espacio completo, es decir, toda
sucesién de Cauchy en L'(E) converge en L'(E). Vea teorema [1.1.17, La
prueba de este resultado usa el lema de Fatou y un famoso resultado de
Lebesgue: el teorema de la convergencia dominada.

Teorema 1.1.12 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea
(fn) una sucesién de funciones en L*(E). Si

» (fn) converge c.d.q. en E hacia una funcion limite f, y

» cziste una funcién no negativa g € L'(E), tal que para todo n > 1,

|fu(2)] < g(x) c.d.q. en E,
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entonces la funcién limite f € L'(E), y

o [la-si-
n—oo E
mds ain,
/ f=1lm [ f,.
E n—oo E
Riesz generaliza los espacios L'(E) en la siguiente forma:

Definicién 1.1.13. Seap € R con 1 < p < co. Los espacios LP(F) se definen
como

LP(E):{f:E—HRmedible :/|f|p<oo}, sil<p<oo;
E

L*®(E)={f: EF — Rmedible : |[|f]lo < o0},

donde
[fllo =mf{0<M : |f|< M cdq.en E}.

Para 1 < p < oo, definase || - ||, : LP(E) — R por

i = ([ |f|p);.

La desigualdad de Minkowski (vea teorema |1.1.15) muestra que LP(E) es
un espacio vectorial y ademds que la funcién || - ||, es una semi-norma sobre

/().

Teorema 1.1.14 (Desigualdad de Hélder). Sean 1 <p <oo y 1l < g < o0
tales que % + % =1. 8 f € LP(F) y g € LY(E), entonces fg € L'(E) y

1 glly < [1fllpllgllq-

Teorema 1.1.15 (Desigualdad de Minkowski). Sea 1 < p < o0. Si f,g €
LP(E), entonces f +g € LP(E) y

1f+glle < [1F1lp + llglly-
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Definicién 1.1.16. Sean f € LP(E) y (f,) una sucesiéon en LP(E), con
1 < p < 0. Decimos que (f,,) converge hacia f en LP(E) si || f, — fll, — 0.
Por otro lado, (f,,) es una sucesién de Cauchy en LP(E), si para cada € > 0
hay un natural N tal que para cualesquiera n,m > N, || f, — full, < €

Teorema 1.1.17 (Teorema de Riesz-Fischer). El espacio LP(E) con 1 <
p < 0o es completo. Mas precisamente, si (f,) es una sucesion de Cauchy en
LP(E), entonces existe una subsucesion (f,,) de (f.) que converge puntual-

mente c.d.q. en E a una funcion f € LP(E), ademds (f,) converge a f en
LP(E).

Teorema 1.1.18. 5i 1 < p < oo, entonces LF(E) C L'(E).

Demostracién: Sea f € LP(E) y definamos g(z) = 1, para toda = € E.
Luego g € Li(F), donde ¢ es un nimero tal que i + % = 1. La desigualdad

de Holder (teorema [1.1.14]) garantiza que

gl < £ 1pllgll-

[ 1= [ It

= |l fgll

<[ £1xllgllq
< 0.

Por lo tanto,

Asi, f € LY(E). O
A continuacién, enunciaremos una serie de resultados de la integral de

Lebesgue para funciones definidas sobre intervalos compactos.

Teorema 1.1.19. Sea ¢ € (a,b). Luego, f € L'([a,b]) si y solo si f €
LY(a,c]) y f € L*([c,b]). En cualquier situacidn,

b c b
[i=[r]s
Teorema 1.1.20. Si f € L'Y([a,b]) y ¢ : [a,b] — R es medible tal que
|p| < M c.d.q. en [a,b], entonces fo € L*([a,b]).
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Demostracion: Notemos que

/|f¢| /|f||¢>|<M/|f|<oo

Por lo tanto, f¢ € L'([a,D]). O
Teorema 1.1.21. Sea f : [a,b] — R una funcién medible. Si f € L*([c,b])

para cada ¢ € (a,bl, y
[in<nm

para toda c € (a,b], entonces f € L'([a,b]) y

[r=tm [

Demostracién: Sea (z,) una sucesién en (a, b| tal que x,, — a. Para cada
n € N, sea f, = fX[,y- Luego f, = f sobre [x,,b] y f,, = 0 sobre [a, z,). Por
tanto, lim, . fo(x) = f( ), para todo = € (a,b]. Por hipdtesis y teorema
[1.1.19 f, € L'([a,b]). Observe que para cada n € N,

|ful(@) < |fI(2),
para todo x € [a,b]. Ahora por el lema de Fatou (teorema )

b b
/|f|=/ ltminf |£,.

b
< liminf/ | ful-

/abrfn|=/;rf!sm

b
/|f]§M<oo,

es decir f € L'([a, b]). Por el teorema de la convergencia dominada (teorema
T1.19),

Pero por hipétesis,

para toda n € N. Asi

b

/ f= hm fn— hm f.

Tn

Siendo (x,,) una sucesién arbltrarla que converge a a se tiene lo deseado. [
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Teorema 1.1.22. (Teorema de Fubini, [1, Teorema 10.40]) Sea k una fun-
cién continua sobre [a,b] x [c,d]. Si f € L*([a,b]) y g € L*([c,d]), entonces:

» Para cada y € [c,d], la integral ff f(x)k(x,y)dz existe, y la funcion F
definida en [c,d], por medio de la ecuacion

b
Fly) = [ f@)kta,y)da,
es continua en [c,d].

» Para cada x € [a,b], la integral fcdg(y)k(a:,y)dy existe, y la funcion G
definida en [a,b], por medio de la ecuacion

d
Ga) = [ gw)ka.v)dy
es continua en [a,bl.

s Las dos integrales fcdg(y)F(y)dy y f; f(z)G(x)dx existen y son iguales.
Esto es

/ab/cdf(a?)g(y)k(x,y)dyd:r: /cd/abf(x)g(y)k(x,y)dxdy.

1.2. Aplicacion al calculo

Para una funcién f € L'([a,b]) y un punto ¢ € [a, b] se define su integral
indefinida como la funcién F, : [a,b] — R dada por

Fa= [

La funcién F, pertenece a la clase de funciones que definimos a continuacién.

Definicién 1.2.1. Una funcién F : [a,b] — R es absolutamente continua en
la,b],0 F € AC([a,b]), si para todo € > 0, existe d. > 0 tal que para cualquier
coleccion finita {(zy, yx)} de subintervalos ajenos de [a, b], se cumple que

si Z\yk — x| < 0, entonces Z|F(yk) — F(zp)| < e
k k
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Observacién 1.2.2. AC([a,b]) C C([a,b]).

Es claro que si F,G € AC([a,b]) entonces aF' + G € AC([a,b]) para
cualesquiera «, # constantes. Los siguientes dos resultados nos muestran cri-
terios para ver cudndo el producto y la division de dos funciones en AC([a, b])
esta en el mismo espacio.

Teorema 1.2.3. Si F € AC([a,b]) es tal que |F(x)| > «, para todo = € [a, b
y algin o > 0, entonces + € AC([a, D).

Demostracién: Supongamos que F' € AC([a, b)), asi, para todo € > 0 existe
dc > 0 tal que para cualquier coleccién finita {(zg,yx)} de subintervalos
ajenos de [a, b] se cumple:

si Z|yk — x| < 0, entonces Z|F(yk) — F(xp)| < e
k k

Dado que |F(z)] > a y a > 0, se obtiene que

1 1
< —, para todo x € [a, b].
[F(z)] ~ a
Luego,
—F(x —|—F
S| - pen] = S
< ¥Z|F Yr) k)| (1.3)
€
<
S
Por lo tanto, + € AC([a,b]). O

Teorema 1.2.4. Si F,G € AC([a,b]), entonces FG € AC([a,]).

Demostracién: Dado que F,G € AC([a,b]), para e > 0, existen dp, dg > 0,
tales que para cualquier coleccién finita {(zx, yx)} de subintervalos ajenos de
[a, b] se tiene que:

si Z|yk — x| < dp, entonces Z]F(yk) — F(azp)| < e (1.4)
K k
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si Z\yk — x| < d¢, entonces Z|G(yk) — G(xy)| < e (1.5)
K k

Sea § = min{dp,d¢} y supongamos que » ,|yr — x| < . Notemos que
tanto F' como G son acotadas, sean M; y M,y sus cotas, respectivamente,
luego

Y IFGyy) = FG(y)| =

= |F(yx)Glyx) — F(ax)G ()]

— Zk:]F(yk)G(yk) — F(2)G(yx) + F(x)Gyr) — F)G(ay)]
- Xk](F(m — F(ar))Gyx) + (Glyr) — Gla)) F(aw)|

< Xk](F(yk) — ()G yw)| + ZI(G(yk) = G(a)) F ()|

= ZIF yr) — F ()]G (yr |+ZIG yk) — Gap) [ F ()]

Por lo tanto, se concluye que

STIFG ) ~ FG ()] <.

En consecuencia, F'G es absolutamente continua en |a, b]. ]

A continuacién enunciaremos un teorema indispensable en esta tesis, el
teorema fundamental del cdlculo para la integral de Lebesgue. Una prueba
se puede consultar en [8, Teorema 1.11].

Teorema 1.2.5 (Teorema fundamental del célculo). Sean f,F : [a,b] - R
funciones y ¢ € [a,b].

1. 8i f € LY([a,b]) y F(z) = [ f, para todo x € [a,b], entonces F €
AC([a,b) y F' = f ¢ d q. en [a,b]. En particular, si f es continua en
x € |a,b], entonces F'(x) = f(x).
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2. F € AC([a,b]) si y solo si F' existe c.d.q. en [a,b] y [T F' = F(x) —
F(c), para todo x € |a,b).

Teorema 1.2.6. (Integracion por partes) Si f,g € AC(la, b)), entonces

/abfg’zfgz—/abf’g-

Demostracién: Como f,g € AC([a,b]), se tiene que f’ ¢ existen c.d.q.
en [a,b] y f', g € L'([a,b]). También fg € AC([a,b]), luego por el teorema
fundamental del calculo

b
. (1.6)

a

/ab(fg)’ = fg

Por otro lado, dado que (fg)' = f'g + f¢' c.d.q. en [a,b] se sigue que

/ (fa) = / Fat / N7 (L7)

Por ([1.6) y por (1.7), se concluye que

/abfg’ = fg[ - /abf’g-

Teorema 1.2.7. (Segundo teorema del valor medio, [9, Teorema 2]) Si f €
L([a,b]) y g € C*([a,b]) es una funcién mondtona, entonces existe & € [a, b)]

tal que
q /abfg=g(a)/jf+g(b)/;f-

Demostraciéon: Supongamos sin pérdida de generalidad que g es creciente.
Sea F(z) = [ f. Luego por el teorema F € AC([a,b]). Note también
que al tenerse la igualdad g(z) = [ ¢’ + g(a), la funcién g € AC([a, b]). Ast
por el teorema de integracién por partes (teorema ,

b b b b
/fgz/ F'g=Fyg —/ Fyq'. (1.8)

]
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Observe que la tltima integral en (1.8)) es de Riemann. De esta forma, por
[T, Teorema 7.8],
b b
/ Fdg = / Fyq,
y por teorema [I, Teorema 7.30], existe & € [a, b] tal que

/ Fdg = F(€)(g(b) — g(a)).

Asi

/ fg= — F(a)g(a) - F(€)(9(b) — g(a))
F(€) — F(a)) + g(b) (F(b) — F(€))

YRty



Capitulo 2

ESPACIOS DE SOBOLEV

En este capitulo se introducen los espacios de Sobolev para funciones de
valores reales definidos sobre un intervalo compacto, a través de una modifi-
cacion del espacio de las funciones prueba. Es de destacar que esta modifica-
cién es un resultado original de esta tesis. En estos espacios se introduce el
concepto de derivada débil, finalmente se demuestran algunos resultados re-
levantes en la investigacién, tales como un teorema de integraciéon por partes
y un teorema fundamental del calculo para la derivada débil. Los teoremas
del presente capitulo seran utilizados en las demostraciones de diversos re-
sultados del capitulo 3.

2.1. El espacio de las funciones prueba

De aqui en adelante las definiciones y resultados se presentaran, sin pérdi-
da de generalidad, sobre el intervalo [0, 1], esto con la finalidad de simplificar
calculos, aunque se pueden extender a cualquier intervalo compacto.

Definicién 2.1.1. Sea C1L([0,1]) el conjunto de funciones ¢ € C([0,1])
tal que existe una particién {[z;_1, 2]}, de [0,1], de manera que ¢ €
C'((w;_1,2;)) y los limites laterales existen, es decir, ¢'(zo+), ¢’ (z1—), ¢’ (x1+),
ey (@1 —), (1), ¢’ (z,—) existen.

A partir del conjunto C%([0,1]) se define el espacio de funciones prueba.

Definicién 2.1.2.
V = {p e C7([0,1]) : p(0) = p(1) = 0}.

13
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Observacion 2.1.3. Las siquientes propiedades son vdlidas:
» Sip eV, entonces ¢ € L*([0,1]).
» Sip eV, entonces p € AC([0,1]).
» Sip eV, entonces ¢ € C([0,1]).
» Sip eV, entonces fol ¢ =0.

El siguiente resultado es de gran importancia en el desarrollo de la inves-
tigacién de esta tesis.

Lema 2.1.4. Sean f,g € L'([0,1]) con g continua por la derecha en x = 0.
Luego

1
/0 [fo+9¢]=0,

para toda ¢ € V' si y solo si

g(z) = /Oxf +g(0),

para casi todo x € [0, 1].

Demostraciéon: Supongamos que

/Ol[fsoJrgsO’] =0, (2.1)

para toda ¢ € V., y definamos la funcién G(z) := [ g, luego por el teorema
fundamental del célculo [[.2.5] G es diferenciable excepto en un subconjunto
K de [0, 1] de medida cero y G' = g sobre [0, 1]\ K. Sea z € (0,1)\ K, elijamos
e tal que 0 < e < % y definamos la siguiente funcién

z, si 0<x<e¢

1, si e<x<zT-—g¢
plr) = f;x, si T—e<z<1;

0, si z<x<l.

La derivada de ¢ es

%, si 0<z<e
o )0, si e<x<1T—e¢
() = -1, si z-e<az <@

0, si T <x<l.
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Por lo tanto, ¢ € V. Luego por ([2.1)) se obtiene lo siguiente

1 1
0=/ f90+/ g¢’
0 0
€ T—e T 1 € T—e
=/f<ﬁ+/ so+/ fso+/ fs0+/gcp’+/ g¢’
0 € T—e T 0 €
T 1
+/ gso’+/ g¢’ (2.2)
1 € T—e 1 T .
:E/ f(x)xda:Jr/ f+2/ F(2) (G — 2)de
0 € T—e
1 [€ 1 [?
+ - g— - g.
€ Jo € Ji—e

Dado que f € L'([0,1]) y la funcién I definida por I(z) = x es monétona, se
tiene por el teorema que existe £ € [0, €] tal que

/06 f(z)zdx = I(0) /0£ f(z)dx + I(e) /6 f(z)da
- 0/0£ f(x)dz + e/; f(z)dx

e /5 fw)dr,

luego

e—0 € e—0

_ /00 f(x)dz
— 0.

1 € €
lim — dr =11 d
fm /o f(x)zdz 1m/g f(z)dz

De forma anéloga,

liml/ﬁ7 f(z)(& — z)dx = 0.

e—0 € [,

Por otro lado, g es continua por la derecha en z = 0, asi por el teorema [1.2.5]
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G'(0) existe, de aqui que

A Y |
i =) 9= lim 26
:h’mw
e—0+ e—0
=G'(0)
= g(0).

Con todo lo anterior y de (2.2)), obtenemos

hm f—l—g —hm/

[y

Notemos que / g = G(2)—G(z—¢). Ademas, por la definicién de derivada,

(2.3)

1 [* G(z) — G(z —
i [ = EE = CGE—)
e—0 € e e—0 €

o, GlE =0 ~ G(@)
= G'(2)
= g(2).

Por lo tanto, por la igualdad (2.3)), concluimos que

=/:f+g(0)

Para la reciproca, supongamos que

_ /O " (8)ds + 9(0)

para casi todo « € [0,1]. Definamos H(x) = [ f(s)ds + ¢(0), luego H = g
c.d.q. en [0, 1]. También, dado que f € Ll([O 1]), se tlene que H € AC(]0,1])
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y H = f cd.q. en [O 1] ademds ¢ € V, de modo que ¢ € AC([0,1]).
Aplicando el teorema [1.2.6] obtenemos que

/H’w Hoplp - /Hso

/01[f90+9<p’] = /OI[H’sOﬂLHw']

:/OlH’go—i-/Ongo'
= H(1)p(1) — H(0)¢(0)
= 0.

Por lo tanto

Corolario 2.1.5. Sea f € L'([0,1]). Si

/fs@—O

para toda p €'V, entonces f =0 c.d.q. en [0,1].

Demostracion: Tomando a g = 0 en el lema anterior, se obtiene que

/Oxfzo,

para casi todo x € [0,1]. Definamos F(z) = [ f, luego F es continua sobre
[0,1] y F =0 c.d.q. en [0, 1]. Ahora supongamos que existe z € [0, 1] tal que
F(z) # 0. Dado que F' es continua, para € = |F(z)|, existe § > 0 tal que

|F(z) — F(y)| < |F(z)|, para todo y € (x —d,x + ) N[0, 1].

Notemos que si F(y) = 0, entonces |F(z)| < |F(z)|, lo cual es una con-
tradiccién, de aqui que F(y) # 0, para todo y € (z — d,x + §) N [0,1].
Observemos que (z — d,z + 6) N [0, 1] es un intervalo contenido en [0, 1] y
u((z —d,z4+6)N[0,1]) > § > 0, para todo y € (x — d,x + ) N[0, 1]. Por lo
tanto, se tiene que F' # 0 en un conjunto de medida no nula, lo cual es una

contradiccion. Asi
F(x) =0, para todo = € [0, 1].
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Por otro lado, aplicando el teorema [1.2.5| , obtenemos que F’ = f c.d.q. en
[0, 1], es decir, existe K C [0, 1], con u(K) = 0, tal que para cada x € [0, 1]\ K,
F'(z) = f(z). Sea z € [0,1] \ K, luego

f(x) = F'(x)
_ lm F(z+h)— F(x)
h—0 h
0-0

= lim ——
h—0

=0.

En consecuencia f =0 c.d.q. en [0, 1]. O]

Corolario 2.1.6. Sea f € L'([0,1]). Si

1
/ fe' =0,
0

para toda ¢ € V', entonces existe una constante C' tal que f = C c.d.q. en

0, 1].

Demostracion: Supongamos que

/ pe =, (2.4)

para toda ¢ € V| y definamos la siguiente funcién
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Verifiquemos que z € V. Como ¢,¢ € C([0,1]), entonces ¢ — (fol gp) (NS

C([0,1]), asf por el teorema [1.2.5, 2'(z) = ¢(z) — <f01 go) ¥ (z), para todo

x € [0,1]. Por lo tanto, z es derivable en [0, 1], en consecuencia z € CH([0, 1]).
Ademés, z(0) =0y

Jun

:/01¢_/01¢(/024tdt+[(—4t+4)dt)

de aqui que z € V.
Por otro lado, notemos que fi € L'([0,1]), luego por (2.4)) y por el teorema

de Fubini se sige que
- [

- /Olf () [W) - ( /0 1so(t>dt) ¢(x)] dx

- [ [ [ s@stovas

= [ et [ [ roretomits

= [ (10~ [ s ooy

para toda ¢ € V. Asi, por el corolario anterior, f = fol fiedq.en[0,1]. O
Teorema 2.1.7. Sean g € L*([0,1]) y yo € [0, 1] un valor fijo, definamos

v(t) = /tg(x)dx, t €[0,1].

Yo
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1 1
/vdz—/g%
0 0

Demostracién: Dado que g € L'(]0, 1]), se sigue del teorema fundamental
del célculo que v € C(]0,1]). Para demostrar la siguiente parte del teorema,
definamos las funciones K1(z,t) y K2(z,t) de la siguiente manera:

Luego, v € C([0,1]) y

para toda ¢ € V.

0, size]0,t);
17 six € [tayO];

Ku%w:{

[ 1, stz € [yo,t];
K2(z,t) = { 0, sizeltl].

Ahora, definamos las siguientes sucesiones de funciones:

0, sizel0,t—2);
Kl,(z,t)=% n(z—t+2), sizelt—=1i1);
8 six € [t,yol;
y
1, six € [yo,t—%);
K2,(z,t) =X n(z—t+2), sizelt—11);
0, stz e [t,1].

Notemos que

lim K1,(x,t) = K1(z,t) y lim K2,(z,t) = K2(x,t).

n—oo n—oo

/ . / / £)dadt
/ / t)dxdt + / / t)dxdt
/ / t)dxdt + / /y 0 t)dxdt

Luego,
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Yo Yo
/ / letdazdt—i—/ / (t)K2(x,t)dxdt
Yo

Yo Yo
/ / ) lim K1, (x,t)dxdt
n—>00

/ / ) im K2, (x,t)dzdt.
9o TL‘)OO

Por lo tanto,

/ / / () Mm K1, (z,t)dudt
// (t) lm K2, (z, t)dwdt. (2:5)

A continuacién aplicaremos el teorema de la convergencia dominada a la
igualdad anterior, para ello, tomemos a f,(z) = g(x)K1,(z,t), luego f,(x) —
g(x)K1(x,t). Notemos que f,(x) es una sucesién de funciones Lebesgue in-
tegrable en [0, yo], ya que g € L'([0,v0]) v K1,(z,t) es continua y acotada
para todo n € N. Por otro lado

| fu(x)] = |
= |g(2)||[ K1, (2, 1)
< |g(x)|.

9(x) K15 (2, 1)]

Como g € L'([0,yo]), se tiene |g| € L'([0,y0]) y ademds |g| es no negativa,
luego por el teorema de la convergencia dominada,

/ / ) lim K1,,(x,t)dxdt
n-}OO

Yo Yo
= —/ go’(t)/ g(x) lim K1,(x,t)dzdt
0 0

n—o0

Y0 Yo
= —/ go’(t)/ lim g(z)K1,(x,t)dxdt
0 0

n—0o0

Yo Yo
= —/ ¢'(t) lim g(2)K1,(z, t)dzdt
0 n—o0

Yo
= —/ lim/ 1n(z, t)dxdt.
0 n— o0

(2.6)
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Sea s, = f x)K1,(z,t)dx. Por el teorema S, €s una sucesion
de funciones Lebesgue integrable en [0, yo] y ademds, por (2.6)), tenemos que
sn— @'(t) [ g(@) K1(x, t)dx. Més ann,

sult) =| [ ¢ gt 1o )]
<10 [ loto)lds

< "9l

Como ¢ € V, vemos ¢' € L'([0,yo]), en consecuencia |¢'| € L*([0, yo]), por
lo tanto, |’ (t)|||lgll1 € L'([0,%0)) ¥ es no negativa, asi, por el teorema de la
convergencia dominada se sigue que

Yo Yo
—/ lim s, (t)dt = — lim sp(t)dt
0

n—oo n—oo 0

w [0 (2.7)
~ lim / / S (1)g(2)K 1 (@, £)dadt.
De las igualdades ([2.6]) y (2.7)), se obtiene que
Yo Yo
/ / hm K1, (z,t)dxdt
Yo Yo
= — lim / / o' (t)g(x) K1, (x, t)dzdt. (2.8)

De manera analoga se llega a que

11
/ / g(z)'(t) im K2,(x,t)dzdt = lim / / 2, (z, t)dzdt.
S (2.9)
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De (2.5), (2.8), (2.9) y por el teorema de Fubini, se sigue que

/ / / ) lim K1,(x,t)dxdt
n_>00
/ / hm K2, (x,t)dxdt
= — lim/ / o' (t)g(x)K1,(x, t)dzdt
11
- h'm/ / ()¢ () K2, (z, t)dxdt
n—oo Yo
Y0

= — lim / 1n(z, t)dtdx

n—oo

+ h'm/ / 2, (z, t)dtdz.
n—oo

Después de utilizar el teorema de Fubini, nos interesa introducir nuevamente
el limite dentro de la doble integral, para eso observemos que

/ / lim g(z)¢'(t) K1, (x, t)dtdx

Yo Yo
_ / o) / lim (1)K 1, (2, £)did.
0 0

n—oo

(2.10)

Ahora, definamos h,, = ¢'(t)K1,(x,t). Dado que ¢’ € L*([0,1]) y K1,(x,t) <
1, se sigue que h,, es una sucesién de funciones Lebesgue integrable en [0, yo].
Ademés h,, — ¢/ (t) K1(z,t) y

[ (£)] = 1 (8) K 1 (2, )]
< l¢'(t)].

Como ¢' € L*(]0,yo]), se tiene que |¢'| € L*([0, yo]) y es no negativa. Por el
teorema de la convergencia dominada

/ / lim g(z)¢'(t)K1,(x, t)dtde =

Yo Yo
—/ lim / g(x)¢' (t) K1, (z,t)dtdx. (2.11)

~—
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Ahora bien, definamos t,(z) = [° g(x)¢'(t)K1,(x, t)dt. Luego, por el teore-

ma fundamental del calculo t,, es una sucesion de funciones Lebesgue inte-
grable sobre [0, yo|, y ademés

|_L/ () K1, (x, t)dt|

yo
< lgts |/ ()i

< lg(@)ll#'ll1-

Dado que g € L'([0,yo]), entonces |g| € L'([0,y0]), luego [l¢'[l:|g(x)| €
L'([0,40]) y es no negativa, nuevamente por el teorema de la convergencia
dominada se obtiene que

Yo Yo
—/ lim t,(z)dz = — lim tn(z)dx
0 n—o0

n—0o0 0

Yo Yo
= — lim / / g(z)' (t) K1, (x,t)dtdx.

De las igualdades (2.11]) y (2.12)) se concluye que

— lim/ / g(x)' () K1, (x, t)dtdr =

t/%/%hmg (8K Ly (, £)dtde. (2.13)

n—o0

(2.12)

De manera analoga se obtiene que

11
lim / / g(2)' (t) K2, (z,t)dtdx =
" Sy Jyo

/ / lim g(x)¢'(t) K2, (x, t)dtdz. (2.14)
9o n—oo
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Por lo tanto, de (2.10)) (2.13)) y (2.14)) se sigue que

1 Yo Yo
[eo== "] 1 o) K1 G e

11
+ lim g(z)¢'(t) K2, (z,t)dtdx

/ " @) (VK (s, {)dbda
+/ / g(x)¢' (t)K2(x, t)dtdx

/0 g(z)¢' (t)dtdr + / / t)dtda

[
:_A”g@@@> <»@+/Qxan—w@Mx
|

—~

Yo

[]

2.2. Una definicién alternativa de los espacios
de Sobolev

A continuacién introducimos los espacios de Sobolev cambiando el espacio
de funciones prueba clasico por el espacio V. Esta definicién alternativa es
una propuesta original de este trabajo. Asimismo, se mostraran algunas de
sus propiedades bésicas.

Definicién 2.2.1. Consideremos p € R con 1 < p < oo. El espacio de
Sobolev WP se define como

1 1
Whe = {u € LP([0,1]) : 3g € L”([0,1]) tal que / up' = —/ ge, Ve € V} :
0 0

Para v € WP, denotamos a g por @ y se le denomina derivada débil de w.

Teorema 2.2.2. Si 1 < p < oo, entonces Wt? C WhHt,
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Demostracién: Sea u € W, luego u € LP([0,1]) y existe g € LP([0, 1]) tal
que

1 1
/ up' = —/ gy, para toda p € V.
0 0

Por el teorema[1.1.18] se tiene que u € L'([0,1]) y g € L*(]0, 1]), por lo tanto
ue Wht, O

Teorema 2.2.3. Sea u € W'P. La derivada débil @ de u estd bien definida.

Demostracién: Supongamos que existe v # u, con v € LP([0, 1]), tal que

1 1
/ up' = —/ vy, para cada ¢ € V,
0 0

1 1
—/ U<P=—/ wp,
0 0
1
—/(v—a)sz.
0

Como u € WP entonces por el teorema previo, v € Wbl Aplicando el
corolario se tiene que v — 4 = 0 c.d.q. en [0, 1]. Por lo tanto v = @ c.d.q.
en [0,1]. O

Proposicién 2.2.4. Si f,g € L'([0,1]) y a € R son tales que f y g tienen
deriwada débil f y g respectivamente, entonces

(af +9) =af + 4.

Demostracién: Por hipétesis, existen f, g € L([0,1]) tales que
1 1
/ fe'=—1 fo
0 0
1 1

/gw’z—/ g9,
0 0

para toda ¢ € V. Luego, por la linealidad de la integral de Lebesgue y lo
anterior se obtiene que

/Ol(ocf+g)<p’ - —/Ol(aerg)so,

para toda ¢ € V. Por lo tanto, (af +¢g) = of + g. ]

en consecuencia

asi
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En el siguiente ejemplo se muestra una funcién que pertenece a Wh! y el
proceso para hallar su derivada débil.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos la funcién u : [—1, 1] — R definida por u(z) =
|z|. Es claro que u € L*([—1,1]). Para hallar @, tomamos ¢ € V y usamos
integracién por partes de la siguiente manera

1 0 1
[ el = [ o+ [ ae
-1 -1 0
0 1
:—/ xgo’+/ zy
-1 0
0 1
_ 0 1
——w\ﬁ/ s0+wlo—/ @
—1 0
0 1
o
-1 0
0 1
= ([ e+ [we)
—1 0
1
= _/ ge,
~1

(z) = -1, si —1<z<0;
=11, sio<z<l

donde

La funcién g en el punto 0 puede tomar cualquier valor en R, esta es una
ventaja de la derivada débil en comparacion de la derivada clasica. Por lo
tanto, u = g y es claro que g € L'([-1,1]).

Teorema 2.2.6. Si u = uy c.d.q. en [0,1] y u; € AC([0,1]), entonces u €
Wht gy i =uj.

Demostracién: Sean wu,u; funciones tales que u; € AC([0,1]) y u = uy
c.d.q. en [0, 1]. Luego por el teorema fundamental del cdlculo [1.2.5] existe u}
c.d.q. en [0, 1]. Por otro lado, tomando ¢ € V, obtenemos que ¢ € AC([0,1])
e integrando por partes hallamos que

1 1 1 1
/U’lw=um‘ —/ uw’z—/ urg’,
0 0 0 0
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para toda ¢ € V. En consecuencia

1 1 1
/w’z/ ulw’z—/ uyp,
0 0 0

para toda ¢ € V. Por lo tanto, u € Wl y 4 = u]. O

Observacion 2.2.7. Del teorema anterior, se tiene que toda funcion abso-
lutamente continua en [0,1] estd en W, es decir, tiene derivada débil. Mds
aun, la derivada débil coincide con la derivada cldsica.

Teorema 2.2.8. Siu € Whl, entonces existe una funcién u € C([0,1]) tal
que
u=1u c.d.q. en[0,1]

d
u(d) — u(c) = / U, para todo c,d € [0, 1].

Demostracién: Sea (z) = [ 4. Dado que u € W', se tiene que u €
L([0,1]), del teorema, se sigue que u € C([0,1]) y

1 1
/ i’ = — / i,
0 0
para toda ¢ € V.

Por otra parte, como u € Wht,

1 1
—/ wp—/ uy
0 0

para toda ¢ € V', asi

para toda ¢ € V.

Dado que @ es continua y u € L*([0,1]), (u — @) € L*([0,1]). Por el corolario
2.1.6| existe una constante C' tal que u — @ = C c.d.q. en [0, 1]. La funcién
= U+ C es continua en [0, 1] y, ademas,

a(d):/odu+c,
u(c) :/Ocu+0.
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Por lo tanto,
d
id) - () = [ 1,
para todo ¢,d € [0, 1]. O

Observacién 2.2.9. Toda funcién v € W' admite una (y solo una) re-
presentacion continua @ en [0,1]. Mds ain, u € AC([0,1]) y, por el teorema

224 i~ .

Finalmente, se tiene un teorema de integracion por partes para funciones
en W1l en términos de la derivada débil.

Corolario 2.2.10 (Teorema de integracién por partes para la derivada débil).
Siu,v € W, entonces uv € Wht y

(uv) = dv + ud.

Mids ain, si uwv € L*([0,1]) y uw(0+) = u(0), v(0+) = v(0), u(1—) = u(1) y

v(1—) = (1), entonces
1 1 1
/ W = uv —/ uv. (2.15)
0 0 0

Demostracién: Sean u,v € Wh. Por la observacion[2.2.9], 4,9 € AC([0, 1)),
tales que, & = @ y v = ¢'. Del teorema [1.2.4] se tiene que uv € AC([0,1]).
Asimismo, dado que u = @ c¢.d.q. en [0, 1] y v = © c.d.q. en [0, 1], del teorema
se obtiene que uv € Wh. Ademds,

(wv) = (ud) = a'0 + ud" = v + uv,

c.d.q. en [0, 1]. Integrando la igualdad anterior, se obtiene que

[y = [ @y =

de aqui que




Capitulo 3

Existencia y unicidad de la
solucion de un problema con
valores en la frontera

En este ultimo capitulo, se exponen condiciones suficientes para garanti-
zar la existencia y unicidad de la solucién a un problema de Sturm-Liouville
con condiciones de frontera de Dirichlet, a través del estudio del problema
variacional asociado.

3.1. Equivalencia entre el problema con valor
en la frontera y el problema variacional

Empecemos recordando que, para 1 < p < o0, los espacios de sobolev
estan definidos por

1 1
Wwhe = {u € LP([0,1]) : 3¢9 € L*([0,1]) tal que / uyp' = —/ gp, Vo € V} :
0 0

A continuacién se definen dos espacios importantes que se utilizan en la
formulacion del teorema de existencia y unicidad.

Definicién 3.1.1. El espacio de funciones doblemente derivables en el sen-
tido débil, estd definido por

Wyl ={uewh . aewh)

30
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o e s . 1.1 .
Definicién 3.1.2. El espacio W, se define como el subespacio de W1,
formado por las funciones que son continuas unilateralmente en los extremos
del intervalo [0, 1] y son iguales a cero en esos puntos, es decir,

Wyt = {ueWh . u0) = u(0+) = u(1) = u(1-) = 0}.

Sean f,q € L'([0,1]) y p € AC([0,1]) tal que |p(z)| > «a, para todo
x € 0,1] y algin o > 0.
Considere los siguientes problemas:

I. Hallar u € W, tal que

{ —[pt] 4+ qu = f c.d.q. en [0,1];
u(0) = u(04) = 0,u(l) = u(1—) = 0.

II. Hallar u € W' tal que
1 1 1
/ pugp’—i—/ que :/ fo, paratoda p € V. (3.2)
0 0 0

Observe que por el teorema existe u € C([0,1]) tal que u =@ c.d.q. en
0,1], asf w € L>([0,1]) y por tanto qu € L'([0,1]), de esta forma la segunda
integral en la igualdad anterior esta bien definida.

Proposicién 3.1.3. El problema con valor en la frontera (I) y el problema
variacional (II) son equivalentes.

Demostraciéon: Supongamos que u € I/V21 1 es una solucién del problema
con valor en la frontera (I). Multiplicando en ambos lados de la ecuacién
diferencial (3.1)) por ¢ € V e integrando de 0 a 1, obtenemos que

—/Ul[pu]'so+/01qus0=/01fs0-

Luego, por la definiciéon de derivada débil se tiene que

1 1 1
/m'w”r/ qw:/ fe,
0 0 0

para toda ¢ € V. Ademds u(0) = u(0+) = u(1) = u(1=) = 0, asi, u € W'
y, por lo tanto, satisface el problema variacional (II).
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Por otro lado, supongamos que u € VVO1 1 es solucién de (IT), en conse-

cuencia,
1 1
/ plp' = —/ (qu— fe, (3.3)
0 0

para toda ¢ € V, asi pues, ptu € W', Ademds, notemos que * € AC([0, 1]),
esto por el teorema m luego % € Wt Del teorema [2.2.10| se sigue que
U= %(pu) e Wh, por tanto, u € W,

Por otra parte, dado que pi € WHi, se tiene que

/01 plp’ = — /Ol(pu)'sm (3.4)

para toda ¢ € V. De (3.4) y de (3.2)) se sigue que
1
/ [=(p) + qu — flp =0,
0

para toda ¢ € V. Por el corolario , —(pt) +qu = f c.d.q. en [0, 1]. Por
lo tanto, u satisface el problema (I). O

3.2. Del problema variacional al problema ope-
racional

A través de la proposicién se demostr6 que los problemas (I) y (II)
son equivalentes. Ahora, para hallar una solucién del problema con valor en
la frontera (I), demostraremos la existencia de una solucién del problema
variacional (II). Para lograr tal propdsito, definamos los operadores I, [ :
V =R (parau e W)y B: Wy"' x V — R de la siguiente manera

B(umf))z/olpw’, lu(so)z/olqw y lf(@ﬁ):/olfso. (3.5)

Proposicién 3.2.1. Los operadores I, y ly son operadores lineales y B es
un operador bilineal.
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Demostracién: Sean ¢, s € V y a € R. Luego,
1 1 1
Lu(apr + p2) =/ qu(apr + pa) :/ QU(a¢1)+/ qu(p2)
0 . . 0 0
Za/ qup +/ quips = aly(p1) + Lu(p2)-
10 ’ 1 1
lf(a<,01+902)=/0 flapr + p2) :/0 f(asol)+/0 f(2)

_ / fort / fior = aly(pr) + 1y (i2).

Sea ug € W1 fijo, entonces

1 1 1
B(Uo,asolJrsoz):/ pdo(a901+s02)’=/ puow’1+/ Plioh
0 0 0

1 1
= 04/ pio + / prigh, = aB(ug, ¢1) + B(ug, g2).
0 0

Sea ¢y € V fijo, asi

1 1
B(aul+U2,wo)=/ p(aul+U2)'s&6=/ ploviy + 1iz) gy
0 0

1 1 1 1
—/ pau‘wﬁ/ pu‘z%—&/ pd1<p6+/ ol
0 0 0 0

= aB(u1, o) + B(ua, o).

33
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Observemos que resolver el problema variacional (3.2)) es equivalente a

encontrar u € W' tal que

B(u, @) + Lu(p) = 1;(), (3.6)

para toda ¢ € V. El siguiente objetivo es reducir el problema (3.6) en un
problema que dependa tinicamente del operador bilineal B. Para lograrlo, en
las siguientes dos proposiciones veremos que tanto [, y Iy se pueden definir

en términos del operador B.

Proposicién 3.2.2. Eziste un operador lineal A : W' — Wy tal que

l.(¢) = B(A(u), ), para todo u € W' y o e V.
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° 2 1,1 . . .
Demostracién: Sea u € W y definamos las siguientes funciones:

ha(t) = —ﬁ / qu

y
K 1
Zu(t> = / (hu - au_>7
0 p
donde «,, = ffO =. Notemos que h, y z, son absolutamente continuas sobre
P
[0, 1], se sigue de la observacién que z, € WhHl ademsés,
0 1
24(0) = / (hy —ay,—) =0
0 p

1 1 1 1 1
hy,
0 - o P 0 0

0

Como z, es continua sobre [0, 1], se tiene que 2,(0) = z,(0+) = z,(1—) =
z,(1) = 0, por lo tanto z, € W' Ahora, definamos el operador A : W' —
W, como

A(u) = z,. (3.7)

Mostraremos que el operador A es lineal. Sean uy, us € VVO1 d y B € R, observe
primero que

1 t
h(Bus4us) = — P/o q(Buy + ug) = /qul+/ qua ) = Bhy, + hay,

1
Jo hgususy o B f ”
Q(Burtuz) = . 1 1 2 = 5 1 0 . 6(1“1 + Aoy -

0 p 0 p Op
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Luego
A(ﬁul + u2) - Z(Bul—i-ug)

t 1
= / (h(ﬁm-i-m) - a(ﬁﬂ1+u2)_)
0 P

t
= / (6% + Py — 6%% - auQ%>

0
= 5/0 (hm - am%) +/O (h/u2 — au2%>
= Bzu, + 2wy = BA(u1) + A(uz).

Este operador va a ser fundamental para los resultados que se mostraran
mas adelante.

Demostremos ahora que [,(¢) = B(A(u), ) para todo ¢ € V. Por el
teorema fundamental del cdlculo para la integral de Lebesgue (teorema
y la observacion se sigue que z, = h, — au%. Sea p € V luego

B(A(u), ) = B(zu, ) = /01 pZu’ = /01 p(hu - a%)so’

= [up == [ (- [[aw) -]

Pongamos F,(t) = —fg qu — o, de esta forma F, € AC([0,1]). Por los
teoremas [I.1.11] [1.2.6] y [1.2.5] se tiene que
1 1 1 t ’
/ F,o' = F,p —/ [( —/ qu) — ocu} o(t)dt
0 0 0 0

(3.9)

= /01 qup = L ().

De (3.8) v (3.9) se concluye que B(A(u), @) = L.(p). O

Proposicién 3.2.3. Eziste una funcion v; € Wy tal que 1;(¢) = B(vys, ),
para toda ¢ € V.

Demostracién: Sea F(z) = [ f, con z € [0,1]. Por el teorema funda-
mental del cdlculo F' = f c.d.q. en [0,1]. Ahora, definamos la funcién v
por

t1
vf=/0 (87— )
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LE
donde f; = fol 2. Demostremos que vy € W, Notemos que vy € AC([0,1]),
0 p

as{, vy € WL Por otro lado, observemos que

Por la continuidad de vy, se tiene que v (0) = v, (04) = vp(1—) = vy(1) =
0, en consecuencia vy € I/VO1 1. Ademéds, por la definicién del operador B y el

rem igue qu
teorema se slgue que

1
B(vg, ) = / pUre’
0

= [ (-, (310)
= /01(5f — F)¢'

Sea G = By — F, luego G € AC([0,1]), por el teorema de integracién por
partes se obtiene que

1 ] 1
/ G@':ch‘o—/ —Flyp
0 0 (3.11)

I/Olfsa

Por (3.10) y (3.11]), se obtiene que B(vs, @) = l¢(p), para toda p € V. O

Con todo lo anterior, obtenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.2.4. El problema variacional (II) es equivalente a encontrar
ue Wy tal que

para toda ¢ € V.

Demostracién: Por ((3.5)),

1 1 1
B(u,sO):/O plp, lu(w)z/o quep y lf(%‘)):/o fo,

para cualesquiera u € T/VO1 a y ¢ € V. Méas auin, por las proposiciones y

3.2.3
l(p) = B(A(u),») v li(¢) = Blvg, ),

para toda ¢ € V. Por lo tanto,

B = [ o, Bawe = [we v Bono= [ s

para cualesquiera u € I/VO1 1y ¢ € V. En consecuencia, existe u € I/VO1 1 tal

que
1 1 1
/ plg' +/ quip = / fe,
0 0 0
para toda ¢ € V si y solo si existe u € VVOL1 tal que
B(u, ) + B(A(u), ) = B(vy, ),

para toda ¢ € V. Por la linealidad de B, esto tltimo es equivalente a que
existe u € VVol’1 tal que

B(u+ A(u) — vy, ) =0,
para toda ¢ € V. O

Ahora bien, en la siguiente seccién usaremos el teorema de la alternati-
va de Fredholm para operadores compactos, y asi mostrar que bajo ciertas
.. . 1.1 . ,
condiciones existe u € W tal que u + A(u) = vy, es decir, se tendria

u—+ A(u) — vy =0,

lo cual implicarfa la igualdad (3.12)), para toda ¢ € V.
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3.3. Existencia y unicidad

En esta seccién nos encargaremos de garantizar la existencia y unicidad
de la solucién del problema ((3.1)).
Se sabe que VVO1 1 C L>([0,1]), de esta forma, podemos considerar al
. 1,1 R .
espacio Wy con la semi-norma ||u|lw = ||t|le + |1, donde

| flleo =f{0 <M : |f| <M cd.q.en[0,1]}.

Mostraremos a continuacién que el operador A dado en ([3.7)) es compacto
con la semi-norma ||u||w, para esto usaremos el teorema de Arzeld-Ascoli.

Definicién 3.3.1. Sean X y Y espacios normados. Un operador lineal T :
X — Y se llama compacto si para toda sucesién acotada (x,) en X, la
sucesion (T'z,,) contiene una subsucesién convergente.
Es claro que C([0,1]) € L*([0,1]), luego la norma || - || al restringirse
sobre C'(]0, 1]) se transforma en || f|lc = m[éx]|f(x)|.
z€|0,1

Teorema 3.3.2 (Teorema de Arzeld-Ascoli). Sea Y = C([0,1]) dado con la
norma || - ||eo- Un subconjunto H de 'Y es relativamente compacto en'Y siy
solo si:

1. H es acotado, es decir, existe una constante C, tal que
v(z)] < C,
para todo x € [0,1] y toda v € H.
2. H es equicontinuo, es decir, si para cada € > 0 existe d > 0 tal que
[o(z) —o(y)| <e,
para todo x,y € [0,1] con |x —y| < § y para cada v € H.
Teorema 3.3.3. El operador A - (W', || - lw) — Wo''s || - lw) dado en

es compacto.

Demostracion: Sea 2 C VVO1 1 un conjunto acotado, es decir, existe M > 0
tal que ||u|lw < M, para toda u € €. Sea

1
H:{hu—au;:ueﬁ}.
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Observe que H C C(]0, 1]). Mostremos que H es relativamente compacto con
la norma || - ||. Para esto usaremos el teorema de Arzeld-Ascoli, de esta
forma tenemos que demostrar que H es acotado y equicontinuo.

1. Primero, observemos que si u € 2, entonces

o = Mol Jolhd _ o | = e o o
o sl — o3l o 3
o gl foauldt 32 flaul _ Jy Allgull
I Y ' B
lalhllullse  lallallullw _ lallbe
Coallygl T oallgl Telkdl

| . Luego para cualesquiera z € [0,1] y u € Q,

al fy L

1 1 v 1 1 *
~oug| = =5y = ol = g () e+ o)

! lalhM \ _ Ll 1
< —(lalillulloe + ~5855) < MU= (14 1) = €.
O“fo Z‘

Pongamos K =

Por lo tanto, H es acotado.
2. Ahora, veamos que ‘H es equicontinuo. Pongamos Q(t) = fot lg|. Sea € > 0,
dado que @ y % son funciones continuas sobre [0, 1], existe un § > 0 tal que

para cualesquiera x,y € [0,1] con |y — x| < 0, se tiene

! ! ¢ e
W ool ST Y 1w -l <o

Sean z,y € [0,1] con |y — z| < § y u € Q. Supongamos sin pérdida de
generalidad que x < y, luego

(haly) = s ) = (hule) = euzts) =

1 Y 1 1 v 1
:—@/0 qu—aum—km/o qu+aum
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L (Lura) s ([ara) - ([
Y —

g () (e
_(/quum)}

=[5 ) ([ ) = [

Por lo tanto,

\<hu<y>—%>—<hu<w> ) =
sl (o) o

RS gl M
(HQH [lloo + \f&%})

1 Yy
e ([t sr < redaen )

11 lalli M
= ‘p(y) plx) (H M ozlfJﬁ!)
v /y |q|) wf{0<r : Jul <rcda en [0, 1]}
1 1 L/
<ot = | @ B latar+ 2 ([ 1ol s
1 1 1
< o = | @ B el + % (@) - Qo) v
< 5 + 5 = €.

En consecuencia H es equicontinuo.
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Por el teorema de Arzel4-Ascoli se concluye que H es compacto en C([0, 1])
bajo la norma |[|-||. Mostremos ahora que A es compacto con la norma ||- ||y

Sea (u,,) una sucesién acotada en (Wy™, ||+ [lw). Pongamos Q = {u, : n € N},
luego por lo que se prob6 anteriormente la clausura de H = {h, — au% tu €
2} es un subconjunto compacto de C([0,1]) con la norma || - [|». Dado que

(hu, — Ozun%) estd en H se tiene que existe (hq,, — au,, ;) una subsucesion de
(hu, — aun%) y g € C([0,1]) tal que ||hy, — au, +— gl = 0. Por lo tanto,

p
o, — Qu, + — g uniformemente sobre [0, 1]. Asi
ng p

t 1 t
/ (hunk - —) —>/ g
0 P 0

uniformemente sobre [0, 1]. Sea z(t) = f(f g, luego z,, — z uniformemente
sobre [0, 1]. Por lo tanto, z(1) = lim 2, (1) = 0 y claramente 2(0) = 0. Por
el teorema [1.2.5, z € AC([0,1]), luego por la observacién z € Wy

Finalmente, como z,, — z uniformemente sobre [0, 1], entonces

unk

”Zunk — 2|fc = 0

y dado que hy,, — aunk% — g uniformemente sobre [0, 1] entonces

: . 1
120, — 2l = [P, — Cun, S = gl = 0.
Por lo tanto, ||Au,, —z||lw = qunk —z|lw = qunk —zHOO—i—Hzijnk —Z|l3 =0,
en consecuencia, el operador A es compacto. O

A continuacién, se enuncia el teorema de la alternativa de Fredholm, el
cual nos brindara las condiciones que garantizan la existencia de la solucién
del problema operacional.

Teorema 3.3.4 (Alternativa de Fredholm [4]). Sea T': X — X un operador
compacto sobre un espacio normado X . Luego la transformacion (T + I) es
inyectiva si solo si (T +1) es sobreyectiva. Si T+ 1 es inyectiva (y por tanto,
también biyectiva), entonces el operador (T + I1)™' : X — X es acotado.

La siguiente proposicién nos proporcionaré las condiciones necesarias para
la existencia de la solucién del problema con valor en la frontera (I).
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Proposicién 3.3.5. Sea A : W' — Wy el operador definido en .51
el problema homogéneo

{ [pt] 4+ qu =10 c.d.q. en [0,1];
uw(0) = u(0+) =0,u(l) =u(l-) =

tiene solo la solucion trivial, entonces la transformacion A + I es inyectiva.

Demostracién: Sea u € W, tal que (A4 I)u = 0 c.d.q. en [0,1]. En

consecuencia A(u) = —u c.d.q. en [0, 1], por definicién del operador A, se
sigue que, z, = —u c.d.q. en [O 1] Como z, € AC([0,1]), por el teorema
2.2.6 —dzz&z(fo s )—h &u,luegOU——h —|—ozu De
aqui que

t
0

Notemos que, fot qu + o, € AC(]0,1]), nuevamente por el teorema [2.2.6]
pt € Wl y ademas

‘e

N\

I
([o) -

c.d.q. en [0,1]. Por lo tanto, —[pu]" + qu = 0 c.d.q. en [0, 1]. Ahora como
u € W', se obtiene que u(0+) = u(0) = 0y u(l-) = u(1) = 0. Asi u
satisface el problema homogéneo. Por lo tanto, u = 0 c.d.q. en [0,1]. En
consecuencia A + I es inyectiva. O

u—l—au]

Proposicién 3.3.6. Sip >0 y q > 0, entonces el problema homogéneo

—[pt] 4+ qu=0 c.d.q. en [0,1];
uw(0) = u(0+) = 0,u(1) =u(1-) =0,

tiene solo la solucion trivial.
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Demostracion: Sea u € W21 ! solucién del problema homogéneo, luego
[pi] = qu, (3.13)

c.d.q. en [0, 1]. Por el teorema fundamental del calculo para la derivada débil
(teorema [2.2.8)), existe s € C([0, 1]) tal que s = pi c.d.q. en [0,1] y

t
s = [ 1pil +500)
para toda t € [0,1]. Claramente s(0+) = s(0) y s(1—) = s(1). Més atn,
s € AC([0,1]) y por el teorema [2.2.6] s € Whl y § = & = [pu] c.d.q.
en [0,1]. Por la igualdad (3.13), s = qu c.d.q. en [0,1]. Ahora, observe que
uw(0+) = u(0) = u(1—) = u(l) = 0y us € L'([0,1]), luego por el teorema
de integracién por partes para la derivada débil (corolario obtenemos

que
1 1 1 1
/ u[,oa]:/ us:us‘ —/ us
0 0 0 0
1 1
:—/ uéz—/ ulqul,
0 0

1 1
/ qu* + / p(1)? = 0.
0 0

Dado que p > 0y ¢ > 0, se concluye que u = 0 c.d.q. en [0,1]. O

lo cual implica que

Finalmente, tenemos las condiciones suficientes para enunciar el teorema
de existencia y unicidad al problema con valor en la frontera (I).

Teorema 3.3.7. Sean f,q € L'([0,1]) y p € AC([0,1]) tales que |p(x)] > a,
para todo x € [0,1] y algin o > 0. Si alguna de las siguientes condiciones se
cumplen:

1. p>0yq>0,
2. el problema homogéneo

{ —[pt] +qu =0 c.d.q. en [0,1];
u(0) = u(0+) = 0,u(l) = u(1l-) =0,

tiene unicamente la solucion trivial,
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. . 1,1 :
entonces existe una unica u € Wy~ que satisface el problema

{ —[pt] +qu=f c.d.q. en0,1];
u(0) = u(04) = 0,u(l) = u(1-) = 0.

Ademds, u depende continuamente de la funcion f.

Demostracién: Por el teorema , el operador A : (W', || - lw) —
(Wy', || |lw) dado en es compacto. Ahora con cualquiera de las hipdtesis
(1) o (2) obtenemos por la proposicién [3.3.5]y la proposicién 3.3.6/que A+1 es
inyectiva. Asi por el teorema de la alternativa de Fredholm (teorema |3.3.4)),
la transformacion A + I es sobreyectiva. Luego, dado que vy € I/VO1 " (vea
proposicién , existe u € I/Vol’1 tal que (A4 I)u = vy, es decir, u + Au —
vy = 0. Por lo tanto, B(u+Au—vy, ¢) = 0 para toda ¢ € V. En consecuencia,
por la proposicion [3.2.4] u es solucién del problema variacional II y, asi por
la proposicién [3.1.3] u es solucion del problema de contorno I. Mostremos
a continuacién la unicidad, sea w € W,"' otra solucién del problema de
contorno I. Luego —[pw] + qw = f c.d.q. en [0,1]. Asi —[pw] + qw = f =
—[pt] + qu c.d.q. en [0, 1], lo cual implica que —[p(w — u)] + g(w — u) = 0.
Con cualquiera de la hipétesis (1) o (2), tenemos que la solucién del problema
homogéneo es la trivial, asi w — v =0 c.d.q. en [0, 1].

Probemos ahora que si (f,) es una sucesién en L'([0,1]) tal que || f, —
flli = 0y si para cada n € N, u,, es la solucién del problema

{ —[pu] + qu = f, c.d.q. en [0, 1];
u(0) = u(0+) = 0,u(l) = u(1l—) =0,

entonces |lu, — ul/w — 0. En efecto,

(Bf, = Ful(2)) — —= (B — F(2))| <

i s
p(x) p(x)
1

S—(I Fu(x) = F(x)| + 1B, = Bsl)

L5173
Jo g

| /\

fn

4]+

Tl

/|fn i+ ‘f‘/é

dx

| /\
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/|fn fl+ /|fn 7l

1
=—|fu—flh | 1+
a

11
0 p

Por lo tanto,
) ) 1 1
[0g, = Oplls = ;(5@ —F,) - ;(ﬁf —F)

1) 1
— /0 ;(5& — F,(2)) — ;(/3]* — F(z))

1 1
< —fa=fli {1+ ———
“ ( O‘folfla)

_ o = _ ¢
|vg, — vyl tg}gﬁ% (t) —vg(t)]

t t 1
x / s ot <>)da:—/0 (8 - F(a))da

1

dx

y

= o o)
" 1

< mix / 7 B @) = o5 (5 F(@)
| 1

< / a7 B~ Bule) = s (8 = F) | e

1 1
< | fa- 1+ —— |
~|If fl( MJ%)

Ast |lvg, = vellw = llvg, = vfllo + 105, = 0glly = 0 cuando || fo — fll1 = 0.
Por otro lado, por el teorema de la alternativa de Fredholm (teorema (3.3.4)),
(A+I)~! es un operador acotado. En consecuencia,
[ = ullw = (A + 1)~ v, — (A+ 1) ogllw
= [(A+ 1)~ (vp, —vp)llw
< 1A+ D l(vr, = vp)llw — 0,

cuando || f, — f|l1 — 0. O
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Por 1ltimo, exhibimos dos ejemplos de problema con valor en la frontera
para ilustrar la aplicacion del teorema de existencia y unicidad.

Ejemplo 3.3.8. Consideremos el siguiente problema con valores en la fron-
tera

—[pt] + qu = f c.d.q. en [0, 1];
u(0) = u(04) = 0,u(1l) = u(1-) = 0.
donde p(z) =z +1,q(z) =1y f(z) =3z +2— ﬁ — 2+ z*. La solucién
Unica es
u(z) = x(x — 1)

Ejemplo 3.3.9. Considere el siguiente problema

—ii+u=f cdq. en [0,1]; (3.14)
w(0) = u(0+) = 0,u(1) = u(1-) = 1; '
donde . -
Fa) = NG <2+sen (E>> , six e (0,1];
0, siz=0.

Esta funcién es altamente oscilante y f & L?([0, 1]), esto tltimo debido a
que
11 2 "1
—§—<2+Sen<z)> y / —dxr = oo.
r T x x 0z

1 1

[ (@)= [ 3w
para toda ¢ € (0, 1], obtenemos por teorema , que f € L([0,1]). Usual-
mente los resultados que garantizan la existencia y unicidad de problemas
de contorno estan dados para funciones que pertenecen al espacio L?([a,b]),
por ser este un espacio de Hilbert. Estos resultados clasicos no aplican al
problema presentado en este ejemplo, pues f & L?([a,b]). Sin embargo, al ser
f € L([0,1]), es posible aplicar el teorema[3.3.7 para garantizar la existencia
y unicidad de dicho problema. En efecto, dado que p = ¢ = 1 > 0, por el
teorema se tiene que existe una unica solucion u, € W; 1 del problema

{ —i+u=f cd.q.en [0,1];
u(0) = u(04) = 0,u(1l) = u(1-) = 0.

Ahora como

1
<6
c

(3.15)



CAPITULO 3. EXISTENCIA Y UNICIDAD 47

Resolvamos ahora el problema

{ —i+u =0 c.d.q. en [0, 1]; (3.16)

u(0) = u(04) = 0,u(l) =u(l—) = 1.

La ecuacién caracteristica es —r? + 1 = 0 cuyas soluciones son r, = 1 y
ro = —1. Luego la solucién general de la ecuacién diferencial dada en ([3.16))
es u(z) = c1e” +coe~®. Usando las condiciones iniciales obtenemos el sistema

61+CQZO

ecy +eteyg = 1.

La tinica solucién de este sistema es ¢; = ——— y ¢s = —1—, lo cual implica
que la tnica solucién del problema de contorno (3.16) es

Sea u = uy + uy. Luego u satisface el problema de contorno (3.14)), ya que

—ili4u=—(uy +ug)” + (w1 +up) = =ty +uy — g +ug = f+0=f.

u(l) =ur(1) +u(l) =0+ 1=u;(1—-) + us(l—) = u(1-).

—~

Finalmente mostremos que u es la tinica solucién del problema (3.14]). Supon-

gamos que existe otra solucion z € W21 1 de dicho problema. Luego —3+42z = f

c.d.q. en [0,1], 2(0) = 2(0+) =0y 2(1) = 2(1—) = 1. Tomando w = z — ugy,
1,1

obtenemos que w € Wy,

—Wtw=—(z—u) +(z—u)=—2+z—(—tat+u)=f—-0=f

y
w(0) =0=w(04+), w(l)=0=w(l-).

Por lo tanto, w satisface el problema (3.15]). Por la unicidad de dicho proble-
ma se tiene que w = uq, lo cual implica que z = u; + uy = wu.
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El objetivo general de esta investigacién fue dar condiciones suficientes
para la existencia y unicidad de la solucién de un problema de Sturm Liouville
de la forma

—(pt) 4+ qu = f c.d.q. en [0, 1];
u(0) =0, u(1) =0,

cuando ¢, f € L*([0,1]) y p es una funcién en AC([0,1]) tal que |p(x)| > 0,
para todo z € [0, 1] y algin a > 0.

Nosotros encontramos, como lo establecimos en el teorema([3.3.7], que para
que el problema tenga solucién tinica en el espacio W1 y la solucién dependa
continuamente de la funcién f, es suficiente que se cumpla alguna de las dos
condiciones siguientes:

(E1) p>0yq>0,

(E2) el problema homogéneo

{ [pt] 4+ qu =0 c.d.q. en [0, 1];
uw(0) = u(04+) =0,u(l) = u(l-) =

tiene unicamente la solucién trivial.

Es importante destacar que este resultado generaliza los teoremas clésicos
de existencia y unicidad de los problemas de Sturm-Liouville, al considerar
como coeficientes a funciones Lebesgue integrables que no necesariamente
pertenecen a L*([0,1]).

Para lograr el objetivo general se introdujo a los espacios de Sobolev WP
(definicién [2.2.1)), los cuales son una definicién alternativa a la definicién
clasica, la modificaciéon principal radica en la modificacién del espacio de
funciones prueba (definicién . También se introdujo la derivada débil
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para estos nuevos espacios (definicién [2.2.1]) y, posteriormente, se analizaron
propiedades de esta derivada. Mencionamos que al considerar esta alternativa
de los espacios de Sobolev junto con el lema [2.1.4] logramos demostrar, de
acuerdo a nuestra perspectiva, propiedades de la derivada débil en una forma
mas simple y facil de entender.

En sintesis, el desarrollo que se hizo en esta tesis fue: En el capitulo 1 se
proporciono la teoria alrededor de la integral de Lebesgue, necesaria para el
desarrollo de los posteriores resultados. Las demostraciones de la mayoria de
los resultados expuestos en este capitulo, aunque elementales, son originales
de esta tesis. En el capitulo 2 se introdujo una variacion del espacio de las
funciones prueba y posteriormente con este espacio se introducen los espacios
de Sobolev WP y la derivada débil. Se muestran el teorema fundamental del
calculo y el teorema de integracion por partes para la derivada débil. En el
capitulo 3, se analizé el problema variacional:

1 1 1
/ pugo’—i-/ qup :/ fo, paratoda ¢ €V, (3.17)
0 0 0
con V dada en la definicién [2.1.2] y el problema operacional:
B(u+ A(u) —vs, ) =0, paratoda ¢ €V, (3.18)

con By A dados en (3.5)) y (3.7). Se mostré que los problemas (3.3)), (3.17)) y

[3.18)) son equivalentes. De esta forma observamos que para que el problema
gﬁb’cenga solucién basta con encontrar u € Wy tal que u + Au = vy. Esto
ultimo es posible de hacer si el operador A + [ es sobreyectivo, equivalen-
temente (de acuerdo al teorema de la alternativa de Fredholm) si A + I es
inyectivo. Las condiciones (E1) y (E2) hacen que esto suceda.

Por 1ltimo, se proporcionaron los ejemplos v [3:3.9, que son aplica-
ciones del teorema de existencia y unicidad (teorema 3.3.7). En el ejemplo
[3.3.9 f es una funcién altamente oscilante que no pertenece a L2([0,1]).

Como continuacion del trabajo se pretende diseniar un algoritmo numérico
de la solucién bajo las condiciones del teorema. Asimismo, el estudio que se
hizo fue con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, como trabajo a futuro
se pretende estudiar el problema con condiciones de Neumann.
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